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Resumo

As propriedades magnéticas de nanoestruturas derivadas do grafeno, segundo estudos
amplamente divulgados na literatura, apresentam propriedades diferentes do bulk (folha),
devido à superfície, ou mais precisamente, por causa das terminações de suas bordas. En-
quanto o bulk é um semimetal diamagnético, nano�tas com bordas zigzag têm duas banda
achadas no nível de Fermi (energia zero), ou seja, são metais paramagnéticos. Também
tem-se veri�cado que em sistemas con�nados, particulamente os pontos quânticos (QDs,
quantum dots) de mono e bicamda de grafeno, o número e os estados de bordas são sen-
síveis a geometria do QD, tal que a geometria e o tipo de borda tem um papel muito
importante na resposta diamagnética de tais sistemas.

Neste trabalho, estudamos as propriedades magnéticas de pontos quânticos de bi-
camada grafeno (BLG QD, bilayer graphene quantum dot) com diferentes geometrias:
hexagonal, triangular e quadrada, considerando dois tipos diferentes de bordas e empi-
lhamentos: zigzag e armchair, e empilhamentos AA e AB, respectivamente, ambos na
presença e ausência de uma deformação uniaxial da rede. Em nosso trabalho usamos a
aproximação de ligações fortes (TB, tight-binding) associada à interação eletrônica, que é
descrita pela aproximação de campo médio do modelo de Hubbard, no sentido de investi-
gar como as propriedades magnéticas, tais como a magnetização e os estados de energia,
são afetadas pela aplicação de uma deformação uniaxial, em particular aplicada ao longo
da direção zigzag do QD. Nossos resultados mostram que as propriedades magnéticas de-
pendem da geometria e não somente da existência de bordas zigzag, demonstrando uma
boa concordância com os resultados obtidos anteiormente para pontos quânticos de mono-
camada de grafeno. Na ausência de deformação, a magnetização como função do termo de
Hubbard apresenta diferentes valores mínimos da repulsão coulombiana, denominado de
valor crítico Uc para todos os BLG QDs para ambos os empilhamentos e tipos de bordas.
Quando a deformação é aplicada, as energia de hopping para os vizinhos mais próxi-
mos são naturalmente modi�cadas. Essas modi�cações induzem mudanças nos momentos
magnéticos locais e, consequentemente, nas propriedades magneticas. Nossos resultados
mostram que a magnetização, para todas as geometrias, é aumentada quando sujeita a
uma deformação uniaxial e exibe dois diferentes regimes determinados pelo aumento da
amplitude de deformação.



Abstract

The magnetic properties of graphene-based nanostructures present di�erent features
from bulk graphene, because of surface, or, more properly, edge states. Wheras bulk
graphene is a diamagnetic semimetal, nanoribbons with zigzag edges have two �at bands
at the Fermi energy, i.e., are paramagnetic metals. It was also report that the number
and the properties of edge states are sensitive to the geometry of the mono and bilayer
GQD, such that geometry and edge type play an import role in the diamagnetic response
of the graphene nanostructures.

In this work, we study the magnetic properties of �nite-size bilayer graphene quan-
tum dots (BLG QD) with di�erent geometrical shapes: hexagon, triangle and square,
by considering two di�erent type of edges and stacking: zigzag and armchair, and AA-
and AB-stacking layers, respectively, both in the presence and absence of a certain lat-
tice deformation. In our work, we use the tight-binding approach coupled with electronic
interaction term, that is described by the mean-�eld approximation of the one-orbital
Hubbard model, in order to investigate how the magnetic properties, such as magnetiza-
tion and the energy states, are a�ected by the presence of an uniaxial strain, in particular,
applied along the zigzag edge direction. Our �ndings show that the magnetic properties
depends on the geometry and not only on the existence of zigzag edges, as also observed
for monolayer graphene QDs. In the absence of strain, the magnetization as a function
of the Hubbard term present di�erent (equal) minimum on-site Coulomb repulsion Uc for
the (AB-)AA-stacked BLG QDs with zigzag edges (for both edge type). When strain
is applied, the nearest-neighbor hopping integrals are naturally modi�ed that leads to a
modi�cation of the local magnetic moments and consequently on the magnetic properties.
Our results show that the magnetization is enhanced under uniaxial strain and exhibits
two di�erent regimes by increasing the amplitude of the deformation for all studied geo-
metries.
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1
Introdução

Neste Capítulo, faremos uma introdução detalhada do grafeno e suas propriedades
básicas. Após este percurso histórico, mostraremos ainda algumas aplicações do grafeno
nas mais variadas áreas tecnológicas e, �nalmente, apresentaremos diferentes métodos de
produção do grafeno.

1.1 Grafeno: Algumas propriedades e fatos históricos

1.1.1 Evolução histórica para obtenção do grafeno

O gra�te é um material tridimensional (3D), constituído de muitas camadas planas de
hexágonos compostos de carbono, organizados em uma rede do tipo favo de mel com uma
distância entre os átomos de carbono adjacentes equivalente a 0.142 nm e com a distância
entre os planos de 0.335 nm. O termo gra�te foi apresentado em 1789 por Abraham
Gottlob Werner como sendo uma pedra de escrita. Historicamente, a palavra grafeno

vem da palavra grega graphein, que signi�ca escrever, vinculada a um dos primeiros usos
do material [1, 2]. O grafeno, uma monocamada de gra�te, foi estudado teoricamente
pela primeira vez em 1947 por P. R. Wallace e, em seguida, por J. W. McClure em
1956 e G. W. Semeno� em 1984 [3, 4, 5]. Posteriormente Peierls, Landau e, mais tarde,
Mermin avaliaram que o isolamento do grafeno não seria possível termodinamicamente
à temperatura ambiente, pois eles esperavam que a rede 2D não fosse estável devido às
�utuações térmicas e, portanto, a ordem cristalina de longo alcance seria impedida [6, 7].

Historicamente o gra�te foi amplamente usado como substrato para estudos de Mi-
croscopia de Tunelamento por Varredura (Scanning Tunneling Microscopy � STM) e que
tais investigações envolviam a obtenção usando �ta adesiva para expor o plano basal de
poucas camadas de gra�te. Compreensivamente, os pesquisadores costumavam descartar
a �ta adesiva com �ocos grafíticos nela. Contudo, em 2004, A. K. Geim e K. Novoselov
isolaram o grafeno pela �ta adesiva Scotch e caracterizaram-no com sucesso, o que os
proporcionou o recebimento do Prêmio Nobel de Física em 2010 [8]. Eles usaram um
método simples de exfoliação mecânica para produzir folhas de grafeno simples a partir
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Figura 1.1: Camada única de grafeno (esquerda) e gra�te (direita).

do gra�te. Flocos de gra�te exfoliado foram transferidos para um substrato de dióxido
de silício. A morfologia deles foi caracterizada por microscopia ótica e pela Microscopia
de Força Atômica (Atomic Force Microscopy � AFM), possibilitando, assim, que suas
propriedades elétricas fossem medidas.

O óxido de grafeno (graphene oxide � GO) e os compostos de intercalação de gra�te
(graphite intercalation compounds � GICs) foram estudados em 1840 pelo cientista alemão
Schafhaeutl, que relatou a inserção de ácido ou metal alcalino entre as lamelas de carbono,
isto é, a intercalação e a exfoliação de gra�te com ácidos sulfúrico e nítrico [9]. Muitas
intercalações e exfoliações diferentes têm sido usadas, incluindo potássio, outros metais
alcalinos, sais de �uoreto de vários tipos e metais de transição (ferro, níquel e muitos
outros)[10]. De fato, a síntese de óxido de grafeno tem sido obtida pelo uso de ácidos fortes
como intercalantes [11]. Em geral, o óxido de grafeno é sintetizado tanto pelo método
de Brodie, Staudenmaier ou Hummers, ou por variações desses métodos [11, 12, 13]. Os
três métodos envolvem oxidação de gra�te a vários níveis. Brodie e Staudenmaier usaram
uma combinação de clorato de potássio (KClO3) com ácido nítrico (HNO3) para oxidar
o gra�te; o método de Hummers envolve o tratamento de gra�te com permanganato de
potássio (KMnO4) e ácido sulfúrico (H2SO4) [11, 12, 13]. Boehm et al. descobriu que a
redução química de dispersões de óxido de grafeno em meio alcalino diluído com hidrazina,
sulfeto de hidrogênio ou sais de ferro produz carbono lamelar �no, que contém apenas
pequenas porções de hidrogênio e oxigênio e tentaram investigar a mais �na lamela pela
microscopia eletrônica de transmissão (Transmisson Electron Microscopy � TEM) (veja
Figura 1.2 a-b). Entretanto, a identi�cação exata da monocamada de carbono naquele
período era uma tarefa difícil em função dos erros experimentais dos padrões de calibração
de espessura [14]. A partir de 1970, o crescimento epitaxial em substratos de metal, em
carbonetos isolados como SiC em 1975 e TiC e TaC em 1993 e em gra�te em 2001 emergiu
com uma nova técnica e �lmes grafíticos ultra�nos e até mesmo monocamada original de
grafeno foram obtidos [15]. Contudo, antes de 2004, o crescimento epitaxial não foi o único
meio para se produzir grafeno original, visto que um trabalho do grupo de Kurs mostrou
que o método da �ta (exfoliação mecânica) para obter �lmes grafíticos ultra�nos já tinha
sido usado em 1990 [16]. Eles usaram �ta transparente para descascar �nas camadas de
gra�te a partir do gra�te pirolítico altamente orientado (highy ordered pyrolytic graphite
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� HOPG) e estudaram a dinâmica de suporte da amostra.

Figura 1.2: a) Suspensão em água de óxido de gra�te. b) Imagem TEM de �ocos grafíticos
ultra�nos do começo dos anos de 1960. c) Imagem SEM de plaquetas grafíticas por
clivagem mecânica e d) STM de crescimento de grafeno em Pt (tamanho da imagem é
100× 100 nm2). Adaptada da Ref. [17].

Em 1995, a visualização de gra�te de poucos nm de espessura foi reportada usando
AFM no topo de HOPG e, em 1999, usando Microscópio Eletrônico de Varredura (Scan-
ning Electron Microscope � SEM) [18, 19] (Veja Figura 1.2(c)). A produção e visualização
de amostras ultra�nas de gra�te foram acompanhadas de análise de propriedades elétri-
cas para as amostras com espessura abaixo de 60 camadas entre 1997 e 2001 [20]. O
crescimento epitaxial ultra�no de �lmes de gra�te compostos tipicamente por 3 �ocos de
SiC foi relatado, em 2004, por W. A. de Heer e colaboradores [21]. Em agosto de 2004, o
grupo de Philipe Kim descreveu propriedades eletrônicas de plaquetas ultra�nas de gra�te
(abaixo de ∼ 35 camadas), que foram obtidas por clivagem usando-se um nanolápis [22].
Porém, apenas em outubro de 2004 é que K. S. Nosolev e A. K. Gein realizaram, em
profundidade e pioneirismo, caracterizações de folhas monocamadas de grafeno [8].

1.1.2 Algumas propriedades do grafeno

O grafeno é uma forma alotrópica do carbono e é de�nido como uma única camada
atômica de átomos de carbono arranjados em uma estrutura hexagonal que é chamada de
favo de mel (honeycomb), veja Figura 1.1. A sua forma mais conhecida é o gra�te, que
é simplesmente o empilhamento de planos de grafeno fracamente acoplados via forças de
van der Waals [23].

O átomo de carbono tem número atômico igual a 6 e seu estado fundamental tem
a seguinte distribuição eletrônica: 1s22s22p2. Os dois elétrons que ocupam o orbital 1s

são fortemente ligados ao núcleo do átomo formando os chamados elétrons de caroço, e
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não contribuem para propriedades eletrônicas e mecânicas do grafeno. Os quatro elétrons
restante são mais fracamente ligados ao núcleo do átomo, sendo o orbital 2p aproxima-
damente 4 eV mais energético que o orbital 2s. Contudo, na presença de outros átomos,
como O, H, C, etc., uma ligação covalente de mais baixa energia pode ser mais favorável
com a excitação de um elétron do orbital 2s para um orbital desocupado 2p. Portanto, a
promoção eletrônica pode ocorrer dando origem a quatro orbitais semi-preenchidos, que
podem facilmente formar ligações covalentes com a combinação linear dos estados |2s〉,
|2px〉, |2py〉 e |2pz〉. Chamamos a essa mistura de estados de hibridização [24]. Para uma
descrição mais detalhada das possíveis combinações, veja a referência [24]. No grafeno, os
átomos de carbono são ligados a três vizinhos mais próximos por ligações hibridizadas do
tipo sp2, que em termos dos orbitais são:

|2sp21〉 =
1√
3
|2s〉 −

√
2

3
|2py〉, (1.1)

|2sp22〉 =
1√
3
|2s〉+

1√
2
|2spx〉+

1√
6
|2spy〉, (1.2)

|2sp23〉 =
1√
3
|2s〉 − 1√

2
|2spx〉+

1√
6
|2spy〉. (1.3)

Esquematicamente, essas hibridizações são mostradas na Figura 1.3. Portanto, esses três
orbitais hibridizados criam ligações σ entre os átomos de carbono, organizando-se numa
con�guração trigonal plana pertencente ao plano xy. O elétron restante do orbital não
hibridizado pz é livre para mover-se e, portanto, é o responsável pelo transporte eletrônico
da estrutura. Em razão desta mobilidade, no restante deste trabalho consideraremos
apenas os elétrons pz.

Figura 1.3: Representação esquemática mostrando a hibridização sp2 como uma combi-
nação linear dos orbitais |s〉, |px〉 e |py〉 para formar três orbitais hibridizados sp21, sp

2
2 e

sp23.
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Os orbitais planares que formam as ligações σ são também responsáveis pela maior
parte da energia de ligação e pelas propriedades elásticas da folha de grafeno. A ligação
carbono-carbono é muito forte, o que dá origem à excelente resistência, assim como à
estabilidade estrutural e química. Sua resistência mecânica é maior do que diamante e
300 vezes maior que �lme de aço da mesma espessura, porém ainda leve, �exível e elástica
até o limite de 20% de seu comprimento inicial [25, 26].

Os orbitais 2pz restantes apresentam orientação de simetria π, resultante da sobrepo-
sição de dois orbitais perpendiculares e vizinhos. A sobreposição desses estados orbitais
entre átomos vizinhos desempenha um grande papel nas propriedades eletrônicas e tér-
micas do grafeno, que tem uma condução térmica (> 500 W/mK) mais alta que todas as
outras estruturas de carbono, e área de superfície de 2600 m2/g [27]. Os elétrons movem-se
até 100 vezes mais rápido no grafeno que no silício e podem �uir através do grafeno mais
facilmente do que através do cobre [28]. De fato, o grafeno é semicondutor com gap de
energia zero e os portadores de carga no grafeno tem massa efetiva nula de forma que as
mobilidades de portadores são da ordem de 200000 cm2V−1s−1 e a densidade de portador
da ordem de 1012 cm−2 [29]. A opacidade de uma única camada de grafeno é de 2.3%

(Figura 1.4), logo sua transparência ótica é de 97.7% observada na gama visível e dimi-
nui linearmente de acordo com o aumento no número de camadas. Consistindo de uma
única camada de átomos de carbono, o grafeno é o material mais �no e completamente
impermeável até mesmo para átomos de He [31].

a) b)

Figura 1.4: a) Transmitância de grafeno de uma ou duas camadas preparado pelo método
da esfoliação mecânica e b) Espectro de transmitância de grafeno de uma só camada.
Adaptada da Ref. [30].

A adsorção e dessorção de gases tais como o hidrogênio e o monóxido de carbono é
possível na superfície de grafeno como na de gra�te [32]. Moléculas bem organizadas
podem adsorver na superfície de grafeno via fracas interações como de van der Walls ou
a interação de empilhamento π − π através do ar, vácuo ou depósito líquido. Os blocos
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construídos destas moléculas não-convalentes tornam possível ajustar ou impulsionar as
propriedades do grafeno. Além de formar fraca adsorção na superfície do grafeno, o
gra�te pode ser também oxidado a óxido de grafeno (graphene oxide � GO), que é forma
funcionalizada de grafeno com grupos funcionais como epóxi e carboxila [33]. Redução
térmica ou química adicional gera óxido de grafeno reduzido (rGO).

1.2 Potencial aplicação do grafeno

As propriedades excepcionais, discutidas na Seção 1.1, permitem que o grafeno seja
aplicado para sanar desa�os em áreas diversas (Figura 1.5). Quatro áreas principais foram
priorizadas nas seções seguintes.

Transistor de alta velocidade

RFIC, Sensor

Tinta condutora

EMI tinta de tela

Sensores químicos

Iluminação de LED

Automóveis 

Componentes de aeronaves

Bateria, Células solares

Supercapacitores

Visualizador fléxivel

Painel sensível ao toque

Figura 1.5: Visão geral das aplicações do grafeno em diferentes setores, variando de
tinta condutora a sensores químicos, dispositivos de emissão de luz, ligas, energia, painéis
sensíveis ao toque e eletrônicos de alta frequência. Adaptada da Ref. [34].

1.2.1 Energia

Sistemas baseados no grafeno para a produção de energia (fotovoltaica, células de
energia e células solares), armazenamento de energia (supercapacitadores e bateria) e
armazenamento de hidrogênio são indicados como soluções alternativas para os desa�os
industriais da atualidade.

A capacidade de armazenar energia crescente em volumes menores é o fator-chave que
dirige a pesquisa sobre baterias. Catodos disponíveis comercialmente para baterias de
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íons de lítio têm uma condutividade relativamente baixa, a qual pode ser alterada pela
adição de gra�te ou carbono negro. O grafeno, com sua estrutura estrati�cada, pode ser
usado tanto como agente de enchimento condutivo quanto como estruturas inovadoras
nanocompostas do tipo sanduíche. Ao desenhar novos sistemas tendo alta condutividade,
seria possível superar o principal fator de limitação, a baixa densidade de energia es-
pecí�ca. Por exemplo, uma bateria de íons de lítio fabricada de um anodo de tinta de
grafeno e um catodo de fosfato de ferro lítico exibe um alto desempenho em termos de
capacidade especí�ca com 165 mAh/g, e uma densidade de energia estimada em torno de
190 Wh/kg. Além disso, provou-se a operação estável para mais de 80 ciclos de carga e
descarga [35]. Mais recentemente, outros exemplos de novas baterias baseadas no grafeno
têm sido divulgadas [36, 37].

Figura 1.6: Visão esquemática de bateria avançada de íons de lítio baseada em um anodo
de grafeno e um catodo de fosfato de ferro lítico. Adaptada da Ref. [35].

Supercapacitores combinam alta capacidade de armazenamento de alta energia de ba-
terias e a possibilidade de alta potência dos capacitores. Eles armazenam energia elétrica
diretamente em forma de carga eletrônica em capacitor de dupla camada eletrotérmico,
comparados a baterias que armazenam energia elétrica em forma de ligações químicas
[38]. A conversão de energia química para energia elétrica é um processo que leva tempo
e, portanto, por circunverter esse processo, um supercapacitor pode carregar como dis-
tribuir energia a uma taxa alta. Por sua alta condutividade elétrica, suas estruturas de
poros acessíveis e sua temperatura altamente estável, os materiais baseados em grafeno
constituem uma das melhores opções. Trabalhos recentes têm mostrado a possibilidade
de desenvolver supercapacitores baseados em grafeno com capacidade de armazenamento
ainda melhor [39, 40].

Considerando a vantagem de suas propriedades exclusivas, como alta transparência
óptica, alta condução elétrica e �exibilidade mecânica, o grafeno e seus derivados têm sido
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investigados no campo das células solares. Em particular, tem-se mostrado que o grafeno
pode ser usado como eletrodos (anodos transparentes [41], anodos não transparentes [42],
catodos transparentes [43]) e como contraeletrodos [44]. Mas o grafeno também pode ser
usado como camada ativa, ou, em outros termos, como material de colheita de luz [45, 46].
Em 2013, Wange e seus colaboradores desenvolveram células solares, baseadas no grafeno,
com uma e�ciência de conversão de energia de até 15.6% (Figura 1.7) [47].

Figura 1.7: Células solares de perovskita com notável desempenho de até 15.6% de e�ci-
ência de conversão Adaptada da Ref. [47].

1.2.2 Eletrônica

Uma das áreas mais promissoras para as aplicações do grafeno é a eletrônica �exível.
De fato, produtos eletrônicos, como E-paper, diodos de emissão de luz orgânica (orga-
nic light-emitting diodes � OLEDs), aparelhos piezoelétricos ou telas sensíveis ao toque
requerem mais de 90% de transmitância e uma baixa resistência de folha. A pesquisa
em circuitos eletrônicos dobráveis para substratos de papel usando nano�ocos de grafeno
está aumentando (veja Figura 1.8) [48]. Diodos de emissão de luz (light-emitting dio-

des � LEDs) feitos a partir do empilhamento de grafeno metálico, bem como materiais
bidimensional (2D) bem escolhidos podem ser concebidos [49].

Como mencionamos acima, um dos usos práticos mais bem sucedidos do grafeno tem
sido as tintas condutoras, no qual é possível imprimir circuitos ou alguns componentes
eletrônicos. Por exemplo, um grupo de pesquisadores utilizaram tinta de grafeno para a
construção de antena de radiofrequência (radio frequency � RF) [50]. Os pesquisadores
misturaram �ocos de grafeno com um solvente e, posteriormente, adicionavam um aglu-
tinante, como a etilcelulose, a �m de envolver os �ocos de grafeno e assim torná-lo um
melhor condutor de eletricidade. Utilizando esse procedimento, os pesquisadores desco-
briram que podiam aumentar a condutividade do material em mais de 50 vezes quando
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Figura 1.8: Fotogra�as de aplicações. (a)-(c) Operação de um chip de LED com circuitos
de grafeno em um substrato de papel sob -180 de dobragem e 180 de dobragem, (d) arranjo
de chips de LED em uma placa de circuito tridimensional incluindo ângulo de dobragem
positivo e negativo, (e)-(g) operação de um chip de LED em uma placa de circuito baseada
em papel antes e depois do amassar. Adaptada da Ref. [48].

comparado àquele de depósito [50]. O grafeno está em seu estado geral não piezoelé-
trico, mas tem sido mostrado que efeitos piezoelétricos podem ser alterados para grafeno
não piezoelétrico pelo aproveitamento da adsorção de superfície seletiva de átomos [51].
Provou-se que a condutividade térmica do grafeno é a mais alta dos materiais conheci-
dos e que é dominada por fônons próximos à temperatura ambiente. Tem-se con�rmado
que os dispersores de calor do grafeno podem diminuir a temperatura de hotspot durante
a operação do aparelho, o que resulta em desempenho aprimorado e con�abilidade dos
aparelhos [52].

Transístores de alta frequência têm sido aceitos, desde o início, como um dos campos
mais promissores de aplicação do grafeno, tendo-se o potencial para superar, signi�cati-
vamente, todos os transístores em termos de velocidade. A mobilidade dos portadores de
carga, a ampla velocidade de saturação e a natureza 2D do grafeno podem fornecer con-
dições para o aperfeiçoamento de aparelhos eletrônicos em diversas escalas. Transistores
de grafeno tem potencial para bater os limites de frequência de materiais bem estabele-
cidos em um futuro próximo. Tudo isso possibilita imaginar novos campos de aplicação
até não concebíveis com as tecnologias de ponta, variando desde a comunicação de dados
ultrarrápidos à espectroscopia [53, 54, 55].
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1.2.3 Revestimento e compósitos

O grafeno é uma barreira efetiva à oxidação e corrosão de um substrato. Tem sido
reportado o potencial de materiais baseados em grafeno como revestimento anticorrosivo
e antioxidante em diferentes substratos com diversos métodos de revestimento [56, 57].
Além disso, a estrutura única de materiais a base de grafeno é útil em aplicações absorven-
tes. Por exemplo, uma esponja hidrofóbica e oleó�la foi fabricada revestindo-se grafeno
em melamina via revestimento por imersão (Figura 1.9) exibindo capacidades de absorção
de até mais de 165 vezes seu peso, alta sensibilidade, reciclabilidade, leveza, boa robustez
e inércia a ambientes corrosivos [56].

Compostos de polímeros têm desempenhado um papel importante quando são incor-
porados a materiais à base de grafeno resultando assim em polímeros que podem melhorar
tanto propriedades elétricas quanto propriedades mecânicas. Tem havido um considerável
esforço para a incorporação de grafeno em materiais poliméricos. Até agora, os resulta-
dos de pesquisa tem mostrado signi�cativos aumentos nos módulos de Young, estresse
de tensão, condutividade elétrica e condutividade térmica [59, 60, 61, 62]. Por exemplo,
cientistas usando deposição química em fase de vapor assistida por plasma (CVD) para
criar folhas de grafeno de 2 polegadas por 2 polegadas, contendo composto polimérico
(Veja Figura 1.9). O grafeno em camadas entre matrizes poliméricas está formando novos
materiais, os quais revelam altas propriedades mecânicas e condutividades elétricas [58].

Figura 1.9: a) Esquema de laminados e �bras/pergaminhos, (b) laminado de
(Gr/PMMA)16, (c) UV/ vis espectro de diagrama de (Gr/PMMA)16 e laminados de
(PMMA)16 e (d) fotogra�a de �bra de (PMMA)1 (esquerda) e �bra de (Gr)6/(PMMA)1
(direita). Adaptada da Ref. [58].

A despeito da considerável quantidade de trabalhos sobre compósitos de grafeno-
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poliméricos na literatura, o uso de grafeno para reforçar matrizes vítreas e cerâmicas
é relativamente limitado. Em um estudo recente, nanoplaquetas de grafeno (GNP) e na-
noplaquetas de óxido de grafeno (GONP) foram usadas para reforçar a sílica. Reportou-se
que o novo composto tem uma maior usinabilidade comparada à sílica pura [63]. A in-
corporação de nanopartículas de grafeno em uma massa de cimento apresentou modi�ca-
ções interessantes nas propriedades microestruturais, morfológicas, elétricas e térmicas da
massa [64]. Também muito recentemente, a seda diretamente tecida por aranhas apresen-
tou melhores propriedades mecânicas após a exposição de aranhas a dispersões de grafeno
(Veja Figura 1.10(a)-(b) [65].

a)

b)

c)

Figura 1.10: a) Arranjo de grafeno em torno da protéina de �bra MASP2, b) energia dissi-
pada correspondente (aqui chamada dureza) [65] e c) diagrama esquemático das diferentes
estruturas de materiais compostos de grafeno. Adaptada da Ref. [66].

Compostos de nanopartículas de grafeno são capazes de oferecer numerosas proprie-
dades exclusivas e vantajosas para várias aplicações dependendo das características parti-
culares das nanopartículas empregadas na formação dos compostos. Diversos metais (Au,
Ag e Pt)[67, 68, 69] e nanopartículas de óxidos metálicos (FeO4, TiO2, SnO2, MnO2, e
outros)[70, 71, 72, 73] são amplamente estudados, tanto em nanopartículas encapsuladas
de grafeno quanto em grafeno decorado com nanopartículas (Veja Figura 1.10(c).

1.3 Síntese de grafeno

Mais de 20 métodos têm sido propostos e explorados na última década para a pro-
dução de grafeno, fornecendo grafeno com diferentes dimensões, incidências de defeitos
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e qualidades. Neste caso, a aplicação �nal está condicionada aos métodos de produção.
Nesse sentido, cada método de produção deve ser promovido a �m de atender ao maior
número de aplicações (Veja Tabela 1.1).

Tabela 1.1: Estado da arte das principais abordagens de produção e aplicações previstas.
Adaptada da Ref. [34].

Têm-se adotado duas estratégias distintas para produção de grafeno: as abordagens
bottom-up e top-down, resumidas na Figura 1.11.

1.3.1 Abordagens bottom-up

A grande variedade de espécies químicas e métodos de produção faz da fabricação
do tipo bottom-up uma importante candidata para produção de grafeno. Visto que o
grafeno pode ser construído de entidades moleculares pequenas ou atômicas discretas, a
fabricação pode ser executada com precisão de nível atômico, usando técnicas químicas
sintéticas desenvolvidas ao longo do século passado. Abordaremos duas técnicas bottom-

up, conhecidas como: deposição química de vapor e síntese de SiC.

Deposição química de vapor

A deposição química de vapor (CVD) tornou possível a obtenção de �lmes de grafeno
uniformes e de grande área, provenientes de precursores sólidos, líquidos ou gasosos. Há
diferentes tipos de processo CVD: térmicos, enriquecidos com plasma, parede quente ou
fria, reativo, etc. Dependendo do precursor, da qualidade dos materiais, dos equipamentos
especí�cos e das condições para CVD, o �lme de grafeno obtido pode variar em termos
de desempenho [75]. Basicamente, o procedimento envolve a fase de decomposição em
alta temperatura de uma fonte de carbono na presença de um catalisador de metal de
transição em que os átomos de carbono serão depositados e rearranjados em estruturas
de carbono (Figura 1.12). A fonte de carbono é, geralmente, uma espécie gasosa, como
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Figura 1.11: Visão geral das duas principais técnicas de produção de grafeno: top-down
e bottom-up. Adaptada da Ref. [74].

metano, etano ou propano, embora o uso de uma fonte sólida já tenha sido comprovado
como viável [77, 78].

Síntese de SiC

O desenvolvimento de grafeno tem sido alcançado em substrato de SiC por tratamento
de calor a altas temperaturas sob condição de vácuo ultra-alto (UHV) [79]. Durante o
processo, os átomos de Si sublimam para deixar uma camada exposta de átomos de
carbono que serão rearranjados para formar grafeno epitaxial [80]. O controle preciso
das temperaturas de sublimação pode levar à formação de muitas camadas grafíticas,
ocasionalmente de folhas únicas. As propriedades de grafeno obtido em SiC são diferentes
daquelas do grafeno exfoliado mecanicamente. Isso se deve à presença de corrugações
induzidas pelo substrato e orientações irregulares das camadas de grafeno, que alteram as
propriedades eletrônicas [81].
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Figura 1.12: Ilustração esquemática da produção de grafeno sobre Ga líquido em um
substrato de W. (a) Uma gotícula de Ga é disposta em uma lâmina de suporte de W,
(b) produção por CVD de grafeno em superfície líquida de Ga, (c) o grafeno obtido é
revestido em uma camada de PMMA por processo de revestimento de spin, (d) o grafeno
revestido com PMMA é gradualmente separado da lâmina de W conduzido por bolhas de
H2 produzidas na interface entre o grafeno e o substrato de Ga-W, (e) grafeno transferido
para um substrato de SiO2/Si e (f) a lâmina de W pode ser reusada como suporte de Ga.
Adaptada da Ref. [76].

1.3.2 Abordagens top-down

A esfoliação de bulk de gra�te em �ocos é o método mais comum para a produção
em massa de folhas de grafeno. Dependendo da estratégia usada, há diferenças em ren-
dimento, e�ciência, custo, poluição, facilidade de produção e escalabilidade do processo
de manufatura. Há, também, diferenças na morfologia, estrutura e propriedades dos pro-
dutos, tais como espessura, tamanho lateral, química da superfície, defeito, impureza,
condutividade elétrica e térmica. Dentre todas as técnicas top-down, apenas duas serão
abordadas aqui: esfoliação mecânica e esfoliação de gra�te em fase líquida.

Esfoliação mecânica

Um dos métodos mais importantes é a clivagem micromecânica de HOPG, que foi
o primeiro método usado para isolar uma camada simples de grafeno [8]. Esse método
envolve repetitivas descamações de camadas de grafeno de HOPG com a ajuda de uma �ta
adesiva para obter camadas simples de grafeno que serão transferidas para uma superfície
apropriada por meio de uma técnica de transferência seca ou úmida (Veja Figura 1.13).
Também chamado de �método da �ta adesiva�, é extremamente simples, viabilizando o
isolamento de camada simples de grafeno com até 1 mm de dimensão, com alterações
mínimas na folha de grafeno [83]. Embora a esfoliação micromecânica não seja uma boa
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candidata para a produção em massa, ainda é o método de preferência para estudos
basilares, visto que a maioria das inovações se iniciaram pelo uso dessa técnica.

Figura 1.13: (a)-(d) Formação passo a passo de grafeno pelo método da ��ta adesiva�:
mostrando as repetidas esfoliações com �ta adesiva. Adaptada da Ref. [82].

Esfoliação de gra�te em fase líquida

O gra�te pode ser esfoliado em ambientes líquidos explorando-se a força de corte para
extrair camadas individuais [83]. Após a esfoliação, a interação grafeno-solvente precisa
balancear as forças atrativas inter-camadas. Várias abordagens para preparar os �ocos de
grafeno dispersos em fase líquida têm sido reportadas, incluindo processador, misturador,
ultrassons, temperatura e esferas de moagem.

Um tratamento por esferas de moagem pode ser empregado para esfoliar o gra�te
através de interações com melamina disponível comercialmente sob condições sólidas.
Esse procedimento permite a produção rápida de quantidades relativamente grandes de
material com a presença de poucos defeitos. O tratamento por moagem pode ser modulado
para obter �ocos de grafeno com diferentes tamanhos. Uma vez preparadas, as amostras
de grafeno podem ser redispersas em solventes orgânicos ou água formando dispersões
estáveis que podem ser usadas para múltiplos propósitos [84].

Em 2014, Coleman e colaboradores mostraram que mistura de alto cisalhamento de
gra�te em líquidos estáveis adequados resulta em esfoliação de grande escala para gerar
dispersões de grafeno conforme retratado na Figura 1.14. Eles desenvolveram um modelo
simples que mostra a esfoliação a ocorrer quando a taxa de cisalhamento local excede 104

s−1 (Figura 1.14). Caracterizando completamente o comportamento de escala de taxa de
produção de grafeno, eles mostraram que a esfoliação pode ser obtida em volumes líquidos
de centenas de mililitros até centenas de litros.
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Figura 1.14: Produção de grafeno usando tecnologia de mistura de cisalhamento.(a) Má-
quina de Silverson L5M de mistura de alto cisalhamento com um cabeçote em um beaker

de 5L de grafeno disperso. Uma imagem mais próxima de (b) um cabeçote de D = 32mm

e (c) um de D = 16mm com o rotor separado do estator. (d) Dispersões de Grafeno-NMP
(N-metil-2-pirrolidona) produzido por esfoliação de cisalhamento. (e) Imagem de TEM de
nano folhas de esfoliação de grafeno por cisalhamento depois da centrifugação. Imagem
TEM de (f) nano folhas individuais e (g) multicamadas e nanocamadas quando eviden-
ciado por seus padrões de difração eletrônico. (h) Imagem de alta resolução de TEM de
uma monocamda. Adaptada da Ref. [85].
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1.4 Produção experimental de nanoestruturas de gra-

feno

Sob condições experimentais, muitas ténicas de fabricação foram desenvolvidas com a
�nalidade de se obterem estruturas �nitas de grafeno. Em alguns casos, cortam-se, lite-
ralmente, folhas de grafeno em pequenas regiões usando partículas de Ni ou Fe. Estes, são
colocados num ambiente químico com um controle rigoso de variáveis como temperatura
e pressão, em que são preparados para servirem como catalizadores (facas nonométricas)
para hidrogenação do carbono [86, 87]. Na Figura 1.15, por exemplo, Campos et al.

apresentam seu método de reação catalítica, no qual eles utilizam uma solução aquosa de
NiCl2 (2.4 mg/ml), que é distribuída sobre a superfície de um substrato. Posteriormente,
ela é cozinhada por 10 min a 90 ◦C para evaporar H2O. Com essa preparação, a amostra
de NiCl2 é, então, submetida ao �uxo de Ar e H2, na proporção 850 : 150 sccm (centí-
mentros cúbicos padrão por minuto), anelando a 500 ◦C por 20 min. Como resultado,
tem-se as nanopartículas de Ni (nanofacas), que são usadas para processo de corte a 1000
◦C (Veja Figura 1.15(a)).

(a)

(b) (c)

Figura 1.15: (a) Desenho esquemático do corte de grafeno por partículas de Ni. (b)
Imagem AFM do corte de uma folha de grafeno produzindo nanoestruturas geométricas
e (c) de gra�te mostrando o aperecimento de trincheiras com ângulos de 30◦, 90◦ e 150◦,
sugerindo a existência tanto de bordas zigzag quanto armchair. Adaptada da Ref. [86].

Após o corte, observam-se, por AFM, trincheiras com ângulos bem de�nidos, indicando
que o corte é altamente anisotrópico, como mostra a Figura 1.15(b). Uma das vantagens
desse método consiste em sintetizar nanoestruturas de grafeno com um rigoroso controle
da forma das bordas. Para monocamadas, os pesquisadores notaram que as trincheiras
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formam ângulos entre si, majoritariamente de 60◦ a 120◦ (Veja Figura 1.15(b)). Tantos
os estudos de TEM (Tunneling Electron Microscope) para partículas de Ni[88] quanto os
cálculos ab initio[89] indicam que a formação de bordas zigzag são mais favoráveis do que
bordas armchair. Consequentemente, esse método oferece uma possibilidade de obtenção
e estudo de nanoestruturas, tais como nano�tas e pontos quânticos com bordas cristalo-
gra�camente orientadas. Para cortes em folhas de gra�tes, as imagens AFM revelam o
aparecimento de trincheiras com ângulos de 30◦, 90◦ e 150◦, indicando a existência tanto
de bordas zigzag quanto armchair (Figura 1.15(c)).

Recentemente, um grupo de Israel investiu na micro�uidização para a fabricação me-
cânica de pontos quânticos de grafeno (graphene quantum dots - GQDs) [90]. Essa técnica
utiliza alta pressão para direcionar o �uxo do �uido dentro do micro�uidor para um mi-
crocanal de impacto no formato Z, como ilustra Figura 1.16(b). Nesse processo, o �uido
atinge velocidade de 400 m/s e aplica uma alta taxa de cisalhamento (>107/s) sobre as
partículas dos �ocos. Como resultado, os milimétricos �ocos de gra�tes são esfoliados
em folhas de grafeno e são depois fragmentados em GQDs, conforme ilutrado na Figura
1.16(c).

(a) (b)

(c)

Figura 1.16: (a) Fotogra�a de um micro�uidor típico. Dentro do tanque, uma suspenção
aquosa de gra�te é forçada através de microcanais por uma pressão de 30 kpsi. Repre-
sentação esquemática (b) dos microcanais de formato Z e (c) �uxo dentro dos canais com
velocidade de 400 m/s, onde os �ocos de gra�tes são exfoleados e depois fragmentados em
GQDs. Adaptada da Ref. [90].

Outros métodos também foram desenvolvidos para sintetização e fabricação de na-
noestruturas. Conforme já mencionamos na Secção 1.3, também é possível utilziando-se
os métodos bottom-up e top-down. Para saber como o uso dessas técnicas podem ser
utilizadas para fabricar pontos quânticos, veja Capítulo 3 do livro de A. D. Güçlü et al.

[91].



2
Grafeno

Neste Capítulo, apresentaremos as ferramentas e modelos que nos permitirão analisar
as propriedades eletrônicas em mono e bicamada de grafeno. Inicialmente, discutiremos
o método de ligação forte (tight-binding) e as propriedades de partícula única no grafeno
e na bicamada de grafeno (BLG, bilayer graphene).

2.1 Estrutura eletrônica do grafeno

2.1.1 Modelo tight-binding

Conforme já anunciado, os átomos de carbono são reunidos em uma rede honeycomb.
Cada célula unitária contendo dois átomos (A e B), que formam duas subredes de Bravais
triangulares. Os vetores unitários primitivos ou de base responsáveis por conectar as
células unitárias dentro de cada subrede são os vetores ~a1,2 (Figura 2.1(a)), enquanto
|~δi| = a = 1.42 Å conectam os átomos vizinhos mais próximos [23], dados por:
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Os vetores correspondentes da rede recíproca ~b1,2 são de�nidos como

~b1 =
2π

3a
(−
√

3, 1),

~b2 =
2π

3a
(
√

3, 3),
(2.2)

que satisfazem a seguinte relação ~ai ·~bj = 2πδij. De acordo com a Figura 2.2(b), a rede
recíproca de uma rede hexagonal tem a mesma forma hexagonal. Como consequência, a
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primeira zona de Brillouin (ZB) é um hexagono com o centro correspondendo ao ponto Γ

e com o ponto M localizando-se entre os pontos K and K ′, que formam dois grupos de
três pontos equivalentes. Note que os hexagonos da rede recíproca são uma rotação de
π/3 em relação aos hexagonos do espaço real.

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Rede honeycomb de grafeno. A região destacada pelo losângulo mostra a
célula unitária. ~a1,2 são os vetores primitivos enquanto ~δ1,2,3 são os vetores entre átomos
vizinhos. (b) A região azul representa a primeira ZB e a região verde, a segunda zona.
~b1,2 representam os vetores da rede recíproca, enquanto os pontos K e K ′ são pontos não
equivalentes formando três grupos dos seis vértices do hexagono da primeira ZB.

Os elétrons do orbital π, pertecentes aos átomos de carbono localizados nos sítios
A e B, podem se mover livremente pela rede do grafeno. Usando a aproximação tight-

binding (TB), podemos descrever as propriedades eletrônicas associadas a esse movimento.
Considerando uma folha in�nita (ou Bulk) de grafeno, a Hamiltoniana para um elétron
tem a seguinte forma:

H(~r) =
p2

2m
+
∑
RA

V A(~r −RA) +
∑
RA

V B(~r −RB), (2.3)

onde p é o momento do elétron, m a massa de um elétron e
∑

RA(B)
V A(B)(~r − RA(B))

representa o potencial atômico devido ao átomo de carbono do tipo A(B) no sítio RA(B),
ou seja, a energia potencial centrada no átomo. Devido à simetria translacional do grafeno,
podemos usar o teorema de Bloch para expandir a função de onda eletrônica em cada
subrede em termos dos orbitais localizados pz:

ψAk (~r) =
1√
NA

∑
RA

e−ik·RAφz(~r −RA),

ψBk (~r) =
1√
NB

∑
RB

e−ik·RBφz(~r −RB),
(2.4)
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onde k é o vetor de onda, e−ik·RA(B) são os coe�cientes de expansão, NA(B) é o número de
átomos de carbono em cada subrede e φz(~r−RA(B)) são os orbitais localizados pz em cada
sítio RA(B). Podemos, portanto, construir um conjunto de funções de onda ortonormais
como a combinação linear das funções em cada subrede:

Ψk(~r) = Akψ
A
k (~r) +Bkψ

B
k (~r), 〈Ψk|Ψk'〉 = δkk′ , (2.5)

ou expressá-la como spinors de duas componentes,

Ψk =

(
Ak

Bk

)
. (2.6)

Assumindo que os orbitais pz sejam ortogonais, a ação do operador Hamiltoniano dado
na Eq. (2.3) sobre os spinors dados na Eq. (2.6) produzirá(

HAA HAB

HBA HBB

)(
Ak

Bk

)
= E±

(
Ak

Bk

)
, (2.7)

onde Hmn = 〈ψmk |H|ψnk〉 são os elementos da matriz com m,n = A e B. Considerando
HAA = HBB e HAB = H∗BA, os elementos da matriz podem ser calculados, respectiva-
mente, usando a forma explícita da Hamiltoniana, da seguinte forma

HAA =
1

Ns

∑
~RA

∫
〈φ∗z(~r −RA)|

(
p2

2m
+ V (~r −RA) + V (~r −RB)

)
|φz(~r −RA)〉,

HAB =
1

Ns

∑
~RA, ~RB

eik·(RA−RB)

∫
〈φ∗z(~r −RA)|

(
p2

2m
+ V (~r −RA))

+ V (~r −RB)) |φz(~r −RB)〉, (2.8)

onde os autovalores da Eq. (2.7) são dados por E± = HAA± |HAB|. Como os orbitais são
ortogonais entre si e estamos considerando apenas os vizinhos mais próximos de pares A
e B, os termos com contribuições não nulas para os elementos da diagonal serão a energia
cinética e energia por sítio (on-site) do orbital pz tal que

HAA =
1

NA

∑
~RA

∫
〈φ∗z(~r −RA)|

(
p2

2m
+ V (~r −RA)

)
|φz(~r −RA)〉

= ε.

(2.9)

Similarmente, os termos fora da diagonal resultam em

HAB =
1

NA

∑
~RA, ~RB

eik·(RA−RB)

∫
〈φ∗z(~r −RA)| (V (~r −RA)) |φz(~r −RB)〉

= t
1

NA

∑
~RA, ~RB

eik·(RA−RB),

(2.10)
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pois a integral é constante e a de�nimos como o elemento ou probabilidade de salto
(hopping) t. A distância entre os átomos vizinhos mais próximos de uma subrede A
ou B é aproximadamente 1.7 vezes menor do que entre dois pares de átomos A ou B.
Como as probabilidades de salto caem rapidamente com a distância, podemos desprezar
o salto entre os átomos A e A ou B e B, conforme foi evidenciado experimentalmente [92].
Expandindo a soma em torno dos vizinhos do sítio B, somamos sobre seus três vizinhos
mais próximos. Assim, os elementos fora da diagonal podem ser reescritos como

HAB = t
1

NA

∑
~RB

[
eik·

~δ1 + eik·
~δ2 + eik·

~δ3
]
. (2.11)

Para completar o cálculo, devemos somar sobre todos os átomo da subrede B e substituir
a Eq. (2.1) na expressão �nal. Desse modo, os elementos fora da diagonal podem ser
dados por

HAB = t
[
eik·a(0,1) + eik·a(

√
3,−1)/2 + eik·a(−

√
3,−1)/2

]
= t
[
eiaky + e−iaky/22 cos

(√
3akx/2

)]
= tg(k).

(2.12)

Assim, a Eq. (2.7) será representada por(
ε tg(k)

tg∗(k) ε

)(
Ak

Bk

)
= E±

(
Ak

Bk

)
, (2.13)

onde os autovalores ou bandas de energia obtidos dessa equação são expresso como (Wal-
lace, 1947 [3])

E±(k) = ε± t|g(k)| = ε± t
√

3 + f(k), (2.14)

com

f(k) = 2 cos(
√

3kxa) + 4 cos

(√
3

2
kxa

)
cos

(
3

2
kya

)
, (2.15)

onde os autovetores (ou spinors) correspondentes para cada k são

Ψk(~r) =
1√
2

(
1

±e−iθk

)
, e−iθk =

f(k)

|f(k)|
. (2.16)

Os sinais positivo e negativo das expressões acima aplicam-se às bandas de condução
(superior, π∗) e de valência (inferior, π), respectivamente, conforme ilustrado na Figura
2.2. Na Eq. (2.14), ε representa a energia do nível 2p. Como a posição do zero de energia
é arbitrária, por conveniência, escolhe-se o ponto K da primeira ZB como sendo o nível de
energia zero, que corresponde ao nível de Fermi num sistema não dopado. Dessa forma,
assumimos ε = 0. De fato, é possível veri�car que os autovalores anulam-se nos dois
pontos inequivalentes, K e K ′, da primeira ZB, expressos no espaço dos momentos por:

~K =
2π

3a
(

1√
3
, 1), ~K ′ =

2π

3a
(− 1√

3
, 1). (2.17)
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Esses pontos também são conhecido como pontos de Dirac, conforme será justi�cado em
breve. Portanto, de acordo com a �gura, podemos dizer que as bandas de valência e
de condução se tocam nos pontos de Dirac, que é onde passa o nível de Fermi. Por
célula unitária, existem dois elétrons π de tal forma que eles ocupam completamente
a banda de valência, �cando a banda de condução vazia. Além disso, os cálculos de
densidade de estado mostram que, no nível de Fermi, a densidade de estados é nula e,
como consequência, o grafeno é um semicondutor de gap nulo [23]. Vale ressaltar que,
como a energia dos fótons é da ordem de poucos eV, as transições óticas vão ocorrer
próximas ao ponto de Dirac.

Figura 2.2: Espectro de energia do grafeno com aproximação dos vizinhos mais próximos.
No destaque, a primeira zona de Brillouin, mostrando que as bandas se tocam nos pontos
de Dirac, e um zoom, mostrando a relação cônica da energia próxima desses pontos.

2.1.2 Modelo de massa efetiva e férmions de Dirac

Como as energias dos elétrons (banda de condução) e dos buracos (banda de valência)
são nulas nos pontos K e K ′, considerando ε = 0, podemos escrever a Hamiltoniana
em torno desses pontos para demonstrar por que eles são chamados de pontos de Dirac.
Podemos começar analisando a Eq. (2.11) em torno dos pontos-K, trocando o vetor de
onda k porK+q, onde |q| � |K|. Usando aproximação de primeira ordem da exponencial
e(iq

~δi) → 1 + iq~δi, a Eq. (2.11) pode ser reescrita como

HAB = t
∑
i

e(K+q)·~δi

= t

(∑
i

eiK·
~δi + i

∑
i

eiK·
~δiq · ~δi

)
.

(2.18)
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Usando as Eqs. (2.1), vemos que o primeiro termo resulta em zero, e o segundo termo
pode ser calculado explicitamente como

HAB = iteiK·
~δ1
(
q · ~δ1 + q · ~δ2e−iK·~a1 + q · ~δ3e−iK·~a2

)
= iteiK·

~δ1
(
q · ~δ1(1 + e−iK·~a1 + e−iK·~a2)− q · ~a1e−iK·~a1 − q · ~a2e−iK·~a2

)
= −iteiK·~δ1(q · ~a1e−iK·~a1 + q · ~a2e−iK·~a2),

(2.19)

onde usamos, nas passagens, o fato de que ~δ2 − ~δ1 = −~a1. Linearizando, em torno do
ponto K = (4π/3a

√
3, 0), os elementos fora da diagonal resultam em

HAB =
−3|t|a

2
(qx + iqy). (2.20)

A constante 3at/2 tem dimensão de constante de Planck vezes velocidade. Portanto,
podemos expressá-la na forma ~vF , onde vF é a velocidade de Fermi para esse caso, já
que o nível de Fermi passa exatamente pelo ponto K, onde foi realizado a expansão. Nesse
processo, a velocidade de Fermi tem o mesmo papel da velocidade da luz, no vácuo, para
partículas relativísticas. Tomando os valores das constantes para o grafeno, |t| = 2.8 eV,
a = 1.42 Å e ~ = 6.59 × 10−16 eV.s, calculamos vF ≈ 106 m/s. Esse valor corresponde
a aproximadamente 1/300 da velocidade da luz no vácuo. Portanto, a Hamiltoniana
representada pela Eq. (2.19), do modelo efetivo, tem a mesma forma da Hamiltoniana de
Dirac para férmions de massa nula relativístico, de modo que podemos reescrevê-la como:

HK = i~vFσσσ · ∇∇∇, (2.21)

tal que os autovalores e autovetores desses férmions de Dirac em torno do ponto K serão
da forma

E±(q) = ±~vF |q|,

ΨK(q) =
1√
2

(
e−iθq/2

∓eiθq/2

)
,

(2.22)

onde os sinais +/− correspondem, novamente, às bandas de condução/valência e θq cor-
responde ao ângulo de qqq em relação ao eixo qx no espaço dos momentos. Os cálculos
podem ser repetidos em torno do ponto K ′ = (−4π/3a

√
3, 0) onde se veri�cam os mes-

mos autovalores com os seguintes autovetores:

ΨK′(q) =
1√
2

(
eiθq/2

±e−iθq/2

)
. (2.23)

Vamos considerar, por exemplo, um elétron com momento qx propagando-se ao longo da
direçao x em um dos pontos de Dirac. O ângulo formado por esse elétron e o eixo-x é
θq = 0 de tal forma que seu autovetor será

ΨK′(q) =
1√
2

(
1

−1

)
. (2.24)
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Se esse mesmo elétron for posto adiabaticamente em movimento num círculo de energia
constante em um cone de Dirac e retornar ao ponto de partida, o ângulo e seu correspon-
dente autovetor resultam em θq = 2π e

ΨK′(q) =
1√
2

(
ei2π/2

−e−i2π/2

)
=

1√
2

(
eiπ

−e−iπ

)
, (2.25)

respectivamente. Como pode ser observado, o elétron adquire um ângulo de fase π cha-
mado de fase de Berry [93], assim que ele retorna ao ponto de partida. Esta mudança
de fase sob rotação é característica de spinor. De fato, o autovetor é um spinor de duas
componentes.

Os resultados até agora são frutos de uma análise sobre um único ponto de Dirac (ou
vale). Usando ambos os vales nas duas subredes, podemos escrever a Hamiltoniana na
base {AK , BK , AK′ , BK′} da sequinte forma

H = −vF

(
σσσ · ppp 0

0 σσσ∗ · ppp

)
, (2.26)

onde σσσ = σxx̂ + σyŷ é a matriz de Pauli. Os autovetores correspondentes a cada vale
podem ser caracterizados por uma quantidade relevante conhecida como helicidade que é
de�nida como a projeção do (pseudo)spin σσσ ao longo da direção do operador momento.
(A razão para esses autovetores serem chamados de pseudospin será apresentada mais
adiante.) Para partículas de massa nula, os termos helicidade e quiralidade não têm
diferença. Para a Mecânica Quântica, o operador helicidade é dado por [23]:

ĥ =
1

2
σσσ · p

pp

|ppp|
. (2.27)

Os autovalores de ĥ são h = ±1. Para h = 1, temos que o pseudospin é paralelo ao
momento e orientado no mesmo sentido; se h = −1 o pseudospin e o momento estão
alinhados, mas em sentidos opostos.

O operador helicidade comuta com a Hamiltoniana. Portanto, h é uma constante de
movimento. Como ΨK(q) e ΨK′(q) são autovetores da Hamiltoniana, eles também são
autovetores de ĥ

ĥΨK(q) = ±1

2
ΨK(q), (2.28)

de forma equivalente para ΨK′(q), do qual inverte-se apenas o sinal. Como resultado,
os elétrons (buracos) têm helicidade positiva (negativa) para o vale K e oposto para
vale K ′. Tanto a quiralidade dos autovetores quanto a dispersão linear dão ao grafeno
características exclusivas ao transporte eletrônico e são responsáveis por propriedades
únicas nesse material, como o famoso tunelamento de Klein [104].

2.2 Bicamada de grafeno

A bicamada de grafeno (bilayer graphene - BLG) consiste em duas monocamadas de
grafeno empilhadas (com um determinado tipo de empilhamento) que interagem fraca-
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mente por forças de van der Waals e separadas por uma distância d ≈ 3.35 Å. Esta
interação entre as camadas ocorre a um custo de energia da ordem de 20 meV /Å2, um
valor típico para heteroestruturas de van der Waals [95].

Embora as bicamadas sejam encontradas principalmente no chamado empilhamento
AB, também conhecido como Bernal [96], padrões Moiré observados em imagens de STM
de bicamadas e multicamada de grafeno revelam con�gurações de empilhamento alterna-
tivas, em que uma camada apresenta-se girada em relação à outra com ângulo θ, sendo
θ = 600 no caso AB e θ = 00[97]. Nestas estruturas, é possível que regiões com empilha-
mentos AB e AA possam coexistir.

Na Figura 2.3, mostramos uma bicamada de grafeno com o empilhamento de Bernal
(AB). Neste empilhamento, as camadas de grafeno são dispostas de modo que os átomos

(a) (b)
A1

B1

A2
B2

B2

B1

A2
A1

Figura 2.3: (a) Estrutura cristalina da BLG no empilhamento Bernal e (b) no empilha-
mento AA.

da subrede A, da camada superior (denominados A2), estão diretamento acima de átomos
da subrede B, da camada inferior (denominado B1), e os átomos da subrede B da camada
superior (denominados B2), estão acima do centro do hexágono formado pela camada in-
ferior. Portanto, a bicamada de grafeno com empilhamento AB possui dois sítios atômicos
não-equivalentes, denominados na literatura de sítios α e β [98]. O sítio α ocorre quando
os átomos de carbono da camada superior �cam exatamente sobre os átomos da camada
inferior, enquanto que no sítio β os átomos da camada superior �cam exatamente sobre
o centro do hexágono formado pelos átomos de carbono da camada inferior.

No empilhamento AA, as camadas de grafeno são posicionadas de modo que os átomos
da subrede A da camada superior (denominado A2) estão diretamente acima de átomos
da subrede A da camada inferior (denominado A1), e os átomos da subrede B da camada
superior (denominados B2) estão diretamente acima dos átomos da subrede B da camada
inferior (denominados B1). A distinção entre os sítios α e β não se aplica no empilhamento
AA.

Embora as monocamadas e bicamadas de grafeno sejam compostas do mesmo átomo
elementar, o carbono, suas propriedades eletrônicas são essencialmente diferentes, princi-
palmente devido às simetrias associadas ao átomo de carbono e das diferentes distância
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interplanares. Em geral, as propriedades eletrônicas de bicamadas de grafeno ou materias
compostos de camadas atômicas dependem não somente do tipo de empilhamento, mas
também do número de camadas.

De maneira similar ao caso da monocamada, podemos usar a aproximação TB para
descrever a estrutura eletrônica de uma bicamada de grafeno em que assumimos um tipo
especí�co de empilhamento entre as duas camadas. Como temos duas células unitárias
com dois átomos em cada camada e as camadas podem interagir entre si, devemos admitir
que existem mais possibilidades de hopping para os elétrons. No caso de uma única
camada, expressamos a função de onda como spinors de duas componentes, conforme
representado pela Eq. (2.6). Para a bicamada, como existem duas subredes - A2 e B2
- pertencentes à camada superior (2) e outras duas - A1 e B1 - pertencentes à camada
inferior (1), podemos expressar a função de onda como um spinor de quatro componentes:

Ψk =


A1k

B1k

B2k

A2k

 , (2.29)

de modo que podemos escrever o Hamiltoniano da bicamada nesta base. De�niremos
c1 = A1, B1 os átomos da célula unitária da camada 1 e c2 = A2, B2 os átomos da célula
unitária 2. Para descrever a estrutura eletrônica da bicamada de grafeno, iremos conside-
rar a energia de salto correspondente as menores distâncias, como: A1− B1, B1− A2 e
A2−B2, que têm, respectivamente, as seguintes energia de hopping : t, t⊥ e t. As energias
de hopping correspondente as interações A1−B2 e B1−B2 podem ser desprezadas porque
os saltos correspondentes ocorrem a distância maiores. Em termos das funções de onda,
as interações entre A1−B1 e A2−B2 são similares àquelas da monocamada, com cada
elemento representado por tf(k). A interação B1−A2 representa o hopping intercamada
(acoplamento entre as camadas), dando origem ao elemento 〈ψA1k |H|ψB2

k 〉 = t⊥, cujo valor
normalmente é −0.4 eV [24]. Portanto, a Hamiltoniana nesta base será

0 tg(k) t⊥ 0

tg(k)∗ 0 0 0

t⊥ 0 0 tg(k)

0 0 tg(k)∗ 0




A1k

B1k

B2k

A2k

 = E(k)


A1k

B1k

B2k

A2k

 . (2.30)

Note que a Hamiltoniana é constituída de duas matrizes 2×2 na diagonal, que representam
a energia de cada camada, e duas matrizes 2 × 2 fora da diagonal, que representam o
acoplamento. A diagonalização da Hamiltoniana acima resultará em quatro autovalores,
conforme a equação

E±(k) = ±1

2
t⊥ ±

√
1

4
t2⊥ + t2|g(k)|2. (2.31)

O sinal negativo na frente da raiz descreve as bandas de valência (buracos) e condução
(elétrons), sendo que elas se tangenciam no ponto de Dirac, ou seja, o gap entre elas é
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Figura 2.4: Banda de energia da BLG próximo do ponto K (4π/3
√

3, 0) (a) sem e (b)
com um campo elétrico perpendicular correspondente a um potencial de V = 0.5 eV, onde
�xamos t⊥ = 0.4 eV e t = −2.8 eV.

igual a zero. O sinal positivo para o primeiro termo da Eq. (2.31) representa as bandas
de valência e condução com gap da ordem da energia de 2t⊥, conforme pode ser visto na
Figura 2.4(b). No regime de baixo momento (k � t⊥/(2~vf )), a Eq. (2.31) resultará em

E±(k) = ±1

2
t⊥ ±

1

2
t⊥

(
1 +

1

2

4t2|g(k)|2

t2⊥
+ . . .

)
≈ t2|g(k)|2

t⊥

≈ ± t
2

t⊥

(
3a

2

)2

|q|2 = ±~2|q|2

2m∗
,

(2.32)

onde m∗ = t⊥/(2v
2
F ) é a massa efetiva como consequência das transições dos elétrons

de uma camada para outra. Portanto, diferente da monocamada, próximo do ponto de
Dirac, a energia da BLG tem um comportamento parabólico.

Aplicando um campo elétrico perpendicular ao plano da BLG, é possível abrir um gap

no seu espectro de energia. Podemos criar uma diferença de potencial V entre as camadas
de modo que os elementos diagonais para as camadas do topo e da base tornem-se +V/2

e −V/2, respectivamente. Neste caso, a Hamiltoniana torna-se

H(k) =


V/2 tg(k) t⊥ 0

tg(k)∗ V/2 0 0

t⊥ 0 −V/2 tg(k)

0 0 tg(k)∗ −V/2

 , (2.33)

onde os autovalores deste operador podem ser calculados explicitamente para obtermos
[99]

E±(k) = ±

√
t2|g(k)|2 +

t2⊥
2

+
V 2

4
±
√
t4⊥
4

+ (t2⊥ + V 2)t2|g(k)|2. (2.34)
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Conforme pode ser visto na Figura 2.4(b), o pontencial faz surgir, nas vizinhanças dos
pontos de Dirac, uma espécia de chápeu mexicano.

Para descrever a BLG, no empacotamento AB, usando o modelo efetivo, podemos
começar substituindo ~qx e ~qy pelo operadores momenta px = −i~∂/∂x e py = −i~∂/∂y,
de modo que a Hamiltoniana efetiva tenha a forma

HK = − 1

2m∗

(
0 (p∗)2

p2 0

)
, (2.35)

onde p = px + ipy = |p|eiθp . Veja que a Hamiltoniana da bicamada neste regime é
dada por uma matriz 2× 2, pois estamos considerando apenas os elétrons de mais baixa
energia (próximo ao nível de Fermi) compartilhados pelos sítios (A1,B2), onde ignoramos
os elétrons dos sítios (A2,B1) porque eles formam um subespaço de energia mais alta.
Portanto, a energia dos elétrons (+) e buracos (-), perto dos pontos de Dirac, será

E = ±~2k2

2m∗
. (2.36)

A função de onda para estes níveis tem a forma [99]

ΨK(p) =
1√
2

(
eiθp

∓e−iθp

)
eip·r/~, (2.37)

com propriedades de helicidade similares aos da monocamada. Contudo, para uma rotação
de 2π, o pseudospin rodopia 2π, portanto duas vezes maior comparado à monocamada.

2.3 Tipos de bordas

Devido à estrutura hexagonal do grafeno, quando se tem uma folha semi-in�nita de
grafeno, as bordas da folha podem ser zigzag (zz) ou armchair (ac) [100, 23]. No caso
de bordas zz, apenas os átomos pertencentes a uma subrede (isto é, A ou B) estarão na
borda, ao passo que no caso ac as duas subredes (isto é, A e B) se acoplam, como dímeros
A − B ou B − A, em condições de contorno. A Figura 2.6 ilustra uma folha de grafeno
semi-in�nita com bordas zz na direção x e bordas ac na direção y.

Como discutido na Seção 2.1, devido ao comportamento linear dos elétrons em torno
dos pontos K e K ′, a dinâmica dos elétrons no espaço dos momentos pode ser dada por
meio das funções de onda, que satisfazem a equação de Dirac

HKΨK = EΨK

−i~vF (σx∂x + σy∂y)ΨK = EΨK

(2.38)

para o ponto K e, de forma similar,

HK′ΨK′ = EΨK′

−i~vF (σx∂x + σy∂y)ΨK′ = EΨK′
(2.39)
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(a) (b)

Figura 2.5: Esquemas das bordas de uma folha semi-in�nita de grafeno. As esferas
pintadas de vermelhas representam os átomos de carbono da subrede A, ao passo que as
pintadas de azul representam os átomos da subrede B. O hexagono em destaque indica
a célula unitária. Os eixos indicam que as bordas zigzag e armchair estão relacionadas
entre si por um ângula de 900.

para o ponto K ′. As funções ΨK e ΨK′ são dadas pelas Eqs. (2.22) e (2.23). Os sinais ±
das componentes x do momento associado aos pontos K e K ′, apresentado nas relações
(2.38) e (2.39), dependem do tipo de condição de contorno, uma vez que a localização do
ponto K ′ com respeito a K depende da orientação da célula unitária. Por exemplo, se a
célula unitária da Figura 2.1 fosse rotacionada por 900 para direita, a primeira ZB seria
equivalente à região verde da Figura 2.1. Portanto, no caso de bordas ac, os pontos K e
K ′ estão localizados nos eixos dos vetores da rede recíproca (como ilustra a Figura 2.1),
ao passo que para bordas zz os pontos de Dirac estariam sobre o eixo k. Dessa forma, o
Hamiltoniano no ponto K ′ pode ser expresso como [101]

HK′ ≡

σσσ · (−k, b) = −i~vF (−σx∂x + σy∂y) =⇒ armchair

σσσ · (k,−b) = −i~vF (σx∂x − σy∂y) =⇒ zigzag.

Portanto, para os diferentes tipos de bordas devido à rotação de 900 observada na Figura
2.6, a relação entre as Hamiltonianas em cada ponto K e K ′ será

Hac
K = Hzz

K

Hac
K′ = Hzz

K′ .
(2.40)

Podemos construir a função de onda total dos portadores de cargas como uma combinação
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linear das soluções (2.38) e (2.39) [102, 103, 101], ou seja,

Ψ =

(
ΨA

ΨB

)
= eiKKK·rrrΨK + eiK

′K′K′·rrrΨK′

= eiKKK·rrr

(
AK

BK

)
+ eiK

′K′K′·rrr

(
AK′

BK′

)
(2.41)

Podemos observar, das soluções das relações (2.38) e (2.39), que os graus de liberdade
associados às subredes A e B são equivalentes ao spin da equação de Dirac. Por essa
razão, podemos denominar esses autovetores de pseudospin. Como veremos na próxima
seção, as condições de contorno sobre a função (2.41) dependem do tipo de borda da folha
semi-in�nita.

2.3.1 Borda armchair

Tomando uma folha semi-in�nita com bordas armchair em x = 0 (ou na outra extre-
midade), a condição de contorno sobre a função (2.41) será

Ψ|x=0 = 000, (2.42)

resultando em [
cac1 e

iKxx

(
AK

BK

)
+ cac2 e

−iKxx

(
AK′

BK′

)]∣∣∣∣∣
x=0

=

(
0

0

)
, (2.43)

sendo cac1 e cac2 os coe�cientes da combinação linear. A condição de contorno (2.43) gera
um sistema de equações da forma(

AK AK′

BK BK′

)(
cac1
cac2

)
=

(
0

0

)
, (2.44)

sendo que a solução não trivial é obtida quando o determinante das componentes dos
autovetores nos pontos de Dirac é nula.

2.3.2 Borda zigzag

Consideraremos agora uma folha semi-in�nta com bordas zigzag com os átomos da
subrede A localizando em x = 0 (ou na outra extremidade); portanto, para a função
(2.41), as condições de contorno para a subrede A exigem que

ΨA|x=0 = 000, (2.45)

resultando em (
czz1 e

iKxxAK + czz2 e
−iKxxAK′

)∣∣
x=0

= 0, (2.46)

sendo czz1 e czz2 os coe�cientes da combinação linear. A condição de contorno (2.46) gera
um sistema de equações da forma

czz1 AK + czz2 AK′ = 0. (2.47)
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Para uma solução não trivial, os autovetores da subrede A devem satisfazer uma das
seguintes condições

czz2 = 0 e AK = 0, (2.48a)

ou
czz1 = 0 e AK′ = 0. (2.48b)

Ao contrário da condição de contorno armchair, existem duas soluções independentes que
resultam das relações (2.48): uma do ponto K e outra do ponto K ′. Portanto, as funções
de onda que vem de cada um desses pontos não podem se misturar.

Além do efeito das condições de contorno, a dispersão linear do grafeno apresenta o
tunelamento de Klein [104], que não foi observado em um sistema não-relativístico e é
crucial para o estudo do transporte eletrônico.

Mais adiante, iremos apresentar alguns resultados da literatura sobre os elétrons de
Dirac em sistemas con�nados (pontos quânticos) com condições de contorno armchair e
zigzag.



3
Interação elétron-elétron

As leis que governam o movimento e as interações de partículas �caram mais conhe-
cidas com o advento da mecânica quântica. No entanto, soluções analíticas exatas só são
possíveis para sistemas envolvendo apenas duas partículas. Em um pedaço de uma mate-
rial qualquer, teríamos aproximandamente 1023 partículas. Se fosse possível escrever todas
as equações diferenciais para descrever o sistema, a solução para essas equações seria, em
princípio, uma tarefa impossível de se obter. O problema para encontrar essas soluções
é atribuído, principalmente, as interações elétron-elétron entre as partículas que geram
movimentos correlacionados e equações diferenciais acopladas. Em razão desse imbróglio,
é crucial o desenvolvimento e uso de métodos que forneçam uma forma simpli�cada de
interação elétron-elétron de modo que reduza o número de equações a serem resolvidas.

3.1 Problema de muitos corpos

Antes de começarmos com um problema complicado em que todos os elétrons inte-
ragem, analisaremos um caso mais simples em que existem N elétrons não interagentes.
Portanto, a Hamiltoniana de um sistema de N elétrons será

H =
N∑
i

hi, (3.1)

onde o operador hi = p2i /2m +
∑

RA,RB
V (~r −R) descreve a energia cinética e potencial

do i-ésimo elétron. A princípio pode-se pensar que a função de onda de muitos elétrons
corresponda ao produto da função de onda de cada elétron, como o produto de Hartree,
mas devemos lembrar que os elétrons são férmions e, como tal, a função de onda é anti-
simétrica e deve obedecer o princípio de exclusão de Pauli. Para obtermos uma função de
onda de N elétrons não interagentes, devemos utilizar o determinante de Slater

Φ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1(~r1) φ2(~r1) · · · φN(~r1)

φ1(~r2) φ2(~r2) · · · φN(~r2)
...

...
. . . · · ·

φ1( ~rN) φ2( ~rN) · · · φN( ~rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.2)
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onde φi(~rj) corresponde ao orbital localizado pz, φz(~rj −Ri), de cada átomo.

3.1.1 Segunda quantização

A descrição no espaço real dos estados eletrônicos de elétrons individuais constitui uma
tarefa administrável de se fazer, mas quando introduzimos mais e mais elétrons torna-se
cada vez mais difícil acompanhar o que está ocorrendo a nível de muitos corpos. Por
essa razão, podemos descrever melhor o sistema empregando o formalismo de número de
ocupação na representação de segunda quantização. Nesta representação, as funções de
onda podem se transformar em operadores como segue

Ψ(~r) =
1√
N

∑
i

ciφz(~r −Ri), (3.3)

Ψ†(~r) =
1√
N

∑
i

c†iφ
∗
z(~r −Ri). (3.4)

Estes operadores descrevem a adição/remoção de um elétron φ da posição ~r, sendo N o
número total de orbitais pz. Os operadores ci e c

†
i representam a aniquilação e criação

de um elétron em um orbital pz localizado em Ri, respectivamente. Esses operadores
satisfazem as relação de anticomutação para férmions{

ci, c
†
j

}
= δij,

{ci, cj} =
{
c†i , c

†
j

}
= 0.

Partindo da Hamiloniana de um elétron individual dada pela Eq. (2.3), podemos obter,
na base desses novos operadores, Ψ† e Ψ, os elementos matriciais aplicando os operados em
ambos os lados de H e desenvolvendo em termos dos operadores de criação/aniquilação∫

d~rΨ†(~r)HΨ(~r) =
1

N

∫
d~r
∑
i,j

c†iφ
∗
z(~r −Ri)Hcjφz(~r −Rj)

=
∑
i,j

1

N

∫
d~rφ∗z(~r −Ri)Hφz(~r −Rj)c

†
icj

=
∑
i,j

Hijc
†
icj.

(3.5)

Portanto, a Hamiltoniana é um operador de um elétron na segunda quantização.
Com adição de muitos elétrons ao sistema, devemos incluir a contribuição relacionada

à repulsão elétron-elétron na Hamiltoniana. Essa interação é introduzida via potencial
de Coulomb, sendo que um par elétrons contribui com Vee = e2

4πε0|~r2−~r1| . Desse modo, a
Hamiltoniana total é dada por

H =
N∑
i=1

[
p2i
2m

+
∑
j

Ve(~ri −Rj)

]
+

1

2

∑
i,j,i6=j

Vee(~ri − ~rj). (3.6)
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Da mesma forma que �zemos para um Hamiltoniano de partícula individual, podemos
escrever a equação acima na linguagem de segunda quantização usando os operadores
de criação e aniquilação, de modo que o termo referente à partícula individual pode ser
separado em duas partes

He =

∫
d~rΨ†(~r)

(
p2

2m
+ Ve(Ri) + Ve(Rj)

)
Ψ(~r) +

∫
d~rΨ†

∑
k 6=i,j

Ve(Rk)Ψ(~r), (3.7)

em que, para simpli�car a notação, usamos Ve(~r−Rk) = Ve(Rk) para o pontencial iônico
localizado no ponto Rk. Sustituindo os operadores dados pelas Eqs. (3.3) e (3.4) e
expandindo em termos dos operadores criação/aniquilação e do orbital pz, teremos

He =
∑
i

1

N

[∫
d~rφ∗i

(
p2

2m
+ Ve(Ri)

)
φic
†
ici +

∑
k 6=i

∫
d~rφ∗iVe(Rk)φic

†
ici

]

+
∑
i 6=j

1

N

[∫
d~rφ∗i

(
p2

2m
+ Ve(Ri) + Ve(Rj)

)
φjc
†
icj +

∑
k 6=i,j

∫
d~rφ∗iVe(Rk)φjc

†
icj

]
=
∑
i

εic
†
ici +

∑
i,j

t′ijc
†
icj +

∑
i,j,k 6=(i,j)

V e
ijkc
†
icj

=
∑
i

εic
†
ici +

∑
i,j,k 6=(i,j)

(t′ij + V e
ijk)c

†
icj

=
∑
i

εic
†
ici +

∑
i,j,k 6=(i,j)

tijc
†
icj.

(3.8)

Neste resultado, separamos os termos one-site dos termos cruzados na primeira integral
dada pela Eq. (3.7). Devemos enfatizar que tij, na equação acima, são os elementos de
hopping incluindo os vizinhos mais próximos e todos as interações iônicas do sistema.
Portanto, He corresponde à Hamiltoniana de hopping do modelo TB no formalismo de
segunda quantização.

Embora estejamos tratando de elétrons, suprimimos quaisquer informações sobre o
spin de nossos cálculos, visto que qualquer elétron de spin up/down, a contribuição para
energia será a mesma. Contudo, para o termo de interação precisamos fornecer as infor-
mações sobre o spin. Podemos fazer a troca i → i, σ, sendo σ =↑ / ↓ o spin do elétron.
Assim, o operador corresponte à repulsão elétron-elétron da Eq. (3.6), na linguagem de
segunda quantização, será

Hee =
1

2

∫ ∫
d~rd~r′Ψ†(~r)Ψ†(~r′)Vee(~r − ~r′)Ψ(~r)Ψ(~r′)

=
1

2

∑
ijklσσ′

1

N2

∫ ∫
d~rd~r′φ†iσφ

†
jσ′Vee(~r − ~r′)φkσ′φlσc

†
iσc
†
jσ′ckσ′clσ

=
1

2

∑
ijklσσ′

〈ij|Vee|kl〉c†iσc
†
jσ′ckσ′clσ,

(3.9)
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no qual introduzimos a notação ket para representar o elemento 〈ij|Vee|kl〉 que envolve
quatro orbitais atômicos localizados nos sítios i, j, k e l, sendo representado no espaço
das con�gurações pelas integrais acima. Dessa forma, para calcularmos numericamente
estas integrais, precisamos conhecer a forma dos orbitais pz. Como exercício e exemplo
para esses cálculos, recomendo a leitura do artigo de Potasz (2010) [105].

No modelo de Hubbard, apenas os termos intra-sítio são considerados, porque supomos
que a interação de Coulomb é fortemente blindada. Os demais termos são ignorados
porque a interação de Coulomb para dois elétrons é tratada como uma interação de
curto alcance. Evidentemente, isso é justi�cado quando consideramos a força de Coulomb
atingindo seu maior valor quanto menor possível for a distância. Portanto, o modelo de
Hubbard é um dos mais simples para tratar sistemas interagentes. Podemos de�nir

U = 〈ii| e2

4πε0|~r2 − ~r1|
|ii〉, (3.10)

de modo que o termo de interação será

Hee =
U

2

∑
iσσ′

c†iσc
†
iσ′ciσ′ciσ. (3.11)

Uma consequência das relações de anticomutação é a identidade (c†iσ)2 = (ciσ)2. Ou
seja, ambos os operadores criação/aniquilação anularão um estado se eles atuarem nele
duas vezes. Vamos agora de�nir o operador número como

niσ = c†iσciσ. (3.12)

Note que se niσ opera duas vezes o resultado será (niσ)2 = niσ (veri�que!). Assim, os
autovalores de niσ serão apenas 0 ou 1. Com essas modi�cações, a Hamiltoniana de
Hubbard será, en�m, dada por

HHubb =
∑
iσ

εic
†
iσciσ +

∑
i,j,σ

tijc
†
iσcjσ + U

∑
i

ni↑ni↓. (3.13)

O modelo de Hubbard tem muitas simetrias. As mais óbvias e comuns são a simetria
translacional e a simetria sob �ip de spin. A partir destas simetrias, existem outras
menos usuais que podem ser exploradas quando escolhemos um conjunto de base adequada
[106]. A Hamiltoniana de Hubbard comuta com os operadores número total de elétrons
Ne = N↑ + N↓ e spin total Sz = (N↑ − N↓)/2. Portanto, Ne e Sz são constantes de
movimento. Assim, N↑ e N↓ se conservam e podemos resolver o modelo escolhendo um
conjunto de base no espaço de Hilbert para N↑ e N↓ �xos. No caso de sistemas periódicos,
a Hamiltoniana comuta com operador translacional. Em vista disso, as funções de base
podem ser escolhidas como a soma de Bloch, conforme vimos no Capítulo 2. Portanto,
essas são as principais simetrias da Hamiltoniana de Hubbard.

Para o caso unidimensional, a solução exata do modelo de Hubbard é conhecida [107].
Para um sítio i, o espaço de Hilbert do modelo (3.13) consiste de quatro estados:
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Tabela 3.1: Possíveis estados de um dado sítio de um sistema

|0〉 nenhum estado no sítio i
c†i↓|0〉 um elétron de spin down no sítio i
c†i↑|0〉 um elétron de spin up no sítio i
c†i↑c

†
i↓|0〉 dois elétrons no sítio i

Consequentemente, para uma rede consistindo de Ns sítios, o espaço de Hilbert teria
dimensão 4Ns . Este é um número que cresce exponencialmente à medida que aumen-
tamos o número de sítios e, sem as simetrias, seriam requeridas enorme quantidade de
armazenamento computacional para realizar a diagonalização. Para �ns de comparação,
Ns ≈ 16 necessitaria da ordem de 10 GB de memória para armazenamento [108], valor
que ultrapassa a capacidade de memória dos computadores convencionais.

Para visualizarmos a importância de utilizar as simetrias, vamos diagonalizar uma
rede linear de 2 sítios e 2 elétrons, como exemplo. Neste caso, o espaço de Hilbert
possuí 16 estados, pois cada sítio pode ter quatro possibilidades, conforme vimos na
tabela acima. No entanto, podemos usar a simetria de conservação do número total de
partículas up/down, de forma que o número de estados possíveis passa ser um problema
de combinatória. Ou seja, existe

(
Ns

N↑

)
formas de distribuir N↑ elétrons de spin up nos

sítios Ns, e similarmente,
(
Ns

N↓

)
formas de distribuir N↓ elétrons de spin down. Portanto,

o número total de estados de base será

Nbase =

(
Ns

N↑

)(
Ns

N↓

)
, (3.14)

sendo
(
Ns

N↑

)
um número binomial. Para simpli�car, vamos considerar o caso semi-preenchido

(sem dupla ocupação) com N↑ e N↓ tal que Sz = 0. Portanto, o número de estados é re-
duzido a quatro. Estes estados serão dados por

|1〉 = |2 ↑, 1 ↓〉, |2〉 = |1 ↑, 1 ↓〉, |3〉 = |1 ↑, 2 ↓〉, |4〉 = |2 ↑, 2 ↓〉, (3.15)

onde o estado eletrônico |i ↑, j ↓〉 indica que um elétron está no sítio i com spin ↑ e o
outro está no sítio j com spin ↓. Podemos, agora, obter a matriz Hamiltoniana dada pela
Eq. (3.13), com εi = 0, e que pode ser expandida para os dois sítios como

HHubb = −t
[
c†1↑c2↑ + c†2↑c1↑ + c†1↓c2↓ + c†2↓c1↓

]
+ U [n1↑n1↓ + n2↑n2↓] , (3.16)

sendo t11 = t22 = 0 e t12 = t21 = −t. Para operar sobre cada um dos estados acima,
devemos levar em consideração as relações de anti-comutação, sendo |i ↑, j ↓〉 = −|j ↓, i ↑〉.
Portanto,

HHubb|1〉 = −t [|1 ↑, 1 ↓〉+ 0 + 0 + |2 ↑, 2 ↓〉] + U(0) = −t|2〉 − t|4〉,
HHubb|2〉 = −t|1〉 − t|3〉+ U |2〉,
HHubb|3〉 = −t|2〉 − t|4〉,
HHubb|4〉 = −t|1〉 − t|3〉+ U |4〉.

(3.17)
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Considerando que os autovetores (|k〉 : m = 1, . . . 4) constituem um conjunto ortonormal,
a forma matricial da Hamiltoniana será

HHubb =


0 −t 0 −t
−t U −t 0

0 −t 0 −t
−t 0 −t U

 . (3.18)

Podemos diagonalizar esta matriz 4×4 para obter os autovalores e autovetores de H.
Como já sabemos, os autovalores serão as energias E para os quais o det(H − EI) = 0.
A expansão det(H − EI) produzirá

det(H − EI) = E(U − E)(E(U − E) + 4t2), (3.19)

que é chamada de equação característica de H. Portanto, os autovalores serão

E0 =
U −
√
U2 + 16t2

2
, E1 = 0, E2 = U, E3 =

U +
√
U2 + 16t2

2
, (3.20)

sendo E0 a energia do estado fundamental do sistema. O autovetor correspondente a essa
energia é

|ϕ0〉 = N(2t,−E0, 2t,−E0), (3.21)

sendo N uma constante de normalização. No limite não interagente, U → 0, a Ha-
miltoniana corresponde à Hamiltoniana de tight-binding e os níveis de energia dos dois
elétrons serão 0,−2t,+2t. No regime de interação forte, t� U , podemos ver, através de
uma aproximação em série de Taylor, em primeira ordem, que os níveis de energia serão
U,U + 4t2/U, 4t2/U .

3.1.2 Aproximação de Campo Médio

Como já foi discutido, o espaço de Hilbert aumenta exponencialmente com o número
de sítios e, evidentemente, a diagonalização da Hamiltoniana seria uma tarefa impraticável
com os modelos de computadores atuais. Desse modo, é necessário recorrer a modelos de
aproximação a �m de obtermos soluções para esse problema com alto custo computacional.
Com a aproximação de campo médio, podemos reduzir o problema de muitos corpos a
um problema de um corpo simplesmente assumindo que um elétron interage com o campo
médio causado pelo outros elétrons.

Na aproximação de campo médio, substituimos o termo de interação na Hamiltoniana
por um termo de campo médio efetivo. Na maioria dos cálculos de campo médio, esse
termo de interação efetivo é obtido substituindo o operador número por

niσ = 〈niσ〉+ δniσ, (3.22)
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onde δniσ representa as �utuações da média do número de ocupação de elétrons de spin
σ. Portanto, o termo de interação na Eq. (3.13) pode ser escrito como

U
∑
i

(〈ni↑〉 − δni↑)(〈ni↓〉 − δni↓)

= U
∑
i

(〈ni↑〉〈ni↓〉 − 〈ni↑〉δni↓ − 〈ni↓〉δni↑ + δni↑δni↓) .

Se assumirmos que as �utualções sejam pequenas, então o último termo pode ser excluído.
Portanto, substituindo a Eq. (3.22) no resultado acima, podemos reescrever a Eq. (3.13)
na aproximação de campo médio como

HHubb =
∑
iσ

εic
†
iσciσ +

∑
i,j,σ

tijc
†
iσcjσ + U

∑
i

(ni↑〈ni↓〉+ ni↓〈ni↑〉 − 〈ni↑〉〈ni↓〉) . (3.23)

Do ponto de vista computacional, o novo termo de interação afeta apenas os elementos
diagonais da matriz Hamiltoniana. Portanto, se quisermos encontrar os autoestados da
Hamiltoniana, precisamos saber a média do operador número para os spins up/down. A
média da ocupação do sítio i é a densidade de elétrons do sítio i, que é dado por

〈niσ〉 =
∑
j

fFD(Ejσ)|ϕjiσ|2, (3.24)

sendo fFD a distribuição de Fermi-Dirac e Ejσ o autovalor correspondente ao autoestado
ϕjσ. Partindo de uma valor inicial de 〈niσ〉 escolhido aleatoriamente, podemos obter a den-
sidade de elétrons iterando autoconsitentemente até o resultado convergir. Em seguida,
podemos obter as propriedades de spin do sistema usando

mi = 〈ni↑〉 − 〈ni↓〉, (3.25)

em que mi é momento magnético (em unidades de µB) total no sítio i [109, 110].



4
Teoria da Elasticidade

Ao mesmo tempo em que a física das deformações representa uma parte fundamental
para estudo das propriedades mecânicas dos materiais, a fonte dessas deformações tam-
bém é de fundamental importância e elas dependem de dispositivos tecnológicos. Por
exemplo, as deformações podem resultar de vibrações na rede induzidas por fônos em
semicondutores homogêneos, ou do crescimento desajustado cristalogra�camente (lattice
mismatch) de heteroestruturas, ou tensões intrínsecas em deposição de �nas películas, e
pela aplicação de tensões. Anterior ao desenvolvimento da deposição química em fase
de vapor e da heteroepitaxia, os sensores de pressão foram desenvolvidos para explorar
o efeito piezoresistivo em Si e Ge para construir sensores de deformação mecânica am-
plamente utilizados em diferentes aplicações devido à sua simplicidade estrutural e seu
funcionamento [111, 112]. A piezoresistividade é a capacidade do material alterar sua
resistividade elétrica quando submetido a uma tensão mecânica (stress), ou seja, é a va-
riação da resistividade em função da deformação (strain) sofrida pelo material [113]. No
ano de 1856 essa propriedade foi observada, no entanto, apenas em 1954 foi publicado o
primeiro artigo sobre propriedade piezoresistivas de materiais semicondutores [114].

A ideia deste Capítulo é fornecer alguns conceitos básicos associados à teoria da elas-
ticiadade e analisar o efeito de uma deformação na estrutura eletrônica do grafeno. Como
veremos no próximo Capítulo, uma deformação uniaxial afeta a estrutura de banda e as
propriedade magnéticas de nanoestruturas �nitas de grafeno, como pontos quânticos de
bicamada de grafeno de diferentes geometrias.

4.1 Tensor de deformação (strain)

A Figura 4.1 ilustra uma rede 2D na ausência (a) e presença (b) de uma deformação.
Observe que a deformação é caracterizada pelo deslocamento relativo da rede. Como
mostra a Fig. 4.1(a), podemos usar dois vetores unitários x̂ e ŷ para representar uma
rede não deformada, sendo que uma rede quadrada simples eles correspondem aos vetores
de base da rede. Na presença de uma pequena deformação uniforme, os dois vetores são
distorcidos em ambas as direções, como mostra a Fig. 4.1(b). Os novos vetores x̂′ e ŷ′
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podem ser escritos em termos dos velhos vetores:

x̂′ = (1 + εxx)x̂+ εxyŷ + εxz ẑ,

ŷ′ = εyxx̂+ (1 + εyy)ŷ + εyz ẑ.
(4.1)

Os conceitos mais gerais serão discutidos para os casos 3D. Portanto, neste caso também
temos

ẑ′ = εzxx̂+ εzyŷ + (1 + εxz)ẑ. (4.2)

Os coe�cientes εij, com i, j = x, y, z, de�nem as deformações da rede e são adimensionais.
A matriz

εεε =

εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

 (4.3)

é chamada de tensor de deformação. A notação tensorial, às vezes �liada à notação matri-
cial e a simplicidade das regras de transformação de coordenadas, facilitam a expressão das
equações da elasticidade bem como a compreensão de algumas das operações necessárias
para a sua aplicação. Os tensores são de�nidos como entidades matemáticas que têm seu

Antes da deformação Depois da deformação
a) b)

Figura 4.1: Representação esquemática de uma rede não deformada (a) e uma rede de-
formada (b).

comportamento determinado em virtude de certo tipo de transformação de coordenadas.
Quanto à ordem, os tensores podem ser de ordem n, com n = 0, 1, 2, . . .. Uma forma de
pensar nos tensores é associar, pelo menos alguns deles, a entidades matemáticas simples
de visualizar. Por exemplo, o tensor de ordem zero é genericamente nomeado por escalar;
as quantidades físicas tais como massa, temperatura e densidade são grandezas escalares.
O tensor de ordem um associa um escalar com uma direção e é genericamente nomeado
por vetor; as grandezas físicas, tais como força, velocidade e aceleração, são chamadas
de gradezas vetoriais. O tensor de segunda ordem associa um vetor com uma direção no
espaço, podendo ser representado por uma matriz; desse modo, as deformações e tensões
são quantidades representadas, em geral, por tensores de ordem dois. O tensor de ordem
n associa um tensor de ordem (n− 1) com uma direção no espaço.

Considere um ponto da rede localizado na posição rrr = xx̂ + yŷ + zẑ. No caso da
deformação uniforme, este ponto será rrr′ = xx̂′+yŷ′+zẑ′. Para uma variação de deformação



4.1. TENSOR DE DEFORMAÇÃO (STRAIN) 75

qualquer, o tensor de deformação pode ser escrito como [115]

εi,j =
∂ui
∂xj

, ui = ux, uy, uz; xj = x, y, z, (4.4)

onde ui é o deslocamento do ponto analisado ao longo de xi. O tensor de deformação,
dado na Eq. (4.3), é simétrico, ou seja,

εij = εji =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (4.5)

A parte antisimétrica do tensor (4.3) representa uma rotação de todo o corpo. Também é
comum trabalhar com outro conjunto de componentes da deformação, que são de�nidos
como

exx = εxx; eyy = εyy; ezz = εzz, (4.6)

que descrevem distorções in�nitesimais associadas com uma mudança no volume. As
outras componentes exy, eyz e ezx são de�nidas em termos da mudança nos ângulos entre
os vetores de base [115]. Consideranto pequenas deformações e ignorando os termos de
ordem ε2, essas componentes serão

exy = x̂′ · ŷ′ = εxy + εyx,

eyz = ŷ′ · ẑ′ = εyz + εzy,

ezx = ẑ′ · x̂′ = εzx + εxz.

(4.7)

Portanto, esses seis coe�cientes de�nem completamente a deformação (strain). Assim,
podemos escrever o tensor deformação como

eee =

exx exy exz

eyx eyy eyz

ezx ezy ezz

 =

 εxx εxy + εyx εzx + εxz

εxy + εyx εyy εyz + εzy

εzx + εxz εyz + εzy εzz

 . (4.8)

Esta notação para descrever as componentes da deformação é útil para descrever as re-
lações entre deformações e outras quantidades física relacionadas. Podemos calcular a
dilatação em um cristal, após um alongamento, calculando seu volume, que é de�nido
pelos vetores x̂′, ŷ′ e ẑ′. Assim, teremos

V ′ = x̂′ · ŷ′ × ẑ′ = 1 + exx + eyy + ezz. (4.9)

Desse modo, a dilatação cúbica ou simplesmente dilatação δ é determinada por [115]

δ =
δV

V
= εxx + εyy + εzz, (4.10)

que corresponde ao traço do tensor deformação (4.3). Para pressões hidrostáticas, a
dilatação é negativa.
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4.2 Tensor de tensão (stress)

Um corpo está sob tensão quando um conjunto de forças age sobre ele. Considere um
elemento de volume representado por um cubo in�nitesimal e de volume δV , como ilustra
a Figura 4.2. Ao analisarmos as forças que atuam sobre o elemento de volume, precisamos
levar em conta dois tipos de forças:

• Forças no corpo (ou volume): ou seja, as forças que são proporcionais a massa
contida no elemento de volume δV ;

• Forças na superfície: aquelas que atuam sobre a superfície do corpo e são indireta-
mente transmitidas ao interior.

Figura 4.2: Ilustração das componentes da tensão sobre a superfície de um cubo in�nite-
simal de volume δV .

A força da gravidade, ρgδV , atuando sobre a massa contida num elemento de volume
δV de um meio cuja densidade é ρ, e onde a aceleração da gravidade é g, é um exemplo de
força no corpo. Um exemplo de força de superfície é a tensão agindo sobre qualquer seção
horizontal de uma barra suspensa verticalmente. Portanto, se imaginarmos que a barra
é cortada por um plano horizontal em duas partes, superior e inferior, então a ação do
peso da parte inferior da barra é transmitida à parte superior através da superfície. Uma
pressão hidrostática sobre a superfície de um corpo sólido submerso fornece um outro
exemplo de força de superfície.

Conforme vemos na Figura 4.2, a tensão (stress) tem nove componentes e é um tensor
de segunda ordem, que podemos escrever como τij, sendo i, j = x, y, z. Na superfície do
cubo in�nitesimal, τxx representa uma força aplicada na direção x sobre uma unidade de
área cuja normal à superfície aponta na direção x, e τxy representa uma força aplicada na
direção x sobre uma unidade de área cuja normal à superfície aponta na direção y. Assim
como o tensor de deformação, o tensor de tensão é simétrico. A parte antisimétrica do
tensor de tensão representa um torque, em que no equilíbrio a soma de todos os torques
é zero.
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Figura 4.3: Ilustração das forças aplicadas sobre uma superfície de área A do cubo mos-
trado na Figura 4.2.

A relação entre tensão (stress) e deformação (strain) pode ser melhor entendida pela
Figura 4.3, onde mostramos uma força aplicada sobre um plano cuja normal aponta ao
longo da direção x e tem uma área A. Neste caso, a força é indicada em termos de suas
componentes e ao longo dos eixos coordenados, ou seja, Fxx, Fyx e Fzx. Portanto, as
componentes da tensão nesse plano são

τxx =
Fxx
A
, τyx =

Fyx
A
, τzx =

Fzx
A
. (4.11)

A seguir, listamos alguns casos simples de stress para determinar o tensor de stress

[116].

1. Pressão hidrostática: Sobre uma pressão hidrostática P, todas as componentes tan-
genciais - também denominadas de tensão de cisalhamento, são nulas. A tensão em
qualquer direção principal é −P , portanto,

τ =

−P 0 0

0 −P 0

0 0 −P

 . (4.12)

Por convenção, o sinal positivo indica que a tensão é uma tração e o sinal negativo
indica uma compressão.

2. Tensão uniaxial T ao longo da direção [001]: Para uma tensão uniaxial T ao longo
da direção [001], todas as componentes são nulas, exceto tzz = T . Portanto,

τ =

0 0 0

0 0 0

0 0 T

 . (4.13)

3. Tensão uniaxial T ao longo da direção [110]: O caso de uma tensão ao longo da
direção [110] é um pouco mais complicado e o tensor de tensão é dado por

τ =
T

2

1 1 0

1 1 0

0 0 0

 . (4.14)
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4.2.1 Relação entre tensão e deformação

Para um material elástico linear, a relação entre tensão (stress) e deformação (strain)
é dado, matematicamente, pela lei de Hooke [116]

τij =
∑
kl

Cijklekl, i, j, k, l = x, y, z, (4.15)

onde os coe�cientes Cijkl, que formam um tensor de quarta ordem, são chamados de cons-
tantes de rigidez elástica e eles têm dimensão de força/área ou energia/volume. Devido à
simetria tanto do tensor tensão quanto do tensor de deformação, as constantes de rigidez
são simétricas com respeito à mudança nos dois primeiros e dois últimos índices de Cijkl,
tal que

Cijkl = Cjikl = Cijlk. (4.16)

Essas simetrias reduzem consideravelmente as componentes independentes do tensor de
rigidez, que numa situação mais geral tem 81 componentes (resultante de uma matriz 9×9,
pois a tensão e a deformação tem 9 componentes cada). Como descrito por Nye (1957)
[117], podemos usar a notação matricial para expressar as relações entres os tensores.
Note que, de acordo com a Eq. (4.3), o tensor de deformação (assimo como o de tensão)
envolvem seis componentes identi�cáveis por uma notação de duplos índices. Devido às
simetrias mencionadas acimas, é conveniente simpli�car a notação usando apenas um
índice, variando de 1 a 6, tal que 11 7→ 1, 22 7→ 2, 33 7→ 3, 23 7→ 4, 13 7→ 5, e 12 7→ 6.
Portanto, nesta notação, podemos escrever tanto o tensor de deformação quanto o tensor
de tensão como vetores colunas 6× 1

eee = (exx, eyy, ezz, eyz, ezx, exy)

τττ = (txx, tyy, tzz, tyz, tzx, txy),
(4.17)

enquanto o tensor da elasticidade pode ser reduzido a uma matriz 6 × 6, e a Eq. (4.16)
pode ser reescrita como

τm =
∑
µ

Cmµeµ, com (ij)↔ m, (kl)↔ µ, (4.18)

ou, equivalentemente, na forma matricial

τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6


=



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66





e1

e2

e3

e4

e5

e6


. (4.19)

O número de componentes independentes pode ser reduzido impondo as operações de
simetria do cristal analisado, sendo os efeitos expressos no número de componentes nulas
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e componentes repetidas. Por exemplo, a matriz acima tem uma forma muito simples
para um cristal cúbico devido às simetrias. Para esse exemplo, devemos primeiro notar
que o tensor é simetrico. Em segundo lugar, os três eixos de um cristal cúbicos são
equivalentes, portanto temos que C11 = C22 = C33, e C44 = C55 = C66. Em terceiro lugar,
uma deformação de cisalhamento não pode causar uma tensão normal, então termos como
C14 = 0. E uma deformação de cisalhamento ao longo de um determinado eixo não pode
induzir forças para causar deformação ao longo de outros eixos, de modo que termos como
C34 = 0. Finalmente, na pespectiva de uma força ao longo de um eixo, os outros dois
eixos são equivalentes, de modo que C12 = C13, etc. Portanto, na notação descrita acima,
o tensor de rigidez para um cristal cúbico pode ser escrito como

τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6


=



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44





e1

e2

e3

e4

e5

e6


. (4.20)

Para obtermos a relação entre deformação e tensão, a Eq. (4.15) é invertida tal que

ekl =
∑
ij

Sklijτij, (4.21)

onde os 81 coe�cientes Sklij são chamados de constantes de deformação elástica (elastic
compliances) e tem dimensão de área/força ou volume/energia. Assim como as constantes
de rigidez elástica, Sklij constituem as componentes de um tensor de quarta ordem, e,
portanto, eles obedecem as mesmas leis de transformação das componentes Cijkl, de modo
que eles também podem ser reduzidos a uma matriz 6× 6

e1

e2

e3

e4

e5

e6


=



S11 S12 S13 S14 S15 S16

S21 S22 S23 S24 S25 S26

S31 S32 S33 S34 S35 S36

S41 S42 S43 S44 S45 S46

S51 S52 S53 S54 S55 S56

S61 S62 S63 S64 S65 S66





τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6


. (4.22)

Assim, para um material isotrópico, como um cristal, as simetrias reduzem o número de
componentes independentes Skl da mesma forma que reduziu para Cij. Por exemplo, para
um cristal cúbico, o tensor elástico é dado por

e1

e2

e3

e4

e5

e6


=



S11 S12 S12 0 0 0

S12 S11 S12 0 0 0

S12 S12 S11 0 0 0

0 0 0 S44 0 0

0 0 0 0 S44 0

0 0 0 0 0 S44





τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6


, (4.23)
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que pode ser comparado com a Eq. (4.20).
As relações entre os tensores Sklij e Cijkl (portanto entre as quantidades Skl e Cij),

são encontradas escrevendo Eqs. (4.19) e (4.22) na forma matricial

τττ = Cijeee, e eee = Sklτττ . (4.24)

Então, substituimos a primeira expressão na segunda,

Skl = C−1ij Cij = S−1kl CijSkl = SijCkl = δik, (4.25)

e na forma matricial de tensor de quarta ordem, vamos ter

CijklSklmn = SijklCklmn = δikδjl. (4.26)

Usando as Eqs. (4.20), (4.23) e (4.25), podemos escrever as relações entre Cij e Skl. Por
exemplo, para um cristal cúbico, temos

C11 =
S11 + S12

(S11 − S12)(S11 + 2S12)
C12 =

−S12

(S11 − S12)(S11 + 2S12)
, C44 =

1

S44

(4.27)

S11 =
C11 + C12

(C11 − C12)(C11 + 2C12)
C12 =

−C12

(C11 − C12)(C11 + 2C12)
, S44 =

1

C44

. (4.28)

4.2.2 Relações entre tensão e deformação para materiais isotró-

picos

Segundo Nye [117], as constantes elásticas para materiais completamente isotrópicos
são encontradas impondo que as componentes dos tensores não sejam afetadas por rotações
de 450 em torno dos eixos coordenados. Usando os resultados conhecidos para um material
isotrópico, as relações entre a tensão e a deformação na forma matricial tem a forma

τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6


=



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 (C11 − C12)/2 0 0

0 0 0 0 (C11 − C12)/2 0

0 0 0 0 0 (C11 − C12)/2





e1

e2

e3

e4

e5

e6


,

(4.29)
e 

e1

e2

e3

e4

e5

e6


=



S11 S12 S12 0 0 0

S12 S11 S12 0 0 0

S12 S12 S11 0 0 0

0 0 0 2(S11 − S12) 0 0

0 0 0 0 2(S11 − S12) 0

0 0 0 0 0 2(S11 − S12)





τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6


. (4.30)
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Aplicando as relações entre e S e C, dadas pela Eq. (4.25), temos

S11 =
C11 + C12

C11C12 + C2
11 − 2C2

12

S12 =
−C12

C11C12 + C2
11 − 2C2

12

, (4.31)

de modo que existem apenas duas constantes elásticas independentes para um material
isotrópico. Para determiná-las, precisamos conhecer as componentes do tensor Cijkl, que
são dadas pela seguinte condição isotrópica [118]

Cijkl = µ

[
δikδjl + δilδjk +

2ν

1− 2ν
δijδkl

]
= 2µδikδjl + λδijδkl, (4.32)

onde a constantes elásticas µ e λ são as constantes de Lamè. A constante µ também é
conhecida como módulo de cisalhamento. Então, em termos dessas constantes, as com-
ponentes acima serão

C11 =
2µ(1− ν)

1− 2ν
C12 =

2νµ

1− 2ν
S11 =

1

2ν(1 + ν)
S12 =

−ν
2ν(1 + ν)

, (4.33)

enquanto as relações entre a tensão e a deformação serão

τxx = 2µ

[
ν

(1− 2ν)
(εxx + εyy + εzz) + εxx

]
τxy = 2µεxy

τyy = 2µ

[
ν

(1− 2ν)
(εxx + εyy + εzz) + εyy

]
τxz = 2µεxz

τzz = 2µ

[
ν

(1− 2ν)
(εxx + εyy + εzz) + εzz

]
τyz = 2µεyz

εxx =
1

2µ(1 + ν)
[τxx − ν(τyy + τzz)] εxy =

1

2µ
τxy

εyy =
1

2µ(1 + ν)
[τyy − ν(τxx + τzz)] εxz =

1

2µ
τxz

εzz =
1

2µ(1 + ν)
[τzz − ν(τxx + τyy)] εyz =

1

2µ
τyz.

(4.34)

Considerando um caso em que temos apenas uma tensão normal, τxx por exemplo, as
componentes da deformação serão εxx = τxx/[2µ(1 + ν)] e εxx = εzz = −ντxx/[2ν(1 + ν)].
Nesse caso, a constante ν é identi�cada como a razão entre a deformação transversa e a
deformação normal, ou seja, ν = |εyy/εxx| = |εzz/εxx| e ela é chamada de razão de Poisson.

Frequentemente, é comum escrever as relações acima em termos das constantes de
Lamè, µ e λ, e que estão relacionadas com o tensor Cijkl dada pela Eq. (4.32), de modo
que o acoplamento entre a tensão e a deformação (assim como a relação inversa) será

τij = λδije+ 2µεij, com e = εxx + εyy + εzz

εij =
1

2µ

(
τij −

λ

3λ+ 2µ
τδij

)
, com τ = τxx + τyy + τzz.

(4.35)

Uma outra escolha é escrever essas relações em termos das constantes elásticas E, conhe-
cido como módulo de Young, e ν (razão de Poisson)

τij =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
eδij +

E

1 + ν
εij

εij =
1 + ν

E
τij −

ν

E
τδij.

(4.36)
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Uma outra constante elástica essencial na teoria da elasticidade é compressibilidade (ou
módulo de bulk), K, que é de�nida por

1

K
= − 1

P

δV

V
= − 1

P
εij, (4.37)

sendo δV/V a mudança relativa sofrida pelo volume devido à aplicação de uma pressão
hidrostática P, de�nida por

P = −1

3
τii = −2µ(1 + ν)

3(1− 2ν)
εii, (4.38)

onde usamos a Eq. (4.34). Portanto,

K = −P
εii

=
2µ(1 + ν)

3(1− 2ν)
. (4.39)

O inverso da compressibilidade, 1/K, é de�nido como módulo de elasticidade [119]. To-
das as relações envolvendo as constantes e que acoplam a deformação e a tensão estão
resumidas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Relações com diferentes constantes elásticas. (λ, ν) são as constantes de Lamè,
E, µ, e K são o módulo de Young, razão de Poisson, e a compressibilidade, respectiva-
mente.

(λ, µ) (K,µ) (µ, ν) (E, ν) (E, ν)

λ K − 2
3
µ 2µν

1−2ν
νE

(1+ν)(1−2ν)
ν(E−2µ)
3µ−E

µ E
2(1+ν)

K 3λ+2µ
3

2µ(1+ν)
3(1−2ν)

E
3(1−2ν)

µE
3(3µ−E)

E µ(3λ+2µ)
λ+µ

9µK
3K+µ

2(1 + ν)µ

ν λ
2(λ+µ)

3K−µ
2(3K+µ)

E−2µ
2µ

4.3 Pseudocampo magnético no grafeno

Como vimos no Capítulo 2, a estrutura eletrônica do grafeno pode ser descrita por
uma Hamiltoniana usando aproximação TB, ou seja,

H = t

3∑
n=1

(
0 eikkk·δδδn

e−ikkk·δδδn 0

)
(4.40)
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conforme descrito pela Eq. (2.15), sendo δδδn e t o vetor distância entre os vizinhos mais
próximos e a correspondente energia de hopping, respectivamente.

Na presença de uma deformação na rede do grafeno, como discutiremos no próximo Ca-
pítulo, a energia de hopping sofre uma mudança. Esta mudança ocorre devido à alteração
das distância dos sítios da rede, sobretudo dos vizinhos mais próximos. Para deformações
que geram alongamentos ou compressões na rede entre 10% a 20%, a mudança na energia
de hopping será da forma

tn → te−β(|δδδn|/a−1), (4.41)

sendo a, β = ∂ln(t)/∂ln(a) ≈ 2 − 3.37 e t, respectivamente, a distância de rede, a
constante de modulação da energia de hopping deformada e a energia de hopping não
deformadada. No regime de baixa energia e na ausência de deformações, a Eq. (2.23)
descreve o movimento dos elétrons, de modo que em termo do operador momento, ppp =

−i~∇, pode ser reescrita como
H = ~vFσσσ · ppp. (4.42)

Podemos usar a variação da energia de hopping, ou seja, δtn = tn− t0, devido às deforma-
ções, para encontrar uma expressão semelhante à Hamiltonia no regime de baixas energias.
Neste caso, existe uma expressão semelhante à Eq. (4.42), que, devido à perturbação da
rede, será acrescida de um termo independente do momento [23, 160]

H = ~vFσσσ · (ppp−
1

e
AAA), (4.43)

sendo e a carga do elétron, enquanto sua dinâmica é determinada pela equação de Dirac
na presença de um potencial de calibre AAA = (Ax, Ay), também chamado de potencial
pseudovetor magnético. Este pseudovetor está associado à deformação de acordo com a
relação [23, 120, 160]

AAA = − 1

evF

3∑
n=1

δtne
−iKKK·δδδn . (4.44)

Note que AAA é um vetor imaginário. Isso é devido à deformação quebrar a simetria de
inversão da energia de hopping tn. Além disso, o potencial pseudovetor imita o pontencial
vetor de um campo magnético real.

Como mostra a Fig. 4.4, de�nimos um ângulo θ entre o eixo x e a direção armchair
da rede. Para θ = 0 e deslocamentos da rede menores do que a, o potencial pseudovetor
pode ser escrito em termos dos elementos do tensor deformação como [23, 122, 123]

Ax =
~β
2ae

(εxx − εyy)

Ay =
~β
2ae

(−2εxy),

(4.45)

onde os elementos εij são dados pelas Eqs. (4.4) e (4.5). Portanto, de forma análoga ao
campo real, podemos de�nir um pseudo campo magnético associado à deformação como:

B =
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
. (4.46)
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y

x

θ

Figura 4.4: Estrutura de rede do grafeno com uma rotação θ entre o eixo x e a direção
armchair.

A principal diferença entre o pseudo campo e o real é que o primeiro muda de sinal quando
a energia é obtida em torno do ponto KKK ao invés do ponto KKK ′. Como consequência, os
elétrons nos dois vales experimentarão um campo magnético oposto [122].

Para uma rotação arbitrária θ, considerando uma matriz de rotação usal RRR, em 2D ,
dada por

RRR =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, (4.47)

o tensor deformação no sistema girado será dado pela relação de transformação

ε′ε′ε′ = RRR · εεε ·RRRT , (4.48)

sendo RRR a matriz transposta da matriz de rotação. Além disso, as componentes do po-
tencial pseudovetor, após a rotação, devem ser obtidadas pela seguinte relação de trans-
formação (

Ax

Ay

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
Ax′

Ay′

)
. (4.49)

Com um pouco de esforço, podemos mostrar que estas novas componentes serão dadas
por

Ax =
~β
2ae

[(εxx − εyy) cos(3θ)− 2εxy sin(3θ)],

Ay = − ~β
2ae

[(εxx − εyy) sin(3θ) + 2εxy cos(3θ)].

(4.50)

Observe que temos uma simetria rotacional de 1200. Isso signi�ca que uma rotação de
1200 na rede do grafeno irá produzir o mesmo pseudo campo magnético, enquanto uma
rotação de 600 irá produzir uma inversão no pseudo campo.



5
Propriedades magnéticas de pontos quânticos de

bicamadas de grafeno

No Capítulo 2 apresentamos o espectro de energia de uma folha de grafeno (ou bulk),
do qual nossa Hamiltoniana e a função de onda dos elétrons foram expressas na base dos
orbitais localizados pz dos átomos de carbono, uma vez que cada átomo contribui com
um orbital pz e um elétron π. Para analisarmos as propriedades eletrônicas dos GQDs,
ao contrário de escrever a Hamiltoniana na base da função de onda, podemos utilizar o
formalismo da segunda quantização, conforme já apresentamos previamente no Capítulo
3. Portanto, para estudar as propriedades eletrônicos de sistemas de tamanho �nito, como
pontos quânticos, basta usarmos o termo sem interação da Eq. (3.13).

Em um trabalho teórico anterior, Zarenia el. al. [124] investigou os efeitos geométricos
sobre as propriedades eletrônicas e magnéticas de pontos quânticos de grafeno. Eles com-
param o espectro de energia de pontos quânticos com geometrias de formatos hexagonal
e triangular obtido pelo modelo de TB e pelo modelo contínuo fornecido pela equação
de Dirac. Para o modelo contínuo, três tipos de condições de contorno foram analisados:
armchair, zigzag e massa-in�nita. Para campo manético nulo, os níveis de energia (em
eV ) como função da raiz quadrada da área do ponto,

√
S nm, para as geometrias hexago-

nal e triangular, são mostrados na Figura 5.1. Como indicam os resultados, o espectro de
energia é qualitativamente diferente para os três tipos de condições de contorno, sendo que
os casos armchair e massa-in�nita são signi�cativamente diferentes do resultado obtido
para GQDs com bordas zigzag, em ambos as geometrias. Os resultados também mos-
tram que as condições de contorno de massa-in�nita pode não ser tão e�caz para o caso
hexagonal quando comparado ao modelo TB, mas pode ser aceitável no caso triangular.
Outro fato interessante é que, no caso triangular com bordas zigzag, os resultados exibem
estados com nível de energia nula e que são separados dos demais estados, com energia
tanto positiva quanto negativa, por um gap que diminui à medida que o ponto aumenta.
Fazendo uma comparação quantitativa, nota-se que o modelo contínuo não consegue prevê
o número correto de estados de energia nula, como pode ser observado na Figura 5.2 para
as duas geometrias com bordas zigzag. Como consequência, segundo os autores, o mo-
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Figura 5.1: Níveis de energia como função da raíz quadrada da área S de GQDs hexagonal
[(a), (c) e (e)] e triangular [(b), (d) e (f)] com condições de contorno zigzag [(a) e (b)],
armchair [(c) e (d)] e massa-in�nita [(e) e (f)] na ausência de campo magnético. Adaptado
da Ref. [124].

delo contínuo destaca os estados degenerados quando o tamanho do ponto aumenta. Os
resultados também mostram que quando a área do ponto aumenta, os níveis de energia
aproximam-se para um espectro de gap nulo e, como era de se esperar, comporta-se como
uma folha de grafeno in�nita.

Zarenia et al. também estudou os níveis de energia na presença de um campo mag-
nético externo. Neste caso, quando o campo magnético aumenta, tanto no modelo TB
quanto no modelo contínuo, observou-se que os níveis de energia convergem para os níveis
de Landau.

Na sequência, usaremos a aproximação de TB combinada com o modelo de Hubbard
de campo médio, discutido previamente no Capítulo 3, para estudar teoricamente os efei-
tos das deformações mecânicas sobre as propriedades de pontos quânticos de bicamadas
de grafeno (BLG QDs, bilayer graphene of quantum dots). Os resultados foram obtidos
para BLG QDs com empilhamentos AA e AB, considerando diferentes geometrias (he-
xagonal, triangular e quadrada) e tipos de bordas (armchair e zigzag). Na ausência de
deformações, veri�camos dois resultados: (i) a magnetização é afetada, para diferentes
tamanhos de pontos, apenas para geometria hexagonal com bordas zigzag, exibindo di-
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(a)

(b)

(c)

(d)

Triangular Hexagonal

Figura 5.2: Níveis de energia de GQDs triangular [(a) e (b)] e hexagonal [(c) e (d)], com
borda zigzag, como função do índice do autovalor obtido pela aproximação TB (paineis
superiores) e pelo modelo contínuo (paineis inferiores) utilizando três diferentes tamanhos
de ponto: Ns = Nborda = 12, 24, 40 com suas respectivas áreas de superfície S = 4.42,
16.37, 44.03 nm2, para o caso triangular e Ns = 10, 20, 30 com suas respectivas áreas de
superfície S = 14.68, 60.78, 138.32 nm2, para o caso hexagonal. O inset do triangular
compara o gap de energia como função de Ns obtido do modelo TB (quadrados escuros)
e modelo contínuo (quadrados verdes), enquanto o detalhe do hexagonal mostra o gap

usando o modelo TB. Adaptado de [124].

ferente interação crítica de Hubbard, e (ii) a magnetização não depende das energias de
hopping intercamada, exceto para geometrias com bordas zigzag e empilhamento AA. Na
presença de deformações, para todas as geometrias, obtemos dois diferentes regimes de
magnetização que dependem da amplitude da deformação. O surgimento de tais regimes
é devido à quebra de simetria de camada e subrede dos BLG QDs.

Os resultados apresentados nas próximas sessões foram publicados em revista da área,
e este artigo está anexado no apêndice A desta Tese [125].

5.1 Modelo teórico

No sentido de estudar as propriedades magnéticas dos BLG QDs, usamos o famoso
modelo de Hubbard na aproximação de campo médio e amplamente aplicado [126, 127,
139, 140, 141, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157,
158, 159, 160, 161]. A Hamiltoniana de Hubbard, representada pela Eq. (3.23), pode ser



5.1. MODELO TEÓRICO 88

separada em duas partes
H = HTB +HU . (5.1)

HTB é o termo não interagente representado pela Hamiltoniana de TB para os vizinhos
mais próximos (veja Eq. (3.8)), de modo que para bicamadas é dado por

HTB =
∑
i,σ

εiσc
†
iσciσ +

∑
i 6=j,σ

(τijσc
†
iσcjσ + h.c), (5.2)

onde ciσ (c†iσ) aniquila (cria) um elétron no sítio i com spin σ e energia por sítio εiσ. A
soma é realizada sobre os sítios vizinhos mais próximos i e j, com energia de hopping

τijσ. Como já mencionamos no Capítulo 2, para uma BLG com empilhamento AA, os
átomos da camada superior e inferior localizam-se diretamento no topo um do outro. Já
no empilhamento AB, os átomos da subrede A (B) da camada inferior estão acoplados
com os átomos B (A) da camada superior (ou seja, as duas monocamadas são deslocadas
uma com respeito à outra), como esquematizado no inset dos paineis superior e inferior
da Figura 5.3 (geometria triangular), Figura 5.4 (geometria quadrada) e Figura 5.5 (geo-
metria hexagonal), para os empilhamentos AA e AB, respectivamente [165]. A energia de
hopping entre os átomos na mesma camada é τijσ = t = −2.8 eV, enquanto o hopping in-
tercamada é τijσ = tAB⊥ = −0.4 eV (BLG QD com empilhamento AB) e τijσ = tAA⊥ = −0.2

eV (BLG QD com empilhamento AA) [132, 133, 134, 135, 136, 137, 164, 165]. É impor-
tante ressaltar que a distância entre as duas camadas, em ambos os empilhamentos, é de
3.33 Å. Portanto, devido à organização das camadas em ambos os empilhamentos, é de
se esperar que a energia de hopping perpendicular no empilhamento AA seja o dobro do
empilhamento AB. Isso é devido ao fato de que o número de ligações no primeiro caso é o
dobro do segundo. Caso os valores de hoppings entre as camadas fossem as mesmas nos
dois tipos de empilhamento, então o que teríamos na natureza era que as distâncias entre
as camadas no empilhamento AA seria menor que a distância entre as camadas no empi-
lhamento AB, pois o maior número de ligações puxaria as camadas mais para próximo.
Ainda a respeito da Eq. (5.2), assumimos em nossos cálculos que εiσ = 0, o que resulta
numa simetria elétron-buraco para o espectro de energia obtido a partir da aproximação
TB.

A repulsão de Hubbard, tratada na aproximação de campo médio e que incorpora a
interação elétron-elétron, pode ser obtida da Eq. (3.23)

HU = U
∑
i

(ni↑〈ni↓〉+ ni↓〈ni↑〉) , (5.3)

onde U(U > 0) é chamado de parâmetro de Hubbard e indica, no regime de curto alcance,
a energia repulsiva de Coulomb para cada par de elétrons com spins opostos no mesmo
sítio i. Respectivamente, niσ = c†iσciσ e 〈niσ〉 são o operador número e a média do número
de ocupação para elétrons de spin-up (σ =↑) e spin-down (σ =↓).

Com a �nalidade de encontrar os autovalores e autovetores de H, realizamos um cál-
culo auto-consistente a partir de uma média do número de ocupação 〈niσ〉. Como valores
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iniciais, usamos números de ocupação a partir de um estado ordenado do sistema, como,
por exemplo, antiferromagnético. Em seguida, diagonaliza-se a Hamiltoniana (Eq. (5.1)),
de modo que obtemos novos autovalores e autovetores que serão usados para atualizar
as densidades de spin para a próxima iteração. Esse procedimento é repetido iterativa-
mente até as densidade de spin, bem como os autovalores de H, convergirem. Para ser
mais especí�co, o critério de convergência auto-consistente é atingido quando a mudança
máxima da densidade de spin sobre os sítios atômicos cai abaixo de η, um parâmetro de
convergência bem pequeno (escolhido entre η = 10−9 e η = 10−15). Usamos um esquema
linear de mistura, em que o número de ocupação de entrada 〈niσ〉i+1

in
no passo i + 1 é

calculado como uma combinação linear das duas saídas dos passoas anteriores, 〈niσ〉iout e
〈niσ〉i−1out , isto é

〈niσ〉i+1
in

= λ〈niσ〉iout + (1− λ)〈niσ〉i−1out
,

sendo λ o coe�ciente de mistura; usamos λ = 0.1, o que nos permite atingir o cálculo
auto-consistente com um número razoável de passos. Uma vez obtido as densidade de
spins, podemos calcular o momento magnético por sítio atômico

mi = (〈ni↑〉 − 〈ni↓〉)/2, (5.4)

o spin total S =
∑

imi, o máximo da magnetização mmax, a distribuição de carga
〈ni↑〉+ 〈ni↓〉, assim como o espectro de energia En,σ. Estas propriedade magnéticas serão
discutidas nas próximas seções para diferentes BLG QDs. É importante enfatizar que
os BLG QDs estudados aqui, com geometrias hexagonal e triangular, são caracterizados
pelo número de hexágono de carbono (N) em cada lado do ponto, sendo que considera-
mos apenas pontos simétricos. Portanto, todos os lados têm o mesmo comprimento e o
mesmo número de anéis de carbono, igualmente, em ambas as camadas. A única exceção
é o ponto quadrado, em que o número de anéis de carbono ao longo da direção zigzag é
diferente (maior) do que o número de anéis ao longo da direção armchair, a �m de manter,
aproximadamente, o mesmo comprimento para todos os lados, pois o ponto quadrado tem
duas borgas zigzag e duas bordas armchair. Nesse caso, consideramos N para a direção
armchair.

Um ponto importante é o signi�cado físico do alcance das magnitudes de U da Eq.
(5.3). Para nosso conhecimento, não existe atualmente nenhum consenso sobre os valores
reais de U para o caso do grafeno [126]. Isso é devido à ausência atual de experimentos
realizados em sistemas magnéticos de grafeno que permitiriam estimar U . Num estudo
anterior na literatura de magnetismo em grafeno desordenado e gra�te irradiado [166],
foi registrado valores para o parâmetro U pertencente ao intervalo U ≈ 3.0 − 3.5 eV.
Neste estudo, foram considerados intervalos aceitáveis obtidos a partir de medidas de
ressonância magnética no trans-poliacetileno (um sistema de carbono sp2 unidimensional
que se assemelha a uma �na nano�ta de grafeno com borda zigzag) [167, 168]. Como
exemplo da ausência de um consenso geral sobre as medidas aferidas de U , estudos na
literatura, em sistemas con�nados de grafeno, consideram U = 5.6 eV, [144] U = 1.5−3.5
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eV, [146] U = 4.158 eV , [151] U = 2.0−3.5 eV, [155] U = 2.8−8.4 eV, [156] U = 5.6−11.2

eV, [162] para QDs de grafeno, e U = 3.24 eV, [147] U = 2.82 eV, [148] U = 2.7 eV, [149]
e U = 2.75 eV, [150] para anéis quânticos (AQs).

Estudo anteriores demonstraram, ao se fazer uma escolha apropriada do parâmetro de
Hubbard U , uma boa concordância ao se comparar os resultados de propriedades magné-
ticas, tanto de QDs [146] quanto de nano�tas [140, 142], obtidos a partir do modelo de
Hubbard na aproximação de campo médio e os obtidos pelos cálculos de primeiros princí-
pios. Além disso, o modelo de Hubbard na aproximação de campo médio pode descrever a
física de baixa energia de pontos quânticos [146] e nano�tas [140, 142], mostrando que as
energias de hopping para os segundos vizinhos mais próximos, a interação de Coulomb de
longo alcance, e as correlações incluídas nos cálculos de primeiros princípios, têm efeitos
insigni�cantes nas propriedades físicas no regime de baixa energia. Contudo, é importante
mencionar que as interações de longo alcance de Coulomb e as correlações têm um efeito
menor, pois esses sistemas têm uma distribuição de carga homogênea e neutra. Por outro
lado, longe da neutralidade de carga local, como por exemplo na presença de potencial
elétrico nas camadas, as interações de Coulomb de longo alcance e as correlações devem
ter um papel signi�cante, na qual podemos destacar as interações de van der Waals que
são responsáveis pela estabilidade destes materiais. Portanto, essas evidências asseguram
a con�abilidade do modelo de Hubbard para o estudo das propriedades magnéticas em
BLG QDs empregado neste trabalho.

5.2 Resultados numéricos

5.2.1 Na ausência de deformação

Primeiro, investigaremos o comportamento magnético dos BLG QDs com diferentes
geometrias e bordas. Nas Figuras 5.3-5.5, apresentamos a dependência do valor máximo
da magnetização mmax como função da repulsão de Coulomb U/t para diferentes tamanho
de ponto N . Os painéis superiores (por exemplo, (a, c)) e inferiores (por exemplo, (b, d),
das Figuras 5.3 e 5.4, correspondem aos resultados para BLG QDs com empilhamentos AA
e AB, respectivamente. Também consideramos bordas armchair (por exemplo, (a, b) e
zigzag (por exemplo, (c, d)). Observe que, em geral, independente do tamanho do ponto,
o ordenamento magnético para BLG QDs triangular, Figura 5.3, e quadrado, Figura
5.4, com bordas armchair e zigzag, empilhamento AA ou AB, assim como BLG QDs
de geometria hexagonal com bordas armchair e para ambos os empilhamentos, Figura
5.5 (a, b), mostra ser independente de N , sem qualquer variação considerável com o
tamanho. Contudo, as mesmas características não aparecem para BLG QD hexagonal
com bordas zigzag, considerando ambos os empilhamentos (veja Figura 5.5). Nesse caso,
a dependência da magnetização com o tamanho está ligada à forma do ponto e sua borda
zigzag. No hexágono, três bordas contém sítios pertencentes apenas à subrede A (tipo A) e
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Figura 5.3: Variação da magnetização como função da interação de Hubbard U/t para
diferentes tamanho de pontos e para geometria triangular, com bordas armchair (a, b)
e zigzag (c, d). Os painéis superior (inferior) correspondem ao empilhamento AA (AB)
do BLG. As energias de hopping intercamada são t⊥ = 0.2 eV e t⊥ = 0.4 eV para
empilhamentos AA e AB, respectivamente.

os outros três são tipo B, tal que existe um equilíbrio entre as bordas e subredes. De acordo
com a Ref. [146], no caso dos hexágonos zigzag, existe uma competição entre a dispersão
do espectro para partícula individual e as interações repulsivas, em que a dispersão ocorre
por causa da hibridização dos estados que, do contrário, pertenceriam à subrede próxima
da borda. Como resultado, as menores nanoestruturas serão caracterizadas por maiores
hibridização e estarão menos propensas a formar ordenamento magnético, explicando o
motivo pelo qual Uc seja maior quanto menor o ponto quântico, como pode ser veri�cado
nos insets. Além disso, como consequência dessa característica da rede, a densidade de
spin para três bordas aponta na direção up, ao passo que as outras três aponta na direção
oposta (a densidade de spin magnética para BLG QD hexagonal será discutido em detalhe
mais adiante).

Trabalhos anteriores em pontos quânticos de monocamadas de grafeno, destacando a
dependência da magnetização em função do tamanho, produziram resultados similiares
àqueles das BLG QDs. Fernández-Rossier e Palacios [146] encontraram uma robustês
nos resultados da magnetização em função do valor de U para pontos triangulares com
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Figura 5.4: O mesmo da Figura 5.3, mas agora considerando uma geometria quadrada.

N entre 5 e 30. Por outro lado, Viana-Gomes et al. [155] mostrou que mmax, como
função de U para QDs quadrado e hexagonal com borda armchair, não apresenta variação
visível com a variação do tamanho. Além disso, em nosso caso, a magnetização para o
caso triangular e hexagonal com bordas armchair são equivalentes à folha in�nita de
grafeno, exibindo uma transição de fase de segunda ordem de valor crítico da interação
de Coulomb Uc ' 2.2t ' 6.12 eV [126, 146, 155]. Existem duas razões pelas quais a
transição de segunda ordem ocorre de forma similar à folha in�nita. Primeiro, devido
à ausência de bordas zigzag nessas geometrias. Segundo, porque esses QDs possuem
simetria de subrede com um equilíbrio tal que o número de átomo numa subrede A e
B, em cada camada, é o mesmo. Acima do valor crítico da interação coulombiana Uc,
surge um ordenamento antiferromagnético como consequência da natureza bipartite da
rede favo-de-mel [144]. Por outro lado, as geometrias com bordas zigzag exibem um valor
menor de Uc (veja Figuras 5.3(c), 5.4(a), 5.5(c) e 5.5(d) para triangular-AA, quadrada-
AA, hexagonal-AA/AB, respectivamente), que está relacionado ao desbalanço da rede com
diferentes números de átomos pertencentes à subrede A e B. Observe que a inclinação das
curvas da magnetização dos BLG QDs triangular, com borda zigzag, e quadrada (Figuras
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Figura 5.5: O mesmo da Figura 5.3, mas agora considerando uma geometria hexagonal.
Os insets nos painéis (c) e (d) mostram a variação do valor crítico da interação de Hubbard
U como função do tamanho N dos pontos.

5.3(c)-(d) e 5.4(a)-(b)) são aproximadamente as mesmas. Isto pode ser interpretado como
um efeito de contorno, determinado pela terminação zigzag de ambas as geometrias e que
tem um papel predominante na magnetização. Além disso, ainda como consequência da
presença das bordas zigzag e da simetria de rede, os casos triangular-AB, com borda
zigzag, e o quadrado-AB apresentam uma magnetização �nita para qualquer valor �nito
de U . Esses fatos �carão mais claros com a discussão da densidade de probabilidade para
essas estruturas.

Se considerarmos diferentes distâncias intercamadas, teremos diferentes energias de
hopping intercamada entre diferentes átomos pertencentes à camadas diferentes. Por-
tanto, uma análise da variação da energia de hopping intercamada, em torno do valor real
t⊥ = 0.2 eV e t⊥ = 0.4 eV, nos empilhamentos AA e AB, respectivamente, nos permitirá
observar a robustês de mmax (com respeito a t⊥) para diferentes geometrias de pontos
e valores de U . Portanto, as Figuras 5.6-5.8 mostram a magnetização como função da
interação de Hubbard U para diferentes valores da energia de hopping t⊥, num intervalo
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Figura 5.6: O mesma da Figura 5.3, mas agora considerando diferentes energias de hopping
t⊥. Assumimos N = 4 para todas as geometrias. O inset no painel (c) mostra o valor
crítico da interação de Hubbard U como função de t⊥.

de t⊥ = 0 eV a t⊥ = 0.6 eV, considerando BLG QDs triangular (Figura 5.6), quadrada
(Figura 5.7), e hexagonal (Figura 5.8), com empilhamentos AA (painéis superiores) e
AB (painéis inferiores). Em nossos cálculos, �xamos o hopping entre átomos na mesma
camada (t = −2.8 eV) e o tamanho do sistema (N = 4). Avaliando esses resultados,
podemos dizer que o valor máximo da magnetização não depende da energia de hopping
t⊥ para todos os casos estudados de QDs com empilhamento AA e AB, em ambas as
bordas, com exceção de três casos ligados ao empilhamento AA e com bordas zigzag.
Portanto, em quase todos os casos, as duas camadas desacopladas (t⊥ = 0) têm a mesma
magnetização das camadas quando estão acopladas. Consequentemente, presumimos que
a presença de qualquer defeito em uma nanoestrutura de BLG cujo efeito é apenas reduzir
ou aumentar a energia de acoplamento entre as duas camadas, não afetará signi�cativa-
mente os resultados de campo médio. Todavia, isso não se aplica aos casos de BLG QDs
triangular-zigzag-AA (Figuras 5.6(c)) e quadrado-AA (Figuras5.7(a)), bem como no caso
hexagonal-zigzag-AA (Figura5.8(c)). A razão para isso está relacionada às condições de
contorno (bordas zigzag) e porque os momentos magnéticos das duas camadas estão aco-
plados antiferromagnéticamente (para U > Uc) quando t⊥ aumenta. De fato, os momentos
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Figura 5.7: O mesma da Figura 5.4, mas agora considerando diferentes energias de hopping
t⊥. Assumimos N = 4 para todas as geometrias. O inset no painel (a) representam o
valor crítico da interação de Hubbard U como função de t⊥.

magnéticos de spin para os átomos da camada superior apontam em direção oposta àque-
les da camada inferior. Portanto, as camadas são fortemente afetadas pela mudança na
energia de hopping intercamada. (Isso �cará mais claro quando apresentarmos os resul-
tados para densidade de spin.) Os insets das Figuras 5.6(c), 5.7(a) e 5.8(c) mostram o
comportamento do valor crítico do parâmetro de interação de Hubbard U em função do
aumento de t⊥. Observe que as estruturas desbalanceadas com diferentes números de
átomos por subrede, triangular zigzag (Figura 5.5(c)) e quadrado (Figura 5.7(a)), exibem
maiores valores de Uc, ao passo que as estruturas balanceadas, ponto hexagonal zigzag
(Figura5.8(c)), ou seja, NA = NB, Uc diminui como função de t⊥ (como na Figura 5.5(c)).
Portanto, para estes pontos, como mostraremos após analisarmos a densidade de spin,
podemos mudar de um ordenamento quando ambas as camadas têm a mesma orientação
de spin, ou seja, ferromagnético (comportando-se como dois pontos de monocamada de
grafeno isolados), para um acoplamento com ordenamento antiferromagnético. Isso pode
ocorrer simplesmente mudando a distância entre as camadas.

É importante salientar que as amplitudes da magnetização mmax obtida nos grá�cos
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Figura 5.8: O mesma da Figura 5.5, mas agora considerando diferentes energias de hopping
t⊥. Assumimos N = 4 para todas as geometrias. O inset no painel (c) representa o valor
crítico da interação de Hubbard U como função de t⊥.

acima, Figuras 5.3-5.8, estão em bom acordo com os resultados obtidos para pontos
quânticos de monocamada mostrados em trabalhos anteriores, tomando os parâmetros
do sistema, (N, t) e U , �xos [144, 145]. Isso é consequência do fato de que mmax é
calculado levando em consideração o momento magnético por sítio. Portanto, para um U

�xo, mmax é uma propriedade local e é independente do número de sítios atômicos. Além
do mais, como os sistemas de BLG obedecem à simetria de camada, ou seja, o número de
átomos em ambas as camadas é o mesmo, temos o dobro de átomos quando comparado ao
sistema de monocamada. Também devido à simetria de camadas e ao dobro do número
de átomos nas BLG, o spin total S é o dobro quando comparado aos pontos quânticos
de monocamada. Isto está em acordo com o teorema de Lieb [169], no qual a�rma que
no caso de interação elétron-elétron repulsiva (U > 0), um sistema bipartite tem o estado
fundamental caracterizado pelo spin total [126]

S =
|NA −NB|

2
, (5.5)

sendo NA(NB) o número de átomos na subrede A(B). De acordo com o teorema de Lieb
e a Eq. (5.5), �ca evidente que o valor do spin total S depende da geometria, do tipo
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de borda e do tamanho do QD. Uma vez que algumas geometrias possuem uma rede
balanceada (desbalanceada) com o mesmo (diferente) número de átomos na subrede A e
B, surgem diferentes valores de S.

A Figura 5.9 mostra a evolução do espectro de energia dos estados de spin-up (triângu-
los vermelhos para cima) e spin-down (triângulos azuis para baixo) de BLG QDs de forma
triangular, com bordas zigzag e tamanho N = 4, na qual varia-se a interação de Hubbard
no intervalo entre U/t = 0 e U/t = 3.5. Note que desconsiderando o efeito da repulsão
coulombiana por sítio (U/t = 0), o espectro de energia exibe a simetria elétron-buraco
devido à rede bipartite. Isso resulta em um spin total igual a zero e no aparecimento
de um conjunto de estados degenerados de energia zero (nível de Fermi) localizados nas
bordas. O número de estados de energia zero é igual a 2(N − 1) = 6, que é o dobro do
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Figura 5.9: (a)-(g) Evolução dos níveis de energia de spin próximo à energia de Fermi
(E = 0) para BLG QD na forma triangular-zigzag-AB. Consideramos nosso sistema com
N = 4 hexágonos de carbono em cada lado, e tomamos diferentes valores da interação de
Hubbard U/t. A energia de hopping intercamada é t⊥ = 0.4 eV. Os triângulos azuis para
baixo (vermelhos para cima) correspondem aos níveis de energia dos spin-down (spin-up).
(h) Gap de energia induzido pela interação de Hubbard.

valor para o ponto quântico de monocamada de grafeno no formato triangular com bor-
das zigzag [146, 151] e que, como já mencionamos, está relacionado à simetria de camada
dos sistemas de BLG. Esse resultado está em total acordo com o que tinha sido previsto
nos trabalho de Güçlü et al.[164] sobre a mesma geometria, mas com os triângulos tendo
camadas inferiores e superiores com diferentes números de átomos. Portanto, por causa
da simetria de camadas, eles encontraram um número diferente de estados de energia zero
correspondetes às camadas inferiores e superiores. Observe também que existe um enorme
gap de energia entre os estados de energia zero, localizados nas bordas, e os primeiros es-
tados de energia não nula. Estes estados, embora não mostramos aqui, são espalhados
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ao longo do QD. Considerando U/t 6= 0, veri�camos que os 2(N − 1) estados de energia
nula abrem um gap em torno do nível de Fermi. Isso resulta em dois grupos de (N − 1)

estados de spin up e spin down (veja Figura 5.9(b)). Além disso, a presença do termo
de Hubbard induz um spin total não nulo, S = 3. Quando U/t aumenta (veja Figuras
5.9(b-g)), o gap de energia entre os dois grupos (N − 1) de estados aumenta, como está
enfatizado na Figura 5.9(h), ao passo que o spin total permanece o mesmo. Portanto, a
repulsão coulombiana por sítio permite controlar a posição relativa dos estados de energia
zero.

Em resumo, os resultados que obtivemos numericamente com aproximação de campo
médio estão em bom acordo com as previsões obtidas para pontos quânticos de mono-
camadas de grafeno. Resta-nos agora apenas veri�car a in�uência das deformações nas
propriedade magnéticas de BLG QDs, analisando também com esse efeito alteraria a
densidade de spin desses sistemas. Tudo isso será investigado nas próximas Seções.

5.2.2 Na presença de deformação

Em um grafeno deformado, as energias de hopping sofrem uma modi�cação devido
à mudança nas distâncias interatômicas, conforme estudamos no Capítulo 4. De acordo
com o que foi proposto em trabalhos anteriores [155, 157, 160], o parâmetro de hopping
τij em uma camada deve ser transformado da seguinte forma

τ ′ij → τije
−3.37(|δδδij |/a−1). (5.6)

Observe que essa expressão depende explicitamente da distância de rede não deformada,
a = 0.142nm, e do vetor δδδij cujo módulo representa a distância que conecta dois átomos
adjacentes i e j numa rede deformada. Esse vetor pode ser expresso em termos do vetor
distância da rede original, δδδ0ij, como

δδδij = (1 + εεε) · δδδ0ij, (5.7)

sendo εεε o tensor deformação no sistema de coordenadas da rede. Ele é dado por

εεε = ε

(
cos2 θ − ν sin2 θ (1 + ν) cos θ sin θ

(1 + ν) cos θ sin θ cos2 θ − ν sin2 θ

)
, (5.8)

onde ε, ν e θ são, respectivamente, o módulo de deformação, a razão de Poisson e o ângulo
que diz respeito à direção zigzag ao longo da qual a deformação é aplicada (direção y da
Figura 5.10). A aplicação de deformações ao longo das direções zigzag (y) e armchair (x)
são consideradas tomando θ = π/2 e θ = 0 na Eq. (5.8). Para esses dois casos particulares,
uma deformação uniaxial no plano pode ser incorporada via Eq. (5.7) usando as seguintes
relações das distâncias entre C-C

|δδδl| =


(
1 + 3

4
ε− 1

4
εν
)
a0 para l = 1 e 2,

(1− εν) a0, para l = 3,
(5.9)
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para caso zigzag, e

|δδδl| =


(
1 + 1

4
ε− 3

4
εν
)
a0 para l = 1 e 2,

(1 + ν) a0 para l = 3,
(5.10)

para o caso armchair. As distâncias δδδl entre os carbonos são mostradas na Figura 5.10.
Para uma deformação ao longo da direção zigzag, dentro do regime elástica e linear, as

Figura 5.10: Representação esquemática do efeito da deformação ao longo da direção x
(armchair) da distância C-C, em duas situações: (a) mantendo as posições atômicas na
direção y inalteradas, e (b) considerando uma deformação elástica em ambas as direções.

distâncias |δδδ1| e |δδδ2| experimentam um alongamento nessa direção e ao mesmo tempo |δδδ3|
experimenta uma contração, ao passo que no caso armchair as três distâncias experimen-
tam um alongamento [155, 157, 160]. O valor da razão de Poisson, frequentemente usado
na literatura para o gra�te e em alguns trabalhos no grafeno, é ν = 0.165 [157, 160],
enquanto outros trabalhos para QD tem considerado ν = 0.3 [155]. A �m de fazermos
uma comparação direta com os resultados de deformações em QD, assumimos ν = 0.3.

Conforme descrito na literatura, tais deformações uniaxiais e elásticas podem ser obti-
das usando, por exemplo, substratos �exíveis [170], em que o BLG QD é depositado sobre
um substrato �exível e posteriormente alongando o substrato por meio de um dispositivo
mecânico. É importante salientar que o hopping intercamada t⊥ permanece constante,
tendo em vista que estamos considerando deformações de rede no plano e também porque
ambas as camadas estão submetidas à mesma amplitude de deformação. Isso nos assegura
que o hopping t⊥ sempre seja perpendicular às folhas da bicamada [137].

Um esquema de deformação da rede ao longo da direção armchair (x) está ilustrado na
Figura 5.10 para um valor muito grande de ε, considerado propositalmente com o intuito
de mostrar as mudanças na rede. Nessa �gura, os símbolos vermelhos abertos e pretos
sólidos representam a rede de grafeno deformada e não-deformada, respectivamente. Mos-
traremos apenas os resultados para sistemas sob uma tensão planar tensionada ao longo
da direção armchair e mantendo as posições dos átomos na direção y inalterados (veja
Figura 5.10(a)). Veri�camos, embora não apresentado aqui, que uma deformação apli-
cada ao longo da direção zigzag leva à características qualitativamente similares àqueles
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do caso armchair. Também veri�camos que deformações elásticas como representado na
Figura 5.10(b), em que ambas as bordas são deformadas, produzem qualitativa e quan-
titativamente resultados similares. Essa semelhança entre os resultados ocorre devido ao
fato de que a faixa de intensidade de ε usada aqui não muda signi�cativamente as posições
atômicas na direção y. Como apresentado na Ref. [155], uma situação física similar foi
observada para QDs de monocamadas de grafeno, ou seja, QDs de monocamadas apre-
sentam qualitativamente a mesma magnetização induzida por deformações ao longo de
direções zigzag ou armchair. Isso também está de acordo com os recentes resultados obti-
dos por L. Wang et al. [171] para comportamento elástico de BLG, quando deformado até
20%. Para ilustrar nossa proposta, todos os resultados nesta Seção foram obtidos para
N = 4, pois a magnetização, como mostramos nas Figuras 5.3-5.5, em geral, não depende
do tamanho dos pontos, exibindo resultados similares para todo N , ou seja, garantindo
que podemos desprezar os efeitos de tamanho-�nito.

Os resultados da magnetização em função do parâmetro de Hubbard U , na presença
de deformação aplicada ao longo da direção armchair, são apresentados nas Figuras 5.11
(triangular) , 5.12 (quadrado) e 5.13 (hexagonal), nos quais consideramos diferentes bordas
e empilhamentos. Os painéis superiores (inferiores) correspondem aos empilhamentos AA
(AB) e as �guras geométricas indicam a forma do ponto e sua borda. A legenda da
Figura 5.11(a) aplica-se as demais �guras. Aplicando uma deformação com intensidade ε
variando na faixa de 0 a 0.2, observamos que o efeito global da deformação uniaxial é um
aumento na magnitude da magnetização mmax, independente do tipo de borda e forma do
ponto. Contudo, uma transição de primeira ordem é vista com respeito à magnitude da
deformação, como mostrado nos insets de mmax em função de ε para um dado U/t �xo,
tal que para todos os casos estudados mmax é mantido inalterado para ε ≤ 0.7 × 10−4,
porém ele sofre um aumento para ε > 0.7×10−4, com os mesmos valores da magnetização.
Viana-Gomes et al. [155] mostrou um aumento no valor máximo da magnetização, quando
ε aumenta, para QD de monocamadas de grafeno nas formas quadrada e hexagonal.
Nos resultados apresentados por eles, o aumento da magnetização não ocorria de forma
abrupta e o módulo da deformação ε necessário para um aumento pronunciado dela é
aproximadamente duas ordens de magnitude maior do que para as BLG QDs. A razão
para que a faixa de ε seja menor nos BLG QDs é devido ao fato de que estes sistemas
sejam mais complexo do que das monocamadas, sem mencionar o fato de que as BLG QDs
admitem mais possibilidades de ordenamentos magnéticos devido aos efeitos de correlação
entre as camadas que agora encontram-se acopladas, sendo desta forma mais sensíveis
à qualquer deformação. Para amplitudes de deformação cada vez menores, implicará
que as energias de hopping não devam ser afetadas signi�cativamente pela deformação
da rede. Isso explica os resultados inalterados para ε ≤ 0.7 × 10−4 que são mantidos
iguais ao caso não-deformado ε = 0 (linhas escuras tracejadas). Experimentalmente,
esses pequenos valores de deformação são difíceis de serem obtidos, tendo em vista que
qualquer valor de tensão aplicada induzirá uma magnetização que alcance o topo da curva
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para ε = 0.2 (símbolos triangulares verdes), por exemplo. Além disso, a deformação
expõe uma variação explícita no valor crítico do termo de repulsão de Hubbard, Uc, que
tenham um Uc �nito. Para os painéis superiores das Figuras 5.11-5.13, que representam
BLG QDs com empilhamento AA, observamos que a deformação reduz o valor de Uc,
não de forma gradual, como foi identi�cado na Ref. [155], mas de forma abrupta, tal
que Udeformado

c < Unão-deformado
c para qualquer amplitude de deformação maior do que

ε > 0.7×10−4. Por exemplo, para BLG QD triangular com bordas zigzag (Figura 5.11(c))
, Udeformado

c /t ≈ 0.33 < Unão-deformado
c /t ≈ 0.65 e para hexagonal com bordas zigzag (Figura

5.13(c)), Udeformado
c /t ≈ 0.62 < Unão-deformado

c /t ≈ 1.72. Assim, podemos concluir que o
valor de crítico de U pode ser usado para caracterizar dois regimes diferentes de mmax na
presença de deformação nesses sistemas.

Figura 5.11: Os mesmos da Figura 5.3, mas agora para diferentes amplitudes de defor-
mações ε, numa faixa de 0 a 0.2, em que ε = 0 representa o caso não-deformado acima.
Fixamos N = 4 para todas as geometrias e o parâmetro de hopping t, ao longo da di-
reção não-deformada, é o mesmo original, ou seja, |t| = 2.8 eV. Os insets mostram uma
transição de fase de primeira ordem da magnetização devido à magnituda da deformação,
considerando uma interação de Coumlomb U/t �xa.

Vamos agora considerar o decrescimento de Uc em estruturas deformadas de BLG QD
com empilhamento AA. Embora U seja uma propriedade local (on-site), observamos que
Uc depende de uma tensão externa. Devemos manter em mente que as energias de hopping
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(a)

(b)

Figura 5.12: Os mesmos da Figura 5.4, mas agora para diferentes amplitudes de defor-
mações ε, numa faixa de 0 a 0.2, em que ε = 0 representa o caso não-deformado acima.
Fixamos N = 4 para todas as geometrias e o parâmetro de hopping t, ao longo da direção
não-deformada, é o mesmo original, ou seja, |t| = 2.8 eV. As curvas de magnetização exi-
bem um cruzamento entre os casos deformado e não-deformado em torno de U/t ≈ 1.42.
Os insets mostram uma transição de fase de primeira ordem da magnetização devido à
magnituda da deformação, considerando uma interação de Coumlomb U/t �xa.

são signi�cativamente afetadas pelas mudanças nas distâncias interatômicas e que Uc está
relacionado com o parâmentro de hopping t, para sistemas de bulk e QDs com bordas
armchair, como discutido anteriormente, por

Uc ' 2.2t. (5.11)

Portanto, uma mudança em t produz uma mudança no valor absoluto de Uc. Em geral,
uma dependência explícita de Uc com a deformação pode ser resumida como

Uc(ε) ' αt(ε), (5.12)

e, com base em discussões similares apresentadas na Ref. [155] para QD de monocamada
de grafeno, podemos concluir que α deve assumir valores em torno do valor de bulk, isto
é, 2.2.
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Figura 5.13: Os mesmos da Figura 5.5, mas agora para diferentes amplitudes de defor-
mações ε, numa faixa de 0 a 0.2, em que ε = 0 representa o caso não-deformado acima.
Fixamos N = 4 para todas as geometrias e o parâmetro de hopping t, ao longo da di-
reção não-deformada, é o mesmo original, ou seja, |t| = 2.8 eV. Os insets mostram uma
transição de fase de primeira ordem da magnetização devido à magnituda da deformação,
considerando uma interação de Coumlomb U/t �xa.

Por outro lado, o efeito de uma deformação uniaxial em BLG QD com empilha-
mento AB resulta numa magnetização �nita para qualquer U �nito. Portanto, para
U < Unão-deformado

c , estes pontos quânticos mudam de um estado não-magnético para
um estado magneticamente ordenado simplesmente aplicando uma deformação. Os pa-
res de Figuras 5.11(a)-5.13(a) e 5.11(b)-5.13(b), para triangular-AA e hexagonal-AA
com bordas armchair, mostram um comportamento similar da magnetização máxima
(Udeformado

c /t ≈ 0.25). Isso já era de se esperar, pois os pontos triangular e hexagonal não-
deformados, com borda armchair, exibem resultados similares àqueles da magnetização
que independe do tamanho N (veja Figuras 5.3 e 5.5) e da energia de hopping intercamada
t⊥ (veja Figuras 5.6 e 5.8). Isso é uma consequência do balanciamento dessas estruturas,
onde elas possuem o mesmo número de átomos em cada subrede, e também devido às
condições de contorno. Além disso, notamos que a magnetização máxima do BLG QD
na forma quadrada com empilhamentos AA e AB exibe um cruzamento entre os casos
deformado e não-deformado em torno de U/t ≈ 1.42. Isso pode ser interpretado como
um efeito causado pela interação entre o efeito de contorno e a intensidade da tensão,
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indicando uma competição entre os estados de bordas e os estados de bulk. Isto será ve-
ri�cado na próxima Seção, quando discutiremos a relação das funções densidades de spin
com a deformação uniaxial dos BLG QDs, incluindo o quadrado.

Figura 5.14: Níveis de energia de spin próximo da energia de Fermi (nível zero) e (e)-
(h) densidade de spin para BLG QDs na forma triangular com borda armchair e com
amplitudes de deformação ε = 0 (a, c, e, g) e ε = 0.01 (b, d, f, h) e empilhamentos AA (a,
b, e, f) e AB (c, d, g, h). Assumimos uma repulsão coulombiana U/t = 2.5. Os triângulos
azúis para cima (vermelhos para baixo) correspondem ao elétrons de spin up (spin down)
nos painéis (a) a (d). Os símbolos cheios (vazios) indicam a camada superior (inferior)
nos painéis (e) a (h), e o tamanho dos símbolos é proporcional à polarização do spin.
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5.2.3 Efeito da deformação sobre a densidade de spin

Figura 5.15: O mesmo da Figura 6.9, mas agora para BLG QDs triangular com bordas
zigzag e repulsão coulombiana U/t = 2.0.

No sentido de entender os dois diferentes regimes observados no valor máximo da mag-
netização para sistemas deformados e não-deformados, mostrados nas Figuras 5.11-5.13,
plotamos nas Figuras 5.14 a 5.18 os níveis de energia de spin (quatro painéis superiores,
de (a)-(d)) e a densidades de spin (quatro painéis inferiores, de (e)-(h)) para BLG QDs
nas formas triangular (Figuras 5.14 e 5.15), hexagonal (Figuras 5.16 e 5.17) e quadrada
(Figura 5.18). Nestas �guras, consideramos o caso não-deformado ε = 0 (a, c, e, g) e
deformado com ε = 0.01 (b, d, f, h), e empilhamentos AA (painéis da esquerda) e AB
(painéis da direita). Assim, podemos claramente ver que em virtude da aplicação de uma



5.2. RESULTADOS NUMÉRICOS 106

deformação uniaxial, os níveis de energia de spin e as densidades de spin de todos os BLG
QDs estudados são drasticamente modi�cados. Podemos dizer que, em geral, o efeito da
deformação sobre os níveis de energias é quebrar as degenerescências, como observados

Figura 5.16: O mesmo da Figura 6.9, mas agora para BLG QDs hexagonal com bordas
armchair e repulsão coulombiana U/t = 2.0.

nos pontos triangular (Figuras 5.14 e 5.15) e hexagonal (Figuras 5.16 e 5.17), ou agrupar
os níveis de energia e, portanto, aumentar a degenerescência, como observado no ponto
quadrado (Figura 5.18). Por outro lado, a simetria elétron-buraco entre os elétrons de
spin up e spin down é preservada. Além disso, para BLG QDs triangular com bordas
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armchair (Figura 5.14), na ausência de deformação, observamos que em ambos os em-
pilhamentos não há polarização de spin, ou seja, eles formam uma fase não-magnética

E
/t
E
/t
E
/t

E
/t
E
/t

Figura 5.17: O mesmo da Figura 6.9, mas agora para BLG QDs hexagonal com bordas
zigzag e repulsão coulombiana U/t = 2.5.

devido à ausência de estados de bordas zigzag, enquanto na presença de deformação, o
espectro de energia mostra o surgimento de magnetismo e níveis de energia espalhados
em torno de E = 0.

Analisando a densidade de spin para todas as geometrias dos BLG QDs (veja os
quatro painéis inferiores das Figuras 5.14-5.18) na ausência (e, g) e na presença (f, h) de
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deformação, percebemos que o principal efeito da deformação sobre a densidade de spin é
quebrar a simetria de camada e subrede. Isso explica porque o máximo da magnetização
exibe dois diferentes regimes nas Figuras 5.11-5.13. A densidade de spin com amplitude

E
/t
E
/t

E
/t
E
/t

Figura 5.18: O mesmo da Figura 6.9, mas agora para BLG QDs quadrado e repulsão
coulombiana U/t = 2.0.

de deformação acima do valor de saturação ε > 0.7× 10−4, resulta num brusco aumento
de mmax como consequência de seu complexo ordenamento que tem uma mistura de
ordenamento ferromanético e antiferromagnético acoplado entre as duas camadas. É
importante mencionar (embora não mostrado aqui) que as densidades de spin dos pontos
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quânticos com aplitude de deformação abaixo do valor de saturação, ou seja, ε ≤ 0.7×10−4,
exibe o mesmo ordenamento magnético do caso não-deformado, justi�cando porque sua
curva mmax atinge o mesmo resultado de ε = 0 nas Figuras 5.11-5.13.

Com respeito aos estados de bordas, observamos que os momentos magnéticos das
duas camadas são acoplados antiferromagneticamente nos BLG QDs com bordas zigzag e
quadrados não-deformados, painéis (e) e (g) na Figuras 5.15, 5.17, e 5.18, e ferromagneti-
camente nos BLG QDs com bordas armchair e não-deformado, painéis (e) e (g) das Figu-
ras 5.14 e 5.16. Isso signi�ca que o momento magnético local, nos casos não-deformados,
exibe a simetria minferior

A,B = msuperior
A,B para o empilhamento AA com borda armchair e para

o empilhamento AB com bordas zigzag. Ao passo que minferior
A,B = −msuperior

A,B para o em-
pilhamento AA com borda zigzag e para empilhamento AB com bordas armchair. Esses
comportamentos são uma consequência do tipo de terminação de borda e do fato de que
o primeiro (segundo) caso possui um balanço (desbalanço) na rede tal que o número de
átomos nas subredes A e B em cada camada é diferente (o mesmo). Esses ordenamentos
magnéticos da densidade de spin são independentes do empilhamento. Como observado
pelas �guras da densidade de spin, veri�camos que as terminações zigzag dos pontos (veja
Figuras 5.15(e, g), 5.17(e, g) e 5.18(e, g)) mostram boa parte dos momentos magnéticos
locais localizados na bordas zigzag, que diminui acentuadamente em direção ao centro do
ponto quântico, tal que a densidade de spin local dos sítios de bulk são, em geral, pelo
menos uma ou duas ordens de magnitude menores do que os sítios da superfície.

Finalmente, ainda a respeito dos estado de bordas, vemos que os momentos magnéti-
cos locais das bordas zigzag são maiores perto do centro da bordas e diminuem em direção
aos cantos, e que para BLG QDs hexagonal e quadrado veri�camos que o spin local ao
longo de diferentes bordas em cada camada aponta em direções opostas, pois estas estru-
turas são formadas por bordas adjacentes com átomos pertencentes à subredes diferentes
e, portanto, essas bordas adjacentes acoplam antiferromagneticamente em uma mesma
camada. Por exemplo, para BLG QDs hexagonal com borda zigzag as densidades de spin
para três bordas se alinham ao longo da direção up, ao passo que nas outras três bordas,
em decorrência do balanço da rede, eles se alinham na direção oposta. Por outro lado, no
caso quadrado as duas bordas zigzag são compostas por diferentes tipos de subredes, tal
que o spin local dessas bordas apontam em direções opostas. Para BLG QDs triangular
com bordas zigzag, em que as bordas são formadas por átomos que pertencem à mesma su-
brede, os estados de superfície são encontrados acoplados ferromagneticamente na mesma
camada: isto é muito claro na Figura 5.15(e), em que a camada inferior (superior) forma
uma fase ferromagnética de spin up (down).

Em resumo, nossos resultados numéricos aplicados ao modelo de Hubbard, na apro-
ximação de campo médio, mostraram que as propriedades magnéticas de bicamadas de
pontos quânticos de grafeno podem ser afetadas pela aplicação de uma deformação. De
fato, descobrimos que a magnetização é reforçada na presença de uma deformação unia-
xial e que ela exibe dois diferentes regimes com respeito à amplitude de deformação. Isso
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nos permite controlar a densidade de spin e, consequentemente, a magnetização dessas
estruturas. Essa abilidade de poder controlar as propriedade magnéticas é de fundamental
importântica para spintrônica, tema bastante discutido no meio cientí�co.



6
Conclusões e perspectivas

Nesta tese, estudamos as propriedades eletrônicas e magnéticas de sistema con�nados
de grafeno formados por duas (bi) camadas de grafeno. Para estudar as propriedades
eletrônicas, �zemos uma revisão detalhada da descrição do espectro de energia do elétron
π em mono e bicamadas de grafeno usando o modelo de ligação forte (TB, tight-binging).
Também discutimos os tipos de bordas numa folha semi-in�nita e em sistemas con�nados.

Em seguida, mostramos que para estudar as propriedades magnéticas deveríamos in-
cluir interação elétron-elétron, onde descrevemos a Hamiltoniana de muitos corpos na
forma de segunda quantização e usamos a aproximação de campo médio para mostrar
que a Hamiltonia podería ser dividida em duas partes: i) uma correspondente ao termo
de partícula única (modelo de TB), ii) outra correspondente à interação repulsiva de
Coulomb, denominada termo de Hubbard.

Para estudar os efeitos mecânicos em estruturas semicondutoras, �zemos uma revisão
detalhada dos principais conceitos estudados pela teoria da elasticidade, onde descrevemos
o tensor deformação e o tensor de tensão. Em suma, mostramos a relação entre eles
e discutimos o surgimento de um pseudo campo no grafeno quando submetido à uma
deformação elástica.

Finalmente, investigamos as propriedades magnéticas de pontos quâncitos de bicamada
de grafeno (BLG QDs, bilayer graphene quantum dots) com diferentes formas geométricas:
hexagonal, triangular e quadrada, considerando dois tipos de bordas e empilhamentos, a
saber, bordas zigzag e armchair, e empilhamentos AA e AB, respectivamente, ambos com
e sem deformação na rede. Em nossa abordagem, utilizamos o modelo de TB acoplado
com o termo de interação elétron-elétron que é descrito pelo pela aproximação de campo
médio do modelo de Hubbard para um orbital. Nosso intuito era investigar como as
propriedade magnéticas, tais como a magnetização e os estados de energia de spin, são
afetados pela aplicação de uma deformação uniaxial. Nossos resultados mostraram que
as propriedade magnéticas, em geral, dependem da geometria e não apenas da existên-
cia de bordas zigzag, como também foi observado para QDs de monocamada de grafeno
[127, 155]. Na ausência de deformação, (i) a magnetização como uma função do termo de
Hubbard não é in�uenciada pelo tamanho do ponto para todas as geometrias consideradas,
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exceto para BLG QDs hexagonal com bordas zigzag; e (ii) a magnetização não depende
da energia de hopping t⊥ para todas as geometrias, exceto para BLG QDs com bordas
zigzag e empilhamento AA. Isso indica que duas camadas desacopladas num BLG QDs
tem a mesma magnetização que teriam quando acopladas. Quando a deformação é apli-
cada, as energia de hopping intercamada para vizinhos mais próximos são naturalmente
modi�cadas, o que leva à modi�cação do momento magnético local e, consequentemente,
de suas propriedades magnéticas. Descobrimos que a magnetização é reforçada na pre-
sença de uma deformação uniaxial e que ela exibe dois diferentes regimes com respeito à
amplitude de deformação. Observamos, calculando a densidade de spin local, que isto é
uma consequência da quebra de simetria de camada e subrede dos BLG QDs. Além do
mais, todos os resultados discutidos das estruturas deformadas foram obtidos dentro do
regime linear de deformação (. 20%) determinado pelo parâmetro ε, que corresponde à
amplitude de deformação e que obedece à deformação da rede descrita pelas Eqs. (5.7)-
(5.10). A abilidade de controlar as propriedade magnéticas aplicando uma deformação
nos BLG QDs faz destes sistemas importantes candidatos à aplicações em nanotecnologia
e spintrônica.

Futuramente, pretendemos estudar os efeitos de deformações em anéis quânticos de
grafeno, bem como aplicar as mesmas técnicas aqui utilizadas em outros sistemas bidi-
mensionais, como fósforo negro ou outros dichalcogenides. O fósforo negro está sendo
bastante estudado no meio cientí�co porque se trata de um semi-condutor de gap bem
estreito e anisotrópico. Além disso, ele é um dos principais materiais investigado por
nosso grupo de pesquisa que, recentemente, publicaram importantes resultados analíticos
em bulk e sistema con�nados de fósforo negro [172, 173, 174].



Appendix A

Publicação relacionada à tese

• J. S. Nascimento, D. R. da Costa, M. Zarenia, Andrey Chaves, and J. M.
Pereira, Jr. Magnetic properties of bilayer graphene quantum dots in the

presence of uniaxial strain. Physical Review B 96, 115428 (2017). DOI:
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.115428
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