UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

JOSE ILHANO DA SILVA PEREIRA

HIPERSUPERFICIES MINIMAS DE R* COM CURVATURA DE
GAUSS-KRONECKER NULA

FORTALEZA
2017



JOSE ILHANO DA SILVA PEREIRA

HIPERSUPERFICIES MINIMAS DE R* COM CURVATURA DE
GAUSS-KRONECKER NULA

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pés-graduagao em Matemaética do Departa-
mento de Matematica da Universidade Fede-
ral do Ceard, como parte dos requisitos ne-
cessarios para a obtencao do titulo de mestre
em Matematica. Area de concentracao: Ge-
ometria Diferencial.

Orientadora: Profa. Dra. Fernanda Ester
Camillo Camargo

FORTALEZA
2017



Dados Internacionais de Catal ogac&o na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitéria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

P492h Pereira, José Ilhano da Silva.
Hipersuperficies Minimas do espaco euclidiano de dimensdo 4 com curvatura de Gauss-Kronecker nula/
José I1hano da Silva Pereira. — 2017.
45f,

Dissertacéo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Programa de Pos-Graduacéo
em Matemética, Fortaleza, 2017.
Orientacdo: Profa. Dra. Fernanda Ester Camillo Camargo.

1. Hipersuperficies Minimas. 2. Curvatura de Gauss-Kronecker. 3. Curvatura Escalar. 1. Titulo.
CDD 510




JOSE ILHANO DA SILVA PEREIRA

HIPERSUPERFICIES MINIMAS DE R* COM CURVATURA
DE GAUSS-KRONECKER NULA

Dissertagao apresentada ao Programa de Pds-
graduagao em Matematica do Departamento
de Matematica da Universidade Federal do
Ceard, como parte dos requisitos necessarios
para a obtencao do titulo de mestre em Ma-
tematica. Area de concentracao: Geometria.

Aprovado em: 25/ 08/ 2017.

BANCA EXAMINADORA

Profa. Dra. Fernanda Ester Camillo Camargo (Orientadora)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Jonatan Floriano da Silva
Universidade Federal do Ceard (UFC)



Dedico este trabalho a todas as pessoas que
contribuiram direta ou indiretamente com a

sua realizacao.



AGRADECIMENTOS

A CAPES, pelo apoio financeiro com a manutengao da bolsa de auxilio.

A Profa. Dra. Fernanda Ester Camillo Camargo, pela excelente orientacao.

Aos professores participantes da banca examinadora Prof. Dr. Abdénago
Alves de Barros e Prof. Dr. Jonatan Floriano da Silva pelo tempo, pelas valiosas cola-
boragoes e sugestoes.

Aos colegas da turma de mestrado, em particular Damiana, pelas reflexoes,
criticas e sugestoes.

A minha familia pelo apoio e confianca sempre presentes.



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar as hipersuperficies minimas em R*, com curva-
tura de Gauss-Kronecker indenticamente zero. Como resultado principal provamos que
se f : M? — R* é uma hipersuperfipicie minima com curvatura de Gauss-Kronecker
identicamente zero, segunda forma fundamental nao se anulando em nenhum ponto e
curvatura escalar limitada inferiormente, entao f(M?) se decompde como um produto
euclideano do tipo £2 x R, onde £? ¢ uma superficie minima de R? com curvatura Gaus-
siana limitada inferiormente. Finalmente, apresentamos um resultado sobre a curvatura

de Gauss-Kronecker de f sem nenhuma hipdtese sobre a curvatura escalar.

Palavras-chave: Hipersuperficies minimas. Curvatura de gauss-kronecker. Curvatura

escalar.



ABSTRACT

This work does study the complete minimal hypersurfaces in the Euclidean space R,
with Gauss-Kronecker curvature identically zero. Our main result is to prove that if
f: M3 — R*is a complete minimal hypersurface with Gauss-Kronecker curvature identi-
cally zero, nowhere vanishing second fundamental form and scalar curvature bounded from
below, then f(M?3) splits as a Euclidean product L? x R, where L? is a complete minimal
surface in R? with Gaussian curvature bounded from below. Moreover, we show a result

about the Gauss-Kronecker curvature of f, without any assuption on the scalar curvature.

Keywords: Minimal hypersurface. Gauss-Kronecker curvature. Scalar curvature.
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1 INTRODUCAO

O estudo de rigidez de hipersuperficies M"™ no espaco euclidiano R**! é um
topico bastante pesquisado em Geometria. Um resultado cléssico, obtido por Beez-Killing
(KOBAYASHI| (1996) pdg. 46), afirma que uma hipersuperficie M™ em R"! ¢ rigida
se o posto da sua aplicacao de Gauss é no minimo 3. Para o caso do posto ser no
minimo 2, é apresentado, em (DAJCZER and GROMOLL (1985))), um método chamado
“Parametrizacao de Gauss”. Esse método tem como estratégia dar uma parametrizagao
para hipersuperficies com segunda forma fundamental de nulidade constante. Isso é feito
invertendo, sob determinadas condigoes, sua aplicagao de Gauss. Dajczer e Gromoll, no
mesmo artigo, mostram condigoes sobre tais hipersuperficies a fim de garantir que a rigidez
de hipersuperficies minimas faca sentido sob hipdteses globais. Entre outros resultados,
Dajczer e Gromoll (DAJCZER and GROMOLL (1985)) provaram o seguinte resultado de
rigidez global:

Teorema. Se M" (n > 4) é uma variedade Riemanniana completa que ndo possui R"™3
como um fator, entdao toda imersio minima f : M™ — R" ! ¢ rigida como uma subvari-
edade de R"P, para todo p > 1.

Para a prova desse teorema foi estabelecido um critério para hipersuperficies
completas M™ em R"*! decomporem-se como um produto M"™ = L? x R"~3. No entanto,
o caso da dimensao n = 3 é deixado em aberto. Nosso objetivo nesse trabalho é avaliar
o caso n = 3, estudando hipersuperficies completas minimas em R* com curvatura de
Gauss-Kronecker identicamente nula.

Um modo de construir hipersuperficies completas minimas em R?, com curva-
tura de Gauss-Kronecker identicamente nula, é erguendo cilindros a partir de superficies
minimas completas de R3. Para isso, sejam h : M? — R3 — R* uma superficie minima
completa, k; = X e ko = —\ as curvaturas principais de h e a € R* um vetor nor-
mal unitdrio normal a R?®. Entdo o cilindro f : M3 = M? x R — R* definido por
f(p,t) = h(p) + at é uma hipersuperficie minima completa em R* com curvaturas prin-
cipais k1 = M\, ks = 0 e ks = —)\. A curvatura escalar de M3 ¢ duas vezes a curvatura
Gaussiana de M2,

Agora observe que, ao tomarmos um cilindro erguido a partir do helicéide em
R3, isso nos d4 uma hypersuperficie minima completa em R* nao totalmente geodésica,
com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente nula, trés curvaturas principais distin-
tas e curvatura escalar limitada inferiormente. No entanto, podemos obter superficies
minimas completas em R® com curvatura Gaussiana nao limitada inferiormente. Os ci-
lindros erguidos dessas superficies nos dao hypersuperficies minimas completas em R*
com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente nula e curvatura escalar nao limitada

inferiormente. No entanto, até onde sabemos, os cilindros sao os tnicos exemplos de
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hypersuperficies minimas completas em R* com curvatura de Gauss-Kronecker identica-

mente nula. Isso entao nos leva a seguinte pergunta:

Pergunta. E verdade que toda hipersuperficie minima completa com curvatura de Gauss-

Kronecker nula em R* é um cilindro sobre uma superficie minima em R3?

Daremos aqui uma resposta parcial a essa pergunta sob hipdteses adcionais na

curvatura escalar. O que queremos provar é o seguinte:

Teorema. Seja M3 uma variedade Riemanniana orientada, completa e f : M3 — R*
uma imersao isométrica minima com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente zero
e sequnda forma fundamental nao se anulando em nenhum ponto de M. Se a curva-
tura escalar de M3 ¢ limitada inferiormente, entio f(M?3) se decompde como o produto
FEuclidiano L? x R, onde L? é uma superficie minima completa em R3, com curvatura

Gaussiana limitada inferiormente.

Em (CHENG]/(2004))) é apresentada a prova de que em hipersuperficies minimas
completas em R* com curvatura escalar limitada inferiormente e curvatura de Gauss-
Kronecker constante, a curvatura de Gauss-Kronecker é identicamente nula. Ainda em
(CHENG] (2004))), Cheng também d& um exemplo de hipersuperficies minimas completas
em R* com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente nula que é, de fato, uma hiper-
superficie em forma de cone sobre o toro de Clifford em S® e certamente nao é completa.

Neste trabalho, consideramos hipersuperficies minimas completas em R* com
curvatura de Gauss-Kronecker constante e mostramos que a curvatura de Gauss-Kronecker
¢ identicamente nula. Como principal ferramenta para a demonstracao desse resultado,
usaremos o Teorema das Curvaturas Principais (SMITH and XAVIER/ (1987)). Nosso

segundo resultado é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja M? uma variedade Riemanniana orientada, completa e f : M3 — R*
uma imersao isométrica minima com curvatura de Gauss-Kronecker constante. Entao a

curvatura de Gauss-Kronecker € identicamente zero.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos os conceitos, ferramentas, definicoes e notacoes

fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Tensores

Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita e VV* o espago vetorial de
todas as fungoes R-lineares de V' em R. Definimos um tensor do tipo (r,s) (r > 0,s > 0)
sobre V' como uma aplicagdo R-multilinear 7' : (V*)" x V* — R, isto é, uma fungao
R-linear em cada entrada.

A partir deste conceito, definimos campo tensorial sobre uma variedade dife-
renciavel M, n-dimensional, sob as seguintes notagoes:

1. M"™ denota uma variedade n-dimensional;

T,M™ representa o espaco tangente a variedade M™ no ponto p, para p € M";
X(M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciaveis sobre M";
X (p) denota um vetor tangente em 7,M, ou o valor de um campo X em p;

C>° (M) representa o conjunto das fungoes diferenciaveis definidas de M™ em R;

o s w0

X*(M) o conjunto das 1-formas diferenciais sobre M™.
Um elemento 6 € X*(M) ¢ tal que, dado p € M", 0, € (T;M), e
se X € X(M) temos a funcao 0(X) : M — R definida por 6(X)(p) = 6,(X(p)).

Defini¢ao 2.1. Um campo tensorial diferencidvel do tipo (r,s) sobre uma variedade di-

ferencidvel M™ € uma aplicagio C*°(M)-linear
T (XH(M))" x (X(M))* — C=(M)
que tnduz, para cada ponto p de M, uma aplicacao R-multilinear
T, : (T:M) x (T,M)* - R
tal que, para quaisquer wy, ... ,w, € X*(M) e X1,..., Xy € X(M), a fun¢ao
T(wi, ... ,wpy Xq,..., Xg) : M = R
definida por
T(wiy -y wr, X1y oo, Xo)(p) = Tp(wi(p), - - - we(p), Xa(p)s - - -, Xs(p))

¢ diferencidvel.

Dado um (0,2)-tensor covariante T diferencidvel definido em M", podemos
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representar T', por

T:ZTijwi@)Wj, (1)
1,J
onde, T;; = T'(e;, e;) definem as componentes de T’ no referencial {es,...,e,} para M".
Sendo 7' diferenciavel, suas fungoes componentes também sao fungoes dife-

rencidveis e assim, faz sentido falar em d75;.

Definig¢ao 2.2. Seja T um (0,2)-tensor covariante em M™. A diferencial covariante VT
de T € um (0,3)-tensor definido da sequinte maneira: as componentes Ty, = (VT)(e;, €5, €x),

para t,j,k =1,...,n, chamadas de deriwadas covariantes de T;;, sao dadas por:
Y Tjwwr = d(Ty)+ > Tijwri+ Y Tt (2)
k k k

A partir dai, podemos definir a segunda diferencial covariante de T° como
sendo o (0,4)-tensor V(VT), com componentes T} = V(VT)(e;, €5, €, €), chamadas de

segundas derivadas covariantes de T;; e dadas por
Z Tijuwr = d(Tir) + Z Tyjrwn; + Z Tipwiy + Z Tijirg- (3)
! l ! l

Podemos, de forma similar, dar essa definicao acima para uma aplicacao @ :
X(M) x X(M) — X(M)* tal que ® = Z(I)ijwi ® wjen+1. As derivadas covariantes de
4,3
®,; sao dadas por:

S i = )+ 3 g+ Y iy g
k k k

D Ppuwr = d(@i) + > P + Y Pawwrj + Y P (5)
I . . I

2.2 Equacgoes de estrutura

Um dos conceitos e construcoes mais importante aqui é o das Equacoes de
Estrutura, elas fazem parte do Método do Referencial Movel, que é mais explicado e
aprofundado em (DO CARMO) (1976)). Ao longo dessa secao faremos a construgao das
equacoes para as chamadas formas espaciais de dimensao 4.

Usaremos a notagao Q*(c), para represetar as formas espaciais de dimensao 4,
o qual é uma variedade Riemanianna conexa, completa com curvatura seccional constante
c. Os resultados apresentados sao validos para todos os valores de ¢, mas nas afirmacoes

e provas usaremos ¢ = 0 ou ¢ = %1, donde Q*(c) é a esfera unitaria S, se ¢ > 0, Q*(c) é o
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espago Euclideano R*, se ¢ = 0, e Q*(c) é o espago hiperbdlico H* de curvatura seccional

constante —1, se ¢ < 0.

Lema 2.1 (Cartan). Sejam M* uma variedade diferencidvel e wy,...,w, I-formas line-
armente independentes sobre um aberto U C M. Se ay, ..., a, sio 1-formas sobre U tais
que:

i=1

'
Entao, existem funcoes diferencidveis bj; : U — R tais que oy = Zbij%‘ e bij = bji.
j=1

Demonstracao. De forma geral, consideremos r < k. Inicialmente, completemos o
congunto das 1-formas w; para obtermos uma base {w, ... ,wy,...,wi} de (T,M)*. Assim,

como as als sao 1-formas, existem fungoes diferencidveis tais que:

r k
Q; = E bijwj + E aijwj.
=1

j=r+1

Por hipdtese, temos que

r r
OZZai/\wi:Zbijwj/\wi—i— Z A5 N\ Wj.
i=1 i

1<i<r,r+1<j<k

Como w; N\ wj = —w; A w;, para todo 1 <i,5 < k, obtemos

r

0= Z(bm — bji)wj A Wi + Z a/ijw]' A Wi

1<j 1<i<r, r+1<j<k

Uma vez que w; AN w;, com 1 < j el <1i,j <k, formam uma base para o espaco das
2-formas, obtemos

bz’j = bji (& Q5 = 0.

T
Portanto, a; = g bijw;j, com bj; = bj; fungoes diferencidveis de U em R.
Jj=1

[ |
Sejam z : M3 — Q*(c) uma imersao em Q*(c) de uma variedade Riemannianna
conexa M e {eq, es, €3, €4} um referencial ortornormal local adaptado a imersao x, isto é,
para cada ponto p € M? os vetores {e1(p), e2(p), e3(p)} geram T, M numa vizinhanga de
p e ey gera o espaco normal a M?. Adotemos a seguinte convencao sobre a variacao dos
indices:
1<ABC,...<4, 1<ij k.. <3.
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Associado a este referencial ortonormal local {e4}, definimos o correferencial
{wa} e o conjunto das 1-formas {wap}, chamadas formas de conexdo de Q*(c), para as

quais temos as seguintes equacdes de estrutura de Q*(c):

dwy = ZWAB/\WBa wap +wpa =0, (7)
B

dwap = ZwAC/\wCB—i—ﬁAB. (8)
C

As 2-formas Q4p sdo chamadas as formas de curvaturas de Q*(c). Para cada p, dados
X,Y € T,Q%c), a matriz ((Q4p),(X,Y)) gerada pelas 2-formas Q5 define um operador
R(X,Y), : T,Q*c) — T,Q*(c), chamado operador curvatura e um (0,4)-tensor R, dado
por R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W), chamado de tensor curvatura. Denotando R pcp =

R(ea,ep,ec,ep), as componentes do tensor curvatura, no referencial {e4}, segue que

_ 1 _
Qup = 5 CZD Rapcpwe N wp.

Temos as seguintes propriedades:

Proposigao 2.1. Para X,Y, Z,T campos diferencidveis de vetores em Q*(c), temos

1. R(X,Y)=—-R(Y,X);

2. (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T,Z);
3. (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y);
4. (R

(X, Y)Z,T) +(R(Y,2)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0.
Em M3, temos wy, = 0. De fato, seja X € X(M), escrevemos X = ZXiei.
Dali, '

w4(X) = W4 (Z X261> = ZX,‘(AM(@Z‘) =0. (9)

Do fato de wy = 0 em M3, obtemos

0 = dW4 = ZW4B/\QJB,
B

= Zw4i/\wi+w44/\w4

i
= E Wy N\ W;.
i
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Logo, pelo Lema de Cartan, existem fungoes diferencidveis h;;, tais que:
Wy = Z hij Wi, hij = hjz‘~ (10)
J
A partir disso, definimos a segunda forma fundamental da imersao x por

h = Zh” Wiy (11)
1]

No caso de hipersuperficies, sé existe, a menos de orientagao, uma tnica segunda forma
quadrética em cada ponto p € M3.
Podemos associar a segunda forma uma transformacao linear auto-adjunta em
T, M, definida por
A, T,M — T,M, onde (A,(v),v) = h(v)

para v € T,M e n € (T,M)*, com (T,M)* o espago dos campos normais a imersao em p.
As vezes, é conveniente usarmos a aplicacgao bilinear, em p, B : T,M xT,M —
(T,M)*, dada por
(B(X,Y),n) = (Ay(X),Y)

com X,Y € T,M en e (T,M)*.
Sendo as fungoes h;; simétricas em relacao aos indices, temos que h é uma

aplicacao simétrica. Definimos o vetor curvatura média por

o= % (Z h) es.

Deste vetor, definimos a funcao curvatura média por
-l > h (12)
- 3 - AN

Dizemos que uma hipersuperficie M é minima se H = 0.

Uma imersdo f : M — M é dita geodésica em p € M, se para todon € (T,M)*,
a segunda forma fundamental h é identicamente nula em p. Se f é geodésica para todo
p € M, dizemos que f é totalmente geodésica.

As formas de conexdo wap de Q*(c), recebem esse nome, pois definem uma
derivacao sobre Q*(c) (conexdo), representada por V. Tal V é chamada de derivada
covariante e define-se da seguinte maneira: dados X e Y, campos de vetores diferenciaveis

. . . —n—+1 .
sobre uma variedade riemanniana M~ e {ej, ..., e,.1} um referencial ortonormal local,
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tomando Y = ) , yaea, a derivada covariante de Y em relagdo a X, VxY, é definida por

VXY = Z{dyB(X) + ZWAB<X)yA}€B-
B A

Note que VxY néo depende do referencial, mas da métrica, e que se Y = e, temos
<vX607 €D> = WCD(X)v (13)

que fornece uma interpretacao geométrica das formas de conexao wsp em termos da

derivacao covariante. A derivada covariante possui as seguintes propriedades.

Proposicao 2.2. Sejam X,Y, Z campos diferencidaveis de vetores em WH, f, g funcoes

. L. wntl , . ~ ~
dzferencwvezs em Mn € a, b numeros reais. Entao, a conexrao
=13 ——n+1 —n+1 —n+1

Vx0T < x> x0T

satisfaz:

1.V ¢ C’OO(WH)—lmear na primeira coordenada, isto €,
VixigrZ = [NxZ +gVyZ;
2. V € R-linear na sequnda coordenada, isto €,
Vx(aY +bZ) =aVxY +bVxZ;

3. Vx(fY) = X(f)Y + fVxY;

4. (VxY,Z) + (Y, VxZ) = X(Y, Z);

5 Sepe Mnﬂ, (VxY)(p) s6 depende do valor de X no ponto p e dos valores de Y
ao longo de uma curva parametrizada o : (—€,€) — M com c(0)=ped(0)=
X(p)-

Com essa nocao de conexao, temos que o colchete de Lie entre dois campos
vetoriais tangentes X e Y, que fornece um novo campo vetorial tangente sobre M"t1 é
dado por
[X,Y]=VxY — VyX.

Separando nas equagoes de estrutura de Q*(c) as parte tangente e normal a
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M3, obtemos de w4 = 0, que:

d(,di = Zwij VAN Wy, (14)
J

dwij = Z Wik N\ Wkj + wig N W4j + ﬁij; (15)
k

dw;y = Z Wik N\ Wrq + §i4- (16)
k

As formas w;; restritas & M?® s6 dependem da métrica de M? e da parte tangente do
referencial {e;,...,es}. Assim, definimos uma derivada covariante V sobre M? a partir

da derivada covariante de Q*(c), como sendo a parte tangente de V a M?, isto 6,

J

ViV = (VxY)" =) {dy;(X)+ ) wiy(X)yite;, VXY € X(M).

A conexao V de M?3 possui todas as propriedades enunciadas na Proposicao .
Pela interpretagao geométrica dada em [I3| podemos fazer o mesmo para as

formas de conexao {w;;}, isto é,
(Vxei, e;) = wi;(X) vX. (17)
Em particular, se fizermos X = e, obtemos
(Vxei,ej) = wij(ex)

Dada uma imersao isométrica f : M"™ — Mﬂ+m, o primeiro espaco normal de
fem p € M é o subespago Ny(p) C T,M* definido por

Ni(p) = {B(X,Y); X,Y € T,M}.

Dizemos que um subfibrado L, do fibrado normal TM=, é paralelo se VxY € L, para
todo X € TM e para todo Y € L.

O resultado apresentado a seguir serda de grande importancia nos teoremas
principais. Ele fornece condigoes para reduzir a codimensao de uma imersao isométrica e

sua prova pode ser encontrada em (DAJCZER| (1990), Proposicao 4.1, pag. 54).

Proposicao 2.3. Seja f : M™ — R"™™™ wuma imersdao isométrica, e suponha que exista
um subfibrado paralelo L, do fibrado normal, de posto r < m, satisfazendo Ni(p) C L(p),

para todo p € M. Entdo a codimensao de f pode ser reduzida para m—r, isto €, f(M™) C
Rn—&-m—r.
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Definimos também as formas de curvatura da métrica de M? por

Q,;j = dwij — E Wik A\ wkj.
k

Portanto, as equacoes de estrutura de M? sao
dwi = Zwij N wj, wij + wji = O; (18)
J

dwij = Zwik N Wkj + Ql] (19)
k

Tal como as formas de curvatura de Q*(c), vistas anteriormente, dado p € M3
e X,Y € T,M?3 a matriz ((€;),(X,Y)) gerada pelas 2-formas €;; define um opera-
dor curvatura R(X,Y), : T,M? — T,M? e um (0,4)-tensor curvatura para M?> tal que
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W). Esse tensor tem propriedades similares ao tensor R de
Q*(c). Denotando Ry = (R(e;, e;)ex, 1) = Sux(e;,e;) as componentes do tensor R, as

formas €2;; podem ser escritas como

1
Qij = —5 ; Rijkl W AN wr.

Da equacao ([15)), podemos estabelecer uma relagdo entre as componentes do
tensor curvatura de M?® com as componentes tangentes do tensor curvatura de Q%*(c).

Essa relacao é dada por:
1
3 Z Rijuiwr Nwp =
k,l

= dwi]’ — E Wik AN wkj
k
= Wi A\ w4j + Qij

1 e —
= Z hz‘kwk N Z hjlwl — 5 Z Rijklwk N\ wy
k 1 k.l
1 —
= ; hikhﬂwk N wp — 5 ; Rijklwk A w.

Assim,
Riji = Rijia + (hihji — hahji). (20)
A equacao ¢é chamada de Equacao de Gauss.

Tomando a segunda forma fundamental dada por h = Z hijw; ® wjeq e utili-
k



zando o definido em 2| e , as derivadas covariantes de h;; satisfazem o seguinte

Z hijrwi = d(hsj) + Z hjrwir + Z hirwip,
k k k

Z hijrawr = d(hiji) Z hijrwi + Z hiw;i + Z hijiwy -

A partir da primeira expressao vamos obter as chamadas equacoes de Codazzi

hijk:hikj:hjik; Vivjakzlv"'an
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(21)

(22)

(23)

Para obté-las, derivamos exteriormente a equacao (10) e substituimos dh;;.

Logo,
d(,LJ4i =d (Z hij CL)j) = Z dh” VAN Wy + Z hijdwj.
J J J
Calculamos entao
dhi; Nw; = (> hijrwr — ) hjwie — > hawir) A w;
2 2.2 2 2
j ik k k
= Z hijkwk N wj — Z hjkwik N wj — Z hikw]'k A Wj
ik ik jk
= Z hijkwk A wj — Z hjkwik VAN Wy — Z hzk: Z Wik VAN Wy
= Z hwkwk A Wj + Z h]kw] N Wil — Z hzkdwk
= Z hwkwk ANwj + Z Wag N\ Wik — Z hirdwy
= Z hijkwk A Wi + Z Wik A Wk — Z hzkdwk
Jk k k

logo,
dw4l- = Z hijkwk VAN W + Z Wik N\ Wr4.
jk k

Por outro lado, como Q*(¢) tem curvatura (seccional) constante e igual a ¢, temos Q4 = 0.

Assim, resta em ([16))

dw4i = E wik/\wm.
k

(24)
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Dai,
0= Z hijkwk N wj == Z(h”k - hikj)wk A Wj,
7,k i<k
segue entao que hgjp = hgp;j.

Observacao 2.1. Uma relacdo interessante que obtemos da equacdao de Codazzi, relacio-

nando o operador de forma, ¢ quando a codimensao da imersao € 1. Neste caso, obtemos
A([X,Y]) = Vx (A (Y)) = Vy (4,(X))

As fungoes componentes R;j; do tensor curvatura de M?, nos permitem definir
outras curvaturas importantes sobre a nossa variedade.
Dado p € M3, consideremos em T, M? um subespago P bidimensional. Supo-

nhamos span{e;, e;} = P, para alguns ¢, j = 1,2,3. Assim, temos a seguinte

Proposicao 2.4. O nimero §;(e;, e;) = R;ji; depende apenas do subespago P.

Dai, podemos entao, definir
Definigao 2.3. O nimero
Kp(P) = —Qij(ei, €5)
¢ chamado a curvatura seccional de M3 em p, sequndo P.
Mais geralmente, temos:
Proposicao 2.5. Sejam X,Y € P C T,M linearmente independentes e um referencial

ortonormal {e;} tal que span{e;,e;} = P, para alguns i,j =1,...,n. Entdo,

(R(X,Y)X,Y)
(X, X) (YY) — (X, Y)?

K(p) =
E importante notar que, como P é nao degenerado, (X, X)(Y,Y)—(X,Y) # 0.
Como vimos acima, as componentes h;; da segunda forma fundamental sao

simétricas e assim temos que h é simétrica. Dessa forma, dado p € M, podemos escolher

os campos {eq,e,e3} € T,M de modo a diagolanizar a segunda forma fundamental h,

h = Zhijwiwj = Zh“UJ? = Z)\wa
,J i i

Os campos {ey,es, e3} sao chamados de direg¢oes principais e os nimeros \;, que sao

isto é,

os auto-valores da matriz h;j, sao chamados curvaturas principais. A partir dessas in-

formacoes, reescrever as curvaturas média H e seccional K para a nossa hipersuperficie
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x: M? — Q*c) da seguinte forma:

K = det(hzj) = Hl>\“

a curvatura K recebe o nome de curvatura de Gauss-Kronecker.

Definigao 2.4. Dizemos que uma variedade tem curvatura (seccional) constante, se

K,(P) nao depende de p e do subespago nao degenerado P.

Logo, como Q4(c) tem curvatura constante, temos que
EABCD = C(5AC5BD —0ApdBC).
A equagio de Gauss para uma hipersuperficie M? em Q?*(c) pode ser escrita como
Riji = (601 — 6ubji) + (hihji — hahji). (25)

Definigao 2.5 (Tensor Curvatura de Ricci). Seja R o tensor curvatura de M®. O tensor

curvatura de Ricci de M3 € definido por

Ric(X,Y) =Y (R(X,e;)Y,e:), (26)

i
onde {ey1, eq, €3} € um referencial ortonormal e X, Y sao campos vetoriais sobre M.

O ndmero Ric(X, X) é chamado curvatura de Ricci na diregao de X. Da-

dos X = ¢;, Y = ¢;, as componentes do tensor curvatura de Ricci, R;;, no referencial

K
{e1, €2, €3}, sdo dadas por

Rij = Ric(ei, €j> = Z Rikjk; (27)
k

onde R = (R(e;, ex)ej, ex). Pela equacao de Gauss , deduzimos as componentes do

tensor curvatura de Ricci

Rij=Y Ry = ¢ (050 — ubis) + O (hijhux — hihiy) (28)
k k k
= 6(351'3‘ — 52]) + hij Z hkk — Z hzkhk] (29)
k k
= QC(SZ'J‘ — Z hzkhk] (30)
k

Dizemos que o tensor curvatura de Ricci de M? é limitado inferiormente se existe L tal
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que
Ric(X,Y) > L(X,Y),

para quaisquer X,Y campos vetoriais sobre M". Similarmente, a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente se

Ric(X, X) > L(X, X),

para qualquer campo vetorial X sobre M?3. Equivalentemente, a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente se
Ry > L, (31)

para todo 1 <17 < 3.

Munidos da curvatura de Ricci, podemos definir a curvatura escalar de M.

Defini¢ao 2.6 (Curvatura Escalar (R)). Seja {eq, ea,e3} € uma base ortonormal de cam-
pos locais sobre M3. Definimos a curvatura escalar de M3,a partir do tensor curvatura

de Ricct, por

R(p) = Z Ricy(ei,e;) = Z Riji;. (32)

De
% i,k

= 6c— 9. (33)

onde S = Z h?j é o quadrado da norma da segunda forma fundamental i de M?3. Temos
J

dai que R é constante se, e somente se, S é constante.
No final desta secao apresentamos um resultado interessante, relacionando os

campos diferenciaveis e as fomas diferenciais em M.

Proposicao 2.6. Sejam w uma I-forma diferencidvel e X, Y campos de vetores dife-

rencidaveis definidos em uma variedade diferenciavel M. Entao,
dw(X,Y) = Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y]). (34)

2.3 Operadores diferenciais

Com a definigao de derivada covariante de tensores apresentada em [2.2] podemos definir,

para variedades Riemannianas, certos operadores que ja nos sao conhecidos da geometria
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euclidiana.

Definicao 2.7. Seja f : M™ — R uma fun¢do diferencidvel em uma variedade Rieman-

niana M™. O gradiente de f é o campo vetorial Vf em M™ definido por

(VI, X)p = dfy(X),

para todo p € M e todo X € T,M.
Sejam o aberto U C M"™ e um referencial {e;} definido nesse aberto. Escre-

vemos em U, df = E fiw;, onde a fungao f; é a derivada de f na direcao de e;. Dal,

T
temos

Vf= Z fiei.
i=1

Sendo a 1-forma df um (0,1)-tensor, obtemos que a sua diferencial covariante

V(df) é um (0,2)-tensor, cujas componentes f;; satisfazem
Z fijw; = dfs + Z fiwji.
J J

Definigao 2.8. A forma bilinear V(df) é chamada o Hessiano de f na métrica de M™.

O trago desta forma é chamado o Laplaciano de f, e € dado por
Af =) fa

A métrica Riemanniana definida sobre M™ faz corresponder, a todo campo de

vetores X em M"™, uma 1-forma diferenciavel wy, definida por
WX(Y) = <X7 Y>p7

para todo p € M e todo Y € T,M. Em um referencial {e;} sobre um aberto de M, se
X = Z x;e;, temos que

wx = E TiW;.
i

A diferencial covariante Vwy é uma forma bilinear cujas fun¢ées componentes

E a:l-jwj = dl’z + E .’L'j(Jin.
J J

Definicao 2.9. O traco de Vwx € chamado divergente de X, e tem a expressao

x;; sao dadas por
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E importante observar que

Af = divV.

Damos agora propriedades e formulas importantes, sobre os operadores defi-
nidos acima, que terao uso ao longo de todo o trabalho. Dadas fungoes diferenciaveis
fig: M" — R e XY campos vetoriais diferenciaveis em M", temos
V(f+g9)=Vf+Vg.

V(fg) =gVf+fVg.

Se p : R — R é diferenciavel, entao V(po f) = ¢ (f)V[.

div(X +Y) = divX + divY.

div(fX) = fdivX + (Vf, X).

A(fg) = gAf + fAg+2(Vf,Vg).

Se ¢ : R — R ¢é diferenciavel, entao V(po f) = (¢" o f)|VfI?+ (¢ o f)AS.

A T

Apresentamos aqui um resultado muito ttil a respeito da definicao do Lapla-

clano.

Proposicao 2.7. Sejam f : M™ — R uma func¢ao suave e {ey,...,e,} um referencial

ortonormal em uma vizinhanga aberta U € M. Entao em U temos:
Af = Z{ei(eif) — (Veei)f}

Demonstracao. Observamos que,

ZXiXi(f) = ZXAW, Xi)

= > ((Vx, VI, Xi) +(V], Vx, X))

K3
n n

= YAV VE X))+ D (V. X)(f)

7 7

Dat,

n n

DUV VLX) =D (XiXi(f) = (V. X)(f)) -

K3 K3

Como {X;}I, € uma base ortonormal, pela definicao de divergente, concluimos que

Af = Z(XiXi(f) - (inXi)(f)) :
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2.4 Lugar dos pontos minimos (Cut Locus)

Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p um ponto de M e v : [0,00) — M
uma geodésica normalizada com ~(0) = p. Sabemos que para t > 0, suficientemente
pequeno, d(v(0),v(t)) = t, isto é, ¥(]0,1]) é uma geodésica minimizante. Além disso, se
~([0,¢;]) ndo é minimizante, o mesmo acontece para t > t;. Por continuidade, temos que
o conjunto dos nimeros t > 0 para os quais d(y(0),v(t)) =t é da forma [0, to] ou [0, c0).
No primeiro caso, y(to) é chamado o ponto minimo (ou cut point) de p ao longo de ~y; no
segundo caso, diz-se que tal ponto nao existe. Definimos o lugar dos pontos minimos de p
(ou Cut Locus de p), indicado por C,(p), como a unido dos pontos minimos de p ao longo
de todas as geodésicas que partem de p. Mais informacoes sobre o Cut Locus, podem ser
encontradas em [DO CARMO) (2005))].

Observe que, como no caso da esfera S™, podem existir mais de uma geodésica
minimizante ligandos dois pontos antipodas. Com isso apresentamos uma importante
propriedade sobre o Cut Locus envolvendo a funcao distancia. A demonstracao dessa

proposi¢ao pode ser encontrada em [SAKAT (1996).

Proposigao 2.8. Suponha que existam, pelo menos, duas geodésicas minimizantes ligando

pontos p,q em M. Entao a funcdo distancia d : M — R nao é suave em q.

2.5 Decomposicao de de Rham

Aqui abrimos uma secao para um resultado de extrema importancia, que usa-
remos na demonstracao do teorema |1} além das defini¢coes necessarias para tal resultado.
A prova desse teorema de de Rham pode ser encontrada em (KOBAYASHI| (1996)), pag.
187-189).

Sejam M"™ e N" variedades diferencidveis e ¢ : N — M uma imersao. Se, além
disso, ¢ é um homeomorfismo sobre ¢(N) C M, onde ¢(N) tem a topologia induzida por
M, dizemos que ¢ é um mergulho. Se N C M e a inclusao ¢ : N — M é um mergulho,
dizemos que N ¢ uma subvariedade de M.

Uma distribuicao D k-dimensional em uma variedade M é uma aplicacao que,
a cada ponto p € M, associa um subespaco k-dimensional D(p) de T,M. Dizemos que a
distribuicao D é diferenciavel se, para todo p € M, existem uma vizinhanca V de p e k
campos diferencidveis { X, ..., X3}, tais que {X;}*_, forma uma base de D(q), para todo
qeV.

Dada uma distribuicao D em M, uma subvariedade N de M é chamada sub-
variedade integral de D se T,N = D(p) , para todo p € N. Uma subvariedade integral N
serd chamada de subvariedade integral mazimal se, para toda subvariedade integral N de
D, com N C N, tivermos N = N.

Por fim, chamamos uma distribuicao D em M de involutiva se, para todo
X,Y € D, temos que [X,Y] € D e de paralela se, para todo X € X(M) e para todo



26

Y € D temos VxY € D.

Teorema. (Teorema da decomposi¢do de de Rham) Sejam M™ variedade Rieman-

niana conexa, Dy e Dy duas distribuicoes paralelas e involutivas em M"™ de dimensoes k

e n — k, respectivamente, tais que T,M = D:(p) @ Ds(p), para todo p € M"™. Nestas

condicoes, vale que:

i) para todo p € M"™, existe uma vizinhanca U de p tal que U = U} x UQ"’]“, onde
UF e Uy sio subvariedades de M" tais que, TU; = Di|y, e TUy = Ds|y,.

ii) Se M™ ¢ uma variedade simplesmente conexa, entio M™ = MF x M™% onde MF e

]\/[2””“ sao as subvariedades integrais e maximais de Dy e Dy, respectivamente.
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3 FUNCAO DISTANCIA E CURVATURA RICCI

Neste capitulo apresentamos os teoremas principais deste trabalho e os resul-

tados necessarios para as demonstracoes desses teoremas.

Dentre esses lemas, destacamos abaixo o também conhecido por Teorema da
Comparacao do Laplaciano, referente a propriedades sobre a funcao distancia.
Lema 3.1. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa e xqg € M. Seja p: M — R
tal que p(x) = d(x, o), onde d € a funcdo distancia em M. Seja T um ponto de M, onde
p € diferencidvel. Entao:
i) [[Vp(@)| =1;
ii) (Teorema da Comparagao do Laplaciano) Se Ric,(v) =2 (n—1)c, Ve € M eVv € T,M

com ||v|]| = 1. Temos:
Ap(T) < Ap.(T), onde
_ Veeot(yep), se ¢ > 0;
Apc(T) 1 -0
= = se c¢c=0;
n—1 P
v —ccoth(y/—cp), se ¢<O0.

Em particular, se T nao € cut point de xq, entdo valem i) e ii).
Lema 3.2. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa, xo € M e p(x) = d(z, x).
Supondo Ric,(v) > —(n — 1)k?, para todo xo € M ev € T,M, com ||v|]| =1. SeT é um

ponto onde p € diferencidvel, entdo

P Ap(T) < (n— D)(1 + p(@)k).

Demonstracao. Estando nas condigoes do lema substituimos ¢ = —k* no item i1).

Dessa forma, teremos ¢ < 0 e, portanto,

Ao (F
Lﬂi) = V k2 coth(VEk2p) = k coth(kp), onde k > 0.
n —
cosh(y) [ 2
Como para y € R, temos que coth(y) = — e cosh(y) = 4/1 + sinh*(y), obtemos
sinh(y)
A 1 + sinh?(kp)
Pe _k . =k %#Llﬁ#%—k.
n—1 sinh(kp) sinh®(kp) sinh(kp)

De sinh(y) >y, para y > 0, obtemos sinh(kp) > kp. Dessa forma,

Ape <_ k +k<1—i—k‘p
n—1 = sinh(kp) - p
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donde, Ap, < (n— 1)(1+kp).

Utilizando novamente o item ii), temos Ap(T) < Ap.(T). Logo,

p(T)Ap(T) < (n —1)(1 + p(T)k)

[ |
Lema 3.3. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, n > 2, completa com curvatura de
Ricci satisfazendo Ric,(v) > —(n — 1)k?, onde k é uma constante positiva. Suponha g

uma fungao nao-negativa suave em M", satisfazendo
Ag > cg?
g =cg,

onde ¢ € uma constante positiva e A representa o operador Laplaciano. Entao g € iden-
ticamente nula.
Demonstragcao. Tomemos um ponto xog qualquer de M. Nosso objetivo serd mostrar que
xo € mdximo de g em M, isto €, g(x) < g(xy) para todo x € M. Para isso, suponhamos
o contrdrio, que existe um x1 € M tal que g(xo) < g(z1).

Sejam entio By(xo) C M a bola geodésica de raio a centrada em xy e b =

d(x1, ) a distancia de 1 a xo em M, de modo que b < a. Consideremos agora a fungdo

G : Bu(x9) — R definida por:

G(z) = (a® — p*(x))’g(), (35)

onde p(x) = d(z, xq).
Dessa definicao temos que G > 0 e que G’(?Ba(:co) = 0, logo G atinge seu mdzrimo em
algum ponto x4 de By(xo).

A fim de que a funcgdo distancia p(x) seja suave, € razodvel pedirmos entdao
que T2 ndo seja cut point de xq (proposicao [2.8). Dessa forma, nossa G € suave na

proximidade de xo e pelo principio do mdrimo
VG(z2) =0 e AG(z9) < 0. (36)

Utilizando vamos encontrar relagoes para o Vg(za) e 0 Ag(xs).
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Calculando o gradiente de G, temos:

VG = V((GQ—pQVQ)

Aplicando o gradiente de G em x5, temos VG(x3) = 0, logo

(a® — p*(2))*Vg(2) = 4g(x2)(a® — p*(22)) p(2) V p(2)

Dat,
Vg 4pVp
7( 2) = az_pg(«%)- (37)
Para o laplaciano de G, fazemos:
AG = A((a® - p)%9)
= (a® = p*)’Ag + gA(a® = p*)* +2(V(a® - p*)*, Vg)

= (a® = p*)*Ag+ g{2(a® = p*)A(a® — p*) + 2(V(a® — p*), V(a® — p*))}
+2(2(a® = p*)V(a® — p*), V)

= (a® = p")?Ag + g{2(a® — p*)(—=Ap?) + 2(—2pVp, —2pV p)}
+2(2(a® = p*)(=2pVp), Vg)

= (a® = p*)*Ag + g{—2(a* = p*) (2020 + 2(Vp, V) + 8(pV p, pV )}
—8((a® = p*)pVp, Vg)

= (a® = p*)?Ag + g{—4(a® = p*)(pAp — {Vp,Vp)) +8(pVp, pVp) }
—8((a® = p*)pVp, V)

Aplicando o laplaciano de G em x5, temos AG(x2) <0, e

(a® — p2<x2>>2%<w2> < 4(a® — pPlan))plrs) Dplez)
14(a® — PP () |V )| — 80 ()| V() |
18(a? — p(2))p(2) (T p(i2), ij».
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Vg Vg
<V,0(5172)a7(1?2)> < ||VP(5U2)||||7(5172)||,

Ag .y o dplea)Ao(xy) 4V p(zs)|” _8p2(fvz)||V/)(xz)||2+8p($2)||Vp(I2)HH ( ).
9 (0 = p*(22))  (a® = p*(x2)) (0 = p?(22))? (a? — p*(2))

Do fato de x5 ndo ser cut point de g, temos que p € diferencidvel em x5, logo pelo item

i) de[3.1) obtemos ||Vp(x2)|| = 1. Usando , temos:

Ag < At pa)Ao(es)) | 24p°(xa) (38)

9 a? — p?(x2) (0% — p*(x2))*

Da desigualdade obtida em e da hipdtese Ag > cg?,

(a® — 02(962))2%(962) < d(a® — p*(22)) (1 + p(w2) Ap(x2)) + 24p* (2).

Donde
c(a® = p*(x2))’g(wa) < A(a® — p*(22))(1 + pl2) Ap(w2)) + 24p% (2)
cG(r2) < 4(a® = p*(x2)) (1 + p(w2) Ap(a)) + 24p°(x2)
< ( — (@) (1 + (n = 1)(1 + kp(22))) + 24p°(x2)
< — 4p*(x9) + 4an — 4a® — 4p*(x2)n

+4a*(n — Dkp(zs) + 28p*(22).
Como x5 € By(x), entio p(z2) < a e, portanto, p*(x2) < a®. Daf,

4a® — 4a” + 4an — 4a® — 4a’n + 4a*(n — 1)ka + 28a*
< 4a’k(n — 1)a + 28a*
< a*(4k(n — 1)a + 28)

cG(x2)

IN

Por fim, uma importante relagao para G em x4 € obtida

a2

G(x2) < —(28 + 4k(n — 1)a). (39)

C

Como xy nao € cut point de xzqy, temos uma unica geodésica o minimizante,
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ligando xy a xo. Assim, tomamos Ty € o tal que d(xo,To) = €, com € > 0 suficientemente
pequeno. Definimos entdo p para To por p(x) = d(x,Tg), a qual é suave perto de x;.
Definindo a funcao

Ge(z) = (a® = (p(x) + €)*)*g (),

obtemos G.(x) < G(x) e G.(x2) = G(x2), pois

Gelwa) = (a” — (px2) + €)*)°g(w2) = (a” — p*(22))*g(x2) = G (x2).

Logo, x5 também € ponto de mdximo de G..

Fazendo uma construcao similar a @ para G, e mandando € — 0, teremos:
a2
Ge(r2) < —(28 +4k(n — 1)a)
c

Como x5 é mdzimo de G na bola B,(xg) e d(z1,x0) < a, entio G(z1) < G(x9).

Da definicao de G., temos que

A partir dai, calculamos,

G(x1) < G(z2) < a*(28 + 4k(n — 1)a)
(a? = (p(z1) +€)?)* ~ (a® = (p(x1) + €))* ~ c(a? = (p(x1) + €)?)*

Sendo a o raio da bola normal By(xo) e sendo M completa, podemos fazer

0 < g(x) <

a — 0o e assim obter g(x1) = 0. No entanto, assumimos de inicio que g(xo) < g(x1). Se
g(z1) = 0 entao g(zo) seria negativa, contradizendo a hipdtese de que g € nao-negativa.
Portanto, oy € maximo de g.

Como xq foi tomado arbitrariamente, todo ponto de M é maximo de g e assim

g(x) € constante para todo x € M. Da sequnda condi¢ao sobre g, teremos
0<cg*(z) <Ag(z)=0, VoeM

Isso nos dd g*(x) =0 e portanto, g = 0.
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4 HIPERSUPERFICIES EM R*

Sejam f : M3 — R* uma hipersuperficie minima, orientada, com a métrica induzida e
€ : M?® — R* um campo vetorial unitdrio normal a f. Denotaremos por A¢ : T,M? —
T,M? o operador de forma na diregao do campo normal € e k; > ko > k3 as curvaturas
principais de f. Denotamos também a curvatura média e a curvatura de Gauss-Kronecker

K de f, respectivamente, por
H(p) =ki+tkyt+hkse K= d@t(Ag) = kykoks.

Tendo por inicio que f é minima, se assumirmos agora que a curvtura Gauss-
Kronecker de f seja identicamente nula e que sua segunda forma fundamental nao se
anule em lugar nenhum de M, entao teremos que suas curvaturas principais satisfazem
ki =\ ky =0,ks = —)\, onde X\ é uma funcao suave, positiva de M?3.

Escolhemos, entdo, um referencial ortonormal local {e,es,e3} em M3, de
diregbes principais correspondendo a A, 0, —A. Sejam {w,ws, w3} o correferencial e {w;;},
i,7 € {1,2,3} as formas de conexao, respectivamente, associados ao nosso referencial. Da
construcao das equagoes de estrutura, que fizemos em , e utilizando , temos que

para R?* tais equacoes se apresentam por

dwi = Zwij A\ Wj, wij + Wji =0 (40)

J

dwij = Zwu Nwyj — kikjw; Awj, 1 # 7. (41)
I

A partir daqui, introduzimos duas funcoes em M, u,v : M3 — R, definidas

localmente em M, por
u = wia(ez) e v:=es(logA) (42)

e estudaremos algumas propriedades interessantes dessas fungoes, as quais terao grande
importancia nas demonstracoes que faremos mais a frente.

Por meio das equagoes de estrutura e de Codazzi, teremos que

ei(ky) = (ki — kj)wi(e;), i # J, (43)
(lﬁ - kz)wu(@?,) = (k?2 - k3)w23(€1) = (kl - k3)w13(62) (44)

Para isso, tomemos X =e¢; e Y = ¢;,7 # j na equagdo de Codazzi apresentada em ([2.1))



e usemos o fato de que A(e;) = \ie; e A(e;) = \iej, dal

VeiABj - VejAe,» = A([em Gj])
= A(Vee; — Ve, e)
= A(VEiej) - A(Vejei)

— Z(A(Veiej),eﬂez — Z(A(Vejez’)a@el

= Z<v€z‘ej7 Ael>el - Z(vejei, A€l>€l
! I
3 3

= Z(Veiej, Neper — Z(Vejei, Ner)er
I I
3 3

= Z )\l<vei€ja eryer — Z )\1<Vej€z‘, erer.

l l

Desenvolvendo o membro da esquerda, temos

VeiAej - VejAGi = Vei)\jej - Vej /\Z-ei
= )\jVeiej + ei()\j)ej — )\ivejei — 6]‘()\1‘)62'.

Portanto,

3 3

AiVeej+ei(Nj)e; — AiVe,es —ej(Ni)e; = Z AN(Veej,ene — Z M (Ve e, er)er.

l !
Aplicando o produto interno cm e; e usando a igualdade ((17)),
Ai(Veej i) +ei(d) = Ai(Veeie5) = X(Veejie5) — A(Ve,ei e))
ei(A) = Ai(Veei ej) — Ai(Ve,ei €5)
= (M = A){Ve,ei )
= (A = Aj)wij(ej),
donde obtemos, e;(k;) = (ki — k;)w;;(e;).
Tomando novamente a igualdade

3 3

Ajveiej + ei()\j)ej — /\iVejel- — ej(>\i>ei = Z )\1<V6iej, €l>€l — Z )\1<V6jel-, 61)61

l l

33
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para ¢ = 1,5 = 2 e aplicando o produto interno com e3, temos

)\2<V31€2, €3> - >\1<Ve2€17 €3> = /\3<V6162, €3> - )‘3<Ve2€17 63)
(A2 = A )(Veez,e3) = (A — A3)(Ve e, €3),

10g0 (kg — kl)WQg(el) = (kl — kg)w13(62).
De modo andlogo, agora fazendo ¢+ = 1,7 = 3 e aplicando o produto interno com e,
obtemos (kg — k?g)wgg(@l) = (k’l — k’g)(ﬂm(@g).

Por fim, entao, temos o desejado
(]fl - k3)w13(€2) = (k?2 - k?1)w23(€1) = (k1 - k3)w12(€3)-

Como dito, anteriormente, estudaremos algumas propriedades importantes so-
bre as fungoes u, v definidas em (42)). Faremos isso, em alguns lemas a seguir.
Lema 4.1. Sejam {w;;} as formas de conezdes, e u,v as fungoes definidas em (@ Entao

0 sequinte vale:

i) wia(er) = v wiz(ez) = (i, wiz(es) = u;
ZZ) wlg(el) = 563(111 )\), wlg(eg) = éu, W13<€3) = —561(111 )\),
iii) was(er) = u, was(ez) = 0, was(es) = —v.

Demonstragao. Como os trés itens possuem uma construcao similar nas demonstracoes,
provaremos apenas o item ii), que apresenta igualdades um pouco mais interessantes.
Para a prova de ii), tomemosi =3 e j=1 em dat

63(k1) = (/C3 - k1)w31(€1),
como ky =\ > ko =0> ks =—M\, temos
63()\) = —2>\W31(61) .

Assim,

_esM)
2

1
= —563(11'1 A).

w31(€1) =

Por fim, temos
1
wlg(el) = 563<1I1 )\) .
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Analogamente, fazendo i =1 e j =2 em[{]], temos

(/ﬁ - k?3)wl3(€2) = (kl - k?2)w12(€3)

2)\&)13 (62) = \u.

Logo,
1

wl3<€2) = §U

Usando novamente [{4], faremos i = 1,5 = 3. Assim,

61(7€3) = (kl - k3)w13(€3)

donde,
61(—)\> = 2>\W13<€3).
Logo
_a®
wiz(es) = 5P\
1
= —éel(ln)\).

Lema 4.2. Em posse do referencial ortonormal {e1, es, e3} € das fungéoes u, v, jd definidas
anteriormente. Vamos mostrar que valem as sequintes igualdades:
) ealv) =07 —
ir) e1(u) =e3(v);
iii) eq(u) = 2uv;
w) ez(u) = —er(v).
Para as demonstracoes, utilizaremos as equacgoes de estrutura e a relagao

(9.

Demonstragao. i) Fa¢amos X =e; e Y = ey. Dai, temos:

dwia(er,ea) = win Awialer, e2) + w2 Awas(er, ea) + wiz A wsa(er, e2) — k1kawr A wa(eq, es)
= wig Awsaler, e2) — kikawy A wa(er, ez)

dw12(€1, 62) = €1W12(€2) - €2w12(€1) - w12([617 62])7

assim

eqwiz(ea) — eawra(er) — wia(ler, e2]) = wig A waaler, e2) — kikawr A wa(er, ea).
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Pelo obtido, precisamos calcular os colchetes dos campos. Usando a definicdo, te-

mos,

[e1, €3]

Ve1 €y — v6261

w21(€1)€1 + W23(€1)€3 - W12(€2)62 - w13(62)€3

1
—vey + ues — §U€3
n 1
—ve —ues.
1 2U€3

Substituindo os valores obtidos dos colchetes e eliminando os termos nulos, teremos

—€2w12(€1) - wlz(—vel + 51&63) = w13(€1)w32(€2) - w13(€2)w32(€1)
= w13(62)w23(61)
1
—ea(v) + vwia(er) — §uw12(63) = uu
1 1
—62(7)) + 'U2 — §u2 = §'U/2.

Finalmente, e;(v) = v? — u?.

i1) Seguindos passos do item i)

erwia(es) — eswia(er) —wia([er, es]) = wis Awsa(er, es) — kikawr A wa(er, e3)

dat,

€1w12(€3) - €3w12(€1) - UJ12([€1, 63]) = w13(€1)w32(€3) - w13(€3)w32(€1)-

Calculamos entao os colchetes,

le1, es]

Substituindo os valores e

Vel €3 — vegel

w31(€1)€1 + w32(€1)€2 - UJ12(€3)€2 - u113(€3>€3
U

—vep + ues — 563

1
—563(1H Aep — uey — uey + §el(ln Aes

1 1
—563(111 Ner — 2ues + 561(11& Aes.

organizando os termos, teremos

1 1 1 1
e1(v) — e3(v) — wia(=zes(In N)ep — 2uey + 561(111 Nes) = 563(1H Ao — 561(11“ Au

1 1 1 1
e1(v) —es(v) + zez(ln N)v — 561(1H Nu = §eg(ln Ao — Qel(ln A)u.

2
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Fornecendo, ao final, e;(u) = e3(v).

iii) Assim como mos itens anteriores,

e1waz(eg) — eawas(er) —was(ler, ea]) = war Awis(er, e2) — Aadswe A ws(er, ea).

Resolvendo os colchetes,

[627 63] = Ve2€3 - Ve3€2
= w31(€2)€1 + W32(€2)€2 - w21(€3)€1 - W23(€3)€3
= —%el + uey + ves
¢ +
= —e ves.
5 1 3
Substituindo,
U
—62(U) - w23(—U€1 + 563) = w21(€1)w13(62) - w21(62)w13(61)
U U
—62(u) + UW23(61) — 5&)23(63) = —U§
1 1
—eg(u) + vu — qw = —guv.

Logo es(u) = 2uv.

iv) Novamente,

610023(63) - 63w23(61) - w23([€1, 63]) = wo N w13(€17 63) — AAgwa A w3(61, 63)-

Como jd calculamos o colchete [e1, e3] no item ii), substituimos,

1
—61(U) — 63(U) — u}23<§63(11'l /\)61 — 2U62 + 561(111 )\)63) = W (61)&]13(63) — W21 (63)&]13(61)
1 1 1 1
—e1(v) —ez(u) + §eg(ln ANu + §el(ln Mo = v§el(ln )+ u§eg(ln A)

Logo, e3(u) = —ey(v).
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5 RESULTADOS PRINCIPAIS

Teorema 5.1. Sejam M? uma variedade Riemanniana orientada,completa e f : M3 — R*
uma imersao isométrica minima com curvatura de Gauss-Kronecker identicamente zero
e sequnda forma fundamental ndo se anulando em nenhum ponto de M. Se a curva-
tura escalar de M? € limitada inferiormente, entio f(M?3) se decompde como o produto
Buclidiano L? x R, onde L? é uma superficie minima completa em R3, com curvatura
Gaussiana limitada inferiormente.

Demonstracao. Na primeira parte dessa demonstragao, nossa estratégia é usar o teo-
rema da decomposicio de de Rham para decompor M? como produto de duas suvariedades
MaTimais.

Suponhamos entao M? simplesmente conexa. Tomamos um referencial orto-
normal global {eq,es,e3}, de campos de vetores associados aos autovalores ky = A\, ko =
0,ks = =\, ou seja, A,(e1) = kieq, Ay(e2) = koeo e Ay (e3) = kses, onde A, : T,M —
T,M ¢ operador de forma (Weingarten) na direcio de n € (T,M)*. Consideramos, a
partir dai, {wy,ws, w3} e {wi;}, 1,5 =1,2,3, a base dual e as formas de conezao, respec-
tivamente, em M, associadas ao nosso referencial {e;, ey, e3}.

Com isso, calculamos a curvatura escalar S,
S(p) = 2(k1ko + kiks + koks) = —92)\?

e as curvaturas de Ricci de M3

Ric,(e)) = sec(ey,ep) + secler,e3) = —\°
Ric,(e3) = sec(ez,e1) + sec(ez, e3) =0
Ricy(e3) = sec(es,er) + sec(es,e) = — A%

Donde, pela hipotese da curvatura escalar, concluimos também que a curvatura de Ricci

¢ limitada inferiormente.
Afimacgao 5.1. As fungoes u e v, definidas em (@, sao identicamente nulas.

Demonstracao. Mostraremos, primeiramente, que u,v sao hamonicas e, usando o lema
3.3 concluimos a prova da afirmagao.

De fato, da definigdo do Laplaciano apresentada em (2.7)), temos que

3

Av =" (eiei(v) = (Vee:)(v)).

=1
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3

Da relagao V,e; = E wij(e;)e;, fazemos
j=1

Av = Z eiei(v) — sz‘j(ei)ej(v) = Z(ejej(v) — wij(ei)ej(v))

= ee1(v) + 6262(;) + eze3(v) — (W; es) +wsi(es))er(v)

—(wiz(e1) + wsa(es))e2(v) — (wis(er) + was(ez))es(v)
substituindo os valores das formas de conexao, obtemos
1 1
Av = ejeq(v) + esea(v) + ezez(v) — §el(ln Aeq(v) — 2e9(v) — 563(111 Aes(v).

Usando as igualdades que obtemos no lema anterior

ere1(v) = —ejes(u),

eaer(v) = 2wves(v) — 2ues(v),
= 20 — 6vu?,

eses(v) = ezer(u).

Dali,
3 5 1 1
Av = —ejez(u) + ezeq(u) + 2v° — 6vu” — 561(111 Ner(v) — 2eq(v) — §eg(ln Nes(v).
Agora, observamos o seguinte fato da definicao do colhete,

le1, €3] = —(—erez(u) + ezer(u)) = —%el(ln Aep(v) — 2eq9(v) — %eg(ln Aes(v)
1 , 1
= —561(111 Nep(v) — du v — 563(1n Aes(v).
Isso nos da

Av = 20v° — 6u’v + 4uv — 2e5(v)
= 20° — 6uv + 4uPv — 20(v? — u?)

= 20° — 6ulv + v — 20° — 2uw.

Portanto, Av = 0. De modo analogo, mostramos que Au = 0.
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Usando a definicao e as propriedades do gradiente, teremos

A(w? +v%) = Au® + Av?
= 2ulAu + 2vAv + 2| Vul]* + 2| Vv|?
= 2(|Vul* + [Vvl?)

pois, tinhamos que Au = Av = 0.

Dai,
Alu® +0%) = 2(|Vull® +[[Vol*)
> 2((e2(u))” + (e2(v))?)
= 2((2u0)? + (v — u)?)
= 2(v* + 2u*? +ut) = 2(u? + 0?2
Assim,

A(u® +v?) > 2(u? + v?)2

Fazendo g = (u*+v?%) e ¢ = 2, o lema[3.3nos diz que (u®+v?) é identicamente
nula e, portanto, u = v = 0, chegando ao desejado.
O

Sejam agora p € M? e D, e Dy distribuicoes em M?3, de dimensdes 1 e 2,
respectivamente, onde D1(p) € gerada por ey e Do(p) por ey e es. Dessa forma, temos que
T,M = D;(p) ® Dy(p). Partindo disso, mostremos que D1(p) e Dy(p) sdo involutivas e
paralelas.

Usando as equagoes que calculamos para os colchetes, obtemos que [e1, e3] €

Ds(p), pois
1 1
le1, e3] = —§eg(ln Nep — 2uey + §el(ln Aes
1 1
= —§€3<h’l Ney + 561(111 Nes.  (u=0)

Logo, Ds(p) € involutiva.

Para mostrarmos que Do(p) € paralela, usamos as igualdades calculadas, ante-
3

riormente, no lemal4.1| e a relagio V., e; = Zwij(ek)ej comi=1,3ek=1,23, obtida

j
em . Dessa forma, obtemos que V., e; € Do(p) e portanto, Dy(p) também € paralela.

Como D1(p) tem dimensao 1, entdo Dy € involutiva. Valendo-se, novamente,

3
da igualdade V¢, e9 = Zwij(ek)ej comk=1,2,3edo lema temos que Ve, e2 € Di(p)
2

e assim concluimos que D1(p) € paralela.
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Sendo assim, temos M3 simplesmente conexa com duas distribuicoes Dy e Do,
ambas paralelas e involutivas, de dimensoes 1 e 2, respectivamente, e T,M = D;(p) &
Ds(p). O teorema da decomposi¢ao de de Rham nos diz entio que M3 = M} x M2,
onde M} e M3 sao subvariedades integrais mazimais de Dy(p) e Da(p).

Nossa intengdo agora é mostrar que f(M3) = L* x R, com L* uma superficie
minima, completa de R®, com curvatura Gaussiana limitada inferiormente.

Tomamos p = (p1,p2) € M} x MZ2. Definimos entio as imersoes fi = f oy :
M, - RY e fy=foiy: My — R ondeiy : My — M; x My e iy : My — My x My sdo
as aplicacées de inclusdo; V, V eV as conezdes de R*, fi e fa, respectivamente; por fim
chamamos By e By as aplicagoes bilineares associadas as sequndas formas fundamentais
de f1 e fo, respectivamente.

Usando a relacao de Gauss das coneroes para a nossa imersao f, temos que
Vi = Ve + <An(e2)> €)1

Ja temos que A,(ez) = 0, e calculando V.,e; = Zwij(eg)ej, mostramos que V.,e; = 0.

j
Isso nos dad que

ve2€i =0.

Raciocinando similarmente para a imersao fi, temos
Ve,e2 = Ve,e0 + Bi(ez, €2).

Pelo obtido anteriormente, jd temos 78262 = 0. Dar, 66262 =0 e Bi(eg,e2) = 0. Dessa
conclusao sobre By obtemos que fi € totalmente geodésica e, portanto, fi(M;) = R.
Nosso objetivo agora € reduzir a codimensdo de fy, a fim de que L* = fo( M) C

R3. Para isso, sequimos o mesmo processo da relacio de Gauss com fo. Assim,
VyY =VxY + By(X,Y), XY €T, M.

Escolhemos X = e, e Y =e;, i,k =1,3, e aplicamos o produto interno com es. Dai,

vekei = ﬁekei—{'BQ(ekaei)?
(Veeines) = (Veeired) + (Baler, e;), ea).

Como ey € normal a f, entao <§ek€i,€2> = 0. Usando a compatibilidade da conexao de
R4,

<v€k€i7 €2> = _<€i7 veke2>-
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Do que jd obtemos antes para f, Ve, ea = 0. Dessa forma, temos
(Bs(er,e;),e2) =0, e fo é minima.
Olhando agora para o primeiro espagco normal de fy, em ps € M,

N1<p2) = {BQ(X, Y), X,Y € Tp2M2}
= {<BQ(X7Y)7T/>T’+<BQ(X7Y)a62>€2; XaYG TP2M2}
= {<BQ(X> Y)777>77a X7Y € TPQMQ}'

Disso obtemos que Ny é um subfibrado de (T,,My)* de posto 1, pois para py € Ms, o
espago Ni(p2) € gerado por n € (T,, Ms)*t.
Agora mostramos que Ny € um subfibrado paralelo de (T,,Ms)*, isto é, para
Y € Ny e X € TM,, tem-se V&Y € Nj.
Sejam, entao, Y =n e X = e, k =1,3. Pela relagao do operador de forma,
temos
0=V,.e=—A,(ex) + VY € Ny

Derivando o produto {e3,n) = 0, obtemos

(VEea.m) + (e2, VEn) = 0.

Logo, <eg,§jk77> =0 e assim, %elk

n=0.

Assim, mostramos que Ny € um subfibrado paralelo de (T,,Ms)* de posto 1.
Pelo teorema podemos reduzir a codimensdo de fo : My — R* para 1, ou seja,
L% = fo( M) C R3.

Por fim, obtemos f(M3) = L2 xR, com L* uma superficie minima de R3, com
curvatura Gaussiana limitada inferiormente.

Por fim, analisamos o caso em que M3 nao é simplesmente conexa. Tomamos,
nesse caso, M? o recobrimento universal de M® com m : M3 — M3 isometria local
pela métrica de recobrimento. Definimos entdo f = form: M3 — R4 hipersuperficie
minima com curvatura de Gauss-Kronecker nula. Além disso, a Ricci de M? ¢ limitada
inferiormente e E, sequnda forma de f, é ndo nula em M®. Dessa forma, fazemos para
M3 a mesma construcao do caso em que M? é simplesmente conewa. Como m € uma
isometria local, temos que f(M?3) é localmente o produto £* X R.

[ |

Para o segundo teorema principal, usaremos importante resultado sobre hiper-
supersicies de R™™!| cuja prova pode ser encontrada em (SMITH and XAVIER/ (1987)).

Proposigao 5.1. (Teorema das curvaturas principais) Seja f: M™ — R™ hiper-
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superficie completa, orientada, que ndo seja um hiperplano. Seja A, o operador linear,
auto-adjunto, associado a sequnda forma fundamental, com respeito ao campo unitdrio
normal 1. Seja A C R o conjunto de autovalres ndo nulos de A e seja A* = A NRTE,
entao:

i Se AT e A~ sdo ndo vazios, entdo infAT =sup A™ = 0.

it Se AT ou A~ € wazio, entao o fecho A de A € conexo.

Teorema 5.2. Seja M? uma variedade Riemanniana orientada,completa e f : M3 — R*
uma imersao isométrica minima com curvatura de Gauss-Kronecker constante. Entao a

curvatura de Gauss-Kronecker € identicamente zero.

Demonstracgao. Suponhamos por absurdo que K # 0, podemos entdo escolher uma ori-
entagcao em que K > 0 e ky > 0. Dessa forma, koks > 0. Como f € minima, te-
mos que ky + ks = —k; < 0, logo tomamos 0 > kg > ks. Podemos fazer ainda que
ki = —ky — k3 = |ka| + |ks|, dai k1 > |k;|,i = 2,3. Pelo teoremal[5.1, item i), existe uma
sequéncia {p,} de M tal que ki(p,) — 0. Do que obtemos de ky > |k;|,i = 2,3, temos
também que ka(p,) — 0 e k3(p,) — 0. Portanto, K(p,) — 0. Como, por hipdtese, a
curvatura de Gauss-Kronecker K(p) € constante para todo p € M concluimos que K = 0,
contradi¢ao. O caso K <0 ¢ feito de modo andlogo.
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