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RESUMO

Condensados de Bose-Einstein (CBE) acoplados é candidato promissor à computa-

ção quântica. Por ser um fenômeno quântico macroscópico, por ser um sistema quântico robusto

(BÖHI et al., 2009), por sua montagem e controle experimental dentro de um chip atômico

(HÄNSEL et al., 2001), além das construções em redes ópticas (GREINER OLAF MANDEL,

2001), onde são localizados e manipulados em diferentes sítios da rede, garantindo condições

de implementação de protocolos de Informação Quântica. A definição de um q-bit em CBEs

foi proposta considerando o acoplamento de dois CBEs em diferentes estados hiperfinos através

de uma transição de dois fótons. Identificamos cada um dos condensados nos seus respectivos

níveis hiperfinos como os estados |0〉 e |1〉 do q-bit. Experimentalmente, é possível tanto a

identificação dos átomos que estão em cada um dos níveis hiperfinos quanto a medição da fase

dos condensados. Com estas informações é possível determinar os coeficientes de superposi-

ção α |0〉+β |1〉. No presente trabalho, estudamos a dinâmica de dois condensados de Bose-

Eisntein (CBE) no estado fundamental, armadilhados e acoplados por tunelamento quântico.

Devido a esse acoplamento, há transferência de população entre os dois modos condensados.

O acoplamento é ajustado de maneira que tenhamos probabilidade de ocupação em dois níveis.

Demonstramos que este sistema pode ser considerado viável a um q-bit. Então, simulamos as

portas quânticas NOT e Hadamard.

Palavras-chave: Condensados de Bose-Einstein, q-bits, portas quânticas, NOT e

Hadamard.



ABSTRACT

Bose-Einstein condensate (BEC) coupled is a promising candidate to quantum com-

puting. Being a macroscopic quantum phenomenon, Being a strong quantum system (BÖHI et

al., 2009), its assembly and experimental control inside an atomic chip (HÄNSEL et al., 2001),

further the optical networks (GREINER OLAF MANDEL, 2001), where it is found and mani-

pulated in different network sites, assuring implementation conditions of Quantum Information

Protocol. The definition of a Qubit in BECs was proposed considering the couple of two BEC’s

in different hyperfine states throught a two-photon transition. We have identified each one of

the condensates in their respective hyperfine levels like the states |0〉 and |1〉 the Qubit. Expe-

rimentally, it is possible both the identification of atoms that ate in each one of the hyperfine

levels and the measurement of the condensate phase. With these information is possible to

determine the superposition coefficients α |0〉+β |1〉. In this coursework, we have studied the

dynamics of two Bose-Einstein condensate (BEC) on its fundamental state, trapped and coupled

by a quantum tunneling. Because of this coupling, there is population transference between two

condensed modes. The coupling is adjusted in a way we have probability of occupation in two

levels. We have shown that this system can be considerate viable to a Qubit. So, we have simu-

lated the quantum gates NOT and Hadamard.

Keywords: Bose-Einstein condensate, qubits, quantum gates, NOT and Hadamard.
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1 INTRODUÇÃO

No final do século XIX acreditava-se que tínhamos alcançado uma completa com-

preensão das leis que governam todo o universo, pensando assim que tudo já estava explicado

pelas teorias existentes e que apenas em alguns "detahes"faltava explicação e as teorias da física

estavam completas. Até que, em 1920 aconteceu uma revolução que mexeu nas bases da física,

a explicação desses "detalhes"mudou todo o nosso modo de ver as coisas, de tal maneira que

criou a moderna teoria da mecânica quântica. As regras dessa nova teoria são simples, porém

não-intuitivas onde se tem um longo esforço para entendê-las, porém ela tornou-se parte indis-

pensável da ciência e com ampla aplicabilidade em vários campos, tornando inegável seu grau

de confiabilidade.

Nessa mesma época (no início do século XX), outra área estava ganhando força, a

ciência da computação, tendo suas origens perdidas nas profundezas da história, os babilônios

tinham ideias sofisticadas de algortimos (cerca de 1750 a.c.), a moderna ciência da computação

iniciou com Alan Turing em 1936 (TURING, 1936) que desenvolveu um modelo de computa-

ção conhecido como máquina de Turing, mostrando que existe uma máquina de Turing univer-

sal, no sentido que ela possa ser usada para simular qualquer outra máquina de Turing. Essa

máquina universal representa o que significa realizar tarefas por meio de algoritmos. A tese de

Church-Turing, em homenagem a Turing e a outro pioneiro da ciência da computação, Alonzo

Church, estabelece a equivalência entre o conceito da realização de algoritmos em meios físicos

e o conceito matemático de uma máquina de Turing universal.

Não demorou para que tivéssemos os primeiros computadores construídos a partir

de componentes eletrônicos. John Von Neuman desenvolveu um modelo teórico de como juntar

de forma prática todos os componentes necessários para a capacidade de um computador se

igualar a uma máquina de Turing universal. O desenvolvimento do computador ganhou impulso

com o desenvolvimento de um importante componente para essa área, o transistor, desenvolvido

por John Bardeen, Walter Brattain e Will Shockley em 1947 (BARDEEN; BRATTAIN, 1948).

A partir de então, essa área tem crescido de forma notável, levando a criação de uma lei chamada

Lei de Moore, em homenagem a Gordon Moore,(MOORE, 2006) em 1965 que diz: "a um custo

constante, a capacidade dos computadores dobra aproximadamente a cada dois anos".

Essa lei mantém-se verdadeira até o presente momento. No entanto, estamos co-

meçando a esbarrar em dificuldades impostas pela redução do tamanho dos componentes. À

medida que eles se tornam menores temos efeitos quânticos a serem considerados. E é nesse

momento que essas duas áreas se encontram criando uma nova teoria, a computação quântica,
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baseada na ideia de se usar a mecânica quântica para fazer computação ao invés da física clás-

sica.

Um avanço relacionado ao desenvolvimento da computação quântica foi na década

de 1970, quando se começou a se ter um controle completo em sistemas quânticos isolados, pois

aplicações da mecânica quântica anteriores envolviam um controle grosseiro sobre amostras

macroscópicas. A partir de então várias técnicas que permitem o controle individual foram

desenvolvidas. Por exemplo, aprisionamento de átomos individuais em "armadilhas atômicas".

Em 1982, Richard P. Feynman apontou que a simulação de um sistema quântico de

N partículas só poderia ser simulado de forma eficiente por um computador que explorasse as

leis da física quântica. Ou seja, só teríamos uma simulação eficiente de um sistema quântico se

o mesmo fosse simulado por outro sistema quântico.

Três anos após a proposta de Feynman, em 1985, David Deutsch introduziu um

modelo completo para a computação quântica e deu uma descrição de um computador quântico

universal. Ele também criou o primeiro algoritmo quântico, o problema de dois bits de Deutsch.

Este foi o primeiro problema computacional para o qual foi demonstrado que um computador

quântico é superior aos computadores clássicos (DEUTSCH, 1985).

Em 1994, Shor (1994) apresenta seu algoritmo e demonstra que dois problemas im-

portantes, o de encontrar os fatores primos de um número inteiro e o "problema do logaritmo

discreto"(os quais não temos uma solução eficiente em um computador clássico) poderiam ser

resolvidos eficientemente em um computador quântico. Outra evidência do poder dos compu-

tadores quânticos foi o algoritmo de Grover (1997), criado em 1995, mostrou outro problema

importante que poderia ser resolvido de forma mais eficiente pelo computador quântico, o de

realizar uma busca em uma lista desordenada que causa bastante impacto devido a sua aplica-

bilidade.

Nessa perspectivas, buscamos por um sistema físico que seja um candidato promis-

sor à computação quântica. O requisito básico para um computador quântico é um conjunto de

sistemas de dois níveis quânticos, chamados bits quânticos, ou q-bits que pode ser inicializado,

acoplado e medido de uma maneira controlada. Muitos sistemas físicos parecem ser candidatos

promissores para a implementação de computação quântica, entre eles são fótons individuais

(EIBL et al., 2004), spin (TRAUZETTEL et al., 2007), íons (ROOS et al., 2004) , junções

Josephson supercondutor (MAJER et al., 2007).

Um sistema promissor para a implementação de computação quântica que tem sido

apontado como forte candidato é o condensado de Bose-Einstein (CBE), esse sistema ganhou

muita repercussão após sua realização experimental (ANDERSON et al., 1995), apresenta van-
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tagens por ser um sistema quântico robusto, por sua montagem e controle experimental dentro

de um chip atômico (BÖHI et al., 2009; HÄNSEL et al., 2001), além das construções em redes

ópticas, onde são localizados e manipulados em diferentes sítios da rede, garantindo condições

de implementação de protocolos de Informação Quântica.

A definição de um q-bit em CBEs foi proposta (BÖHI et al., 2009) considerando o

acoplamento de dois CBEs em diferentes estados hiperfinos do átomo alcalino através de uma

transição de dois fótons (HALL et al., 1998a). Identificamos cada um dos condensados nos

seus respectivos níveis hiperfinos como os estados |0〉 e |1〉 do q-bit. Experimentalmente, é

possível tanto a identificação dos átomos que estão em cada um dos níveis hiperfinos (HALL

et al., 1998a; BÖHI et al., 2009) quanto a medição da fase dos condensados (HALL et al.,

1998b). Com estas informações, é possível determinar os coeficientes de uma superposição

α |0〉+β |1〉.

Uma vez definido um q-bit no sistema físico, precisamos realizar operações sobre

ele, chamadas portas lógicas. Temos portas de um q-bit e de dois q-bits. Dentro desse panorama,

analisamos a dinâmica dos CBEs acoplados e simulamos as portas lógicas NOT e Hadamard.

Esta dissertação está organizada de modo geral em três partes principais: introdução

e métodos; simulação e conclusão. Na primeira parte, temos os capítulos 2, 3 e 4. No segundo

capítulo, temos um panorama histórico e uma revisão de alguns conceitos básicos a respeito

dos condensados de Bose-Eisntein. No terceiro capítulo, discutimos os métodos numéricos

utilizados neste trabalho e no capítulo 4, os conceitos fundamentais da computação quântica.

Na segunda parte desta dissertação, no capítulo 5, descrevemos a simulação dos q-bits e das

portas. E finalizamos com a conclusão.
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2 CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN

2.1 Histórico

Em 1924, Albert Einstein teve acesso a um artigo de Bose intitulado "Planck’s Law

and The Light Quantum Hypothesis" no qual ele obtivera a fórmula de Planck para a distribuição

de energia pelas diferentes frequências do espectro da radiação térmica. Bose havia descrito a

radiação como sendo um gás de partículas, introduzindo uma maneira completamente nova

de enumerar os estados possíveis dessas partículas, criando um novo método de contagem.

Einstein interessou-se pelo trabalho, indicando sua publicação com o seguinte comentário:

"Na minha opinião, a dedução de Bose da fórmula de Planck constitui um avanço

importante. O método usado aqui também dá a teoria quântica do gás ideal, conforme mostrarei

noutro local, com maior detalhe"(PAIS, 1982).

Do ponto de vista clássico podemos pensar num gás ideal de partículas livres a

uma temperatura alta como sendo formado por partículas que são como bolas de gude. Elas se

deslocam entre as paredes do frasco e ocasionalmente colidem-se. A medida que a temperatura

é reduzida começa a se manifestar os efeitos ondulatórios e usamos a hipótese de De Broglie

na qual partículas são ondas de matéria, então temos que pensar nas partículas em termos de

pequenos pacotes de onda, cujo tamanho é dado aproximadamente pelo comprimento de onda

de De Broglie, λdB como representado na figura 1. Esse comprimento de onda é relacionado

à velocidade térmica das partículas por λdB = h̄/mv, onde m é a massa das partículas e h̄ é a

constante de Planck. Enquanto a temperatura é alta, os pacotes de onda são muito pequenos, e o

conceito de indistinguibilidade é irrelevante porque ainda podemos seguir a trajetória individual

de cada pacote de onda e usar conceitos clássicos. No entanto, quanto mais frio o gás menor

a velocidade das partículas que o compõem e, portanto, maior o comprimento de onda de de

Broglie associado a elas.

Na temperatura crítica Tc, a distância entre as partícula torna-se tão pequena que

agora é comparável com o tamanho de λdB de tal modo que os pacotes de onda individuais se

sobrepõem ficando impossível distinguir pacotes individuais, reduzindo ainda mais a tempera-

tura até o ponto em que é formada uma única grande onda de matéria, tem-se um condensado.

A mesma situação pode ser descrita em termos do número de ocupação dos estados, que em

temperatura T = Tc as partículas passam a ocupar o estado fundamental do sistema, como re-

presentado na 2. Por esta razão a condensação de Bose-Einstein é também definida como sendo

um fenômeno em que ocorre a ocupação macroscópica dos bósons no estado fundamental do
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Figura 1 – Comprimento de onda de De Broglie

Fonte: próprio autor

sistema.

Ambas as definições são equivalentes e elas nos mostram o fato que as propriedades

estatísticas do sistema são determinadas por um único estado quântico do sistema.

É essa a ideia básica que Einstein teve dando seguimento ao trabalho de Bose de

1924. Einstein aplicou o método de contagem de Bose a um gás de fótons em um gás de par-

tículas, a grande diferença entre eles se deve que esse último conserva o número de partículas,

o que obrigou Einstein a modificar a dedução de Bose para introduzir essa condição, responsá-

vel, em última análise, pela condensação, rendendo a Einstein três artigos (EINSTEIN, 1924),

(EINSTEIN, 1925a), (EINSTEIN, 1925b) que revolucionariam a mecânica quântica. Nesses

artigos, Einstein prevê que: “A partir de uma certa temperatura, as moléculas ’condensam’ sem

forças atrativas, isto é, acumulam-se a velocidades nulas”, o que mais na frente seria chamado

de condensados de Bose-Einstein (ou na sigla em inglês BEC). A indistinguibilidade quântica

de partículas idênticas é a chave desse raciocínio. A transição de fase prevista por Einstein

acontece em sistemas formados por bósons. No caso de férmions o princípio de exclusão de

Pauli garante que as partículas jamais ocuparão o mesmo estado quântico, o que faz com que o

gás de férmions tenha um comportamento completamente distinto daquele do gás bosônico.

2.2 Estatística Quântica

2.2.1 Introdução

Ao analisarmos um sistema físico, temos em mente que a matéria é feita de partí-

culas muito pequenas e em grande número; um grama de qualquer material tem cerca de 1023

de partículas, tornando uma tarefa muito árdua a análise detalhada do seu comportamento (ou

a análise detalhada do seu comportamento foge do nosso controle), mas ainda sim podemos
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Figura 2 – Representação da transição de fase para BEC. Na esquerda temos a transição de
fase: A temperatura ambiente, os átomos de um gás se comportam como partículas,
ao ser resfriados as partículas passam a ter comportamento de luz-onda, ou seja,
temos pequenos pacotes de onda que a medida que resfriamos eles ficam maiores.
Na temperatura crítica Tc, λB torna-se comparável à distância entre as partículas e
ocorre uma superposição dos pacotes de onda, formando assim uma única onda de
matéria. A direita temos a mesma situção descrita através do número de ocupação,
na temperatura crítica Tc, ocorre uma ocupação macroscópica do estado fundamental
(MUNIZ, 2002)

.
Figura adaptada de (KETTERLE, 2002)

fazer uma descrição por um conjunto de propriedades macroscópicas, tais como temperatura,

pressão, densidade, resistência elétrica, etc. Sem a necessidade de conhecer detalhes do mo-

vimento de cada partícula. Para tanto, devemos ignorar detalhes do movimento das partículas

(interações de cada partícula) e fazermos considerações exclusivamente estatísticas.

Um exemplo simples é aquele de um gás isolado, não precisamos conhecer a velo-

cidade de todas as moléculas, fazemos apenas a distribuição de Maxwell das velocidades das

moléculas que dá a probabilidade de que uma molécula tenha velocidade entre v e v+dv, apar-

tir dessa distribuição pode-se calcular propriedades macroscópicas importantes como pressão e

temperatura do gás.

Sendo assim, basta que tenhamos posse das probabilidades com que as partículas

ocupam diferentes estados de energia que obteremos uma série de propriedades macroscópicas

importantes de todo o sistema, as quais são de nosso interesse.
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Nesta secção, propõe-se analisar funções de distribuição aplicáveis em dois tipos

de partículas: distinguíveis (sistema semi-clássico) que obedece uma distribuição de Maxwell-

Boltzmann e indistinguíveis que podem obedecer duas possibilidades diferentes: uma distribui-

ção de Bose-Einstein, que se aplica a partículas descritas por autofunções simétricas (bósons)

e uma distribuição de Fermi-Dirac, que se aplica a partículas descritas por autofunções anti-

simétricas (férmions). (SALINAS, 1997)

2.2.2 Indistinguibilidade de Partículas

Se temos duas partículas idênticas e elas interajam uma com a outra (passe por um

processo de interação), sofra uma colisão por exemplo, de modo que as ondas de de Broglie se

sobreponham, após sua interação elas sejam separadas, não conseguimos mais identificar essas

partículas posteriormente, nas figuras abaixo, temos uma representação pictórica antes e após

uma colisão entre partículas distinguíveis e indistinguíveis.

Figura 3 – Partículas distinguíveis e indistinguíveis

Fonte: própio autor

Embora essa questão seja fácil de ser observada pensando em partículas classica-

mente como "bolas de bilhar", essa é uma questão fundamental da mecânica quântica: não

temos como distinguir partículas idênticas e isso não é um problema de medição é uma carac-

terística fundamental da mecânica quântica.

A origem dessa indistinguibilidade está no princípio de incerteza de Heisenberg,

∆x∆p ≥ h, que impede que possamos ter toda a trajetória da partícula de seu movimento, na

verdade o que temos é uma distribuição de probabilidade de ocupar todos os caminhos pos-

síveis. Assim pelo fato de elas serem indistinguíveis podemos determinar a probabilidade de
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encontrar uma partícula em uma certa região do espaço de fase, mas não podemos determinar

qual partícula que se encontra na região.

Um outro aspecto importante de se tratar é a classificação das partículas em dois

tipos distintos, através de suas funções de onda e em termos de suas simetria e anti-simetria.

Existem então duas formas diferentes para a função de onda de duas partículas:

Um estado anti-simétrico

Ψ
A
αβ

(1,2) =
1√
2
[Ψ

(1)
α Ψ

(2)
β
−Ψ

(1)
β

Ψ
(2)
α ] (2.1)

Que satisfaz a condição

Ψ
A
αβ

(1,2) =−Ψ
A
αβ

(2,1) (2.2)

E um estado simétrico

Ψ
A
αβ

(1,2) =
1√
2
[Ψ

(1)
α Ψ

(2)
β

+Ψ
(1)
β

Ψ
(2)
α ] (2.3)

Que satisfaz a condição

Ψ
A
αβ

(1,2) = Ψ
A
αβ

(2,1) (2.4)

As partículas que têm spins semi-inteiros
(

1/2,3/2,5/2, ...
)

têm autofunções anti-

simétricas e são conhecidas como férmions. Exemplos dessas partículas são elétrons, prótons,

nêutrons e compostos de número ímpar de partículas, tais como o átomo de 3He ele possui dois

prótons, um nêutron e dois elétrons (todas as partículas com spin semi-inteiro). Essas partículas

obedecem a estatística de Fermi-Dirac, ou seja, são partículas cujos estados quânticos não po-

dem ser coincidentes. Esse impedimento tem origem na simetria de troca e como consequência

observável podemos citar a estabilidade de anãs brancas e estrelas de nêutrons contra a atra-

ção gravitacional e a distribuição eletrônica dos átomos obedecendo o princípio de exclusão de

Pauli.

As partículas que têm spins inteiros (0,1,2,3, ...) têm autofunções simétricas e são

conhecidas como bósons. Exemplos dessas partículas são fótons, mésons e compostos de nú-

mero par de partículas, tais como o átomo de 4He ele possui dois prótons, dois nêutrons e dois

elétrons. Essas partículas obedecem a estatística de Bose-Einstein, ou seja, muitas partículas

até mesmo infinitas podem possuir o mesmo conjunto de números quânticos identificadores de

seu estado. Além disso, quanto mais um bóson ocupa um determinado estado microscópico há

um aumento de probabilidade de aquele estado ser populado, ou seja, os bósons não só podem
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está no mesmo estado quântico como eles também têm a tendência de estar, assim se temos um

bóson em um estado quântico o próximo bóson tem maior probabilidade de ocupar o mesmo

estado e o próximo bóson terá mais probabilidade de ocupar esse estado de modo que quanto

mais bósons em um estado maior a probabilidade de um próximo bóson ocupar esse estado

também.

Vale a pena discutirmos o que queremos dizer por sistemas compostos e por partí-

culas não-interagentes. Partículas fundamentais da natureza (aquelas que, até onde vai nosso

conhecimento hoje, não são formadas por nenhuma outra partícula e, portanto, não podem ser

“quebradas” em constituintes mais fundamentais) possuem um estado de spin bem definido (in-

teiro ou semi-inteiro). Enquanto elas não interagirem entre si, serão necessariamente tratadas

por meio desse estado quântico. Na medida que a interação entre as partículas existe e torna-se

relevante, estados compostos podem surgir. Esses estados poderão ser caracterizados por um

spin total que será a soma dos spins de cada partícula, o qual definirá a estatística do estado

composto. Por exemplo, um próton é formado por três quarks (dois ups e um down), e possui

spin semi-inteiro (obtido da soma do spin dos três quarks). A menos que consideremos em

um experimento a possível quebra do próton, a interação forte que mantém os quarks ligados é

suficientemente forte (e de curto alcance) e a estrutura do próton pode ser desprezada e tratá-lo

como uma única partícula. Um outro exemplo é um par de Cooper, formado por dois elétrons

ligados por um potencial atrativo originário da rede cristalina de alguns sólidos. Apesar de

elétrons serem férmions (possuem spin semi-inteiro) o par de Cooper possui um spin inteiro

(obtido pela soma dos dois spins semi-inteiro) e por isso obedece a estatística de spins inteiros,

bosônica, dando origem ao fenômeno de supercondutividade.

No entanto, a interação é fraca e, a partir de certa temperatura, a atração é vencida

pela energia térmica e o par se desfaz e os elétrons voltam a atuar individualmente, com spin 1/2

e o estado supercondutor deixa de existir. Portanto, para analisarmos um sistema físico, uma

avaliação das forças de interação entre as partículas é necessária para uma escolha adequada

da estatística do problema. Obviamente, poderíamos considerar as partículas todas a partir dos

seus elementos constituintes fundamentais, sem nos preocuparmos com os estados compostos,

mas isso tornaria o sistema físico intratável sob qualquer ponto de vista prático (PETHICK;

SMITH, 2001).

2.2.3 Estatística

Para sabermos qual estatística devemos usar, precisamos saber quais partículas es-

tão no nosso sistema. Partículas distinguíveis as quais vemos sua definição acima obedecem
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a estatística de Maxwell-Boltzmann, enquanto que partículas indistinguíveis podem obedecer

duas estatísticas: A primeira é a de Fermi-Dirac que é para férmions e a segunda é a de Bose-

Einstein que é para bósons.

Vamos fazer a seguinte alusão para enterdermos melhor as três estatísticas: Imagine

que as partículas são pessoas e que os estados quânticos são casinhas onde podemos colocá-las.

De quantas maneiras diferentes você pode distribuir duas pessoas diferentes em três casinhas?

A figura abaixo 4 mostra as nove maneiras de distribuir.

Figura 4 – Estatística de Maxwell-Boltzmann

Fonte: própio autor

Essa distribuição segue a estatística de Maxwell-Boltzmann para partículas distin-

guíveis.

Agora temos duas pessoas iguais para ser distribuídas em três casinhas e para saber

como fazer as distribuíções temos que saber que tipo de pessoas são: se são sociáveis, podem

ocupar a mesma casinha (os bósons), temos então seis configurações possíveis representadas

na figura 5.Ou se são pessoas insociáveis, não podem ocupar a mesma caixinha (os férmions),

assim temos apenas três configurações possíveis representadas na figura 6.

Essa distribuição segue a estatística de Fermi-Dirac para férmions.

2.2.4 Função de Distribuição Estatística

Uma função de distribuição ni fornece o número médio de partículas que ocupam

estados de energia εi à temperatura T . A função de distribuição depende da temperatura do gás,

que ao ser aumentado, as partículas são redistribuídas a estados de mais altas energias e ni é
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Figura 5 – Estatística de Bose-Einstein

Fonte: própio autor

Figura 6 – Estatística de Fermi-Dirac

Fonte: própio autor

alterado como também da natureza das partículas. Para férmions:

ni = 0 ou 1 (2.5)

No caso de férmions, ni deve ser zero ou um, por causa do princípio de exclusão de

Pauli (o estado encontra-se vazio ou ocupado por uma única partícula), duas partículas idênticas

não podem ocupar o mesmo estado simultaneamente. Para bósons,

ni = 0,1,2,3, ... (2.6)

No caso de bósons, ni pode ter um número infinito de partículas em cada estado,

consistente com a forte tendência de elas ocuparem o mesmo estado. (TOBOCHNIK, 2010)



24

2.2.5 Estatística de Maxwell-Boltzmann

Temos um sistema físico com N partículas que será descrito por uma função de

onda,

Ψ = Ψ(q1,q2, ...,qi) (2.7)

Onde qi refere-se a todas as coordenadas da i-ésima partícula (posição, spin, etc).

Vamos considerar um sistema simples de apenas dois estados quânticos, 1,2 e duas partícu-

las A,B distinguíveis, teríamos uma aproximação semi-clássica na construção do estado físico

representado na tabela 1.

Tabela 1 – Sistema semi-clássico

n1 n2

AB -

- AB

A B

B A

Essa estatística é chamada de Maxwell-Boltzman e as partículas que a obedecem

são partículas clássicas ou partículas quânticas distinguíveis. O número médio de partículas ni

mais provável com estados de energia εi é

ni =
1

eαeβεi
(2.8)

Essa é a função distribuição de Maxwell-Boltzman. Os parâmetros α e β são deno-

minados de multiplicadores de Lagrange. Sendo que β está associado diretamente à temperatura

absoluta T do sistema

β =
1

kβ T
(2.9)

onde, kβ = 1,38×10−23J/K, é a constante de Boltzman.

2.2.6 Estatística de Bose-Einstein

Vamos considerar o mesmo sistema do exemplo anterior de apenas dois estados

quânticos e duas partículas indistinguíveis, as diferentes maneiras de se permutá-las estão re-

presentadas na tabela 2.



25

Tabela 2 – Estatística de Bose-Einstein

n1 n2 Função de onda
AB - Ψ1(

−→rB)Ψ1(
−→rA)

- AB Ψ2(
−→rA)Ψ2(

−→rB)

A B 1√
2
[Ψ1(
−→rA)Ψ2(

−→rB)+Ψ1(
−→rB)Ψ2(

−→rA)

Observe que, diferentemente das partículas distinguíveis, se trocarmos os índices A

e B, não criamos um estado novo.

2.2.7 Estatística de Fermi-Dirac

A questão é encontrar as diferentes maneiras de se permutar N partículas fermiô-

nicas sobre os níveis quânticos formados por M sistemas idênticos. Cada nível i, de cada um

dos M sistemas, deve definir um estado quântico específico. Como agora se trata de férmions,

somente uma das ni partículas, disponibilizadas para o nível i, pode ocupá-lo em cada um dos

M sistemas.

Vamos considerar o mesmo sistema supracitado no exemplo anterior, de apenas dois

estados quânticos, 1,2 e duas partículas A,B, agora distinguíveis e as diferentes maneiras de se

permutar está representado na tabela 3.

Tabela 3 – Estatística de Bose-Einstein

n1 n2 Função de onda
A B 1√

2
[Ψ1(
−→rA)Ψ2(

−→rB)−Ψ1(
−→rB)Ψ2(

−→rA)

De modo geral, o número médio de partículas ni mais provável com estados de

energia εi é

〈ni〉FD,BE =
1

eβ (εi−µ)±1
(2.10)

Refere-se a estatística de Fermi-Dirac e Bose-Einstein, respectivamente. O sinal

"+"refere-se a férmions e o sinal "−"a bósons. (GREINER, 1994)

Para melhor representar as três estatísticas, abaixo representamos uma tabela com os

possíveis estados para duas partículas idênticas não interagentes (A,B) e três estados quânticos

(n1,n2,n3):
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Tabela 4 – Estatística de Maxwell-Boltzmann, de Férmi-Dirac e Bose-Einstein

Maxwell-Boltzmann Férmi-Dirac Bose-Einstein

n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3

AB - - Inválido AB - -

- AB - Inválido - AB -

- - AB Inválido - - AB

A B - A B - A B -

B A - Idênticas:A=B Idênticas:A=B

A - B A - B A - B

B - A Idênticas:A=B Idênticas:A=B

- A B - A B - A B

- B A Idênticas:A=B Idênticas:A=B

2.2.8 Distribuição de Fótons e dos átomos bosônicos

Bose inovou no seu método de contagem, de modo que no caso do nosso exem-

plo, duas partículas e dois estados; existem quatro configurações possíveis no caso clássico e

apenas três configurações para fótons e apenas uma configuração com uma partícula em cada

estado (trocar as partículas não gera um novo estado), pois são indistinguíveis. Essa alteração

pode parecer inócua, mas torna-se muito importante quando o número de estados e partículas

é muito grande (que é o caso de sistemas macroscópicos). Ao distribuir fótons por orbitais, o

peso relativo de estados com muitos bósons na mesma órbita seria muito superior ao do caso

clássico, simplesmente porque a redução do número de configurações microscópicas é tanto

maior quanto mais órbitas forem ocupadas e algo impensável no caso de férmions, pois não

poderia ter mais de uma partícula na mesma órbita.

Einstein percebeu que o sistema de contagem de Bose poderia também ser aplicado

para átomos em um gás homogêneo sem interações entre elas, ou seja, as forças interações

mútuas possam ser desprezadas (atração e repulsão). Precisamos ressaltar uma diferença im-

portante na aplicação desse método de contagem para fótons e para um gás: no caso de fótons, o

número total de partículas não precisa ser conservado, pois ao interagir com a matéria, eles po-

dem ser absorvidos ou emitidos, enquanto que em um gás, o número total de átomos precisa ser

conservado, o mesmo com a energia do sistema. Ao refazer os cálculos levando em conta essa

prescrição adicional, Einstein chegou na condensação dos átomos a partir de uma temperatura

crítica Tc (temperatura de condensação de Bose-Einstein) (GREINER, 1994).
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2.3 Realização Experimental

A realização experimental dos condensados revelou-se difícil, apenas em junho de

1995, setenta anos após sua previsão podemos comprovar esses condensados com uma série de

experimentos com átomos de Rubídio 87Rb (na figura 7 vemos a primeira imagem divulgada de

um condensado de Bose-Einstein em laboratório), com átomo de Lítio 7Li e quatro meses após,

com átomos de sódio 23Na (DAVIS et al., 1995).

Figura 7 – Imagem com simulação em cor da distribuição de velocidades em uma nuvem de
átomos de Rubídio 87Rb. O quadro da esquerda corresponde a um gás à tempera-
tura imediatamente antes da condensação; o quadro do meio, imediatamente após o
aparecimento da condensação; no quadro da direita, a amostra, após evaporação, é
quase um condensdo puro.

Fonte: (ANDERSON et al., 1995)

O motivo por ter demorado tanto tempo para a comprovação experimental dos con-

densados é o seguinte: a condensação prevista por Einstein dizia respeito a partículas que não

interagem; mas todas as partículas próximas umas das outras sofrem forças mútuas; a maneira

de ter um sistema onde as partículas não interajam é usar um gás muito diluído a tal ponto que as

partículas estarão distantes e possamos desprezar as forças que cada partícula exerce nas outras.

Sabendo que a temperatura de condensação é tanto menor quanto menor for a densidade de um

gás para um gás muito diluído precisaríamos de uma temperatura muito baixa. O problema é

que ao baixar muito a temperatura de uma substância ela se solidifica. A substância estando em

estado sólido, as partículas estão próximas novamente e as interações entre elas passam a ser

significativas.

Então estávamos com o seguinte problema: como baixar muito a temperatura de

um gás sem que ele se solidifique? A solução encontrada para esse problema é deixar o gás

em uma fase gasosa metaestável, ou seja, deixá-lo tão diluído a ponto que colisões de três
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partículas sejam extremamente raras, assim a solidificação demora um tempo tão longo que a

fase gasosa permanece, embora a fase estável seja sólida. A consequência de diluir tanto esse

gás é que a temperatura de condensação dele passa a ser extremamente baixa, cerca de 10−9K.

E o problema passou a ser: como arrefecer um gás de bósons a uma temperatura tão baixa?

2.4 Arrefecimento com Lasers

O processo de arrefecimento com laser utiliza o efeito Döppler, que consiste na

variação da frequência da radiação com o movimento relativo da fonte e receptor, foi de-

senvolvido por Steve Chu (Universidade de Stanford) e aperfeiçoado por William Phillips

(NIST) e Claude Cohen-Tannoudji (École Normal Supérieure, Paris) (CHU, 1998) (COHEN-

TANNOUDJI, 1998) (PHILLIPS, 1998).

Quando um átomo recebe radiação, ele o faz em pacotes discretos, para tanto, a

frequência desta radiação precisa ser proporcional à diferença de energia de dois níveis de

energia do átomo h f = E1−E2. Um feixe laser ao passar por uma nuvem de átomos idênticos,

com uma frequência longe de qualquer ressonância ( h f 6= Ei−E j, para todos os pares de níveis

atômicos) não sofre qualquer absorção.

Se iluminarmos um átomo com dois feixes de lasers contrapropagantes com uma

frequência (ω) um pouco menor do que a frequência de ressonância ( ver figura 8 b). Obser-

vamos que, devido ao efeito Dopper , o átomo vê o feixe de laser que está se movendo na sua

direção com uma frequência um pouco maior do que a frequência do laser (no referencial do

laboratório) (ω + kv) que propositalmente é a frequência de ressonância, passando assim a ab-

sorver os fótons desse laser. Enquanto que o laser que está em direção oposta é visto por ele

com uma frequência ainda menor do que a de ressonância (ω−kv) e assim irá absorver poucos

fótons desse feixe (ver figura 8 c).

Em uma nuvem atômica onde os átomos estão se movendo em todas as direções,

requer lasers em todas as direções, sendo assim é colocado três pares de feixes contrapropa-

gantes ortogonais (ver figura 8 a). Ao absorver fótons do feixe que se move em sua direção,

o átomo sofre um recuo no mesmo sentido de propagação do laser, ou seja, no sentido oposto

ao átomo, (F = −αv), reduzindo assim sua velocidade. Dessa maneira, conseguimos reduzir

muito a velocidade dos átomos, o que corresponde a baixar a temperatura da nuvem nuvem atô-

mica. Porém esse processo não resolveu totalmente o problema, essa configuração até consegue

baixar a temperatura da nuvens para microkelvin, mas não é uma temperatura baixa o suficiente

para termo a condensação que precisa de uma temperatura de nanoKelvin, ou seja mil vezes

mais do que a temperatura que esse processo conseguiu e não poderíamos, apenas com esse
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Figura 8 – Arrefecimento com lasers

Fonte:(FOOT, 2005)

processo conseguir uma temperatura mais baixa porque átomos tão lentos assim a nuvem cai.

Foi então que percebemos que para diminuir a temperatura da nuvem a escala de nanokelvin

precisamos aprisioná-los.

2.5 Armadilha Magnética

A armadilha magnética normalmente possui a configuração quadrupolar que é pro-

duzido por um par de bobinas na configuração anti-Helmholtz. Nas duas bobinas passam cor-

rentes elétricas de mesmo valor mas em sentidos opostos, isto gera um campo magnético mí-

nimo (B = 0) no centro do sistema de referência e que tem um gradiente aproximadamente

constante em torno dessa região e aumenta linearmente em todas as direções a partir do centro,
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como mostrado na figura 9.

Figura 9 – Armadilha Magnética

Fonte:(FOOT, 2005)

A armadilha magnética usa configurações magnéticas, ilustradas na figura 9 que,

devido a interação com os momentos magnéticos dos átomos, sendo que os mesmos têm mo-

mentos magnéticos opostos ao da armadilha, os mantém confinados na região central.

2.6 Arrefecimento Evaporativo

Com uma nuvem de átomos presos em uma armadilha, temos apenas que arrefecê-

los, a solução de Wieman, Cornell e Ketterle, foi inspirada num processo simples que usamos

para esfriar líquidos demasiado quentes: soprar. Em uma xícara de café quente com tempera-

tura próxima de ebulição, as moléculas mais energéticas escapam da sua superfície; ao soprar,

removemo-las da vizinhança do mesmo. Deste modo removemos seletivamente as moléculas de

maior energia; a energia média das moléculas fica baixa e a temperatura diminui, é dessa forma

que esfriamos nosso café todos os dias e foi inspirado nesse esfriamento que foi desenvolvido a

técnica de resfriamento evaporativo (CORNELL; WIEMAN, 2002).
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Figura 10 – Armadilha Magnética

Fonte:(FOOT, 2005)

Na armadilha, os átomos mais energéticos ficam na extremidade; com um campo

magnético oscilante podemos inverter o momento magnético dos átomos, assim as forças mag-

néticas deixam de ser atrativas e passam a ser repulsivas para átomos com momento magnético

invertido, assim podemos criar um buraco onde os átomos podem escapar, variando a frequência

do campo oscilante, podemos mudar o local desse buraco, conseguindo assim baixar a tempe-

ratura da nuvem.

Finalmente, O problema só foi resolvido durante o ano de 1995, três grupos de

pesquisa, utilizando técnicas que conjugam resfriamento a laser, aprisionamento magnético de
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Figura 11 – (a) Uma representação esquemática de átomos confinados num potencial harmô-
nico. (b) A altura do potencial é reduzido de modo que os átomos que escapam tem
energia acima da média; os átomos restantes têm uma energia média mais baixa
do que a distribuição inicial, após um tempo, as coliões entre os átomos são re-
estabelecidas e o gás passa a ter uma temperatura inferior a temperatura inicial.

Fonte: (FOOT, 2005)

átomos e resfriamento evaporativo, conseguiram reunir as condições necessárias para obser-

vação da CBE em gases. Os pesquisadores do laboratório do JILA em Boulder (Colorado),

conseguiram obter o estado condensado a partir de uma nuvem térmica de átomos de 87Rb.

Ainda no mesmo ano, foi realizada também a condensação de vapores de 7Li (Rice University-

Houston)23Na (ANDERSON et al., 1995).

2.7 A Teoria

Consideremos um sistema de N bósons, confinados em um potencial harmônico.

Nosso sistema pode ser descrito através de uma função de onda simétrica pela troca de duas

partículas quaisquer. Usando a distribuição de Bose-Einstein para partículas não interagentes à

temperatura infinita

Ni(Ei,T ) =
[

exp
(

Ei−µ

KBT

)
−1
]−1

(2.11)

onde kB é a constante de Boltzmann, Ni e Ei são, respectivamente, a população e a energia

do i-ésimo autoestado, T é a temperatura e µ é o potencial químico definido pela condição de

normalização para o número total de partículas N = ΣiNi(µ). Para uma grande quantidade de

partículas em baixas temperaturas, o potencial químico é comparável a energia fundamental e a

condição de normalização pode ser reescrita como

N = N0 +∑
i>0

Ni(T ) = N0 +∑
i>0

[
exp
(

Ei−E0

KBT

)
−1
]−1

(2.12)
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onde E0 é a energia do estado fundamental. É fácil ver que à temperatura finita, apenas um

número finito de partículas poderá permanecer em níveis mais energéticos do que o estado fun-

damental. Dependendo do potencial externo e de alguns parâmetros experimentais, podemos

definir uma temperatura crítica Tc , em que o estado fundamental se tornará macroscopicamente

ocupado N0 � Ni>0. Essa ocupação macroscópica é o condensado de Bose-Einstein (PITA-

EVSKII; STRINGARI, 2003).

2.8 A Equação de Gross-Pitaevskii

Vamos considerando N bósons idênticos confinados em uma armadilha Utrap(r) (é

o potencial da armadilha) em equilíbrio à temperatura T = 0 K. Como estamos trabalhando com

um gás rarefeito, podemos considerar apenas interações binárias entre as partículas. Assim, o

hamiltoniano de muitos corpos que descreve nosso sistema é dado por

Ĥ =
∫

drΨ̂
†(r)

[
− h̄2

2m
∇

2 +Utrap(r)
]

Ψ̂(r)+
1
2

∫ ∫
drdr

′
Ψ̂

†(r)Ψ̂†(r
′
)Vint(r,r

′
)Ψ̂†(r)Ψ̂†(r

′
)

(2.13)

onde, Vint(r,r
′
) é o potencial interatômica, o termo 1/2 é adicionado para evitar a contagem

dupla da interação, Ψ̂(r) e Ψ̂†(r) são operadores de campo bosônico que aniquilam e criam

uma partícula na posição r. Esses operadores obedecem as relações de comutação

[
Ψ̂(r),Ψ̂†(r)

]
= δ (r− r

′
) (2.14)

[
Ψ̂(r),Ψ̂(r)

]
= 0 (2.15)

[
Ψ̂

†(r),Ψ̂†(r)
]
= 0 (2.16)

Como estamos interessados na dinâmica do sistema, para observarmos como o ope-

rador Ψ̂(r, t) evolui no tempo usamos a equação de Heisenberg

ih̄
∂

∂ t
Ψ̂(r, t) =

[
Ψ̂(r, t), Ĥ

]
(2.17)

Substituindo a equação 2.13 em 2.17 e utilizando as relações de comutação supra-

citadas, temos

ih̄
∂

∂ t
Ψ̂(r, t) =

[
− h̄2

∇2

2m
+Utrap(r)+

∫
Vint(r,r

′
)Ψ̂†(r

′
, t)Ψ̂(r

′
, t)dr

′
]

Ψ̂(r
′
, t) (2.18)
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A existência do último termo na hamiltoniana 2.18, o termo de interações entre os

bósons, faz que o sistema se torne intratável tanto quanto qualquer outro sistema de muitos

corpos. A dinâmica de cada um dos bósons depende da dinâmica de outros, ao contrário do que

acontece no caso de gás livre.

Uma abordagem que simplifica a análise de tais sistemas é a aproximação de campo

médio (ACM). Essa aproximação consiste em tratar a dinâmica de uma partícula levando em

conta apenas o efeito “médio” de sua interação com as outras. Este efeito médio é descrito sim-

plesmente por um potencial adicional, ao qual cada uma das partículas está sujeita, que depende,

no entanto, do estado das demais. Como o estado de cada uma das partículas que contribui para

esse potencial adicional depende dele (do potencial), o que se perde nesse tipo de tratamento é a

linearidade característica das equações da mecânica quântica. Assim, a aproximação de campo

médio resulta em uma equação não-linear. Essa aproximação foi formulada por Bogoliubov

em 1947 (BOGOLUBOY, 1847). Suponha que esse operador possa ser representado por um

campo médio Φ(r, t), normalizados na unidade. Como

∫
Ψ̂ † (r, t)Ψ̂(r, t)dr = N (2.19)

em que N é o número de átomos do condensado, podemos escrever o operador como

Ψ̂(r, t) =
√

NΦ(r, t) (2.20)

Substituindo 2.20 em 2.18, temos

ih̄
∂

∂ t
Φ(r, t) =

[
− h̄2

∇2

2m
+Utrap(r)+N

∫
Vint(r,r

′
)
∣∣∣Φ(r

′
, t)
∣∣∣2 dr

′
]

Φ(r
′
, t) (2.21)

Embora as equações 2.20 e 2.18 tenham a mesma estrutura, representam diferentes

situações. A equação 2.18 é uma equação exata para o operador de campo, enquanto a equação

2.20 é uma aproximação de campo médio para um campo clássico, que é um parâmetro de

ordem do condensado, também chamado de função de onda do condensado. Usamos o fato que

para um gás diluído e frio, as colisões entre dois átomos são caracterizadas por um parâmetro

único: o comprimento de espalhamento de onda s. Isto permite que se substitua Vint(r,r
′
) na

equação 2.21 por uma interação efetiva

Vint(r,r
′
) = gδ (r− r

′
) (2.22)
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onde g está relacionado ao comprimento de espalhamento de dois corpos as:

g =
4π h̄2as

m
(2.23)

Este procedimento resulta em equação para o parâmetro de ordem:

ih̄
∂

∂ t
Φ(r, t) =

(
− h̄2

∇2

2m
+Utrap(r)+gN |Φ(r, t)|2

)
Φ(r, t) (2.24)

Substituindo Ψ(r, t) =
√

NΦ(r, t), obtemos finalmente:

ih̄
∂ψ

∂ t
=

[
− h̄2

∇2

2m
+Utrap +g |Ψ|2

]
Ψ (2.25)

Esta equação (PITAEVSKII, 2003) foi deduzida independentemente por E. P. Gross

e L. P. Pitaevskii (PITAEVSKII, 1961) no ano de 1961, resultando em seu nome (GROSS, 1961)

Sua validade é baseada na condição de que o comprimento de espalhamento de onda s é muito

menor que a distância média entre os átomos: n |as|3� 1 (n é a densidade média do gás). A

constante a é o comprimento de espalhamento médio da onda, quando a > 0 a interação entre

as partículas no condensado é repulsiva, para a < 0 a interação é atrativa. Essa constante pode

ser alterada no condensado, tanto no tempo como no espaço, usando técnicas conhecidas como

“ressonância de Feshbach”. A equação 2.24 é uma equação clássica no sentido que Ψ não é um

operador, mas ainda contém a constante h̄ explicitamente.

Apesar de suas limitações, pois quando fizemos a aproximação de campo médio

desconsideramos partículas em estados excitados e correlações de duas ou mais partículas, sua

validade foi largamente testada em experimentos com condensados de bósons e ela se tem

mostrado extremamente robusta para descrever estes sistemas, fornecendo concordância com os

dados extraídos dos experimentos. Por esta razão, usaremos a EGP como modelo matemático

para simular condensados em armadilhas.

2.9 Modo Acoplado

Um método de se obter um acoplamento fraco entre duas funções de onda macros-

cópica de matéria (chamado de junção Josephson bosônica) é através do confinamento de um

condensado em dois pacotes de onda localizados e conectados entre si através do tunelamento

de partículas por uma barreira. Neste capítulo discutiremos os conceitos teóricos fundamentais

para o entendimento da física por trás do tunelamento, junção de Josephson bosônica, seguindo

pelo modelo de dois modos, que é a descrição formal do acoplamento fraco.
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2.10 Um Modelo Simples para Tunelamento

Segundo a mecânica clássica se uma partícula está localizada de um lado de um

poço de potencial duplo e não tem energia suficiente para ultrapassar a barreira central, ela está

fadada a ficar eternamente daquele lado do poço. Porém, segundo a mecânica quântica, se a

barreira for finita então existe uma probabilidade não-nula da partícula passar para o outro lado

da barreira, fenômeno conhecido como tunelamento, uma forma clássica desse fenômeno é a

solução da equação de Schrödinger em uma barreira de potencial que será abordado com mais

detalhes no apêndice. Se o sistema é isolado e a partícula está num nível de energia baixo então

a dinâmica da partícula apresentará oscilações entre os estados localizados do lado direito e

esquerdo da barreira central e em geral a partícula estará localizada nos dois lados do poço.

Figura 12 – Tunelamento

Fonte: Próprio autor

2.11 Tunelamento de um Condensado de Bose-Einstein num Poço Simétrico

O primeiro experimento que pode ser observado o tunelamento de um condensado

de Bose-Einstein armadilhado num poço de potencial duplo foi em 2005. Um condensado de
87Rb é preparado num poço duplo assimétrico, ou seja, a barreira está descentralizada no po-

tencial. Espera-se que o condensado atinja o equilíbrio e então o potencial duplo é simetrizado

de forma não-adiabática (em relação a dinâmica de tunelamento). A partir daí a dinâmica do

sistema é observada através da medição in situ da distribuição de densidade das partículas. Fica

evidente então que a forma inicial do potencial determina a distribuição inicial de partículas.

Os experimentais observaram que essa distribuição inicial tem um papel crucial na dinâmica

do condensado de Bose-Einstein evoluindo no poço duplo simétrico. Se a diferença inicial

de população entre os dois poços está abaixo de um valor crítico, os experimentais observam

oscilações de Josephson, isto é, os átomos tunelam para a direita e para a esquerda no tempo

(ALBIEZ et al., 2005).
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2.12 Junção de Bose-Josephson

Em 1962 Brian David Josephson (JOSEPHSON, 1962) investigando superconduto-

res fracamente interligados observou um comportamento anômalo (completamente contraintui-

tivo): (i) mesmo na ausência de diferença de potencial entre os componentes da junção haveria

fluxo contínuo de portadores de carga de um componente para o outro; (ii) caso uma diferença

de potencial constante fosse estabelecida entre os elementos então haveria, além da corrente

contínua, uma corrente alternada de fundo. Após um ano da previsão teórica, em 1963, tivemos

a observação experimental do fenômeno. Este comportamento estranho dos portadores de carga

recebeu o nome de efeito Josephson. Esse efeito acontece devido a existência de uma função

de onda macroscopicamente ocupada em superposição com outra função de onda também ma-

croscopicamente ocupada, cada uma tendo fase global bem definida. Seu trabalho foi estendido

para tratar de quaisquer dois sistemas que exibam essas propriedades de fase bem definida e

duas ondas superpostas que permitam troca de partículas entre si. Sendo assim, esse feito tam-

bém pode ser observado em uma junção de superfluidos e em condensados de Bose-Einstein.

Em condensados o fenômeno foi observado com um potencial de poço duplo onde a barreira

entre os poços permitia tunelamento de partículas através dela.
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3 MÉTODOS NUMÉRICOS

Neste capítulo vamos explicitar os métodos numéricos utilizados para solucionar

as equações diferenciais parciais de segunda ordem na forma da equação de Schrödinger não

linear (NLS), presente neste trabalho como equação de Gross-Pitaevskii, a qual pode ser resol-

vida através de uma série de métodos diferentes. Optamos pelo método das diferenças finitas

semi-implícito de Euler e o implícito Crank-Nilcolson que já vêm sendo largamente utilizado

em condensados de Bose-Einstein. Este capítulo tem como referência geral (ANTOINE; DU-

BOSCQ, 2014).

3.1 Equação de Gross-Pitaevskii (GPE)

Vamos considerar um sistema de N átomos em um gás frio que estão confinados

por meio de um sistema de armadilhas. Vamos além disso, supor que a temperatura T é menor

do que a temperatura crítica Tc.

Tc ≈
(

N
ζ (3/2)

)3/2 h2

2πmkB
, (3.1)

onde h é a constante de Planck, m é a massa atômica, kB é a constante e da Boltzmann ζ é a

função zeta. Nós podemos descrever um BEC por meio de uma função de onda macroscópica

ψ que depende da variável espacial x := (x,y,z) ∈ R3 e do tempo t > 0. Esta função tem uma

dinâmica que é governada por uma equação não linear Schrodinger, a chamada equação de

Gross-Pitaevskii, dada pela

ih̄
∂ψ

∂ t
=

(
− h̄2

2m
∆+V (t,x)+(N−1)U0 | ψ |2 −ΩLz

)
ψ (3.2)

onde h̄ = h/2π é a constante de Planck reduzida e Ω é a velocidade angular do condensado ao

longo do eixo z. O número complexo i é a unidade imaginária: i2 =−1. A função potencial V

é uma armadilha externa que depende de x mas pode também depender de t de acordo com a

situação física. O exemplo típico de potencial V é a armadilha harmônica (ou quadrática).

V (x) =
m
2
(ω2

x x2 +ω
2
y y2 +ω

2
z z2), (3.3)

onde ωx, ωy e ωz são as freqüências armadilha nas direções x,y e z, respectivamente. A quanti-

dade U0, definido por

U0 =
4π h̄2as

m
(3.4)
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descreve a interação entre os átomos do condensado, sendo as o comprimento de espalhamento,

que é positivo para uma interação repulsiva e negativo para uma interação atrativa. O operador

Lz é tal que

Lz = xpy− ypx =−ih̄(x∂y− y∂x). (3.5)

Esta é a componente z do momento angular L = x x P, em que o operador de

momento é P =−ih̄∇ = (pX , py, pz)
T . A energia da função é definido por

E(ψ) =
∫

R3

[
h̄2

2m
| ∇ψ |2 +V | ψ |2 +(N−1)U0

2
| ψ |4 −Ωψ

∗Lzψ

]
dx. (3.6)

A função de onda é normalizada

‖ ψ ‖2
0:=

∫
R3
| ψ(t,x)dx = 1, (3.7)

que corresponde à restrição de conservação da massa.

3.1.1 A dimensão da GPE

Vamos apresentar as seguintes mudanças de variáveis (DALFOVO; STRINGARI,

1996)

t→ t
ωm

, ωm = min(ωx,ωy,ωz), x→ xa0, a0 =
√

h̄
mωm

,

ψ → ψ

a3/2 , Ω→ ωm, E(.)→ h̄ωmEβ ,Ω(.).

Isto conduz à seguinte GPE adimensional

i
∂ψ

∂ t
=

(
−1

2
∆+V +β | ψ |2 −ΩLz

)
ψ, (3.8)

β =
U0N

a3
0h̄ωm

=
4πasN

a0
, (3.9)

e Lz =−i(x∂y− y∂x). O potencial é

V (x) =
1
2
(γ2

x x2 + γ
2
y y2 + γ

2
z z2), (3.10)

sendo γx,y,z = ωx,y,z/ωm, com ωm = minx,y,zωx,y,z.

No caso especial de uma condensação em forma de disco (2d) , consideramos que

ωx ≈ ωy e ωz � ωx. Isto conduz a: γx = 1, γy ≈ 1 e γz � 1, com ω = ωx. Isto significa

que excitações ao longo dos eixos x e y requerem menos energia do que ao longo do eixo z.
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Portanto, a dinâmica BEC é principalmente nas direções x e y considerando que na direção

z é estacionária. Se considerarmos a seguinte decomposição da função de onda : ψ(t,x) =

ψ2(t,x,y)ψ3(z), onde

ψ3(z) =
(∫

R2
| ψ0(x,y,z) |2 dxdy

)1/2

, (3.11)

com ψ0 o estado fundamental do BEC. Então, a GPE 3d é reduzida a uma GPE 2d dada pela

equação

i
∂ψ2

∂ t
=

(
−1

2
∆+V2 +σ +β2 | ψ2 |2 −ΩLz

)
ψ2, (3.12)

onde

σ =
1
2

∫
R

(
γzz2 | ψ3(z) |2 + | ∂zψ3(z) |2

)
dz, (3.13)

β2 = β

∫
R
| ψ3(z) |4 dz, (3.14)

V2(x,y) =
1
2
(γ2

x x2 + γ
2
y y2). (3.15)

Usando a transformação ψ2(t,x,y)→ψ2(t,x,y)e−
iσ
2 t , podemos eliminar σ da Equa-

ção (3.12) . Como conclusão, pode-se escrever o GPE na dimensão d como

i
∂ψ

∂ t
=

(
−1

2
∆+Vd +βd | ψ |2 −ΩLz

)
ψ, (3.16)

Para x ∈ Rd , t > 0, β3 = β e V3(x,y,z) =V (x,y,z).

3.1.2 A GPE dependente do tempo

O nosso objectivo é resolver o Gross-Pitaevskii Equação (GPE). Escrevendo a GPE

em duas dimensões, temos:

i∂tψ(t,x)=−1
2

∆ψ(t,x)+V (t,x)ψ(t,x)+β f (|ψ(t,x) |)ψ(t,x)−ΩLzψ(t,x),(t,x)∈R∗+×R2

(3.17)

onde ψ é a função de onda do condensado e R∗+ :=]0;+∞[.

O operador de Laplace é definido como: ∆ = ∇2. A função V é o potencial externo.

O parâmetro β é a força não-linearidade que descreve a interação entre átomos no condensado

que está relacionado com o comprimento dispersão (as). É positivo para uma interação repulsiva
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e negativo para interações atrativas. A função f descreve a não-linearidade que surgem no

problema, que é geralmente cúbica: f (| ψ |) =| ψ |2. Para a criação de vórtices, um termo

rotativo é adicionado. O operador Lz é definido como o componente z do momento angular

L = (px, py, pz)
t = x∧P, com o operador impulso P = −i∇. No caso bidimensional e após

algumas manipulações, a sua expressão é

Lz =−i(x∂y− y∂x). (3.18)

a massa deve ser conservada

N(ψ) =
∫
R2
| ψ(t,x) |2 dx =

∫
R2
| ψ(0,x) |2 dx =‖ ψ ‖2

0= 1, t > 0, (3.19)

onde ‖ ψ ‖2 é a norma L2(R) de ψ .

Outra quantidade que deve ser conservada é a energia Eβ ,0 que é dada por ( não-

linear cúbica e um potencial independente do tempo)

A energia Eβ ,Ω é definida, por (BAO; WANG, 2007)

Eβ ,Ω(ψ) =
∫

R3

[
1
2
| ∇ψ |2 +V | ψ | β

2
| ψ |4 −Ωψ

∗Lzψ

]
dx. (3.20)

3.1.3 Estados Estacionários

Uma questão importante na solução numérica de GPES é o cálculo de estados esta-

cionários. O problema consiste em encontrar uma solução (LEBOEUF; PAVLOFF, 2001)(BAO;

TANG, 2003)

ψ(t,x) = e−iµt
φ(x) (3.21)

em que µ é o potencial químico do condensado e φ é uma função independente do tempo. Esta

solução é dada como a solução para a equação elíptica não linear

µφ(x) =−1
2

∆φ(x)+V (x)φ(x)+β | φ(x) |2 φ(x)−ΩLzφ(x), (3.22)

sob a normalização

‖ φ ‖2
0=
∫

R2
| φ(x) |2 dx = 1. (3.23)
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Este problema de autovalores não-linear pode ser resolvido pelo cálculo do poten-

cial químico

µβ ,Ω(φ) = Eβ ,Ω(φ)+
β

4

∫
R2
| φ(x) |4 dx, (3.24)

com

Eβ ,Ω(φ) =
∫

R2

[
1
2
| ∇φ |2 +V | φ |2 +β

2
| φ |4 −Ωφ

∗Lzφ

]
dx. (3.25)

Calculando as soluções de mínimo global ou as soluções φg para a energia funcional

(3.25) sob a restrição normalização

φg = minEβ ,Ω(φ) (3.26)

fornece uma solução de estado fundamental, enquanto mínimos locais são estados excitados

(metaestáveis).

3.1.4 Formulação e discretização do Gradiente (para um componente CEB)

Uma solução clássica da equação (3.25) é através do método do gradiente pro-

jectado que também é chamado método do tempo imaginário (AMARA; HSU; STRAUB,

1993). Esse é um método básico para implementar soluções estacionárias da equação de Gross-

Pitaevskii. O método consiste em i) computar um passo do método de gradiente e, em seguida,

ii) projetar a solução sobre a unidade esfera S. Vamos denotar por t0 < ... < tn < ... Os tempos

discretos e pela δ tn = tn+1− tn o passo de tempo local. O Gradiente Fluxo Contínuo Normali-

zado (CNGF) é dado por (BAO; DU, 2004)


∂tφ =−∇φ∗Eβ ,Ω(φ) =

1
2∆φ −V φ −β | φ |2 φ +ΩLzφ , tn < t < tn+1,

φ(x, tn+1) = φ(x, t+n+1) =
φ(x,t+n+1)

‖φ(x,t+n+1)‖0
,

φ(x,0) = φ0(x),x ∈ R2,com ‖ φ ‖0= 1.

(3.27)

Nas equações acima, definimos: φ(x, t±n+1) := limt→t±n φ(x, t). Assim, iterações em

tempos correspondem a iterações no gradiente projetado. Está provado em (BAO; DU, 2004)

que o CNGF conserva a normalização e diminui a energia, se β = 0 e, se o potencial for positivo.

Quando t tende para o infinito, φ dá uma aproximação da solução de estado estacionário que é

um ponto crítico da função energia quando V ≥ 0. Finalmente, escrevemos φ(x, t) e não φ(t,x)

isso se deve ao fato de que t não é um tempo real, mas sim um parâmetro de continuação (tempo

imaginário).
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3.2 Método Das Diferenças Finitas

O método numérico é o processo de discretização, que reduz o problema contí-

nuo, com um número infinito de variáveis, em um problema discreto com um número finito de

variáveis, podendo ser resolvido computacionalmente.

O método numérico das diferenças finitas é usado como uma abordagem alternativa

para obter a aproximação da solução de uma equação diferencial parcial. A ideia básica desse

método é transformar a resolução de uma equação diferencial em um sistema de equações algé-

bricas, substituindo as derivadas por diferenças. Esse método é simples de ser implementado,

consiste na discretização do domínio e na substituição das derivadas presentes na equação di-

ferencial por aproximações utilizando apenas os valores numéricos da função. A ferramenta

básica no cálculo das aproximações das derivadas é a fórmula de Taylor.

3.2.1 Série de Taylor

Para calcular o estado de um sistema em um momento posterior dado por uma

função f (t+∆t) a partir de um momento atual f (t) , pode ser estimado através de uma expansão

de Taylor

f (t +∆t) = f (t)+∆t
∂ f (t)

∂ t
+

(∆t)2

2!
∂ 2 f (t)

∂ t2 +
(∆t)3

3!
∂ 3 f (t)

∂ t3 + ...+
(∆t)n

n!
dn f (t)

dtn (3.28)

para um ∆t muito pequeno, a equação 3.36 pode ser aproximada em primeira ordem

f (t +∆t)≈ f (t)+∆
∂ f (t)

∂ t
(3.29)

reformulando para ∂ f (t)/∂ t

∂ f (t)
∂ t
≈ f (t +∆t)− f (t)

∆t
(3.30)

Observe que calculamos a aproximação da derivada a partir de um momento poste-

rior f (t +∆t), assim obtivemos um operador progressivo, se tivemos calculado a aproximação

a partir de um momento anterior teríamos um operador regressivo, como segue abaixo:

Temos três tipos de operadores nesse método:

• Operador Progressivo
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É quando calculamos o estado do sistema em um momento posterior dado por uma função

f (t +∆t) a partir de um momento atual f (t):

f
′
(t) =

f (t +∆t)− f (t)
∆t

+O(∆t) (3.31)

• Operador Regressivo

Quando utilizamos o momento anterior para calcular o atual:

f
′
(t) =

f (t)− f (t−∆t)
∆t

+O(∆t) (3.32)

• Operador Central

Quando utilizamos o momento anterior para calcular o posterior:

f
′
(t) =

f (t +∆t)− f (t−∆t)
2∆t

+O(∆t2) (3.33)

Outra forma de obter a aproximação da derivada de primeira ordem de f (t) é pelo

operador central que obtemos juntando o operador progressivo e o operador regressivo.

∂ f (t)
∂ t
≈ f (t +∆t)− f (t−∆t)

2∆t
(3.34)

3.2.2 Método de Euler Explícito

Vamos iniciar com uma equação diferencial simples:

dy(t)
dt

= F(t,y) (3.35)

em que F(t,y) é uma função conhecida, sendo y(t) a funão que precisamos conhecer. Usando

o operador progressivo

y(t +∆t)− y(t)
∆t

= F(t,y) (3.36)

Discretizar a equação significa não mais tomarmos o limite, mas ao invés disso,

mantermos ∆x constante. Você pode notar que escrevemos o sinal de igualdade ao invés do

aproximado apenas por questão de conveniência.

Fazendo algumas manipulações na equação 3.36, obtemos:

y(t +∆t) = F(t,y)∆t + f (t) (3.37)
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Esse é o chamado método de Euler na forma explícita, e ele relaciona um certo valor

da função y(t) com o próximo valor, que é y(t+∆t). É claro que também é necessário conhecer

F(t,y) e ∆t, mas esses dois últimos são conhecidos pois F(t,y) é uma função de t conhecida

e ∆t é o passo do método, que deve ser um número suficientemente pequeno. Escrevendo a

equação:

y(t0 +∆t) = F(t0,y0)∆t + y(t0) (3.38)

y(t0) é um valor conhecido inicialmente, ou seja, é uma condição inicial do problema. Portanto,

conhecendo t0 e y(t0), calculamos y(t0 +∆y) da seguinte forma:

y1 = F0∆t + y0 (3.39)

de posse de f1, calculamos f2 através do mesmo procedimento:

y(t1 +∆t) = F(t1)∆t + y(t1) (3.40)

em que t1 é simplesmente t0 +∆t.

Usando um passo muito pequeno ∆t temos um método que aproxima muito da

solução analítica.

yn+1− yn

∆t
= F(tn,yn) (3.41)

3.2.3 Método de Euler Implícito

Métodos explícitos são fáceis de implementar, no entanto tem limitações sobre o

tamanho do passo que precisa ser pequeno para assegurar a estabilidade numérica, assim esse

método tem como desvantagem a chamada estabilidade condicional, ou seja uma estabilidade

que depende do passo. Métodos implícitos pode ser usado para substituir os explícitos nos casos

em que os requisitos de estabilidade deste último impor condições rigorosas sobre o tamanho

do passo do tempo. No entanto, os métodos implícitos tem um custo computacional maior

para os problemas de não-lineares desde y(t1 +∆t) é dada apenas em termos de uma equação

implícita. O análogo implícito do método de Euler explícito é o método backward Euler (BE).

Este é baseado no operador regressivo. Temos:

dy(t)
dt

= F(t,y) (3.42)
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yn+1− yn

∆t
= F(tn+1,yn+1) (3.43)

Uma vez que F(tn+1,yn+1) não é conhecida, temos uma equação implícita para o

cálculo de yn+1. Isto significa que para obter yn+1, precisamos resolver a equação não-linear

yn = yn+1−F(tn+1,yn+1)∆t. Apesar do alto custo computacional essa técnica é usada por ser

estável.

3.2.4 Método de Euler melhorado

O método de Euler perde precisão, em parte por causa de uma falta de simetria.

Lembre-se que substituímos a derivada exata com um termo discreto.

dy
dt
→ yn+1− yn

∆t
(3.44)

O termo discreto, yn+1−yn
∆t é uma aproximação de y′ em n∆t, mas toda a informação

contida nesse termo foi pego apenas da direita de n∆t. Se ao invés disso, usarmos a aproxima-

ção y′ em (n+ 1
2)∆t, esse termo passaria a ser simétrico - as informações seriam distribuídas

igualmente ao redor do ponto de interesse. Um esquema simétrico é mais preciso porque alguns

termos de erro podem ser cancelado devido à simetria. Assim teremos:

yn+1− yn

∆t
=

1
2
(F(tn,yn)+F(tn+1,yn+1)) (3.45)

para ser mais exato.

Observe que a equação contém termos implícitos, F(tn+1,yn+1), Para torná-lo ex-

plícito, nos aproximamos yn + 1 dentro de F(t,y) usando o método de euler explícito. Esse

novo método é chamado de um método de Euler melhorado. É dada por

yn+1− yn

∆t
=

1
2
(F(tn,yn)+F(tn+1,yn)+∆tF(tn,yn)) (3.46)

Observe que para implementar esse método o termo não-linear deve ser computada

duas vezes, adicionando um custo ao método.
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3.2.5 Aplicação do Método Euler Melhorado

No que respeita a discretização do tempo (3.27), a aplicação do método de Euler

melhorado (semi-implícito) (BAO; DU, 2004)(ANTOINE; DUBOSCQ, 2014)

{
φ̃−φ n

δ t = 1
2∆φ̃ −V (x)φ̃ −β | φ n |2 φ̃ +ΩLzφ̃ ,1≤ n≤ N,x ∈ R2,

φ n+1 = φ̃

‖φ‖0
,x ∈ R2.

(3.47)

Definindo Mδt = TCV G, onde TCV G é o tempo máximo de execução e N é o número

de intervalos de tempo. Vamos observação aqui que TCV G não se sabe a priori, mas temos um

critério de parada fixo para verificar a convergência do método iterativo para a solução do estado

fundamental. O critério (forte) de parada que é usado é o seguinte

‖ φ
n+1−φ

n ‖∞< εδ t, (3.48)

onde ‖‖∞ é a norma uniforme. Há também um critério de parada (fraco) associados com a

evolução da energia que é dada pela

| Eβ ,Ω(φ
n+1)−Eβ ,Ω(φ

n) |< εδ t. (3.49)

O método (3.27) ainda precisa ser discretizado no espaço. Para este fim, usamos

uma discretização diferenças finitas de segunda ordem. Uma vez que o domínio está em R2,

temos que definir as condições de contorno adequadas em um limite fictício para obter um

domínio computacional finito. Nós impomos a condição de contorno Dirichlet homogêneas:

φ̃(x) = 0 para x dentro de um intervalo suficientemente grande: O :=]− ax;ax[x]− ay;ay[,

vamos apresentar os pontos (x j,yk), Para ( j,k) ∈ DJ,K , configuração: DJ,K = {( j,k) ∈ N2;1≤

j ≤ J− 1 e 1 ≤ k ≤ K− 1} , com J,K ≥ 3, e um passo de discretização uniforme hx e hy nas

direções x e y , respectivamente. Portanto, para 1 < j ≤ J−1,hx = (x j−x j−1) = 2ax/J, e, para

1 < k ≤ K− 1, hy = (Yk− yK−1) = 2ay/K, a rotação termo Lz é discretizado por dois-pontos

pelo método centrado de segunda ordem

[Lz]φ
n
j,k :=−i(x jδxφ

n
j,k). (3.50)

Nós associamos uma matriz [Lz] para este operador discreto e o expressamos por

φ := (φ n
I( j,k))( j,k)∈DJ,K o vetor que não conhecemos, supomos que a numeração global é feita

por um local global reordenamos o procedimento baseado em I( j,k) = J +(J− 1)(k− 1) (o

que corresponde a utilizar a função Matlab reshape quando a codificação). Cada X discreto e
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Y derivado usamos o método de dois pontos adaptado para a condição de contorno de Dirichlet

homogéneas

δxφ
n
j,k =

φ n
j+1,k−φ n

j−1,k

2hx
,δyφ

n
j,k =

φ n
j+1,k−φ n

j−1,k

2hy
. (3.51)

O Laplaciano é discretizado graças ao método de cinco pontos com condições de

contorno de Dirichlet homogéneas. O interior do método é baseado em

δ
2
x φ

n
j,k =

φ n
j+1,k−2φ n

j,kφ n
j−1,k

h2
x

,δ 2
y φ

n
j,k =

φ n
j+1,k−2φ n

j,kφ n
j−1,k

h2
y

(3.52)

[∆]φ n
j,k = δ

2
x φ

n
j,k +δ

2
y φ

n
j,k,( j,k) ∈ DJ,K. (3.53)

isto fornece a matriz [∆]∈MMD o qual deve ser aplicada a um vetor (global)φ n :=(φ n
I( j,k))( j,k)∈DJ,K

de tamanho MD , em que MD = (J−1)(K−1). Finalmente, o potencial é considerado apenas

nos pontos de discretização interiores que conduzem a uma matriz diagonal [V ](C), com ele-

mentos da diagonal [V ]I( j,k). A discretização espacial de (4.30) consiste em resolver o sistema

linear MDxMD com etapa de normalização

[A]φ̃ = bn,φ n+1 =
φ̃

‖ φ̃ ‖0
, (3.54)

onde

[A] :=
1
δ t

[I]− 1
2
[∆]+ [V ]+β [| φ n |2]−Ω[Lz],bn :=

φ n

δ t
. (3.55)

Definimos: [I] ∈ MMDC como a matriz identidade e [| φ n |2] ∈ MMD(C), como a

matriz diagonal ( "potencial não linear") com os termos diagonais [| φ n |2]I( j,k) :=| φ n |2I( j,k). No

contexto de diferenças finitas, a norma de um vetor φ é simplesmente definida por

‖ φ ‖0:= h1/2
x h1/2

y

 ∑
( j,k)∈DJ,K

| φ j,k |2
1/2

. (3.56)

com a norma discreta uniforme definida por: ∀φ ∈ CMD,‖ φ ‖∞= max( j,k)∈DJ,K | φI( j,k) | e o

critério de parada (fraca) como

| Eβ ,Ω(φ
n+1)−Eβ ,Ω(φ

n) |< εδ t, (3.57)
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com energia discreta

Eβ ,Ω(φ) = h1/2
x h1/2

y ∑
( j,k)∈DJ,K

ℜ

{
φ
∗
I( j,k)

(
−1

2
[∆]+ [V ]+β [| φI( j,k) |2]−Ω [Lz]

)
φI( j,k)

}
(3.58)

3.2.6 Método de Crank-Nicolson

Outro método implícito, ou seja, estável, amplamente usado para resolução da equa-

ção de Gross-Pitaevskii é o método de Crank-Nicolson,esse secção terá como referência (BAR-

ROS, 2007). Tomemos a equação de difusão em uma dimensão:

∂u(x, t)
∂ t

= σ
∂ 2u(x, t)

∂x2 (3.59)

Resolvemos a equação 3.59 para as seguintes condições de contorno:

u(x,0) = φ(x),0≤ x≥ 1 (3.60)

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0 (3.61)

A região do espaço de soluções, Ω = (0,1)× (0, t), correspondente às condições

iniciais, será discretizada em n passos na direção temporal e m passos na direção espacial.

A equação 3.59 pode ser representada por:

u
′
(x, t) = f

(
(u(x, t)

)
(3.62)

integrando-a em um intervalo de tempo k, teremos:

u(x, t + k)−u(x, t) =
∫ t+k

t
f
(
u(x, t)

)
dt (3.63)

para um intervalo k suficientemente pequeno, pode-se resolver a integral pela regra do trapézio:

u(x, t + k)−u(x, t) = k
f
(
u(x, t + k)

)
+ f
(
u(x, t)

)
2

(3.64)

fazendo a discretização da malha muito pequena, trocamos u(mh,nk) por Un
m:

Un+1
m −Un

m =
kσ

2
[
DxxUn+1

m +DxxUn
m
]

(3.65)
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onde DxxUn
m representa o operador ∂ 2u(x,t)/∂x2 já discretizado. ∂ 2u(x,t)/∂x2 pode ser substituído por

[u(x+h,t)−2u(x,t)+u(x−h,t)]/h2. Utilizando a discretização da malha neste último, tomando r = kσ/h2

e introduzindo na equação 3.65, temos:

Un+1
m −Un

m =
r
2
[(

Un+1
m+1−2Un+1

m +Un+1
m−1
)
+
(
Un

m+1−2Un
m +Un

m−1
)]

(3.66)

passando os termos de tempo (n+ 1) para o lado esquerdo e os termos (n) do lado direito,

temos:

Un+1
m −0.5r

[(
Un+1

m+1−2Un+1
m +Un+1

m−1
)]

=Un+1
m +0.5r

[(
Un

m+1−2Un
m +Un

m−1
)]

(3.67)

para m = 1,2,3, ...M−1, M > 0 e n > 0.

pelas condições de contorno, temos Un
0 = Un

M = 0 e Un+1
0 = Un+1

M = 0. Precisamos então

resolver o sistema de equações:


1+ r − r

2 0 . . 0
− r

2 1+ r − r
2 0 . 0

0 . . . .

. . 0 − r
2 1+ r − r

2

0 . . . − r
2 1+ r




Un+1

1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−1

=


1− r + r

2 0 . . 0
+ r

2 1− r + r
2 0 . 0

0 . . . .

. . 0 + r
2 1− r + r

2

0 . . . + r
2 1− r




Un+1

1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−1


Como as matrizes são tridiagonais, é possível encontrar a solução do sistema pelo

método de decomposição de matrizes LU (QUINNEY, 1985) que consiste em reescrever a

matriz tridiagonal no produto da matriz triangular inferior (L) e da matriz triangular superior

(U). Temos então o seguinte sistema representando a equação 3.67:

A.Un+1
M−1 = B.Un

m (3.68)

As matrizes A e B são fornecidas pelo método de Crank-Nicolson e dependem

apenas de r. A matriz coluna Un
m no instante de tempo n é conhecida para todos os valores de
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m. Sendo assim, é possível calcular diretamente o lado direito da equação acima, que resulta na

matriz coluna Cm = B.Un
m. Decompondo a matriz A:

A.Un+1
M−1 = L.

(
U.Un+1

m
)
= L.Xm =Cm, (3.69)

onde a matriz coluna Xm representa o produto entre a matriz U e a matriz coluna Un+1
m . A matriz

coluna Xm pode então ser determinada por uma interação para frente:

1
l2 1

. .

. .

. .

ln 1





X1

X2

.

.

XM−2

XM−1


=



C1

C2

.

.

CM−2

CM−1


percebe-se que X1 = C1. Usando esse resultado, é possível determinarmos X2 = C2−X1.l2 e

assim sucessivamente até encontrarmos XM−1. Sabendo que U.Un+1
m = Xm, e encontramos a

matriz coluna Un+1
m : 

u1 v1

u2 v2

. .

. .

. .

un





Un+1
1

Un+1
2

.

.

Un+1
M−2

Un+1
M−1


=



X1

X2

.

.

XM−2

XM−1


percebe-se que Un+1

M−1 = XM−1/un. Determinamos assim Un+1
M−2 = (XM−2−Un+1

M−1.vn−1)/un−1, e assim

sucessivamente até encontrarmos Un+1
1 . Desta forma, determinamos a matriz Un+1

m que repre-

senta o valor, em qualquer ponto m do espaço, da nossa função de onda no instante temporal

n+ 1. A vantagem do método de Crank-Nicolson, para a solução de equações do tipo difusa,

está no fato de ele ser incondicionalmente estável. O próximo passo será incluir um potencial

na equação a ser resolvida.

3.2.6.1 Solução de “potenciais” por Split-Step

Esse método complementa o método de Crank-Nicolson, permitindo a solução de

uma equação diferencial de segunda ordem sujeita a um potencial (DEVRIES, 1993). Pode-

mos considerar o termo não-linear como um "potencial"e, utilizando o mesmo procedimento,

encontrar soluções de equações não-lineares, como a equação de Gross-Pitaevskii que é nosso

objetivo principal. Esse método consiste em dividir a equação GPE em duas partes, uma das
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quais se refere apenas ao operador de impulso e o outro apenas à posição do operador. A função

de onda então evoluiu alternadamente no espaço de momentos e no espaço real. A dimensão a

equação de Schrödinger sujeita a um potencial V(x):

i
∂

∂ t
ψ(x, t) =− h̄2

2m
∂ 2ψ(x, t

∂x2 +V (x)ψ(x, t) = [T +V ]ψ(x, t) (3.70)

onde, T ≡−1
2

∂ 2

∂x2 e V ≡V (x)

por conveniência, a massa e a constante h̄ foram consideradas com a mesma unidade. para um

passo de tempo de t para t +∆t, temos a seguinte solução:

ψ(x, t +∆t) = e−i∆t(T+V )
ψ(x, t) (3.71)

contudo os operadores T e V não comutam, logo:

e−i∆t(T+V ) 6= e−i∆tT e−i∆tV (3.72)

sendo assim, temos que fazer a seguinte aproximação:

eA+B = 1+(A+B)+
λ 2

2!
(A+B)2 +

λ 3

3!
(A+B)3 + ... (3.73)

eλ A/2eλBeλ A/2 =

[
1+λ

(
A
2

)
+

λ 2

2!

(
A
2

)2

+ ...

][
1+λB+

λ 2

2!
B2 + ...

][
1+λ

(
A
2

)
+

λ 2

2!

(
A
2

)2

+ ...

]
(3.74)

subtituindo a exponencial da equação 3.73 pelo produto das exponenciais na equação 3.74,

temos:

eλ (A+B) = eλ A/2eλBeλ A/2 +O(λ 3) (3.75)

fazendo A =V , B = T e λ = ih, temos:

e−i∆t(T+V ) = e−i∆tV/2e−i∆tT e−i∆tV/2 +O
(
∆t3) (3.76)

o que dá um erro pequeno. Assim a solução da equação de Schrödinger para o potencial V (x):

ψ(x, t +∆t) = e−i∆tV/2e−i∆tT e−i∆tV/2
ψ(x, t) (3.77)

O método é chamado de "Split-Step"pois o potencial é resolvido em dois passos se-

parados, antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao método de Crank-Nicolson.
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Dessa forma conhecendo-se um estado inicial podemos resolver a equação 3.70 pela aproxima-

ção apresentada em 3.77.

Usando esse método para a equação de Gross-Pitaevski no dá a discretização:

{
ACN,nφ̃ = bCN,n,

φ n+1 = φ̃

‖φ‖0
,

(3.78)

onde ACN,n e bCN,n tem os seguintes valores:{
ACN,n =

( I
∆t −

1
4∆+ 1

2V + 1
2β | φ n |2 −1

2ΩLz
)
,

bCN,n =
( I

∆t +
1
4∆− 1

2V − 1
2β | φ n |2 +1

2ΩLz
)

φ n.
(3.79)

assim:


ΨΨΨ = ACN,nψ = ACN,n

T F ψ +ACN,n
∆,Ω ψ,

ACN,n
T F ψ =

(
[[I]]
∆t + 1

2 [[V ]]+ 1
2β [[| φ n |2]]

)
,

ACN,n
∆,Ω ψ =

(
−1

4 [[∆]]−
1
2Ω[[lz]]

)
ψ,bCN,n =

(
[[I]]
∆t + 1

4 [[∆]]−
1
2 [[V ]]− 1

2β [[| φ n |2]]+ 1
2Ω[[Lz]]

)
ψ.

(3.80)

bCN,n =

(
[[I]]
∆t

+
1
4
[[∆]]− 1

2
[[V ]]− 1

2
β [[| φ n |2]]+ 1

2
Ω[[Lz]]

)
(3.81)
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4 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE COMPUTAÇÃO QUÂNTICA

Neste capítulo vamos apresentar alguns conceitos de computação quântica, inicia-

remos nossa discussão definindo o bit quântico (q-bit), após isso discutiremos sobre as portas

quânticas. Este capítulo tem como referência geral (LUIZ, 2010)(MENDONÇA, 2004).

4.1 O Bit Quântico

Em computação clássica, a unidade básica da informação é o bit, uma abreviação

do inglês "binary digit"(digito binário), definido como a menor unidade de informação que

pode ser armazenada ou transmitida, podendo ter dois estados possíveis , 0 e 1, um exemplo

clássico desses dois estados é se passa ou não corrente por um fio. É natural que em computação

quântica, computação que tem como base as leis da mecânica quântica ,também tenhamos um

sistema com dois estados básicos, definidos como bit quânticos ou q-bit, representados por |0〉

e |1〉 um sistema com dois níveis, alguns exemplos são: as duas polarizações diferentes de um

fóton; o alinhamento de um spin em um campo magnético uniforme; os dois estados de um

elétron, "estado fundamental"e "estado excitado". Essa notação |.〉 é geralmente utilizada em

mecânica quântica para representar os estados quânticos é a notação de Dirac.

A principal propriedade de um q-bit é, que diferente do bit clássico que só pode

assumir os valores 0 e 1, ele pode assumir valores de sobreposição dos estados |0〉 e |1〉

|Ψ〉= α |0〉+β |1〉 (4.1)

onde α e β são coeficientes complexos, definidos como amplitude de probabilidade sendo que

|α|2 + |β |2 = 1.

Uma maneira de representar um q-bit é através da esfera de Bloch, ilustrado na

figura 13 como um vetor de raio unitário. Os estados |0〉 e |1〉 são, respectivamente os pólos

norte e sul. De maneira geral o q-bit é representado na esfera de Bloch como

|Ψ〉= cos
θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉 (4.2)

onde θ é o ângulo polar e φ é o azimutal.

Como o q-bit pode tomar qualquer valor na esfera de Bloch, podemos assim arma-

zenar um número infinito de informação em um q-bit, porém não podemos acessá-las, pois de

acordo com um postulado fundamental da mecânica quântica ao medirmos um estado quântico
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Figura 13 – Esfera de Bloch

Fonte: (NIELSEN, 2005)

mudamos o seu estado, colapsando a superposição para o estado |0〉 ou |1〉, ou seja quando me-

dimos um q-bit, encontramos o estado 0 com probabilidade |α|2 e o estado 1 com probabilidade

|β |2, enfatizando que quando um q-bit é medido o resultado sempre será 0 ou 1, por exemplo,

um q-bit pode está no estado :

1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉 (4.3)

quando medimos teremos resultado 0 em 50% das vezes e o resultado 1 em 50% das vezes. Se

não medirmos, o q-bit pode processar dois bits de informação simultaneamente (|0〉 e |1〉) essa

é uma interessante característica da computação quântica chamada de paralelismo quântico.

Houve muita discussão quanto ao significado dos estados superpostos e da natureza

probabilistica aos sistemas quânticos, "ao que nos parece, Deus além de jogar dados com o

universo, algumas vezes ele ainda joga em lugares onde não podemos ver"(Stephen Hawking).

Essas questões foge do cerne dessa dissertação.

4.2 Portas Lógicas

Após a definição do q-bit (a unidade básica de informação quântica) devemos ser

capazes de manipular essa informação, ou seja realizar operações no q-bit que é denominada de

porta lógica. Nesta seção discutiremos sobre as principais portas lógicas quânticas.

4.2.1 Portas Quânticas

4.2.1.1 Portas Lógicas de 1 q-bit

Essas portas admitem apenas um q-bit na entrada, tendo como saída também um

q-bit. Enquanto que nas portas clássicas tem apenas duas portas de um bit que é a Identidade
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e a NOT, já nas portas quânticas temos muitas portas, pois um q-bit é um vetor no espaço

de Hilbert de duas dimensões, assim o número de portas é a quantidade de matrizes unitárias

2× 2. Destacamos as matrizes de Pauli como as mais relevantes, pois usamos-as como base

computacional, a representação matricial da primeira matriz:

σx =

[
0 1
1 0

]
.

perceba que essa matriz é análoga a porta NOT clássica:

σx |0〉= |1〉 ,

σx |1〉= |0〉 .

contudo especificar a ação da porta sobre os estados |0〉 e |1〉 não nos diz o que acontece com

superposições desses estados é preciso saber o que ocorre com as amplitudes de probabilidade,

a pota NOT é linear ou seja, ela inverte as amplitudes, levando o estado

α |0〉+β |1〉 (4.4)

para o estado

β |0〉+α |1〉 (4.5)

escrevendo o estado α |0〉+β |1〉 sob a forma matricial[
α

β

]
.

o NOT quântico é:

X

[
α

β

]
=

[
β

α

]
.

a representação da segunda matriz de Pauli é dada por:

σy =

[
0 −i

i 0

]
.
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onde i =
√
−1. Assim como a matriz σx, a matriz σy inverte as amplitudes de probabilidade e

além disso, acrescenta uma fase relativa de π e uma fase global de π/2 (que não tem efeito físico

observável).

A terceira matriz de Pauli é dada por:

σz =

[
1 0
0 −1

]
essa matriz não inverte as amplitudes de probabilidade como as outras duas, ela apenas insere

uma fase relativa de π no estado |1〉.

Outra três portas importantes são a porta T ou π/8, a porta Z e a Hadamard. A porta

T introduz uma fase relativa de π/4 e é representada matricialmente por

T =

[
1 0
0 e

iπ
4

]
A porta Z é representada matricialmente por:

Z =

[
1 0
0 −1

]
ela não altera o estado |0〉 e muda o sinal de |1〉 para −|1〉.

A porta Hadamard é definida como segue

H =
1√
2

[
1 0
0 e

iπ
4

]
.

ela não é uma porta trivial, pois transforma estados ordinários em estados de superposição o

que faz essa porta ter vasta aplicação em algoritmos quânticos, ela funciona como segue:

H |0〉= 1√
2
(|0〉+ |1〉),

H |1〉= 1√
2
(|0〉− |1〉).

(4.6)

e leva os estados de superposição em estados ordinários:

H
1√
2
(|0〉+ |1〉) = |0〉 ,

H
1√
2
(|0〉− |1〉) = |1〉 .

(4.7)
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Essa porta transforma os estados |0〉 e |1〉 no "meio caminho"entre eles, assim apli-

cando H duas vezes temos a Identidade, ou seja os estados não se alteram.

Na figura 14 temos um resumo das portas clássica de um bit (esquerda) e quânticas

de um q-bit (direita).

Figura 14 – portas clássica de um bit (a esquerda) e quânticas de um q-bit.

Fonte: (NIELSEN, 2005)

4.2.1.2 Portas Lógicas de 2 q-bit

Assim como nas portas de 1 q-bit se constitui do conjunto de matrizes unitárias

2× 2, as portas de 2 q-bit se constitui do conjuntos de matrizes unitárias 4× 4. As portas

de 2 q-bit controladas, funciona de modo que um dos q-bits é usado como controle enquanto

que o outro é usado como alvo, controlando assim se a operação será ou não realizada, um

exemplo clássico dessa porta é a porta CNOT (Controlled-NOT)que é a porta NOT controlada,

o q-bit a mais serve para controlar se o q-bit alvo executará a porta NOT ou não, ou seja, se o

primeiro q-bit (q-bit de controle) for 0, nada acontece com o segundo q-bit (q-bit alvo), mas se

o primeiro q-bit for 1, o segundo q-bit troca seu estado. Na figura 15 tem o circuito e a matriz

que representa essa porta. Em símbolos ela é representada por:

|00〉 → |00〉 ; |01〉 → |01〉 ; |10〉 → |11〉 ; |11〉 → |10〉 (4.8)

Figura 15 – Portas clássicas de um ou mais bits (esquerda) e à direita a porta quântica CNOT
ou não-controlado

Fonte: (NIELSEN, 2005)
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5 SIMULAÇÃO DOS Q-BITS E DAS PORTAS LÓGICAS

5.1 condensado no estado fundamental

Apresentamos agora como calcular o estado fundamental de uma equação de um

componente Gross-Pitaevskii com potencial quadrático, com não-linearidade cúbica em 2D. O

programa utilizado para simular os condensados é o MATLAB 2015 com o pacote GPELab

(ANTOINE; DUBOSCQ, 2014). A primeira parte do script consiste na construção de duas

estruturas chamado Método e Geometry2D que vai conter todas as informações relacionadas

com o método e a geometria, respectivamente.

Estrutura Método: nessa estrutura temos as seguintes variáveis:

• (Computation = Ground) é uma variável que calcula um estado fundamental usando o

método de tempo imaginário.

• (Ncomponentes = 1) é o número de condensados.

• (Type =CNFD) o método utilizado foi o Crank-Nilckson.

• (Deltat = 10−2) é uma variável que corresponde ao intervalo de tempo do método.

• (Stopcrit =
′MaxNorm′,1e−5) é o critério de parada.

E a estrutura geometria: nessa estrutura temos as seguintes variáveis:

• (xmin = −10 e xmax = 10;ymin = −10 e ymax = 10) são variáveis, correspondente à

extremidade esquerda e direita, respectivamente, do domínio computacional na direção x

e y.

• (Nx = 28 + 1 e Ny = 28 + 1;) são variáveis que correspondem ao número de pontos na

direcção x e y.

A codificação dessas estruturas está no apêndice 6.1.

O próximo passo é definir o problema físico. No nosso caso, queremos calcular o

estado fundamental da equação Gross-Pitaevskii

i∂tψ(x,y, t)= δ∆ψ(x,y, t)+
1
2
(| x |2 + | y |2)ψ(x,y, t)+β |ψ(x,y, t) |2 ψ(x,y, t)+iΩ(y∂x−x∂y)ψ(x,y, t)

(5.1)
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A função Physics2D_Var2d constrói a estrutura Physics2D que contém as seguintes

operadores: δ , β e Ω (é uma variável que define a velocidade de rotação).

• Delta é uma variável que corresponde à constante do operador Laplaciano é o δ que está

na equação 5.1.

• Beta é uma variável que corresponde à constante da não-linearidade é o β que está na

equação 5.1.

• Omega é uma variável que define a velocidade de rotação. No caso 2D, o operador

gradiente é (x∂y− y∂x), um parâmetro de valor real (Ω ∈ R). Definindo o operador

gradiente, temos o seguinte operador de rotação:

2

∑
j=1

G j(x)∂x j =


Ω(x∂y− y∂x) 0 . . . 0

0 Ω(x∂y− y∂x) . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . Ω(x∂y− y∂x)

 (5.2)

Para um CEB não rotativo, temos uma única solução mínima global e fornece um

estado fundamental φg ≥ 0. Portanto, nós escolhemos a solução para a equação de Schrödinger

linear com potencial harmônico quando estamos sob a frequência crítica:Ω� γxy,com γxy =

min(γx;γy) para uma armadilha harmônica

V (x) =
1
2
(γxx2 + γyy2). (5.3)

o dado inicial é então dada por:

φ(x) =
(γxγy)

1/4

√
π

e−(γxx2+γyy2)/2 (5.4)

Em GPELab, isso pode ser encontrados na função GaussianInitialData2d, onde a

versão é codificada:

φ(x) =
(1−Ω)φho(x)+Ωφ v

ho(x)
‖ (1−Ω)φho(x)+Ωφ v

ho(x) ‖o
, (5.5)

com

φho(x) =
1√
π

e−(γxx2+γyy2)/2, (5.6)
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φ
v
ho(x) =

(γxx+ iγyy)√
π

e−(γxx2+γyy2)/2, (5.7)

Um exemplo usando os dados iniciais 5.5,5.6, 5.7, β = 1000 e δ = 0.5 da equação

5.1 está representado na figura 16.

Figura 16 – Condensado no estado fundamental

Fonte: Próprio autor

5.2 Condensados Acoplados

O sistema de equações de Gross-Pitaevskii com condensados em estado fundamen-

tal acoplados são:



i∂tψ1(t,x,y) = 1
2∆ψ1(t,x,y)+

(1
2(| x |

2 + | y |2)+β1 | ψ1(t,x,y) |2

+β1,2 | ψ2(t,x,y) |2
)

ψ1(t,x,y)+ iΩ(y∂x− x∂y)ψ1(t,x,y)

−k(i∂x +∂y)ψ2(t,x,y),

i∂tψ2(t,x,y) = 1
2∆ψ2(t,x,y)+

(1
2(| x |

2 + | y |2)+β2 | ψ2(t,x,y) |2

+β1,2 | ψ1(t,x,y) |2
)

ψ2(t,x,y)+ iΩ(y∂x− x∂y)ψ2(t,x,y)

−k(i∂x +∂y)ψ1(t,x,y),

(5.8)

O potencial padrão é o potencial quadrático, a não-lineridade cúbica acoplada está

definida em 6.2 em anexo.

Temos também de impor a energia associada à não-linearidade cúbica acoplada,

definida em 6.3 em anexo.
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5.3 Modulação por posição espacial de pulso

Os q-bits podem estar nos estados |0〉, |1〉 e em superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉) e 1√

2
(|0〉− |1〉).

Para representá-los fizemos as seguintes considerações: acoplamos dois condensados no estado

fundamental e o valor de | ψ |2 deles nos diz o estado dos nossos q-bits da seguinte maneira:

• Se o primeiro condensado tem amplitude igual a 0 (ou seja, sem população) e o segundo

condensado tem altura máxima igual a 1 ( | ψ |2= 0.3 unidade arbitraria), representado

pela figura 17 dizemos que esse q-bit está no estado |0〉.

Figura 17 – Iniciamos o primeiro condensado igual a 0 (ou seja, sem população) e o segundo
condensado igual a 1.

Fonte: Próprio autor

• Se o primeiro condensado tem valor igual a 1 ( |ψ |2= 0.3 unidade arbitraria) e o segundo

condensado igual a 0 (ou seja, sem população), representado pela figura 18 dizemos que

esse q-bit está no estado |1〉.

• se os dois condensados estiverem com a mesma altura, (| ψ |2∼= 0.12 a 0.15 unidade arbi-

traria), representado pela figura 19 dizemos que esse q-bit está no estado de superposição
1√
2
(|0〉+ |1〉).

• E, se os dois condensados estiverem com a mesma altura, ( | ψ |2∼= 0.12 a 0.15 unidade

arbitraria)e com uma fase de π , representado pela figura 20 dizemos que esse q-bit está no

estado de superposição 1√
2
(|0〉− |1〉). Note que a diferença desse estado para o anterior

está apenas na fase global.
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Figura 18 – Iniciamos o primeiro condensado igual a 1 e o segundo condensado igual a 0.

Fonte: Próprio autor

Figura 19 – Iniciamos os condensados com metade da amplitude máxima 50%.

Fonte: Próprio autor

Beta é a variável que acompanha a não-linearidade na equação 5.1. Essa é a variável

que é modificada para encontrarmos as porta lógicas.
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Figura 20 – Iniciamos os condensados com metade da amplitude máxima 50% e fase π

Fonte: Próprio autor

5.4 Porta quântica NOT ou X

• No estado inicial |0〉

|ΨCBE(0)〉= |0〉 → |ΨCBE(tNOT )〉= |1〉 . (5.9)

Essa porta inverte o estado |0〉 para o estado |1〉. Iniciamos os condensados acoplados

no estado |0〉 e no final da simulação os condensados trocaram suas populações (ou

seja, os bósons passaram do segundo condensado para o primeiro por meio de tunela-

mento quântico) e mudaram seu estado para |1〉, tendo como constante de acoplamento

Beta_coupled = [0,1;1,0.01] representado na figura 21.

• No estado inicial |1〉

|ΨCBE(0)〉= |1〉 → |ΨCBE(tNOT )〉= |0〉 . (5.10)

Análogo ao que aconteceu com o estado |0〉 que passou para o estado |1〉, quando ini-

ciamos no estado |1〉 , no final da simulação os condensados trocaram suas populações

(dessa vez passou do primeiro condensado para o segundo) e mudam seu estado para

|0〉, tendo como constante de acoplamento Beta_coupled = [0.01,1;1,0] representado na

figura 22.
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Figura 21 – Porta NOT: Iniciamos os condensados no estado |0〉 e no final da simulação muda
para o estado |1〉

Fonte: Próprio autor

Figura 22 – Porta NOT: Iniciamos os condensados no estado |1〉 e no final da simulação muda
para o estado |0〉

Fonte: Próprio autor

• No estado inicial a superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉)

|ΨCBE(0)〉=
1√
2
(|0〉+ |1〉)→ |ΨCBE(tNOT )〉=

1√
2
(|0〉+ |1〉). (5.11)

Observe que no caso de superposição, a porta NOT não altera o estado do sistema, não
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havendo mudança de população, tendo como constante de acoplamento Beta_coupled =

[0.005,1;1,0.005] representado pela figura 23, o estado final da simulação.

Figura 23 – Porta NOT no estado de superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉)

Fonte: Próprio autor

5.5 Porta Hadamard (H)

Essa porta transforma estados ordinários em estados de superposição. Iniciamos os

condensados acoplados no estado |0〉 e constante de acoplamento Beta_coupled = [0.005,1;1,0.005],

no final da simulação os condensados dividiram suas populações ( | ψ |2∼= 0.12 unidade arbi-

traria), alterando assim seu estado para 1√
2
(|0〉+ |1〉), representado na figura 24.

De maneira análoga ao que aconteceu com o estado |0〉 que passou para o estado

de superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉) , quando iniciamos no estado |1〉 e constante de acoplamento

Beta_coupled = [0.005,1;1,0.005] no final da simulação os condensados dividiram suas popu-

lações ( | ψ |2∼= 0.12 unidade arbitraria), alterando assim seu estado para 1√
2
(|0〉− |1〉), repre-

sentado na figura 25.

• No estado inicial |1〉

|ΨCBE(1)〉= |1〉 → |ΨCBE(tH)〉=
1√
2
(|0〉− |1〉). (5.12)

Como essa porta é inversa, ao iniciarmos com os estados de superposição teremos os

estados ordinários. Assim, iniciando o estado 1√
2
(|0〉+ |1〉) e constante de acoplamento
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Figura 24 – Porta Hadamard: Iniciamos os condensados no estado |0〉 e no final da simulação
muda para o estado 1√

2
(|0〉+ |1〉)

Fonte: Próprio autor

Figura 25 – Porta hadamard: iniciamos os condensados no estado |1〉 e no final da simulação
muda para o estado 1√

2
(|0〉− |1〉)

Fonte: Próprio autor

Beta_coupled = [0.01,1;1,0] no final da simulação temos o estado |0〉, representado na

figura 26.



68

• No estado inicial a superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉)

|ΨCBE(0)〉=
1√
2
(|0〉+ |1〉)→ |ΨCBE(tH)〉= |0〉 . (5.13)

Figura 26 – Porta hadamard: iniciamos os condensados no estado 1√
2
(|0〉+ |1〉) e no final da

simulação muda para o estado |0〉

Fonte: Próprio autor

De maneira análoga, ao iniciarmos com o estado de superposição 1√
2
(|0〉− |1〉) e cons-

tante de acoplamento Beta_coupled = [0,1;1,0.01], no final da simulação temos o estado

|1〉, representado na figura 27.

• No estado inicial a superposição 1√
2
(|0〉− |1〉)

|ΨCBE(0)〉=
1√
2
(|0〉+ |1〉)→ |ΨCBE(tH)〉= |1〉 . (5.14)
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Figura 27 – Porta hadamard: iniciamos os condensados no estado 1√
2
(|0〉− |1〉) e no final da

simulação muda para o estado |1〉

Fonte: Próprio autor
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho, realizamos uma simulação numérica com bósons, formando con-

densados de Bose-Einstein. Dois condensados de Bose-Eisntein são acoplados via tunelamento

quântico. Devido a esse acoplamento, há transferência de população entre os modos condensa-

dos. O acoplamento é ajustado de maneira que tenhamos probabilidade de ocupação em dois

níveis, constituindo assim um sistema de dois níveis.

Definimos o q-bit no nosso sistema de condensados acoplados, associando esses

níveis aos estados |0〉, |1〉. Identificando os átomos que populam cada nível e a fase, temos

os estados de superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉) e 1√

2
(|0〉− |1〉)que estão associados a população que

ocupa cada nível e a fase global.

De modo geral, conclui-se que variando a constante de não-linearidade é possível

controlar a população que ocupa cada nível, conseguimos obter assim as portas quânticas NOT

e Hadamard. Como trabalhos futuros uma investigação maior deve ser feita para encontrar

outras portas quânticas.
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APÊNDICE A - ALGORITMOS DO MATLAB

Codificação das estruturas método e geometria.

Algoritmo 6.1 – codificação das estruturas método e geometria

Computation = ’Ground’;
Ncomponents = 1;
Type = ’BESP’;
Deltat = 1e−2;
Stop_time = [];
Stop_crit = {’MaxNorm’,1e−5};
Method = Method_Var2d(Computation, Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time, Stop_crit

,200) ;
xmin = −10;
xmax = 10;
ymin = −10;
ymax = 10;
Nx = 2^8+1;
Ny = 2^8+1;
Geometry2D = Geometry2D_Var2d(xmin,xmax,ymin,ymax,Nx,Ny);

Função do acoplamento cúbico.

Algoritmo 6.2 – Função acoplamento cúbico

function [CoupledCubicNonlinearity] = Coupled_Cubic2d(Beta)

CoupledCubicNonlinearity = cell (2) ;
CoupledCubicNonlinearity{1,1} = @(Phi,X,Y)Beta(1,1)∗abs(Phi{1}).^2 + Beta (1,2) ∗abs(

Phi{2}) .^2;
CoupledCubicNonlinearity{2,2} = @(Phi,X,Y)Beta(2,2)∗abs(Phi{2}).^2 + Beta (2,1) ∗abs(

Phi{1}) .^2;
CoupledCubicNonlinearity{1,2} = @(Phi,X,Y) 0;
CoupledCubicNonlinearity{2,1} = @(Phi,X,Y) 0;

Função da energia do acoplamento cúbico.

Algoritmo 6.3 – Função da energia do acoplamento cúbico

function [CoupledCubicEnergy] = Coupled_Cubic_energy2d(Beta)

CoupledCubicEnergy = cell (2) ;
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CoupledCubicEnergy{1,1} = @(Phi,X,Y)(1/2)∗Beta(1,1)∗abs(Phi{1}) .^2+(1/2)∗Beta (1,2)∗
abs(Phi{2}) .^2;

CoupledCubicEnergy{2,2} = @(Phi,X,Y)(1/2)∗Beta(2,2)∗abs(Phi{2}).^2+abs ((1/2) ∗Beta
(2,1)∗abs(Phi{1}) .^2) .∗exp(1i∗pi) ;

CoupledCubicEnergy{1,2} = @(Phi,X,Y) 0;
CoupledCubicEnergy{2,1} = @(Phi,X,Y) 0;
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