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RESUMO

Neste trabalho explora-se a teoria de Kaluza-Klein que propoe unificar o eletromagne-
tismo com a gravitagao em uma abordagem classica mediante a adi¢ao de uma dimensao
extra tipo espago, assim obtendo uma variedade composta por 4-dimensoes espaciais e 1-
dimensao temporal. Serd visto como obter as equacoes de Einstein neste modelo e assim
explanar suas consequéncias e restrigoes quando € feita uma reducao dimensional para res-
gatar as equagoes ja conhecidas em 4-dimensoes. Sera analisado a compactifcacao dessa
dimensao extra e serd usando um mecanismo de compactificacdo espontanea para o caso
onde teremos mais de uma dimensao extra na teoria, mecanismo este conhecido por com-
pactificacao de Fluxo. Esse mecanismo de compactificacao se da por meio da introducao
de um tensor totalmente antissimétrico nas equagoes de Einstein em 5-dimensoes. Por
ultimo foi abordado a teoria de Kaluza-Klein usando o formalismos de formas diferenci-
ais, mostrando ser uma poderosa ferramenta para tal estudo uma vez que sua algebra nos
permitiu obter os mesmos resultados em um menor tempo.

Palavras-chave: Gravitagao. Dimensoes Extras. Kaluza-Klein. Compactificagao de
Fluxo. Formas Diferenciais.



ABSTRACT

In this work we will explore the theory of Kaluza-Klein, that proposes to unify the elec-
tromagnetism with the gravitation in one classical approach through the addition of one
extra dimension (space type), thus obtaining one composed variety by 4 spatial dimensi-
ons and 1 time dimension. We will see how to obtain Einstein’s equations in this model
and ,thereby, explain their consequences and restrictions when we do one dimensional
reduction in order to rescue the known equations in 4 dimensions. We will analyse the
compaction of this extra dimension and we will use one mechanism of spontaneous com-
paction in the case where we will have more than one extra dimension in the theory, this
mechanism is known as flux compaction. This mechanism of compaction is done through
the introduction of a tensor totally antisymmetric in the Eistein’s equations in 5 dimensi-
ons. Finally, we will approach the Kaluza-Klein theory using the formalism of differential
forms, showing that it is a powerful tool in this study once that its algebra allowed us to
obtain the same results in less time.

Keywords: Gravitation.. Extra Dimensions.. Kaluza-Klein. Flux Compactification.
Differential Forms..
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1 INTRODUCAO

Todos os fenomenos Fisicos até o presente momento sao regidos por quatro
grandes tipos de interagoes, ou como popularmente sao chamadas, “forcas fundamen-
tais” que sao as forca nuclear forte, nuclear fraca, eletromagnética e por ultimo, mas nao
menos importante, a forca gravitacional. E visto que com o passar do tempo os fisicos
conseguiram organizar e agrupar varios fendomenos que pareciam, a primeiro momento,
distintos e incompativeis em apenas quatro grandes for¢as onde podem ser assim descritos
inimeros eventos. Porém esse desejo de simplificar, ou seja, agregar o conhecimento ou
a maneira de como se descreve os fenomenos da natureza usando a menor quantidade de
regras ou restrigoes ja vem desde os primérdios da ciéncia. Isso firmou-se mais ainda no
século XIV, quando o filésofo e frade William de Ockham, afirmou um principio simples,
mas de grande importancia, conhecido como “ Navalha de Ockhan”. Em suas préprias
palavras ”Se em tudo o mais forem idénticos as varias explicacoes de um fendmeno, a mais
simples é a melhor” [I]. Em outras palavras uma teoria com menos premissas que explica
os mesmos fatos é melhor. Assim é visto que esse principio esta ligado diretamente com
o conceito de unificacao na Fisica atual.

A unificagao se resume como dito anteriormente em poder descrever todos os
fenomenos da natureza por meio de apenas uma unica teoria e que em casos particulares
decaia nas quatro interagoes conhecidas hoje, interagoes essa que sao descritas pelo modelo
padrad] No decorrer dos tiltimos séculos foi visto vérios avancos neste contexto, antes de
se conseguir descrever os fenomenos naturais por apenas quatro interagoes teve-se algumas
grandes unificagoes como a de Galileu que conseguiu provar que as leis do Céu e da Terra
eram as mesmas. Outra grande unificacao foi obtida gracas a Maxwell que conseguiu
provar que fenomenos elétricos e magnéticos na verdade eram manifestacoes da mesma
grandeza, hoje denominada interacao eletromagnética e com isso provou que a luz era uma
onda eletromagnética, assim unificando a 6ptica geométrica com o eletromagnetismo [2].
J& com as quatro interagoes fundamentais estabelecidas veio entao o pensamento de que
essas quatro interacoes poderiam ser na verdade manifestacoes de uma tunica grandeza
fisica. Assim na tentativa de unificar essas quatro interacoes foi que em 1979, os fisicos
Sheldon Glashow, Abdus Salam, e Steven Weinberg ganharam o prémio Nobel por terem
contribuido para a unificacao do eletromagnetismo com a forga nuclear fraca conhecida

hoje como forga Eletrofraca [3]. Posteriormente vem a Teoria de Grande Unifica¢ao (TGU)

10 Modelo Padrao da fisica de particulas é uma teoria que descreve as forcas fundamentais forte, fraca
e eletromagnética, bem como as particulas fundamentais que constituem toda a matéria.
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que tenta descrever a unificagao das interagoes Eletrofracas com a interacao forte, porém,
a interacgao gravitacional é sempre deixada de fora por motivos de incompatibilidade com
as outras interacoes. Este trabalho vem justamente disserta a teoria de Kaluza-Klein que
tentar unificar a interagao gravitacional com a eletromagnética adicionando uma dimensao
espacial extra em uma abordagem cléssica, assim nao tendo o mesmo problema da TGU.

Theodor Kaluza e Oscar Klein por volta de 1920, na tentativa de unificacao da
gravitacao com o eletromagnetismo [4] acabaram sendo uns dos pioneiros no contexto de
teorias com dimensao extras tendo sidos precedidos apenas pelo Fisico finlandés Gunnar
Nordstom (1881-1923) [5], [6]. Nordstom em 1914 propds uma teoria na qual a gravitagao é
descrita por um campo escalar acoplado ao trago do tensor energia-momento, adicionando
uma dimensao extra ao espago-tempo 4-D, obtendo uma variedade 5-D. Devido inimeras
incompatibilidade a teoria de Nordstom acabou sendo deixada de lado. A ideia de Kaluza
e Klein foi considera uma gravitagdo em um espago com cinco dimensoes, sendo quatro
espaciais e uma temporal que ao fazemos uma reducao da teoria para 4-D sera obtido
a Gravitacao e o Eletromagnetismo em 4-D. Para explicar o fato de nao existir nenhum
efeito detectado que revele a existéncia dessas dimensoes extras, o modelo de Kaluza-
Klein (KK) leva em consideracao que essa dimensao era compacta. Embora esse modelo
fosse completamente inovador a teoria de Kaluza-Klein apresentava certos problemas.
Dentre eles pode-se destacar a falta de estabilidade do raio da dimensao extra e também
a presenca de um campo escalar na teoria quadrimensional que entra em contradicao com
as equacoes de Maxwell [7]. A teoria de Kaluza-Klein mesmo com problemas teve um
papel muito importante pois se tornou base para varias teorias de unificagao como a teoria
de super-cordas, super-gravidade, teoria M e assim é visto a necessidade de dissertar esse
tema.

Neste trabalho sera feito uma revisao da teoria de Kaluza-Klein em seus varios
aspectos. Abordando-se também um mecanismo de compactificacao de dimencao extra e
a teoria KK em termos de formas diferenciais mostrando a facilidade de se obter o escalar
de Ricci da teoria de forma mais direta.

O trabalho ficou dividida da seguinte forma, no capitulo [2| é apresentado o
formalismo das formas diferenciais com o intuito de abordar a teoria KK com essa ferra-
menta. Em seguida no capitulo |3| se faz uma breve exposicao dos fundamentos da Teoria
da Relatividade Geral (TRG) e seus principais elementos. No capitulo [4] é introduzido os
principais conceitos de dimensao extra e do modelo de Kaluza-Klein, onde sera apresen-
tado uma abordagem das ideias principais que deu suporte a teoria, bem como o calculo
da quantidade relevantes para a obtencao da acao de Einstein da teoria, teremos a abor-

dagem do mecanismo de compactificagao da dimensao extra e por fim é sera encontrado o
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escalar de Ricci da teoria KK usando formas diferenciais. No ultimo capitulo [5| serd feito
a exposicao de alguns pontos da teoria e sua importancia nos dias de hoje, pois ainda ¢é

vista como base para as atuais teorias de unificagao.
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2 FORMAS DIFERENCIAIS

Neste Capitulo sera abordado uma poderosa ferramenta para simplificar e
facilitar nosso trabalho, que sao as formas diferenciais [8] [9]. Elas permitiram diminuir
bastante o trabalho de obter algumas propriedades Fisicas devido sua simplificacao e

elegancia, mostrando ser fundamental nos capitulos posteriores.
2.1 Definicoes Basicas

Uma forma diferencial de ordem r, ou uma r-forma, é um tensor totalmente

anti-simetrico do tipo (0,r),

1

Wr = =Wy (AT A AT A A ), (2.1)
T

onde o simbolo A é o produto Wedge de uma r-forma, definido como um produto tensorial

tatalmente anti-simétrico,

dxt Ndxt? AN datt = Z sgn(P)dzHr® & dz'P® @ ...dxHPe), (2.2)
Pes,

onde P é um elemento do grupo de permutacao S, (r é o nimero de elementos do grupo).E

possivel definir a operacao de permutagao P como

Pw(aunauz'“a aur) = WupD)pp(2)...up(r) (23)

E possivel ainda simetrizar w, aplicando um operador S tal que

1
Sw=— > Puw, (2.4)
PGST
ou anti-simetriza-lo da forma
1
Aw = — > sgn(P)Pw. (2.5)
PeSs,

Um exemplo do produto wedge é
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dz" N dx” = dztdz” — dx”dat (2.6)

O produto wedge satisfaz as seguites propriedades:

(1)dxtr A dxt2 A ... A dxtr = 0, se aparecer indices repetidos.

(13)dxH A dx?? A ... A\ dxtr ¢ linear para cada dxt.

A equagao (2.1) denota que dx** A dx#2 A ... A dxtr é uma base para r-forma. O espago
vetorial de uma r-forma em um ponto p tangente (ou normal) a variedade M (p € M) é

denotada por €27 (M) e a dimensdo desse espago vetorial é

M!

dimQ;(M) - (M —r)lr!

(2.7)
Exemplos de formas:

e O-forma : wy = ag (escalar)
o l-forma : w; = w,dz"
o 2-forma : wy = 5wy, (dzt A dz”)

e 3-forma : wy = gHwua(det Ada” A da?)

Sera visto agora como se define o produto exterior de uma g-forma com uma

r-forma como : QI(M) x Q7 (M) — QI*" (M) como

wAE=—— Z sgn(P)w ® & (2.8)

1
lr
qar: PeSriq

Sejam & € Q4(M),n € (M) e w € QF(M). vale:

ENE =0, se q é impar (2.9)
EAn=(=1)"nA¢ (2.10)
EAn)Aw=EN(MAE) (2.11)

Para definirmos uma propriedade muito importante em formas, que é o ope-

rador Hodge(x), Definimos primeiro o tensor anti-simétrico &
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+1, se  {p1...pm} € uma permutacao par de {1,...m}
€aroa, = —1, se  {p1...pm} €é uma permutagao impar de {1,...m}

0, caso contrario.

Por outro lado, denotando ¢! o inverso do determinante da métrica, note que

v v b V, -1
ghbztim — gV g2V | glmVme gl (2.12)

O operador Hodge é uma aplicacdo linear x: Q"(M) — Q™" (M) cuja agao sobre a base
de Q" (M) é

r V |g| vy Vp VUm
*(dx" Ndzt? NN datr) = mgﬁjﬁwﬁzmymdaz A LA dT (2.13)

Assim para o caso de uma r-forma do tipo

1
Wy = —'wmm__m(dx“l Adz'? AN dxh). (2.14)
7!
temos
1
K = e % (TN A2 A ) (2.15)
7!
__V 9] ghih2pr  daVedl A A pVm (2.16)

w
7,|(m . 7,)[ HIH2 oo or = Vpy 1 Vp 2. . Um,

2.2 Diferenciagcao de Formas

Sera agora definir uma diferenciacao de formas. Define-se diferenciacao exte-
rior d como uma operagao que transforma uma r — forma numa (r + 1) — forma ou seja

uma aplicagao d:Q" (M) — Q"T1(M) cuja agao sobre a forma definida em (2.1) é

1
dw = (%) dx? A dz™ A dat?.. A dat (2.17)

onde a (p — forma), B(q — forma) e a,b € K e que segue as seguintes propriedade:

1. d(aa+ bB) = ada + bd;

2. dlaNB) = (da) N B+ (—1)Pa A dp;
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3. Lema de Poincaré: dda = d*a = 0, Vo
Observagoes
1. A operacao d é completamente independente de qualquer sistema de coordenadas;
2. A operacao d é unica.
3. No caso particular em que f e g sao 0- formas e a e 5 sdo 1 — formas, teremos
a) d(fg) =dfg+ fdg

b) d(fa)=df Na+ fdo
c) dlaNp)=daNB—aNnds.
Usando as definicoes de formas diferenciais e produto wedge no R® e usando
também as coordenadas cartesianas (z,y, z), podemos escrever os operadores diferenciais

(gradiente, divergente, rotacional e laplaciano) em termos de formas diferenciais. Para

ajudar teremos as seguintes relagoes:

*xdr = dy N\ dz;xdy = dz N\ dx;xdz = dx A dy; x(dx A dy) = dz; (2.18)
*(dz N\ dz) = dy; *(dy A dz) = dx;*(dx ANdy N dz) = 1. (2.19)

Gradiente (V). Seja a 0 — forma wy = f(z,y,2) que corresponde a uma

funcao escalar. Calculando-se o seu diferencial, temos:

fd +afd +8f

dwo = 5 y 0z

(2.20)

Comparando-se o resultado acima com o operador gradiente(V) definida na

Analise Vetorial, concluimos que :

V=d (2.21)

Rotacional(Vx). Seja a 1 — forma w; dada por:

wy = fi(x,y, 2)dz + folz,y, 2)dy + f3(z,y, 2)dz, (2.22)

que corresponde a uma funcao vetorial f, cujos componentes no espaco vetorial de base

(dx, dy, dz) s@o fi fo e f3. Calculando-se o seu diferencial, teremos:
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dw1 = df1 ANdxr + df2 A dy + dfg Ndz (223)

_(9f2 Of ofi  0fs Ofs  0fs
dwl_(&r ay)dw/\dy—i—(az 8x)d2/\dx+<8y aZ>dy/\dz. (2.24)

Agora calculemos o operador (x) da expressao acima:

*dw = <%—%)*(dx/\dy)+ (%—%)*(dz/\dx)—i—(%—%>*(dy/\dz),

or Oy 0z  Ox dy 0z
(s OB (05 0RN, (O _0h
*xdwy = (8@; az>dx+ (82 (%)d + (835 8y)d@2.25)

Comparando-se o resultado acima com a operagao rotacional (V) definida na Algebra

Vetorial, conclui-se que :

VX = xd (2.26)

Divergente(V.) Consideremos a 1 — forma w; dada no item anterior:

w1 = fl(xa Y, Z)dl’ + f2($, Y, Z)dy + f3<$, Y, Z)dZ, (227)
e calculando o *w;:
*wy = fidy Ndz + fadz A dx + fsdx A dy. (2.28)

Calculando-se o diferencial da expressao acima, resultara:

dxwy = d(frdy Ndz + fadz ANdx + fsdx A dy),

(O, 0 O
d*wl—(ax—i- Dy + az>datAdyAdz. (2.29)

Aplicando-se a operacao x ao resultado anterior, temos:

_ (0K [ Of2  Ofy _Ofi  0f  Ofs
*d * wy = (ax + dy + az)*(dx/\dy/\dz)— pe + dy + 5 (2.30)

Comparando-se o resultado acima com o operador divergéncia(V.) definida na Andlise

Vetorial, conclui-se que :
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V. = xdx (2.31)

E por ultimo temos o Laplaciano(V?). Seja a 0 — forma wy = f(x,y, 2) que corresponde

a uma funcao escalar. Calculando-se o seu diferencial, temos:

O 4o+ 9 gy 4 9 g (2.32)

dwo = 7 By 9.1

Calculando-se o operador (x) da expressao acima, vira:

af of of . _
*dwy = ax*dq:—i—ay dy—l—az*dz—

*dwy = gdy Adz + ﬁdz A dx + gdac A dy. (2.33)
ox dy 0z

Agora, calculemos o diferencial da expressao acima:
o?f 0 f  O°f

d* dwy = (8x2 + Iy + 822) dx Ndy N dz. (2.34)

Aplicando-se a operacao x ao resultado anterior, vira:

O’f  O*f  0°f o*f  O*f  0%f
*d * dwy = (8332 + 3y + 8z2> (dx Ndy N dz) = <8x2 + 0 + 822) . (2.35)

Comparando-se o resultado acima com a operacao laplaciano(V?) definida na Anélise
Vetorial, conclui-se que :
V2 =xd*d (2.36)

Outra equacao muito importante é

d* =0 (ou dyy1d, = 0) (2.37)

tomando uma r — forma

1

- o 2 I
w = T,‘”muz..-urdx Adxt?* N LN dxtT,
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1 2
d*w = ] <%) dz™ A dx? A (do* A dat2... A datm). (2.38)

Como 9wy, .. /002" é simétrico com respeito a A e v, porque Wy, . ¢ de classe

C> e dax* A dx¥ é anti-simétrico, assim a equacdo acima é identicamente zero,

dw=0; w#0
=0

2.3 Integracao de Formas Diferenciais

A integracao de formas diferenciais s6 é possivel se a variedade M for orientavel.

Dessa forma se M é orientavel, existe uma m-forma w que define um elemento de volume

o qual é uma medida de integragao para uma fungao f € F(M) sobre a variedade M.
Essa integral é denotado por

/S fw (2.39)

onde S é o dominio n-dimensional de integracao.

Teorema de Stokes Generalizado: Seja w uma r-forma continua no espago

tangente a a variedade S compacta, orientada, diferenciavel, com fronteira 0.5 nesse espago
o teorema de Stokes generalizado para essa forma é

/de: /%w (2.40)

Veremos agora a definigao de Produto Interno de r-formas.

Sejam w e n € Q"(M), definidas como

1

w —'wmm,,,md:c’“ Adxt? NN dtT
7!
1

n

anm,_mdx“l Adxh? NN datT (2.41)

tomando agora %1 e fazendo o produto A entre as formas w e *1 temos:

WA*N =10 A *w (2.42)
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Uma vez que w A1 é uma m — forma, sua integral pode ser definida. O produto interno

(w,n) de duas r-formas é definido como :

1
(w,n) = /w A *n = I / Wiis g2 gldt A da® A A da™ (2.43)
P

e pela equacao (2.42), temos que

(w,n) = (n,w) (2.44)

Operador Derivada Exterior Adjunta (d')
Seja d : QY (M) — Q" (M), o operador derivada adjunta d' : Q""}(M) —

Q"(M) é definido para o caso Riemaniano

dl = (=1)Pr+DH gy (2.45)
e para o caso Lorentziano
dl = (=1)PU+ « dx (2.46)

onde fizemos M = D, onde D é a dimensao da teoria que estamos trabalhando.
Usando a derivada exterior adjunta podemos definir o laplaciano da seguinte

forma:

Vi=(d+d) =dd +d'd (2.47)

para o caso de uma O-forma wy = f(r,y,2) no R® temos que d'wy = 0 portanto

V2f = d'df, ouseja
V: = did (2.48)

2.4 Formas diferenciais em teorias de Gauge abeliana

Sera aplicado agora as formas diferenciais em uma teoria de Gauge abeliana
como um exemplo. A principal teoria abeliana é o eletromagnetismo que pertence ao

grupo U(1). As equagdes de Maxwell na forma covariante sao:
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O\NFl + 0, F\y+ 0,F,0 =0 (2.49)
O, F™ = J¥ (2.50)

Partindo de uma formulacao variacional a acao que descreve a teoria é

1
S[auAuvAu] = /]\/[d4x (_ZF;WF'LW - JuAﬂ) (251)

Reescrevendo agora a teoria usando formas diferenciais. Primeiro tomamos A,

e definimos uma 1-forma:

A= A,dz" (2.52)

e tomando a derivada exterior dessa forma:

0A,

dA =
oz

dx" A dx” = 0, A, dz" N dx”

trocando p = v:

dA = 0,A,dz" Ndz" = -0, A, dx" N dx”

Somando temos

2dA = (0,A, — 0,A,)dx" N dx¥

) L i} (2.53)
dA = 3(0,A, — 0,A,)dx" Nda” = 5 Fdxt N dx
Identificamos dA como uma 2-forma. Portanto com
1 i y
F = EFde A dx (2.54)
temos entao que ,
F=dA (2.55)

Aplicando a derivada exterior em dA:
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1
d(dA) = dF = 5@1?#,,61;& A dat A dx” (2.56)

Permutando os indices e somando as equagao com os indices permutados obtemos

1
dF = ?(aAF,uV + ayFA/L + aMFV)\>dx>\ A dz” A dx” (257)

Identificamos a quantidade acima como uma 3-forma. Por outro lado como d? = 0,

dF = d*A = dF =0 (2.58)

e assim ¢ obtido o primeiro par de equagoes de Maxwell (2.52) em formas diferencias.

Para o segundo par de equacdes de Maxwell, calculamos dfF:

d'F =xd*F =xd F * (dx" A dz”) (2.59)
por outro lado,
1
*(da" N\ dzx¥) = 2|5)\0dx A da? (2.60)
entao nota-se que,
d'F = ﬁa F“l’suy,\gep)‘adm 2'2'8 F'e a0’ "egw dx”
= ﬁﬁ F‘W _12'(5 5p d{L‘g (8pFepdl’9 - 8pr9dx9)

dTF = —8pF99dx9 = —Jedl'@ (261)

Portanto mostrou-se que

dF=—J (2.62)

que ¢ justamente o segundo par de equacoes de Maxwell em termos de formas diferenciais.

Para escrever a acao (2.54), serd usado a definigdo de produto interno:



1
(w,n) = /wA*n - ;/ Wongimoo P21 gldat A o A dP
s JM

Calculando agora o (F, F):

(F.F) =

entao encontrou-se

1 1 1
——F, F" = ——(F,F) = ——(dA,dA
4 1 2( ) ) 2<d 7d )

e calculando (A,J) temos que

(A ) = — / JHA,d'
Assim a acao de Maxwell se torna

1
S[A,J] = _§(dA’ dA) - (A7 ‘])

1
50 / . F*\/|gldz" A da® A da? A dx* = 2 / E, F™d'x

22

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

Obtemos entao a acao que descreve as equagoes de Maxwell em termos de

formas diferenciais.
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3 GRAVITACAO

A interacao gravitacional é, das quatro interacoes a mais estudada e ainda a
que mais intriga a humanidade. A gravitacao sendo uma interacao de carater universal,
isto é, todos os corpos estao sujeitos a ela, foi primeiramente descrita por Issac Newton
no século XVI, essa descricao permitiu unificar todos os processos de atracao entre os
corpos. Assim, qualquer forma de matéria, seja sobre a Terra (como no famoso exemplo
da maca), seja em corpos celestes (como planetas e estrelas) obedecem a um tnico tipo de
forga, a gravitacao universal [10]. Porém no inicio do século XX, a comunidade cientifica
estava ciente da nao aplicabilidade da teoria de Newton na previsao de alguns fenomenos
naturais, como a descricao do periélio de Merctrio, sendo necessérias novas propostas de
teorias para explicar tais fenomenos, porém a que mais se mostrou correta, devidos seus
resultados condizerem com os dados experimentais, foi a Teoria da Relatividade Geral
(TRG) desenvolvida por Albert Einstein (1879-1955) [11], na primeira metade do século
XX, sendo assim um dos pioneiros a formular uma teoria para a gravitagao compativel
com a relatividade especial e que no limite da mecanica classica reproduz a gravitacao
Newtoniana. Essa teoria relaciona matéria e energia com a geometria do espago-tempo
de uma forma bastante peculiar. Ela permite determinar a métrica g,, de onde se ob-
tem a informagao geométrica (campo gravitacional) produzida por uma distribuicao de
matéria-energia. Para construir tal teoria, Einstein baseou-se em uma observagao, que
posteriormente se tornou um principio, chamado Principio da Equivaléncia. Basicamente
esse principio diz que todas as leis da Fisica se reduzem localmente a relatividade especial,

através de uma escolha adequada do sistema de referéncia [12].
3.1 Equacgoes de Einstein

Na TRG a geometria do espaco-tempo é modificada pela existéncia de matéria-
energia gerada por campos que podem ser acoplados com a gravidade através do Ten-
sor Energia-Momento. Podemos portanto obter as equagoes que relacionam geometria e
matéria por meio de um principio variacional onde a acao total é Sipir = Seg + Svrar- A
acao Sgy é conhecida por acao de Finstein-Hilbert(EH) e foi proposta por David Hilbert
(1862-1943), enquanto que o segundo termo Sy, € a agdo de matéria que nos dard o

Tensor Energia-Momento. Entao a acao total representada em D-dimensoes

Stotal:MDQ/R\/—ngx%—/ﬁMat\/—ngx (3.1)
Q Q
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onde M fornece a escala de energia da gravitacao em D dimensoes. Para o caso quadri-
mensional a escala de energia ¢ chamada de escala de Planck e é dada por MP~2 = M3, =
1/167G onde G é a constante da gravitacao universal de Newton. Ly, é a Lagrangiana
do termo de massa, €2 é a variedade que representa o espago-tempo, \/—gdPx é o elemento

de volume invariante e R é o escalar de Ricci que é dado por
R=g¢"VRyn (3.2)
e Ry ¢ o tensor de Ricci, dado por [13]
Run =0T vy — ONT i + TP T p = TP T np (3.3)

Variando agora a acao (3.1) temos:

88 otar = MP~2 / S(Ryv/—=g)d"z + / §(Lara/—g)d"x. (3.4)
Q Q

Iremos trabalhar com as variagoes dos termos separadamente afim de uma melhor com-

preensao. Na variacao do primeiro termo temos
5 — MP2 / 5(Ry/=g)d"x (3.5)
Q

Trabalhando com o termo d(R\/—g) da expressao acima,

d(RvV—g) = 6(R)vV—g+ R(v/—g) (3.6)
1
= —QQMN5RMN + v/ —QRMN59MN — 5\/ —QRQMN59MN
= V/=gGun6g™Y + 5L (3.7)

onde definimos 5£sur = \/—ggMN(SRMN, GMN = _%RQMN (§] gMN(SRMN = VL(QMN(SFLMN—
g*NoT My, ) que é um termo de superficie e que se anulard nos extremos quando integrado
[14], assim ficando apenas o primeiro termo da equacao (3.6). A variagao do primeiro ter-

mos da agao (3.1) fica.

5SEH = MD_Q/ vV —gGMNégMNde (38)
Q

Para o segundo termo a forma explicita para a variacao da matéria s6 é possivel se for
dada a agao, embora sempre podemos definir o tensor energia-momento como Ty, N de

modo que
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5SMat = —%/TMNégMN\/—_ngZE (39)
Q
onde g é o determinante da métrica e g™ é a inversa da métrica em D dimensdes.

Uma simetria essencial para a acao de matéria é a invariancia por trans-
formagoes gerais de coordenadas, z# — 2/* 4 £ onde £* é um parametro infinitesimal.
O tensor energia-momento definido dessa forma tem a propriedade de que VyTMN = 0,
ou seja, a conservacao do tensor energia-momento independente da particular forma do
Lagrangiano de matéria[L5].

Dessa forma as equagoes tensoriais que descrevem a dinamica da geometria
sao obtidas pela aplicacao do principio variacional na acao Sgyg + Swirar, resultando nas
equacoes de campo de Einstein

1
RMN — §gMNR = K(D)TMN (310)

onde definiu-se xP) = (1/2)MP~2.

Uma maneira alternativa de calcularmos o escalar de Ricci, é obtendo uma
expressao para uma curvatura 2-forma, que é analogo ao tensor de Riemann. A vantagem
de se usar esse formalismo é que, devido a antissimetria das formas, o calculo para o tensor
de Riemann, tensor de Ricci e o escalar de Ricci é mais compacto e elegante. Antes vamos
introduzir alguns conceitos basicos para que possamos desenvolver nosso trabalho com os

vierbein que fazem a conexao entre sistemas de coordenadas locais e globais.
3.2 Vierbiens

Na auséncia de gravidade as Leis da fisica sao invariantes por transformacoes
de Lorentz globais, isso é o que afirma o principio da relatividade. Para incorporar gra-
vidade nesse contexto é necessario recorrer ao principio da equivaléncia de Finstein, no
qual é sempre possivel escolher um sistema de referéncia tal que a gravidade desapareca
localmente, chamado de “referencial de queda livre”. Existe a necessidade de relacionar
quantidades que estao em um referencial inercial com outras que estao no referencial do
campo, ou em termos técnicos, como relacionar quantidades no espago “flat” com as do
espaco curvo [15].

A resposta para esse questionamento esta na transformacao de coordenadas.

Seja {xM } um sistema de coordenadas D dimensional curvo associada a variedade curvada
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A e {€*} sdo as coordenadas “flats” (locais) tangente a variedade. Aqui se deve fazer
uma distin¢gdo nos indices relacionados as coordenadas locais e globais: quando forem
L,M,N, ..., se tratam do sistema de coordenadas curvo e quando forem A, B,C, ..., J se
tratam das coordenadas locais, e ambos variam de 0 a D—1. Quando as coordenadas forem
quadrimensionais, usa-se os correspondentes gregos, isto é, ji, I/, @, ... para as coordenada
do espacgo plano e i, v, a, ... para as coordenadas do espago curvo.

Esclarecido a notacao dos indices, realiza-se uma transformacao local de coor-
denadas {xM } — {SA} e com isso pode-se escrever £4 = ¢4 (2M) ou de forma equivalente,

_ ot

det = ax—deM (3.11)

onde as derivadas sao avaliadas no ponto de interesse. Os elementos da matriz de trans-

formacao entre as coordenadas envolvidas sao chamados de wvierbeins, definidos como

DA

oxM

e”m(z) (3.12)

sendo que os indices superescritos designam a linha e os subscritos a coluna da matriz.

Dessa forma (3.11) se torna
de? = ey (x)da™ (3.13)

e os elementos da matriz da transformagao inversa sao os vierbeins inversos,

oxM

W = oex

dé? = e M (x)de?. (3.14)
A relacao entre esses vierbeins obtida de

de?t = e yda™ = ety epMdel? = et yep = 52 (3.15)
também

dxM:eAMde:eAMeANdeieAMeAN:(S%. (3.16)

A métrica do sistema de coordenadas curvo pode ser escrita em termos da
métrica “flat”, levando em conta que na transformacao {5‘4} — {xM } o tensor métrico

pode ser escrito na forma
gun () = ey (z)eP n(2)naB. (3.17)

E de maneira analoga, a métrica inversa é escrita como g™V = e M (z)eg™ (x)n*?. Pode-

se verificar facilmente, usando (3.17) e a inversa da métrica que g™*gry = M. De



27
maneira analoga n4p pode ser escrita em termos das tetradas inversas da forma

nap = eaes™ gun (3.18)

e a inversa fica dada por 718 = e/ )eBygMY [14][15] [16]. Dado a defini¢ao de vierbein,
podemos agora definir a conexao de spin. Na base do espaco a conexao 'k, \ sera trocada
por uma conexao que relacione os dois sistema, essa conexao é chamada de conexao de

spin que é do tipo Q2,. Ela obedece ao mesmo principio que a derivada covariante usual.
DyXp = 0uXp — Q5 pXE + Q0 XY (3.19)

que é a propria derivada covariante de um espinor. O propésito em definir essa nova
conexao, ¢ de saber como ¢ a derivada covariante de um vierbein ou seja de um objeto
misto, que tem tanto indices do espaco curvo como do espac¢o plano e assim sera usado

os dois tipo de conexao como abaixo

Como podemos estabelecer um sistema de coordenadas em que a derivada da métrica é
nula (Vg,, = 0) também pode-se escolher um sistema de coordenadas de tal forma que a
derivada covariante do vierbein seja nulo Djysey = 0 para assim encontrar a relagao entre
os dois termos de conexao [16]. Fazendo a equagao acima igual a zero e organizando os

termos temos que

ou
Ayp = 6%(VM6Q )

sera provado agora que a conexao de spin é antissimétrica nos dois indices do espago plano

partindo de que

VM(HAB) =0 (3.23)
VM(GJXGBN) = O

6XVM(€BN)+6BNVM(€X) =0
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eNVarlepn) +e3Varleay) = 0
eanVar(el) = —esnVar(ed)
QMAB = —QMBA

Agora sera definir a relacao entre as equagoes de estrutura de Cartan e o tensor
de Riemann e o tensor de Ricci para, por fim, obter o escalar de Ricci com menos trabalho

e mais elegancia usando formas diferenciais.
3.3 Curvatura em 2-forma

Nesta secao sera demonstrar que a curvatura em 2-forma é equivalente ao
tensor de Riemann [I6] [§]. Foi optado por tomar um caminho diferente da literatura,
pois na mesma primeiramente é apresentado a relagao entre os vierbeins e a conexao de
spin para depois obtermos a curvatura. E mais intuitivo encontrar a curvatura em termos
de formas para entao vermos que ela é descrita por um conjunto de conexoes de spin,
assim nos motivando para encontrar a relacao vierbein-conexao para que possamos obter
a curvatura.

Partindo-se da seguinte relagao

Vi, Vilesp = Rpopueg + (qu - Fxozlu)vaeép (3.24)

sera entao escrita como

Rﬁc_fp,u - Rpa;wegeg (325)
Rﬁ&uu = aﬂan' - 8,,(255 + QZ&Q?}& - QE&Q% (326)

Usando a notagao de formas diferenciais temos

_ 1 - _ _ )

Ry = SRpuda’ Nda? = A, + o A O, (3.27)
, 1 o 5 .

R, = §R”&/—\de’\ Ne (3.28)

que é conhecida como curvatura 2-forma ou segunda equacao de estrutura de Cartan. E
visto entao que para encontrarmos o tensor de Riemann é necessario encontrar as conexoes
de spin. Agora se faz necessario a obtencao da primeira equacao de estrutura de Cartan

que relaciona os vierbeins com as conexoes. Partindo entao da derivada covariante de um
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vierbein vista no inicio do capitulo. Tomando a derivada covariante de um vierbein para
depois fazendo-se uso da mesma expressao fazendo a derivada apenas trocando os indices

do espaco curvo:

D€l = 0,5 — T e§ + Q&Mj\e,’;\ =0 (3.29)
Dy,e = 0,e5 — T 5+ Q% sep =0 (3.30)

Subtraindo as equacoes acima encontra-se que

Bues — 0yefs + Q% sep — Q% sen = (T4, —T0,)ed (3.31)

Usando a notagao de formas diferenciais onde e® = efdz” e Q) = Q%dz” e definindo o

tensor de tor¢ao como

(T, —T9 Jejdat A dz” (3.32)
nos obtemos:
de® + QS Nt =T° (3.33)

que é a primeira equagao de estrutura de Cartan. Considerando a torcao igual a zero,
teremos como saber quem sao as conexoes de spin se soubermos os vierbein, ficando a

equacgao de Cartan sem o termo de torcao da seguinte maneira

de® = —QF A & (3.34)

Assim mostrando que as formas diferencias e a definicao das equacoes de es-

trutura de Cartan reduzira bastante neste trabalho.
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4 KALUZA-KLEIN

A teoria de Kaluza-Klein foi uma das primeiras teorias de unificacao que tinha
a proposta de unificar gravidade e eletromagnetismo em uma tunica teoria gravitacional
em cinco dimensoes (5-D) por meio da introducao de uma dimensao extra do tipo espago.
Essa teoria gravitacional quando submetida a uma redugao dimensional recuperaria o

eletromagnetismo e a gravitacao em quatro dimensoes (4-D).
4.1 Unificagao e Dimensoes Extras

Antes mesmo da teoria da Teoria da Relatividade Geral (TRG) ser publicada,
o fisico finlandés Gunnar Nordstom (1881-1923) em 1914 propds uma teoria na qual a
gravitacao é descrita por um campo escalar acoplado ao trago do tensor energia-momento
conhecida como Gravitacao de Nordstom. Ele adicionou uma dimensao extra ao espaco-
tempo 4-D, obtendo uma variedade 5-D. Introduziu um campo vetorial de calibre de
cinco componentes, identificando a quinta componente como o campo escalar e as quatro
restantes como o potencial eletromagnético, mas devido a intimeras incompatibilidades
com os resultados experimentais ela foi abandonada [I7]. A ideia de dimensées extras ficou
esquecida por um tempo, mas voltou a aparecer na comunidade cientifica em 1921, com a
publicacao do artigo “Zum Unitétsproblem der Physik” [4] do matemético e fisico alemao
Theodor Kaluza (1885-1954) que propunha uma teoria gravitacional em 5-D onde a nova
dimensao era enrolada. Diferente de Nordstrom, Kaluza se apoiava na TRG que ja era
bem conhecida na época. O artigo foi publicado em 1921 mas ele ja tinha esbocado suas
ideias bem antes (1919), porém antes de publicé-las, Kaluza enviou para Albert Einstein
por meio de um rascunho do artigo original, Einstein estudou a ideia por dois anos antes
de finalmente recomendar que Kaluza as publicasse [18]. Posteriormente em 1926 o fisico
Sueco Oskar Klein (1894-1977) publicou um artigo [19] onde fez algumas modificacoes
na teoria devido considera-la incompleta, como no caso da nao aplicagao do principio
de covariancia geral. Por fim a teoria ficou conhecida por Teoria de Kaluza-Klein (KK)
servindo como base para varias teorias no ramo da fisicas de altas energias atualmente,
como teoria de super-cordas, super-gravidade, teoria M e varias outras, sendo assim, a

ideia de dimensoes extras muito importante.
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4.2 Construcao da teoria por Kaluza

A ideia de Kaluza para acrescentar uma dimensao extra ao espaco-tempo veio
depois que ele observou a semelhanca entre o simbolo de Christoffel I' e o tensor de campo

eletromagnético (field-strenght) F),,:

1
F;u/)\ = é(a,u,gl/)\ + al/g;D\ - a)\g/.u/) (41)
F,Lw = 8;1141/ - aVA,u; (42)

onde g, representa o tensor métrico, A, denota o quadrivetor potencial e os indices gregos
variando de 0 a 3 onde a componente zero representa o tempo. Kaluza notou que F),,
se tornaria um simbolo de Christoffel se ele introduzisse uma dimensao extra com uma
métrica tal que I',5 ~ F),,. Para isso é necessério identificar A, = g,5 e assumir que esta
quantidade nao depende da quinta coordenada z® [20]. Assim temos a seguinte métrica

proposta por Kaluza:

ds?® = vyap(a")dz?da® (4.3)
ds?* = g dztdz” 4 29M5dm“dm5 + gs5 (dx5)2

onde

Gu 9
YAB = p e (4.4)
g5 Ggs5

Uma vez que as quantidades fisicas usuais dependem apenas do espago-tempo

4-D usual, a métrica nao depende da coordenada da quinta dimensao:

85’}%3 =0 (4.5)

essa imposicao é conhecida como condi¢ao de cilindricidadeﬂ de Kaluza. Tomando essas

condigoes acima citadas , Kaluza calculou o simbolo de Christoffel para 5-D

1

F;w)\ = 5(8,ugu)\ + a)\g;w - 8Vgu)\)
1

Fm/5 = §(augu5 + aSQuu - an,u5)

2Neste caso refere-se a condicio da quinta dimensdo ser compacta.
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1
F;WS = 5(8,ugu5_augu5)
(4.6)

Vemos portanto que o simbolo de Christofell ¢ igual ao tensor Fj,, do campo eletro-

magnético com uma constante 2a.. Portanto temos:

1
FNV5 - 5(8#91/5 - al/g,u5) = (auAy - a,,AM) - aF/,Ll/ (47)
Kaluza ainda mostrou que outra consequéncia era a obtencao da seguinte relacao:

Ew,)\ + FV)\,M + F/\,u,u =0 (48)

Por fim se mostrou que um mundo em 5-D, onde s6 existe a gravitagao, poderia
ser equivalente a um mundo 4-D que existe gravitacao e eletromagnetismo. Porém sua

métrica (4.3) ndo era invariante sobe transformagoes gerais de coordenadas.

4.2.1 Contribuicoes de Klein

Oskar Klein fez importantes modificagoes na teoria de Kaluza publicando-
as em um artigo [19] em 1926, onde ele preocupou-se com a covariancia da teoria mas
deixando a condigao de cilindricidade. Sua preocupacao era que a teoria de Kaluza teria
que ser covariancia sob transformacao geral de coordenadas, ou seja as novas coordenadas
teriam que depender das antigas z'#(z*,2°) e y/(2*,2°), mas como a covariancia é um

. ;. 4 ;. ’ . m
principio que s6 pode ser comprovada em 4-D serd imposto que x *(x*), ou seja % =0,

_— e g . . o

e a condicao de cilindricidade teria que valer no novo sistema de coordenada, g £ =0.
Sera construir uma teoria com essas caracteristicas partindo de uma trans-

formacao geral de coordenadas, impondo as condicoes acima. Sabe-se que uma trans-

formacao geral de coordenadas é dada por:

P ozt 0P
gop(w A) = 0z'C ax—,DgAB(x) (4.9)

Pegando agora o termo g,5 e ver como ele se comporta.

oxd 0xB
/ 1A
Gus(27) = D s IAB (4.10)

mas pela condicao de cilindricidade imposta por Kaluza a métrica nao pode depender da
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dimensao extra, portanto:

0z Ox* ox®
9s5(2") = D 945 = G I + v 955 (4.11)

Impondo agora as seguintes transformagoes

1’ — 2% =2 fe(a¥) e =2t (4.12)

teremos que

gly5(xly) = gus + 0,(2") 55 (4.13)

Kaluza adotou ¢gs5 = «, onde « é uma constante, fazendo com que a expressao acima seja
equivalente a uma transformacao de gauge. Portanto, as transformagoes de coordenadas
mais gerais para este caso sao as transformacoes (4.12).

Com o estudo destas transformagoes Klein percebeu que a métrica proposta
por Kaluzaﬂ Y = g DAO era consistente com a covariancia, ou seja, a métrica ds* =
Yuwdrtdz” nao é invariante sob as transformagoes (4.12). Para que seja obtido a métrica
proposto por Klein, iremos partir da agao de uma particula relativistica de massa m em
4-D interagindo com um campo eletromagnético A, e posteriormente criar uma acao em
5-D para o mesmo sistema fisico e comparar as Lagrangianas obtidas nos dois casos.

Sabe-se que a acao de uma particula relativistica de massa m movendo-se num

espago-tempo de Minkowski em D-dimensoes é

S = —m/ds = —m/ V Nuvdatdx” (4.14)

onde p,v = 0,1,2,...,D — 1 e no qual usamos o tensor métrico n,, = diag(+,—, .., —).
A acao acima é invariante por reparametrizacao ds = j—f\d)\, onde A é um parametro

arbitrario ao longo da linha-mundo. Assim temos que

dx* dxv Mo
y————d\ = — V 22d )\ 4.1

. m .
onde definirmos %" = z#, onde z# = z#(\).

A agado (4.15) é invariante sob transformacgoes na forma A — X' = f(\) com f

3onde guv € a métrica do espaco-tempo quadridimensional
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sendo uma funcao arbitraria de A\ e portanto a Lagrangiana desse sistema é dada por

L=-—mV? (4.16)

com 2 = n,a#z”. A equagao de movimento da particula é dada por - (8874#) =0, onde

obtemos que o momento conjugado ¢é

Ly

V72
que da a seguinte equacao de vinculo
p=p*—m?*=0 (4.18)

Mas se escolhendo-se o parametro A como sendo o tempo préprio da particula A\ — 7

teremos que z2 = 1 assim a equacio (4.17) torna-se

onde 22 = 1 passa a ser 0 novo vinculo no lugar de (4.18).
A Lagrangiana (4.14) pode ser escrita de uma forma mais geral e ficil de se
trabalhar e que ainda respeite as equagoes de movimento e os vinculos, pois a Lagrangiana

(4.16) nao descreve paticulas de massa zero e ainda tem um termo de raiz quadrada. Para

T O N =
= = — dA 4.2
S 2//\1 e 62+m (4.20)

onde e é uma varidvel auxiliar tal que e = e(\), e que nao adiciona nenhuma nova

isso usamos a acao [21]

dinamica nas equagoes de movimento. Essa nova variavel se transforma como ¢ = %e e

’*(N') = x#(\) tornando a agdo acima invariante por reparametrizacao. Variando a agao
(4.20) obtemos as seguintes equagoes de movimento
08
de

6S d [+

2

= 0= 22— e’m? =0 = 22 = *m? (4.21)
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onde temos que

R (4.23)

Se tomarmos o parametro A como o tempo proprio (A — 7) teremos 22 = 1 e portanto
e = 1/m, podemos notar que se substituirmos a equacao (4.23) na agao (4.20) obteremos

a agao (4.15), provando a seguinte equivaléncia S = S. Entao a nova Lagrangiana fica

SR
L="=—+em? (4.24)
€

mostrando que nossa agao (4.20) é uma acao mais geral pois podemos descrever agora
particulas de massa zero e nao temos mais o termo com raiz quadrada.
Para o caso de uma particula relativistica de m = 0 e fazendo (A — 7), onde

T é o tempo préprio, temos que a acao S se torna

B 1 T2 9
S = —/ Tdr (4.25)
2 /)4 €
e conseguintemente
22 =m?? =0 (4.26)

ou seja, se m = 0 pode-se atribuir qualquer valor para a variavel e, em particular e = 1.

Apo6s tais consideracoes a acao fica

T2
S = % / (Muxha?) dr (4.27)
Tl

Agora considerando o caso de uma particula relativistica de m = 0 interagindo

com o campo eletromagnético, nossa acao fica

1 T2 o q T2 )
S = —/ Nt dr + —/ Ay xrdr (4.28)
. c

2 1 71
Para introduzirmos a gravita¢ao na ac¢ao acima basta trocarmos o tensor métrico 7, —

9w, assim obtendo

T2 T2
S = / guaravdr + 4 / A, zvdr (4.29)
71 CJn
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onde a Lagrangiana da acao acima é
L = guaha” + %Auaf“ (4.30)
e obtem-se que o momento conjugado ¢é
Py = g’ + %AH (4.31)

Trabalhando agora com a equacao em 5-D da gravitagao (gravitagao + eletro-

magnetismo) em 4-D, definimos 24 = (¢, 7, y, z,w) = (2*,w). Pode-se definir uma acio

da seguinte maneira para o caso de 5-D,

.1 [T2 .o 1 (72 .o .
5= §/ yaprialdr = 5/ g a¥ + 29,507 + gs51?] dT (4.32)
71 71

Assim a Lagrangiana fica
| . . 9
£ =3 [guara” + 25000 + g5510°] (4.33)

Usando agora a equacao de Euler-Lagrange para encontrar o momento conjugado e w

obtém-se,

oL

o = P, =, + gsuth (4.34)
d (0L oL
o ( 6’1&) 0 e portanto 50 cte =a (4.35)

e assim encontramos o seguinte resultado para w,

4t
i = L It (4.36)
G55 gs5

Substituindo o valor de w em (4.32) e (4.34) obtemos que:

.1 [m? 50 :
S = _/ [(guu _ Yus9 5) T 9905 +aw|dr (4.37)
2/ 955 gs5
o= (o= 202 ) 1 200 (4.3
55 Js5

e por fim vemos que o termo aw da equagao (4.37) é um termos de superficie e quando
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integrado é zero, portanto obtemos que a agao e sua Lagrangiana sao

.1 [ 50 :
S = _/ |:(g;w _ M) Tl + %ZB :| dr (439)
2 Jn gs5 355
f-t <g - 9“59”5) gng 4 = 29 (4.40)
2\ Js5 2 gss

agora se compararmos as lagrangianas (4.40) com a (4.30) nota-se que 7, = <9;w — %> ,

que ¢é diferente da proposta por Kaluza (v,, = ¢,,). Também nata-se que g5, = gs54, €

a = 2q/c. Assim a métrica fica

ds® = g datdz” — gss(dw — gﬂdm“)Q, (4.41)
955
onde
v — 955 A, A, A
AR = Juw — 9554 9554, (4.42)
G55 Ay —Ys5

e sua inversa ¢ dada por

v AY
A [ (4.43)
A, —1/gs5 + A, A"

que é uma métrica invariante sob as transformagoes (4.9), (4.12) e (4.13) definindo-se
gs5 = «, onde o é uma constante. Assim essa métrica é invariante sob uma transformagao
geral de coordenadas e sob uma transformacao da coordenada extra acompanhada de uma

transformacao de calibre.
4.3 Acao de Einstein-Hilbert da teoria KK

Klein ainda calculou a acao de EH em 5-D, variou-as e encontrou as equagoes
da TRG de Einstein, onde o tensor energia-momento das equagcoes é justamente o tensor
energia-momento do campo eletromagnético [19]. Para a obtengao da agao de EH em 5-D

teremos a seguinte equagao:

1

S = _
167G

/ R\Adx (4.44)
Q

onde GG, R e 7y representam, respetivamente, a constante gravitacional, o escalar de Ricci e
o determinante do tensor métrico 745 . Para um caso mais geral da redugao dimensional

de 5-D para 4-D vamos considerar nas equagoes (4.42) e (4.43) que gs5 = ¢(z*), onde
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¢(z") é um campo escalar, e posteriormente podemos tomar o caso particular tomado por
Klein quando fizermos ¢ = cte. Vamos calcular os simbolos de Christoffel fg‘c onde o

indice latino A =0, 1,2, 3,5, assim temos que

- 1
P5e = E’YAD (Ovcp + Ocype — OpBC) (4.45)

de onde tiramos os seguintes resultados.

- 1

[ = 50" (4.46)
~ 1 5

F?S = §A 8V¢

F I L

. 1 1 L1 ,

P5,u = §¢8u¢ + §¢AVFM - 514“14 al,gb

= 1

F/;A = Flul)\ - %A(VF;\L) + §g“aAl,A,\8aq§

R 1 1 ) A,

P;sw - ABF;BW - 58(,“41,) - %A(uau)ﬁb - §AAA(MFV),\ + TA#A,,ﬁAgb

onde F,, = 0,4, — 9,A, e I'"', é o simbolo de Christoffel em 4-D. Com esses resultados
pode-se calcular o tensor de Ricci Rup e posteriormente o escalar de Ricci R. O tensor

de Ricci é dado por

RAB = angC - 80ng + ngfgc - f‘nggB (4-47)

onde, usando os valores dos I'), acima, obtém-se

S S D, potp  P*F*?
Rss = 2V o+ 10 + 1 (4.48)
. 3 A A
Rs, = Faaa¢ _ gv,, F - #v% ;a%a,,qb + A F? (4.49)
> 3 o ¢ o 1 2
R, = R, — 18 PALF ) — ¢V uVip — Vo oAy + —V PALA, (4.50)
d) u¢al/¢ 2
+4Fa(qu) + 157 + 4¢(V¢) AA, + — A A F

onde R, ¢ o tensor de Ricci em 4-D. Com esses resultado obtemos o escalar de Ricci
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A AB F @ Oupdte Lo

Bo= g%Rap =Rt pF"E = =0 5+

o Qﬁ 2

R = R+- FWF , +—=0v0¢ 4.51

Assim vemos que podemos também obter o escalar de Ricci com menos trabalho e com
mais elegancia usando o formalismo de formas diferenciais e as equagoes de estrutura de
Cartan, que foram abordado em capitulos anteriores.

Agora substituirmos o valor de R em (4.44) temos a seguinte agao

SKK -

(R+ —F"E,, 2¢D\/5> dx / dw (4.52)

que é a acao de Kaluza-Klein. Assumindo que a dimensao extra é compacta e varia de

167G

0 até 2mr , onde r é o raio de compactificacao da dimensao extra, e que [J¢ é um termo
de divergeéncia que quando integrado ¢ zero, e fazendo um reescalonamento no campo A,

A, — kA, temos a seguinte acao

R 2
Sren = 2 / V=90 (R + @FWFW) d*z (4.53)
167G 4

onde temos que

G
G=o-

(4.54)

em que G é a constante gravitacional em 4-D e onde definindo a nova constante & como

k = 4v/7(G. Assim obtemos a acao

Skx = ﬁ / V—g9v¢ R ( + —F“”F,w) d*z (4.55)

esta ¢ a acao de Kaluza-Klein no referencial de Jordan. Neste referencial o compo escalar
¢ tem um escalonamento global diferenciando-o da a¢ao de Kaluza-Klein no referencial de
Einstein que nao possui este campo escalar. Variando a agao acima obtemos as seguintes

equagoes de movimento [22] [23]

k¢ 1 1
G = 5T+ 55080 = VaVeb) + 15 (VudVo6 = 9. Vad ¥ 9)(4.50)
SEH
V= = 5 8,0 (4.57)
_ ¢2k’2 w qubqub
O¢ = ——F"Fu+—"—— 2 (4.58)
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onde TfyM = —FNAF,,,\ + %2 F, F* que é o tensor de energia-momento e F,, = 9,4, —
0,A,. Temos entao o chamado milagre de Kaluza-Klein, pois obtemos o tensor momento-
energia do campo eletromagnético em 4-D partindo de uma teoria puramente geométrica
em 5-D, Kaluza adotou que Gun = 0 ou a propria geometria em 5-D gera o tensor
energia-momento em 4-D. Neste contexto temos dois casos importantes, o primeiro sendo
¢ =constante e no segundo A, = 0.

Para o primeiro caso no qual o campo escalar constante iremos assumir ¢ = 1

e obteremos a seguinte agao

A 1 k?
=—— [ V=g —FWE . 4.
Skk 167G / g (R + 4 HV> d'x ( 59)

Esta acao descreve a gravidade de Einstein em quatro dimensoes acoplada a um campo

eletromagnético, e consecutivamente obteremos as seguintes equagoes de movimento:

k2
G = ET,E,M, (4.60)
V. P = 0 (4.61)
(4.62)

Assim, a teoria da relatividade de Einstein e o eletromagnetismo foram su-
postamente unificados [24]. Contudo esta escolha de ¢ nao é consistente com a equagao
(4.58) se " F,,,, # 0, fato primeiro notado por Jordan [25] e Thiry [26]. Assim a restrigao
A, = 0 nos mostra que estamos trabalhando em um referencial especial, ou seja, se nao
podemos escolher um referencial onde A, # 0 a teoria de Kaluza-Klein nao ¢ invariante
sobre transformagoes gerais de coordenadas e mesmo adotando A, = 0 nao teremos uma
unificacdo ja que teremos apenas o termo gravitacional. Podemos deixar a ac¢ao (4.55) pa-
recida com a acao de Einstein-Hilbert adicionada da agao do campo eletromagnético sem
precisarmos assumir ¢ = constante fazendo uma transformagao conforme. Quando traba-
Thamos com a acao (4.55) dizemos que estamos no referencial de Jordan, assim passaremos

do referencial de Jordan para o referencial de Einstein onde nao teremos a dependéncia

de /¢ em R.

4.3.1 Transformacao Conforme

Vimos que pela agao (4.55) podemos obter os equagoes de Einstein e as equagoes
para o eletromagnetismo, porém apenas quando fazemos o caso em que o campo ¢ é cons-

tante, mas podemos considerar ¢ sendo dinamico porém temos que nos assegurar que a
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Teoria da Relatividade Geral que tem como base o Principio de Equivaléncia continue
valendo mesmo quando temos um campo ¢ variando. Nosso problema é que na teoria de
Einstein em 4-D, equagao (4.59), ndo temos nenhum campo escalar do tipo /¢ multi-
plicando o escalar de Ricci diferente da agao em (4.55), assim teremos que eliminar este

termo usando uma transformacao conforme na métrica [27] [24] da seguinte forma:

G = LG (4.63)

e escolher o fator apropriado 2 também chamado de fator de Weyl. Em um espacgo-tempo

em D-dimensoes o resultado da correspondente mudanca do tensor de Ricci é

Ry — Ry — (D —2)V,V,InQ — 6,9V VslnQ + (D — 2)(V,InQ)V,InQ  (4.64)
—(D = 2)4,,9°" (VoInQ) V 5ln

Assim temos que o escalar de Ricci muda para

R— Q%[R—2(D—1)0inQ) — (D —2)(D — 1)(VInQ)?] (4.65)

Fazendo a transformagao conforme na agao (4.55) para D=4 onde /—g — Q*/—g, obte-

1 . ~
mos que o valor do fator escalar {2 = ¢~1 teremos a seguinte agao

L1 o2k ., 158,00"¢ 309\ ,
SKK—W/“__QG“ e T Ty ) )

ou, fazendo uma integracao por partes nos ultimos dois termos da integral, temos

2 )2 3 00"
Sk = e / V=g <R+¢ F"Fuy = 2 “‘Zz ¢> d'z (4.67)

Depois desta transformacao conforme, estamos agora no referencial de Einstein. Vemos
que conseguimos eliminar o termo que acompanhava o escalar de Ricci e obter uma acao

similar a acao (5.59).
4.4 Compactificagao

Falamos da quinta dimensao até agora como uma ferramenta matematica mas
nao falamos nada sobre sua natureza Fisica e o fato dela nao ter sido observada experi-

mentalmente. Somente em 1926 foi que Klein estendeu a ideia de Kaluza onde ele havia
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postulado a independéncia dos campos com relagao a dimensao extra [20]. Klein sugere
que a dimensao extra poderia ser compactificada em um circulo de tamanho 27r ~ M, L
de modo que a variedade Vj resultasse do produto direto V5 = V; x 57, onde Vj denota
uma variedade Riemanianna (espago-tempo) e S; um circulo que é a variedade relacio-
nada ao grupo de simetria U(1) do eletromagnetismo. Isso nos indica que qualquer campo
f(z", w) se torna periédico em relagdo a quinta coordenada que denotamos como w, de
modo que f(z",w) = f(x*,w + 27r), onde r representa o raio da quinta dimensao. Essa
simetria circular nos permite expandir a métrica e os campos em série de Fourier com

respeito a dimensao extra tal que possamos escrever nossos campos da seguinte maneira:

gun(zt,w) = Z gZ,,(:z:“)eiT, (4.68)
Av(atw) = Y Al(ah)e™, (4.69)
olat,w) = Y ¢"(at)e T, (4.70)
) (4.71)

onde o superescrito n refere-se ao n-ésimo modulo de Fourier. Para o caso do campo

escalar temos a seguinte acao
S = /d5x8M¢(x”,w)8M¢(x“,w), (4.72)

e expandindo o campo escalar em série de Fourier ficamos com a seguinte acao
1 - n?
5= / d's [58u¢<°>a“¢<°> +y (amwaw(m - ;qs%(m)] | (4.73)
n=1

Para esse resultado assumimos que ¢ é um campo real o que implica que ¢~ = (™1,
Podemos escrever a agao em 5-D para cada campo, expandindo-los em série de Fourier e
integralos na quinta dimensao para, em fim, podermos ver que a agao obtida por Kaluza é
na verdade o médulo nao massivo, ou seja n = 0, na expansao da série de Fourier, e para
n # 0 teremos as torres de Kaluza-Klein que sao os médulos massivos da série. Portanto

vemos que a relagao entre a massa e o raio da dimensao extra ¢é

m o~ (4.74)
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onde r é o raio da dimensao extra e n sao os n-ésimos termos da expansao da série de

Fourier. Podemos ainda generalizar para

m2=" (4.75)

Contudo vemos que para n # 0 e adotando a ideia de Klein onde nao vemos
a dimensao extra devido seu raio ser muito pequeno, entao teriamos para o caso massivo
particulas com massas muito grandes. Se r fosse da ordem do comprimento de Planck,
107%3cm, as massas seriam da ordem de 10'GeV (a massa de Planck), uma escala tao
enorme que impossibilita a observacao destes tipos de particulas em escalas de energia
comuns ao modelo padrao de particulas, assim ignoramos os modos massivos de Kaluza-
Klein e trabalhamos apenas com o modo nao massivo e real (o modo-zero de Kaluza-
Klein)[2§]. Se adotarmos que o raio é muito grande fazendo assim desaparecer o problema
de particulas muito massivas, teremos outro problema pois ja que o raio da dimensao extra

¢ muito grande, essa dimensao ja poderia ter sido observada.

4.4.1 Mecanismos de Compactificacao

Vimos que para que a teoria de Kaluza-Klein recaia em uma teoria de 4-D
tivemos que fazer uma redugao dimensional baseada na ideia de que a quinta dimensao
era compacta e mostramos que ela nada mais é do que o mdédo zero de uma expansao
dos campos por série de Fourier, porém esse é o caso que tem uma solugao classica de
compactificacdo espontanea, mas se quisermos uma teoria tipo Kaluza-Klein em (4+D)-
dimensdes com (D>1) ndo podemos usar o mesmo método usado anteriormente, pois as
solugoes ja nao sao tao triviais. Devido essa complicacao em compactificar a teoria com
D-dimensdes extras foram criados varios mecanismos de compactificagao espontanea (ba-
seado em um tensor de campo totalmente antissimétrico, Campos de Yang-Mills, flutuacao
quantica, monopdlos, instantons, generalizagao da agao em grandes curvaturas, ... )[14],
nos nos concentraremos no primeiro caso que é a introdugao de um tensor totalmente
antissimétrico na teoria de Kaluza-Klein.

A compactificacao espontanea se baseia na introducao de um tensor totalmente
antissimétrico, que serd um tensor de energia-momento na teoria de Kaluza-Klein, assim
acabando com a ideia original de Kaluza que queria obter as equacoes de movimento em 4-
D por meio de uma teoria totalmente geométrica em 5-D. Esse método de compactificagao
¢ chamado de compactificacao de fluxo onde nosso tensor antissimétrico ¢ uma espécie de
fluxo de campo, e foi primeiro introduzida pelos Fisicos Peter Freund e Mark Rubin em

1980 [29] para estudos de Super-Gravidade em 11-D. Para uma teoria da gravitagao em 11-
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D (super-gravidade) ndés podemos encontrar 7 ou 4 dimensoes do tipo espago compactas.

Pelo exemplo de compactificagao de Freund-Rubin nés comegamos conside-
rando a acao de Einstein-Maxwell em D-dimensoes, sabendo que o tensor do campo ele-
tromagnético F),, ¢ uma 2-forma, como visto em capitulos anteriores, e que consideramos
esse tensor como um fluxo do campo eletromagnético podendo assim compactificar 2 ou
(D — 2)-dimensdes espaciais se nés escolhermos uma forma especifica para a métrica e

para o campo de fluxo. As equactes Einstein-Maxwell em D-dimensées sao

1 1
RMN 5gMNR = —8rG(FMFPN — Z—lgMNFABJ«‘”“B) (4.76)
VuFY"N =0, (4.77)

onde FMY & um tensor de rank dois totalmente antissimétrico. Podemos ver que a solucao
das equacoes acima de um espaco-tempo de D-dimensoes como um produto de duas
variedades Riemannianas, uma de 2-dimensoes e a outra de (D — 2)-dimensoes: Vp =
Vo X Vp_o, similarmente ao caso da teoria de Kaluza-Klein em 5-D que era composto
como Vs = V4 x S;. Sabemos que o tensor Fj;y é proporcional ao tensor de Levi-Civita

em V5. Com isso podemos escrever, nossa métrica em blocos como sendo

gMN = ( ) ! ) (4.78)

0 gmn(xq)

onde u, v, p=1,2em, n, g =D — 2. As equagoes de Maxwell admitem a seguinte

solugao
FMN (EMN/\/E> f, (4.79)
onde
MN — e para M=p e N=u, (4.80)
eMN =0, para qualquer outro caso
onde temos que e = —e"* e que ¥ = 41 para ; < n, g é o determinante da métrica

gun, € f é uma constante com dimensao de massa ao quadrado. Assim notamos que o

termo FupF4P das equacoes de Einstein d4 um termo de constante cosmolégica geral:
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FupFAB — (GAB. |gD(f.(€AB/\/Eﬂ)‘f (4.81)

FapF*P = 2f%sgn(g)

Temos que os primeiros termos sao nulos exceto para M = p e N = v, onde este é
proporcional a ¢™¥. Assim o termo de fonte das equacoes de Einstein reduz se a termos de
constante cosmoldgicas com diferentes valores para V5 e Vp_o5. Com isso podemos definir
o escalar de curvatura de V, como Ry = ¢"VR,,,, e para Vp_s temos Rp_s = ¢"" Ry, onde

R = Ry + Rp_»[29] [30]. Assim obtemos as seguintes escalares de curvatura

D—-3
o=\ Ro= =252 (4.82)
D —
onde
A = 87G f2sgn(gs) (4.83)

Por fim vemos que para uma variedade Riemanniana compacta o seu escalar
de curvatura tem que ser negativo. Notamos que para D > 4 temos que G f? > 0 assim
Ry e Rp_5 tem sinais opostos enquanto que Rp_5 € g tem o mesmo sinal. Isso implica
que quando a dimensao temporal estiver em V5 a variedade Vp_5 é compacta e vice-versa.

Agora podemos generalizar a compactificagdo para (q)-dimensoes bastando
trocar o campo vetorial na equagao (5.76) por um tensor de fluxo de campo totalmente
antissimétrico de rank (¢ — 1) e correspondentemente o tensor do campo eletromagnético
sera entao componentes de um tensor totalmente antissimétrico de rank ¢ podendo assim
estabilizar a compactificagao de g ou D —q dimensoes. Nossa acao (D)-dimensao Einstein-

Mlaxwell é
d

onde R é o escalar de curvatura, F{, ¢ o fluxo de campo em g-forma e g = det(gan), ¢
o determinante da métrica total. Variando a acao (4.83) teremos a seguintes equagoes de
Einstein

1MNR

RMN =
2g

= —8rGTMY, (4.85)

1 1
TMN — FLi\{.LqilFLl...qulN _ —FQQMN, (486)
(¢ —1)! 2!

Vo FME-Lbar = (4.87)
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se contrairmos o tensor de Einstein usando a métrica inversa g,y teremos a expressao do
escalar de Ricci R do espago (D)-dimensoes

(2¢ — D)

R=Xp2y

(4.88)

substituindo o escalar de Ricci na equagao (4.84) obteremos uma geral expressdo para o

tensor de Ricei:

1 1 (¢g—1
RMN — 871G {WFL?{.LQ_IFLL..LQ_IN . aﬁFQgMN} (489)

assim como feito anteriormente podemos escrever essa variedade como Vp = Mp_, x N,

tal que a métrica é da forma

JMN = ( 9w (") ! ) (4.90)

0 Gmn(x?)

onde o escalar de curvatura pode ser escrito como uma soma dos dois escalares das sepa-

radas variedades R = R, , + Ry, € onde o escalar Ry, e o Ry, sao dados por

1 1g—1

RNV — F 7 FL1~--Lq—1V . Nz 491

Mp q (q _ 1)' L1...Lq,1 q' D 2 g ( )
1 1g—1

mn  __ F m FLl...Lq_ln - mn 492

Nq (q _ 1)‘ Ll...Lq_1 q' D 2 g ( )

agora escolhendo a g-forma campo fluxo proporcional ao completamente antissimétrico

tenso em [V, temos

P = puguta) (@00l (1.9

onde

MN = eml“'mq/\/—_gq, (4.94)

MN = 0, para qualquer outro caso.

onde f é uma constante a ser definida. Por fim nos obtemos o escalar de Ricci nas duas
variedade anterior contraindo com a métrica inversa e obtendo
(D—-q-1)

(D =9¢-1) 4
RMD,q—)‘ (D—Q) , € RNq—_/\ (D—2)

(4.95)
onde

A = 87G f*sgn(g,) (4.96)
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vemos que se escolhermos ¢ = 2 recuperamos o resultado de Freund e Rubin. Por fim
mostramos que o escalar tem sinal oposto do escalar da variedade M p_g, assim sendo uma
variedade compacta. Provamos assim que a introducao de um tensor de fluxo g-forma

pode compactar naturalmente p ou q dimensoes espaciais.

4.4.2 Kaluza-Klein em formas diferenciais

Vamos agora calcular o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o seu escalar
na teoria de Kaluza-Klein usando formas diferenciais, mostrando assim que é bem menos
trabalhoso [27] [24]. Usaremos a notagao de vierbein descrita nas sessoes anteriores onde
os indices do espaco-tempo quadridimensionais curvo serao representados pelas letras
gregas i, v, a, .. e que variam de 0,1,2,3 e os indices do espago-tempo plano (espago de
Minkowski) serdo representados por fi, 7, @, ..., € assim temos que g,,, = ele)n;;. Usando
nossa métrica (4.41) e escolhendo nosso gss = —¢ e nosso —gs,/gs5 = A, e tomando

dw = dx® podemos obter nossa base ortonormal 1-forma partindo da seguinte expressao:

ds* = g datdz” + ¢(da® + A,da")?, (4.97)

onde, fazendo a mudanca para o espago plano, temos

ds® = nupel epdatde” + ¢(da® + A,dat)? (4.98)
onde definimos que
wh = e dat (4.99)
W' = o(de® + A,dat) (4.100)
(4.101)

podemos entdo ver que €’ = \/$, €°, = \/pA, e ¢y = 0. Agora usando a primeira
equagao de estrutura de Cartan com termo de tor¢ao nulo (de® = —Q¢ Ae*) encontraremos

a conexao de spin. Fazendo a derivada exterior da forma (w®) obtemos

=1
dw® — §¢_1/28p(¢)dx" A (dx® + A,dat) + ¢120,(A,)da? A dat (4.102)

sabendo que F,, = 0,4, — 0, A,, usando a antissimetria de dz” A dz* e a transformagao

0, = e?,0, obtemos que

dw’®

. gl .
= Q—(b@ﬁ(gb)w” Aw® + %Fupw” A wh. (4.103)
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Comparando agora o nosso resultado com a primeira equagao de estrutura de Cartan para

a quinta dimensao (dw® = —Q% A eP) vemos que nossa conexao de spin é
s ¢1/2 _ 1 z

Usando a antissimetria dos dois indices ortonormais, nos também encontramos o valor de

O = onde precisaremos a seguir. Calculemos agora a derivada exterior dw*,

dw™ = Q5 Aw” — O AW (4.105)
A versao quadrimensional da primeira equacao de estrutura de Cartan é
O N (4.106)

implicando assim que

_ | .
O = O + S ¢' 2R (4.107)

obtendo assim a conexao de spin nos dois espacos.

Agora em posse das conexoes de spin podemos obter o tensor de Riemann e o
tensor de Ricci usando a segunda equagao de estrutura de Cartan, onde as componentes
R* »pe formam o tensor de curvatura de Riemann no referencial ortonormal onde estamos
trabalhando. Neste mesmo referencial a correspondente expansao da conexao de spin é
da forma Q" = Q" dz® onde O, sdo os coeficientes da conexao.

Calculemos primeiro a curvatura da forma R': que é

R, = dQF. + QF) A Qs (4.108)

5=

Ao longo da direcao w” A w? nds encontramos as componentes do tensor de curvatura

R, = %eb“?D“(Fap) + ﬁ (2D"(9) Fop + Da(¢)F," — Da(9)F,")  (4.109)

onde usamos a relagao de que D;(F5;) = V,(F55)e; para a derivada covariante e simpli-
ficamos o resultado usando a identidade de Bianchi D;(F55) + Ds(Fpn) + Ds(Fus) = 0.

Com um célculo similar encontramos as componentes para a direcao w? A w®
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_ __ 1 _ 1
R = SFW Ry = LDy(D6) + D" (0)D5(0) (1.110)

Estas sao todas as componentedo do tensor de Riemann que envolvem o indice

da quinta dimensao. Para o caso da componete do tensor de Riemann em 5-D com respeito

aos Indices iV temos

Ry = dQ + S A QY + A, (4.111)
e com isso obtemos que
_ - 10} - _ _
R’uﬁﬁa- = R’uﬁﬁa— + Z (2Fgqu5 - FﬁuFa-I; - Fa.MFIjﬁ) (4112)

que tem a correta antissimetria nos dois primeiros e nos dois ultimos indices. Nos também
vemos que a simetria Rz = Ryspp € satisfeita. O tensor de Ricci é definido em 4-D
como sendo Ry; = R',;; e similarmente em 5-D. Ele é simétrico nos dois indices, e suas

componentes sao

_ ,, 1 _ 1

R = SPPF, - DD 0) + 15D (0)Di(0) (4.113)

R — ﬂﬂpﬂ(p,,) + 3 F,DM(6) (4.114)
7 9 vp 4¢1/2 v .

_ 1 i 1

Ry = Rys — §¢FD“FM. — %DG—,((b)D,;(qS) (4.115)

" em termos da coordenadas

Para o escalar de curvatura temos que R = R,

base temos

_ 1 1
— I /112 _\T72
R= R = 3P Fu = oV (¢) +

Por fim obtemos o mesmo escalar de curvatura por um meio mais rdpido e elegante

1 2
27&(%05) (4.116)
usando formas diferenciais e que as equagoes de estrutura de Cartan, onde vemos que o
formalismo, é bastante poderoso, se tornando uma ferramenta fundamental para quem
trabalha em teorias de campo. Podemos encontrar os tensores de Ricci na base curvilinea

; N el i 5 B 5 _ 41/2 5 _ 41/2
usando os vierbein e, juntamende com as relagoes €5 =0, €, = ¢ 12A, e 25 = ¢Y/2.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho exploramos varios aspectos da teoria de Kaluza-Klein e vimos
que a teoria nao unifica realmente o eletromagnetismo com a gravitagao, porem vimos
as possibilidades que a adicao de uma dimensao extra causa em uma teoria, que neste
caso, nos levou a uma teoria mais abrangente e nos deu dicas de como proceder para
uma possivel unificagao. Assim podemos afirmar que um dos caminhos mais atraentes
para uma teoria de grande unificacao seja a introdugao de dimensoes extras nas teorias
existente ou criando teorias que ja partem do pressuposto que existem mais do que quatro
dimensoes. Essa afirmacao vem realmente sendo comprovada teoricamente com o grande
avanco de teorias que se apoiaram na ideia de Kaluza e Klein. Também constatamos
que a ideia primordial de Kaluza foi perdida ja que para uma teoria com mais de uma
dimensao extra temos que usar ferramentas para compactifica-las, que no nosso caso
foi a compactificagao de Fluzo onde se adiciona um tensor energia-momento totalmente
antissimétrico, assim nao obtendo uma teoria puramente geométrica que era sua ideia
original. E por fim vimos que é muito vantajoso se trabalhar com formas diferenciais pois
as mesmas se mostraram ferramentas poderosas para tal estudo uma vez que sua algebra
nos permitiu obter os mesmos resultados em um menor tempo. Como continuacao da
pesquisa iremos abordar o modelo de Kaluza-Klein com 2-dimensoes, assim trabalhando
com um modelo de dlgebra nao abeliano, e com isso podermos analisar suas consequéncias

em termos de teoria de unificacao.



o1

REFERENCIAS

[1] LEITE, J. P. O Nominalismo de Quilherme de Ockham:Ontogolia e Seméantica. Resista
Thaumazein, Ano IV,Ntumero 08, Santa Maria, 29-45.

[2] ALENCAR, GEOVA;TAHIM, M. O; MUNIZ, C. R.;COSTA, R. N. Teorias de Tudo
como Projeto de Pesquisa. Revista Cadernos de Estudos e Pesquisas do Sertao, Qui-
xadd, v.1, n.1, jul. -dez. 2013,107-115 |.

[3] The Nobel Prize in Physics 1979. Disponivel em: < http
//www.nobelprize.org/nobelyrizes/physics/laureates/1979/  >. Acessado em:
18/07/2016 as 14:01.45

[4] KALUZA, T. On the Problem of Unity in Physics. Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss.
Berlin Math.Phys., HUPD-8401,966-972,1921.

[5] NORDSTROM, G. Relativititsprinzip und Gravitation, Physikalische Zeitschrift, 13,
1126-29,1912

6] ALMEIDA, T. S. Geometria de Weyl e a Teori Gravitacional De Nordstrom. 2010.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) - Departamento de Fisica da Universidade Federal
da Paraiba.

[7] JARDIM, 1. C. Modelo de Muiltiplas Branas Esféricas como uma Descri¢io Cos-
molégica. 2012. 70 f. Tese (Doutorado em Fisica) - Departamento de Fisica da Uni-
versidade Federal do Cearé.

[8] NAKAHARA, M. Geometry, Topology and Physics. Taylor & Francis Group, New
York, 2003.

[9] BASSALO, J. M. F. Célculo Exterior. Livraria da Fisica, Sao Paulo, 2009.
[10] NOVELO, M. A Interagao Gravitacional, Revista Carbono, n.5, 2014 ..

[11] EINSTEIN, A. Die Grundlage der allgemeinen Relativitdtstheorie, Sitzung der
Physikalisch-Mayhematischen Klasse, vol.25,844-847,(1915).

[12] LANDAU, L. D; LIFSHITZ, E. M. The Classical Theory of Fields. Butterworth-
Heinenann, Oxford, 1996.

[13] SCHUTZ, B. A First Course in General Relativity, 2 ed. Cambridge press, 2009.

[14] GASPERINI, M. Theory of Gravitational Interactions, vol 1. Department of Physics
University of Bari, Bari, Italy, 2013.

[15] MENDES, W. M. Localiza¢ao de Férmions em D Dimensoes 2015. 56 f. Dissertagao
(Mestrado em Fisica) - Departamento de Fisica da Universidade Federal do Ceara.

[16] YEPEZ, J. Einstein’s vierbein field theory of curved space. arXiv:1106.2037 [gr-
qc,2011 |


http://www.periodicos.unifra.br/index.php/thaumazein/article/view/76/pdf
http://seer.uece.br/?journal=cadernospesquisadosertao&page=article&op=view&path%5B%5D=1044&path%5B%5D=972
http://tede.biblioteca.ufpb.br/bitstream/tede/5731/1/arquivototal.pdf
http://www.revistacarbono.com/wp-content/uploads/2013/12/A-intera%C3%A7%C3%A3o-gravitacional-Mario-Novello.pdf
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?url=/permanent/echo/einstein/sitzungsberichte/6E3MAXK4/index.meta&pn=1
https://arxiv.org/pdf/1106.2037v1

52

[17] CUNHA, D. C. N. Unificagdo Geométrica das Interacoes Fundamentais. 2013. Dis-
sertacao (Mestrado em Fisica) - Instituto de Fisica da Universidade de Brasilial.

[18] STRAUB, W. O. Kaluza-Klein for Kids. Pasadena, California 91104, 2014.

[19] KLEIN, O. Quantum Theory and Five-Dimensional Relativity. Zeit. f. Physik 37
(1926)895.

[20] AMORIM, A. W. Gravitagao e eletromagnetismo em cinco dimensoes. Revista Phy-
sicae, Campinas - SP, Brasil, v.5, n.5, 2005 |.

[21] SOUZA, F. E. A. Superparticulas de Brink-Schwarz. 2015. 40 f. Dissertagao (Mes-
trado em Fisica) - Departamento de Fisica da Universidade Federal do Cears.

[22] WILLIAMS, L.L. Field Equations and Lagrangian for the Kaluza Metric Evaluated
with Tensor Algebra Software. Journal of Gravity, vol. 2015, Article ID 901870, 6
pages, 2015.

[23] MORGADO, A. 5D Kaluza-Klein theories - a brief review. Departamento de Fisica,
Instituto Superior Técnico, Av. Rovisco Pais 1, 1049-001 Lisboa, Portugal, 2013 |.

[24] GRON, @; HERVIK, S. Einstein’s General Theory of Relativity. Springer-Verlag,
New York, 2007.

[25] JORDAN, P. Erweiterung der projektiven Relativitétstheorie. Ann. Phys. (Leipzig)
1 (1947) 219.

[26] THIRY, Y. Les équations de la théorie unitaire de Kaluza, Comptes Rendus Acad.
226 (1948) 216.

[27) WEHUS, I.W; RAVNDAL F. Dynamics of the scalar field in 5-dimensional Kaluza-
Klein theory. Int.J.Mod.Phys. A19 (2004) 4671-4686 .

[28] TAHIM, M. O. Aspectos Cléssicos de Gravitagao Topolégica e Dimensoes Extras.
2008. 116 f. Tese (Doutorado em Fisica) - Departamento de Fisica da Universidade
Federal do Ceara.

[29] FREUND, P. G. O; RUBIN M. A. Dynamics of dimensional reduction. Physics Let-
ters B,Vol- 97, Issue 2, 1980, 233-235 |.

[30] GIMBRERE, A. Kaluza Klein Spectra from Compactified and Warped Extra Di-
mensions. 2014. 64 f. Tese (Doutorado em Fisica) - Institute of Theoretical Physics in
Amsterdam ..

[31] WEINBERG, S. Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the
General Theory of Relativity. John Wiley Sons,(1972).

[32] BLAGOJEVIE, M. Gravitation and Gauge Symmetries. Institute of Physics Pu-
blishing, (2002).

[33] WITTER, E. Search for a Realistic Kaluza-Klein Theory. Princeton Univer-
sity,Princeton, Nuclear Physic B186 (1981) 412-428 .

[34) WITTER, E. Instability of the Kaluza-Klein Vacuum. Princeton Univer-
sity,Princeton, Nuclear Physic B195 (1982) 481-492 .


http://repositorio.unb.br/bitstream/10482/14155/1/2013_DisraelCamargoNevesdaCunha.pdf
https://www.google.com.br/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwik24601o7OAhWHZiYKHU8zCuwQFggcMAA&url=http%3A%2F%2Fwww.weylmann.com%2Fkaluza.pdf&usg=AFQjCNH6zRWEs6ImJDWQLIWQxeJV0wQ0AA&sig2=F6hVD5gucc5FODvBwiv7sg
http://physicae.ifi.unicamp.br/physicae/article/view/148
http://downloads.hindawi.com/journals/jgrav/2015/901870.pdf
https://fenix.tecnico.ulisboa.pt/downloadFile/3779580604342/kaluza.pdf
https://arxiv.org/pdf/hep-ph/0210292v3
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269380905900
https://inspirehep.net/record/1432028/files/gimbrere_thesis.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321381900213
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0550321382900074

	introdução
	Formas diferenciais
	Definições Básicas
	Diferenciação de Formas 
	Integração de Formas Diferenciais
	Formas diferenciais em teorias de Gauge abeliana

	Gravitação
	Equações de Einstein
	Vierbiens
	Curvatura em 2-forma

	Kaluza-Klein
	Unificação e Dimensões Extras
	Construção da teoria por Kaluza
	Contribuições de Klein

	Ação de Einstein-Hilbert da teoria KK
	Transformação Conforme

	Compactificação
	Mecanismos de Compactificação
	Kaluza-Klein em formas diferenciais


	Conclusão
	Referências

