
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ
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tre em F́ısica. Área de Concentração: F́ısica
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Prof. Dr. Makarius Oliveira Tahim
Universidade Estadual do Ceará (UECE)
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À minha esposa Fab́ıola, pelo amor, apoio e compreensão. Sempre te amarei.
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RESUMO

Neste trabalho explora-se a teoria de Kaluza-Klein que propõe unificar o eletromagne-
tismo com a gravitação em uma abordagem clássica mediante a adição de uma dimensão
extra tipo espaço, assim obtendo uma variedade composta por 4-dimensões espaciais e 1-
dimensão temporal. Será visto como obter as equações de Einstein neste modelo e assim
explanar suas consequências e restrições quando é feita uma redução dimensional para res-
gatar as equações já conhecidas em 4-dimensões. Será analisado a compactifcação dessa
dimensão extra e será usando um mecanismo de compactificação espontânea para o caso
onde teremos mais de uma dimensão extra na teoria, mecanismo este conhecido por com-
pactificação de Fluxo. Esse mecanismo de compactificação se da por meio da introdução
de um tensor totalmente antissimétrico nas equações de Einstein em 5-dimensões. Por
ultimo foi abordado a teoria de Kaluza-Klein usando o formalismos de formas diferenci-
ais, mostrando ser uma poderosa ferramenta para tal estudo uma vez que sua álgebra nos
permitiu obter os mesmos resultados em um menor tempo.

Palavras-chave: Gravitação. Dimensões Extras. Kaluza-Klein. Compactificação de
Fluxo. Formas Diferenciais.



ABSTRACT

In this work we will explore the theory of Kaluza-Klein, that proposes to unify the elec-
tromagnetism with the gravitation in one classical approach through the addition of one
extra dimension (space type), thus obtaining one composed variety by 4 spatial dimensi-
ons and 1 time dimension. We will see how to obtain Einstein’s equations in this model
and ,thereby, explain their consequences and restrictions when we do one dimensional
reduction in order to rescue the known equations in 4 dimensions. We will analyse the
compaction of this extra dimension and we will use one mechanism of spontaneous com-
paction in the case where we will have more than one extra dimension in the theory, this
mechanism is known as flux compaction. This mechanism of compaction is done through
the introduction of a tensor totally antisymmetric in the Eistein’s equations in 5 dimensi-
ons. Finally, we will approach the Kaluza-Klein theory using the formalism of differential
forms, showing that it is a powerful tool in this study once that its algebra allowed us to
obtain the same results in less time.

Keywords: Gravitation.. Extra Dimensions.. Kaluza-Klein. Flux Compactification.
Differential Forms..
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1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 FORMAS DIFERENCIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.1 Definições Básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Diferenciação de Formas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Integração de Formas Diferenciais . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Formas diferenciais em teorias de Gauge abeliana . . . . . . . 19
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1 INTRODUÇÃO

Todos os fenômenos F́ısicos até o presente momento são regidos por quatro

grandes tipos de interações, ou como popularmente são chamadas, “forças fundamen-

tais”que são as força nuclear forte, nuclear fraca, eletromagnética e por último, mas não

menos importante, a força gravitacional. É visto que com o passar do tempo os f́ısicos

conseguiram organizar e agrupar vários fenômenos que pareciam, a primeiro momento,

distintos e incompat́ıveis em apenas quatro grandes forças onde podem ser assim descritos

inúmeros eventos. Porém esse desejo de simplificar, ou seja, agregar o conhecimento ou

a maneira de como se descreve os fenômenos da natureza usando a menor quantidade de

regras ou restrições já vem desde os primórdios da ciência. Isso firmou-se mais ainda no

século XIV, quando o filósofo e frade William de Ockham, afirmou um prinćıpio simples,

mas de grande importância, conhecido como “ Navalha de Ockhan”. Em suas próprias

palavras ”Se em tudo o mais forem idênticos às várias explicações de um fenômeno, a mais

simples é a melhor”[1]. Em outras palavras uma teoria com menos premissas que explica

os mesmos fatos é melhor. Assim é visto que esse prinćıpio está ligado diretamente com

o conceito de unificação na F́ısica atual.

A unificação se resume como dito anteriormente em poder descrever todos os

fenômenos da natureza por meio de apenas uma única teoria e que em casos particulares

decaia nas quatro interações conhecidas hoje, interações essa que são descritas pelo modelo

padrão1. No decorrer dos últimos séculos foi visto vários avanços neste contexto, antes de

se conseguir descrever os fenômenos naturais por apenas quatro interações teve-se algumas

grandes unificações como a de Galileu que conseguiu provar que as leis do Céu e da Terra

eram as mesmas. Outra grande unificação foi obtida graças a Maxwell que conseguiu

provar que fenômenos elétricos e magnéticos na verdade eram manifestações da mesma

grandeza, hoje denominada interação eletromagnética e com isso provou que a luz era uma

onda eletromagnética, assim unificando a óptica geométrica com o eletromagnetismo [2].

Já com as quatro interações fundamentais estabelecidas veio então o pensamento de que

essas quatro interações poderiam ser na verdade manifestações de uma única grandeza

f́ısica. Assim na tentativa de unificar essas quatro interações foi que em 1979, os f́ısicos

Sheldon Glashow, Abdus Salam, e Steven Weinberg ganharam o prêmio Nobel por terem

contribúıdo para a unificação do eletromagnetismo com a força nuclear fraca conhecida

hoje como força Eletrofraca [3]. Posteriormente vem a Teoria de Grande Unificação (TGU)

1O Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas é uma teoria que descreve as forças fundamentais forte, fraca

e eletromagnética, bem como as part́ıculas fundamentais que constituem toda a matéria.
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que tenta descrever a unificação das interações Eletrofracas com a interação forte, porém,

a interação gravitacional é sempre deixada de fora por motivos de incompatibilidade com

as outras interações. Este trabalho vem justamente disserta a teoria de Kaluza-Klein que

tentar unificar a interação gravitacional com a eletromagnética adicionando uma dimensão

espacial extra em uma abordagem clássica, assim não tendo o mesmo problema da TGU.

Theodor Kaluza e Oscar Klein por volta de 1920, na tentativa de unificação da

gravitação com o eletromagnetismo [4] acabaram sendo uns dos pioneiros no contexto de

teorias com dimensão extras tendo sidos precedidos apenas pelo F́ısico finlandês Gunnar

Nordstöm (1881-1923) [5], [6]. Nordstöm em 1914 propôs uma teoria na qual a gravitação é

descrita por um campo escalar acoplado ao traço do tensor energia-momento, adicionando

uma dimensão extra ao espaço-tempo 4-D, obtendo uma variedade 5-D. Devido inúmeras

incompatibilidade a teoria de Nordstöm acabou sendo deixada de lado. A ideia de Kaluza

e Klein foi considera uma gravitação em um espaço com cinco dimensões, sendo quatro

espaciais e uma temporal que ao fazemos uma redução da teoria para 4-D será obtido

a Gravitação e o Eletromagnetismo em 4-D. Para explicar o fato de não existir nenhum

efeito detectado que revele a existência dessas dimensões extras, o modelo de Kaluza-

Klein (KK) leva em consideração que essa dimensão era compacta. Embora esse modelo

fosse completamente inovador a teoria de Kaluza-Klein apresentava certos problemas.

Dentre eles pode-se destacar a falta de estabilidade do raio da dimensão extra e também

a presença de um campo escalar na teoria quadrimensional que entra em contradição com

as equações de Maxwell [7]. A teoria de Kaluza-Klein mesmo com problemas teve um

papel muito importante pois se tornou base para várias teorias de unificação como a teoria

de super-cordas, super-gravidade, teoria M e assim é visto a necessidade de dissertar esse

tema.

Neste trabalho será feito uma revisão da teoria de Kaluza-Klein em seus vários

aspectos. Abordando-se também um mecanismo de compactificação de dimenção extra e

a teoria KK em termos de formas diferenciais mostrando a facilidade de se obter o escalar

de Ricci da teoria de forma mais direta.

O trabalho ficou dividida da seguinte forma, no caṕıtulo 2 é apresentado o

formalismo das formas diferenciais com o intuito de abordar a teoria KK com essa ferra-

menta. Em seguida no caṕıtulo 3 se faz uma breve exposição dos fundamentos da Teoria

da Relatividade Geral (TRG) e seus principais elementos. No caṕıtulo 4 é introduzido os

principais conceitos de dimensão extra e do modelo de Kaluza-Klein, onde será apresen-

tado uma abordagem das ideias principais que deu suporte a teoria, bem como o cálculo

da quantidade relevantes para a obtenção da ação de Einstein da teoria, teremos a abor-

dagem do mecanismo de compactificação da dimensão extra e por fim é será encontrado o



11

escalar de Ricci da teoria KK usando formas diferenciais. No ultimo caṕıtulo 5 será feito

a exposição de alguns pontos da teoria e sua importância nos dias de hoje, pois ainda é

vista como base para as atuais teorias de unificação.
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2 FORMAS DIFERENCIAIS

Neste Caṕıtulo será abordado uma poderosa ferramenta para simplificar e

facilitar nosso trabalho, que são as formas diferenciais [8] [9]. Elas permitiram diminuir

bastante o trabalho de obter algumas propriedades F́ısicas devido sua simplificação e

elegância, mostrando ser fundamental nos caṕıtulos posteriores.

2.1 Definições Básicas

Uma forma diferencial de ordem r, ou uma r-forma, é um tensor totalmente

anti-simetrico do tipo (0,r),

ωr =
1

r!
ωµ1µ2...µr

(dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr). (2.1)

onde o śımbolo ∧ é o produto Wedge de uma r-forma, definido como um produto tensorial

tatalmente anti-simétrico,

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr =
∑

P∈Sr

sgn(P )dxµP (1) ⊗ dxµP (2) ⊗ ...dxµP (r) . (2.2)

onde P é um elemento do grupo de permutação Sr (r é o número de elementos do grupo).É

posśıvel definir a operação de permutação P como

Pω(aµ1 , aµ2 ..., aµr
) = ωµP (1)µP (2)...µP (r) (2.3)

É posśıvel ainda simetrizar ω, aplicando um operador S tal que

Sω =
1

r!

∑

P∈Sr

Pω, (2.4)

ou anti-simetriza-lo da forma

Aω =
1

r!

∑

P∈Sr

sgn(P )Pω. (2.5)

Um exemplo do produto wedge é
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dxµ ∧ dxν = dxµdxν − dxνdxµ (2.6)

O produto wedge satisfaz as seguites propriedades:

(i)dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr = 0, se aparecer ı́ndices repetidos.

(ii)dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr é linear para cada dxµ.

A equação (2.1) denota que dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr é uma base para r-forma. O espaço

vetorial de uma r-forma em um ponto p tangente (ou normal) a variedade M(p ∈ M) é

denotada por Ωr
p(M) e a dimensão desse espaço vetorial é

dimΩr
p(M) =

M !

(M − r)!r!
(2.7)

Exemplos de formas:

• 0-forma : ω0 = a0 (escalar)

• 1-forma : ω1 = ωµdx
µ

• 2-forma : ω2 =
1
2!
ωµν(dx

µ ∧ dxν)

• 3-forma : ω3 =
1
3!
ωµνλ(dx

µ ∧ dxν ∧ dxλ)

Será visto agora como se define o produto exterior de uma q-forma com uma

r-forma como : Ωq
p(M)× Ωr

p(M) → Ωq+r
p (M) como

ω ∧ ξ =
1

q!r!

∑

P∈Sr+q

sgn(P )ω ⊗ ξ (2.8)

Sejam ξ ∈ Ωq
p(M), η ∈ Ωr

p(M) e ω ∈ ΩS
p (M). vale:

ξ ∧ ξ = 0, se q é ı́mpar (2.9)

ξ ∧ η = (−1)qrη ∧ ξ (2.10)

(ξ ∧ η) ∧ ω = ξ ∧ (η ∧ ξ) (2.11)

Para definirmos uma propriedade muito importante em formas, que é o ope-

rador Hodge(⋆), Definimos primeiro o tensor anti-simétrico ε
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εa1...aµ =















+1, se {µ1 . . . µm} é uma permutação par de {1, . . .m}
−1, se {µ1 . . . µm} é uma permutação ı́mpar de {1, . . .m}
0, caso contrario.

Por outro lado, denotando g−1 o inverso do determinante da métrica, note que

εµ1µ2...µm = gµ1ν1gµ2ν2 ...gµmνmεν1ν2...νm = g−1εν1ν2...νm . (2.12)

O operador Hodge é uma aplicação linear ⋆: Ωr(M) → Ωm−r(M) cuja ação sobre a base

de Ωr(M) é

⋆(dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr) =

√

|g|
(m− r)!

εµ1µ1...µr
νr+1νr+2...νm

dxνr+1 ∧ ... ∧ dxνm (2.13)

Assim para o caso de uma r-forma do tipo

ωr =
1

r!
ωµ1µ1...µr

(dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr). (2.14)

temos

⋆ωr =
1

r!
ωµ1µ2...µr

⋆ (dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr) (2.15)

=

√

|g|
r!(m− r)!

ωµ1µ2...µr
εµ1µ2...µr
νr+1νr+2...νm

dxνr+1 ∧ ... ∧ dxνm (2.16)

2.2 Diferenciação de Formas

Será agora definir uma diferenciação de formas. Define-se diferenciação exte-

rior d como uma operação que transforma uma r− forma numa (r+1)− forma ou seja

uma aplicação d:Ωr(M) → Ωr+1(M) cuja ação sobre a forma definida em (2.1) é

drω =
1

r!

(

∂ωµ1µ2...µr

∂xν

)

dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ... ∧ dxµr (2.17)

onde α (p− forma), β(q − forma) e a,b ∈ K e que segue as seguintes propriedade:

1. d(aα + bβ) = adα + bdβ;

2. d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)pα ∧ dβ;



15

3. Lema de Poincaré: ddα = d2α ≡ 0, ∀α.

Observações

1. A operação d é completamente independente de qualquer sistema de coordenadas;

2. A operação d é única.

3. No caso particular em que f e g são 0- formas e α e β são 1− formas, teremos

a) d(fg) = dfg + fdg,

b) d(fα) = df ∧ α + fdα ,

c) d(α ∧ β) = dα ∧ β − α ∧ dβ.

Usando as definições de formas diferenciais e produto wedge no R3 e usando

também as coordenadas cartesianas (x, y, z), podemos escrever os operadores diferenciais

(gradiente, divergente, rotacional e laplaciano) em termos de formas diferenciais. Para

ajudar teremos as seguintes relações:

⋆dx = dy ∧ dz; ⋆dy = dz ∧ dx; ⋆dz = dx ∧ dy; ⋆(dx ∧ dy) = dz; (2.18)

⋆(dz ∧ dx) = dy; ⋆(dy ∧ dz) = dx; ⋆(dx ∧ dy ∧ dz) = 1. (2.19)

Gradiente (∇). Seja a 0 − forma ω0 = f(x, y, z) que corresponde a uma

função escalar. Calculando-se o seu diferencial, temos:

dω0 =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz. (2.20)

Comparando-se o resultado acima com o operador gradiente(∇) definida na

Análise Vetorial, conclúımos que :

∇ = d (2.21)

Rotacional(∇×). Seja a 1− forma ω1 dada por:

ω1 = f1(x, y, z)dx+ f2(x, y, z)dy + f3(x, y, z)dz, (2.22)

que corresponde a uma função vetorial ~f , cujos componentes no espaço vetorial de base

(dx, dy, dz) são f1 f2 e f3. Calculando-se o seu diferencial, teremos:
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dω1 = df1 ∧ dx+ df2 ∧ dy + df3 ∧ dz (2.23)

dω1 =

(

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

dx ∧ dy +

(

∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

)

dz ∧ dx+

(

∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

)

dy ∧ dz. (2.24)

Agora calculemos o operador (⋆) da expressão acima:

⋆dω1 =

(

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

⋆ (dx ∧ dy) +

(

∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

)

⋆ (dz ∧ dx) +

(

∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

)

⋆ (dy ∧ dz),

⋆dω1 =

(

∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

)

dx+

(

∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

)

dy +

(

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

dz.(2.25)

Comparando-se o resultado acima com a operação rotacional (∇×) definida na Álgebra

Vetorial, conclui-se que :

∇× = ⋆d (2.26)

Divergente(∇.) Consideremos a 1 −forma ω1 dada no item anterior:

ω1 = f1(x, y, z)dx+ f2(x, y, z)dy + f3(x, y, z)dz, (2.27)

e calculando o ⋆ω1:

⋆ω1 = f1dy ∧ dz + f2dz ∧ dx+ f3dx ∧ dy. (2.28)

Calculando-se o diferencial da expressão acima, resultará:

d ⋆ ω1 = d(f1dy ∧ dz + f2dz ∧ dx+ f3dx ∧ dy),

d ⋆ ω1 =

(

∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

)

dx ∧ dy ∧ dz. (2.29)

Aplicando-se a operação ⋆ ao resultado anterior, temos:

⋆d ⋆ ω1 =

(

∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

)

⋆ (dx ∧ dy ∧ dz) =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

. (2.30)

Comparando-se o resultado acima com o operador divergência(∇.) definida na Análise

Vetorial, conclui-se que :
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∇. = ⋆d⋆ (2.31)

E por ultimo temos o Laplaciano(∇2). Seja a 0−forma ω0 = f(x, y, z) que corresponde

a uma função escalar. Calculando-se o seu diferencial, temos:

dω0 =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz. (2.32)

Calculando-se o operador (⋆) da expressão acima, virá:

⋆dω0 =
∂f

∂x
⋆ dx+

∂f

∂y
⋆ dy +

∂f

∂z
⋆ dz =

⋆dω0 =
∂f

∂x
dy ∧ dz +

∂f

∂y
dz ∧ dx+

∂f

∂z
dx ∧ dy. (2.33)

Agora, calculemos o diferencial da expressão acima:

d ⋆ dω0 =

(

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

)

dx ∧ dy ∧ dz. (2.34)

Aplicando-se a operação ⋆ ao resultado anterior, virá:

⋆d ⋆ dω0 =

(

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

)

(dx ∧ dy ∧ dz) =

(

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2

)

. (2.35)

Comparando-se o resultado acima com a operação laplaciano(∇2) definida na Análise

Vetorial, conclui-se que :

∇2 = ⋆d ⋆ d (2.36)

Outra equação muito importante é

d2 = 0 (ou dr+1dr = 0) (2.37)

tomando uma r − forma

ω =
1

r!
ωµ1µ2...µr

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr ,
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d2ω =
1

r!

(

∂2ωµ1µ2...µr

∂xλ∂xν

)

dxλ ∧ dxν ∧ (dxµ1 ∧ dxµ2 ... ∧ dxµr). (2.38)

Como ∂2ωµ1µ2...µr
/∂xλ∂xν é simétrico com respeito a λ e ν, porque ωµ1µ2...µr

é de classe

C∞ e dxλ ∧ dxν é anti-simétrico, assim a equação acima é identicamente zero,

d2ω = 0; ω 6= 0

d2 = 0

2.3 Integração de Formas Diferenciais

A integração de formas diferenciais só é posśıvel se a variedadeM for orientável.

Dessa forma se M é orientável, existe uma m-forma ω que define um elemento de volume

o qual é uma medida de integração para uma função f ∈ F(M) sobre a variedade M .

Essa integral é denotado por

∫

s

fω (2.39)

onde S é o domı́nio n-dimensional de integração.

Teorema de Stokes Generalizado: Seja ω uma r-forma continua no espaço

tangente a à variedade S compacta, orientada, diferenciável, com fronteira ∂S nesse espaço

o teorema de Stokes generalizado para essa forma é

∫

S

dω =

∫

∂S

ω (2.40)

Veremos agora a definição de Produto Interno de r-formas.

Sejam ω e η ∈ Ωr(M), definidas como

ω =
1

r!
ωµ1µ2...µr

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr

η =
1

r!
ηµ1µ2...µr

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµr (2.41)

tomando agora ⋆η e fazendo o produto ∧ entre as formas ω e ⋆η temos:

ω ∧ ⋆η = η ∧ ⋆ω (2.42)
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Uma vez que ω∧ ⋆η é uma m− forma, sua integral pode ser definida. O produto interno

(ω, η) de duas r-formas é definido como :

(ω, η) =

∫

ω ∧ ⋆η =
1

r!

∫

M

ωµ1µ2...µr
ηµ1µ2...µr

√

|g|dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxm (2.43)

e pela equação (2.42), temos que

(ω, η) = (η, ω) (2.44)

Operador Derivada Exterior Adjunta (d†)

Seja d : Ωr−1(M) → Ωr(M), o operador derivada adjunta d† : Ωr−1(M) →
Ωr(M) é definido para o caso Riemaniano

d† = (−1)D(r+1)+1 ⋆ d⋆ (2.45)

e para o caso Lorentziano

d† = (−1)D(r+1) ⋆ d⋆ (2.46)

onde fizemos M = D, onde D é a dimensão da teoria que estamos trabalhando.

Usando a derivada exterior adjunta podemos definir o laplaciano da seguinte

forma:

∇2 = (d+ d†)2 = dd† + d†d (2.47)

para o caso de uma 0-forma ω0 = f(x, y, z) no R3 temos que d†ω0 = 0 portanto

∇2f = d†df, ou seja

∇2 = d†d (2.48)

2.4 Formas diferenciais em teorias de Gauge abeliana

Será aplicado agora as formas diferenciais em uma teoria de Gauge abeliana

como um exemplo. A principal teoria abeliana é o eletromagnetismo que pertence ao

grupo U(1). As equações de Maxwell na forma covariante são:
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∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ = 0 (2.49)

∂µF
µν = Jν (2.50)

Partindo de uma formulação variacional a ação que descreve a teoria é

S[∂µAν ,Aµ] =

∫

M

d4x

(

−1

4
FµνF

µν − JµAµ

)

(2.51)

Reescrevendo agora a teoria usando formas diferenciais. Primeiro tomamos Aµ

e definimos uma 1-forma:

A = Aνdx
ν (2.52)

e tomando a derivada exterior dessa forma:

dA =
∂Aν

∂xµ
dxµ ∧ dxν = ∂µAνdx

µ ∧ dxν

trocando µ ⇋ ν:

dA = ∂νAµdx
ν ∧ dxµ = −∂νAµdx

µ ∧ dxν

Somando temos

2dA = (∂µAν − ∂νAµ)dx
µ ∧ dxν

dA = 1
2
(∂µAν − ∂νAµ)dx

µ ∧ dxν = 1
2!
Fµνdx

µ ∧ dxν
(2.53)

Identificamos dA como uma 2-forma. Portanto com

F =
1

2!
Fµνdx

µ ∧ dxν (2.54)

temos então que ,

F = dA (2.55)

Aplicando a derivada exterior em dA:
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d(dA) = dF =
1

2!
∂λFµνdx

λ ∧ dxµ ∧ dxν (2.56)

Permutando os ı́ndices e somando as equação com os ı́ndices permutados obtemos

dF =
1

3!
(∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µFνλ)dx

λ ∧ dxµ ∧ dxν (2.57)

Identificamos a quantidade acima como uma 3-forma. Por outro lado como d2 = 0,

dF = d2A ⇒ dF = 0 (2.58)

e assim é obtido o primeiro par de equações de Maxwell (2.52) em formas diferencias.

Para o segundo par de equações de Maxwell, calculamos d†F :

d†F = ⋆d ⋆ F = ⋆d

[

1

2!
Fµν ⋆ (dx

µ ∧ dxν)

]

(2.59)

por outro lado,

⋆(dxµ ∧ dxν) =
1

2!
εµνλσdx

λ ∧ dxσ (2.60)

então nota-se que,

d†F =
1

2!2!
∂ρF

µνεµνλσε
ρλσ
ω dxω =

1

2!2!
∂ρF

µνεµνλσε
ρλσθgωθdx

ω

=
1

2!2!
∂ρF

µνg−12!δθ[µδ
ρ
ν]dxθ =

1

2

(

∂ρF
θρdxθ − ∂ρF

ρθdxθ

)

d†F = −∂ρF
ρθdxθ = −Jθdxθ (2.61)

Portanto mostrou-se que

d†F = −J (2.62)

que é justamente o segundo par de equações de Maxwell em termos de formas diferenciais.

Para escrever a ação (2.54), será usado a definição de produto interno:
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(ω, η) =

∫

ω ∧ ⋆η =
1

r!

∫

M

ωµ1µ2...µr
ηµ1µ2...µr

√

|g|dx1 ∧ ... ∧ dxD (2.63)

Calculando agora o (F, F ):

(F, F ) =
1

2!

∫

ω

FµνF
µν
√

|g|dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 =
1

2!

∫

ω

FµνF
µνd4x (2.64)

então encontrou-se

−1

4
FµνF

µν = −1

2
(F, F ) = −1

2
(dA, dA) (2.65)

e calculando (A,J) temos que

−(A, J) = −
∫

ω

JµAµd
4x (2.66)

Assim a ação de Maxwell se torna

S[A,J ] = −1

2
(dA, dA)− (A, J) (2.67)

Obtemos então a ação que descreve as equações de Maxwell em termos de

formas diferenciais.
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3 GRAVITAÇÃO

A interação gravitacional é, das quatro interações a mais estudada e ainda a

que mais intriga a humanidade. A gravitação sendo uma interação de caráter universal,

isto é, todos os corpos estão sujeitos a ela, foi primeiramente descrita por Issac Newton

no século XVI, essa descrição permitiu unificar todos os processos de atração entre os

corpos. Assim, qualquer forma de matéria, seja sobre a Terra (como no famoso exemplo

da maçã), seja em corpos celestes (como planetas e estrelas) obedecem a um único tipo de

força, a gravitação universal [10]. Porém no ińıcio do século XX, a comunidade cient́ıfica

estava ciente da não aplicabilidade da teoria de Newton na previsão de alguns fenômenos

naturais, como a descrição do periélio de Mercúrio, sendo necessárias novas propostas de

teorias para explicar tais fenômenos, porém a que mais se mostrou correta, devidos seus

resultados condizerem com os dados experimentais, foi a Teoria da Relatividade Geral

(TRG) desenvolvida por Albert Einstein (1879-1955) [11], na primeira metade do século

XX, sendo assim um dos pioneiros a formular uma teoria para a gravitação compat́ıvel

com a relatividade especial e que no limite da mecânica clássica reproduz a gravitação

Newtoniana. Essa teoria relaciona matéria e energia com a geometria do espaço-tempo

de uma forma bastante peculiar. Ela permite determinar a métrica gµν de onde se ob-

tem a informação geométrica (campo gravitacional) produzida por uma distribuição de

matéria-energia. Para construir tal teoria, Einstein baseou-se em uma observação, que

posteriormente se tornou um prinćıpio, chamado Prinćıpio da Equivalência. Basicamente

esse prinćıpio diz que todas as leis da F́ısica se reduzem localmente à relatividade especial,

através de uma escolha adequada do sistema de referência [12].

3.1 Equações de Einstein

Na TRG a geometria do espaço-tempo é modificada pela existência de matéria-

energia gerada por campos que podem ser acoplados com a gravidade através do Ten-

sor Energia-Momento. Podemos portanto obter as equações que relacionam geometria e

matéria por meio de um prinćıpio variacional onde a ação total é Stotal = SEH + SMat. A

ação SEH é conhecida por ação de Einstein-Hilbert(EH) e foi proposta por David Hilbert

(1862-1943), enquanto que o segundo termo SMat é a ação de matéria que nos dará o

Tensor Energia-Momento. Então a ação total representada em D-dimensões

Stotal = MD−2

∫

Ω

R
√−gdDx+

∫

Ω

LMat

√−gdDx (3.1)
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onde M fornece a escala de energia da gravitação em D dimensões. Para o caso quadri-

mensional a escala de energia é chamada de escala de Planck e é dada por MD−2 = M2
P l =

1/16πG onde G é a constante da gravitação universal de Newton. LMat é a Lagrangiana

do termo de massa, Ω é a variedade que representa o espaço-tempo,
√−gdDx é o elemento

de volume invariante e R é o escalar de Ricci que é dado por

R = gMNRMN (3.2)

e RMN é o tensor de Ricci, dado por [13]

RMN = ∂LΓ
L
MN − ∂NΓ

L
ML + ΓP

MNΓ
L
LP − ΓP

LMΓL
NP (3.3)

Variando agora a ação (3.1) temos:

δStotal = MD−2

∫

Ω

δ(R
√−g)dDx+

∫

Ω

δ(LMat

√−g)dDx. (3.4)

Iremos trabalhar com as variações dos termos separadamente afim de uma melhor com-

preensão. Na variação do primeiro termo temos

δSEH = MD−2

∫

Ω

δ(R
√−g)dDx (3.5)

Trabalhando com o termo δ(R
√−g) da expressão acima,

δ(R
√−g) = δ(R)

√−g +Rδ(
√−g) (3.6)

=
√−ggMNδRMN +

√−gRMNδg
MN − 1

2

√−gRgMNδg
MN

=
√−gGMNδg

MN + δLsur (3.7)

onde definimos δLsur =
√−ggMNδRMN , GMN = −1

2
RgMN e gMNδRMN = ∇L(g

MNδΓL
MN−

gLNδΓM
MN) que é um termo de superf́ıcie e que se anulará nos extremos quando integrado

[14], assim ficando apenas o primeiro termo da equação (3.6). A variação do primeiro ter-

mos da ação (3.1) fica.

δSEH = MD−2

∫

Ω

√−gGMNδg
MNdDx (3.8)

Para o segundo termo a forma expĺıcita para a variação da matéria só é posśıvel se for

dada a ação, embora sempre podemos definir o tensor energia-momento como TMN de

modo que
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δSMat = −1

2

∫

Ω

TMNδg
MN

√−gdDx (3.9)

onde g é o determinante da métrica e gMN é a inversa da métrica em D dimensões.

Uma simetria essencial para a ação de matéria é a invariância por trans-

formações gerais de coordenadas, xµ → x′µ + ξµ onde ξµ é um parâmetro infinitesimal.

O tensor energia-momento definido dessa forma tem a propriedade de que ∇NT
MN = 0,

ou seja, a conservação do tensor energia-momento independente da particular forma do

Lagrangiano de matéria[15].

Dessa forma as equações tensoriais que descrevem a dinâmica da geometria

são obtidas pela aplicação do prinćıpio variacional na ação SEH + SMat, resultando nas

equações de campo de Einstein

RMN − 1

2
gMNR = κ(D)TMN (3.10)

onde definiu-se κ(D) = (1/2)MD−2.

Uma maneira alternativa de calcularmos o escalar de Ricci, é obtendo uma

expressão para uma curvatura 2-forma, que é análogo ao tensor de Riemann. A vantagem

de se usar esse formalismo é que, devido a antissimetria das formas, o cálculo para o tensor

de Riemann, tensor de Ricci e o escalar de Ricci é mais compacto e elegante. Antes vamos

introduzir alguns conceitos básicos para que possamos desenvolver nosso trabalho com os

vierbein que fazem a conexão entre sistemas de coordenadas locais e globais.

3.2 Vierbiens

Na ausência de gravidade as Leis da f́ısica são invariantes por transformações

de Lorentz globais, isso é o que afirma o prinćıpio da relatividade. Para incorporar gra-

vidade nesse contexto é necessário recorrer ao prinćıpio da equivalência de Einstein, no

qual é sempre posśıvel escolher um sistema de referência tal que a gravidade desapareça

localmente, chamado de “referencial de queda livre”. Existe a necessidade de relacionar

quantidades que estão em um referencial inercial com outras que estão no referencial do

campo, ou em termos técnicos, como relacionar quantidades no espaço “flat” com as do

espaço curvo [15].

A resposta para esse questionamento está na transformação de coordenadas.

Seja
{

xM
}

um sistema de coordenadasD dimensional curvo associada a variedade curvada
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Λ e
{

ξA
}

são as coordenadas “flats”(locais) tangente à variedade. Aqui se deve fazer

uma distinção nos ı́ndices relacionados as coordenadas locais e globais: quando forem

L,M,N, ...,, se tratam do sistema de coordenadas curvo e quando forem A,B,C, ..., J se

tratam das coordenadas locais, e ambos variam de 0 aD−1. Quando as coordenadas forem

quadrimensionais, usa-se os correspondentes gregos, isto é, µ̄, ν̄, ᾱ, ... para as coordenada

do espaço plano e µ, ν, α, ... para as coordenadas do espaço curvo.

Esclarecido a notação dos ı́ndices, realiza-se uma transformação local de coor-

denadas
{

xM
}

→
{

ξA
}

e com isso pode-se escrever ξA = ξA(xM) ou de forma equivalente,

dξA =
∂ξA

∂xM
dxM (3.11)

onde as derivadas são avaliadas no ponto de interesse. Os elementos da matriz de trans-

formação entre as coordenadas envolvidas são chamados de vierbeins, definidos como

eAM(x) ≡ ∂ξA

∂xM
(3.12)

sendo que os ı́ndices superescritos designam a linha e os subscritos a coluna da matriz.

Dessa forma (3.11) se torna

dξA = eAM(x)dxM (3.13)

e os elementos da matriz da transformação inversa são os vierbeins inversos,

dxM =
∂xM

∂ξA
dξA ≡ eA

M(x)dξA. (3.14)

A relação entre esses vierbeins obtida de

dξA = eAMdxM = eAMeB
MdξB ⇒ eAMeB

M = δAB (3.15)

também

dxM = eA
MdξA = eA

MeANdx
N ⇒ eA

MeAN = δMN . (3.16)

A métrica do sistema de coordenadas curvo pode ser escrita em termos da

métrica “flat”, levando em conta que na transformação
{

ξA
}

→
{

xM
}

o tensor métrico

pode ser escrito na forma

gMN(x) = eAM(x)eBN(x)ηAB. (3.17)

E de maneira análoga, a métrica inversa é escrita como gMN = eA
M(x)eB

N(x)ηAB. Pode-

se verificar facilmente, usando (3.17) e a inversa da métrica que gMLgLN = δMN . De
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maneira análoga ηAB pode ser escrita em termos das tetradas inversas da forma

ηAB = eA
MeB

NgMN (3.18)

e a inversa fica dada por ηAB = eAMeBNg
MN [14][15] [16]. Dado a definição de vierbein,

podemos agora definir a conexão de spin. Na base do espaço a conexão ΓL
MN será trocada

por uma conexão que relacione os dois sistema, essa conexão é chamada de conexão de

spin que é do tipo ΩB
LA. Ela obedece ao mesmo prinćıpio que a derivada covariante usual.

DMXA
B = ∂MXA

B − ΩC
MBX

A
C + ΩA

MCX
C
B (3.19)

que é a própria derivada covariante de um espinor. O propósito em definir essa nova

conexão, é de saber como é a derivada covariante de um vierbein ou seja de um objeto

misto, que tem tanto ı́ndices do espaço curvo como do espaço plano e assim será usado

os dois tipo de conexão como abaixo

DMeNB = ∂MeNB − ΩC
MBe

N
C + ΓN

MLe
L
B (3.20)

Como podemos estabelecer um sistema de coordenadas em que a derivada da métrica é

nula (∇gµν = 0) também pode-se escolher um sistema de coordenadas de tal forma que a

derivada covariante do vierbein seja nulo DMeNB = 0 para assim encontrar a relação entre

os dois termos de conexão [16]. Fazendo a equação acima igual a zero e organizando os

termos temos que

ΓN
ML = eBL∂MeNB − ΩC

MBe
B
Le

N
C (3.21)

ou

ΩC
MB = eCN(∂MeNB + ΓN

MLe
L
B) (3.22)

ΩC
MB = eCN(∇MeNB )

será provado agora que a conexão de spin é antissimétrica nos dois ı́ndices do espaço plano

partindo de que

∇M(ηAB) = 0 (3.23)

∇M(eNA eBN) = 0

eNA∇M(eBN) + eBN∇M(eNA ) = 0
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eNA∇M(eBN) + eNB∇M(eAN) = 0

eAN∇M(eNB ) = −eBN∇M(eNA )

ΩMAB = −ΩMBA

Agora será definir a relação entre as equações de estrutura de Cartan e o tensor

de Riemann e o tensor de Ricci para, por fim, obter o escalar de Ricci com menos trabalho

e mais elegância usando formas diferenciais.

3.3 Curvatura em 2-forma

Nesta seção será demonstrar que a curvatura em 2-forma é equivalente ao

tensor de Riemann [16] [8]. Foi optado por tomar um caminho diferente da literatura,

pois na mesma primeiramente é apresentado a relação entre os vierbeins e a conexão de

spin para depois obtermos a curvatura. É mais intuitivo encontrar a curvatura em termos

de formas para então vermos que ela é descrita por um conjunto de conexões de spin,

assim nos motivando para encontrar a relação vierbein-conexão para que possamos obter

a curvatura.

Partindo-se da seguinte relação

[∇µ,∇ν ]eσ̄ρ = Rρσµνe
σ
σ̄ + (Γα

µν − Γα
νµ)∇αeσ̄ρ (3.24)

será então escrita como

Rρ̄σ̄µν = Rρσµνe
ρ
ρ̄e

σ
σ̄ (3.25)

Rρ̄
σ̄µν = ∂µΩ

ρ̄
νσ̄ − ∂νΩ

ρ̄
µσ̄ + Ωρ̄

µᾱΩ
ᾱ
νσ̄ − Ωρ̄

νᾱΩ
ᾱ
µσ̄ (3.26)

Usando a notação de formas diferenciais temos

Rρ̄
σ̄ ≡ 1

2
Rρ̄

σ̄µνdx
µ ∧ dxν = dΩρ̄

σ̄ + Ωρ̄
ᾱ ∧ Ωᾱ

σ̄ (3.27)

Rρ̄
σ̄ ≡ 1

2
Rρ̄

σ̄λ̄ᾱ
eλ̄ ∧ eᾱ (3.28)

que é conhecida como curvatura 2-forma ou segunda equação de estrutura de Cartan. É

visto então que para encontrarmos o tensor de Riemann é necessário encontrar as conexões

de spin. Agora se faz necessário a obtenção da primeira equação de estrutura de Cartan

que relaciona os vierbeins com as conexões. Partindo então da derivada covariante de um
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vierbein vista no inicio do caṕıtulo. Tomando a derivada covariante de um vierbein para

depois fazendo-se uso da mesma expressão fazendo a derivada apenas trocando os ı́ndices

do espaço curvo:

Dµe
ᾱ
ν = ∂µe

ᾱ
ν − Γβ

µνe
ᾱ
β + Ωᾱ

µλ̄e
λ̄
ν = 0 (3.29)

Dνe
ᾱ
µ = ∂νe

ᾱ
µ − Γβ

νµe
ᾱ
β + Ωᾱ

νλ̄e
λ̄
µ = 0 (3.30)

Subtraindo as equações acima encontra-se que

∂µe
ᾱ
ν − ∂νe

ᾱ
µ + Ωᾱ

µλ̄e
λ̄
ν − Ωᾱ

νλ̄e
λ̄
µ = (Γβ

νµ − Γβ
νµ)e

ᾱ
β (3.31)

Usando a notação de formas diferenciais onde eᾱ ≡ eᾱνdx
ν e Ωλ̄

ᾱ ≡ Ωᾱ
νλ̄
dxν e definindo o

tensor de torção como

T ᾱ ≡ 1

2
T ᾱ
µνdx

µdxν ≡ 1

2
(Γβ

νµ − Γβ
νµ)e

ᾱ
βdx

µ ∧ dxν (3.32)

nós obtemos:

deᾱ + Ωᾱ
λ̄ ∧ eλ̄ = T ᾱ (3.33)

que é a primeira equação de estrutura de Cartan. Considerando a torção igual a zero,

teremos como saber quem são as conexões de spin se soubermos os vierbein, ficando a

equação de Cartan sem o termo de torção da seguinte maneira

deᾱ = −Ωᾱ
λ̄ ∧ eλ̄ (3.34)

Assim mostrando que as formas diferencias e a definição das equações de es-

trutura de Cartan reduzira bastante neste trabalho.
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4 KALUZA-KLEIN

A teoria de Kaluza-Klein foi uma das primeiras teorias de unificação que tinha

a proposta de unificar gravidade e eletromagnetismo em uma única teoria gravitacional

em cinco dimensões (5-D) por meio da introdução de uma dimensão extra do tipo espaço.

Essa teoria gravitacional quando submetida a uma redução dimensional recuperaria o

eletromagnetismo e a gravitação em quatro dimensões (4-D).

4.1 Unificação e Dimensões Extras

Antes mesmo da teoria da Teoria da Relatividade Geral (TRG) ser publicada,

o f́ısico finlandês Gunnar Nordstöm (1881-1923) em 1914 propôs uma teoria na qual a

gravitação é descrita por um campo escalar acoplado ao traço do tensor energia-momento

conhecida como Gravitação de Nordstöm. Ele adicionou uma dimensão extra ao espaço-

tempo 4-D, obtendo uma variedade 5-D. Introduziu um campo vetorial de calibre de

cinco componentes, identificando a quinta componente como o campo escalar e as quatro

restantes como o potencial eletromagnético, mas devido a inúmeras incompatibilidades

com os resultados experimentais ela foi abandonada [17]. A ideia de dimensões extras ficou

esquecida por um tempo, mas voltou a aparecer na comunidade cient́ıfica em 1921, com a

publicação do artigo “Zum Unitätsproblem der Physik”[4] do matemático e f́ısico alemão

Theodor Kaluza (1885-1954) que propunha uma teoria gravitacional em 5-D onde a nova

dimensão era enrolada. Diferente de Nordström, Kaluza se apoiava na TRG que já era

bem conhecida na época. O artigo foi publicado em 1921 mas ele já tinha esboçado suas

ideias bem antes (1919), porém antes de publicá-las, Kaluza enviou para Albert Einstein

por meio de um rascunho do artigo original, Einstein estudou a ideia por dois anos antes

de finalmente recomendar que Kaluza as publicasse [18]. Posteriormente em 1926 o f́ısico

Sueco Oskar Klein (1894-1977) publicou um artigo [19] onde fez algumas modificações

na teoria devido considera-la incompleta, como no caso da não aplicação do prinćıpio

de covariância geral. Por fim a teoria ficou conhecida por Teoria de Kaluza-Klein (KK)

servindo como base para várias teorias no ramo da f́ısicas de altas energias atualmente,

como teoria de super-cordas, super-gravidade, teoria M e várias outras, sendo assim, a

ideia de dimensões extras muito importante.
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4.2 Construção da teoria por Kaluza

A ideia de Kaluza para acrescentar uma dimensão extra ao espaço-tempo veio

depois que ele observou a semelhança entre o śımbolo de Christoffel Γ e o tensor de campo

eletromagnético (field-strenght) Fµν :

Γµνλ =
1

2
(∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν) (4.1)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (4.2)

onde gµν representa o tensor métrico, Aµ denota o quadrivetor potencial e os ı́ndices gregos

variando de 0 a 3 onde a componente zero representa o tempo. Kaluza notou que Fµν

se tornaria um śımbolo de Christoffel se ele introduzisse uma dimensão extra com uma

métrica tal que Γµν5 ∼ Fµν . Para isso é necessário identificar Aµ = gµ5 e assumir que esta

quantidade não depende da quinta coordenada x5 [20]. Assim temos a seguinte métrica

proposta por Kaluza:

ds2 = γAB(x
µ)dxAdxB (4.3)

ds2 = gµνdx
µdxν + 2gµ5dx

µdx5 + g55
(

dx5
)2

onde

γAB =

(

gµν gµ5

g5ν g55

)

(4.4)

Uma vez que as quantidades f́ısicas usuais dependem apenas do espaço-tempo

4-D usual, a métrica não depende da coordenada da quinta dimensão:

∂5γAB = 0 (4.5)

essa imposição é conhecida como condição de cilindricidade2 de Kaluza. Tomando essas

condições acima citadas , Kaluza calculou o śımbolo de Christoffel para 5-D

Γµνλ =
1

2
(∂µgνλ + ∂λgµν − ∂νgµλ)

Γµν5 =
1

2
(∂µgν5 + ∂5gµν − ∂νgµ5)

2Neste caso refere-se a condição da quinta dimensão ser compacta.
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Γµν5 =
1

2
(∂µgν5 − ∂νgµ5)

(4.6)

Vemos portanto que o śımbolo de Christofell é igual ao tensor Fµν do campo eletro-

magnético com uma constante 2α. Portanto temos:

Γµν5 =
1

2
(∂µgν5 − ∂νgµ5) = α (∂µAν − ∂νAµ) = αFµν (4.7)

Kaluza ainda mostrou que outra consequência era a obtenção da seguinte relação:

Fµν,λ + Fνλ,µ + Fλµ,ν = 0 (4.8)

Por fim se mostrou que um mundo em 5-D, onde só existe a gravitação, poderia

ser equivalente a um mundo 4-D que existe gravitação e eletromagnetismo. Porém sua

métrica (4.3) não era invariante sobe transformações gerais de coordenadas.

4.2.1 Contribuições de Klein

Oskar Klein fez importantes modificações na teoria de Kaluza publicando-

as em um artigo [19] em 1926, onde ele preocupou-se com a covariância da teoria mas

deixando a condição de cilindricidade. Sua preocupação era que a teoria de Kaluza teria

que ser covariância sob transformação geral de coordenadas, ou seja as novas coordenadas

teriam que depender das antigas x
′µ(xµ, x5) e y′(xµ, x5), mas como a covariância é um

prinćıpio que só pode ser comprovada em 4-D será imposto que x
′µ(xµ), ou seja ∂x′µ

∂x5 = 0,

e a condição de cilindricidade teria que valer no novo sistema de coordenada,
∂γ′

AB

∂x′5 = 0.

Será construir uma teoria com essas caracteŕısticas partindo de uma trans-

formação geral de coordenadas, impondo as condições acima. Sabe-se que uma trans-

formação geral de coordenadas é dada por:

g′CD(x
′A) =

∂xA

∂x′C

∂xB

∂x′D
gAB(x) (4.9)

Pegando agora o termo gν5 e ver como ele se comporta.

g′ν5(x
′A) =

∂xA

∂x′ν

∂xB

∂x′5
gAB (4.10)

mas pela condição de cilindricidade imposta por Kaluza a métrica não pode depender da
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dimensão extra, portanto:

g′ν5(x
′ν) =

∂xA

∂x′ν
gA5 =

∂xµ

∂x′ν
gµ5 +

∂x5

∂x′ν
g55 (4.11)

Impondo agora as seguintes transformações

x5 → x′5 = x5 + ε(xν) e x′µ = xµ (4.12)

teremos que

g′ν5(x
′ν) = gν5 + ∂νε(x

ν)g55 (4.13)

Kaluza adotou g55 = α, onde α é uma constante, fazendo com que a expressão acima seja

equivalente a uma transformação de gauge. Portanto, as transformações de coordenadas

mais gerais para este caso são as transformações (4.12).

Com o estudo destas transformações Klein percebeu que a métrica proposta

por Kaluza3 γµν = gµν não era consistente com a covariância, ou seja, a métrica ds2 =

γµνdx
µdxν não é invariante sob as transformações (4.12). Para que seja obtido a métrica

proposto por Klein, iremos partir da ação de uma part́ıcula relativ́ıstica de massa m em

4-D interagindo com um campo eletromagnético Aµ e posteriormente criar uma ação em

5-D para o mesmo sistema f́ısico e comparar as Lagrangianas obtidas nos dois casos.

Sabe-se que a ação de uma part́ıcula relativ́ıstica de massa m movendo-se num

espaço-tempo de Minkowski em D-dimensões é

S = −m

∫

ds = −m

∫

√

ηµνdxµdxν (4.14)

onde µ, ν = 0, 1, 2, ..., D − 1 e no qual usamos o tensor métrico ηµν = diag(+,−, ..,−).

A ação acima é invariante por reparametrização ds = ds
dλ
dλ, onde λ é um parâmetro

arbitrário ao longo da linha-mundo. Assim temos que

S = −m

∫ λf

λi

√

ηµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ = −m

∫ λf

λi

√

ẋ2dλ (4.15)

onde definirmos dxµ

dλ
= ẋµ, onde xµ = xµ(λ).

A ação (4.15) é invariante sob transformações na forma λ → λ′ = f(λ) com f

3onde gµν é a métrica do espaço-tempo quadridimensional



34

sendo uma função arbitrária de λ e portanto a Lagrangiana desse sistema é dada por

L = −m
√

ẋ2 (4.16)

com ẋ2 = ηµν ẋµẋν . A equação de movimento da part́ıcula é dada por d
dλ

(

∂L
∂ẋµ

)

= 0, onde

obtemos que o momento conjugado é

pµ = −m
ẋµ
√

ẋ2
(4.17)

que dá a seguinte equação de v́ınculo

φ ≡ p2 −m2 = 0 (4.18)

Mas se escolhendo-se o parâmetro λ como sendo o tempo próprio da part́ıcula λ → τ

teremos que ẋ2 = 1 assim a equação (4.17) torna-se

pµ = −mẋµ (4.19)

onde ẋ2 = 1 passa a ser o novo v́ınculo no lugar de (4.18).

A Lagrangiana (4.14) pode ser escrita de uma forma mais geral e fácil de se

trabalhar e que ainda respeite as equações de movimento e os v́ınculos, pois a Lagrangiana

(4.16) não descreve pat́ıculas de massa zero e ainda tem um termo de raiz quadrada. Para

isso usamos a ação [21]

S̃ =
1

2

∫ λ2

λ1

e

(

ẋ2

e2
+m2

)

dλ (4.20)

onde e é uma variável auxiliar tal que e = e(λ), e que não adiciona nenhuma nova

dinâmica nas equações de movimento. Essa nova variável se transforma como ẽ = dλ
dλ̃
e e

x′µ(λ′) = xµ(λ) tornando a ação acima invariante por reparametrização. Variando a ação

(4.20) obtemos as seguintes equações de movimento

δS̃

δe
= 0 =⇒ ẋ2 − e2m2 = o =⇒ ẋ2 = e2m2 (4.21)

δS̃

δxµ
= 0 =⇒ d

dλ

(

ẋµ

e

)

= 0 (4.22)



35

onde temos que

e =

√

ẋ2

m2
(4.23)

Se tomarmos o parâmetro λ como o tempo próprio (λ → τ) teremos ẋ2 = 1 e portanto

e = 1/m, podemos notar que se substituirmos a equação (4.23) na ação (4.20) obteremos

a ação (4.15), provando a seguinte equivalência S ≡ S̃. Então a nova Lagrangiana fica

L̃ =
ẋ2

e
+ em2 (4.24)

mostrando que nossa ação (4.20) é uma ação mais geral pois podemos descrever agora

part́ıculas de massa zero e não temos mais o termo com raiz quadrada.

Para o caso de uma part́ıcula relativ́ıstica de m = 0 e fazendo (λ → τ), onde

τ é o tempo próprio, temos que a ação S̃ se torna

S̃ =
1

2

∫ τ2

τ1

ẋ2

e
dτ (4.25)

e conseguintemente

ẋ2 = m2e2 = 0 (4.26)

ou seja, se m = 0 pode-se atribuir qualquer valor para a variável e, em particular e = 1.

Após tais considerações a ação fica

S̃ =
1

2

∫ τ2

τ1

(

ηµν ẋµẋν
)

dτ (4.27)

Agora considerando o caso de uma part́ıcula relativ́ıstica de m = 0 interagindo

com o campo eletromagnético, nossa ação fica

S =
1

2

∫ τ2

τ1

ηµν ẋµẋνdτ +
q

c

∫ τ2

τ1

Aµẋµdτ (4.28)

Para introduzirmos a gravitação na ação acima basta trocarmos o tensor métrico ηµν →
gµν , assim obtendo

S =

∫ τ2

τ1

gµν ẋµẋνdτ +
q

c

∫ τ2

τ1

Aµẋµdτ (4.29)
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onde a Lagrangiana da ação acima é

L = gµν ẋµẋν +
q

c
Aµẋµ (4.30)

e obtem-se que o momento conjugado é

Pµ = gµν ẋν +
q

c
Aµ (4.31)

Trabalhando agora com a equação em 5-D da gravitação (gravitação + eletro-

magnetismo) em 4-D, definimos xA = (t, x, y, z, w) = (xµ, w). Pode-se definir uma ação

da seguinte maneira para o caso de 5-D,

Ŝ =
1

2

∫ τ2

τ1

γABẋAẋBdτ =
1

2

∫ τ2

τ1

[

gµν ẋµẋν + 2gµ5ẇẋµ + g55ẇ
2
]

dτ (4.32)

Assim a Lagrangiana fica

L̂ =
1

2

[

gµν ẋµẋν + 2gµ5ẇẋµ + g55ẇ
2
]

(4.33)

Usando agora a equação de Euler-Lagrange para encontrar o momento conjugado e ẇ

obtêm-se,

∂L̂
∂ẋµ

= P̂µ = ẋµ + g5µẇ (4.34)

d

dτ

(

∂L̂
∂ẇ

)

= 0 e portanto
∂L̂
∂ẇ

= cte = a (4.35)

e assim encontramos o seguinte resultado para ẇ,

ẇ =
a

g55
− gµ5ẋµ

g55
(4.36)

Substituindo o valor de ẇ em (4.32) e (4.34) obtemos que:

Ŝ =
1

2

∫ τ2

τ1

[(

gµν −
gµ5gν5
g55

)

ẋµẋν +
agµ5
g55

ẋµ + aẇ

]

dτ (4.37)

P̂µ =

(

gµν −
gµ5gν5
g55

)

ẋν +
agµ5
g55

(4.38)

e por fim vemos que o termo aẇ da equação (4.37) é um termos de superf́ıcie e quando
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integrado é zero, portanto obtemos que a ação e sua Lagrangiana são

Ŝ =
1

2

∫ τ2

τ1

[(

gµν −
gµ5gν5
g55

)

ẋµẋν +
agµ5
g55

ẋµ

]

dτ (4.39)

L̂ =
1

2

(

gµν −
gµ5gν5
g55

)

ẋµẋν +
1

2

agµ5
g55

ẋµ (4.40)

agora se compararmos as lagrangianas (4.40) com a (4.30) nota-se que γµν =
(

gµν − gµ5gν5
g55

)

,

que é diferente da proposta por Kaluza (γµν = gµν). Também nata-se que g5µ = g55Aµ e

a = 2q/c. Assim a métrica fica

ds2 = gµνdx
µdxν − g55(dw − g5µ

g55
dxµ)2, (4.41)

onde

γAB =

(

gµν − g55AµAν g55Aµ

g55Aν −g55

)

(4.42)

e sua inversa é dada por

γAB =

(

gµν Aν

Aµ −1/g55 + AµA
µ

)

(4.43)

que é uma métrica invariante sob as transformações (4.9), (4.12) e (4.13) definindo-se

g55 = α, onde α é uma constante. Assim essa métrica é invariante sob uma transformação

geral de coordenadas e sob uma transformação da coordenada extra acompanhada de uma

transformação de calibre.

4.3 Ação de Einstein-Hilbert da teoria KK

Klein ainda calculou a ação de EH em 5-D, variou-as e encontrou as equações

da TRG de Einstein, onde o tensor energia-momento das equações é justamente o tensor

energia-momento do campo eletromagnético [19]. Para a obtenção da ação de EH em 5-D

teremos a seguinte equação:

Ŝ =
1

16πĜ

∫

Ω

R̂
√
γd5x (4.44)

onde Ĝ, R̂ e γ representam, respetivamente, a constante gravitacional, o escalar de Ricci e

o determinante do tensor métrico γAB . Para um caso mais geral da redução dimensional

de 5-D para 4-D vamos considerar nas equações (4.42) e (4.43) que g55 = φ(xµ), onde
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φ(xµ) é um campo escalar, e posteriormente podemos tomar o caso particular tomado por

Klein quando fizermos φ = cte. Vamos calcular os śımbolos de Christoffel Γ̂A
BC onde o

ı́ndice latino A = 0, 1, 2, 3, 5, assim temos que

Γ̂A
BC =

1

2
γAD (∂BγCD + ∂CγDB − ∂DγBC) (4.45)

de onde tiramos os seguintes resultados.

Γ̂µ
55 =

1

2
∂µφ (4.46)

Γ̂5
55 =

1

2
Aν∂νφ

Γ̂ν
µ5 =

φ

2
φF ν

µ − 1

2
Aµ∂

νφ

Γ̂5
5µ =

1

2
φ∂µφ+

1

2
φAνF

ν
µ − 1

2
AµA

ν∂νφ

Γ̂µ
νλ = Γµ

νλ −
φ

2
A(νF

µ
λ) +

1

2
gµαAνAλ∂αφ

Γ̂5
µν = AβΓ

β
µν −

1

2
∂(µAν) −

1

2φ
A(ν∂µ)φ− φ

2
AλA(µFν)λ +

Aλ

2
AµAν∂λφ

onde Fµν = ∂νAµ − ∂µAν e Γµ
νλ é o śımbolo de Christoffel em 4-D. Com esses resultados

pode-se calcular o tensor de Ricci R̂AB e posteriormente o escalar de Ricci R̂. O tensor

de Ricci é dado por

R̂AB = ∂BΓ̂
C
AC − ∂CΓ̂

C
AB + Γ̂C

ADΓ̂
D
BC − Γ̂C

CDΓ̂
D
AB (4.47)

onde, usando os valores dos Γµ
νλ acima, obtêm-se

R̂55 = −1

2
∇2φ+

∂µφ∂
µφ

4φ
+

φ2F 2

4
(4.48)

R̂5µ = −3

4
F α
µ ∂αφ− φ

2
∇νF

ν
µ − Aµ

2
∇2φ− Aµ

4φ
∂νφ∂νφ+

φ2

4
AµF

2 (4.49)

R̂µν = Rµν −
3

4
∂αφA(µFν)α − 1

2φ
∇µ∇νφ− φ

2
∇αF

α
(µ Aν) +

1

2
∇2φAµAν (4.50)

+
φ

4
Fα(µF

α
ν) +

∂µφ∂νφ

4φ2
+

1

4φ
(∇φ)2AµAν +

φ2

4
AµAνF

2

onde Rµν é o tensor de Ricci em 4-D. Com esses resultado obtemos o escalar de Ricci
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R̂ = ĝABR̂AB = R +
φ

4
F µνFµν −

∂µφ∂
µφ

2φ2
+

�φ

φ

R̂ = R +
φ

4
F µνFµν +

2√
φ
�

√

φ (4.51)

Assim vemos que podemos também obter o escalar de Ricci com menos trabalho e com

mais elegância usando o formalismo de formas diferenciais e as equações de estrutura de

Cartan, que foram abordado em caṕıtulos anteriores.

Agora substituirmos o valor de R̂ em (4.44) temos a seguinte ação

ŜKK =
1

16πĜ

∫ √−g
√

φ

(

R +
φ

4
F µνFµν +

2√
φ
�

√

φ

)

d4x

∫

dw (4.52)

que é a ação de Kaluza-Klein. Assumindo que a dimensão extra é compacta e varia de

0 até 2πr , onde r é o raio de compactificação da dimensão extra, e que �φ é um termo

de divergência que quando integrado é zero, e fazendo um reescalonamento no campo Aµ,

Aµ → kAµ, temos a seguinte ação

ŜKK =
2πr

16πĜ

∫ √−g
√

φ

(

R +
φk2

4
F µνFµν

)

d4x (4.53)

onde temos que

G =
Ĝ

2πr
(4.54)

em que G é a constante gravitacional em 4-D e onde definindo a nova constante k como

k = 4
√
πG. Assim obtemos a ação

ŜKK =
1

16πG

∫ √−g
√

φ

(

R +
φk2

4
F µνFµν

)

d4x (4.55)

esta é a ação de Kaluza-Klein no referencial de Jordan. Neste referencial o compo escalar

φ tem um escalonamento global diferenciando-o da ação de Kaluza-Klein no referencial de

Einstein que não possui este campo escalar. Variando a ação acima obtemos as seguintes

equações de movimento [22] [23]

Gµν =
k2φ

2
TEM
µν +

1

2φ
(gµν�φ−∇µ∇νφ) +

1

4φ2
(∇µφ∇νφ− gµν∇λφ∇λφ)(4.56)

∇µF
µν = −3F µν

2φ
∂µφ (4.57)

�φ =
φ2k2

2
F µνFµν +

∇νφ∇νφ

2φ
(4.58)
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onde TEM
µν = −F λ

µ Fνλ +
gµν
4
FµνF

µν que é o tensor de energia-momento e Fµν = ∂µAν −
∂νAµ. Temos então o chamado milagre de Kaluza-Klein, pois obtemos o tensor momento-

energia do campo eletromagnético em 4-D partindo de uma teoria puramente geométrica

em 5-D, Kaluza adotou que ĜMN = 0 ou a própria geometria em 5-D gera o tensor

energia-momento em 4-D. Neste contexto temos dois casos importantes, o primeiro sendo

φ =constante e no segundo Aµ = 0.

Para o primeiro caso no qual o campo escalar constante iremos assumir φ = 1

e obteremos a seguinte ação

Ŝkk =
1

16πG

∫ √−g

(

R +
k2

4
F µνFµν

)

d4x. (4.59)

Esta ação descreve a gravidade de Einstein em quatro dimensões acoplada a um campo

eletromagnético, e consecutivamente obteremos as seguintes equações de movimento:

Gµν =
k2

2
TEM
µν , (4.60)

∇µF
µν = 0 (4.61)

(4.62)

Assim, a teoria da relatividade de Einstein e o eletromagnetismo foram su-

postamente unificados [24]. Contudo esta escolha de φ não é consistente com a equação

(4.58) se F µνFµν 6= 0, fato primeiro notado por Jordan [25] e Thiry [26]. Assim a restrição

Aµ = 0 nos mostra que estamos trabalhando em um referencial especial, ou seja, se não

podemos escolher um referencial onde Aµ 6= 0 a teoria de Kaluza-Klein não é invariante

sobre transformações gerais de coordenadas e mesmo adotando Aµ = 0 não teremos uma

unificação já que teremos apenas o termo gravitacional. Podemos deixar a ação (4.55) pa-

recida com a ação de Einstein-Hilbert adicionada da ação do campo eletromagnético sem

precisarmos assumir φ = constante fazendo uma transformação conforme. Quando traba-

lhamos com a ação (4.55) dizemos que estamos no referencial de Jordan, assim passaremos

do referencial de Jordan para o referencial de Einstein onde não teremos a dependência

de
√
φ em R.

4.3.1 Transformação Conforme

Vimos que pela ação (4.55) podemos obter os equações de Einstein e as equações

para o eletromagnetismo, porém apenas quando fazemos o caso em que o campo φ é cons-

tante, mas podemos considerar φ sendo dinâmico porém temos que nos assegurar que a
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Teoria da Relatividade Geral que tem como base o Prinćıpio de Equivalência continue

valendo mesmo quando temos um campo φ variando. Nosso problema é que na teoria de

Einstein em 4-D, equação (4.59), não temos nenhum campo escalar do tipo
√
φ multi-

plicando o escalar de Ricci diferente da ação em (4.55), assim teremos que eliminar este

termo usando uma transformação conforme na métrica [27] [24] da seguinte forma:

gµν → Ω2gµν (4.63)

e escolher o fator apropriado Ω também chamado de fator de Weyl. Em um espaço-tempo

em D-dimensões o resultado da correspondente mudança do tensor de Ricci é

Rµν → Rµν − (D − 2)∇µ∇νlnΩ− gµνg
αβ∇α∇βlnΩ + (D − 2)(∇µlnΩ)∇νlnΩ (4.64)

−(D − 2)gµνg
αβ(∇αlnΩ)∇βlnΩ

Assim temos que o escalar de Ricci muda para

R → Ω−2[R− 2(D − 1)�lnΩ− (D − 2)(D − 1)(∇lnΩ)2] (4.65)

Fazendo a transformação conforme na ação (4.55) para D=4 onde
√−g → Ω4

√−g, obte-

mos que o valor do fator escalar Ω = φ− 1
4 teremos a seguinte ação

ŜKK =
1

16πG

∫ √−g

(

R +
φ

3
2k2

4
F µνFµν −

15

8

∂µφ∂
µφ

φ2
+

3

2

�φ

φ

)

d4x (4.66)

ou, fazendo uma integração por partes nos últimos dois termos da integral, temos

Ŝkk =
1

16πG

∫ √−g

(

R +
φ

3
2k2

4
F µνFµν −

3

8

∂µφ∂
µφ

φ2

)

d4x (4.67)

Depois desta transformação conforme, estamos agora no referencial de Einstein. Vemos

que conseguimos eliminar o termo que acompanhava o escalar de Ricci e obter uma ação

similar a ação (5.59).

4.4 Compactificação

Falamos da quinta dimensão até agora como uma ferramenta matemática mas

não falamos nada sobre sua natureza F́ısica e o fato dela não ter sido observada experi-

mentalmente. Somente em 1926 foi que Klein estendeu a ideia de Kaluza onde ele havia
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postulado a independência dos campos com relação a dimensão extra [20]. Klein sugere

que a dimensão extra poderia ser compactificada em um ćırculo de tamanho 2πr ∼ M−1
pl ,

de modo que a variedade V5 resultasse do produto direto V5 = V4 × S1, onde V4 denota

uma variedade Riemanianna (espaço-tempo) e S1 um circulo que é a variedade relacio-

nada ao grupo de simetria U(1) do eletromagnetismo. Isso nos indica que qualquer campo

f(xµ, ω) se torna periódico em relação a quinta coordenada que denotamos como ω, de

modo que f(xµ, ω) = f(xµ, ω + 2πr), onde r representa o raio da quinta dimensão. Essa

simetria circular nos permite expandir a métrica e os campos em série de Fourier com

respeito a dimensão extra tal que possamos escrever nossos campos da seguinte maneira:

gMN(x
µ, ω) =

∞
∑

n=−∞

gnµν(x
µ)e

inω
r , (4.68)

AN(x
µ, ω) =

∞
∑

n=−∞

An
µ(x

µ)e
inω
r , (4.69)

φ(xµ, ω) =
∞
∑

n=−∞

φn(xµ)e
inω
r , (4.70)

(4.71)

onde o superescrito n refere-se ao n-ésimo módulo de Fourier. Para o caso do campo

escalar temos a seguinte ação

S =

∫

d5x∂Mφ(xµ, ω)∂Mφ(xµ, ω), (4.72)

e expandindo o campo escalar em série de Fourier ficamos com a seguinte ação

S =

∫

d4x

[

1

2
∂µφ

(0)∂µφ(0) +
∞
∑

n=1

(

∂µφ
(n)†∂µφ(n) − n2

r2
φ(n)†φ(n)

)

]

. (4.73)

Para esse resultado assumimos que φ é um campo real o que implica que φ(−n) = φ(n)†.

Podemos escrever a ação em 5-D para cada campo, expandindo-los em série de Fourier e

integralos na quinta dimensão para, em fim, podermos ver que a ação obtida por Kaluza é

na verdade o módulo não massivo, ou seja n = 0, na expansão da série de Fourier, e para

n 6= 0 teremos as torres de Kaluza-Klein que são os módulos massivos da série. Portanto

vemos que a relação entre a massa e o raio da dimensão extra é

m ∼ n

r
(4.74)
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onde r é o raio da dimensão extra e n são os n-ésimos termos da expansão da série de

Fourier. Podemos ainda generalizar para

m2 =
n2

r2
(4.75)

Contudo vemos que para n 6= 0 e adotando a ideia de Klein onde não vemos

a dimensão extra devido seu raio ser muito pequeno, então teŕıamos para o caso massivo

part́ıculas com massas muito grandes. Se r fosse da ordem do comprimento de Planck,

10−33cm, as massas seriam da ordem de 1019GeV (a massa de Planck), uma escala tão

enorme que impossibilita a observação destes tipos de part́ıculas em escalas de energia

comuns ao modelo padrão de part́ıculas, assim ignoramos os modos massivos de Kaluza-

Klein e trabalhamos apenas com o modo não massivo e real (o modo-zero de Kaluza-

Klein)[28]. Se adotarmos que o raio é muito grande fazendo assim desaparecer o problema

de part́ıculas muito massivas, teremos outro problema pois já que o raio da dimensão extra

é muito grande, essa dimensão já poderia ter sido observada.

4.4.1 Mecanismos de Compactificação

Vimos que para que a teoria de Kaluza-Klein recaia em uma teoria de 4-D

tivemos que fazer uma redução dimensional baseada na ideia de que a quinta dimensão

era compacta e mostramos que ela nada mais é do que o módo zero de uma expansão

dos campos por série de Fourier, porém esse é o caso que tem uma solução clássica de

compactificação espontânea, mas se quisermos uma teoria tipo Kaluza-Klein em (4+D)-

dimensões com (D>1) não podemos usar o mesmo método usado anteriormente, pois as

soluções já não são tão triviais. Devido essa complicação em compactificar a teoria com

D-dimensões extras foram criados vários mecanismos de compactificação espontânea (ba-

seado em um tensor de campo totalmente antissimétrico, Campos de Yang-Mills, flutuação

quântica, monopólos, instantons, generalização da ação em grandes curvaturas, ... )[14],

nós nos concentraremos no primeiro caso que é a introdução de um tensor totalmente

antissimétrico na teoria de Kaluza-Klein.

A compactificação espontânea se baseia na introdução de um tensor totalmente

antissimétrico, que será um tensor de energia-momento na teoria de Kaluza-Klein, assim

acabando com a ideia original de Kaluza que queria obter as equações de movimento em 4-

D por meio de uma teoria totalmente geométrica em 5-D. Esse método de compactificação

é chamado de compactificação de fluxo onde nosso tensor antissimétrico é uma espécie de

fluxo de campo, e foi primeiro introduzida pelos F́ısicos Peter Freund e Mark Rubin em

1980 [29] para estudos de Super-Gravidade em 11-D. Para uma teoria da gravitação em 11-
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D (super-gravidade) nós podemos encontrar 7 ou 4 dimensões do tipo espaço compactas.

Pelo exemplo de compactificação de Freund-Rubin nós começamos conside-

rando a ação de Einstein-Maxwell em D-dimensões, sabendo que o tensor do campo ele-

tromagnético Fµν é uma 2-forma, como visto em caṕıtulos anteriores, e que consideramos

esse tensor como um fluxo do campo eletromagnético podendo assim compactificar 2 ou

(D − 2)-dimensões espaciais se nós escolhermos uma forma espećıfica para a métrica e

para o campo de fluxo. As equações Einstein-Maxwell em D-dimensões são

RMN − 1

2
gMNR = −8πG(F M

P F PN − 1

4
gMNFABF

AB) (4.76)

∇MFMN = 0, (4.77)

onde FMN é um tensor de rank dois totalmente antissimétrico. Podemos ver que a solução

das equações acima de um espaço-tempo de D-dimensões como um produto de duas

variedades Riemannianas, uma de 2-dimensões e a outra de (D − 2)-dimensões: VD =

V2 × VD−2, similarmente ao caso da teoria de Kaluza-Klein em 5-D que era composto

como V5 = V4 × S1. Sabemos que o tensor FMN é proporcional ao tensor de Levi-Civita

em V2. Com isso podemos escrever, nossa métrica em blocos como sendo

gMN =

(

gµν(x
p) 0

0 gmn(x
q)

)

(4.78)

onde µ, ν, p = 1, 2 e m, n, q = D − 2. As equações de Maxwell admitem a seguinte

solução

FMN =
(

ǫMN/
√

|g|
)

f, (4.79)

onde

ǫMN = ǫµν , para M = µ e N = ν, (4.80)

ǫMN = 0, para qualquer outro caso

onde temos que ǫµν = −ǫνµ e que ǫµν = +1 para µ < n, g é o determinante da métrica

gMN , e f é uma constante com dimensão de massa ao quadrado. Assim notamos que o

termo FABF
AB das equações de Einstein dá um termo de constante cosmológica geral:
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FABF
AB =

(

ǫAB.
√

|g|
)

f.
(

ǫAB/
√

|g|
)

f (4.81)

FABF
AB = 2f 2sgn(g)

Temos que os primeiros termos são nulos exceto para M = µ e N = ν, onde este é

proporcional a gMN . Assim o termo de fonte das equações de Einstein reduz se a termos de

constante cosmológicas com diferentes valores para V2 e VD−2. Com isso podemos definir

o escalar de curvatura de V2 como R2 = gµνRµν e para VD−2 temos RD−2 = gmnRmn, onde

R = R2 +RD−2[29] [30]. Assim obtemos as seguintes escalares de curvatura

RD−2 = λ, R2 = −2
D − 3

D − 2
λ (4.82)

onde

λ = 8πGf 2sgn(g2) (4.83)

Por fim vemos que para uma variedade Riemanniana compacta o seu escalar

de curvatura tem que ser negativo. Notamos que para D ≥ 4 temos que Gf 2 > 0 assim

R2 e RD−2 tem sinais opostos enquanto que RD−2 e g2 tem o mesmo sinal. Isso implica

que quando a dimensão temporal estiver em V2 a variedade VD−2 é compacta e vice-versa.

Agora podemos generalizar a compactificação para (q)-dimensões bastando

trocar o campo vetorial na equação (5.76) por um tensor de fluxo de campo totalmente

antissimétrico de rank (q− 1) e correspondentemente o tensor do campo eletromagnético

será então componentes de um tensor totalmente antissimétrico de rank q podendo assim

estabilizar a compactificação de q ou D−q dimensões. Nossa ação (D)-dimensão Einstein-

Maxwell é

S =
1

16πG

∫

dxd
√−g

(

R− 1

q!
F 2
(q)

)

(4.84)

onde R é o escalar de curvatura, F(q) é o fluxo de campo em q-forma e g = det(gMN), é

o determinante da métrica total. Variando a ação (4.83) teremos a seguintes equações de

Einstein

RMN − 1

2
gMNR = −8πGTMN , (4.85)

TMN =
1

(q − 1)!
F M
L1...Lq−1

FL1...Lq−1N − 1

2q!
F 2gMN , (4.86)

∇MFML1...Lq−1 = 0 (4.87)
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se contrairmos o tensor de Einstein usando a métrica inversa gMN teremos a expressão do

escalar de Ricci R do espaço (D)-dimensões

R = λ
(2q −D)

(D − 2)
(4.88)

substituindo o escalar de Ricci na equação (4.84) obteremos uma geral expressão para o

tensor de Ricci:

RMN = −8πG

[

1

(q − 1)!
F M
L1...Lq−1

FL1...Lq−1N − 1

q!

(q − 1)

(D − 2)
F 2gMN

]

(4.89)

assim como feito anteriormente podemos escrever essa variedade como VD = MD−q ×Nq

tal que a métrica é da forma

gMN =

(

gµν(x
p) 0

0 gmn(x
q)

)

(4.90)

onde o escalar de curvatura pode ser escrito como uma soma dos dois escalares das sepa-

radas variedades R = RMd−q
+RNq

e onde o escalar RMD
e o RNq

são dados por

Rµν
MD−q

=
1

(q − 1)!
F µ
L1...Lq−1

FL1...Lq−1ν − 1

q!

q − 1

D − 2
F 2gµν (4.91)

Rmn
Nq

=
1

(q − 1)!
F m
L1...Lq−1

FL1...Lq−1n − 1

q!

q − 1

D − 2
F 2gmn (4.92)

agora escolhendo a q-forma campo fluxo proporcional ao completamente antissimétrico

tenso em Nq temos

FM1...Mq = fsgn(gq)

(

ǫM1...Mq/
√

|gq|
)

, (4.93)

onde

ǫMN = ǫm1...mq/
√

−gq, (4.94)

ǫMN = 0, para qualquer outro caso.

onde f é uma constante a ser definida. Por fim nos obtemos o escalar de Ricci nas duas

variedade anterior contraindo com a métrica inversa e obtendo

RMD−q
= λ

(D − q)(q − 1)

(D − 2)
, e RNq

= −λ
q(D − q − 1)

(D − 2)
. (4.95)

onde

λ = 8πGf 2sgn(gq) (4.96)
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vemos que se escolhermos q = 2 recuperamos o resultado de Freund e Rubin. Por fim

mostramos que o escalar tem sinal oposto do escalar da variedadeMD−q, assim sendo uma

variedade compacta. Provamos assim que a introdução de um tensor de fluxo q-forma

pode compactar naturalmente p ou q dimensões espaciais.

4.4.2 Kaluza-Klein em formas diferenciais

Vamos agora calcular o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o seu escalar

na teoria de Kaluza-Klein usando formas diferenciais, mostrando assim que é bem menos

trabalhoso [27] [24]. Usaremos a notação de vierbein descrita nas sessões anteriores onde

os ı́ndices do espaço-tempo quadridimensionais curvo serão representados pelas letras

gregas µ, ν, α, .. e que variam de 0,1,2,3 e os ı́ndices do espaço-tempo plano (espaço de

Minkowski) serão representados por µ̄, ν̄, ᾱ, ..., e assim temos que gµν = eµ̄µe
ν̄
νηµ̄ν̄ . Usando

nossa métrica (4.41) e escolhendo nosso g55 = −φ e nosso −g5µ/g55 = Aµ e tomando

dw = dx5 podemos obter nossa base ortonormal 1-forma partindo da seguinte expressão:

ds2 = gµνdx
µdxν + φ(dx5 + Aµdx

µ)2, (4.97)

onde, fazendo a mudança para o espaço plano, temos

ds2 = ηµ̄ν̄e
µ̄
µe

ν̄
νdx

µdxν + φ(dx5 + Aµdx
µ)2 (4.98)

onde definimos que

ωµ̄ = eµ̄µdx
µ (4.99)

ω5̄ =
√

φ(dx5 + Aµdx
µ) (4.100)

(4.101)

podemos então ver que e5̄5 =
√
φ, e5̄µ =

√
φAµ e eµ̄5 = 0. Agora usando a primeira

equação de estrutura de Cartan com termo de torção nulo (deᾱ = −Ωᾱ
λ̄
∧eλ̄) encontraremos

a conexão de spin. Fazendo a derivada exterior da forma (ω5̄) obtemos

dω5̄ =
1

2
φ−1/2∂ρ(φ)dx

ρ ∧ (dx5 + Aµdx
µ) + φ1/2∂ρ(Aµ)dx

ρ ∧ dxµ (4.102)

sabendo que Fρµ = ∂ρAµ − ∂µAρ, usando a antissimetria de dxρ ∧ dxµ e a transformação

∂ρ = eρ̄ρ∂ρ̄ obtemos que

dω5̄ =
1

2φ
∂ρ̄(φ)ω

ρ̄ ∧ ω5̄ +
φ1/2

2
Fµ̄ρ̄ω

ρ̄ ∧ ωµ̄. (4.103)
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Comparando agora o nosso resultado com a primeira equação de estrutura de Cartan para

a quinta dimensão (dω5̄ = −Ω̄5̄
ρ̄ ∧ eρ̄) vemos que nossa conexão de spin é

Ω̄5̄
ρ̄ =

φ1/2

2
Fµ̄ρ̄ω

µ̄ +
1

2φ
∂ρ̄(φ)ω

5̄ (4.104)

Usando a antissimetria dos dois ı́ndices ortonormais, nos também encontramos o valor de

Ω̄ρ̄
5̄
onde precisaremos a seguir. Calculemos agora a derivada exterior dωµ̄,

dωµ̄ = −Ω̄µ̄
ν̄ ∧ ων̄ − Ω̄µ̄

5̄
∧ ω5̄ (4.105)

A versão quadrimensional da primeira equação de estrutura de Cartan é

dωµ̄ = −Ωµ̄
ν̄ ∧ ων̄ (4.106)

implicando assim que

Ω̄µ̄
ν̄ = Ωµ̄

ν̄ +
1

2
φ1/2F µ̄

ν̄ ω5̄ (4.107)

obtendo assim a conexão de spin nos dois espaços.

Agora em posse das conexões de spin podemos obter o tensor de Riemann e o

tensor de Ricci usando a segunda equação de estrutura de Cartan, onde as componentes

Rµ̄
ν̄ρ̄σ̄ formam o tensor de curvatura de Riemann no referencial ortonormal onde estamos

trabalhando. Neste mesmo referencial a correspondente expansão da conexão de spin é

da forma Ωµ̄
ν̄ = Ωµ̄

ν̄σdx
σ onde Ωµ̄

ν̄σ são os coeficientes da conexão.

Calculemos primeiro a curvatura da forma R̄µ̄
5̄
que é

R̄µ̄
5̄
= dΩµ̄

5̄
+ Ωµ̄

ν̄ ∧ Ων̄
5̄ (4.108)

Ao longo da direção ωρ̄ ∧ ωσ̄ nós encontramos as componentes do tensor de curvatura

R̄µ̄
5̄ρ̄σ̄

=
1

2
φ1/2Dµ̄(Fσ̄ρ̄) +

1

4φ1/2

(

2Dµ̄(φ)Fσ̄ρ̄ +Dρ̄(φ)F
µ̄

σ̄ −Dσ̄(φ)F
µ̄

ρ̄

)

(4.109)

onde usamos a relação de que Dµ̄(Fσ̄ρ̄) = ∇µ(Fσ̄ρ̄)e
µ
µ̄ para a derivada covariante e simpli-

ficamos o resultado usando a identidade de Bianchi Dµ̄(Fσ̄ρ̄) + Dσ̄(Fρ̄µ̄) + Dρ̄(Fµ̄σ̄) = 0.

Com um cálculo similar encontramos as componentes para a direção ωρ̄ ∧ ω5̄
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R̄µ̄
5̄ρ̄5̄

=
φ

2
F µ̄ν̄Fµ̄ν̄ −

1

4φ
Dρ̄(D

µ̄φ) +
1

4φ2
Dµ̄(φ)Dρ̄(φ) (4.110)

Estas são todas as componentedo do tensor de Riemann que envolvem o ı́ndice

da quinta dimensão. Para o caso da componete do tensor de Riemann em 5-D com respeito

aos ı́ndices µ̄ν̄ temos

R̄µ̄
ν̄ = dΩ̄µ̄

ν̄ + Ω̄µ̄

λ̄
∧ Ω̄λ̄

ν̄ + Ω̄µ̄
5̄
∧ Ω̄5̄

ν̄ (4.111)

e com isso obtemos que

R̄µ̄
ν̄ρ̄σ̄ = Rµ̄

ν̄ρ̄σ̄ +
φ

4

(

2F µ̄
ν̄ Fρ̄σ̄ − F µ̄

ρ̄ Fσ̄ν̄ − F µ̄
σ̄ Fν̄ρ̄

)

(4.112)

que tem a correta antissimetria nos dois primeiros e nos dois últimos ı́ndices. Nós também

vemos que a simetria R̄µ̄ν̄ρ̄σ̄ = R̄ρ̄σ̄µ̄ν̄ é satisfeita. O tensor de Ricci é definido em 4-D

como sendo Rν̄σ̄ = Rµ̄
ν̄µ̄σ̄ e similarmente em 5-D. Ele é simétrico nos dois ı́ndices, e suas

componentes são

R̄5̄5̄ =
φ

2
F µ̄ν̄Fµ̄ν̄ −

1

4φ
Dµ̄(D

µ̄φ) +
1

4φ2
Dµ̄(φ)Dµ̄(φ) (4.113)

R̄ν̄5̄ =
φ1/2

2
Dµ̄(Fν̄µ̄) +

3

4φ1/2
Fν̄µ̄D

µ̄(φ) (4.114)

R̄ν̄σ̄ = Rν̄σ̄ −
1

2
φF µ̄

ν̄ Fµ̄σ̄ −
1

2φ
Dσ̄(φ)Dν̄(φ) (4.115)

Para o escalar de curvatura temos que R̄ = R̄µ̄
µ̄, em termos da coordenadas

base temos

R̄ = R− 1

4
F µνFµν −

1

φ
∇2(φ) +

1

2φ2
(∇µφ)

2 (4.116)

Por fim obtemos o mesmo escalar de curvatura por um meio mais rápido e elegante

usando formas diferenciais e que as equações de estrutura de Cartan, onde vemos que o

formalismo, é bastante poderoso, se tornando uma ferramenta fundamental para quem

trabalha em teorias de campo. Podemos encontrar os tensores de Ricci na base curviĺınea

usando os vierbein eµ̄µ juntamende com as relações eµ̄5 = 0, e5̄µ = φ1/2Aµ e e5̄5 = φ1/2.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho exploramos vários aspectos da teoria de Kaluza-Klein e vimos

que a teoria não unifica realmente o eletromagnetismo com a gravitação, porem vimos

as possibilidades que a adição de uma dimensão extra causa em uma teoria, que neste

caso, nos levou a uma teoria mais abrangente e nos deu dicas de como proceder para

uma posśıvel unificação. Assim podemos afirmar que um dos caminhos mais atraentes

para uma teoria de grande unificação seja a introdução de dimensões extras nas teorias

existente ou criando teorias que já partem do pressuposto que existem mais do que quatro

dimensões. Essa afirmação vem realmente sendo comprovada teoricamente com o grande

avanço de teorias que se apoiaram na ideia de Kaluza e Klein. Também constatamos

que a ideia primordial de Kaluza foi perdida já que para uma teoria com mais de uma

dimensão extra temos que usar ferramentas para compactificá-las, que no nosso caso

foi a compactificação de Fluxo onde se adiciona um tensor energia-momento totalmente

antissimétrico, assim não obtendo uma teoria puramente geométrica que era sua ideia

original. E por fim vimos que é muito vantajoso se trabalhar com formas diferenciais pois

as mesmas se mostraram ferramentas poderosas para tal estudo uma vez que sua álgebra

nos permitiu obter os mesmos resultados em um menor tempo. Como continuação da

pesquisa iremos abordar o modelo de Kaluza-Klein com 2-dimensões, assim trabalhando

com um modelo de álgebra não abeliano, e com isso podermos analisar suas consequências

em termos de teoria de unificação.
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[22] WILLIAMS, L.L. Field Equations and Lagrangian for the Kaluza Metric Evaluated
with Tensor Algebra Software. Journal of Gravity, vol. 2015, Article ID 901870, 6
pages, 2015.

[23] MORGADO, A. 5D Kaluza-Klein theories - a brief review. Departamento de F́ısica,
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