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RESUMO

Neste trabalho discutimos algumas propriedades eletronicas de monocamada de fésforo
negro (fosforeno) a partir do modelo tight-binding e da aproximagao do continuo. Fizemos
um descricao analitica sobre fios quanticos anisotropicos nao-alinhados ao eixo de anisotro-
pia do material e determinamos o espectro de energia do sistema. Em seguida, analisamos
a dependéncia do espectro de energia em funcao do angulo de rotacao do fio e de sua
largura. Em relacao as propriedades de transporte, apresentamos a técnica Split-operator
e aplicamos-a para o caso do fosforeno a fim de descrever a propagacao do pacote de ondas
simulando o transporte eletronico nessa estrutura. Analisando a dinamica de pacotes
de ondas em fosforeno, verificamos o efeito andlogo ao zitterbewegung em determinadas
direcoes de propagacao e diferentes pseudospins.

Palavras-chave: fosforeno. fios quanticos anisotrépicos. modelo continuo. zitterbewegung



ABSTRACT

In this work we discuss some electronic properties monolayer black phosphorous (phospho-
rene) within the tight-binding model and the continuum approximation. We did an
analytical description of anisotropic quantum wires not aligned to the axis of anisotropy
of the material and determined the energy spectrum of the system. Next, we analyze the
dependence of the energy spectrum as a function of the rotation angle of the wire and
its width. In relation to transport properties, we present the Split-operator technique
and apply it to the case of phosphorene in order to describe the propagation of wave
packet simulating the electronic transport in this structure. By analyzing the wave packet
dynamics in phosphorene, we verified an effect analogous to the zitterbewegung in certain
directions of propagation and different pseudospins.

Keywords: phosphorene. anisotropic quantum wires. continuum aproximation. zitterbewe-
gung
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1 INTRODUCAO

1.1 Surgimento dos semicondutores bidimensionais

Uma nova classe de materiais surge com a obtengao do grafeno em 2004 quando
pesquisadores da universidade de Manchester conseguiram isolar uma folha de carbono
da estrutura do grafite por um método denomidado de clivagem micromecanica[l]. Essa
técnica consiste primeiramente na separacao por meio de fitas adesivas das camadas de
um cristal de grafite seguida pela friccao dessa amostra sobre um substrato de éxido de
silicio SiO,.

O grafeno é um material estritamente bidimensional constituido de dtomos de
carbono dispostos em uma rede hexagonal, onde cada atomo estd ligado a trés primeiros
vizinhos por meio de ligagoes o (fortes), as quais resultam da hibridizacao do tipo sp?
entre os orbitais 2s, 2p, e 2p, parcialmente preenchidos com trés dos quatro elétrons de
valéncia, enquanto o orbital p, fica perpendicular ao plano que contém as ligagoes o. As
importantes propriedades eletronicas do grafeno devem-se ao fato que cada atomo de
carbono possui um orbital parcialmente preenchido o qual se superpoe ao orbital do dtomo
vizinho, nesse tipo de ligacao (ligagao fraca ou ligagao ) os elétrons sdo quase livres e sdo
os responsaveis pelas propriedades de transporte de carga desse material[2].

Podemos observar propriedades peculiares em amostras de grafeno como a alta
mobilidade eletronica mesmo quando quimicamente ou eletronicamente dopadas, o que
difere de alguns semicondutores que tém sua mobilidade reduzida quando dopados[3].
Também podemos observar: o fenomeno de Zitterbewegung, que consiste na oscilagao
do centro de massa de um pacote de onda[4, 5], efeito Hall Quantico Anomalo[6] e o
tunelamento de Klein, no qual um elétron consegue ultrapassar com probabilidade igual
a 1 qualquer barreira de potencial quando sua incidéncia é normal. Tais fenomenos sao
possiveis porque os portadores de carga no grafeno, a baixas energias, obedecem a equacao
de Dirac para particulas relativisticas sem massa e com velocidade 300 vezes menor que a
da luz no vacuo (chamada de velocidade de Fermi)[7].

A busca pela obtencao de outros materiais bidimensionais estaveis tem aumen-
tado desde o surgimento do grafeno, como exemplo temos os dicalcogenetos de metais de
transigao (TMD’s)[8, O][10], o siliceno[IT], 12], T3], germaneno[13, [14] e mais recentemente
o fosforeno[15], [16].

Os materiais pertencentes a categoria dos TMD’s possuem férmula quimica

MX, e sao formados pela ligagao covalente entre um metal de transi¢ao (Mo, W, etc.),
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representado por M e um calcogénio (S, Se, Te), representado por X[8], conforme mostrado
na figura . A partir de 2010 materiais dessa categoria comegaram a ser obtidos, como
o dissulfeto de molibdénio (MoS,y)[17, [I8], monocamadas de dissulfeto de tungsténio
(Wsy)[18], disseleneto de molibdénio (MoSe;)[18] e disseleneto de tungsténio (WSes)[18].

Figura 1 — Fonte:[§].Empilhamento tipico de uma rede de dtomos de dicalcogeneto de metais
de transi¢cao (TMD’s), onde os dtomos amarelos sdo os calcogénios e os verdes sao metais de
transicao.

O siliceno e germaneno, analogos ao grafeno, consistem de uma tnica camada
formada por atomos de silicio e germanio, respectivamente[11], [13]. Diferente do grafeno,

essas estruturas possuem redes nao-planares, como podemos ver na figura .

#Ee= 3 h

Figura 2 — Fonte:[12].Vista lateral de uma rede de siliceno com altura h de curvatura da rede.

Mais recentemente, em 2014, um grupo de pesquisadores da universidade da
Carolina do Norte conseguiu obter monocamadas de fésforo negro (fosforeno) a partir
da técnica de clivagem micromecanica[l9], a mesma utilizada para obtengao do grafeno.
Diferente do grafeno, o fosforo negro possui gap direto e seu valor de energia é ajustavel
com o nimero de camadas[I9], além disso apresenta anisotropia[20] e alta mobilidade
eletronical21) 20], como serd discutido nas segoes seguintes. Devido a essas e muitas outras
propriedades, o fosforeno apresenta-se como um material bastante promissor na area de

nanotecnologia, sendo por isso o foco de estudo desta dissertacao.



12

1.2 Fésforo negro

O foésforo é um elemento nao-metalico que nao é encontrado livremente na
natureza por ser altamente reativo, oxidando-se de forma rapida ao entrar em contato
com o oxigénio do ar atmosférico. E um componente essencial para o metabolismo, além
de ser importante para o desenvolvimento e manutengao da estrutura éssea, estando
também presente no RNA e DNA. O fésforo negro é o alétropo mais estavel do fésforo
e foi primeiramente obtido em 1914 a partir do fésforo branco sob alta pressao e alta
temperatura[22], 23].Similar ao grafite, é uma estrutura disposta em camadas rugosas
ligadas por interacao de van der Waals[24]. Estudos prévios mostram que esse material
apresenta transformagoes de fase na sua estrutura[25], 26], supercondutividade a altas
pressoes sob temperatura T, acima de 10K[27, 28] e a baixas temperaturas a condutividade
é dominada por buracos[23, 25| 29].

Assim como o grafeno é uma camada isolada obtida a partir do grafite, podemos
isolar uma camada do fésforo negro e obter o fosforeno[I6, [30]. Nessa estrutura os dtomos
de fésforo sao ligados de forma covalente aos trés atomos vizinhos. Diferentemente do
grafeno, o fosforeno tem hibridizacao sp® dos orbitais atomicos 3s e 3p o que explica a

superficie rugosa do materia]ﬂ, conforme mostra a figura (3)).

Figura 3 — Fonte:[31].a) Monocamada de fésforo negro; b) vista lateral de trés monocamadas de
fésforo negro empilhadas.

1.2.1 Obtencao do fosforeno

A técnica utilizada para isolar pela primeira vez uma monocamada de fésforo
negro foi a de clivagem micromecanica[l9]. Nesse trabalho os pesquisadores usaram uma
placa de silicio de 300 nm revestida com SiOs como substrato[I9] como mostrado na figura

(1)

LA configuracdo eletrénica do fosforeno é 1522522p53s23p3.
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Figura 4 — a)Processo de clivagem micromecéanica[l6]; b)Imagem microscépica de forga atomica
de monocamada de fésforo negro de espessura 0.85 nm obtida por clivagem micromecénica[l9].

Apesar de ser um método simples esse tipo de clivagem disponibiliza quantidades suficientes
apenas para fins académicos[30]. Por essa razao existem também métodos de obtengao de
fosforeno em escalas industriais, como CVD (chemical vapor deposition) e liquid exfoliation
(esfoliacao liquida)[32]. A técnica C'VD é um método no qual um substrato é exposto a um
reagente e sofre decomposicao na superficie do substrato. Essa técnica foi aplicada para
obtencao do fosforeno por meio da decomposicao do fésforo vermelho em uma superficie de
silicio, conforme mostra a figura (| a)) originando o filme fino desejado[33]. J& a técnica
Liquid Ezfoliation consiste na imersao de um material de camadas em um solvente o que
provoca um enfraquecimento das ligacoes fora do plano do material, em seguida tais ligagoes
sdo expostas a frequéncias ultra-sonicas que deslocam ou esfoliam esses filmes[15], 34) [35].
No trabalho[I5] amostras de fésforo negro foram imersas em isopropanol e colocadas em
uma placa de silicio, conforme mostrado na figura (5| b) e ¢)). Esses métodos podem ser
divididos em top-down, onde camadas de amostra sao retirados (clivagem micromecanica

e liquid esfoliation), e bottom-up no qual camadas do material sdo adicionadas a um

substrato (C'VD).
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820nm
TR

Figura 5 — a) Imagem por microscopia de for¢a atomica pela técnica CVD(chemical vapor
deposition) de varias camadas de fésforo negro com a indicacdo de separacao entre uma camada e
outra[33]; b) Fofografia de suspensao de amostras de fésforo negro em isopropanol para obtencao
de filmes finos pela técnica de esfoliagao liquida[I5]; ¢) Imagem por microscopia eletronica de
fosforo negro bidimensional obtido pela técnica de esfoliagao liquida[L5]

1.2.2 Estrutura eletronica do fésforo negro

O bulk de fosforo negro é um semicondutor cujo valor de energia de gap, cerca
de 0.31-0.35 eV, é considerado moderado, com sua monocamada apresentando valor de
energia de gap direto[23] 25] B6]. Experimentalmente foi observado que o valor de energia
desse gap aumenta com o nimero de camadas do material[30], fenémeno que foi analisado
e compreendido em trabalhos teéricos posteriores[19, [37, 38, 39, 21].

O fosforo negro também apresenta particularidades na suas propriedades
eletronicas. Uma caracteristica interessante desse material é a diferenga entre o va-
lor de energia de gap entre a banda de valéncia e de conducao do seu bulkﬂ, cerca de 0.33
eV e de sua bicamada que é cerca de 1.88 eV[I5]. Essa diferenga de energia entre os valores
de energia de gap do bulk e da bicamada é maior que os valores observados em qualquer
outro filme fino. No caso do grafeno as propriedades de bulk sao observadas em amostras
que apresentam no minimo 11 camadas[40], ja no fésforo negro observamos caracteristicas
de bulk em amostras com no minimo 10 camadas[41].

A Figura @ mostra as estruturas de banda do bulk do fésforo negro usando

célculos de primeiros principios para dois tipos de funcionais: GGA (generalized gradient

2Consideramos estado de bulk de um material quando os niveis de energia do elétron se propagando
nesse material ndo sdo quantizados e portanto sua mobilidade eletronica é maior e sem orientagao especifica.
A medida que esfoliamos esse bulk o material vai apresentando suas camadas e o elétron tem seus niveis
de energia quantizados.
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approzimation) e GW (gradient wave) também chamado de célculo explicito das autoener-
gias. Podemos ver pela figura @ que existe um pequena energia de gap entre a banda de
valéncia e a banda de condugao na regiao préxima ao nivel de Fermi(ponto I'). Apesar
de nenhuma dessas técnicas fornecerem resultados de energia de gap consistentes com os
valores experimentais, os quais sao aproximadamente 0.31-0.35eV, a técnica GW é a mais

adequada por apresentar resultados qualitativos semelhantes aos resultados experimentais

@ //\7’ \

do material.
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Figura 6 — Fonte:[42].Estruturas de banda para o bulk do fésforo negro calculada usando a) DFT-
GGA (generalized gradient approximation[43]) b) GW(calculo explicito das auto energias[44) [45])

A Figura mostra que conforme o nimero de camadas do material aumenta a
banda de valéncia sofre uma divisao proximo ao nivel de fermi, o que origina uma reducao
do valor de energia de seu gap[42]. Essa divisao ocorre devido a presenga de hoppings
de valor negativo, chamados hoppings de repulsao, entre as camadas e entre os vizinhos
proximos tanto dentro de uma camada quanto entre os sitios de uma camada e outra[42],
sendo essa interacao devido a estrutura rugosa do material. A importancia da relagao entre
o numero de camadas e a variacao de energia de gap é mais evidente quando analisa-se
a mobilidade de carga nesse material[21], 20], sendo essa maior na dire¢ao x indicando
anisotropia (propriedades fisicas dependentes da diregao)[20].

Outro aspecto interessante desse material é que se analisarmos as componentes
orbitais da banda de valéncia e da banda de conducgao fazendo sua decomposi¢ao em
torno do ponto I' encontramos: [WPV(T)) = 0.17|s) + 0.40 |p,) + 0.90 |p.) e [PBC(T)) =
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0.57|s) 4+ 0.44 |p,) +0.69 |p.), onde |UBV(T')) representam os estados da banda de valéncia
e [UBC(T)) os estados da banda de conducao[42]. Essa caracteristica de mistura de orbitais
S, P € p, para as energias da banda de valéncia e de condugao é mais uma diferenca em

relagdo ao grafeno no qual é necessario apenas o orbital p, para descrever essas bandas de

energia.

6 R\ @

4 L

2! g e
. E =160 eV

=

Energy (eV)

Figura 7 — Fonte:[42]. Estruturas de banda para diferentes nimeros de camadas: a) monocamada,
b) bicamada, c) tricamada, d) tetracamada.

Devido as propriedades peculiares do fésforo negro descritas nessa secao e
outras mais esse material se mostra muito notavel para aplicagoes tecnologicas, como
dispositivos épticos e eletronicos, apresentando excelente performance em baterias|32][40]
e despertando muito interesse na aplicagao em transistores[32, [47, 48] [49, [50].

Na préxima se¢ao iremos fazer uma breve discussao sobre o que é o efeito
zitterbewegung, como ele é observado na propagacao de onda na monocamada de grafeno e

como esses resultados serao aplicados na andlise que fizemos neste trabalho de dissertacao

sobre a propagacao de onda no fosforeno.
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1.3 Dinamica de pacote de onda e efeito zitterbewegung

Usando a equacao de Dirac para estudar a propagacgao de elétrons livres
relativisticos no vacuo, Schrodinger observou que os operadores de spin o, os quais estao
relacionados com a velocidade desses elétrons, nao comuta com o Hamiltoniano do sistema,
chegando a conclusao que a velocidade dessas particulas nao é uma grandeza conservada
no movimento. Para verificar isso, Schrodinger calculou os valores médios da posicao e da
velocidade em func¢ao do tempo encontrando oscilacoes muito rapidas, efeito o qual ele
denominou de zitterbewegung (abreviado por ZBW)[5], termo em alemao para movimento
trémulo. Nesse mesmo trabalho Schrodinger atribuiu a frequéncia dessas oscilagoes a
interferéncia entre estados positivos e negativos de energia.

Devido aos elétrons no grafeno se comportarem como particulas relativisticas e
obedecerem a equacao de Dirac[7], muitas pesquisas foram desenvolvidas com o objetivo
de se observar algum efeito trémulo na dinamica do seu pacote de onda. O efeito trémulo
em pacotes de onda se propaganado em monocamadas de grafeno foi previsto teoricamente
por Maksimova [51] em 2008 e por Chaves A. em 2010[52]. Nesses trabalhos os pacotes de
onda iniciais foram considerados gaussianos de largura d, momento médio inicial igual a

poy = hko e dados por:

W(F,0) = Lﬁ (“) | (1.1)

onde f(r) é:

f(r) = #exp (—# + ikoy) : (1.2)

Os coeficientes ¢; e ¢y em (|1.1]) representam a polarizagao inicial dos pseudospins. Quando

representamos a func¢ao de onda em um tempo posterior por:

U(r,t) = ) 1.3

podemos ver que cada termo do pseudospin representa a probabilidade de encontramos o
elétron ocupando a sub-rede A (¢;) com sua fungao de onda sendo representada por ¢4 ou
a sub-rede B (¢g) com sua fungao de onda dada por ¢p. Em [51] sdo calculados os valores
médios da posicao em funcao do tempo para diferentes configuragoes de pseudospin iniciais
dos pacotes de onda tanto na diregdo armchair (dire¢ao y) quanto na zigzag (diregao x).

Inicialmente é analisada a propagacao do pacote de onda nos caso: ¢; = 1

e cog = 0. A partir de (1.1)) e alguns célculos adicionais que podem ser conferidos em
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[51], o valor médio da posigao da componente y é nula e o pacote de onda se propaga
apenas na diregao x. A figura (8a)) mostra a densidade de probabilidade ao longo das
dire¢oes armchair e zigzag em um dado instante, ja a figura (8b)) mostra o valor médio

da componente x em funcao do tempo para diferentes parametros de momento a = kod:

a) M — b)

1 15 2 25

t/t,

Figura 8 — Fonte:[51]. Propagagao do pacote de onda na monocamada de grafeno se propagando
inicialmente com pseudospin ¢; = 1 e ¢g = 0 e para o parametro de momento de a = kod = 1.2.
a) densidade de probabilidade ao longo da dire¢ao armchair e zigzag no instante t=7; b) média
da posicao em funcao do tempo para diferentes parametros de momento a = kod.

Podemos ver pela figura (8a)) que o pacote de onda inicialmente localizado na sub-rede A
sofre uma divisao ao longo da direcao y e comeca a se propagar também na sub-rede B,
resultando em dois subpacotes com mesma densidade e sentidos opostos de propagacao.
A interferéncia entre as energias desses dois sub-pacotes origina o efeito zitterbewegung
observado na figura (8b)), na qual podemos ver que para pacotes de onda com momento
maior o efeito trémulo é mais evidente. Nessa configuragao, o efeito trémulo assemelha-se
a uma oscilagao com efeito transiente.

Para o caso do pacote de onda com pseudospin inicial de ¢y =1l ecy =1, a
propagacao é apenas na direcao x com a producao em um dado instante de sub-pacotes de

densidades iguais e direcoes opostas de propagacao, resultados mostrados na figura @[):
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Figura 9 — Fonte:[51].Propagagao do pacote de onda na monocamada de grafeno se propagando
inicialmente com pseudospin ¢; = 1 e ¢cog = 1 e para o parametro de momento de a = kod = 1.2.
a)densidade de probabilidade ao longo da direcao armchair e zigzag no instante t=7; b)Média da
posicao em funcao do tempo para diferentes parametros de momento a = kgd.

A figura @]b)) mostra, como no caso anterior, que pacotes de onda com momento maior
apresentam efeito zitterbewegung com frequéncia maior e semelhante a uma oscilagao
amortecida. Esse efeito de amortecimento deve-se a natureza assimétrica do pacote em
t>0.

Por ultimo é analisado o caso ¢; = 1 e ¢ = 7 que ao contrario dos outros casos
apresenta propagacao de pacote de onda inicial apenas na direcao y, nao sofre divisao e os
estados de energia sao predominantemente positivos. A predominancia de estados com
energia positiva explica a auséncia de efeitos de oscilacao, como apresentado na figura

(10p)). Esse tipo de oscilacao pouco evidente é do tipo longitudinal.

a) P b)

Figura 10 — Fonte:[51]. Propagacao do pacote de onda na monocamada de grafeno se propagando
inicialmente com pseudospin ¢; = 1 e co =1 e para o parametro de momento de a = kod = 1.2.
a) densidade de probabilidade ao longo da diregao armchair e zigzag no instante t=7; b) média
da posicao em funcao do tempo para diferentes parametros de momento a = kod.

Quando analisamos a equacao de Heisenberg para o grafeno, temos a seguinte
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expressao para a velocidade de propagacao do pacote de onda nesse material:

B(t) = % _ % 7 H] = 0,5, (1.4)
onde [, H] é o comutador do vetor de posi¢do com o Hamiltoniano a ser escolhido, vy é a
velocidade de fermi e ¢ sao as matrizes de Pauli 0, .. Os resultados mostrados nas figuras
a podem ser estimados a partir da expressao para as médias dos vetores de
posicao e velocidade. Por exemplo, para caso do pacote de onda inicial com configuragao
de pseudospin ¢; = 1,¢3 = 1 e sabendo que o Hamiltoniano da monocamada de grafeno é

dado por:
Hono = hvs(kyoy + kyoy), (1.5)

encontramos, a partir de (1.4)), que < o, >=< 0, >=0e < 0, ># 0, ou seja o pacote de
onda se propaga apenas na dire¢do x. Isso implica também que < z(t) > e < &(t) > nao
sao grandezas conservadas do movimento, portanto é de se esperar o surgimento de ZBW
nos valores de < z(t) > ao longo do tempo, o que é verificado na figura @ Podemos fazer
essa mesma analise para os outros dois casos de configuragao de pseudospin e estimar qual
dessas configuracoes a dinamica do pacote de onda apresenta ZBW. A Tabela 1 mostra

para diferentes configuragoes de pseudospin os valores de < z(t) > e < y(t) >.

ciecy | (LO)](11)] (11
<z >| # #* =
<y> = = #*
Tabela 1: Tabela composta pelos resultados do < = > e < y > obtidos a partir
da representacao de Heisenberg para diferentes valores das contantes de ¢; e ¢y que
determinam a polarizagao inicial do pseudospin. O simbolo de diferente (igual) significa
dizer que o valor esperado nao sera (serd) nulo.

Essa mesma analise de dinamica de pacotes de onda com diferentes configuragoes
iniciais de pseudospins pode ser feita para o caso na monocamada de fésforo negro, discussao
essa que ¢ feita na segunda parte deste trabalho onde usaremos pacotes de onda com
caracteristicas iniciais semelhantes aos utilizados no caso do grafeno. A motivagao para se
analisar essa dinamica é que devido a anisotropia presente no fosforeno, o momento da
funcao de onda em uma das dire¢oes é maior que em outra, fazendo com que o pacote
de onda possua contribuigoes diferentes de momento ao longo da sua propagacao. Essa
contribuicao de momentos diferentes pode indicar o surgimento de um efeito zitterbewegung

para pacotes de onda se propagando em fosforeno.
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1.4 Escopo do trabalho

No capitulo 2 desenvolveremos um modelo tedrico para o fosforeno a partir
da aproximacao analitica para o tight-binding usando Hamiltoniano proposto com cinco
parametros de hopping, chegando na estrutura de quatro bandas de energia para a regiao
préxima a energia de gap na qual as propriedades eletronicas do material sao evidentes.
Em seguida, usando as matrizes do tight-binding, construimos o modelo analitico para
a aproximacao do continuo e conseguimos determinar a estrutura de bandas de energia
do fosforeno para regido dos vetores de onda (k,, k,) ~ 0, que verificada pelos nossos
célculos do modelo de massa efetiva, apresentam assimetria em relagdo ao ponto I' (nivel
de fermi). Obtemos também os autoestados para o fosforeno a partir da aproximacao do
continuo, chegando a resultados que mostram que o angulo de fase das funcoes de onda
nesse material, diferente do grafeno, nao estao relacionados a sua direcao de propagacao.
Nesse mesmo capitulo faremos a apresentagao do modelo numérico split-operator geral e
de sua adaptacao para sistemas com dependéncia de spin no Hamiltoniano, sendo esta
ultima a técnica que utilizaremos para obtermos as expressoes de dinamica de pacotes de
onda no fosforeno.

No capitulo 3 faremos uma revisao sobre sistemas classicos anisotrépicos obtendo
as propriedades eletronicas de fios quanticos de fosforeno fora de seu eixo de anisotropia,
resultados esses que mostram as caracteristicas peculiares desse material na sua aplicacao
para fins eletronicos. Por fim serao mostrados os resultados e discussoes sobre a dinamica de
pacotes de onda em fosforeno, considerando diferentes configuragoes iniciais de pseudospin
e direcao de propagacao, a fim de se observar um possivel efeito zitterbewegunyg.

Por fim, no tdltimo capitulo serao apresentandas as conclusoes deste trabalho

juntamente com algumas perspectivas de trabalhos futuros.



22

2 MODELO TEORICO

Neste capitulo iremos calcular os valores de energia das bandas de valéncia e
condugao do fosforeno através do método tight-binding, obtendo um espectro de energia
com quatro bandas. Desenvolveremos também a aproximacao do continuo para as duas
bandas de energia mais proximas do nivel de fermi (regido I'), as quais verificamos
serem anisotrépicas nessa regiao por meio dos célculos de aproximacao de massa efetiva.
Aplicaremos os resultados do modelo continuo a técnica split-operator adaptada para
sistemas depedentes de spin no Hamiltoniano para se chegar a expressao de dinamica de

pacotes de onda em fosforeno.
2.1 Modelo Tight-binding

Na introducao deste trabalho vimos que muitas propriedades importantes de
um material podem ser inferidas do seu espectro de bandas de energia, sendo o modelo
tight-binding uma das maneiras de obter os valores de energia. Esse modelo considera o
elétron como estando fortemente preso ao seu atomo e dessa forma a sua amplitude de
funcao de onda diminui a medida que se distancia do seu nicleo. Quando analisamos os
valores de energia de apenas um atomo podemos ver que sua energia é quantizada. No
entanto, quando aproximamos um atomo dos outros para formarem um sélido, a fungao
de onda de um elétron interfere na funcao do outro originando niveis de energia mais
largos, chamados de bandas de energia. Essas bandas tornam-se mais largas a medida que
a interacao entre os elétrons na rede fica mais forte.

Ao estudarmos o deslocamento de um elétron ao longo da rede cristalina
tratamos o sistema como um elétron em uma regiao de uma série de potenciais periédicos
com sua funcao de onda obedecendo o teorema de Bloch. Apesar de nesse modelo o elétron
estar ligado ao atomo em um estado confinado, apés um determinado tempo ele consegue
tunelar e é capturado por outro atomo da rede onde novamente permanece confinado por
um tempo para em seguida tunelar novamente até percorrer toda a rede cristalina[53].

O modelo tight-binding pode ser calculado usando o formalismo de primeira ou
segunda quantizacao, sendo este ultimo o formalismo mais adequado para sistemas com
muitas particulas. Em sistemas como esse tratamos apenas a quantidade de particulas
em cada estado e as consideramos indistinguiveis, diferentemente da primeira quantizagao
onde o sistema ¢é descrito em termos das fungdes de onda de cada particula[54, [55]. Na

segunda quantizagao o sistema ¢é descrito em termos de operadores criagio (c') e destruicao
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(¢) que sado usados para descrever o comportamento algébrico de bésons e férmions[54].

2.1.1 Modelo Tight-binding para o fosforeno

No trabalho ref.[42] foi proposto o seguinte Hamiltoniano para o modelo tight-

binding de fosforeno:

H = Z €n; + Z ti]'cjc]', (2.1)
i i#]

onde ¢; ¢ a energia do sitio 4, n; ¢ o operador nimero, ¢;; ¢ a integral de hopping entre os

sitios i e j e os operadores criacao e destruicao de estados dos elétrons sao respectivamente

representados por ¢! e ¢ . O fosforeno, diferente do grafeno, possui quatro sub-redes: A, B,

C e D, explicitando os termos da integral de hopping de tomando a sub-rede A como

origem, temos:

H= Z €n; + Z (tfjbzaj + tfjczaj + t%dicg) +h-ec (2.2)

i i#i
onde os termos b', ¢’ e d' sdao, respectivamente os operadores criacao nas subredes B,
C e D, a; o operador destruicao na sub-rede A e os termos conjugados representados
pelo produto h - ¢. Os termos bjaj, czaj, dl.taj indicam que estados do elétron estao sendo,
respectivamente, destruidos em A e criados em B, C e D. A Figura [I1] indica os cinco

parametros de hopping que utilizamos em nosso modelo.

Figura 11 — Fonte:[56]. Figura esquemética para estrutura cristalina do fosforeno e seus
parametros de hopping.
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Considerando que a rede cristalina seja periédica e infinita, podemos escrever
os termos de criacao e destruicao de cada sitio como transformadas de Fourier, obtendo

entao:

a; = —F—— 6Z rlak, bl = — Z rlb /s (23)
v 7w

j \/_]'_ Z —iK"- Tig, k”u ' Z —iK""r; d,tm (24)
k

k.///

Denotando H’ como o segundo somatério de (2.2)):

H’:Z(tf]bj A tecla; +tidla ) (2.5)

151 i
i#]

e substituindo em 1) as relagoes para a;, bj, c e dT dados em e 1) obtemos:

Z Zt —i(k—k’)-r; eik/.(sjibz;,ak

kk'
1 . Yoo LS.
+sztfje_z(k_k et e a (2.6)
kK" 4,5
1 d —i(k—k")xy ik b5 g
Z7J

Usando as seguintes defini¢oes para eliminar o somatério em j de ([2.6)):
1 e
Nze Km = 5k — ),
~ ZW KDm = 65k — &), (2.7)

N Z e—i(k—k///).rj _ 5(k . k”,),
J

chegamos a seguinte expressao final para H” em termos dos cinco parametros de hopping

apos fazer as substituicao de (2.7)) em ([2.6):

= Z Z (tfeik"s?bzak + te® %l ay, + tfeik'éiddltao . (2.8)
i



25

A Figura [12] mostra a distancia e os angulos entre os primeiros vizinhos do
sitio A. A partir desses parametros podemos encontrar expressoes para t; e t3 que sao
representados, respectivamente por 8%, 05 e 65,07 , os quais consistem nas posigoes da
sub-rede B onde os elétrons sao criados em relacao a sub-rede A onde os elétrons sao
destruidos. Os parametros to e {5 sao representados por df e 05 que sao as posicoes
da sub-rede C onde os elétrons sao criados em relagao a sub-rede A. Temos também t5

representado por 6{, 69, 64, 8¢ que indicam a posigao da sub-rede D em relacio a sub-rede A.

Figura 12 — Fonte:[57].Representacao dos primeiros vizinhos juntamente com seus angulos e
distancias em relacdo ao sitio A.

Com as consideragoes feitas acima e baseado na Figura [12] temos entao que:

8" = dysin(ay/2)d — dycos (a1 /2)7, (2.9a)
8y = —dysin(a;/2)d — dy cos (a1/2), (2.9b)
8% = dysin(a1/2)3 + (2da cos B+ dy cos (a1 /2)) 9, (2.9¢)
§Y = —dysin(a;/2)3 + (2dy cos B+ dy cos(ay/2)) 7, (2.9d)
0] = dycosfy+dysinfz, (2.9¢)

5 = —|dicos(a1/2) + dycos 5]y + dosin B2, (2.9f)
6 = dysin(ay/2)@ + (dycos (a1 /2) + dy cos 3) § + dy sin B2, (2.9g)
6 = —dysin(a1/2)2 + (dy cos (o /2) + dycos B) § + dy sin 32, (2.9h)
68 = dysin(ay/2)d — (dy cos (a1 /2) 4 dy cos B) § + dysin 52, (2.91)
6 = —dysin(ay/2)# — (dy cos (ay/2) + dycos B) § + dysin B3. (2.9)

Agora iremos substituir as expressoes dadas em ([2.9a))-(2.9j) no Hamiltoniano de ([2.8)).

Como explicado anteriormente, para cada termo da integral de hopping teremos distancias
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associadas:
(tl — 6% 05;
to — OF;
q t3 — 6% 6L; (2.10)

ta — 0f; 05; 05, 05

kt5 — (55,

Substituimos as relagoes dadas por (2.10) em ([2.8]), obtendo:

Ztﬁeik.éi" _— (eikd}’ X eik.ag> s (eik~6§ X eiké};) — Usp, (2.11a)
D e = e 4 5™ = Uy, (2.11b)
Z tfe“"‘sg1 = 1y (eik"st11 + 08 oie0s | eik"sfii) =Uup. (2.11c)

Substituindo (2.9a])-(2.9j) nas expresses acima encontramos que os termos ¢ em relacio
a coordenada z se anulam, devido ao produto escalar com k = k(z,y). Reproduzindo esses
mesmos procedimentos tomando as sub-redes C e D como origem, calculos que podem ser

conferidos em ref.[57], encontramos o Hamiltoniano dado por (2.2]) na forma matricial:

€a Uap Uac Uap
H— Uip e Ui Uip 7 (2.12)
Uap Uac €p Uar

Z/{:ZC Z/{AD Z/{:ZB €c

onde os termos Uap,Usc € Uap da matriz sao dados por:

Usg = cos (kxdl sin <a1/2)) [Qtle—ikydl cos(a1/2) + 2t3€iky(2d2 cos B+d1 cos(a1/2))} (2.13&)
uAC _ t2€ikyd2 cosf3 + t5e—iky(2d1 cos(ay /2)+dz cos ﬂ)7 (213b)

Uap = 4tycos (kydysin(aq/2)) [cosky (di cos (aq/2) + dg cos B)]. (2.13¢)

Como todos os dtomos da rede s@o iguais, temos que » . €; = €, chegando a matriz do

modelo tight-binding para fosforeno:

€ Uap Uac Uap
Uip e Uy Uip
Uap Uac €  Uap

* *
Z/{AC Z/{AD Z/{AB €

H = (2.14)



27

Para obtermos os valores de energia para o fosforeno no modelo tight-binding, precisamos
reduzir a matriz (2.14)) em duas matrizes 2 x 2 onde cada uma dessas matrizes fornecem
um par de bandas de energia. Para isso vamos usar a simetria das sub-redes A e D que

pode ser observada na Figura (13|
/9' : /D' b )D- b /o- I e e R R
c c | W p 2 3 09 vin
’ | co ¢O &«
B I B

—
'. L, @®
: @ @ TopView
) E’f @D
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Figura 13 — Fonte:[31], [19].a)Vista superior da estrutura do fosforeno; b)Vista lateral e superior
evidenciando superficie rugosa do material com as indicagoes de parametros de rede.

A equagao de autovalores para a matriz (2.14)), com a funcao de onda 1) =
(¢4, 9B, 0D, ¢c) fornece:

€ Uap Uac Uap A O
Ui € Ui Uip ¢B _ g oB 7 (2.15)
Usp Usc € Uap ®p ®p
U ZC’ Uap U z B € (bC (bC’

onde obtemos o sistema de equacoes:

€pa +Uapdp +Uapdp +Uacdc = Eda, (1)
UrpPa + €dp +Uscdp +Uapdc = Edp, (11
Uappa +UacPp + €dp +Uapdc = Edp, (111
Uncda +Uapdp +Uypdp + oo = E¢c. (V)

) (2.16)
)

Para podermos separar a matriz (2.14]) em duas matrizes, precisamos fazer
algumas operagoes algébricas com o sistema acima. Somando (/) com (/II), (II) com

(IV), obtemos respectivamente:

(€ + Uap) (pa + ¢p) + Uap +Uac) (¢ + dc) = E (pa + ¢p),
Uy +Use) (pa + ¢p) + (€ +Uap) (9B + ¢c) = E (95 + ¢c) -

(2.17)
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Agora fazendo a subtracao entre (I) e (I11), e entre (II) e (IV) obtemos respectivamente:

(€ =Uap) (¢4 — ¢p) + (Uap —Uac) (0B — ¢c) = E (¢4 — ¢p),

(2.18)
(Usp —Uio) (94 — dp) + (e = Uap) (08 — ¢c) = E (05 — ¢0)-
Podemos reescrever (2.17)) e (2.18) na seguinte forma matricial:
€+Uap Uap+Uac 0 0 ¢+ dp b+ ép
U; Uu; U 0 0

A T Uz €+ Uap ¢B+¢C - E ¢B+¢C (219)
0 0 €—Uap Uap —Uac | | ¢a— dc $a— ¢c
0 0 Uip —Uie  €—Uap ¢B + ¢c ¢B + ¢c

A partir de (2.14]) obtemos quatro bandas: duas de baixa energia (préximas ao nivel
de fermi) e duas de energia mais alta. As bandas de maior e menor energia sao dadas

respectivamente pela matriz superior e inferior de (2.19)). Para a matriz superior temos:

+U Uap +U + +
€e+Uap ap +Uac\ (Ga+dp) £ ¢4+ ¢p | (2.20)
Uyp+Use  e+Uap o8+ ¢c ¢B + ¢c
resolvendo ([2.20|) para obter os valores de energia é necessario fazer uma diagonalizacao:

e+Uap — N Uap +Usc
Uig +ULe €+Usp — A

A partir de (2.21]) obtemos os autovalores (dados por ) para ([2.20)):

= 0. (2.21)

Bk, ky) = e + Aty cos (kyar) cos (kyaz) £ /Ui + Use) Uas +Usc),  (2.22)

onde a; = dy sin (ay/2), az = dy cos (ay/2) 4 dy cos e o sinal positivo (negativo) antes do
radical de ([2.22]) é para o valor de energia da banda de condugao (valéncia). Substituindo

os valores de U 5, U4, Uap € Uac na equagao acima encontramos:
E(ky, ky) = 2€ + 8tycos (kyaq) cos (kyas) £ [4(21 + 22)cos (kyar) + 4zscos (kyag)]l/Q . (2.23)
onde,

2 o= [t] 415+ 2titscos (2kyas)]
zy = t3[tacos (kyaz) + tscos (3kyaq)], (2.24)

zZ3 = tl [tQ + t5] cos (lfxal) .



29

Diagonalizando a matriz inferior de (2.19) obtemos de maneira andloga que:
E(ky, ky) = 2€ + 8tycos (kyaq) cos (kyas) £ {4(21 — 22)cos (kya1) — 4z3cos (kyag)}1/2 . (2.25)

onde novamente 21, z2, 23 sdo dados por ([2.24)) e o sinal positivo (negativo) antes do radical
de (2.25) é para o valor de energia da banda de condugao (valéncia).
Por meio dos valores de energia dados em ([2.23)) e (2.25)) podemos entao obter

a estrutura de bandas do fosforeno para o modelo tight-binding, mostrada na Figura

Figura 14 — Fonte: autor. Estrutura de bandas para o fosforeno pelo método tight-binding.

2.2 Modelo continuo para fosforeno

Iremos agora desenvolver o modelo continuo para fosforeno a partir da matriz
superior de (2.19). A aproximagao do continuo em torno do ponto I' (k, = k, = 0) é
necessaria devido ao fato de ser nessa regiao que observamos as propriedades eletronicas do

material e a presenca da energia de gap entre as bandas de valéncia e condugao. Fazendo
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essa aproximacgao em série de Taylor nos termos da matriz superior de (2.19) encontramos:

Usp =~ Aty — 2ty [dysin (a/2)]* k2 — 4tyd; [sin (a1 /2) + dosin 5]° k2, (2.26a)

Usp ~ 2(t1 +t3) — (t; + t3) [dy sin (ay/2)]* k2
— {t1[d; cos (a1 /2)]* + t3 [dy cos (a1 /2) + 2dy cos B]° } k2 (2.26b)
+ i [=2t cos (ay/2) + 2ts (dy cos (ar/2) + 2dy cos B)] ky,

Usc ~ (ta+ts) — {ta2[docos B]* /2 + t5 [2d; cos (ay/2) + 2ds cos B]? /2} k2(2.26¢)
+ i {tadycos B — t;5 [2d; cos (a1/2) + 2dy cos 5]} k.

Substituindo os valores de Uac,Uap e Uap dados pelas equagoes ([2.26al)-(2.26¢)) na matriz
superior de (2.19) e fazendo € = 0, obtemos a matriz do Hamiltoniano pelo modelo continuo

para fosforeno:

o+ %:ki + 'Vykz —ixky Up + nmki + W@

onde as constantes em (2.27)) sao:

u, = 4ty;

o = 2(t1+t3)+t2+t5;

Yo = —(t1+13) (disin(a;/2))?;
v, = —t1(dycos(ay/2))” =ty (dycos B) /2 — t5 (dy cos (a1 /2) + 2dy cos )°
— 15 (2d, cos (a1 /2) 4 dy cos ) /2;
X = —2t1dycos(aq/2) + tads cos 4 2t (dy cos (aq/2) 4 2dy cos )
— t5(2d; cos (a1/2) + dy cos B) ;
ne = —2ti(dysin(a1/2))%;
ny = —2t4(dycos(ar/2)+dycosp).

Diagonalizando a matriz podemos obter os autovalores de energia do fosforeno na

aproximacao do continuo:

E = ug + .k + nyk £ \/(5 + 70k + k2)” + x 2k (2.28)

onde o sinal de + ¢ para a energia da banda de conducao e — para energia da banda de
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valéncia. Os valores de hopping, parametros de rede e parametros do continuo encontram-se
na Tabela 2[57]. Com esses valores e a expressao da energia dada em (12.28) conseguimos
determinar o espectro da estrutura de bandas do fosforeno para o modelo continuo, a qual

estd representada na figura ((15)).

Hoppings | Parametros do continuo Parametros de rede

t, = —1.220 ug = —0.42 eV ap = 96.5°

to = 3.665 e = 0.58 eV.A? as = 101.9°

ty = —0.205 ny = 1.01eV.A? d; = 2.22A

ty = —0.105 6 =0.76 eV.A dy = 2.24A

ts = —0.055 X =5.25 eV.A’ cos B = — cos (az) / cos (aq)
v, = 3.93 eV.A®
v, = 3.788 eV.A?

Tabela 2: Parametros para o fosforeno.

Pela Figura [15| podemos observar que o modelo tight-binding concorda muito
bem com o modelo continuo para o fosforeno no intervalo de valores de energia entre -2.0
a 1.5 eV, sendo essa exatamente a regiao préoxima a energia de gap do material, o que
nos leva a conclusao de que o modelo continuo é um modelo eficiente para descrever as
propriedades eletronicas do fosforeno. Observamos também pela estrutura de bandas que
a banda de valéncia e de conducao sao assimétricas em relagao ao ponto I', fato explicado

pela anisotropia do material.

E(eV)
=]
T
|

4 . | . | . |

-0.5 0 0.5

Figura 15 — Fonte:[57].Comparacao entre o modelo Tight-binding(linha preta) e o modelo
continuo(linha vermelha).
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2.2.1 Autoestados para o modelo continuo

Para determinarmos os valores dos autoestados do Hamiltoniano do modelo

continuo, escrevemos as suas funcoes de onda da seguinte forma:

¢1
U= , 2.29
) 220

onde ¢; e ¢ sao sobreposicoes das funcoes de onda nas quatro sub-redes e dadas por
(pa+ 0dp)/2 e (¢ + Pc)/2, respectivamente. Podemos entao escrever a seguinte equagao

de autovetores para a matriz do modelo continuo dada em ([2.27)):

ot aky Fagky Ok ek kg tixky | (ér) _ L (o (2.30)
O + Yokl 4+ ko —ixky Up + Nek; + 1k P2 ¢2) '

Reescrevendo os termos da diagonal nao-principal, obtemos:

4 90k 4 S ik = (0 k2 k) o ek, e,

2xk ]
0, = arctan | —2—|, 2.31
: F 231
onde f, e f_ sao dados por:
fo= (o £0) + (e £ 72) k2 + (1, £ 7,) ky- (2.32)

Podemos entao reescrever (2.27) em termos de f, e f_ encontrando:

5 gqeilk
H= b , (2.33)
g™k g

onde €1 e g5 sao dados por:

2
€1 = % €9 = \/(%) + (xky)?. (2.34)

Aplicando (2.33) em ([2.29) encontramos finalmente os autoestados do Hamiltoniano do

modelo continuo:

1 (1
U, = % (Aewk) , (2.35)

com A representando cada banda de energia do sistema, A = 1(—1) para elétrons (buracos)
e 6 indicando apenas o angulo de fase das fungoes de onda. Diferente do caso no grafeno,

esse angulo nao representa a direcao de propagacao da funcao de onda no material.
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2.3 Modelo de Massa Efetiva para o fosforeno

Para verificarmos a anisotropia do fosforeno por meio da assimetria das suas
bandas de valéncia e conducao em relagao ao ponto I' iremos desenvolver o modelo de massa
efetiva para esse material. O modelo de massa efetiva assume que o elétron em uma rede
cristalina sob a agao de uma forca externa (um campo elétrico, por exemplo) comporta-se
como um elétron livre com massa dada por m* a qual é inversamente proporcional a

derivada segunda da energia em relagao ao vetor de onda E[58]:

dk?
a partir de (12.28)) podemos obter a derivada segunda da energia na diregao x do vetor de

onda:

0B
k2

20 (5 + 39,k + 7,K2) K,

\/(6 + v-k2 + ’yyk’g)Q + x2k2

=2n, £

, (2.37)

mas como estamos analisando a regiao I' temos que para pequenos valores de k, e k, a

massa efetiva na direcao x é dada por:

() n?
meh = — (2.38
) )

onde o sinal positivo representa a massa efetiva para elétrons e o sinal negativo para
buracos.
Temos a partir de ([2.28]) a seguinte expressao para derivada segunda da energia na dire¢ao

y do vetor de onda:

0’E, 27, (0 + 3v,k2) ky, + X%k
3k;2(h) = 2nyky + i AL 2 - (2:39)
y \/(5 + Yok2 + vy k2)" + x2k2
Para pequenos valores de k, e k, a massa efetiva na direcao y é dada por:
h2
meth) = (2.40)

v 2 (ny & V2 £ x2/20)’

onde novamente o sinal positivo é para elétrons e o negativo para buracos. Reescrevendo a

expressao de energia dada em ([2.28]) em termo das massas efetivas na direcao x e y dadas



34

por (2.38)) e (2.40)) obtemos:

R, oo,
E=(u,£9)+ PP ki + -0 k,. (2.41)

A partir de podemos ver que os niveis de energia no espaco de momentos
sao elipses com seus semi-eixos dados pelas massas efetivas na direcao x e y com o termo
(u, £0) em representando um deslocamento da energia em uma dessas direcoes.
Essas duas caracteristicas do espectro de energias do fosforeno evidenciam seu carater

anisotropico, apresentando propriedades eletronicas dependentes da direcao.
2.4 Modelo numérico: técnica Split-operator

Nesta secao, apresentamos os conceitos basicos da técnica utilizada para estudar
a dinamica de pacotes de onda em uma dada direcao com a presenca de potenciais
chamada de split-operator e em seguida adaptamos para sistemas que envolvem spin em
seu Hamiltoniano.

Frequentemente, a analise da propagagao do pacote de onda em um dado
sistema é de suma importancia para se obter informagoes sobre seu espectro de energia[59]
e condutividade elétrica [60], por exemplo.

Muitas técnicas computacionais para analise da propagacao de pacotes de onda
foram desenvolvidas, porém algumas delas tornam-se complicadas devido ao fato de que
para se obter uma descricao completa dessa progagacao é necesséario escrever a funcao de
onda inicial do sistema na base de todos os autoestados e autoenergias correspondentes
e para alguns sistemas é extremamente complicado ter todas essas informacoes. Para
contornar esse problema, algumas técnicas alternativas foram desenvolvidas sendo a técnica
chamada split-operator uma delas[59, [61].

A grande vantagem dessa técnica é que ela usa a expansao do operador evolugao
temporal e separa esse operador em termos cinético e potencial, evitando escrever o operador
momentd] em termos de derivada.

A técnica foi inicialmente proposta por M. D. Feit, J. A. Fleck e A. Steiger[62] e
aplicada ao estudo de niveis de energia de moléculas triatomicas[63]. Métodos de dindmica
de pacotes de onda também podem ser usados no estudo do efeito Aharonov-Bohm [64],
na anélise de condutancia de um anel quantico assimétrico[65], na explicacao do efeito

observado na quebra de simetria de Osanger em um fio quantico semicondutor acoplado a

lcomo iremos ver mais & frente nessa secio e que pode ser verificado em qualquer livro-texto de
2
mecénica quantica, o operador momento ¢ escrito em termos do Hamiltoniano H = 2 +V
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um metal [66] entre outros.

A técnica split-operator também pode ser estendida a sistemas que envolvem
spin [67] sendo nesse caso aplicada no estudo do grafeno [68]. O que faremos nas sub-segoes
posteriores é desenvolver essa extensao da técnica e aplica-la no estudo de dinamica de
pacotes de onda em monocamada de fésforo-negro.

Consideramos uma funcao de onda inicial V(7 ty) e fazemos a expansao em
série de Taylor dessa funcao de onda em tempos posteriores em torno do tempo inicial £

fazendo At =t — t;, obtendo:

(WKt¢+AQ——WOimy+§:——(a‘y) At", (2.42)
t=to

Sabendo que a equacao de Schrodinger dependente do tempo é:

8@:_111[\1;

— 2.4
5 = v (2.43)

e colocando (2.43)) em (2.42)) obtemos para V(7, ¢y + At):

n!

U(F, by + At) = i F (—%HAt) n} U(F, o). (2.44)

n=0
O somatorio na equacao acima pode ser facilmente identificado como a expansao em série
de uma funcao exponencial. Temos portanto que a funcao de onda em um tempo posterior
At é dado pela aplicacao do operador evolucao temporal na funcao de onda no tempo

anterior:

U(F, by + At) = {% (-%Hmﬂ U(F 1), (2.45)

Essa mesma formulagao pode ser aplicada para a equacao de Dirac apenas
escrevendo a funcao de onda na forma de espinor e considerando o Hamiltoniano no
formalismo de Dirac.

O proximo passo é encontrar uma forma de implementar esse operador de
evolucao temporal em rotinas computacionais. Para isso, recorre-se a férmula de Cayley
para a equacao anterior [69], obtendo:

1+ g HA

2h

. U(F, 1), (2.46)

tal que:

1 1
1— —HAt | ¥(r, At)= |1+ —HAt | VU(r,t). 2.4
( oF t> (7, t + At) ( + 55 t) (7, t) (2.47)
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As derivadas do operador momento presentes no Hamiltoniano sao geralmente
escritas na forma de diferencas finitas. A resolucao da equacao acima para o caso
unidimensional pode ser feita facilmente, mas para problemas em dimensoes maiores essa
técnica apresenta algumas dificuldades, por isso a necessidade de uma técnica que contorne
esse problema. Nesse contexto o split-operator apresenta-se como um método alternativo
e facilitador, pois por meio dele podemos transformar um operador com qualquer nimero
de variaveis em uma sequéncia de operadores unidimensionais e reduzir a resolucao da
equacao acima em um sistema matricial.

Precisamos agora escrever o operador evolucao temporal de forma a evitar
escrever derivadas, para isso separamos os termos cinético e potencial do Hamiltoniano.
Mas sabemos que nao podemos simplesmente dizer que exp(7 + V') = exp(T).exp(V),
pois T(energia cinética) e V(energia potencial) sao operadores que ndo comutam. Masuo

Suzuki propos uma solugao aproximada para esse problema[70]:

q
exp 52/1 = fm <A1,A2, e ,Aq) + O(gmth), (2.48)
j=1
onde f,, (Al, Ag, e ,Aq> é um termo de aproximagao e O(e™*!) é um erro da ordem de

(em™*1). Usaremos as expressoes para f, (Al, A2> e m = 2 com a finalidade de manter em

todas as aproximacoes um erro maximo da ordem de At®. As aproximacoes sao dadas por:

fg(fil,fig) = exp [%AI] exp[gfig] exp [%Al] ) (2.49)

A demonstracao dos termos com outros valores de m podem ser vistos em
ref.[71] e para o caso m=2 a demonstragao encontra-se no Apéndice A desta dissertagao.

Feita a aproximacao podemos separar o operador evolucao temporal da seguinte forma:

T HIBE _ =5 VAL—ETA =5 VAL L (A, (2.50)

onde os termos de ordem maior que At> podem ser negligenciados se considerarmos um
intervalo de tempo At pequeno.
Consideramos agora uma fungao de onda arbitraria V(7 t) e aplicamos nela o

operador evolugao temporal dado pela aproximagao de (2.50)), assim temos que:

U (7t + At) = e 2 Mem i TA 3 VAL (7 1) (2.51)
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Para calcularmos a fungao de onda em um tempo posterior t+ At é necessario discretizarmos
o tempo, o potencial V e a funcao de onda. Definimos, entao £ como:

& = exp {_QZ_E%At} W), , (2.52)

onde V;, At, |;), sdo as formas discretizadas do potencial, do tempo e da fungdo de onda
respectivamente. O préximo passo consiste em multiplicar &; da equagao (2.52)) pelo termo

cinético, sendo tal produto representado por 772-,E| e usando a férmula de Cayley. Obtemos

que:
i 1+ ZTAt
i = |—=TAt| & = —2— )¢, 2.53
1 [ h ]5 <1—;—5TA15>§ (2:53)
7 1

o termo cinético na auséncia de campo magnético é:

h? d?

n = 5 3 5
2m dz?’

(2.55)

onde m é a massa da particula e x,, é qualquer variavel espacial. Substituindo T na
equagao diferencial 1) e fazendo k = %At obtemos uma equacao diferencial para o
problema do operador evolugao temporal:
d? d?
Ul Gt R ¢ (2.56)

n

Para resolver a equagao ([2.56]) precisamos usar o método das diferengas finitas.

Podemos definir a derivada de uma fun¢ao continua como:

dz, AE?—%O Az, ’ (2:57)

mas se discretizarmos o espaco podemos escrever a derivada de uma funcao como:

of ~ fir1 — fima Pf fin —2fi+ fifl.

~ 2.58
0x,, Az, T0x2 2Ax2 (2.58)
Aplicando essa defini¢do na equagao ([2.56) obtemos:
Rit1 — 2K + Ki—1 Siv1 — 26 + &
i — =& 2.
N — K < A ) &+ kR ( A (2.59)

2Esta multiplicacdo pode ser feita tomando a transformada de Fourier de &; e reescrevendo no espaco
reciproco e tomando o exponencial da parte cinética também no espago reciproco. Mas por motivos de
simplificacao evitamos as transformadas de Fourier e trabalhamos apenas com o espaco real.



reorganizando os termos acima e fazendo \,, =

_ _ihAt
Azx2 AmAx2?

temos:

Az Kic1 F Ri(L4+2X;,) — ApnRipr = A &im1 + 61— 20,)) + Ae &gt

onde A\, = (

de equagoes matricial [71]:

2
Ax2

)

__ _ihAt
T 4dmAzZ:
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(2.60)

A partir da equagao acima podemos chegar em um sistema

Dy Dy 0 0 Dy D, 0 0
Dy Dy Dy 0 Ni—1 D, Dy Dy 0O i1
0 Dy Dy Dy i 0 D, Dy Dj & ,(2.61)
0 0 DQ D1 i+1 0 0 Dé D/l Si-‘rl
0O 0 0 : 0O 0 O :
onde os elementos da matriz sao dados por:
D2 - _>\33n 5 D1 - 1 —|— 2)\$n (262)
e
Dy=2X,, , Di=1-2\,,. (2.63)

Por meio da equagio matricial (2.61)) podemos determinar os valores de 7; j& que conhecemos

os valores de &;. Finalmente, temos que o pacote de onda tem sua evolugao dada por:

1
|\I[i>t+At = exp {__V;At] ;- (2.64)

2h

2.4.1 Técnica Split-operator para sistemas com dependéncia de spin

Agora iremos estender esse formalismo para Hamiltonianos com dependéncia

de spin [67] que sdo aqueles que podem ser escritos em fungdo das matrizes de Pauli dadas

por:
G = 0,0+ ayj—i— JZE, (2.65)
com ¢ sendo as matrizes Pauli dadas por:
01 0 —i 1 0
Or = , Oy = , O, = : (2.66)
1 0 t 0 0 —1

Alguns exemplos de Hamiltonianos que podem ser escritos dessa forma sao os do efeito

Zeeman e o do modelo continuo para o grafeno[52].
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Vamos considerar um Hamiltoniano geral com dependéncia de spin:
H=%.7. (2.67)
O operador evolugao temporal pode ser escrito como:
exp {—%HAt} = exp [—%Ati . 5} = exp [—25' E] , (2.68)

onde S = %.

Podemos escrever exp [—zg : 6’} na forma de uma série de poténcias:
. = (=i - F)"
exp[—iS - 5] =) (=35 9", (2.69)

n!
n=0

Vamos agora desenvolver os quatro primeiros termos dessa série. Para n=0 a série adquire

valor 1. Para n=1 temos:

g o g o , , S, Sy — 1S,
exp[—iS - 0] = —iS - 7 = —i(S,0, + Syo, + S,0,.) == —i (2.70)
Sy +1iS, =S,
Para n=2:
J— ) g . 5 2
exp|—i5 - 7] = @ (2.71)

S, S,—iS S, S,—iS
1 P2y Py ol (279
211\ S, +iS, —8S. S, +iS,  —S. 2!

01
7 d . )3 ) = =

exp|—i5 - 5] = % = (5975 7) (2.73)

] S?2 0 S, Sy — 18 ' -
-2 )| = 5825 a). (2.74)

3! 0 S? S, +iS, =S, 3!
Finalmente desenvolvendo para n=4:
. S 1

exp[—iS - 0] = Zi5-9) =S (2.75)
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Observando os quatro primeiros valores da série (2.69)) podemos reescrevé-la

em termos de valores de n pares e impares, temos que:

> 1 ., 1., = o(S-d ,S -

n=0,2/4,... n=1,3,5,...

. (2.76)

Fazendo 2k = n, podemos chegar a uma férmula de recorréncia para os termos pares e

impares. A série acima pode ser reescrita como:

ST S IS o .

Z(=1ES2RT SN (—1)RSR(S - 7)
_ _ . 2.78
PR Z}; 2k + 1) (2.78)
Observando novamente o somatério (2.76]) podemos reescreve-la em termos das fungoes

SE€Nno e Ccosseno:

1D, &

o Tt --]—z’[SO(ﬁ-&)——'Jr--- . (2.79)

Temos entao que o operador evolucao temporal para sistemas com dependéncia de spin no

Hamiltoniano pode ser escrito como:

exp [—zg 6} = cos(ST) — %sin(S)(g- 7). (2.80)

Nosso préximo passo é aplicar o formalismo desenvolvido nesta secao ao Hamiltoniano do

fosforo negro no modelo continuo.

2.4.2 Técnica Split-operator aplicada ao fosforeno

Nesta secao iremos aplicar a técnica split-operator para sistemas dependentes de

spin a matriz do Hamiltoniano do fosforeno obtida no modelo continuo, a qual encontra-se

om @29,

Temos que o Hamiltoniano do modelo continuo para o fosforeno é dado por:

o+ %ckgzc + Vyks - ixky Up + %kg + Uyk§

fazendo Hy = ug + n,k2 + nykg, ay =0+ ’ymkj e a, = —ixk, podemos reescrever (2.81):

Hy Oy — 10y, 01 0 —1
H = = Hyl + a, + ay : (2.82)
Ol + 10y, H, 1 0 i 0
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10 ¢t 0

vamente, obtemos o Hamiltoniano do modelo continuo do fosforeno na férmula dependente

01 0 —i
Identificando ( ) e ( > como as matrizes de Pauli na diregoes x e y, respecti-

de spin:
H=Hyl+a-0. (2.83)
Agora ja podemos reescrever o operador evolucao temporal para esse material:
exp (—%HAt) = exp (—%HOIAt) exp (—%(& : E)At) . (2.84)

Fazendo (%) = S na equacao 1} obtemos para o operador evolucao temporal de
(12.84]):

exp (—%HAt) = exp (—%H}JAt) M,, (2.85)

= (O 0 (0 o)

0 cos (221) o o + oy 0

Conhecendo o operador evolucao temporal para o Hamiltoniano do fosforeno,
podemos finalmente obter a dinamica do pacote de onda nesse material. Suponha que
temos uma fungao de onda inicial no tempo t dada por ¥(7,t), a funcao de onda em um
tempo posterior t + At é obtida por meio da aplicacao do operador evolucao temporal

dado por (2.85)) na funcao de onda inicial:

qj(ﬁ t) = (wma wm) ‘Ij<7?at + At) = (%’1, wr’z)a (287)
(7t + At) = e HAM (7 1), (2.88)
( wr,l ) — Mae—iHOIAt/h< wrl ) (289)

1/}1"’2 1%-

—iHoIAt/h

Expandindo o termo exponencial e temos:

, HoAt 1 [ —iHoAt\”
e—zHolAt/ﬁ =7 [1 . tiio + = (Z—0> + .. ] , (290)

h 2 h
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, —iHoAt/h
( ¥rf > — M1 ( S fw” ) . (2.91)
wré e o /1’%2

Finalmente obtemos a dinamica do pacote de ondas no fosforeno:

temos entao:

Yy = cos(aAt/R)e HoA My, ésin(aAt/h)(Oéx — i, )e  HOA Ny, (2.92a)

Yy = cos(aAt/R)e HoAt /My, ésin(aAt/h)(ax + ey e HoA My, (2.92Db)

Para analisarmos a dinamica do pacote de onda no fosforeno, consideramos
que esse pacote inicialmente é uma gaussiana centrada em (xg,y9) = 75 no espago real,
7= (¢, qg) no espaco reciproco e com largura d. Temos entao que a funcao de onda inicial

¢ dada por:

(t=0 RY 2
wm (t = 0) C2 2d
onde N ¢ o fator de normalizacao. Temos também, segundo [2.29;
(=10 +
<¢ . >> _ (m %) | .91
Uy, (t =10) o5 + ¢c
A partir de 1} e 1' podemos ver que o pseudospin [cq, 02]T representa o conjunto de

polarizacao da funcao de onda, onde ¢; e ¢; é a probabilidade de encontrar o elétron nas

sub-redes A e D e nas sub-redes B e C, respectivamente. No capitulo seguinte, semelhante
ao feito em ref.[51], analisamos a propagacao do pacote de onda para diferentes pseudospins
iniciais e verficamos se, semelhante ao grafeno, um efeito andlogo ao zitterbewegung também

pode ser observado no fosforeno.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesse capitulo analisaremos as propriedades eletronicas do caso de um fio
quantico formado por duas barreiras de potencial infinito bidimensionais rotacionadas com
relagao ao eixo de anisotropia de forma que o elétron estd confinado em uma direcao e
livre na outra. Por eixo de anisotropia, entende-se massas diferentes para cada direcao,
como mostra a Figura [16| e, portanto, propriedades eletronicas diferentes.

Primeiramente determinaremos o Hamiltoniano do fio quantico anisotrépico
rotacionado, obtendo as autoenergias e a funcao de onda do elétron se propagando nesse
fio e em seguida plotamos o espectro de energia em funcao dos seus angulos de rotacao e do
seu comprimento. Posteriomente, analisaremos numericamente a propagacao de pacotes
de onda com diferentes configuragoes iniciais de pseudospins em monocamada de fésforo
negro e obtemos os valores médios de posicao em relacao ao tempo afim de observar algum

efeito trémulo (efeito ZBW) nessa propagagao.
3.1 Sistemas Classicos Anisotropicos

Vamos considerar agora um sistema classico com anisotropia, ou seja, com
massas diferentes nas direcoes x e y. Supomos que o Hamiltoniano desse sistema, no qual
as massas estao alinhadas com seus respectivos eixos é dado por:

2 2
Pz + Py

H = :
2m,  2my

(3.1)

Podemos notar que no espaco de momentos esse Hamiltoniano é representado por uma
elipse (algo semelhante ao obtido em (2.41))). Escrevendo as coordenadas p, e p, em fungao
do angulo polar € encontramos:

2 .
7o <COS 6 4 sin 9> . (3.2)

2m, 2m,,

Supomos agora que o sistema de coordenadas é rotacionado por um angulo «,
como mostra a Figura[17] Dessa forma os eixos de momento podem ser escritos em fungao

dos novos eixos:

pr = plcosa — p; sin o , py = Pl sina + p; cos o (3.3)
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. O Hamiltoniano dado em (3.1)) para o sistema rotacionado é dado por:

" 1 (0052a n sin® a) 2 1 (0052a N Sinza) P2+ (L — L) sinozcosozp;p;. (3.4)

2 My My 2 My My my My

Para simplificarmos o Hamiltoniano acima podemos definir:

1 cos2a  sin®a
- — + ,
M1 My my
1 sin?a cos?
- = +— (3.5)
M2 My my
1 My — My \ .
— = |—=——¥)sinacosa,
M3 My

tal que chegamos finalmente ao Hamiltoniano do sistema fora do eixo de anisotropia, dado

por:

3.6
2 2pe s (3.6)
Podemos obter as componentes do vetor velocidade usando v = g—g em 1) assim:
v, Py Py P
v, ="+ v, = — + == (3.7)
M1 M3 M2 M3

Agora podemos representar as componetes da velocidade no espaco de momento. Para

isso, vamos achar pj, em fungao da energia por meio de (3.6)):

2
Py = i\/Qqu - (& - @) p2— 2y (3.8)

oo 113

temos entdo que p; pode assumir dois valores, no entanto se o termo dentro do radical de
(3.8]) for nulo encontramos que:

/ M2
Dy = ——Dys 3.9
VT (3.9)

mas esse ¢ 0 mesmo resultado que encontramos se fizermos v;, = 0 na relagao do lado
direito de (3.7), ou seja, o eixo v, = 0 (que corresponde ao eixo v;) serd uma reta definida
por (3.9). Semelhantemente, fazendo v}, = 0 em obtemos o eixo v, como sendo uma
reta dada por:

/ _&p/

Py = 3.10
ps Y ( )

Podemos concluir entao que os eixos v., e v; cruzam o espaco de momentos através de

retas dadas por (3.10) e (3.9)), respectivamente e essas retas tocam as linhas horizontais e



45

verticais que definem o espago de momentos. Tal representacao pode ser vista na Figura :

Figura 16 — Espaco de momentos para energia constante de um sistema anisotrépico rotacionado,
com 0s eixos que o segmentam.

3.1.1 Resultados para o fio quantico anisotrépico

Vamos considerar agora um fio quantico com suas interfaces sendo barreiras de
potencial infinito e, sem perda de generalidade, paralelas aos eixo rotacionado 1/, conforme
mostrado na Figura [I7]

bad

.
.

Figura 17 — Fio quantico rotacionado por um angulo « e com paredes de potencial infinito.

Temos entao que a equagao de Schrodinger independente do tempo HY = EVU

!

. . . . /
escrita para energia dada em (3.6) e considerando ¥ = ¢(z')e?s¥", onde escolhemos escrever

a funcao em y’ na forma de exponencial devido ao elétron ser livre nessa direcao, é dada
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por:

2 2 2 2 2
HU — LA A N N o(x")evy
2u1 02 2up Oy*  pg 0z’ Oy
R 2 h?k? Pk, do
S 21 da? T 2p0 2ps ! s dz'”

Ev (3.11)

Podemos escrever ¥ também como sendo uma combinagao linear entre as ondas que

incidem e refletem nas paredes do fio:
(2’ y') = Aexpi(k 2") expi(kyy’) + Bexpi(k, z') expi(k,y’), (3.12)

onde a fungao exp i(k.tz") e expi(kl 2') correspondem respectivamente as fungoes de onda
incidente e refletida. A partir de (3.8]) temos que:

EE = +6, -0, (3.13)
onde o sinal + é para ondas incidentes, - para ondas refletidas e os parametros 6; e ] sdo:
2 E 2
0, = R HJ_; k2,
h? pe  pz)

/ M1,
0 = ok (3.14)

Precisamos agora resolver a equagao diferencial (3.11)) usando as condigdes de contorno

para o fio quantico:
U(0,y")=9(L,y") =0.
A partir de a funcao de onda no fio quantico pode ser escrita como:
V(2 y) = (Aei(elfell)xl + Be_i(eﬁall)x/) ey’ (3.15)
Aplicando as condigoes de contorno a funcao de onda dada por obtemos:

/M1 /
)

U(z',y') = Asin (%x') ei<y Tag® (3.16)

Substituindo (3.14) em (3.13]) obtemos a seguinte expressao para 6;:

2 E p p
0, = — === ) K2 3.17
: \/ h? (Mz pi) Y ( )

Usando as condigoes de contorno dadas em ([3.15]), obtemos que ¢; = “F e dessa forma
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encontramos a seguinte expressao para a energia do sistema:

o hn?m? N (ul M%) n2k}

2P pe 13) 2m

(3.18)

Fazendo o fio paralelo ao eixo x’, o procedimento para se obter a energia do
sistema ¢é semelhante ao do caso que fizemos no qual o fio esta paralelo ao eixo y’ e
chegamos a um resultado semelhante com excecao das posigcoes das massas:
h2 n2 7T2 2 h2 k/2
p-—"T (B _B)2h (3.19)
2ps L p p3) 2p
E interessante notar que os niveis de energia do fio, dados em 1’ e 1) quando sua
espessura é fixa dependem dos seus angulos de rotagao com relagao ao eixo de anisotropia.

Na Figura |18 podemos ver essa dependéncia para os trés primeiros niveis de energia para

a expressao dada em ((3.18)).

Figura 18 — Os trés primeiros niveis de energia (n = 1,2, 3) em relacao a espessura de um fio
quantico de fosforeno para diferentes angulos a de alinhamento com os eixos de anisotropia.
Utilizamos k; = 0.

Pela Figura [18| verificamos que o valor de energia cai quadraticamente com o aumento
da espessura do fio, algo ja esperado quando fazemos k; = 0 na expressao (3.18). Um
resultado interessante que podemos observar por meio da Figura |18/ é que com o aumento
do angulo de rotacao do fio, o valor dos niveis de energia diminui e consequentemente os

niveis tornam-se mais proximos, o que significa uma taxa de transicao de energia menor
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entre eles e um maior nimero de estados acessiveis ao elétron, algo muito importante em

to-eletronicas. Outro resultado observado é que os valores de energia podem

¢oes op

aplicas

tanto diminuir com o aumento do angulo de rotacao o quanto devido ao aumento de

=0 e o L fixo verificamos

/
T

espessura do fio. Quando analisamos a expressao (3.18]) com k

a partir de (3.5)) que os valores de energia diminuem para angulos de rotagao maiores, o

dida que o fio rotaciona.

N

se aproximarem a me

que explica os niveis de energia da Figura

Como resultado dessa diminui¢ao dos valores de energia em funcao do angulo

, sao hipérboles

fixo

é

de energia no espaco de momento quando L

z

a0, oS niveis

de rotag

cada vez mais achatadas para valores de a maiores, conforme mostra a Figura [19]

T
3
[

-—---0 =

=7/2

T

0.2

0.0

0.3

-0.2 -0.1 0.0 0.1

-0.3

1nm no espago de momento

Figura 19 — Niveis de energia de um fio quantico de fosforeno com L

para diferentes angulos a de rotacao.
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Quando observamos os pontos L = 1 nm e k;, = 0 da Figura [19| para angulos
de rotacgao diferentes, verificamos mais claramente porque o aumento da rotacao origina

niveis de energia mais préximos, conforme mostra a Figura [20]

E (eV)

" 1 " 1 1
0° 30° 60° 90°
a

Figura 20 — Niveis de enegia de um fio quantico de fosforeno com L=1nm e kézO para diferentes
angulos « de rotagao.

Vemos entao, pelas Figuras [18] [19] [20] e pelos niveis de energia encontrados em
(3.18]), que materiais anisotrépicos apresentam nao apenas massas diferentes para cada
direcao mas também exibem propriedades eletronicas fortemente dependentes do seu eixo
de orientagao.

Na préoxima se¢ao iremos obter numericamente os resultados de propagacao de

pacotes de onda em monocamada de fésforo negro afim de se verificar o possivel surgimento

de efeito ZBW.

3.2 Propagacao de pacotes de onda em monocamada de fésforo negro

Nesta secao iremos fazer uma anélise da dinamica de pacote gaussiano em
monocamada de fésforo negro usando, para isso, a técnica numérica split-operator ja
explicada no Capitulo 2.

Podemos ver a partir da relacao que o #; obtido no modelo continuo,
diferente do caso do grafeno, nao esta associado a direcao de propagacao, pois depende

da razao entre termos quadréticos do vetor de onda k, e k,. No entanto podemos fazer
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uma analogia com o trabalho de propagagao de pacote de onda no grafeno em ref.[51],
escolhendo as direcoes de propagacgao apenas escrevendo k, = ksinf e k, = kcosf, de
forma que teremos propagagao na diregao x escolhendo 6 = 7/2 e propagacao na diregao y

quando # = 0. Resumimos as direcoes de propagacao com os valores de 0 na Figura

y

0=n2 —» Kk, #0 —> Propagation along zigzag direction
06=0 —> k,#0 —> Propagation along armchair direction

X
Figura 21 — Relacao dos valores de # com a direcao de propagacao do pacote de onda.

Ainda em analogia com o trabalho ref.[51], fizemos a andlise da evolugao
temporal dos valores médios de posigao e velocidade nas diregoes x e y do pacote de onda
em fosforeno a partir de diferentes configuracoes iniciais de pseudospin e fornecemos a
esse pacote um momento na diregao zigzag, escolhendo § = 7/2, ou na diregdo armchair,
escolhendo 6 = 0. O pacote de onda inicial que usamos é do tipo gaussiano dado por ([2.93))
com largura de 100A e centrado na origem (zo = 0,y = 0).

Embora a matriz que utilizamos para obter a expressao dos pacotes de onda
em um tempo posterior, dada em eq., tenha sido encontrada através do modelo
continuo de 5 hoppings, nas nossas simulagoes computacionais o Hamiltoniano utilizado
foi o do modelo de 10 hoppings na aproximagao do continuo. Isso nao ocasionara erros nos
resultados obtidos ja que os dois modelos fornecem resultados qualitativos semelhantes,
sendo a diferenca entre eles, basicamente, a maior precisao nos valores dos parametros de

rede quando o modelo de 10 hoppings é considerado.

3.2.0.1 Caso ¢; = 0ecy =1

Como ja discutido no Capitulo 2 deste trabalho, os pseudospins estao associados
as probabilidades de encontrar o elétron nas sub-redes do filme fino. Inicialmente fizemos
o caso ¢; = 0,co = 1, que equivale a situacao inicial onde o elétron encontra-se na
superposicao das sub-redes B e C e analisamos os valores médios das componentes do
operador posicao para trés diferentes valores de vetor de onda quando fornecemos momento
inicial ou na diregdo zigzag (0 = m/2) ou na direcao armchair (6 = 0), conforme mostrado
na Figura [22]
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Figura 22 — Média da posicao para o caso ¢; = 0 e cg = 1 quando o momento inicial é na
diregao zigzag (a, b) e na diregdo armchair (c, d).

Podemos ver pela Figuras (a) e (b) que o pacote de onda inicialmente se propagando
apenas na direcao zigzag ird ao longo do tempo também apresentar propagacao na direcao
y. Enquanto sua média de posicao na direcao x apresenta velocidade constante, conforme
mostra a Figura (a), na direcao y a média do seu operador posicao apresenta um
comportamento oscilatério rapido nos instantes de tempo inicial até desaparecer, sendo
esse tipo de oscilagao chamado de efeito zitterbewegung transiente. Consequentemente o
valor médio do operador velocidade da componente y também oscila, conforme vemos na
Figura 22|(b).

J& quando o pacote se propaga inicialmente na direcao armchair vemos que a
componente x da média do operador posicao permanece constante, como mostra a Figura
22{(c) significando que o pacote se propaga apenas na diregao y e também apresentando
oscilagoes no seu valor médio de posicao e velocidade, como mostram as Figuras (d)
e (d) As oscilacoes que aparecem ao longo da propagacao desse pacote sao resultado
das contribuicoes de valores diferentes dos seus momentos nas diregoes x e y, sendo essa

diferenca de momento devido a anisotropia do material.
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Figura 23 — Média da velocidade para o caso ¢; = 0 e ¢ = 1 quando o momento inicial é na
diregao zigzag (a, b) e na diregdo armchair (c, d).

Analisamos a evolugao temporal de pacotes de onda com |k| = 0.054"" com
propagagao na diregao zigzag, mostrada na Figura[24] e na dire¢ao armchair, mostrada na
Figura [25]

A partir da Figura , caso onde 6 = 7/2, podemos ver que a fungao de onda
continua se propagando na direcao x com velocidade constante mas sofrendo achatamentos
ao longo dessa evolugao até o instante t = 2000 fs quando ela comeca a sofrer um split ao
longo da direcao x, produzindo dois sub-pacotes com larguras diferentes e sentidos opostos
de propagacao. Essas deformacoes no pacote de onda acontecem porque o fosforeno, por
apresentar anisotropia, possui momentos diferentes nas direcoes x e y, originando uma
certa ”competicao”entre qual direcao o pacote ird se propagar, culminando na producao
de sub-pacotes com larguras diferentes. Na direcao armchair a divisao acontece mais
rapidamente, no instante t = 300 fs, como mostra a Figura [25| resultando na producao de
sub-pacotes com larguras iguais e propagacao em sentidos opostos. O fato dos sub-pacotes
na direcao armchair serem produzidos em intervalo de tempo menor explica porque o
efeito ZBW nessa direcao é menos persistente que na direcao zigzag, como mostram as

Figuras [23|b) e (d). Concluimos que a mobilidade na dire¢do y é maior, o que justifica a
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presenca de achatamentos menos evidentes quando o pacote de onda evolui ao longo dessa

direcao, indicando-a como dire¢ao privilegiada do sistema.

R
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Figura 24 — Evolucao temporal do pacote de onda para o caso ¢y =0ecy=1com 0 =7m/2e
k| = 0.05 A~1. Imagens dos instantes em (a) t = 0, (b) t = 1000 fs, (c) t = 1500 fs, (d) t =
2000 fs, (e) t = 2500 fs e (f) t = 3000 fs
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Figura 25 — Evolucao temporal do pacote de onda para ocasoci =0eca=1com 8 =0¢e
k| = 0.05 A=!. Tmagens dos instantes (a) t = 0, (b) t = 100 fs, (c) t = 200 fs, (d) t = 300 fs, (e)
t =400 fs e (f) t = 500 fs.
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3.2.0.2 Casoc; = lecg =1

Para esse caso temos que o elétron tem propabilidade de ser encontrado nas
quatro sub-redes. Fizemos o pacote de onda desse elétron se propagar nas direcoes zigzag
e armchair e obtemos a evolucao temporal da média tanto das velocidades, Figura

quanto das posicoes, Figura |20, para as componentes x e y.
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Figura 26 — Média da posicao para o caso ¢; = 1 e co = 1 quando o momento inicial é na
diregao zigzag (a, b) e na diregdo armchair (c, d).

A partir das Figuras 26|a) e 26(b) vemos que quando fornecemos ao pacote
de onda momento inicial na direcao zigzag ele se propaga com velocidade constante na
direcao x, como mostra a Figura (a). Diferente do caso ¢; = 0, ¢y = 1, observamos que
o pacote de onda agora apresenta média do operador posi¢ao da componente y igual a
zero. Para o caso onde fornecemos momento na direcdo armchair, Figuras 26{c) e 26{(d), o
pacote apresenta apenas propagacao na direcao y. Observamos pela Figura (d) que as

oscilagoes nessa dire¢ao sao menos persistentes que as observadas nas Figuras (d)
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Figura 27 — Média da velocidade para o caso ¢; =1 e ¢ = 1 quando o momento inicial é na
diregao zigzag (a, b) e na diregdo armchair (c, d).

Para compreender o porqué da auséncia do efeito ZBW na direcao zigzag e o
surgimento de oscilacoes menos persistentes na direcao armchair, analisamos a evolucao
temporal do pacote de onda com |k| = 0.54" para esses dois casos, conforme mostram
as Figuras e 29, Podemos ver pela Figura que o pacote de onda se propagando
na direcao zigzag evolui apenas na direcao x e nao sofre achatamentos tao evidentes, de
forma que nao sofre split até o instante de tempo analisado. Isso explica porque para
0 caso zigzag o pacote de onda nao apresenta oscilagoes, como observamos nas Figuras
26(b) e 27(b). J& no caso de propagacgao na dire¢do armchair o pacote também nao
apresenta achatamentos evidentes, como mostra a Figura mas comeca a sofrer um split
no instante ¢ = 400fs, produzindo dois sub-pacotes com larguras diferentes, sendo um
deles de baixa densidade de probabilidade. O fato de o pacote apresentar divisao apenas

na diregdo armchair explica o surgimento do efeito ZBW observado apenas nessa direcao,
como observamos nas Figuras 26(d) e R7|(d).
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Figura 29 — Evolucao temporal do pacote de onda paraocasocy =1leca=1com 8 =0¢e¢

|k| = 0.05 A=1. Tmagens dos instantes (a) t = 0, (b) t = 100 fs, (c) t = 200 fs, (d) t = 300 fs, (e)

t =400 fs e (f) t = 500 fs.

3.2.0.3 Casoc; = lecyg =1

Também fizemos nesse caso a analise da média de posicao para o pacote de

onda se propagando com momento inicial na direcao zigzag e armchair, mostrados na

figura |30}
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Figura 30 — Média da posicao para o caso ¢; = 1 e co = ¢ quando o momento inicial é na direcao
zigzag (a, b) e na direcdo armchair (c, d).

Quando o momento inicial é na dire¢ao zigzag, vemos que o pacote de onda
apresenta na sua componente x velocidade constante, como mostra a Figura (a). Ja a
sua componenente y apresenta oscilagoes bem persistentes, como observamos na Figura
B0|(b) e Figura 31|(b). Quando o momento inicial é na dire¢ao armchair, Figuras [30]c)
e (d), o pacote se propaga apenas na componente y com oscilagoes menos persistentes,
como mostra a Figura (d) Analisamos a evolugao do pacote com |k| = 0.5A47" tanto na
diregdo zigzag, Figura 32, quanto na dire¢ao armchair, Figura [33]
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Figura 31 — Média da velocidade para o caso ¢c; = 1 e co = i quando o momento inicial é na
diregao zigzag (a, b) e na diregdo armchair figuras (c, d).

Pela Figura observamos que o pacote se propagando na direcao zigzag
apresenta achatamentos mais uma vez evidentes ao longo da sua evolugao até comegar
a sofrer uma divisao no instante ¢ = 2000fs, originando dois sub-pacotes com larguras
diferentes mas densidades de probabilidade iguais. Essa divisao, mais uma vez, origina
o efeito ZBW observado nas Figuras [30[(b) e BI|(b). Quando a propagacao ¢ na diregao
armchair o pacote evolui sem sofrer muitos achatamentos até que comeca a sofrer um split
em t = 300fs, originando sub-pacotes com larguras ligeiramente diferentes e densidades de
probabilidade diferentes. O fato da divisao do pacote de onda acontecer mais rapidamente
na direcao armchair explica porque o efeito ZBW nessa direcao, mostrado na Figura (d)
é menos persistente que o observado na direcao armchair, Figura (d) A diferenca de
mobilidade na direcao x e y explica a ”competicao’na contribuicao de momento dessas
duas componentes ao longo da evolucao do pacote, forcando-o a se achatar até sofrer

divisao e originar os efeitos ZBW observados.
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4 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho apresentamos a técnica split-operator que utilizamos para desen-
volver o modelo tedrico da dinamica do pacote de onda, e adaptamos-na para Hamiltonianos
dependentes de spin, como o grafeno e o fosforeno. A partir dessa técnica adaptada e
aplicada a matriz do modelo continuo do fosforeno obtida a partir do modelo de 5 hoppings,
conseguimos obter as expressoes das fungoes de onda para t > 0 que estao expressas em
eq.. Como analogia ao trabalho feito em ref.[51] por Maksimova, consideramos a
funcao de onda inicial como um pacote de onda gaussiano centrado na origem com seus
pseudospins fornecendo a polarizacao de sub-rede.

Fizemos um pequeno resumo sobre sistemas classicos anisotropicos e em seguida
observamos as propriedades eletronicas do fio quantico anisotropico rotacionado. Vimos que
quanto maior seu angulo de rotagao, o valor dos seus niveis de energia diminui resultando
em niveis mais proximos. Essa probabilidade de ocupar mais estados eletronicos torna
esse sistema anisotrépico bastante promissor em pesquisas opto-eletronicas e a partir
dos resultados que obtivemos podemos esperar que se associarmos varios fios quanticos
anisotrépicos com angulos de rotacao diferentes em relagao ao seus eixos de anisotropia
podemos controlar a taxa de transmissao do elétron ao longo desse sistema de fios apenas
ajustando seus angulos de rotagao.

Na parte final do trabalho estudamos a dinamica de pacotes de onda em
fosforeno nas diregdes zigzag, com 6 = w/2 e armchair, com § = 0, para diferentes
configuragoes iniciais de pseudospin, sendo 6 o angulo de propagacao do vetor de onda.
Como pacote de onda inicial usamos um pacote gaussiano centrado em (zg = 0,y-0) e
largura de 100A.

Para o caso ¢; = 0 e ¢, = 1 verificamos que na direcao zigzag a funcao de onda
se propaga tanto ao longo da direcao z, com velocidade constante, quanto na direcao y onde
apresenta efeito ZBW transiente. Concluimos que o efeito ZBW ocorre apenas quando o
pacote de onda sofre divisao a medida que evolui no tempo. Nossos resultados mostraram
que essa divisao ocorre quando o pacote sofre fortes achatamentos na sua propagagao, os
quais se devem a anisotropia do fosforeno, resultando em uma ”competicao”de contribuicao
das componentes x e y do momento na propagacao desse pacote. Verificamos também que
o split do pacote ocorre em intervalo de tempo menor na direcao armchair o que explica o
efeito ZBW menos persistente nessa direcao do que na direcao zigzag. A maior mobilidade
na direcao y indica que essa direcao é a privilegiada do sistema, por isso efeitos ZBW sao

observados apenas nessa componente.
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Quando ¢; =1 e ¢; = 1, 0 pacote se propagando na dire¢ao zigzag apresenta
velocidade constante da componente x, porém a componente y permanece zero. Quando
observamos a evolucao temporal do pacote ao longo dessa direcao verificamos que ele
s6 comeca a se achatar nos instantes finais que observamos, nao sofrendo divisao, o que
explica a auséncia de efeito ZBW na diregao zigzag. Porém na direcado armchair o pacote
sofre pequenos achatamentos até se dividir em sub-pacotes com larguras e densidade de
probabilidade diferente. Os pequenos achatamentos explicam porque nessa configuracao o
efeito ZBW é menos persistente que no caso ¢; =0 e ¢y = 1.

Quando analisamos o caso ¢; = 1 e ¢ = i, a propagacao do pacote de onda
apresenta oscilagao mais persistente na direcao zigzag que na direcao armchair. Explicamos
isso apds verificarmos que ao longo da evolugao temporal do pacote na direcao armchair
os achatamentos desse pacote sao bem menos evidentes.

Concluimos entao que o efeito zitterbewegung no fosforeno esta associado
a divisao do pacote de onda, a qual é consequéncia da anisotropia do material nas
contribui¢oes de momento p, e p, na propagacao desse pacote, sendo o efeito ZBW mais
evidente para pacotes de onda com momento menor, pois estes sofrem menos achatamentos
demorando a sofrer divisao, o que prolonga as oscilagoes nos valores médios das suas
posicao e velocidade. Concluimos também que por a mobilidade em y ser maior e, portanto,
ser a direcao privilegiada do fosforeno, o pacote na direcao armchair apresenta efeito ZBW
menos persistente que na direcao zigzag. Entre todas as configuracoes de polarizacao de
pseudospin que analisamos o mais adequado quando se quer estudar outras propriedades
de dinamica em que o efeito ZBW deve ser ignorado é o caso ¢y =1 e ¢y = 1.

Para futuros trabalhos pretendemos:

e Desenvolver os resultados analiticos para propagacao de pacote de onda em monoca-
mada de fésforo negro e comparar com os resultados numéricos apresentados neste

trabalho;

e fazer esse mesmo estudo de dinamica de pacote de onda em fosforeno com a presenga

de campo magnético;

e analisar as propriedades eletronicas de fio quantico anisotropico em forma de "Z”e

investigar os estados de transmissao do elétron ao longo desse fio.
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APENDICE A - DECOMPOSICAO DO TERMO EXPONENCIAL PARA
O OPERADOR EVOLUCAO TEMPORAL

No capitulo 2, usamos a aproximagao proposta por Suzuki em [70] para sepa-
rarmos os termos cinético e potencial do Hamiltoniano que aparece no operador evolugao
temporal com o objetivo de evitar escrever o momento em termos de derivada. Para isso,

usamos a seguinte aproximagao:

e (Al,AQ,--. ,Aq> + O, (A1)

exp

q
ey A
j=1

Entao fizemos o uso do caso m=2 para dois operadores A; e As, chegando a seguinte

expressao para [A. 1}

exp [5 (141 + Ag)} = fg(fil, 142) = exp E/il} exp[s/ig] exp E/il] ) (A.2)

Nosso objetivo neste Apéndice é demostrar como se chega em[A.2] Sabemos que:

2

exp [5 <A1 + AQH =1+¢ <A1 + A2> + % <A1 + A2>2 + O(e%). (A.3)

J4 a expressao da direita de pode ser escrito como:

2 2
exp [%fh] exple As] exp Bz‘h} = <1 + %fh + %z‘hz + 0(53)) (1 +eds + 831422 + 0(53)>
2
<1 + %Al + %Alz + 0(53)> (A.4)

A g2 L g2 L g2y g2 5
= 1+ €A1 + 8142 + 5A2A1 + ?AlAQ + §A1 + 5142 + 0(8 )

Concluimos entdo que é idéntico a e portanto verificamos a relagao [A.2]
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