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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo estudar métricas que sao pontos criticos de
alguns funcionais Riemannianos. Na primeira parte, investigaremos métricas criticas de
funcionais que sao quadraticos na curvatura sobre variedades Riemannianas fechadas. E
de conhecimento que métricas tipo formas espaciais sao pontos criticos para tais funci-
onais, denotados aqui por F;s(g). Além disso, no caso s = 0, métricas de Einstein sao
sempre criticas para F;(g). Provamos que sob algumas condigoes, a reciproca destes fatos
sao verdadeiras. Por exemplo, dentre outros resultados, provamos que se n > 5 e g ¢ uma
métrica Bach-flat critica para F_,, /4(»—1) com segunda funcao simétrica elementar do ten-
sor de Schouten o5(A) > 0, entao g tem que ser métrica de Einstein. Ademais, mostramos
que uma métrica critica localmente conformemente plana, com algumas hipoteses adicio-
nais, tem que ser tipo forma espacial. Na segunda parte, estudamos as métricas criticas
do funcional volume sobre variedades Riemannianas compactas com bordo suave conexo.
Chamamos tais pontos criticos de métricas criticas de Miao-Tam, devido ao estudo vari-
acional feito por Miao e Tam (2009). Neste trabalho provamos que as bolas geodésicas
das formas espaciais R”, S” e H" possuem o valor maximo para o volume do bordo dentre
todas as métricas criticas de Miao-Tam com bordo conexo, desde que o bordo seja uma
variedade de Einstein. No mesmo sentido, também estendemos um teorema de rigidez
devido a Boucher et al. ((1984)) e Shen (1997)) para métricas estaticas de dimensao n e com
curvatura escalar constante positiva, o qual nos fornece outra maneira para obter uma

resposta parcial para a Cosmic no-hair conjecture ja obtida por Chrusciel (2003).

Palavras-chave: Métricas criticas. Funcionais quadraticos. Métrica de Einstein. Cur-

vatura escalar. Funcional volume. Forma espacial. Bolas geodésicas.



ABSTRACT

The aim of this work is to study metrics that are critical points for some Riemannian func-
tionals. In the first part, we investigate critical metrics for functionals which are quadratic
in the curvature on closed Riemannian manifolds. It is known that space form metrics
are critical points for these functionals, denoted by F; s(g). Moreover, when s = 0, always
Einstein metrics are critical to F;(g). We proved that under some conditions the converse
is true. For instance, among others results, we prove that if n > 5 and g is a Bach-flat
critical metric to F_,/4(n—1), With second elementary symmetric function of the Schouten
tensor o9(A) > 0, then g should be Einstein. Furthermore, we show that a locally confor-
mally flat critical metric with some additional conditions are space form metrics. In the
second part, we study the critical metrics to volume functional on compact Riemannian
manifolds with connected smooth boundary. We call such critical points of Miao-Tam
critical metrics due to the variational study making by Miao and Tam (2009). In this
work, we show that the geodesics balls in space forms R”, S™ and H"™ have the maximum
possible boundary volume among Miao-Tam critical metrics with connected boundary
provided that the boundary be an Einstein manifold. In the same spirit, we also extend
a rigidity theorem due to Boucher et al. (1984) and Shen (1997) to n-dimensional static
metrics with positive constant scalar curvature, which give us another way to get a partial

answer to the Cosmic no-hair conjecture already obtained by Chrusciel (2003).

Keywords: Critical metrics. Quadratic functionals. Einstein metrics. Scalar curvature.

Volume functional. Space form. Geodesic balls.
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1 INTRODUCAO

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana conexa, compacta (possivelmente
com bordo) com dimensdao n > 3. Denotemos por M e G o espaco das métricas Rie-
mannianas suaves e o grupo de difeomorfismos sobre M, respectivamente. Chamamos um
funcional F : M — R de Funcional Riemanniano, se ele é invariante pela acao de G, isto
é, se F(p*g) = F(g) paracada ¢ € G e g € M.

Um exemplo bastante conhecido de funcional Riemanniano é o funcional de
Einstein-Hilbert

g—)/ R,dVy,
M

onde R, e dV, denotam, respectivamente, a curvatura escalar e a forma de volume de M™.
Tal funcional apareceu pela primeira vez no contexto da Relatividade Geral em Hilbert
(1915), uma vez que as equagoes de Einstein surgem como as equagoes de Euler-Lagrange
deste funcional. Nesse mesmo trabalho, Hilbert provou que quando M™ é fechada (com-
pacta sem bordo), as métricas de Einstein sdo pontos criticos do funcional f 1 RBgdVy
quando restrito ao espaco M das classes de equivaléncia de métricas Riemannianas su-

aves com volume unitario, isto é,
M; = {g € M|Vol(g) =1}.

Na geometria, seu estudo também ¢é de grande interesse, por exemplo, Schoen
(1984) resolveu o famoso problema de Yamabe utilizando as equagoes de Euler-Lagrange
do funcional de Einstein-Hilbert restrito a classe conforme de uma métrica g. Através
disso, é bem conhecido que a métrica a qual realiza a constante de Yamabe é uma métrica
de curvatura escalar constante.

Nessa perspectiva, estamos interessados no estudo de pontos criticos de funci-
onais Riemannianos mais gerais com o intuito de obter resultados de rigidez envolvendo
a curvatura escalar da variedade.

No capitulo[3], estudaremos os pontos criticos de funcionais que sao quadraticos
na curvatura sobre variedades Riemannianas fechadas. Como pode ser visto em Besse
(1987), o conjunto {W(g), p(g),S(g)} constitui uma base para o espago desses funcionais,

onde

Wig) = /M W,2dV,,  plg) = /M [Ric,PdV, e S(g) = /M Rav, (1)

Nos tltimos anos, varios autores vém estudando esses tipos de funcionais, visto
que eles aparecem naturalmente em certas teorias de campos gravitacionais da Fisica.
Baseado em Hilbert (1915), Berger (1970)) foi quem iniciou tal estudo ( veja também
Besse (1987)) e Smolentsev (2007))).

Em dimensao quatro, é bem conhecido que métricas de Einstein sao pon-
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tos criticos para todos os funcionais definidos em (ver Gursky (2015)) ou Viaclovsky
(2014)). No entanto, para n > 4, isto nem sempre é verdade. Com esta motivacao,

seguiremos as ideias de Catino (2015) e consideremos o funcional

Filo) = [ \RicyPavy+t [ Ridvy s [ (R, @)
M M M

onde t,s € R.

Como veremos no Corolario 3.3 uma métrica de Einstein nem sempre é ponto
critico para o funcional F; . Porém, de acordo com o Corolario isto sempre ocorre
para o caso s = 0. Por isso, dividiremos este capitulo em dois momentos. No primeiro,

estudaremos o caso s = 0, isto é, consideraremos o funcional

E@zLWWW%{@@M, (3)

definido para alguma constante ¢ € R. Este caso é baseado no artigo A characterization
of critical metrics for quadratic curvature functionals (2017a)), do autor em parceria com
A. Barros. Como em dimensao maior do que quatro F; nao é scaling-invariante, é natu-
ral restringir o funcional sobre M;. Equivalentemente, podemos considerar o funcional
normalizado com o volume da variedade dado por %;(g) = Vol(g)=Fi(g) (ver Gursky e
Viaclovsky (2015))).

E natural perguntarmos sobre quais condi¢oes uma métrica critica para JF;
sobre M é de Einstein. Com certeza, nem todos os pontos criticos de F; sobre My sao
métricas de Einstein, por exemplo, em dimensao 4, podemos ver em Besse (1987)) que toda
métrica Bach-flat ¢ critica para F_; /3 e toda métrica conformemente plana com curvatura
escalar nula ¢ critica para F_;/4 sobre M;. Tanno (1975), mostrou que, em dimensao
3, uma métrica critica para F_;;3 ¢ de Einstein se a curvatura escalar satisfizer uma
certa condi¢ao de pinching. Em Gursky e Viaclovsky (2001)), os autores assumiram uma
condigao integral, digamos F_3/5 < 0 em dimensao trés, para concluir que as métricas
criticas sao de Einstein. Este resultado também ¢é verdade em dimensao maior do que
quatro desde que a métrica seja suposta localmente conformemente plana (ver Hu e Li
(2003))).

Mais recentemente, Catino (2015) provou alguns resultados nesta dire¢ao as-
sumindo sinal na curvatura seccional. Por exemplo, em dimensao n > 3, mostrou que
uma métrica critica para JF; para algum ¢t < —1/2 e curvatura seccional ndo negativa tem
que ser métrica de Einstein. J& em dimensao 4, ele mostrou que toda métrica critica para
Fi com t > —1/4 e curvatura seccional nao positiva é uma métrica de Einstein.

Nossos resultados de rigidez obtidos neste trabalho, provém de uma importante
expressao obtida para o tensor de Bach de uma métrica critica para o funcional F; ;. Mais

precisamente, obtemos a seguinte proposicao.
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Proposicao . Seja (M", g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n > 4.
Se g € uma métrica critica para Fi s sobre My, entao o tensor de Bach é dado por

n+4(n — 1)t +4s
2(n—1)

(TL — 2)(1 + 48)Bij = < >(%2R)Z] + 48Rikjpékp

(n—2)—4s R - (n—4)—4ns, <
(Y o ot ) R e g
( = 1) +2+ nt) nRZ] + nin—2) |Ric|*gi;
1 (n—4)—8s o =
+ 25(5’Rm’2gij - Rikqujkpq) - WRWRPJ”

Como consequéncia, no caso s = 0, obtemos o seguinte corolario.

Corolario . Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana Bach-flat, fechada de dimensado

1

4. Se g € uma mélrica critica para F; sobre My para algum t # —3, entao devemos ter

R =0 ou M* ¢ uma variedade de Einstein.

Em particular, para t = —n/4(n — 1) e a segunda fungao simétrica do tensor
de Schouten o5(A) > 0, mostramos que uma métrica Bach-flat e critica para F; tem que
ser de Einstein. Este resultado recupera a Proposi¢ao 5.1 de Hu e Li (2003) para o caso

de métricas conformemente planas. Isto é, provamos o seguinte teorema.

Teorema Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n # 4 e
g € My uma métrica Bach-flat. Se g € um ponto critico para F_, jsn—1) com a9(A) > 0,

entao (M™,g) € uma variedade de Finstein.

Para dimensao n > 5 e métricas localmente conformemente planas, obtemos

um teorema semelhante ao Corolério [3.8| para uma certa classe de funcionais F;.

Teorema Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada, localmente conforme-

mente plana, com curvatura escalar R nao negativa e de dimensdio n > 5. Se g € uma

n2—3n+4
2n(n—1)

métrica critica para o funcional F; sobre My para algum t < — , entao devemos

ter

(i) ou Ry =0, ou o recobrimento universal de M™ € isométrico a esfera euclidiana S",

n?—3n+4 .
2n(n—1) ’

(17) ou Ry, = 0 e nesse caso g ndo € uma métrica de Einstein, ou o recobrimento universal

quando t < —

de M"™ ¢ isométrico a esfera euclidiana S™ ou ao espago euclidiano R™, quando
t = _ n?-3n+44

2n(n—1) °
No caso tridimensional mostramos que a condicao de pinching sobre a curva-
tura escalar no Teorema 3.3 devido & Catino (2015) (veja Segdo[3.3)) pode ser removida no
caso de métricas conformemente planas e t > —1/3. Mais precisamente, temos o seguinte

resultado.
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Teorema Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada, localmente conforme-
mente plana, com curvatura escalar R nao negativa e g wma métrica critica para F; sobre
M para algum t > —1/3. Entao,
(1) ou Ry =0, ou o recobrimento universal de M? é isométrico a esfera euclidiana S?,
set>—1/3;
(17) ou R, =0 e nesse caso g nao € uma métrica de Einstein, ou o recobrimento universal

de M3 € isométrico a esfera euclidiana S* ou ao espago euclidiano R3, se t = —1/3.

No segundo momento, baseado no artigo On locally conformally flat critical
metrics for quadratic functionals (2017¢) escrito pelo autor em parceira com A. Barros,
estudaremos as métricas criticas para o funcional F;, com s # 0. A presenga do termo
envolvendo o tensor de Riemann faz com que nem todas as métricas de Einstein sejam
pontos criticos para o funcional, porém, as métricas em formas espacias sempre serao.
Nesta se¢ao do capitulo [3, iremos apresentar dois resultados que garantem quando uma
métrica critica para J;, sobre M; é isométrica a métrica de uma forma espacial. Mais
precisamente, provamos os seguintes teoremas.

Para o caso 4s +n + 4(n — 1)t = 0, o seguinte teorema ¢é verdadeiro.

Teorema Seja (M"™, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensio n > 4.
Se g € My é uma métrica localmente conformemente plana e critica para F, ntawm-1: tal
’ 4

que t ¢ {—%, —2(+_1)} e 02(A) > 0, entao (M", g) é uma forma espacial.

Jinocasods+n+4n—1t#0es = —”T_z, a condicao sobre a segunda

funcao simétrica o9(A) ndo é necessaria. Mais precisamente, obtemos o seguinte teorema.

Teorema Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada, localmente conforme-
mente plana de dimensao n > 4 e curvatura escalar nao-negativa. Se g € My € uma
n—2 1

métrica critica para Fy tal que s = —"7= et # ~3-1) entao ou R =0, ou o recobri-

mento universal de (M", g) € isométrico a esfera euclidiana S™.

No capitulo , (M™, g) denotard uma variedade Riemanniana compacta, co-
nexa, de dimensao n > 3, com bordo suave conexo ¥ = JM e v uma métrica fixada
no bordo. A proposta neste momento, é apresentar alguns resultados de rigidez para
métricas criticas do funcional volume V' : Mf — R, onde Mﬁ representa o espaco das
métricas Riemannianas sobre M com curvatura escalar constante R, as quais coincidem
com v quando restritas ao bordo X.

Recentemente, importantes avangos foram obtidos em relacao as métricas
criticas de V. Por exemplo, motivados pela caracterizacao variacional das métricas de
Einstein sobre variedades fechadas através do estudo dos pontos criticos do funcional de
Einstein-Hilbert, Miao e Tam (2009)) estudaram o problema variacional do funcional vo-

lume restrito ao espaco ./\/lé“2 e encontraram uma caracterizacao para métricas criticas de
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V. Em particular, mostraram que se g € Mﬁ possui a propriedade de que o primeiro
autovalor de Dirichlet de (n —1)A,+ R é positivo, entdo g é ponto critico de V' restrito ao
espaco ./\/lff se, e somente se, existe uma fungao suave f sobre M satisfazendo o seguinte

sistema de Equacgoes Diferenciais Parciais

L5(f)=~(Agf)g+ Vi f = fRic, =g (4)

com fl|y, =0, onde Ric,, Ay e Vg denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o Lapla-
ciano e a forma hessiana associada a métrica g sobre M™ e £} representa o L*-adjunto da
linearizacao £, do operador curvatura escalar. Além disso, mostraram também que uma
variedade Riemanniana admitindo uma funcao f satisfazendo tem que ter curvatura
escalar constante.

Utilizando a mesma nomenclatura de Barros, Diégenes e Ribeiro Jr. (2015),
chamaremos tais pontos criticos de métricas criticas de Miao-Tam ou simplesmente métricas
de Miao-Tam, isto é, uma métrica critica de Miao-Tam é uma tripla (M", g, f), onde
(M™, g) é uma variedade Riemanniana conexa e compacta com bordo suave 3, f é uma
fungao suave em M tal que f~1(0) = ¥ e satisfaz & equacao ().

Ainda no mesmo trabalho em [2009, Miao e Tam provaram que dentre os
dominios compactos €2 em formas espaciais simplesmente conexas, as bolas geodésicas
sdo as tinicas métricas criticas de V ( se Q C S, assumimos V(€2) < 3V(S")) sobre MZ.
Deve-se notar que fungoes altura, a menos de constantes, resolvem a equagao sobre
bolas geodésicas em formas espaciais simplesmente conexas, como pode ser verificado em
Miao e Tam (2009) ou Batista et al. (2017)).

Motivados pelas idéias de Kobayashi (1982), Miao e Tam (2011) procuraram

respostas para o seguinte questionamento:

Questao As bolas geodésicas nas formas espaciais simplesmente conexas R™, S™ e

H" sao as unicas métricas criticas de Miao-Tam?

Mais precisamente, eles mostraram que uma métrica critica de Miao-Tam
(M™, g, f), localmente conformemente plana, simplesmente conexa e com bordo isométrico
a esfera canonica S" ! tem que ser isométrica a uma bola geodésica em R”, S" ou H*. Em
dimensao baixa (n = 3,4), Barros, Didgenes e Ribeiro Jr. (2015) melhoraram este teo-
rema, concluindo que a hipdtese localmente conformemente plana poderia ser substituida
por uma condi¢ao mais fraca, considerando uma métrica Bach-flat.

Em Miao e Tam (2011)), os autores mostraram que a condigao sobre o bordo ser
isométrico & esfera canonica S*~! pode ser removida desde que (M™, g) seja uma variedade
de Einstein. Mais recentemente, Baltazar e Ribeiro Jr. (2017) melhoraram o resultado
de Miao e Tam (2011]), mostrando que a condigao da variedade ser de Einstein pode ser

substituida pela hipotese mais fraca: tensor de Ricci paralelo.
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Outros resultados interessantes sobre métricas criticas de Miao-Tam estao re-
lacionados as estimativas de volume do bordo de tais variedades. Porém, antes de co-
menta-los, relembremos a definicao de outra classe de métricas que servird de motivagao
para nossas conclusoes do Capitulo Dizemos que (M™, g, f) é uma tripla estatica ou
simplesmente métrica estatica, se (M",g) é uma variedade Riemanniana conexa, com-
pleta, com bordo ¥ (possivelmente nao-vazio) e existe uma fun¢ao f suave nao negativa
sobre M™ tal que f~1(0) =X e

() =0, (5)

onde £}(f) = —(Agf)g + Vi f — fRic,.

Vale lembrar, que a identidade (j5) aparece em Relatividade Geral, onde ela
define solugdes estdticas das esquagoes de campos de Einstein. O ntcleo de £7 estd
relacionado aos espacos-tempo estaticos em Relatividade Geral, como pode ser visto em
Corvino (2000). Ele mostrou ainda, que uma métrica estatica também possui curvatura
escalar constante R. No caso de curvatura escalar positiva, existe uma classica conjectura
chamada Cosmic no-hair conjecture, formulada por Boucher, Gibbons e Horowitz (1984),

que afirma:

Conjectura [4.1] (Cosmic no-hair conjecture). A dnica tripla estdtica compacta (M™, g, f)
de dimensdao n, com curvatura escalar positiva e bordo conexo Y é dada por um hemisfério

canonico S'y, onde a fungdo f € a funcao altura correspondente.

Alguns resultados parciais para a conjectura foram obtidos. Por exemplo,
Kobayashi (1982)) e Lafontaine (1983) provaram, independentemente, que a conjectura é
verdadeira quando (M™, g) é suposta localmente conformemente plana. Outra importante
resposta para esta questao foi dada por Boucher-Gibbons-Horowitz ((1984) e Shen (1997)

no caso tridimensional de acordo com o teorema abaixo.

Teorema (Boucher-Gibbons-Horowitz (1984), Shen (1997)). Seja (M3, g, f) uma
tripla estdtica compacta, orientada, com bordo conexo Y e curvatura escalar 6. Entao X

¢ uma esfera bidimensional cuja drea satisfaz a desigualdade
5| < 4n,

com igualdade acontecendo se, e somente se, M € isométrica ao hemisfério canonico S%.

Inspirado nesta desigualdade, com a hipdtese adicional do bordo ser isométrico
a esfera S"~!(r) de raio r > 0, Chrusciel (2003) concluiu que r < /%, onde A > 0 denota
a constante cosmoldgica da tripla estatica (M", g, f). Além disso, se r = \/% entao M™"
é dada por um hemisfério canénico S (1/n/A).

Hijazi, Montiel e Raulot (2015) estabeleceram um resultado similar envolvendo
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uma desigualdade para o primeiro autovalor do operador de Dirac induzido em cada
componente do bordo. Isto é, provaram que o espaco-tempo de de Sitter minimiza o valor
absoluto do operador de Dirac sobre cada componente do bordo dentre todas as triplas
estaticas com curvatura escalar positiva.

Batista et al. (2017) obtiveram um andlogo do Teorema para métricas
criticas de Miao-Tam. Mais precisamente, em Batista et al. (2017)) foi provado o seguinte
resultado: Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam, compacta, orientada, com

bordo conexo X e curvatura escalar nao negativa. Entao, ¥ € uma esfera bidimensional e

47
] < R) (6)

onde C'(R) = %+ﬁ ¢ constante. Além disso, a igualdade em (@) ocorre, se, e somente

se, (M3, g) é isométrica a bola geodésica em alguma forma espacial simplesmente conexa
R3 ou S3.

Barbosa et al. (2016) mostraram que o resultado acima também é valido no
caso de curvatura escalar negativa, desde que a curvatura média do bordo satisfaca H > 2.
Ademais, eles estenderam este mesmo fato para dimensao 5 assumindo que o bordo ¥ seja
de Einstein. Para outros resultados relacionaods, o leitor pode ver também Corvino et al.
(2013)).

O objetivo deste capitulo é estender para quaisquer dimensao n > 4 as esti-
mativas obtidas por Batista et al. (2017) e Barbosa et al. (2016) para métricas criticas
de Miao-Tam, bem como o Teorema |4.5] para métricas estaticas. Com essas estimativas
iremos obter importantes respostas para a Questao [4.1] assim como para a Cosmic no-
hair conjecture. Os resultados deste capitulo foram obtidos no artigo Rigidity for critical
metrics of the volume functional (2017b)), escrito pelo autor em parceira com A. Barros.

Primeiramente, provamos que as bolas geodésicas nas formas espacias simples-
mente conexas S", R™ ou H" possuem o valor maximo para o volume do bordo dentre
todas métricas criticas de Miao-Tam com o bordo X sendo uma variedade de Einstein e

conexa. De fato, o seguinte teorema ¢é verdadeiro.

Teorema . Seja (M™,g,f), n > 4, uma métrica critica de Miao-Tam, compacta,
orientada, com bordo conero 3 e curvatura escalar R = n(n — 1)e, onde ¢ = —1,0,1.

Suponha que o bordo ¥ seja uma variedade de Finstein com curvatura escalar R* positiva.

Se ¢ = —1, assumimos ainda que a curvatura média de Y satisfaz H > n — 1. Entao
temos
2 Y(Sn_l [Gean])
YT < . , 7
D < (7

onde C'(R) = ”T_QR—i— Z—sz ¢ uma constante positiva. Além disso, a igqualdade ocorre em

, se, e somente se, (M™, g) € isométrica a uma bola geodésica em alguma das formas
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espaciais simplesmente conexas S™, R™ ou H".

O numero real Y(S" ! [gen]) corresponde & constante de Yamabe da esfera
Y
canonica S"', cuja definigao serd lembrada na Segao De acordo com o Teorema

, obtemos uma reposta parcial para a Questao feita por Miao e Tam (2011)). Mais

precisamente, obtemos o seguinte resultado.

Corolario . Seja (M™, g, f), n > 4, uma métrica critica de Miao-Tam, compacta, ori-

1/2
. I A _ : —1)(n—2
entada, com bordo conezo 33 isométrico a esfera canonica S"~1(r) de raior = (%) ,
e curvatura escalar R =n(n — 1)e, onde e = —1,0,1. Além disso, se e = —1, assumimos

que a curvatura média de ¥ satisfaz H > n — 1. Entdao (M", g) é isométrica a uma bola

geodésica em alguma das formas espaciais simplesmente conexas S™, R" ou H".

Vale ressaltar, que sob a escolha da curvatura escalar R = n(n—1)e, a constante
C(R) admite a seguinte expressao
n—2, , 9
C(R) = (H +(n—1) 5). (8)

n—1

Quando uma métrica critica de Miao-Tam possui curvatura escalar nao nega-

tiva é possivel estimar o volume de M" conforme o corolario a seguir.

Corolario Sob as mesmas condigoes do Teorema[f.8, porém R >0, deduzimos

() s < L) g

Além disso, a igualdade acontece em @D se, e somente se, (M™,g) é isométrica a uma

bola geodésica no espaco euclidiano R™.

Para métricas estaticas, o proximo teorema estende o resultado devido a Boucher-
Gibbons-Horowitz (1984)), bem como aquele devido a Shen (1997)).

Teorema Seja (M™, g, f), n > 4, uma tripla estdtica, compacta, orientada, com
bordo conexo ¥ e curvatura escalar positiva R = n(n — 1). Suponha que o bordo ¥
seja uma variedade de Einstein com curvatura escalar R* positiva, entio vale a sequinte

estimativa
‘E‘ S Wp—1- (10)

Além disso, a igualdade em (10]) € atingida somente para o hemisfério canonico S .

A constante w,_; representa o volume da esfera canonica S*~!. Com isto,
através do Teorema {4.9] reobtemos uma resposta parcial, ja demonstrada por Chrusciel

(2003), para a cosmic no-hair conjecture formulada por Boucher et al. (1984). De fato,
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iremos provar:

Corolario A Cosmic no-hair conjecture é verdadeira quando o bordo X € isométrico

a esfera canoénica S"1.

Gibbons-Hartnoll-Pope (2003) construiram contra-exemplos para a cosmic no-
hair conjecture nos casos 4 < n < 8 No entanto, nesses contra-exemplos, encontra-
mos componentes do bordo que sao topologicamente esferas dotadas com métricas nao

canodnicas e produtos Riemannianos de esferas. Assim, isto nao contradiz nosso Coroléario

3l
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, iremos fixar as notacoes e recordarmos um breve contetido de
Geometria Riemanniana necessario para o bom encaminhamento nos demais capitulos.
Na segao iremos apresentar as definigoes do tensor de curvatura de Riemann, tensor
de Ricci e curvatura escalar associados a uma variedade Riemanniana, bem como apre-
sentar alguns conceitos e outros tensores essenciais para este trabalho. Nao entraremos
em detalhes sobre demonstragoes nesta se¢ao, porém o leitor pode consultar Besse (1987)),
Petersen (2006) ou Chow, Lu e Ni (2006) para esclarecimentos. Na segao colocare-
mos algumas formulas de variagao necesséarias para deduzirmos a primeira variacgao dos

funcionais Riemannianos estudados nos demais capitulos.

2.1 Notagoes e alguns tensores importantes

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n > 3 com métrica
g e conexao de Levi-Civita V. Além disso, denotemos por C*(M) o espago das fungoes
suaves definidas em M.

O tensor curvatura de Riemann é o (1,3)—tensor Rm : X(M)* — X(M)

definido por

Rm(X,Y)Z = V%yZ-V%,Z
— VxVyZ - VyVxZ —VixyiZ,

para todo X,Y, Z € X(M).
Usando a métrica, podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)—tensor,

definido por Rm : X(M)* — C>=(M), onde
Rm (X,Y, Z,W) = —(Rm (X,Y)Z,W).

Em um sistema de coordenadas adotaremos a convenc¢ao de indices repetidos

para indicar soma. Consequentemente podemos escrever

Rm(d;,0,)0x = Rijil'd,
Rm(@i,ﬁjﬁk,@) = Rijkl-

Assim,
Rijkl = —<Rm(@', aj)aka 8z> = _<Rijkmam: al) = _Rijkmgmlv

isto é, o indice superior desce na terceira posicao.

Dado um plano bidimensional II C T,M e X,,,Y, € T,M vetores que geram
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II, entao
Rm(X,Y, X,)Y)

B = X X)g(v.7) — gV 1

nao depende da base escolhida para II, e é chamada curvatura seccional do plano II.
Uma variedade Riemanniana completa e com curvatura seccional constante é dita uma
forma espacial.

O tensor de Ricci é definido como o (0,2)— tensor
Ric(X,Y) =tr(U — Rm(U, X)Y).
Em coordenadas teremos:
Rij = Rlz’jl = glleimj

e a curvatura escalar é
o
R = g ]Rij-

Relembremos alguns tensores essenciais para o nosso trabalho. Primeiro re-

corde que em dimensao n > 3 o tensor de Riemann admite a seguinte decomposicao:

1
Rijri = Wil + p— (Rikgji + Rugir — Ragjr — Rikga)
R

onde Wi denota o tensor de curvatura de Weyl e R;; denota o tensor de Ricci. Outro

tensor importante é o tensor de Cotton C, definido como segue:

Cijk = ViRj, — VR, — (ViRgjr — VRgi), (13)

2(n—1)
o qual esta relacionado com o tensor de Weyl da seguinte maneira:

n—2
Cijk = —ﬁvzwm‘kl, (14)

quando n > 4.

Observacao 2.1. Uma tmportante propriedade do tensor de Cotton € que ele é anti-

simétrico nos dois primeiros indices e tem traco nulo em quaisquer indices, isto €,

Cijr = —Cjir, e §7Cijr. = ¢"Cijp = 0. (15)
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O tensor de Schouten A é definido por

1 R
(Rij - mgij)- (16)

Aij -

n—2
Das equacoes e concluimos que
Rijii = (AD 9)ijr + Wiji, (17)
onde @® representa o produto Kulkarni-Nomizu, o qual é definido por
(A® B)iju = AuaBji + AjBir, — AyBji, — AjBy.

Consideremos uma transformagao linear simétrica A : V — V, onde V' é uma

espago vetorial de dimensao n. Denotemos os autovalores de A por Aj, Ao, ..., A,.

Definicao 2.1. Se 0 < g < n, entdo a q-ésima funcao simétrica elementar de A € definda
por

o (A) = D AN, (18)

11<...<ig

Suponha que para alguma base de V, a transformacao A possui matriz (Af ),
entao em Reilly (1974, Proposigao 1.2) encontramos uma relagao bastante conhecida sobre
o4(A), isto é,

J1---Jq

1 o .
o (A) = J D G Al AL (19)

onde 5;-1:::;‘; representa o delta de Kronecker generalizado. Assim, para ¢ = 2 e conside-

rando o tensor de Schouten dado em como um tensor do tipo (1, 1), teremos

7(4) = S((tra) ~ |AP)

oo(A) = —ﬁﬂ%iaﬁ + S(n = 1;l(n — 2>2R2. (20)

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes essenciais para esta tese.

Definicao 2.2. Uma métrica Riemanniana g é chamada métrica de Einstein se o tensor

de Ricci satisfaz Ricy = A\g, para alguma constante real A.

Definicao 2.3. Uma variedade Riemanniana (M, qg) é chamada localmente conforme-
mente plana se para todo ponto p € M, existe uma vizinhanca V de p e uma fungao
fecC>(V) tal que (V,e* g) é flat.

Aqui, dizemos que uma métrica h é flat se ela é localmente isométrica a métrica
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euclidiana, isto é, para todo p € M existe uma vizinhanca V de p e uma isometria
f:V—=f(V)CR"

Nesta tese utilizaremos uma caracterizacao de métricas localmente conforme-
mente planas segundo o Teorema de Weyl-Schouten, primeiramente provado por Cotton
(1897) em dimensao trés e por Weyl (1918)) e Schouten (1921) em dimensao n > 4.

Teorema 2.1 (Weyl-Schouten). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensao
n. Entao
(1) Sen =2, entao (M",g) € localmente conformemente plana.
(1) Se n = 3, entao (M",g) € localmente conformemente plana se, e somente se, o
tensor de Cotton é nulo.
(1ii) Se n > 4, entao (M",g) € localmente conformemente plana se, e somente se, o

tensor de Weyl é nulo.

Em particular, se Ric = %g, isto é, g é uma métrica de Einstein, entao A =
Wﬁll)g devido a eq. . Logo, por obtemos

R
Rm=W+ ——— . 21
Assim, se (M, g) é variedade de Einstein e localmente conformemente plana (i.e., W = 0),
entao a variedade tem que ser uma forma espacial.
Finalmente, consideremos o tensor de Bach definido para n > 4, o qual foi
introduzido por Bach em 1921}
1 kol 1 kl
B;; = —3V V' Wi + ER Wikji- (22)

n —

Além disso, para n = 3, definimos

Dizemos que a métrica é Bach-flat se B;; = 0. Em dimensao 4, as métricas

Bach-flats sao precisamente pontos criticos do funcional conformemente invariante

Wig) = /M W, 2, (24)

definido no espaco das métricas Riemannianas. Em particular, se uma métrica é local-
mente conformemente plana entao ela é também Bach-flat. Além disso, se a métrica é
de Einstein, entao ela é Bach-flat, pois o tensor de Cotton ([13)) é identicamente nulo e o

tensor de Weyl tem trago igual a zero. Porém, como pode ser visto em Besse (1987), a
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reciproca desses fatos nem sempre acontece. Em resumo, temos que

W=0 = B=0 (25)
&
e

Ric:gg = B=0 (26)
&

2.2 Férmulas de Variagao

Nesta secao iremos apresentar algumas formulas de variacao ja bastantes
conhecidas, porém apresentaremos uma breve demonstragao para o leitor.

Consideremos ¢(t) uma familia a 1—parametro de métricas Riemannianas su-

aves tais que ¢(0);; = gij € 29;; = hyj, onde h € T'(S?*(T*(M))) é um 2-tensor simétrico.

Lembremos que a variacao inversa de g é dada por

0

—g"7 = —g"*hyg". 27
ot g9 kg (27)

Lema 2.1. As formulas da primeira variacao para o elemento de volume e para os
simbolos de Christoffel sao:

a) FlimodVyuy = 3trhdv,.

b) 4| T = 3¢"(Vihy+ Vsha = Viy).

ot |, _

Demonstragao: Sabemos que em um sistema de coordenadas locais, o elemento de

volume se escreve como

dVywy = V/det(g(t))dz' A ... A da”,
enquanto que a férmula de variacdo do determinante de uma matriz A(t) é

0

9 Jos(det A(t)) = (A1) =

T Aji(t).

Com isto, temos:

0 11 0
7 WVe = 3 7 ot

Ot lt=0
1 0 1 n
= §@§L:O log(detg;;(t))dx" A ... ANdx
1,0

27 0Ot

detgi;(t)dz' A ... A da"
t=0

9i5(t)dVy

t=0
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1.
= 597N dVy
1

b) Lembremos que em um sistema de coordenadas, os simbolos de Christoffel se escre-

vem da seguinte forma

1 /0 0 0
kL okl AP AP
iy = 29 (8:Uig]l + 3%% Oa:ngJ)'
Assim,
) 19 9 9 9
I e 29 mpn( L %, 9
Dtlo ¥~ 20tl=o’ “(axigﬂ*axjg” ax,9”>
1,70 0 2 0 o 0
Z —a.(t gt — — —q.. (¢t .
Y (axiatgjl()+8xj8tgd() axlatg”()> =0

Em um sistema de coordenadas normais centrado em p € M, temos que a%i gik(p) =

0,Tk(p)=0e %hjk(p) = V,hji(p). Portanto, em p, teremos
0 1 0 0 0
D (2 0 0
Otli=0 ¥ 29 ox; it + 0z; : ox;

1
= §gkl (Vihjl + thil — Vlhij) .

A férmula de variagao do tensor se Ricci é dado pelo seguinte lema.

Lema 2.2. A primeira variacao do tensor de Ricci € dada por

1
%RU = 5( - Ahm + Vl(leh)] + Vj (leh)@ - VZVJ(t'rh)

— 2Ruy,h" + RPhy, + R?hip>,
onde (divh); = g*V,hy;.

Demonstracgao: Sabemos que a férmula do tensor de curvatura em fungao dos simbolos
de Christoffel é dada por

0 0

Rl = a_%(rgk) —~ a—%(rﬁk) + I, I =T, T, (28)
Assim, de acordo com a definicao do tensor de Ricci, teremos
a ! a l ! m l m
R, = a_xl(rjk:) - 8_a:j(rlk) o Y B B i (29)



26

Usando coordenadas normais em torno de um ponto p, por e pelo Lema

2.1 obtemos
0 _ 0 8Fl 9, 8Fl

o = dwmor v om0t
1 Ilm 1 Ilm
= EVZ (g (Vzh]m + V]hzm — th”)> — EV, (g (Vlhjm + thlm — thlj)>
1
= —glm(VlVihjm + ViVhim — ViV yhi; — ViV i, — ViV jhy + ViV i)

2
1 1 1
= §9lm(vlvihg‘m — ViVihjm) + §glm(vlvjhim + ViV hij) — §Ahij

1
- EVzVJ (tT’h)

Aplicando a identidade de Ricci na igualdade obtida acima, encontramos

9
ot

1 1
§Ah” — EVZVJ(trh)

1
+ §glm<vjvlhz‘m — Riji’hpm — RijmPhip + ViV ;)

1
Rij = §glm<_Rlijph'pm - Rlimphjp) -

1
= 5(—R,ijph; + RPhj, — Ahy; — V;V;(trh) + V;(divh); — Ry b))

1

Portanto,

1
gRij = 5( — Ahw + Vz(leh)j + Vj (leh)l — VEV](trh)

- 2Riljphlp + thjp + Ri')hip> '

Lema 2.3. A primeira variacao da curvatura escalar é dada por

aRg(t)

pra —A(trh) + div*h — (Ric, h).

Demonstragao: Sabendo que R = g“ R;;, aplicando e o lema anterior, obtemos

OR a .. 0
- = Z]Ri' ZJ_Ri.
ot g 1 9
. . 1 ..
= —glkhklg]lRij + 59” < - Ahw + Vz<dlvh)j + Vj (leh)l — VzV](trh)

— 2Ru; k" + RVhy, + R?hip>
= —(Ric,h) — A(trh) + div?h,

como queriamos mostrar. U
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Lema 2.4. A primeira variacdo da norma do tensor de Ricci € dada pela sequinte ex-

Pressao

d, .. 0 . . : :
§|chg(t) E(t) = 2<§RZCQ, Ricy), — 2(Ric o Ric, h),,.

Demonstracao: Primeiro, observe que
|Ricyol5m = 9" ()97 (t) Rij(t) Rip (1)

Logo,
a, ... 0 , ik inf O
a“ﬁcg(t) \z(t) = 2 (ag k<t)>ngRinkp + 29 kgjp <§Rij> Rip

. , 0
= —2¢"h,g" ¢’ Ri; Ry, + 2<§Ricg, Ricy),

: 0
= —2h"*RPRy, + 2(5; Ricy, Ricy),

= —2(Rico Ric,h), + 2(%1%69, Ricy)g,

o que finaliza a prova.
O
Por fim, iremos encontrar a férmula da primeira variacao para o tensor de

Riemann visto como um (0, 4)—tensor.

Lema 2.5. A primeira varia¢ao do (0,4)-tensor de Riemann é dada por

0 1 1
aRijkz = §(Rijkphpl — Rijiphip) + §(Vivlhjk + V,;Vihi — VVihj — V,;Vihy).
Demonstracao: Desde que R;ji = —R;ji” gpi, temos
0 0 0
“p... = _(Zp.p _p.r(Z
atR’L]kl (atRzgk >gpl Rzyk (atgpl> .

Pela equagao (28) e usando coordenadas normais em torno de um ponto p,

obtemos que em p, vale

0 0 P
SR = —(VGTh) = V(5T ) — R
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Agora, aplicamos o Lema [2.1] para obter

%Rijkl - —% (Vilg™ (Vhaa + Vihia = Vo)) = V3 (6" (Vilg + Vihig = Vhir)) ) g
— RijPhy
~ —% (ViVshaa + ViV = ViVihgie = V;Vihi = V;Viha + V5 Vihie )
+ Riphy.

Usando novamente a identidade de Ricci, tem-se

%RW — —%( — RiyPhy — RijPhuy + ViVihj — ViVihe — V,Viha + vjvlhik)
+ Rijupho
— —%Rijkphp, - %Riﬂphkp n %(viv,hjk Y, Viha — ViV — YV, Viha,)
+ Rijiphp

1 1
é(Rijkph/pl — Rijiphip) + §(vivlhjk + V,;Vihi —VVihj —V,;Vihy),

como afirmado. O
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3 METRICAS CRITICAS PARA FUNCIONAIS QUADRATICOS

Este capitulo baseia-se no estudo dos pontos criticos de funcionais que sao
quadraticos na curvatura. Um fato bastante conhecido sobre este assunto é que as
métricas em formas espaciais sao sempre pontos criticos de tais funcionais, e em alguns
casos, métricas de Einstein também sao pontos criticos. De posse dessas informagoes,
procuramos condig¢oes para que a reciproca desses fatos sejam verdadeiras. Os teoremas
deste capitulo foram motivados pelo trabalho de Catino (2015), onde o mesmo obteve
alguns resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar de uma métrica critica de tais

funcionais.

3.1 Definigoes e fatos conhecidos

Nesta segao, consideremos (M™, g) uma variedade Riemanniana conexa e fe-
chada (compacta sem bordo) de dimensao n > 3 e M; o espago das classes de equivaléncia
de métricas Riemannianas suaves com volume unitario sobre M". Tais métricas sao iden-
tificadas se elas estao relacionadas pela acao do grupo de difeomorfismos G em M.

Apresentaremos aqui, alguns resultados ja conhecidos sobre funcionais quadraticos
na curvatura. Como pode ser visto em Besse (1987)), uma base para estes funcionais é

constituida por

W) = [ WL, o) = [ |Riofav, o So)= [ Bav, @)
M M M

onde Wy, Ric, e R, denotam, respectivamente, os tensores de Weyl, Ricci e a curvatura
escalar em relagao a métrica g. Fazendo uso da decomposicao do tensor de Riemann (|12)
segue-se que

4 2
_ 2 _ 2, % pe2 2
R(g)—/M|ng| dig—/ (|”g| n_2|RZCg| (n—l)(n—?)Rg) dVy. (31

Lembremos que a férmula de Chern-Gauss-Bonnet em dimensao 4 se escreve

CcOo1mo

, 2
/ (IW,[* = 2|Ric,|* + gRj)dvg = 322y (M), (32)
M

o qual implica que o funcional de Weyl W pode ser escrito, a menos de um invariante
topoldgico, como combinacao linear dos outros dois funcionais dados em . A partir
de agora, para simplificar a notagao, denotaremos as quantidades relacionadas a métrica
g sem o subindice g.

Para realizar o estudo dos pontos criticos para funcionais Riemannianos, lem-

bremos a seguinte definigao.
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Definicao 3.1. Um funcional Riemanniano F possui um gradiente em g, se existe a €
['(S*(T*M)) tal que para todo h € T'(S*(T*M)),

= F/(h) = (a, h) 2.

g

Neste caso, dizemos que a é o gradiente de F e denotaremos por a = V.F.
Um fato ja conhecido é que, em dimensao 4, as métricas de Einstein sao pontos

criticos de todos os funcionais dados em . De fato, temos os seguintes resultados.
Proposicao 3.1 (Berger, |1970). As equagoes de Euler-Lagrange dos funcionais 5a0:
(1) (VS)ij =2V, VR —2(AR)g;; — 2RR;; + %RQQU.
(ii) (Vp)ij = —AR;; — 2Ry R™ + V,V,;R — %(AR)gij + %|Ric|29ij.
(iii) Sen =4, (VW);; = —4(VEV Wi + %R“VVZ-W).
Demonstragao: Seja g(t) uma familia a 1-parametro de métricas Riemannianas suaves

tal que ¢g(0) = g e ¢’(0) = h. Assim, no item (i), a primeira variacdo do funcional
S(9) = [, R: dV, ¢ dada por

0

Sy(h) = 5:S((0)

0 0
t:0:2/MR(aRg(t))dVg+/MRQ(EdVg(t)).

Aplicando o Lema 2.3 e o Lema temos

Si(h) = 2 / R(—A(trh)+div2h—<Rz’c,h>)dVg+% / R?(trh)dV,
M M

M M M

1
+ = / R*(trh)dV,
2 /m
. / (2(AR)g, BYdV, + 2 / (ViV; R)hyydV, — / (2RRic, h))dV,
M M M

1

+ —/ <Rgg,h)dl/;,.
2 Jm

Logo, concluimos que

/ 1
S, (h) = /M<2v2R —2(AR)g — 2RRic + 5329, h)dV,,

o que prova o item (i).

Passamos agora a prova do item (ii), a primeira variacao de p(g) é

0, .. , 0
/)/g(h) = /a’Rch(t)@(t)d%Jr/ |RZC|2(§dVg(t))‘
M M
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Usando o Lema 2.4 e o Lema [2.1], obtemos
/ 9 e 1
py(h) = 2 <ERZC’ Ric)dV, —2 | (Rico Ric, h)dV, +3 |ch| (trh)dV,. (33)
M M
Substituindo a identidade do Lema na equacao encontramos

pi(h) = / ( — Al + Vi(divh); + V,(divh); — V,V,(trh) — 2Rikj,,h’fp) Ry dv,
M

1
+ / (th]p + Rpth)RU d‘/g — 2/ <RZC e} RiC, h>d‘/g + —/ |RZC|2(t7“h)dV;,

M

= / (ARic, h)dV, +2/ Vi(divh),;R;;dV, — / V. V;(trh)R;;dV,
M
1
_ 2/ ijp i WPV, +2/ (|Ric|*g, h)dV,.
M

Desde que V'R;; = %VjR, aplicando o teorema da divergéncia na igualdade acima, temos
1
p;(h) = —/ (ARic, h)dV, —/ thijdeVg + —/ V;(trh)V;RdV,
M M 2 Ju
1
— 2/ le]prhkpd‘/g“——/ <|RZC|2g, h)d‘/g
M 2 )
1
— - [ @Ricnav,+ [ (R0, -5 [ (@Rgma,
M M M
1
— 2/ Rikijijhkpd‘/;]—f‘—/ <|RZC|2g,h>d‘/;]
M 2 )
Assim, mostramos que

1 o 1
p,(h) = / (—=ARic+ V°R — §(AR)g — 2R(Ric) + §]Ric]2g, hydv,
M

onde R(T)i, = RirjpT; para todo 2-tensor simétrico T'. Isto conclui a prova do item (ii).
Para provar o item (iii), observe que pela formula de Chern-Gauss-Bonnet ,
temos 5
321 (M) =W, — 2p, + gsg.

Portanto, utilizando os itens (i) e (ii) obtemos a seguinte expressdo para a primeira va-

riacao de W,.

Wyh) = 2(h) ~ ~S)(h)

1
_ / Ach+V2R——(AR)g 2R(Ric) + 5| Ric’g, h)dV,
M

I
Wl

/ (2V2R — 2(AR)g —2RRic+§R29,h>qu.
M
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Com isto, concluimos que

(VW) = —2AR;+ Sv iViR+ (AR)gw ARy R™ + | Ric)? gy (34)
4 1
—|— gRRZ] — §R2g”

Por outro lado, tomando o divergente na decomposicao do tensor de Riemann

para dimensao n = 4, temos

ViRujy = VWi + = (VkR” + = VkRgZ] Vingj — ViRyj) — éVkRgij + éVingj
= Vv Wik + = (VkRZ] V.iRy;) + E(VkRgij — ViRgy;). (35)

Pela segunda identidade de Bianchi, facilmente verifica-se que
V'Rieji = ViRij — ViRy;. (36)

Substituindo em , obtemos
l 1 1
VWi = §(VkRij — ViRy;) — E(VkRgij — Vi Rg;).

Tomando mais uma vez o divergente no indice k nesta tultima igualdade chegamos a

1 1 1 1
Vkleikjl = §ARU — évkaRkJ — —(AR)QZ] + —v]sz
1 1 1
= 5 R é(V VkRkJ + RklkpR + Rk”ka ) Q(AR)gij + EVJVZR
1 1 1
1 1 1
= SAR; gviv R — Rsz - 211?,1@,,1%’@ 2(A};{)gij.

Ainda pela eq. , temos

1 1
Wi R" = RyjuR™ — 2R \ch\ gij + 2Rle + 2Rk]Rk + 6RQQU ERRij
2
= Rzk]lel 3R |RZC| Gij + RllRl + 6R2
Portanto, obtemos
2 1
—AV V' Wi — 2Wya R = —2AR;; + 3ViViR+ 2R, Rj — 2Ripjp R + 5 (AR)gy

4 1
— 2RikﬂR“+—RRij+sz‘chU 2Ry R — ng

= —2AR; += VVR+ (AR)gm 4Ry i R™ + | Ric|?gy;
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4 1
+ gRRU - gRggij,
0 que ¢é exatamente a eq. , como queriamos demonstrar. l

Como consequéncia direta da proposicao anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.1. Se g € uma métrica de Finstein, isto €, Ric = %g, entao

—14
1. (Vp)y = (n2n2 ) R?gij.
—14

Corolario 3.2. Em dimensao 4, qualquer métrica de Einstein € ponto critico para todos
os funcionais W, p e S. Também, qualquer métrica com curvatura escalar nula é critica

para S.

Porém, em dimensao n > 4, nem sempre é verdade que as métricas de Einstein
sao pontos criticos dos funcionais W, p e § sobre M;. Motivados por Catino (2015),

consideremos o funcional
Fis(g) :/ |Ricg|2dvg+t/ R§d1/g+s/ |Rmy|*dV,, (37)
M M M

onde t e s sdo numeros reais. Desde que em dimensoes maiores do que 4, o funcional
Fis(g) ndo é scale-inavariante é natural restringirmos o funcional ao espago M. Equiva-
4—n

" E75<g)'
Para calcular a equacao de Euler-Lagrange de F; , utilizaremos a Proposigao

e o fato de VR ser dado pela seguinte proposicao.

lentemente, podemos considerar o funcional normalizado j—ivs(g) = (Vol(g))

Proposicao 3.2. A equagio de Euler-Lagrange do funcional R(g) = [,,|Rmgy*dV, ¢é
dada por

1
(VR)U = —4AR1'J' + QVZV]R — 2Rikqujkpq + §|Rm|2gw — 4Riklekl + 4leRk]
Demonstracao: De fato, primeiramente observemos que

0 0 o
§|ng(t)|§(t) = 2<ngaang(t)>_4hlp9]qgkrglsRijklqurs. (38)

Logo, usando a eq. teremos

, ) B
Ry = [ 1RV + [ iRy gdv,
y ot W Ot

1 0
— 5/ |ng|2(trh)dVg + 2/ (Rmy, Eng(deg
M M
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— 4 / hP g7 6" g R RpgrsdVy. (39)
M
Usamos o Lema [2.5] para calcular

0
2 / (Rmyg, ang(tﬂdVg = Rijr(Rijiphpr — Rijiphip)dVy
M
Rijii(ViVihjp + V;Vihiy — ViVihy — V;Vihg)dV

(RijuiRijiphpt + Rijik Rijiphiy + RijiaViVihj)dV,

+
S

+ / (RijtiVjVihii — RijtaViVihj — RijV Vil )dV,.
M

Integrando por partes a ultima igualdade acima, obtém-se

0
2/ (Rmy, —Rmy))dVy, = 2/ RijklRijkphpng;—/ (ViRijr)(Vihji)dV,
M M M

ot

- /(VjRijkl)(thu)dVg+/ (ViRiju)(Vihj)dV,
M M

+ /(ijijkl)(Vlhik)dV;;
M

= 2 / Riji RijephpdVy — 2 / (ViRijr)(Vihje)dV,
M M

+ 2/ (Vi Rijrr) (Vihig)dV. (40)
M

Substituindo a equacao em teremos

0
2/ <ng, —ng(t)>d‘/;] = 2/ RijklRijkphpld‘/;] - 2/ (kalj - VZRkj>Vlhjk d‘/g
+ 2/ (ViRyi — ViR;)Vihy dV,
M
= 2/ RijklRijkphpld‘/Q + 2/ (Vlkalj - ARk])hkyd‘/g
M M

— 2/ (ARy; — ViV Ry;)hidVy,
M
onde na ultima igualdade usamos novamente integracao por partes. Logo,

0
2/ (Rmg, = Rmyg))dV, = 2/ RijklRijkphpldVg—ll/ (AR hiidV,

+ 4 / (Vi ViR hiidV,.
M

Agora, aplicando a identidade de Ricci na tltima parcela das somas de integrais acima,
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0
2/ <ng’8_ng(t)>dVg = 2/ RijriRijrphpdVy —4/ (AR hiidV
M t M M
+ 4/ (VeViRy; — Rut” Rpj — Ruj” Rip) e dVy
M
= 2/ RijklRijkphpldVg _4/ (ARki)hkidVg
M M
+ 2/ (vkij)hk]d‘/;]'f“l/ RkpRpjhkjd‘/;J
M M

— 4 / Rk RiphijdV,.
M

Entao temos que

0
2/ <ng, ang(t»d‘/g = / (2Rikqujk:pq — 4ARZ] + QVZVJR)hZ]d‘/g
M M

+ /M (ARyy Ry — ARy Rip) iy V. (41)
Logo, substituindo em conluimos que
Ri(h) = % /M |Rmy|?(trh)dV, + /M (2RikpgRjipg — 4AR;; + 2V, V;R)h;;dV,
+ /M (4RipRpj — 4Rikjp i) hijdVy — 4 / Ritpg R jkpghijdVy

M

1
= /M,(_4ARZ] + QVZV]R — 2Rikqujk‘pq + §|Rm|2gw — 4Rikijk:p + 4RipRpj)hijd%7

como queriamos provar.
O
De acordo com o que foi mostrado, o gradiente do funcional F; ; ¢ dado pela

seguinte expressao

(VFis)ii = (Vp)ij +H(VSE)i; + s(VR);
144t
= —(1 + 48)ARZ] + (1 + 2t + QS)VZVJR - <+T> (AR)gm — (2 + 43)Riklekl

1
+ §(|Ric|2 +tR? + s|Rm|*)gi; — 2tRR;j — 25 Rigpg Rjkpg + 45 Rit Ry (42)

Por outro lado, temos o seguinte lema, o qual pode ser encontrado em Besse
(1987, Proposicao 4.13) ou Gursky e Viaclovsky (2015, Lema 2.5 adaptado a F; ).

Lema 3.1. Uma métrica critica para Jas(g) = (Vol(g))%ft7s(g) satisfaz:

V~F‘t,s = g,
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onde ¢ = —22Vol ™' (9) Fy 5(g).

Demonstragao: De fato, temos

4—n
n

(Vol(g)) ="~ (Vol(g))' Frs(g) + (Vol(g)) = (Fis)! (B)
4 —n

= VO T Flg) [ erhdV o+ (Vol(g) T (B0

(Frs)p(h)

Portanto, se g é métrica critica de F4(g), entdao devemos ter

4

() = =52Vl ) [ (Filg)g. Y,

como queriamos mostrar.

O
Afim de obter uma caracterizagao para as métricas criticas do funcional F;
sobre M7, podemos relacionar a equacao (42)) ao Lema Assim, tomando o traco na

equacao e no Lema , obtemos
144t

ne = —u+4@AR+«L+%+2@AR—( )nAR—(Z+%NRwF
+ g(|Ric|2 + tR? + s|Rm|?) — 2tR* — 25| Rm|* + 4s| Ric|?

n—4

- (2t—-2s-£l—té323)

_ _n+4t(n2— 1)+48AR+<

AR+ (
n—4

)(IRicl?* + tR? + s|Rm[?)

)(IRicl? + tR? + s|Rm[?).
Desde que ¢ = —22Vol ™' (g)F;+(g) e Vol '(g) = 1, devemos ter
(n+4(n— 1)t +4s)AR = (n — 4)(|Ric|* + tR* + s|Rm|* — Fi4(9)). (43)

Agora, substituindo no Lema e depois usando (43)) temos

1+ 4t
— (L 48)ARy + (142 +28) ViV, R — (== ) (AR)gy; — (2+ 45) Rag R

1
+ §(|RZC|2 + tR2 + S|Rm|2)gi]~ — QtRR” — QSRikqujkpq + 45RikRkj = Cgij

n+4t(n — 1) + 4s
2n

—4
— (n >(|Ric|2 +tR* + s|Rm/|?)gi;

Logo,

2t — 2s

2
— (1 +48)AR;; + (142t +25)V,V,R — (ARMM+EQRwP+¢R?+ﬂRmFMU
— (2 + 45>Riklekl — QtRR” — QSRikqujkpq + 45RikRkj =0. (44)
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Dado um 2-tensor 7', o traceless (tensor sem trago) de T' é definido por T=T- %g.
Considerando o tensor Ric = Ric— % g, podemos reescrever a equacao de Euler-Lagrange

das métricas criticas para F; s sobre M; de acordo com a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 3.3 (Catino, 2015). Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada de di-
mensao n > 3. Uma métrica g € ponto critico para F;s sobre My se, e somente se,

satisfaz as sequintes equagoes:

o

2+ 2nt —4 o
(1+4S)ARU = teon 5

(1 + 2t + 28)(%2R)l] — (2 + 4S)Rikjlékl — TRRU
2 oo
E(|Rw|2 + 5|Rm|2)gij — 25 Rippq Rjkpg + 45 Rik Ry,

(n+4(n — 1)t +4s)AR = (n — 4)(|Ric|* + tR* + s|Rm|* — F,..(g)).
Demonstracao: Substituindo RZ] = R;; — % gi; em (44) obtém-se

2t — 2s

o AR
0 = —(1 -+ 48)ARZ] - (1 + 48)7‘91‘]' + (1 + 2t + 2S)V1V]R — (AR)gl]

2, R? o R o
+ E(’RZCP + 7 + tRQ + S[Rm]Q)gij - (2 + 45)Riklekl - (2 + 4S)ERU — QtRRZ]
R? o R
— 22579” — 25Rikqujkpq + 4SRikRkj + 4SERZ]

Portanto, obtemos

o

AR 2, o
(14+4s)AR;; = (1+2t+4+2s)V,V,R—(1+2t+ 25)792']' + E(|Ric|2 + s|Rm|*)gi;

R? 2 . R R? .
+ QFQM + EtR2gij — (2 + 45)Riklekl — QERU — 2;9@ — QtRRij
R2 o o R -
- QtFQZ‘j - 23Rikqujkpq + 43RikRkj + 45;Rw

Dai concluimos que

o o . 24ont—4s .
(1+4s)AR; = u+2ﬁ+%ﬂvﬁam—(2+%ﬂmem————%——jRRw

2 o o
+ ﬁ(|Rw|2 + 5|Rm|2>gij — 25 Rikpg Rjkpg + 45 Rip Ry

Note que, a segunda equagao ja foi obtida em (43)) e isto completa a prova da proposigao.
OJ

Em particular, qualquer métrica critica de Einstein devera satisfazer o seguinte

corolério.
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Corolario 3.3. Uma métrica de Einstein é critica para F; s sobre My se, e somente se,
satifaz

1
RikpgRikpg = E‘RmPQU'

Corolario 3.4. A métrica de qualquer forma espacial € critica para F; s sobre M.

_ nt4(n=1)t

1 , a segunda equacao na Proposi¢ao nos

No cason # 4 e s =

garante que
n+4(n—1)t

4

é constante sobre M™. A decomposi¢ao ((12)) do tensor de Riemann nos fornece

|Ric|” +tR* — | Rm|?

4 o 2
|Rm|2 = |W|2+m|R'LC|2+ n R2.

(n—1)
Relembremos pela eq. que a segunda funcao simétrica elementar o(A)
do tensor de Schouten ¢ dada por

1 : 1
03(A) = ———|Ric|> + 3 R®. (45)

2(n —2) n(n —1)
Assim, obtemos ainda o seguinte corolario.

Corolario 3.5. Seja M"™ uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n # 4. Se g
€ uma métrica critica para ft _ntam—1¢ Sobre My, entao
’ 4

_Wﬂ/m? +4(n —2)(1+2(n —1)t)oz(A)

€ constante sobre M™.

3.2 Tensor de Bach para métricas criticas de F;

Neste momento iremos apresentar uma expressao que obtemos para o tensor de
Bach de uma métrica critica de F; ; sobre M. Tal expressao serd de extrema importancia
para todos os resultados deste capitulo.

Para isto, note que o tensor de Cotton pode ser reescrito como

n—2

kagij — Vzng]) (46)

De onde deduzimos

n—2

ko AR — VAN R 2
VECh; = ARy — VPV, Ry + Sn(n 1)((
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Consequentemente, usando a identidade de Ricci podemos escrever (47)) como abaixo

n—2

chkij = ARU — (VZVkRk] — RkikpRpj — Rkiijkp) + m((

Além disso, das equacoes e , obtemos

1
Bz’j — N — 2 (VkalJ + VVikﬂRkl) . (49)

Se g ¢ uma métrica critica para F; ; sobre M, usamos a Proposicao para

obter
. . o 2+ 2nt —4 o
(1+45)ARy; = (142t +25)(V2R)y — (2 + 45) Ruu g — %RRM
2 . .
+ E(|RZC|2 + S|Rm|2)gi]~ — 25Rijpg Rikpg + 4sRik R (50)

Agora, usando e (b0) temos

24+ 2nt —4s _ -

(1 + 4S)kak¢j = (1 + 2t + 28)(%23)“ — (2 + 4S)Rikjlﬁikl — TRRZ]
2 oo
+ E(]chlg + 8| Bm|*)gi; — 25 Rirpg Rirpg + 4sRix Rji
-2 o o
— (14 48) ("7 ) ViViR = (14 48) Rip Ry + (1 -+ 45) R Py

(14 43) (G ) (AR)g, = V,ViR)

De onde concluimos que

4(n = 1)t + 4s\ e : Ry
n+4(m—1)t + S)(VQR)ij — Ripji R — (34 2nt)— Ry

(1+ 19V = ) i

2 o o o
+ ; <’RZC’2 + S\Rm\z)gij — 25Rikqujkpq — RipRpj- (51)
Por outro lado, podemos usar a equacao para deduzir

1 o o ° °
Rikjp = Wikjp + P (Rijgrp + Ripgis — Ripgrs — Rijgip)
R
+ n(n— 1) (gygkp gpgkj) ( )

Logo, por (52) temos

R

mRz‘j- (53)

. . 1 . .
WikjpBip = Rikjp R — m(|RZC|2giJ‘ — 2Ry Ry;) +
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De fato, observe que Wiy, Ryp = VVikjplo%kp, entao teremos

- o 1
M/ikijkp = Rikijkp - nT

5 (Rijgkp + Ripgi; — Ripgk; — Rij9ip) Rip

R .
- m(gijgkp = GipGrj) i
g o 1 o o o o R 3
‘/I/Z'kijkp = Rikijkp - m(|RZC| gl.? — 2R’LpRp]) + meu

o qual é nossa afirmacao.

Baseado nas equagoes , and , provamos a seguinte expressao para
o tensor de Bach de uma métrica critica de F; s sobre M;.

Proposicao 3.4. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n > 4.

Se g é uma métrica critica para F; s sobre M, entao o tensor de Bach é dado por

n+4(n— 1)t +4s

(n — 2)(1 + 48)B¢j = ( )(%21’:{)1] + 48Rikjpfoikp

2(n —1)
(n—2)—4s R - (n—4)—4ns, « ,
Y N R ) PR Bkl » ST et g
( (n—1) et an ) nRZJ * n(n —2) [Bicl gi
1 (n—4)—8s o =«
+ 25(5’Rm’29ij - RikqujkprJ> - WRipRpj'

Demonstracao: Fazendo uso das equacoes , e , obtemos

A(n — 1)t +4s\ e ! iy
n+4(n )t + S)(V2R)ij—Riklekl_(3+2nt) R;;

(1+4s)(n—2)B; = ( T =

+ %(|ch|2 + S|Rm|2> Gij — 25Rikpg Rjkpg — }?ip}?pj +(1+ 43)Rikjp}9{kp
1+4s
n—2

_/n+4(n—1)t+4s

N ( 2(n—1)

<1+4ls _ (3—|—2nt)>R}°€¢j—|— (2_ 1+4s

n n n—2

2(1 4+ 4s) o o
ST 1) Ryl

. . R -
(| Riclgi; — 2RipRy;) + (1 + 45)mRz’j

) (%2R)U + 48Rikjpékp

o 2s
— )\320\2% + g|Rm|29m’

— 25Rikpg Rjrpg + <
Portanto,

n+4(n— 1)t +4s

(n — 2)(1 + 48)B¢j = ( )(%21’:{)1] + 48R¢kjpfoikp

2(n—1)
(n—2)—4s R - (n—4)—4ns, » ,
Y (S AR W) VS Bkl » ST e g
( (n—1) Feten ) nRZJ * n(n — 2) [Ric g,
1 (n—4)—8s o =«
+ 25<5!Rm!29ij - Rz’kqujkpq> - WR@RM,
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0 que completa nossa prova. O

3.3 Métricas criticas para F;

Nesta se¢ao, apresentaremos os resultados obtidos no artigo A characteriza-
tion of critical metrics for quadratic curvature functionals (2017a), escrito pelo autor em
parceria com A. Barros. De acordo com o Corolario 3.3, uma métrica de Einstein nem
sempre ¢ ponto critico para o funcional F; s sobre M;. Porém, como serd visto mais
adiante (ver também Catino (2015)), isto sempre acontece no caso s = 0. Sendo assim,

dedicaremos esta secao ao estudo das métricas que sao pontos criticos para o funcional

Fio) = [ |Rictav, vt [ mav, (54)

t € R, restritas ao espaco M;.
Utilizando a Proposicao [3.3| para o caso s = 0, obtemos a equacao de Fuler-

Lagrange das métricas criticas para o funcional F; sobre Mj.

Proposigao 3.5 (Catino, 2015). Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada de di-
mensao n > 3. Uma métrica g € ponto critico para F; sobre My se, e somente se,

satisfaz as sequintes equagoes:

o o o 2 2 t © 2 °
ARU = (1 + 2t> (VQR)” — 2Riklekl — +TL n RRU + ﬁ’RZCPgZJ (55)
e
(n+4(n— 1)t)AR = (n — 4)(|Ric|* + tR* — Fi(9)). (56)

Imediatamente temos os seguintes corolarios:
Corolario 3.6. Qualquer métrica de Einstein € ponto critico de F; sobre M.

Corolario 3.7. Seja M* uma variedade Riemanniana fechada. Se g é uma métrica critica

para F, sobre My para algum t # —1

3, entao g possui curvatura escalar constante.

Demonstragcao: Em dimensao 4 e t # —%, a equacao (H6)) nos fornece AR = 0. Desde
que M* é fechada, devemos ter R constante sobre M*.
O
Observe que, em dimensao 4, a férmula de Chern-Gauss-Bonnet implica
que F_j,3 é proporcional, a menos de um termo topoldgico, ao funcional de Weyl .
Logo, as métricas criticas sao Bach-flats, que em geral, nao tém curvatura escalar cons-
tante. Com isto, estaremos interessados em encontrar condi¢oes de forma que (M™,g)
seja de Einstein quando ¢ é um ponto critico de JF; sobre Mj.

Catino (2015) provou alguns resultados nesta diregao. Por exemplo, mostrou



42

dentre outros resultados, os seguintes teoremas:

Teorema 3.1 (Catino [2015)). Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada de dimensao
n > 3. Se g é uma métrica critica para F; sobre My para algumt < —1/2 e com curvatura

seccional nao negativa, entao g € uma métrica de Einstein.

Teorema 3.2 (Catino, 2015)). Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada de dimensao
n > 3. Se g € uma métrica critica para F_y/o sobre My com curvatura seccional nao-
negativa, entao g ou € de Einstein, ou as sequintes possibilidades podem ocorrer:

(i) Sen =3, entdo o recobrimento universal (M3,§) € isométrico a (S* xR, ags2 +bgg),
para algumas constantes positivas a,b > 0.

(ii) Sen =4, entdao o recobrimento universal (M‘l, G), ou é isométrico a (S* X S?, ags> +
bgsz), ou € isométrico a (S* x R? agsz + bgr2), para algumas contantes positivas
a,b> 0.

(11i) Sen > 4, entdo o recobrimento universal (M",g) ¢ isométrico a (S* x R"2 ags: +

bgrn-2), para algumas constantes positivas a,b > 0.

Teorema 3.3 (Catino, 2015)). Seja M?® uma variedade Riemanniana fechada de dimensao
3. Se g é uma métrica critica para Fy sobre My para algum —1/3 <t < —1/6 e a
curvatura escalar R € nao negativa, entdo g possui curvatura seccional constante positiva

Se
(14 6t)°

24

Para obter nossos resultados, utilizaremos as seguintes féormulas integrais, as

|Ric|?> < R,

quais o leitor pode encontrar também em Catino (2015).

Proposicao 3.6. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n. Se

g € uma métrica critica para F; sobre My, entao

: —2)(1+2t R
/ (|VRic|* — n ;EZ * )|VR|2)dVg:2/ (RikjiRij R + o R|Ric|?)dV,.
M M

n
Demonstragao: De acordo com a Proposigao [3.5] podemos obter

24 2nt

(Aél‘])éz‘j - (]. + 2t> (%2R)Z‘]él‘] - 2lejléklézj - R|ROZC|2

Integrando esta igualdade sobre M, por um lado obtemos

/M (AR Ry dV, = — /M IV RicPdv, (57)
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utilizando o Teorema da divergéncia. Por outro lado, temos

o o AR o o o
/ (ARij)Rij av, = (1 + 2t)/ (VZV]-R — _gij)RZ’j dVy — 2/ Ripji R Ri;dV,
M M n M
24+ 2nt

/ R|Ric|*dV,
M

—2)(1 42t 2 F
= PO [ Ry, 2 [ Rughukiy,
n M M

L4nt .
_ 2/ M R Riel2aV,. (58)
M n

Igualando as equagoes e obtemos a féormula integral desejada.
O

Proposicao 3.7. Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n > 3.

Entao vale

5 (n—2)2 1 P B
/]\4 (|VRZC|2—WIVR|2—§’C’2)(1% = y (Rikleinkl_Rinilel_ER‘RZCP)C“/Q'

Demonstragao: Nao é dificil verificar que devido a equagao (46]), encontramos

1 o n—2 o o
§|C|2 = |VR'LC|2 — 4( ) |Vf%|2 - VkRUVle] (59)

2
n?(n—1)
Integrando por partes o iltimo termo, obtemos
/ ViR ViRydV, = — / RijV .V Ry;dV,
M M
= —/ (éz’jvivkékj — RijRyix” Ry — éinkijpékp> dVy
M

n - 2 O o o o o
= - /]\4 (TR’LJVZVJR + RinipRpj - Rinkiijkp> d‘/g

n — 2)? o o o o o 1 .
- / <( An2 ) IVR® — RijRipRy; + RijpRij Riyy — —R]chP)dVg.
M n n

Usando esta identidade e integrando a eq. , obtemos a férmula integral desejada.
O
Partimos entao para prova de nossos resultados. Fazendo s = 0 na Proposi¢ao

3.4l obtemos a seguinte expressao para o tensor de Bach.
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Proposicao 3.8. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n > 4.

Se g é uma métrica critica para F; sobre My, entao o tensor de Bach € dado por

n+4(n—1)t\ e (n—2) R -
o, = (MR, ( >+ 201 i,
(n—4) - 5 (n—4) 5 ;
— R i — R, R,;.
+ n(n—2)| el gy (n—2) """
Em particular, sen =4 et # —%, temos
1+ 3t o
- (52
Demonstracao: Basta fazer s = 0 na Proposicao [3.4. Em dimensao 4, desde que

t # —1/3, o Corolério garante que R é constante sobre M, o que finaliza a prova da
proposicao.

O

Como consequéncia, obtemos nosso primeiro resultado de rigidez para varie-

dades Riemannianas de dimensao 4.

Coroldrio 3.8. Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana Bach-flat, fechada de dimensdo

1

4. Se g € uma métrica critica para Fy sobre My para algum t # —3, entdo devemos ter

R =0 ou M* ¢ uma variedade de Einstein.

Demonstragao: Pela proposicao anterior temos

o 1 t o
Binij = — <+T3> R‘RZC‘z

Desde que t # —% e g é Bach-flat, isto é, B = 0, entao devemos ter
R|Ric> = 0.

Do Corolario temos que R é constante. Portanto, se R # 0 entao ]Roic] = 0, como

queriamos provar. O

Agora, note que para t = —n/4(n — 1), o tensor de Bach na Proposigao

pode Se reescrever como

1 o 1 o 1 oo
B:=(n—-MN—m RR.. + —— |Ricl?0:: — ——_R. ).
i =(n ><2n(n ) RR;; + n(n — 2)2 | Ric|” gy (n— 2)2RZPRPJ> (60)

Além disso, quando n # 4 e t = —n/4(n — 1), utilizando a expressao para a
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fungao o2(A) dada em , temos a seguinte igualdade

Fouptiney = =20 =2 [ on(A)a;.

A proposigao a seguir, relacionada ao valor de t acima, foi provada por Catino

(2015) e pode ser obtida diretamente da equacao (56) no Corolario [3.5]

Proposicao 3.9. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n #
4. Se g € uma métrica critica para F_, jsn—1) sobre My, entdo g possui oo-curvatura

constante.

Seguindo método andlogo ao utilizado por Hu e Li (2003), mostraremos que
uma métrica Bach-flat que é critica para F_,,/4(n—1) sobre My, com o3(A) > 0 e n # 4,

tem que ser de Einstein. Para isto, provemos o seguinte lema.

Lema 3.2. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana fechada, n # 4. Se g € My € uma

métrica Bach-flat e critica para F_, 4n-1), entao

1 1

—— R|Ric]> = ——— R, R,;Ry;.
on(n — 1) | Ric| (n — 2)2 it
Demonstracgao: Usando a relacao , deduzimos
o (n — ) n—4 o o o
BiRi; = —— 2 R|Ric|>— ————Ry,R,;R;,.
J= "] 2n(n o 1) ‘ ‘ (n o 2)2 P="P) J
Logo, o resultado segue desde que B = 0. U

Portanto, como a o,-curvatura é constante sobre M™ quando g é métrica critica
para F_,/4mn-1), 7 # 4 (ver Proposicao 3.9), podemos melhorar o seguinte resultado em
Hu e Li (2003).

Teorema 3.4 (Hu e Li, 2003). Seja (M™,g) uma variedade Riamanniana fechada de
dimensao n # 4 e g € My uma métrica localmente conformemente plana. Se g é um

ponto critico para Fy = [, 02(A)dV, com o5(A) > 0, entio (M™, g) € uma forma espacial.

Antes de mostrar isso, relembremos o seguinte lema algébrico, o qual pode ser

encontrado em Okumura (1974)).

Lema 3.3. Para quaisquer nimeros reais ai, . ..,a, com » . a; =0, vale

n

_n——Q a?)?? < 3. _Nn_2 a2)3/2
\/n(n—l)Zl Z _\/ n—l)(zz1 D7
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ea z'gualdade ocorre se, e somente se, pelo menos n—1 dos a.s sao iguais. Em particular,

_ n=2 no 9432 - _ / :

para Y ai #0, se Y. al \/(n—l)Q i a;)°?, entdo os n — 1 dos ajs, os quais

sao iguais, devem ser positivos; se > i ai = ”(’2 1)(§ m L a?)¥? entdo os n — 1 dos
n{n—

ais, os quais sao iguais, devem ser negativos.
Assim, podemos provar o seguinte teorema de rigidez.

Teorema 3.5. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n # 4 e
g € My uma métrica Bach-flat. Se g é um ponto critico para F_, 4m—1y com oa(A) >0,

entao (M™, g) € uma variedade de Finstein.

Demonstracgao: Iremos demonstrar por contradicao. Suponha que g nao é métrica de
Einstein, entao existe um ponto p € M™ tal que |ch|(p) > 0. Pela eq. , concluimos
que

1
—————|R| > |ch| >0, (61)
2y/n(n—1) (n—2)
sobre M™.
Desde que M™ é conexa, por temos que R nao muda de sinal sobre M".

Se R > 0, entao em p, temos pelo Lema

1 1

_— s e o
- - T R R.R.—=0. 92
S = 1)R|ch| = 2)2R1pRp]RU 0 (62)
Usando o Lema 3.3 e (61)) em (62)), obtemos
1 3 1 n—2 g
0 > —————R|Ric|* - Ric|?

1 1 . .
- R- Ric )| Ricf? > 0, 63
(2”(”_1) (n—2)\/n(n—1)| IR (63)

o que nos da uma contradicao.
Por outro lado, se R < 0, usando a outra desigualdade do Lema e em

, temos

1 o 1 n—2 o
0 < ———R|Ric]*+ Ricl?
— 2n(n-—1) [Ric (n—2)2/n(n—1) Ric
1 1 o o
= R+ Ric|)|Ricl* < 0, 64
(%(n_l) T el IR (64)
o qual também nos da uma contradicao. Portanto, finalizamos a prova do teorema. [

Observe que se g é localmente conformemente plana no Teorema [3.5, entao
(M"™, g) serd uma forma espacial. Este foi exatamente o resultado obtido por Hu e Li
(2003) no Terorema [3.4]
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No caso de métricas localmente conformemente planas, também obtemos resul-

tados interessantes. Antes de dar prosseguimento, consideremos a seguinte funcao sobre

M.

Lo (n—2)(1+21)
§ = 2]VRZC| o

1 1 .
2 - . .12
\VR|* + n(—n— ] (1+nt)>R]ch] :

Continuando, o préximo lema serd importante para os dois teoremas a seguir.

Lema 3.4. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana localmente conformemente plana,

fechada com dimensao n > 3. Se g € uma métrica critica para F; sobre My, entdo

oo o )
/ Rip Ry RiydV, = —— / Fdv,.
M 2 M
Demonstracao: Primeiro, note que nos fornece

R

. 2 . . .
RipjpRipllij = ——— Rip Iy Itij — Y p—Y

|Ric|>.
Assim, usando a Proposicao |3.6, obtemos

2 o o o o o 1 o
_n—Q/MRipRijijdV; = /M<RikijkpRij+mR|RZC|2>d‘/g

L —o)(1 42 Lbnt
- /<—|VRiC|2—<n )+ )]VR|2—iR]Rz'c]2>dVg
IYAY 4dn n

1 -

- [ s,
M

isto completa a prova do lema. O
Com isto podemos provar os seguintes teoremas.

Teorema 3.6. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada, localmente conforme-
mente plana, com curvatura escalar R nao negativa e de dimensao n > 5. Se g € uma

, . ,y - . 2_ ~
métrica critica para o funcional F; sobre My para algum t < —’;n(gf{)‘l, entao devemos

ter

(i) ou Ry =0, ou o recobrimento universal de M™ € isométrico a esfera euclidiana S™,

n?>—3n+4 .
2n(n—1) ’

(17) ou R, = 0 e nesse caso g ndo € uma métrica de Einstein, ou o recobrimento universal

quando t < —

de M"™ ¢ isométrico a esfera euclidiana S™ ou ao espago euclidiano R™, quando

t = _n?-3n+4
o 2n(n—1) -
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Demonstragao: Pela Proposigao [3.8, para qualquer ¢ temos

o (mt4n—1)t o mp  ((n—2) R -
(n—2)ByR; = ( o =T )(V,VJR)RZJ <(n_1)—|—2—|—2nt>n|ch|
(n—4)o o o
— oy Rl

Note que B = 0 pois M é localmente conformemente plana. Integrando esta

equacao sobre M, deduzimos

0 = <%> /]w<viij)lfiij dVy — (EZ : i; + 24 2nt> /M §|Roic|2dl/;,

(n — 4) c o o
=2 ). Bttt

Aplicando o Teorema da divergéncia na primeira integral e usando o Lema |3.4] na dltima

integral da igualdade acima, obtemos

= () Cgr) f e (G o) [, et

(
+ n_4/3dvg.
2 Ju

Portanto, teremos

0 - _((n—?i(:(;—il(g—l)t)+(n—2)(n£;14)(1—|—2t))/M|VR|2dVg
n—4

o 1+ nt) R
2017 _ n n( / 2,
1 /M |V Ric|>dV, (Q(n Y + 5 ) o |Ric|*dV,,

ie.,

n—2\/n®>—3n+4 ) n—4 .
V= _< 4n )( 2(n — 1) +”75>/M\VR| dVngT/MWqu dv, (65)

1 1+nt So 12
= (2(n_1)+ 5 )/MRszcy av,.

As hipoteses sobre t, n, e R nos garante que o lado direito de é nao

_ n?-3n+4
2n(n—1) ?

negativo. Consequentemente, se t <

usamos novamente ((65) para obter

VR]2dV, = | |VRic|?dV, = | R|Ric|?dV, = 0.
g g g
M M M

Assim, concluimos que R é constante sobre M. Se R # 0, entao a identidade [ Iy R]Roz'cPdVg =
0 nos permite concluir que g é uma métrica de Einstein. Portanto, se R # 0, e levando

em conta que W = 0, podemos usar a equagao (21]) para deduzir que g possui curvatura
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seccional constante positiva, isto é, o recobrimento universal de M"™ é isométrico a esfera

euclidiana S™.

Em seguida, calculamos para t = ’;n’(g’ﬁ‘l Neste caso, obtemos

/ |V Ric|*dV, :/ R|Ric|*dV, = 0. (66)
M M

Logo, |[VRic|2 = 0 e R|Ric|*> = 0. Pela desigualdade de Kato, obtemos que |V|Ric|| <
IVRic| = 0. Assim, |Ric| é constante sobre M™. Portanto, R|Ric|> = 0 implica que se
g nao é métrica de Einstein, entao R = 0. Caso contrario, se ]Roz'c] = 0, entao g possui
curvatura seccional constante nao negativa, isto é, o recobrimento universal de M™ é

isométrico ou a esfera euclidiana S™ ou ao espaco euclidiano R”, e isto completa a prova.

O

No caso tridimensional, temos um resultado similar ao teorema anterior. Além
disso, a condi¢ao de pinching sobre a curvatura escalar no Teorema nao é necessaria

quando g é suposta localmente conformemente plana e t > —1/3.

Teorema 3.7. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada, localmente conforme-
mente plana, com curvatura escalar R nao negativa e g uma métrica critica para F; sobre
M para algum t > —1/3. Entao,
(i) ou Ry =0, ou o recobrimento universal de M?> € isométrico o esfera euclidiana S?,
set>—1/3;
(17) ou R, = 0 e nesse caso g ndo € uma métrica de Einstein, ou o recobrimento universal

de M3 é isométrico a esfera euclidiana S* ou ao espago euclidiano R?, set = —1/3.

Demonstragao: Considerando n = 3 no Lema [3.4] temos

/éipépjéijdv;; — ——/ de
M
1+2t 1 :
_ = - 2 2 . - 12
- 2/M[ IV Ric|? — IVR|? + (2 (1+3t))R|ch| ]dv
! - 1+2t , 146t
- 5/M [§|VRZC| — 5 IVE[ = —=R|Ric] ]

Agora, usando isto na Proposigao 3.7, juntamente com o fato de que C' = 0 pois g é

localmente conformemente plana, obtemos

o 1 o o o o o 1 o
/ (‘VRZCP — —|VR|2)d‘/g = / <Rik:ijinkp — Rinipij — —R|R2C|2>dv
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Pela eq. temos
c o1 ) P B
M(lVRZC| - SVR Jav, - M(—zRipRijij—g\ch\ — Ryl s, — <RI ic )av,

oo o 1 o
= —3/ RipRijijd‘/g - 5/ R|RZC|2d‘/g
M M

3 : 1 4 2t
— Z/ |VR2’c[2dVg—+T/ VRV,
M M

1+6t 1 S
- ( 1 +§)/A/[R]ch] avy.

Isto nos da
o 1 o
/ IV RicPdV, + (14 ;) / (VRPAV, + 3(2t + 1) / R|Ric2dV, —=0.  (67)
M 3 M M

As hipéteses sobre t e R implicam que o lado esquerdo de (]@ ¢ nao negativo.

Portanto, se t > —1/3, concluimos que

/lVR|2dVg:/ |VR°¢c|2dvg:/ R|Ric|*dV, = 0.
M M M

Assim, R é constante sobre M. Se R # 0, entao g tem que ser métrica de
Einstein, i.e., g possui curvatura seccional constante positiva. Portanto, o recobrimento

universal de M3 ¢ isométrico a esfera euclidiana S®. Para a segunda afirmacao, fazendo

t=—1/3 em ([67), temos
/ |V Ric[?dV, = / R|Ric[?dV, = 0. (68)
M M

Assim, argumentando como na identidade , usamos a desigualdade de Kato para
concluir que |Ric| é constante sobre M3. Portanto, R|Ric|> = 0 implica novamente
que ou g ¢ uma métrica de Einstein, donde concluimos que g possui curvatura seccional
constante nao negativa (neste caso, o recobrimento universal de M3 é isométrico ou a
esfera euclidiana S* ou ao espago euclidiano R?® ), ou R, = 0 com g nao sendo uma
métrica de Einstein, como queriamos mostrar.

O

3.4 Métricas criticas para F; ,

Nesta se¢ao, voltaremos ao estudo das métricas que sao pontos criticos para o

funcional
ft,s:/ ymcgy?dVgH/ de%—l—s/ R, 24V,
M M M

com s # 0.
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Os resultados que serao apresentados aqui, foram obtidos em Barros e Da Silva
(2017¢)). De acordo com Corolario , sabemos que a métrica de qualquer forma espacial
¢ critica para JF; s sobre M;. Porém, em geral, métricas de Einstein nao sao criticas
(ver Corolério . Assim, estamos interessados aqui, em encontrar condi¢oes para uma
métrica critica ser isométrica a uma forma espacial.

Conforme ja foi dito nas se¢oes anteriores, em dimensao 4, a féormula de Chern-
Gauss-Bonnet implica que o funcional de Weyl pode se escrever, a menos de um
termo topoldgico, como combinacao linear dos outros dois funcionais em . Portanto,
do ponto de vista variacional, o funcional F;  difere de F; somente em dimensao maior
do que 4. Logo, assumiremos a partir de agora n > 4.

Em particular, tomando s = —W na Proposicao com s # —i, en-
contramos

(n—1)(n—2)(14+4t)B;; = (n+4(n —1)t)Ri;pLRy

N (( 2%2%i$”_1ﬁ+2+2m>§ém
o () s

_ ( +nnf§( 1W)WM%M

+ n+4(; 2L (—lRm| 9ij — Rz‘kqujkW>‘

Assim, considerando @;; = (n — 1)(n — 2)(1 + 4t) B,;, obtemos

(n—4)+2(n+4(n—1)t) (n—4)+nn+4n—101t)\, 2 -
+ (n—2) )Rt — n(n —2) ) Fie,

4n -1t /1
% <E|Rm|29ij - Rikqujkpq)'

Agora, usando na ultima identidade, também temos

. 1 o oo
Qi = (n+4(n—1)t) Wil + — (| Riclgi; — 2£eip ) —

R - (n—4)+2(n+4(n—1)t)\ 5 =
+ 2(2 + 2t + nt)ERij + ( (TL — 2) )RipRpJ
(n—4)+nn+4n—1)t)\, n+4n—1)t /1
- ( Y p—Y )\RZC\Z% S e— <5|Rm|2gz'j - Rz’kqujkpq>7
isto é,
S om—d o -4
Qi = (n+4(n— L)t)WikjpRip — mmld i + mRipRm‘
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4n—1)+2n(n— 1)t —n\ R - n+4n—-1)t 1
( ( ) ( ) )_Rij+%(E’Rmpgﬁ_Rika}'km)

(n—1) n
(69)
Pela eq. , depois de um longo célculo, nao é dificil verificar a seguinte relagao
4 o 2(n—4) -
RikpqRikpg = WikpgWikpg + —(VViquRk‘q) + —RZPRP]
n—2 (n —2)2
2 © 2 4 o
—— _|Ric|*¢;; + ————R?¢;; + ———RR;.. 70
M T EA IS e R ey pr s R (70)

Por outro lado, quando ¢ é localmente conformemente plana obtemos um lema
nos moldes do Lema [3.21

Lema 3.5. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensio n > 4. Se

g € My ¢ uma métrica localmente conformemente plana, critica para F, n+am-1: tal que
’ 1
1 1 ~
t¢{—1, _Q(n—l)}7 ent@o

]_ o 1 o o o
—— R|Ric|* = ————R;,R,:R;.
2n(n— 1) | | (n_2)2 wp=tp) T
Demonstragao: Primeiramente, observe que se s = —W, entao s = —}l se, e
somente se, t = _411- Em geral, para uma métrica critica de F, ntam-1: sobre My tal que
) 1
t# —}L, temos devido a equagao que
. n—
QijRij = (n+4(n—1)t )VVszkapr + RZPRPJRU

(n—2)
<4(n —1)+2n(n— 1)t — n)z\chP _n+4n-—1)t

(n — 1) 9 Rikqujkquij'

_|_

Entao, usamos ([70)) para escrever

QiR = (n+4(n— D) WipRipRij + ——— Rszme

( )
4n—1)+2nn—1)t —n o n+4(n— 1)t o
+ ( ( ) ( ) >E|Rw|2_#{m’wqupq}%ij

(n—1)
4 . 2(n—4) o o 4 .
+ N — 2(VVikijkpRij) + mRipRijij + mR’RZC’ }
Do qual obtemos
o o o 2 —H(1+2(n—1)t) = o o
QijRij = (n+4(n— 1)t)WipRep Rij — ( ) ( ) )RipRijz‘j

(n —2)?

(n—4)(14+2(n—1)t)\R, - n+4(n—1)t o
< (n—1) )Z’RZC’Q - 2 WikpaWikpa Fg
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2(n+4(n — 1)t)

(n—2) VV’ikjpékpéij-
Portanto,
o T <(7:l + 42<)n “ D0y wmkm% i,
v (= 4><(1j_ Qf)" —U0) B e - 2= 4>(nl_+j)§” "0k Rk
Levando em conta que g é localmente conformemente plana e ¢ ¢ {—}l, —m}, temos

Qi; = 0. Consequentemente, a tltima identidade nos fornece o resultado desejado.
O

Com isso, provamos o seguinte teorema para o caso 4s +n + 4(n — 1)t = 0.

Teorema 3.8. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n > 4.
Se g € My é uma métrica localmente conformemente plana e critica para F, ntam-1r tal
’ 4

que t ¢ {—1, —ﬁ} e 02(A) > 0, entao (M", g) é uma forma espacial.

Demonstragao: A prova é feita tal como foi a demonstracao do Teorema E suficiente
mostrar que |Roic| = 0 sobre M™. Suponha por contradicao, que existe um ponto p € M"
tal que |Ric|(p) > 0. Pelo Corolario , sabemos que

_WW'? +4(n — 2)(1+2(n — 1)t)oy(A)

é constante sobre M". Como W = 0, obtemos que g9(A) > 0 é constante sobre M".
Assim, Vp € M, usamos a eq. para obter

1

1 o
————|R| > ——|Ric| > 0. (71)
2y/n(n—1) n—2

A conexidade de M"™ juntamente com ([71) nos garante que R nao muda de

sinal sobre M"™. Analisando o caso R > 0, em p, pelo Lema [3.5] temos

1 1

o oo o
- - e T R RAR. 2
0 S = 1)R|ch| = 2)2R'LpRp R;; (72)
Aplicando o Lema e (71) em (72)), obtemos
1 > 1 n—2 o
0 > ——R|Ric|* — Ric|?
- 2n(n — 1) | | (n — 2)2 n(n — 1) ‘ ‘

1 1 . .
( R— |Rz’c|> |Ric|? > 0,
2n(n —1) (n—2)y/n(n—1)

o que é uma contradi¢ao. Por outro lado, no caso R < 0, o procedimento é analogo, apenas
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usamos a desigualdade oposta no Lema para obter novamente uma contradicao. Isso

completa a prova do teorema. 0

Janocaso ds+n+4n—1t #0e s = —”T_Q, a condi¢ao sobre a segunda

funcao simétrica o2(A) nao é necessaria. Com isto, outro resultado de rigidez obtido foi

o teorema abaixo.

Teorema 3.9. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada, localmente conforme-

mente plana de dimensao n > 4 e curvatura escalar nao-negativa. Se g € My € uma

LTI 7y _ n—2 1 ~ — )
métrica critica para Fis tal que s = —"7= et # ~ 1) entao ou R =0, ou o recobri-

mento universal de (M™, g) € isométrico a esfera euclidiana S™.

Demonstracao: Primeiramente, temos B = 0, pois (M, g) é localmente conformemente
plana. Portanto, fazendo uso da Proposicao temos fM B,-j}%ijdV = 0, isto &,

n+4(n— 1)t +4s
0 = < 2(n—1)
B <(n—2)—4s
(n—1)

(n—4)—8s o o o
_ W y Ripy Ry Ri;dV.

Desde que div(Ric) = "2VR, temos fM<v7;VjR>éijdv = —22 [ |VR]%
Portanto, usando e na identidade acima, obtemos

n—2\/n+4n—1)t+4s 9 8s o o o
= - dv - Ty Ry
0 ("2 2(n—1) )/MWR‘ v (n—Q)ARPRWRJ v

4s R - (n—2)—4s R 5
(n—l)/Mn|Rw| av ( = 1) +2+2nt>/Mn|ch| av

)/ (vlv]R)éUdV—FZLS/ Rikjpékpéijdv
M M

R, - .
+ 2+ 2nt> / E|RZC|2dV - 28/ RikqujkquijdV
M M

45<n — 4) o o o 8s R °.o192
— 2R RoR, RidV — | Ricl*dV
<n o 2>2 /J\‘/[ 2 Y ¥ (TL o 1) /M n ’ ZC’
(n—4)—8s o o o
o /M Ry By sV

%, obtemos

s n—2\/n+4n—1)t+4s / 2
RoR RedV — — RIYdV
C(”a 8) /j\‘/[ p-pj - g ( on )( 2(71 - 1) > M ’V ’

N <(n—2)+(2(;:2_n§)>(n—1)+83>/M§

Em seguida, colocando ¢(n, s) =

|Ric|*dV.
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Levando em conta que n > 4, escolhemos s = —”T_Z para obter

((izl()?; - ):),t)> (" [ Ivrrav s [ mieav) = o

Poorém, R>0et# —ﬁ, nos permite concluir que [, [VR[*dV = 0, bem
como [,, R|Ric[*dV = 0. Portanto, R é constante sobre M. Se R # 0, entao devemos

ter que g é uma métrica de Einstein, e por (21)) concluimos que (M", g) possui curvatura

seccional constante positiva, o que finaliza a nossa demonstracao.
O
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4 METRICAS CRITICAS DO FUNCIONAL VOLUME

Neste capitulo, iremos obter estimativas para o volume do bordo ¥ de uma
variedade Riemanniana compacta (M™,g), cuja métrica g é ponto critico do funcional
volume. Tal estudo ganhou bastante forga a partir do trabalho de Miao e Tam (2009),
onde os autores obtiveram uma caracterizacao de tais pontos criticos através do estudo
variacional para o funcional volume restrito ao espaco das métricas de curvatura escalar
constante e com métrica prescrita no bordo. Tais pontos criticos, serao chamados mais
adiante neste trabalho, de métricas criticas de Miao-Tam. Eles mostraram que as bolas
geodésicas das formas espaciais R, S™ e H" satisfazem tal caracterizacao. Em 2011, Miao
e Tam mostraram também, que se a métrica critica for de Einstein, entao a variedade
Riemanniana tem que ser isométrica a uma bola geodésica em uma das formas espaciais
simplesmente conexas R", S™ ou H". Deixando assim, o seguinte questionamento:

Serd que as bolas geodésicas das formas espaciais simplesmente conexas R",
S™ e H" sao as unicas métricas criticas de Miao-Tam?

Intimeras respostas parciais foram obtidas em relagao a esta questao, algumas
delas serao apresentadas mais adiante. Porém, um importante resultado para o desenvol-
vimento deste capitulo, foi a estimativa no caso tridimensional para a 4rea do bordo 2
obtida por Batista et al. (2017, o qual foi inspirado por um teorema devido & Boucher-
Gibbons-Horowitz (1984) e Shen (1997) sobre métricas estdticas.

Neste capitulo, mostraremos que sob certas condigoes, é possivel estender para
dimensao n > 4, o resultado de Batista et al. (2017) para métricas criticas de Miao-Tam,
assim como o andlogo para métricas estaticas devido a Boucher-Gibbons-Horowitz (1984))
e Shen (1997). Através disso, obteremos uma resposta parcial para o questionamento
acima e para uma famosa conjectura chamada Cosmic no-hair conjecture. Este capitulo
baseia-se no artigo Rigidity for critical metrics of the volume functional (2017b), escrito

pelo autor em parceira com A. Barros.

4.1 Definigoes e resultados existentes

Motivados pela caracterizagao variacional das métricas de Einstein sobre va-
riedades fechadas, as quais podem ser encontradas em Schoen (1989) ou Besse (1987),
Miao e Tam (2009) iniciaram o estudo dos pontos criticos do funcional volume. Eles
estudaram o problema variacional do funcional volume restrito as métricas de curvatura
escalar constante e com uma métrica fixada no bordo.

Com isto, consideremos (M", g) uma variedade Riemanniana com bordo suave

conexo X e seja v uma métrica Riemanniana fixada no bordo. Consideremos ainda, o
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seguinte espago
M, = {g métrica Riemanniana em M tal que g, = v},

o qual é uma variedade suave, veja (Freed e Groisser (1989); Gil-Medrano e Michor (1991))).

Neste mesmo trabalho, Miao e Tam mostraram que o conjunto
Mf = {g € M,,;a curvatura escalar R, é constante igual a R}

¢ localmente uma subvariedade de M., desde que zero nao seja um autovalor de Dirichlet
do operador (n —1)A,; + R. Com este resultado em maos, eles provaram um teorema que
servird como base para definir as métricas criticas de Miao-Tam.

Relembremos que o funcional volume V' : M., — R é dado por

szjLW;

cuja linearizacao é escrita como

0

Vi(h) = 5V (9(0))

1
0 = §/Mtrghd‘/;}

A saber, Miao e Tam (2009) mostraram o seguinte resultado de caracterizacao

para as métricas criticas do funcional V' restrito ao espaco M,}f.

Teorema 4.1 (Miao e Tam, [2009). Seja g € Mf tal que o primeiro autovalor de Dirichlet
de (n — 1)Ay + R € positivo. Entio g € ponto critico do funcional volume V(-) em MF

se, e somente se, existe uma funcao f em M tal que

{ —(Agf)g+ V2f — fRicy = g, em M (73)

f=0, sobre .

De acordo com Barros et al. (2015), chamaremos tais pontos criticos de

métricas criticas de Miao-Tam, isto é, temos a seguinte definicao.

Definigao 4.1. Uma métrica critica de Miao-Tam ¢é uma tripla (M™, g, ), n > 3,
onde (M™, g) € uma variedade Riemanniana compacta e conexa com bordo suave OM = 3
e f é uma fungio suave em M tal que f~1(0) = X e satisfaz ao sequinte sistema de
equUagoes:

— (Agf)g+ Vif — fRicy = g, (74)

onde ng denota o Hessiano de f. Tal funcao f serd chamada de func¢ao potencial.
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Alguns exemplos foram construidos por Miao e Tam (2009). O primeiro, trata-

se das bolas geodésicas do espaco euclidiano com a métrica canonica.

Exemplo 4.1. Considere M™ C R™ wma bola geodésica centrada na origem de raio Ry e

a fungao f definida por f(x) = 2(:;51) — Z(Lf—'jl) Consideremos em R™ a métrica canonica
g e em M a métrica restrita. Dai g—i = — -, e assim temos
1
V=g
n—1
e
n
Af=— )
/ n—1
Portanto,
. n 1
~(Af)g+Vf — fRic= 9- 9=
n—1 n—1

e além disso f~1(0) = OM. Logo (M", g, f) € uma métrica critica de Miao-Tam.

Em seguida, temos que as bolas geodésicas do espacgo hiperbdlico também

representam uma métrica critica de Miao-Tam.

Exemplo 4.2. Considere R™! = (R"*! ds?), onde ds* = da? + ... + dz? — dt*. Considere
H* = {(z1,....,2,,t) € R*"™ 22 + .+ 22 —* = —1,t > 1} mergulhado em R™! e
seja g a métrica induzida. Nessas condi¢oes g € uma métrica Riemanniana. Agora fize
p=(0,...,0,1) € H" e considere M"™ C H" uma bola geodésica centrada em p de raio Ry
e a fungao f definida por f(xq,...,Tp,t) = ﬁ <1 — Cf)zih}§0> = ﬁ (1 — m> , onder é

a distancia geodésica de (1, ...,x,,t) a p. Assimt = coshr et € a funcao altura relativa

ap. Dat,
1

(n — 1) cosh Ry

t
(n — 1) cosh Ry

Vif=— VA(t) = —

Portanto, temos

nt B t
(n — 1) cosh Rog (n — 1) cosh Rog

1 t
1- -1
+n—1 ( coshRg) (n=1g

_ nt—t+(n—1)coshRy — (n — 1)t
B (n — 1) cosh Ry g
= 9

—(Af)g+ V*f — fRic =

e f71(0) = OM. Assim (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Por fim, também temos as bolas geodésicas da esfera canonica como exemplo.



59

Exemplo 4.3. Considere S* C R"™ e p = (0,...,0,1) € S"™. Sejam M™ C S™ um bola

geodésica centrada em p de raio Ry < § e f a funcdo definida por f(xy,...,7,,t) =

! ( S 1) = 1 (ﬁ — 1) , onde r € a distancia geodésica de (xq,...,x,,t) a p.

n—1 \ cos Rg n—1 \ cos Rg

Assim t = cosr et € a funcao altura relativa a p. Dai, obtemos

t

20 —
V= (n—l)COSRog'

(n—1)cos ROVQ(t) T

Portanto,

nt
(n— l)cosRog (n— l)cosRog

1 t
- —1)(n—1
n—1 (COSRO )(n )9
nt—t—(n—1)t+(n—1)cosRy

(n — 1) cosh Ry

—(Af)g+ V*f — fRic =

= g
e f71(0) = OM. Assim (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Vale observar que os trés exemplos acima possuem curvatura escalar constante,
isto ndo deve nos surpreender uma vez que se (M", g) satisfaz isoladamente a equagao
(74) para alguma fungao suave f sobre M, entao sua curvatura escalar deve ser constante.

De fato, tomando o divergente na equagao ((74]), obtemos
fVR, =0. (75)

Logo, se VR,(p) # 0 para algum p € M, entdo VR, # 0 em algum conjunto
aberto nao-vazio U C M. Assim, deveriamos ter f = 0 em U, o que nao pode ocorrer
devido . Portanto, R, é constante sobre M. Consequentemente, podemos assumir
que R; = n(n — 1), e = —1,0,1. Para simplificar a notagao, a partir de agora, exceto
quando necessario, denotaremos as quantidades relacionadas a métrica g sem o subindice
qg.

Motivados pela caracterizagao do Teorema [£.I, Miao e Tam provaram a se-

guinte caracterizacao variacional das métricas criticas em formas espaciais.

Teorema 4.2 (Miao, Tam, 2009). Se M é um dominio limitado com bordo suave em R,
H" ou S™ (se M™ C S™, suponha ainda que V(M) < $V(S™)). Entao a correspondente
métrica nesse espago € um ponto critico do funcional volume V (-) em Mf se, e somente

se, M € uma bola geodésica.

Em fun¢ao do Teorema [£.2], um questionamento a ser feito é o seguinte.
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Questao 4.1. As bolas geodésicas das formas espaciais simplesmente conexas R™, S™ e

H" sao as unicas métricas criticas de Miao-Tam?

Em busca de respostas para a Questao , Miao-Tam (2011) consideraram

este problema com a hipdtese da métrica ser de Einstein e obtiveram a seguinte resposta.

Teorema 4.3 (Miao, Tam, 2011). Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam

Finstein e bordo ¥ suave. Entdo (M"

ou S".

, g) € isométrica a uma bola geodésica em R™, H"

Em 2017, Baltazar e Ribeiro Jr. mostraram que a hipotese Einstein sobre a
variedade pode ser substituida por tensor de Ricci paralelo, melhorando o Teorema |4.3|

Baseados nas técnicas de Kobayashi e Obata (1981)), Miao e Tam substituiram
a hipdtese sobre a métrica ser de Einstein por localmente conformemente plana e bordo

isométrico a esfera. Mais precisamente, eles provaram o seguinte teorema.

Teorema 4.4 (Miao, Tam, 2011). Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
simplesmente conexa e com bordo isométrico a esfera canonica. Se (M™, g) € localmente

conformemente plana, entio (M", g) é isométrica a uma bola geodésica em R™, H" ou

S

Em dimensao n = 3,4, Barros et al. (2015) mostraram que o Teorema é
verdadeiro se considerarmos g uma métrica Bach-flat ao invés de localmente conforme-
mente plana.

Vale ressaltar que, de forma geral, a Questao tem resposta negativa, uma
vez que Miao e Tam (2011)) construiram exemplos de métricas criticas na forma de produto
warped que sao localmente conformemente planas e nao sao métricas de Einstein. Porém,
no caso de métricas criticas em variedades simplesmente conexas, a Questao ainda
encontra-se sem resposta.

Neste capitulo, apresentaremos resultados que irao nos auxiliar a encontrar
respostas para a Questao 4.1l Em particular, encontramos estimativas para o volume
do bordo para métricas criticas de Miao-Tam, bem como para métricas estaticas, cuja

definicao ¢ dada a seguir.

Definicao 4.2. Uma variedade Riemanniana completa e conexa (M™,g) com bordo ¥
(possivelmente nao-vazio) € dita ser estdtica, se existe uma fun¢do ndao negativa f sobre
M satisfazendo

— (Agf)g+ Vif — fRic, =0 (76)

em M\ Y e X = f1(0). Neste caso, (M",g,f) é chamada uma tripla estdtica ou

simplesmente uma métrica estatica.
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Métricas estaticas apareceram no contexto de Relatividade Geral através do

estudo das equagoes de Einstein. De fato, o nicleo do operador
L,(f) = —(Agf)g + Vi f — fRic,

estd relacionado a espacos-tempo estaticos em Relatividade Geral. Do ponto de vista
fisico,
VZRXM? gz_f2dt2+g7

onde (M, g) é uma variedade Riemanniana e f é uma funcao positiva sobre M, representa
uma variedade Lorentziana de dimensao n + 1. Neste caso, dizemos que (V,g) é um
vacuum espaco-tempo estatico com constante cosmoldgica A, se ela satifaz a equacao de

Einstein

A equacao de Einstein pode ser reescrita em termos de g e f como

V2 = [(Ric,— Ag) (78)
A, = —Af. (79)

onde Ricg, Vg e A, denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, a forma hessiana e o

operador de Laplace sobre a variedade Riemanniana (M, g). Tomando o trago na equagao

e usando , obtemos a relacao
RQ = (TL - 1)A7

de onde vem a motivagao para a Definicao [£.2] A hipersuperficie R x ¥ do espago-tempo
V é chamada de horizonte de evento cosmoldgico. Com um abuso de linguagem, o bordo
> de M também ¢é chamado de horizonte de evento cosmologico.

Muitos resultados de classificacao sao conhecidos, principalmente nos casos de
curvatura escalar nula e curvatura escalar negativa, por exemplo, o leitor pode verificar:
Israel (1967)), Chase (1970), Wald (1984), Anderson (2000), Anderson et al. (2002) e
Wang (2005).

Ademais, um fato bastante conhecido é que a curvatura escalar de uma métrica
estatica é constante, tal como acontece no caso de métricas criticas de Miao-Tam. Uma
prova deste resultado pode ser encontrada em Corvino (2000)). Sendo assim, nesta tese
daremos atencao as métricas estaticas com curvatura escalar constante positiva, a qual

podemos considerar, a menos de scaling, R, = n(n — 1).

Exemplo 4.4 (Métrica estatica com curvatura escalar positiva). Considere (M",g) =

(S%,9) o hemisfério superior unitdrio em R"™ dotado com a métrica euclidiana g. Con-
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sequentemente, o bordo ¥ = S"* € o equador e se p é o pdlo de S, a fungao altura
correspondente dada por

h(z) = g(z,p), Vo eS"

¢ positiva sobre STy, se anula ao longo de ¥ e satisfaz a equagdo tipo Obata

V2h = —hg.

Portanto, a Definicao ¢ satisfeita, concluindo que (S, g,h) é uma tripla

estdtica com curvatura escalar positiva.

Para este caso, em (1984)), Boucher, Gibbons e Horowitz propuseram um pro-

blema, ainda em aberto, que ficou conhecido como Cosmic no-hair conjecture.

Conjectura 4.1 (Cosmic no-hair conjecture). A dnica tripla estdtica compacta (M", g, f)
de dimensao n, com curvatura escalar positiva e bordo conexo Y é dada por um hemisfério

canonico S', onde a fungdo f € a funcao altura correspondente.

A conexidade do bordo é essencial na Conjectura [4.1| uma vez que exemplos
de métricas estaticas com bordo duplo sao conhecidos, por exemplo, o espago-tempo de
Nariari. Para detalhes, veja Hijazi et al. (2015]).

Algumas respostas parciais para esta conjectura foram obtidas. Por exemplo,
se (M", g) ¢ de Einstein, o Teorema B (tipo Obata) em Reilly (1980) resolve a conjectura.
Assumindo que a métrica estatica g seja localmente conformemente plana, Kobayashi
(1982)) e Lafontaine (1983) provaram, independentemente, que a conjectura é verdadeira.

Outro grande resultado obtido nesta direcao, foi devido a Boucher-Gibbons-

Horowitz (1984)) e Shen (1997)), o qual serviu de inspiracao para parte desta tese.

Teorema 4.5 (Boucher-Gibbons-Horowitz (1984), Shen (1997)). Seja (M3, g, f) uma
tripla estdtica compacta, orientada, com bordo conexo Y e curvatura escalar 6. Entao X

¢ uma esfera bidimensional cuja drea satisfaz a desigualdade
5] < 4n,

com igualdade acontecendo se, e somente se, M € isométrica ao hemisfério canonico Si.

Observe que o Teorema [4.5| garante que a Cosmic no-hair conjecture é verda-
deira no caso tridimensional quando o bordo tem &rea igual a 47. Recentemente, Batista

et al. (2017) provaram um teorema andlogo para métricas criticas de Miao-Tam.
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Teorema 4.6 (Batista-Diégenes-Ranieri-Ribeiro Jr., [2017)). Seja (M3, g, f) uma métrica
critica de Miao-Tam, compacta, orientada, com bordo conexo ¥ e curvatura escalar nao

negativa. Entdo, X € uma esfera bidimensional e

%] < (80)

C(R)’

onde C(R) = %+ﬁ ¢ constante. Além disso, a igualdade em 1@} ocorre se, e somente

se, (M3, g) é isométrica a bola geodésica em alguma forma espacial simplesmente conexa
R3 ou S3.

Ainda em 2016, Barbosa et al. mostraram que o Teorema [4.6] também é vélido
no caso de curvatura escalar negativa, supondo a curvatura média do bordo H > 2. Além
disso, provaram o mesmo resultado acima em dimensao n = 5 desde que o bordo X* seja
de Einstein. Neste capitulo iremos mostrar que vale uma estimativa para o volume de
métricas criticas de Miao-Tam e métricas estaticas, tipo Teorema e Teorema no

caso de dimensao n > 4.

4.2 Resultados chaves

Nesta secao apresentaremos alguns fatos e resultados sobre métricas criticas

de Miao-Tam e triplas estaticas que serao de extrema importancia para nossos resultados.

Métricas criticas de Miao-Tam

Consideremos (M™, g, f), n > 3, uma métrica critica de Miao-Tam. De acordo
com a Definicao , a equacao fundamental pode ser reescrita em linguagem tensorial

da seguinte forma:
— (Af)gij + ViVif — fRij = gij- (81)

Em particular, tomando o traco na identidade acima, obtemos
(n—1)Af+ Rf = —n, (82)

onde R denota a curvatura escalar de M. Além disso, usando e podemos deduzir

que

fRoic = fRic—f%g
n Rf

n—19"97 59

R
= V2f+mf9+

Rf+n

Vi n(n — 1)g
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= v2f_ﬂg
n

= v°2f, (83)

onde T =T — % g representa o tensor sem trago (traceless) associado a T

Como o bordo ¥ é dado por ¥ = f~1(0), temos que f nao muda de sinal e
IVf| # 0 sobre ¥. Sem perda de generalidade, podemos assumir f nao negativa, em
particular, f > 0 no interior de M. Além disso, como jé foi mostrado na Secao [4.1] a
curvatura escalar tem que ser constante, o qual serd assumida R =n(n—1)e, e = —1,0, 1.
Outro fato importante a ressaltar é que f e g sao analiticas, de acordo com Corvino et
al. (2013) (veja detalhes em Didgenes (2015, Proposigao 2.3)). Portanto, f nao pode ser
nula em um conjunto aberto nao-vazio de M. Com isto, o conjunto dos pontos regulares

de f é denso em M e, desde que f > 0, o campo normal unitario exterior ao bordo X é

_ VI
Vil

De posse destas informagoes, podemos verificar que |V f| é constante sobre
Y. De fato, seja X € TY, entdo usando as egs. e (82), obtemos X(|Vf[*) =
2VEF(X, V) = ;53X Vf) =0.

Continuando, considere {eq, ..., e, 1,7} um referencial ortonormal adaptado

dado por v =

sobre ¥. A segunda forma fundamental sobre ¥ se escreve como a seguir

1
hij = <v€iy> €j> = _W<veivf’ ej)?
o que nos fornece
1
hij = ———=79ij 84
parai,j =1,...,n—1. Assim, o bordo ¥ é uma hipersuperficie totalmente umbilica com
curvatura média constante dada por
[ (85)
IVfI
Por outro lado, a equacao de Gauss para ¥ é dada a seguir
Ry = Riju — hahje + highji. (86)
Tomando o traco nas coordenadas j,[ e usando a equacao , obteremos
» n — 2
Rik = Rik - Riuku + (87)

CESENiE



65

Novamente, tomando o traco em , concluimos

n—2
n—1

H2

2Ric(v,v) + R = R+ : (88)
onde R* denota a curvatura escalar de .
Desde que a curvatura escalar R é constante em M, pela equacao a se-

guinte identidade é verdadeira
div(Ric(V f)) = (Ric, V2f) = f|Ric|>. (89)

Desta maneira, integrando sobre M, usando que |V f| é constante sobre ¥ e aplicando
o Teorema da divergéncia, deduzimos o seguinte lema (veja também em Batista et al.
2017).

Lema 4.1. Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam compacta, orientada, conexa

e com bordo suave conexo Y. Entado,

/ F|Ricl2dV, = —H / Ric(V £,V f)ds. (90)

Observacgao 4.1. Note que se considerarmos a funcdo f ndo positiva, entdo a formula
no Lema continua verdadeira, porém a curvatura média do bordo satisfaz

Outro resultado necessario para dar continuidade ao trabalho pode ser encon-
trado em Barbosa et al. (2016). Porém, por efeito de completude, incluimos a prova

aqui.

Proposicao 4.1. Seja (M", g, f), n > 3, uma métrica critica de Miao-Tam compacta,
orientada, conexa, com bordo suave conexo % e curvatura escalar R = n(n — 1)e, onde

e =—1,0,1. Entao, a sequinte identidade ocorre
/ R¥ds = 2H/ fIRicl?dV, + C(R)|2),
b M

onde |X| representa o volume do bordo e C(R) € uma constante dada por

o(R) ="= f(H2 ©(n—1)%). (91)
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Demonstragao: De acordo com o Lema e a equacao de Gauss , obtemos

o 1
/ f|Ric]?dV, = ch(l/ v)dV, —i——/ e(n—1)ds
M H
- 1( (1)~ B>+ "2 H2)ds + —e(n — D[S
= )2 en(n — s+ gen
1 5 1 n—2
= — - — —1)(n—2 Y.
om ), Tt 2H<5<” =2+ >| |
Portanto,
5 -2
/REds = 2H/ f|Ric>dV, + ”—(H2 +e(n—1)%)[%,
5 M n—1
como queriamos demonstrar. O

Meétricas estaticas

Agora, trataremos sobre triplas estaticas. Porém, nao entraremos em deta-
lhes, pois estes fatos seguem mutatis mutandis como em métricas criticas de Miao-Tam.
Seja (M™, g, f), n > 3, uma tripla estatica. De acordo com a Definigao , a equacao
fundamental é dada por

—(Af)gij + ViV, f — fRi; = 0, (92)

cujo trago nos fornece

af=——"1f (93)

Além disso, também podemos reescrever a equagao (92) como a seguir
fRic = V2f. (94)

Assim como em métricas criticas de Miao-Tam, |V f| também é constante
positiva sobre ¥, visto que 0 é um valor regular de f, bem como M™ possui curvatura
escalar constante R (veja Corvino et al. (2013))). Aqui, iremos assumir R positiva sendo
R =n(n—1). A diferenga em relagao ao caso anterior é que o bordo 3, agora, é totalmente
geodésico. De fato, pelas equagoes e , a segunda forma fundamental de ¥ é dada

por

h'ij = <v€iy7 ej> - ‘Vf‘ <v€Lv-f 6])
ie.,
1 R
hij = —W(Rz‘j ——94)f =0, (95)

para um referencial ortonormal adaptado {eq,...,e,_1,v = - f|} associado a . Com
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isto, > é uma hipersuperficie minima cuja equacao de Gauss torna-se
2Ric(v,v) = R — R*, (96)

onde R*, como antes, é a curvatura escalar de ¥.
Desde que ocorre a expressao ((94]), entao vale também o Lemapara métricas

estaticas.

Lema 4.2. Seja (M™, g, f) uma tripla estdtica compacta, orientada, conexa e com bordo

suave conexo . Entao,

o 1 o
/M f|Rlc|2qu = _W /E RlC(Vf, Vf)ds

Assim, podemos provar um andlogo a Proposicao para métricas estaticas.

Proposigao 4.2. Seja (M™, g, f), n > 3, uma tripla estdtica compacta, orientada, conera,

com bordo suave conexo ¥ e curvatura escalar R =n(n —1). Entdo, vale

s = 2 el CDn—
/ER ds = ’Vf|/Mf|Rw| dVy,+ (n—1)(n — 2)|X|.

Demonstracgao: Usando a equacao de Gauss no Lema , obtemos

y e 12 o _L °, _ . N N
/Mf|ch| av, = i /ERZC(Vf, Vf)ds |Vf]/2(ch(1/,u) (n—1))ds
= VA1 [ 500 = 1) = B¥)ds -+ (0 = DIV

= M/des—m(n—l)(n—Q)@L
2 /s 2
como queriamos provar. O

4.3 Estimativas e Resultados de rigidez

Agora, nesta secao iremos apresentar os resultados principais deste capitulo.
Para isso, precisamos recordar alguns fatos basicos sobre a constante de Yamabe de uma
variedade Riemanniana.

Considere (M", g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n > 3 e
denote por [g] a classe conforme de uma métrica Riemanniana g sobre M. A constante

de Yamabe Y (M, [g]) de [g], é definida pelo infimo do funcional curvatura escalar total
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normalizado restrito a classe [g]:

[y RadVy
9 (fy V)™

onde R; é a curvatura escalar associada a métrica g e dVj; seu elemento de volume.

Y(M,lg]) = Jnf

Certamente, a constante de Yamabe pode ser expressa em termos de fungoes suaves

positivas (basta considerar g = goﬁ g, @ suave e positiva sobre M):

[ (422 Vl? + Re?)dV,

2

n
beCTOD (], ol )

Este infimo sempre existe devido a um Teorema fundamental obtido em varias
etapas por Yamabe (1960), Trudinger (1968), Aubin (1976) e Schoen (1984). E bem

conhecido, e nao é dificil verificar, que a constante de Yamabe da esfera padrao S™ é dada

Y(M’ [9]) =

por
Y(Sn’ [gcan]) = n(n - 1)("}721/”7 (97)

onde w,, denota o volume da esfera canonica unitaria S™.
Por fim, enunciaremos um resultado fundamental devido a Ilias (1983)) que
sera bastante 1til na prova dos principais teoremas deste capitulo. Antes, introduzimos

as seguintes constantes:

4
Kn?2)=,— 98
02 = [ (98)
bem como
R(M, g) = inf{Ric(V,V) |V € TM, |V]g =1} (99)

Tal resultado afirma:

Teorema 4.7 (Ilias, 1983). Seja (M™, g), n > 3, uma variedade Riemanniana compacta
sem bordo. Suponha que R(M,g) > R(S", $gecan) = (n — 1)d > 0, entdo

([ 10175a) ™ < w2 (S50 [ wspav, + a2 [ igray,

para toda f € HY2(M), onde w,(6) = " 2w,.

Para provar a versao do Teorema para variedades de dimensao n = 5,
Barbosa et al. (2016) assumiram a condicdo do bordo X% ser uma variedade Einstein
e entao utilizaram a formula de Chern-Gauss-Bonnet para variedades Riemannianas de
dimensao 4 ( veja Eq. (32))) para obter tal resultado. Na falta de uma férmula de Chern-
Gauss-Bonnet explicita para dimensao n > 5, procuramos alternativas para provar nossos

resultados. A saida encontrada foi exatamente o Teorema [4.71
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Com estas informacoes, podemos provar o primeiro teorema deste capitulo.
Assumindo que o bordo ¥ seja uma variedade de Einstein, é possivel estender o Teorema
para dimensao n > 4.

Teorema 4.8. Seja (M™,g,f), n > 4, uma métrica critica de Miao-Tam, compacta,
orientada, com bordo conero ¥ e curvatura escalar R = n(n — 1)e, onde ¢ = —1,0, 1.
Suponha que o bordo ¥ seja uma variedade de Einstein com curvatura escalar R* positiva.
Se ¢ = —1, assumimos ainda que a curvatura média de Y satisfaz H > n — 1. Entao

temos

Y(S"", [gean))

=

(100)

onde C(R) = “2R+"=2H? ¢ uma constante positiva. Além disso, a igualdade ocorre em
(100) se, e somente se, (M™,g) € isométrica a uma bola geodésica em alguma das formas

espaciais simplesmente coneras S™, R™ ou H".

Demonstragao: Para a prova, o Teoremal[d.7)¢é fundamental. De fato, como ¥ é variedade

R 57 > 0 para obter

de Einstein com R* > 0, basta tomar § = D =2)

R(%, gp) = inf{Ric*(V,V) | V € TS, |V|, = 1} = (n — 2)é.

Portanto, aplicando & variedade ¥"~! o teorema citado devido & Ilias, obtemos

wnl

(n Z 1
([re¥a) ™ < w122 (2t )™ [ 9+ (5177 [ 1ofas
(101)

para toda ¢ € HY2(X), onde w,_1(8) = 02 wy_1, wa_y = [S"!| ¢ K(n — 1,2) dada em
é a melhor constante para desigualdades do tipo Sobolev:

([1oas)’ < a( [ 1wetras)* + B( [ fotras)’ .

onde —:%—ﬁ, 1<g<n-—1eqeR. Logo, pela eq. (101)), temos

n—3
([ 1655 a) 0 < 1= 1,20 (220 ([ wglas)” psiets ([ lofas)

Em seguida, comparamos esta tltima desigualdade com a relagao (102)) para

inferir que o coeficiente de K (n — 1,2) deve ser maior ou igual do que 1, pois K(n —1,2)
1
¢ a melhor constante de Sobolev, i.e. <w"|—1‘(5)> > 1. Levando em conta que w,_1(6) =

_n—1
0" 2 wy_1, temos

(Wnt) ™1 > §|T)70 (103)
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Substituindo o valor de § = #(En_g) na Eq. teremos
(n—1)(n — 2)(wn1)™ > R¥[S[7.
Consequentemente, usando , deduzimos
V(8" [gean]) = R|Z[7. (104)
Agora, integrando sobre Y e usando a Proposicao , obtemos
VYE S 2 [ R
b

= 2H/ f]ﬁic[2d%+n—_2(H2+s(n—1)2)\E|
M n—1
C(R)|X|. (105)

v

Desde que C(R) > 0, concluimos que

Y (S"- Y [Gean])
C(R)

S| < (106)

Finalmente, da equagao ((105)), note que ocorrendo a igualdade em ({106), de-

vemos ter

/ f|Ric>dv, = 0.
M

Isto é, (M"™, g) é uma variedade de Einstein. Entao, usamos o Teorema para concluir
que M™ é isométrica a uma bola geodésica em R", S™ ou H". Reciprocamente, se (M™, g)
¢ isométrica a uma bola geodésica em R”, S™ ou H", entao |ch| =0 e X é uma esfera
S™~1(r) de raio r. Pela Proposicao devemos ter

n—2

R> = (n—l)(n—2)5+n_1H2. (107)
Logo,
R* H? 4+ (n—1)%
.
(e 1
Ric T (n—2) -1 gs (108)
Portanto, por ((108)), obtemos § = % er =612, Com isto, deduzimos
que
2 H2 + (n B 1)25 n—1 2
CR)Z=T = (n—2)( =1 )IS™ ()|

H?+ (n—1)% 20, yair
A

= (n—2)(
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como afirmado. O

A grande importancia do Teorema 4.8 é que ele nos fornece uma resposta

parcial para a Questao [£.1] Mais precisamente, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.1. Seja (M", g, f), n > 4, uma métrica critica de Miao-Tam, compacta, ori-

1/2
, P A _ : —1)(n—2
entada, com bordo conexo X isométrico a esfera canonica S*~(r) de raior = (%) ,
e curvatura escalar R =n(n — 1)e, onde e = —1,0,1. Além disso, se e = —1, assumimos

que a curvatura média de X satisfaz H > n — 1. Entao (M™,g) € isométrica a uma bola

geodésica em alguma das formas espaciais simplesmente conexas S™, R™ ou H".

Demonstracao: E suficiente observar que a escolha do raio

= (o) G )

nos dé r = 6~/2 em (10§, o qual implica na igualdade em (100)) do teorema anterior.
O

Quando uma métrica critica de Miao-Tam possui curvatura escalar nao nega-

tiva é possivel estimar o volume da variedade M™ de acordo com o corolédrio a seguir.

Corolério 4.2. Com as mesmas condi¢ées do Teorema[{.8, porém R >0, deduzimos

Y(Sn_17 [Gean])
C(R)

H \+&
()M < (109)

n—1
Ainda, a igualdade acontece em (109) se, e somente se, (M", g) é isométrica a uma bola

geodésica no espaco euclidiano R™.

Demonstracao: Integrando sobre M e usando a equacao (85 chegamos & seguinte
identidade
nH

RH
Y| = M|+ —— :
= = Ml [ fay,

Assim, desde que R > 0, obtemos

nH
n—1

5> v (110)
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Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se, R = 0, pois H >0 e fM fdv, > 0.

Agora, afirmamos que

Y(Sn_la [Gean])
C(R)

H \#=
()Ml < [pfE < (111)

n—1
De fato, a primeira desigualdade segue de ([110f), para a segunda, basta aplicar o Teorema
4.8l Com isto, estabelecemos a desigualdade do coroldrio. Ainda, a igualdade ocorre no
corolério citado se, e somente se, também ocorre em cada etapa da cadeia de desigualdades
acima. Entao, é suficiente usar a identidade (110]) e o Teorema para concluir a prova

do corolario. m

Tratando agora de triplas estaticas, é possivel mostrar que vale uma extensao
do Teorema [4.5| para dimenao n > 4, supondo ainda que o bordo X seja uma variedade

de Einstein.

Teorema 4.9. Seja (M™,g,f), n > 4, uma tripla estdtica, compacta, orientada, com
bordo conexo ¥ e curvatura escalar positiva R = n(n — 1). Suponha que o bordo ¥
seja uma variedade de Einstein com curvatura escalar R* positiva, entdo vale a sequinte
estimativa

1X] < wp. (112)

Além disso, a igualdade em (112)) ¢ atingida somente para o hemisfério candnico ST .

Demonstragao: A prova deste teorema é similar aquela apresentada para o Teorema
4.8 De fato, a hipdtese sobre o bordo X, assim como as etapas utilizadas no inicio da

demonstracao do Teorema [4.8] nos permite concluir que
_2 5 _2
(n—1)(n —2)(wyp—1)" 1 > R*|X|»T1. (113)
Integrando ([113)) sobre X, encontramos

(n—1)(n — 2)(wp_1)"T|S)"=1 > / R¥ds.
b

De acordo com a Proposicao , temos [, R¥ds = ﬁ S fIRic|?dV, + (n—1)(n—2)|Z].

Isto nos permite encontrar a seguinte desigualdade

2

2 | n=3 2 o o D —
(=10 =D )PTZ > 2 [ fIRIPaY, + (- D=2/ (114)

Desde que [, f |Roic|2dVg > 0, concluimos que

2] < Wt (115)
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Ademais, se |X| = w,_1, entao por (114]), devemos ter

2 o
W/ f|Ric|*dVy, = 0,
M

i.e., (M™ g) é uma variedade de Einstein. Em seguida, usamos a identidade para

obter o seguinte problema com condi¢ao no bordo:
V=0, flu=0. (116)

Porém, usando o Teorema B obtido em Reilly (1980)), concluimos que (M", g)
é isométria a um hemisfério canénico (S%, geqn), como afirmado.
O
De acordo com Teorema 4.9, reobtemos uma resposta parcial para a Cosmic
no-hair conjecture (Conjectura no caso de dimensao n > 4, previamente obtida por
Chrusciel (2003). Tal resultado afirma que:

Corolario 4.3. A Cosmic no-hair conjecture é verdadeira quando o bordo ¥ € isométrico

a esfera canoénica S"L.



74
5 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos os pontos criticos de alguns funcionais Riemannia-
nos com o intuito de encontrar resultados de rigidez envolvendo a curvatura escalar. No
primeiro momento tratamos de funcionais quadraticos na curvatura e obtivemos éxito
em resultados de rigidez com a hipétese da métrica critica ser localmente conformemente
plana ou Bach-flat. Vale ressaltar a importancia da expressao (veja Proposicao |3.4) que
encontramos para o tensor de Bach de uma métrica critica para estes funcionais.

No segundo momento, estudamos os pontos criticos do funcional volume, onde
0 objetivo era mostrar que os Teoremas e poderiam ser estendidos para dimensao
n > 4. Novamente, obtivemos sucesso considerando que o bordo X seja uma variedade
de Einstein. Tal condicao sobre o bordo foi necessaria para utilizar a desigualdade tipo
Sobolev (Teorema devido a Ilias (1983), uma vez que a técnica apresentada por
Barbosa et al. (2016) para provar o Teorema em dimensao 5 falhava em dimensao
alta, visto que nao possuimos uma férmula de Chern-Gauss-Bonnet tal como existe em
dimensao quatro. Com isto, obtivemos uma estimativa 6tima para o volume do bordo
de métricas criticas de Miao-Tam e métricas estaticas. Além disso, no caso da igualdade
obtivemos rigidez, isto é, as bolas geodésicas nas formas espaciais R", S” e H" admitem
o volume méximo para o bordo, dentre todas a métricas criticas de Miao-Tam (com
a hipdtese sobre a geometria do bordo) e, para métricas estdticas, concluimos que o
hemisfério canonico S?} possui o valor maximo para o volume do bordo. Isto nos permitiu
responder parcialmente a questao e a Cosmic no-hair conjecture, onde neste ultimo,

o resultado ja foi previamente obtido por Chrusciel (2003).
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