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RESUMO

Este trabalho traz uma introducao suave e autocontida ao estudo dos aspectos mais
basicos de espacos simétricos, tendo como objetivo final a caracterizagao dos campos de
Killing e do tensor de Ricci de tais variedades riemannianas.

Varios dos resultados obtidos nos capitulos iniciais nao sao encontrados, na literatura de
Geometria Diferencial, de maneira tao acessivel e autocontida como apresentados aqui.
Com isso, acreditamos que o trabalho reveste-se de alguma relevancia didatica, por ofe-
recer aos alunos interessados no estudo de espagos simétricos um primeiro contato relati-
vamente suave.

Em linhas gerais, veremos espagos simétricos como variedades homogéneas G/H, onde G
¢ um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie fechado de G, tais que a aplicacao natural
7 : G — G/H seja uma submersao riemanniana. Através dela, descrevemos relagoes
entre a curvatura, o tensor de Ricci e as geodésicas de G e G/H. Para nossos propdsitos,
a observacao crucial é que, sob certas hipdteses, garantimos a existéncia, em G/H, de
uma métrica cujas translagoes a esquerda sao isometrias. Portanto, uma familia a um
parametro de tais isometrias da origem a um campo de Killing que, por sua vez, restrito
a geodésicas torna-se um campo de Jacobi. Apresentamos expressoes para esses campos
de Jacobi, mostrando que os mesmos sé dependem dos autovalores do operador linear

Tx : g — g dado por Tx = (adx)?, para certos campos X € g.

Palavras-chave: Espacgos simétricos. Agoes de grupo transitivas. Campos de Killing.
Variedades quociente. Submersodes riemannianas. Espagos homogéneos. Métricas G-

ivariantes.



ABSTRACT

This work brings a smooth and self-contained introduction to the study of the most basic
aspects of symmetric spaces, having as its final goal the characterization of the Killing
vector fields and of the Ricci tensor of such riemannian manifolds.

Several of the results presented in the initial chapter are not easily found, in the Diferential
Geometry literature, in a way as accessible and self-contained as here. This being said, we
believe that this work embodies some didactic relevance, for it offers students interested
in symmetric spaces a relatively smooth first contact.

We shall generally look at symmetric spaces as homogeneous manifolds G/H, where G
is a Lie group and H is a closed Lie subgroup of G, such that the natural mapping
7 : G — G/H is a riemannian submersion. Ultimately, this map allows us to describe
the relationships between the curvature, the Ricci tensor and the geodesics of G and
G/H. For our purposes, the crucial remark is that, under appropriate circumstances, one
guarantees the existence, in G/H, of a metric for which left translations are isometries.
Hence, a one-parameter family of such isometries gives rise to a Killing vector field, which
turn into a Jacobi vector field when restricted to a geodesic. We present explicit expres-
sions for such Jacobi vector fields, showing that they only depend on the eigenvalues of

the linear operator T : g — g given by Tx = (adx)?, for certain vector fields X € g.

Keywords: Symmetric spaces. Transitive group actions. Killing fields. Coset manifolds.

Riemannian submersions. Homogeneous spaces. GG-invariant metrics.



SUMARIO

il INTRODUCGAOQ| . . . v vv vt e et e et e e e e 10
2 = PRELIMINARES 12
(2.1 Gruposde Lie] . . . ... ... . o oo oo oo 12
2.2 Submersoes riemannianasl . . ... ... 00000000 25
B A ESTRUTURA DE VARIEDADE PARAG/H| ........ 32
(3.1 O espaco quociente G/H| . . . . ... ... ... ... ..... 32
(3.2 A construcao das cartas coordenadas|. . . . ... ... ...... 33
3.3 Definicao das cartas coordenadas| . . . . .. ... ... ...... 36
(3.4 A diferenciabilidade das aplicacoes de transicaol . . ... .. .. 36
[3.5 A projecao natural tem posto maximo|. . . . . . ... ... ... 37
[3.6 Acoes de grupo e a variedade G/H| . . . .. ... ... ... ... 39
4 MEDIAS EM GRUPQS DE LIE COMPACTOS|. . . . ... .. 45
41 = A medidadeHaar ................. .00, 45
4.2  Produtos internos invariantes| . . . .. .. ... ... ... ..., 48
4.3  Estruturas riemannianas invariantes/ . . . ... .. ... ... .. 51
[4.4 Espacos homogéneos redutiveis| . . . . . ... ... ........ 56
5 A GEOMETRIA DE ESPACOS SIMETRICOS| . . . . ... .. 63
(5.1 Rudimentos de espacos simétricos| . . .. .. ... ... ..... 63
(5.2 O tensor de Ricci de um espaco simétrico| . . . . . . . ... ... 69
(5.3 Campos de Killing e os autovaloresde T'x | . . . .. .. ... .. 73
6 CONCLUSAQ! . . .ot ii ettt e e e e e 81




10

1 INTRODUCAO

Esta dissertagdo teve como base as notas “The manifold structure of G/H”,
“Awveraging on compact Lie groups’ e “The Ricci tensor and Killing vector fields in Rie-
mannian symmetric spaces’. (EBERLEIN|2005).

A teoria de espagos simétricos teve seu inicio em 1926, com Elie Cartan, e
foi por ele desenvolvida até o final da mesma década. Inicialmente, Cartan definia um
espaco simétrico como uma variedade riemanniana cujo tensor curvatura era invariante
por transporte paralelo, ou, equivalentemente, tinha derivada covariante nula.

Dadas variedades riemannianas M e N de mesma dimensao, e uma isometria
linear f : T,M — T,N, onde p € M e ¢ = f(p) € N, consideremos uma vizinhanca

normal U de p em M tal que exp, estd definida em f(exp,*(U)); entdo, a aplicacao
of :equofoexp;1 U — N

¢ chamada a aplicacao polar de f em U. Aplicagoes polares sempre existem para vizi-
nhancas U suficientemente pequenas.

Voltemos, agora, a definicao de espaco simétrico inicialmente utilizada por
Cartan. Seja M uma variedade riemanniana, p € M e f : T,M — T,M a isometria
linear dada por f(v) = —v. Denotando por (, a aplicagdo polar associada e escolhendo
uma vizinhanga aberta U de p de tal modo que ¢, : U — U seja um difeomorfismo,
dizemos que ¢, ¢ uma simetria local de M em p. E possivel provar que M é um espaco
simétrico, no sentido inicialmente definido por Cartan se, e somente se, para cada ponto
p € M a simetria local (, ¢ uma isometria. Essa caracteristica chamou a atencao de
Cartan de tal modo que, a partir de 1929, ele a colocou em primeiro plano na definicao
de espago simétrico. Obviamente, havia ainda uma subclasse de tais espacos a analisar,
qual seja uma variedade riemanniana M seria dita um espago (globalmente) simétrico se
a simetria local em cada ponto fosse induzida por uma isometria global, necessariamente
de ordem 2. Apesar de, naquela época, Cartan nao fazer uma distincao nitida entre os
casos local e global, é possivel notar, através de alguns de seus artigos, que em sua mente
essa distin¢ao estava presente.

Neste trabalho, comecaremos mostrando que se G é um grupo de Lie e H um
subgrupo fechado, é possivel munir o espago homogéneo GG/H de uma topologia e uma
estrutura de variedade diferenciavel. Por vezes, veremos que um espaco construido dessa
forma se comporta como uma generalizagao natural de um grupo de Lie. Veremos, ainda, a
estreita relacao que existe entre espacos simétricos e variedades quociente, e também como
podemos utilizar grupos de Lie para entender melhor a estrutura de espagos simétricos.
Em particular, tal abordagem nos permitira deduzir informagoes sobre a curvatura, as

geodésicas e os campos de Killing de tais espacos.
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Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresen-
tamos alguns fatos preliminares que serao usados ao longo do texto. Os capitulos 3 e 4
formam a parte mais técnica do trabalho. No primeiro deles, inicialmente definimos varie-
dades homogéneas como espacos topoldgicos, depois construimos cartas coordenadas afim
de torna-las variedades diferenciaveis. Por fim, mostramos como usar agoes de grupos
para obter mais exemplos de variedades homogéneas. No segundo, apresentamos algumas
proposicoes que garantirao a existéncia de um tipo particular de estrutura riemanniana
em um espac¢o homogéneo GG/H, a chamaremos de uma métrica G-invariante.

No dltimo capitulo, veremos que uma métrica G-invariante em G/H torna
as translagoes a esquerda em GG/H isometrias, de sorte que seus fluxos dardo origem a
campos de Killing. Uma vez que campos de Killing restritos a geodésicas sao campos
de Jacobi, entenderemos aqueles analisando estes ultimos. Isso serd feito no contexto
particular de espagos (globalmente) simétricos, e um subproduto de nossa apresentagao
sera uma descricao do tensor de Ricci de um tal espaco em termos da forma de Killing do

grupo G.
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2 PRELIMINARES

O principal objetivo deste capitulo é apresentar as definicoes e resultados
que serao utilizados ao longo do restante dessa dissertacao. Isso inclui grupos de Lie,
subgrupos de Lie, subgrupos fechados, algebras de Lie e submersoes riemannianas. Como

de costume em Geometria Diferencial, diferencidvel significard suave (isto é, de classe

C).
2.1 Grupos de Lie

Iniciamos esta secao fazendo uma breve explanagao sobre grupos de Lie. Para

uma exposi¢ao mais ampla e detalhada veja os capitulos 2 e 20 de |[LEE (2003).

Definicao 2.1. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G que € também um
grupo no sentido algébrico, com a propriedade de que as aplica¢oes de multiplicacao p :
G x G — G e inversao i : G — G, dadas por u(g,h) = gh ei(g) = g, sio ambas

diferencidveis.

Dados m,n € N, denotemos por M(m x n,R) o espaco vetorial aditivo das
matrizes reais m X n. Munindo M(m x n,R) com a topologia e estrutura diferencidvel
induzidas por sua identificagdo natural com R™", tornamos M (m x n,R) uma variedade
diferencidvel mn-dimensional, difeomorfa a R™". Denotamos M (n x n,R) simplesmente

por M(n,R).

Exemplo 2.2. Seja GL(n;R) o grupo (com a multiplicagio de matrizes como opera¢ao)
das matrizes invertiveis n X n sobre R, munido com a topologia induzida por M(n;R).
A continuidade da funcdo determinante, det : M(n;R) — R, garante que GL(n;R) é
um aberto de M(n;R). Munindo GL(n;R) com a estrutura diferencidvel induzida por

M(n;R), € facil verificar que GL(n;R) € um grupo de Lie.

Definicao 2.3. Se G e H sao grupos de Lie, um homomorfismo de grupos de Lie F' :
G — H ¢ uma aplicagdo diferencidvel que é também um homomorfismo de grupos.
No caso em que F é um difeomorfismo (o que implica que sua inversa também é um
homomorfismo de grupos de Lie), F' € chamada de isomorfismo de grupos de Lie. Neste
caso, dizemos que G e H sao grupos de Lie isomorfos. Se F': G — G é um isomorfismo

de grupos de Lie, dizemos que F' € um automorfismo de grupos de Lie.

Exemplo 2.4. A funcao determinante det : GL(n;R) — R* € uma fun¢ao diferencidvel,
ja que det A € uma fungdo polinomial nas entradas da matriz A. Como det(AB) =

det(A) det(B), temos que det é também um homomorfismo de grupos de Lie.

No que segue, salvo mencao em contrario, G denotara um grupo de Lie com

elemento neutro e e aplicagoes diferenciaveis de multiplicagao u e de inversao 1.
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Exemplo 2.5. Fizado g € G, as translagcoes a esquerda L, : G — G e a direita R, :
G — G, dadas por Ly(x) = p(g,x) = gx e Ry(z) = p(x,g9) = zg sao difeomorfismos,
apesar de nao serem automorfismos de grupo de Lie. De fato, sendo iy : G — G x G
a inclusdo, i,(x) = (g,), temos que Ly, = p1oiy. Logo, por ser composta de aplicagoes
diferencidveis, Ly € diferencidvel. Por outro lado, como Lyo Ly = Ly-10L, = Idg, seque
que Ly é, de fato, wm difeomorfismo de G, tal que (Ly)™* = Ly-1. De modo andlogo, é
possivel verificar que a translacao a direita Ry € um difeomorfismo de G. Para g,h,x € G,
a associatividade da operacao do grupo G fornece Lyy(x) = (gh)x = g(hz) = L,(hz) =
L, o Ly(z). Portanto, Ly, = L, o Ly, para quaisquer g,h € G. A mesma propriedade
vale para translagoes a direita, e € fdacil verificar que translagoes a direita comutam com
translagoes a esquerda, isto €, Lyo Ry = Ry, o Ly, para g, h € G quaisquer.

Para g € G, a composta Rgo L, = Ly 0Ry é chamada de conjugacao por g,
sendo denotada por C,. Denotamos por Ad, sua diferencial, isto €, Ady = (Cy).. Dessa
forma, se K C G, denotamos por Ad(K) o conjunto de todas as aplicagoes Adg, com
g € K. Note que, para todo g € G, a aplicagio Ad, é um automorfismo de grupos de Lie.

Isso decorre da regra da cadeia aplicada a igualdade (facilmente verificdvel) Cy, = CyoCh,.

Passemos, agora, a definicao de um objeto algébrico que apresenta enorme
importancia no estudo de grupos de Lie.

Uma dlgebra de Lie (real) é definida como um espago vetorial g, munido de
uma aplicagao R-bilinear e antissimétrica [-,-] : g X g —> g para a qual vale a identidade
de Jacobr:

[[Xv Y]? Z} + HYa Z]7X] + [[27 X]v Y] =0,

para todos X,Y, Z € g. Tal aplicacao é denominada o colchete de Lie de g.

Uma subdlgebra de Lie de uma algebra de Lie g é um subespaco vetorial h de
g tal que [X,Y] € b, para todos X,Y € h. Em particular, b é ela mesma uma &dlgebra de

Lie, quando munido com a restricao do colchete de Lie de g.

Exemplo 2.6. Se M ¢ uma variedade diferencidvel, entao o conjunto dos campos de
vetores diferencidveis em M, que denotaremos por X(M), € uma dlgebra de Lie com o

colchete usual de campos de vetores suaves como colchete de Lie.

Exemplo 2.7. O espago vetorial M (n;R), das matrizes n x n sobre R, € uma dlgebra de
Lie com o colchete de Lie de matrizes, [A, Bl = AB — BA, para todas A, B € M(n;R).
De agora em diante, sempre que considerarmos M(n;R) como dlgebra de Lie, nds a

denotaremos por gl(n;R) e suporemos que o colchete de Lie € definido desta forma.

Exemplo 2.8. Seja o(n) o subespago vetorial de gl(n;R) formado pelas matrizes reais
n X n antissimétricas, ou seja, tais que A+ AT = 0,, onde (-)T denota transposicao

de matrizes e 0, denota a matriz nula n X n. Munindo o(n) com o colchete de Lie de
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matrizes, temos para A, B € o(n) que

[A,B]+[A,B]Y = (AB— BA)+ (AB — BA)"
= (AB— BA)+ (B"A" — ATB")
= (AB — BA)+ (—=B)(—A) — (=A)(=B) = 0,.

Portanto, o(n) € fechado para o colchete de Lie de matrizes, de sorte que o(n) é uma
subdlgebra de Lie de gl(n;R).

E um fato central para o desenvolvimento da teoria dos grupos de Lie que todo
grupo de Lie G tem naturalmente associada a si uma subdlgebra de Lie de X(G). Para
apresentarmos tal dlgebra, comegamos definindo um campo X € X(G) como invariante
a esquerda se X for L,-relacionado a si mesmo, para todo g € G. De outra forma, X
¢ invariante a esquerda se (Lgy)., Xp = X, (n), para todos g,h € G. Se X,Y € G sdo
campos invariantes a esquerda e a,b € R, é imediato que a X 4+ bY também é invariante
a esquerda; por outro lado, a naturalidade do colchete de Lie de campos de vetores (veja,
por exemplo, a Proposicao 4.16 de LEE (2003)) garante que [X, Y] também é invariante
a esquerda. Portanto, de acordo com a discussao acima, podemos seguir para a proxima

definicao.

Definicao 2.9. A dlgebra de Lie de G, denotada por Lie (G) ou simplesmente por g,
sempre que nao houver perigo de confusao, € a subdlgebra de Lie de X(G) formada pelos

campos invariantes a esquerda.

Seja G um grupo de Lie com &lgebra de Lie g. Dado X. € T, G, podemos
definir um campo X em G, a partir desse vetor, pondo X, = (L,). X, para todo g € G,
e nao é dificil verificar que X é suave. Ademais, X é invariante a esquerda, visto que a

regra da cadeia fornece, para g, h € G,
(Lh)*ng = (Lh)*g<(Lg>*eXe) = (th)*eXe = th = XLh(g)'

Uma vez que o campo X construido acima é claramente o tnico elemento de g cujo valor
em e coincide com X,, podemos denotar tal campo X por X,. Dessa forma, fica bem

definida a aplicacao

E ' T.G — g
Xe '—>§€:3

a qual é mesmo um isomorfismo de espagos vetoriais (veja, por exemplo, o Teorema 4.20
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de |[LEE| (2003)). Em particular,

dimg =dim7, G = dimG.

Exemplo 2.10. Como caso particular do que foi visto acima, temos um isomorfismo de
espagos vetoriais entre Lie(GL(n;R)) e Tr, GL(n;R), onde I,, denota a matriz identidade
de ordem n. Por outro lado, como GL(n;R) é um subvariedade aberta do espago vetorial
M(n;R), temos uma identificacio natural entre Ty, GL(n;R) e o préprio gl(n;R). E
possivel mostrar que tal identificacao respeita colchetes de Lie; com isso, sempre que
conveniente identificaremos a dlgebra de Lie de GL(n;R) com gl(n;R). Analogamente,
se V' é um espago vetorial real n-dimensional, podemos identificar Lie(GL(V)) e gl(V),

sempre que necessario.

Definicao 2.11. Um subgrupo H de G € dito um subgrupo de Lie de G se € possivel
dotd-lo de uma topologia e uma estrutura diferencidvel que o tornam, ao mesmo tempo,

um grupo de Lie e uma subvariedade imersa de G.

Exemplo 2.12. Seja O(n,R) C GL(n,R) o conjunto das matrizes ortogonais (reais) de
ordem n. Dadas A, B € O(n,R), temos (AB™!)™! = BA™! = BAT = (AB")T, de sorte
que O(n,R) é um subgrupo de GL(n,R). A discussao a sequir garante que O(n,R) é
subgrupo de Lie fechado e mergulhado de M(n,R).

Comecemos denotando por S(n,R) o subespago de M (n,R), de dimensao n(n+
1)/2, das matrizes simétricas de ordem n. Definindo ® : GL(n,R) — S(n,R) por

d(X)=X"X,

¢ imediato que O(n,R) = ®~(I,); em particular, como ® € uma fungdo continua e I,
¢ fechado em S(n,R), temos que O(n,R) € fechado em GL(n,R). Também, O(n,R) é
limitado, uma vez que cada coluna de uma matriz ortogonal tem norma 1, o que implica
que a norma euclidiana de A € O(n,R) € (Zij(AW)I/?) = /n. Portanto, O(n,R) ¢
compacto.

Continuando, mostremos que a matriz identidade I, é valor reqular de P,
donde sequird que O(n,R) = ®~Y(I,,) é uma subvariedade mergulhada de GL(n,R) com
dim(O(n,R)) = n* —n(n +1)/2 = n(n — 1)/2. Para o que falta, fite X € O(n,R);
identificando os espacos tangentes Tx GL(n,R) e Tg(x)S(n,R) com M(n,R) e S(n,R),

respectivamente, nao € dificil verificar que:

o, . (V)=VIX+XTV V¥V, VeMnR).
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Agora, dada C € S(n,R), podemos escrever

T T T T
+g XX XXO:(XO> X+XTX—O:<I>*X(X—O>,

2 * 2 2 2 2

de modo que ®, € sobrejetiva.

Se H é um subgrupo de Lie de GG, poderiamos esperar que a algebra de Lie b
de H fosse uma subalgebra da édlgebra de Lie g de G. Contudo, como elementos de b sao
campos vetoriais definidos em H, e nao em G, rigorosamente falando esse nao é o caso.
Nao obstante, h pode ser canonicamente identificada a uma subdlgebra de Lie de g, da
seguinte forma: ¢ imediato verificar que todo Xy € b se estende unicamente a um campo

Xh € g, de maneira tal que a aplicacao

Lt h —g
Xb l—)Xh

é injetiva e respeita colchetes de Lie. Assim, se pensarmos em h como uma subalgebra de

Lie de g, nao estaremos cometendo um erro grave.

Exemplo 2.13. Pelo Ezemplo[2.13,0 subgrupo O(n,R) de GL(n,R) € igual ao conjunto
de nivel ®71(1,), onde ® : GL(n,R) — S(n,R) € a aplicagio tal que ®(X) = X1 X;
dessa forma, Ty, O(n,R) = ker ®,, . Mas, como ®,, V = VT +V, temos

T;, O(n,R) = {V € gl(n,R) : VT +V =0}

Denotando esse subespaco de gl(n,R) por o(n), nossas identificacoes anteriores nos per-

mitem considerar o(n) como uma subdlgebra de Lie de gl(n,R), a qual é canonicamente
isomorfa a Lie(O(n,R)).

Recordemos que, se M e N sao variedades riemannianas, um difeomorfismo

f: M — N é dito uma isometria se, para todo p € M, tivermos

({dfy(v2), dfp(01))) pw) = (V1, 02)p,

onde vy e vy s@0 vetores arbitrarios de T,M e (, ), ((,)) representam as métricas de M
e N, respectivamente. O resultado a seguir é o conteido da Proposicao 3.62 de (O’NEILL
(1983).

Proposicao 2.14. Sejam p,v : M — N isometrias locais de uma variedade rieman-

niana conexa M em uma variedade riemanniana N. Se existe um ponto p € M tal que

Pu, = U, (€, portanto p(p) = Y(p)), entdo ¢ = .

Definicao 2.15. Uma métrica em um grupo de Lie G' € invariante a esquerda se Ly €
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uma isometria, para todo g € G. De modo andlogo, se R, € uma isometria para todo
g € G, dizemos que a métrica € invariante a direita. Por fim, uma métrica em G que é

simultaneamente tnvariante a esquerda e a direita € dita biinvariante.

Para a proposicao a seguir, é possivel provar que, dado um grupo de Lie G com
algebra de Lie g e X € g, a curva integral de X que passa por e tem dominio maximal
R. Nesse caso, denotando por F': R — G tal curva integral, também é possivel provar
que F' é um homomorfismo de grupos de Lie, de forma que costumamos nos referir a ela

como o subgrupo a um parametro de G gerado por X.

Proposicao 2.16. Seja G um grupo de Lie conexo, munido de um tensor métrico inva-
riante a esquerda { , ). As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) (,) € invariante a direita, portanto biinvariante.

(b) (,) € Ad(G)-invariante, isto €, para cada g € G a aplicagdo Ad, : g — g € uma

1sometria linear.

(c) A aplicagio inversio g — g~' é uma isometria de G.
(d) (X,[Y,Z]) = ([X,Y],Z), para todos X,Y,Z € g.
(e) VxY = %[X, Y], para todos X,Y, Z € g.

(f) As geodésicas que partem de e sao precisamente os subgrupos a um parametro de G.

Demonstracao. Veja a Proposi¢ao 11.9 de O’NEILL (1983). O

A propriedade do item (d) da proposi¢ao anterior é conhecida como a identi-
dade de Weyl. Para nossos propositos, é importante observar que se G é um grupo de
Lie (nao necessariamente conexo) munido de uma métrica para qual identidade de Weyl
se verifica, entdo a propriedade do item (b) ainda permanece valida. Nesse sentido, a

hipdtese de conexidade ¢é indispensavel somente para a validade da afirmacao reciproca.
A curvatura R de uma variedade riemanniana M é uma correspondéncia que
associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z, 7 € f(M),

onde V ¢ a conexao riemanniana de M. E possivel mostrar que, para todo par X,Y €
X(M), o operador curvatura R(X,Y") ¢ linear e que R ¢é bilinear em X(M) x X(M), isto
é,

R(fX1+9X2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X5, Y1),

R(Xy, fY1+ gYs) = fR(X1, Y1) + gR(X4, Y2)

para fungoes diferencidveis f, g definidas em M e campos Xi, Xo, Y], Ys € X(M). Dado

p € M, se o CT,M éum subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e z,y € o
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sao dois vetores linearmente independentes

 (R(z,y)z,y)
K:9) = R = 2,2

nao depende da escolha dos vetores x,y € o (veja a Proposigao IV.3.11 de DO CARMO
(2015)). Com isso, o numero real K(z,y) = K(o) é chamado curvatura seccional de o
em p. O resultado a seguir apresenta expressoes mais simples para o tensor curvatura e a

curvatura seccional de um grupo de Lie munido de uma métrica biinvariante.

Proposicao 2.17. Seja G um grupo de Lie munido com a métrica biinvariante ( , ),
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vixy|Z entio:
(a) R(X,Y)Z = 3[[X,Y], Z] para todos XY, Z € g.
(b) Se X eY geram um plano nao degenerado em g e | X ANY|? := | X|?|Y]? — (X,Y)?,
entao

X, Y]
KXY) = 4x v e

Em particular, K > 0.
Demonstracao.

(a) Pela proposigao anterior VxY = %[X , Y], segue que

R(X, Y)Z =VyvVxZ -VxVyZ + V[va}Z

1 1 1

1 1 1
Por outro lado, a identidade de Jacobi nos diz que [[X, Y], Z]+[[Y, Z], X|+[[Z, X],Y] = 0;
entao, $([Z, X],Y] + 3[[Y.Z], X] = —1[[X,Y],Z]. Agora, ¢ imediato que R(X,Y)Z =
1[x. Y], Z).

(b) A identidade de Weyl garante que
1 1
A partir dai, o resultado desejado segue prontamente. O

Se GG é um grupo de Lie abeliano, é possivel mostrar que sua algebra de Lie
também é abeliana, isto é, que [X,Y] = 0 para todos X,Y € g. Portanto, se um grupo
de Lie abeliano estiver munido com uma métrica biinvariante, entao é imediato, a partir

da formula apresentada acima para a curvatura seccional de G, que K = 0.

Se g é uma éalgebra de Lie e X € g, definimos adx : g — g por adx(Y) =
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[X,Y]. Evidentemente, ady é um operador linear e, pela identidade de Jacobi, temos
adz([X, Y]) = [adz<X), Y] + [X, (ldz(Y)]

Também pela identidade de Jacobi, é imediato verificar que adjxy] = [adx, ady].

Definicao 2.18. A forma de Killing de uma dlgebra de Lie g € a aplicacao B : gxg — R
dada por
B(X,Y) = tr(adxady).

Lema 2.19. A forma de Killing B de uma dlgebra de Lie g € um forma bilinear simétrica,
invariante pelos automorfismos de g e tal que B(|X,Y],Z) = B(X,[Y, Z]), para todos
X.Y,Z€g.

Demonstracao. O fato de B ser bilinear segue diretamente da linearidade da aplicacao
X — adx. Que B é simétrica, segue de tr(ST) = tr(7'S), para todos os operadores
lineares 7', S : g — g.

Agora, seja § um automorfismo de g, ou seja, um isomorfismo linear que
preserva colchetes de Lie. Entao, 8o adx = adgx) o 8 ou, o que é o mesmo, adg(x) =
Boadx o 37t Mas, como o traco de um operador linear é invariante por semelhancas,

segue dai que
B(B(X),B(Y)) = tr(ﬁ o adxady o 5’1) = B(X,Y).

Finalmente, como adixy] = [adx,ady], apelando novamente para as propriedades do

traco, obtemos

B([X,Y],Z)

tr(adix yjadz) = tr([adx, adyladz) = tr((adxady — adyadx)adyz)
tr(adxadyady) — tr(adyadxady) = tr(adxadyady) — tr(adxadzady )
tr(adX(adyadZ — adzady>> = tr(adX[ady, adz]) = B(X, D/, Z])

]

De posse do material acima, podemos enunciar mais uma consequéncia da
Proposigao 2.17}
c¢) O tensor de Ricci de G, restrito a g, é dado por Ric -~ —%lB, onde B é a forma de
Killing de g.

De fato, temos por definicao que

Ric(X,Y) =tr(V = R(X,V)Y).
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Por outro lado, segue do item (a) da proposicao citada que

RIX,V)Y = i[[x, V], Y] = —}l(adyadx)v.

Um grupo de Lie G é dito semisimples se sua forma de Killing B for nao-
degenerada. Nesse caso, se G for também conexo, entao, munindo-o com o tensor métrico
induzido por B, a propriedade B([X,Y], Z) = B(X,[Y, Z]) para X,Y, Z € g garante que
B é biinvariante. Por fim, pelo item (c) acima, G’ é uma variedade Einstein.

Concluimos essa explanacao acerca de grupos de Lie apresentando uma aplicacao
canoOnica muito importante entre Lie(G) e G, chamada aplica¢io exponencial de G. Dare-
mos um importante uso para tal aplicacao com a demonstracao do teorema do subgrupo
fechado, o qual afirma que todo subgrupo topologicamente fechado de um grupo de Lie
G ¢é um subgrupo mergulhado e, portanto, um subgrupo de Lie de G. Mais adiante, esse

resultado serd crucial para a construcao de variedades quociente.

Definicao 2.20. Dado um grupo de Lie G com dlgebra de Lie g, definimos a aplica¢ao
exp : g — G, chamada a aplicagao exponencial de G, pondo exp X = F(1), onde F € o

subgrupo a um parametro de G gerado por X € g.

O proximo resultado lista as propriedades mais importantes da aplicacao ex-

ponencial. Para uma prova do mesmo, veja o Teorema 20.13 de LEE| (2003).

Proposicao 2.21. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Entao:

(a) A aplicagio exponencial de G é uma aplicacao suave de g em G.

(b) Para todo X € g, F(t) = exp(tX) € o subgrupo a um parametro de G gerado por
X.

(c) Para todo X € g, temos exp(s + t)X = exp(sX)exp(tX).

(d) Mediante as identificagoes canonicas de Tog e TG com g, a diferencial exp,, :
Tog — T.G € a aplicagao identidade.

(e) Ezistem vizinhancas U de 0 em g e V de e em G tal que exp ‘U U — V € um
difeomorfismo.

(f) O fluxo O de um campo vetorial invariante a esquerda X € g é dado por 0, = Rexp(ix)-

(g) Se H € outro grupo de Lie, com dlgebra de Liely, e f : G — H é um homomorfismo

de grupos de Lie, entao o diagrama a sequir comuta:

[

g——h

lexp

H

exp

G
f

Lema 2.22. Sejam G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. Para todos X,Y € g,



21

existe uma funcao diferencidvel Z : (—e,e) — R satisfazendo Z(0) = 0 e tal que a

identidade a sequir vale para todo t € (—¢,€):
exp(tX) exp(tY) = exp ({(X + Y + Z(1))). (1)

Demonstra¢ao. Como a aplicacao exponencial é um difeomorfismo em alguma vizinhancga

da origem em g, existe £ > 0 tal que a aplicacao v : (—¢,¢) — g, definida por
Y(t) = exp™ ! (exp(tX) exp(tY'))
¢ diferencidvel. Note que v(0) =0 e
exp(tX) exp(tY) = expy(t).
Observe, ainda, que podemos escrever v como a composi¢ao

ey X e exp
XY awa—t g G

onde ex(t) = exp(tX) e ey(t) = exp(tY). Como u.(X,Y) =X +Y para XY € T.G
(veja o Problema 3.6 de LEE (2003)), temos que

7' (0) = exp, (e (0) + €3.(0) = X +V.
Portanto, pela formula de Taylor de primeira ordem para v, obtemos
v(t) =t(X +Y)+tZ(t),

para alguma funcao diferenciavel Z satisfazendo Z(0) = 0. O]

Lema 2.23. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se A, B C g sao subespa¢os
complementares de g, a aplica¢io v : A@® B — G dada por Y(X,Y) = (exp X)(expY)
¢ um difeomorfismo de uma vizinhanga de (0,0) em A® B para uma vizinhanga de e em

G.
Demonstragdo. Uma vez que dim7T,G = dim g = dim (A®B) e dim(A®B) = dim T{o,0)(AD

B), temos que dim T.G = dim T{o,0)(A® B). Entao, para mostrarmos que v é nao singular

em (0,0), isto é, que ¥ é um isomorfismo linear, basta verificarmos que a aplicacao

*(0,0
Ve * T(0,0)(A© B) —; TleG é sobrejetiva.

Se X € Aea(t) =¢(tX,0) = exp(tX), entao X(e) = ¢, (X,0). Portanto,
V0.0 (T0.0)(A © B)) contém o subespaco de T.G naturalmente identificado com A. De
modo analogo, obtemos que . (T(0,0)(A © B)) contém o subespago de T.G natural-

mente identificado com B. Usando mais uma vez que dim7.G = dim(A & B) obtemos



22

Vi0.0)(T0.0)(A® B)) = T.G, como querfamos demonstrar.
Dessa forma, pelo teorema da aplicacao inversa, existem vizinhancas U C A®B
e V C @, respectivamente contendo (0,0) e 1(0,0) = e, tais que 2/1|U U — V é um

difeomorfismo. [

O teorema a seguir é conhecido na literatura como o teorema do subgrupo
fechado, sendo devido a Elie Cartan. Uma vez que ele sera de crucial importancia nessa

dissertacao, apresentamos sua demonstracao, conforme constante do capitulo 20 de LEE
(2003).

Teorema 2.24. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo que é também um

subconjunto fechado de G. Entao, H é um subgrupo de Lie mergulhado de G.

Demonstragao. Se m = dim G, iniciaremos definindo um subespaco de Lie(G) que serd,
a menos de identificacao, a algebra de Lie de H. Por simplicidade, denotemos Lie(G) por

g e consideremos o subconjunto h C g dado por
h={Xecg:exp(tX)e HVteR}

mostraremos que h é um subespaco vetorial de g.

Da definicao de h é evidente que se X € b, entdao sX € h para todo s € R.
Basta, pois, mostrarmos que § é fechado para a operacao de adicao vetorial. Dados
X,Y € b, usando a férmula obtida em concluimos que para todo t € R e todo inteiro

n suficientemente grande, vale

(exp EX) (exp 3Y’) = exp t (X +Y +Z (£>) ,
n n n n

com Z diferencidvel e satisfazendo Z(0) = 0. Usando uma simples indugao no item (c)
da proposicao [2.21], obtemos

¢ t " ¢ AN t
((exp —X) (exp —Y)> = (exp — (X +Y +Z (—))) = exp t(X +Y+Z (—)) .

n n n n n
Fixando t e fazendo n — oo na igualdade acima, temos das continuidades de exp e de Z

lim ((exp iX) (exp iY)) =exp (X +Y).
n—00 n n

Como exp ((t/n)X),exp ((t/n)Y) € H (uma vez que X,Y € h) e H é um subgrupo de G,

concluimos que o produto exp((t/n)X)exp((t/n)Y’), bem como suas sucessivas poténcias,

que

também sao elementos de H. Usando agora que H é um subgrupo topologicamente
fechado, teremos que o ponto limite exp ¢(X + YY) é um elemento de H para todo t € R.

Portanto, X +Y € b e, com isso, h é um subespaco vetorial de g.
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Fixada uma base (E1, ..., Ey) de b, podemos escolher (Eg.1, ..., Fy,,) de modo
a estender a base de h a uma base (Ey, ..., Ex, Exi1,..., Ey) de g.
Suponhamos, por um instante, que seja possivel garantir a existéncia de uma
vizinhanca U da origem de g satisfazendo as seguintes condicoes:
i. A restricao exp }U é difeomorfismo sobre exp(U).
ii. exp(UNh) = (exp U)NH.
Sendo F : R™ — g o isomorfismo linear determinado pela base canonica de R™ e pela
base (Ei, ..., E,), é imediato verificar que a composta ¢ = E~1 oexp™! : exp U — R™
¢ uma carta do atlas diferencidvel maximal de G. Como exp |U ¢ difeomorfismo e para U

vale a propriedade expressa no item (ii), temos
o((exp UYN H) = E-Y(UNH).

Pela escolha de base feita anteriormente, o conjunto acima é a fatia de R™ obtida impondo
as ultimas m — k coordenadas como sendo iguais a zero. Agora, dado h € H, a translacao
Ly é um difeomorfismo de exp U para uma vizinhanca de h, visto que U ¢ uma vizinhanca

da origem em g e exp0 = e. Como H é um subgrupo, temos L;(H) = H, logo,
Lyp((exp U)YNH) = Ly(exp U)NLy(H) = Lp(exp U)N H

epo L,:l é facilmente visto como uma carta adaptada para H numa vizinhanca de h.

Assim, se mostrarmos que existe uma vizinhanca U da origem em g satisfa-
zendo as condigoes (i) e (ii), concluiremos que H ¢é uma subvariedade mergulhada de G
e, portanto, um subgrupo de Lie de G (a esse respeito, veja também o Teorema 8.30 de
LEE (2003)).

Para o que falta, seja U uma vizinhanga da origem em g na qual exp é um
difeomorfismo (a existéncia de tal vizinhanga é garantida pela proposi¢ao item (e)).
Pela defini¢ao de b, vale exp(U N'h) C (exp U) N H. Para obtermos (i), basta mos-
trarmos que é possivel diminuir U de modo a valer a inclusao contraria. Suponha, por
contradigao, que isso nao seja possivel. Seja {U;} base enumerdvel de vizinhangas para g
em 0, encaixante (por exemplo, uma sequéncia enumeravel de bolas cujos raios formem
uma sequéncia decrescente convergindo para zero). Nossa afirmacao implica que para
cada i existe h; € (exp U;) N H tal que h; ¢ exp(U; N h).

Se m = span(Ejy1,..., Ep), entdo g = h & m. Pelo lema , para ¢ sufici-
entemente grande a aplicacao de h @ m em G dada por X +Y — exp Xexp Y é um

difeomorfismo de U; para uma vizinhanca de e em G. Portanto, podemos escrever
h; =exp X;exp Y,

para X; € U;Nhe Y, € U;Nm, com Y; # 0 ja que h; ¢ exp(U; N'h). Como {U;} é uma
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base de vizinhancas, temos que Y; — 0 quando ¢ — +o0o. Observe que exp X; € H pela
definigao de b, de sorte que exp Y; = (exp X;) 'h; € H.

Tomemos em g o produto interno para o qual a base (Ey, ..., E,,) é ortonormal.
Seja | .| a norma associada a esse produto interno e defina ¢; = |Y;|. Como Y; — 0 quando
i — 400, temos que ¢; — +oo quando i — +o0o. A sequéncia {c;'Y;} estd contida
na esfera unitaria em m com respeito a essa norma. Entao, a menos de subsequéncia,
podemos supor que ¢; 'Y; — Y € m, com |Y| = 1. Em particular, Y # 0. Se mostrarmos
que Y € b, isto é, exp tY € H para todo t € R, teremos uma contradicao, visto que
mnNh={0}.

Dado t € R, para cada i € N seja n; o maior inteiro menor ou igual a t/c;.

Entao,

logo

Com isso, n;c; — t quando 7 — +o00 e, dal,
n;Y; = (nic;)(c;'Ys) sy,

Por continuidade de exp, obtemos exp n;Y; — exp tY quando i — +o0. Mas, exp n;Y; =
(exp Y;)™ € H e, sendo H topologicamente fechado, isso implica que o ponto limite
exp tY esta em H. Isso completa a prova da existéncia de uma vizinhanca U da origem

satisfazendo as condigdes (i) e (ii). O

Corolario 2.25. Seja G um grupo de Lie, e denotemos por Gy a componente conexa de G
contendo o elemento identidade. Entao, Gy € um subgrupo conexo de G, o qual € aberto,
fechado e satisfaz gGog~' = Gy para todo g € G. Além disso, Gy é um subgrupo de Lie
de G.

Demonstracao. Como Gy é uma componente conexa, por definicao, Gy é conexa; além
disso, como toda componente conexa, GGy é fechado em . Portanto, para que Gy seja um
subgrupo de Lie de G ¢ suficiente, pelo teorema do subgrupo fechado, mostrarmos que
Gy é um subgrupo algébrico de G.

Sendo GGy conexo, também é conexo o produto Gg x (Gg. Pela continuidade da
aplicagao multiplicagao p, segue que u(Go X Gp) é um subconjunto conexo de G e, como
(e,e) € Gy x Gy, vemos que e = p(e, e) € u(Go x Gyp). Pela maximalidade na definigao de
componente conexa, segue que p(Go X Go) C Gy. Dai, Gy é fechado para a operagao do
grupo G. Argumentando de modo similar com a aplicacao de inversao ¢ : G — G, vemos

que Gy também ¢é fechado para a operacao de inversao. Dessa forma, Gy é um subgrupo

de G.
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A propriedade ¢Gog~! = Gy para todo g € G segue da continuidade, para
todo g € G, da aplicacao Ry,-1 0 L, : G — G. De fato, tal continuidade garante que
a imagem (Ry-1 0 L,)(Gyp) é um subconjunto conexo de G contendo Gy. Portanto, pela
maximalidade de Gy temos que g7 'Gog = (R,-1 0 L,)(Gp) = Go.

Finalmente, para mostrarmos que Gy é aberto em G, observemos que sendo
G uma variedade, para o elemento neutro e de G podemos considerar uma vizinhanga
U C G de e, aberta e conexa. Pela definicao de Gy, temos U C Gy. Agora, como Gy é
um subgrupo de G, para g € Gy o conjunto L,(U) = gU esta contido em Gy. Note que
gU ¢é uma vizinhanca aberta de g, pois L, ¢ um homeomorfismo de G e e € Gy. Como

g € Gy foi tomado arbitrariamente, segue que Gy é aberto. n

Corolario 2.26. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. FEntao, H
¢ um subgrupo de Lie de G e a aplicacio exponencial de H € a restricao da aplicagcao

exponencial de G a Lie(H).

Demonstracao. A primeira afirmacao segue diretamente do teorema anterior. Para o que

falta, considere um subgrupo a um parametro F': R — H. Entao, a composta

R 2y H - s G

é um homomorfismo de grupos de Lie e, portanto, um subgrupo a um parametro de G,
o qual claramente satisfaz F’(0) € T.H. Reciprocamente, suponha que F' : R — G é
um subgrupo a um parametro de G com F'(0) € T,H. Seja F': R — H o subgrupo a
um parametro de H tal que £(0) = F'(0) € T.H. Como na primeira parte da prova,
por composicdo com a aplicacdo inclusdo podemos considerar F' como subgrupo a um
parametro de G. Mas, como F e F tém o mesmo vetor tangente em 0, eles devem ser

iguais. O
2.2 Submersoes riemannianas

Nesta secao, estudamos um tipo especifico de submersao entre variedades riemannianas,
denominada uma submersao riemanniana. Assim como no estudo de imersoes isométricas,
nosso propoésito é, para submersoes riemannianas, encontrar relacoes entre as conexoes
riemannianas e as curvaturas seccionais das variedades envolvidas.

A fim de definir o objeto de nosso interesse, comecemos recordando que uma
aplicacao m : M — B entre variedades diferencidveis ¢ uma submersao se, para todo
p € M, a diferencial (rm,,) : T,M — Ty B for sobrejetiva. Nesse caso, é bem sabido
(veja, por exemplo [LEE| (2003)) que, se b € B, a fibra 71(b) ¢ uma subvariedade de M,
com

Tp(w_l(b)) = ker(m,,)

para todo p € 7 1(b).
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Seja m : M — B uma submersao entre variedades riemannianas. Dado b € B

e p € 7 1(b) o espago tangente T,M se decompoe nos subespagos ortogonais
Vo = Tp(n7' (1)) e Hy=Ty(r7'(b)"

Dizemos que um vetor em T,M é vertical se ele for um vetor tangente a fibra 71(b) e
horizontal se ele for normal a tal fibra. Como Tp,(7~'(b)) = ker(m,,) e 7., é sobrejetiva, é

imediato que 7, : H, — T, B é um isomorfismo linear.

Definicao 2.27. Uma submersao riemanniana é uma submersao m : M — B entre

variedades riemannianas, tal que m, preserva produto escalar de vetores normais as fibras.

Podemos, entao, dizer que uma submersao riemanniana 7 : M — B é uma
submersao entre as variedades riemanninas M e B tal que, cada para cada b € B e
p € 7 1(b), a aplicagao Ty, . Hp — T, B é uma isometria linear. A partir de agora,
dado um vetor tangente X, € T,B, denotaremos por 77, o unico vetor em H, tal que
s, (71,) =X, E possivel provar que, dado um campo suave X em B, existe um unico
levantamento horizontal X de X a M, isto é, um tnico campo suave X em M, o qual é

m—relacionado a X e tal que Yp € H,, para todo p € M.

Lema 2.28. Seja m: M — B uma submersao riemanniana. Se X,Y sao campos suaves

em B, entao:

(a) (X.Y)=(X,Y)or.

(b) [X,Y]" =[X,Y], onde [X,Y]" denota a componente horizontal do campo [X,Y].
(c) (VxY)" = VxY, onde V
riemanniana de B.
(d) SeT € X(M) é um campo vertical, entdo ([X,T],Y) = 0.
(e) (VxY)V =1i[X,Y]Y e, portanto, VY = (VxY) + [X,Y]".

denota a conexao riemanniana de M e ¥V a conexao

1
2
Demonstragao. O item (a) segue diretamente da defini¢ao; de fato, sendo m uma sub-

mersao riemanniana e X,Y campos horizontais, temos que
(X)) =(r.X,m.Y)=(X,Y)or.

Para (b), como X é m—relacionado a X e Y é m—relacionado a Y, a natu-

ralidade do colchete de Lie garante que [X,Y] é m—relacionado a [X,Y]. Mas, como

a componente vertical de [X,Y](p) estd no niicleo de ., para todo p € M, segue que
m.([X,Y]) = m([X,Y]"). Com isso, concluimos que [X,Y] = . ([X,Y]") ou, o que é o
mesmo, [X,Y] = [X,Y]™.

Para demonstrar o item (c), note inicialmente que, pelo item (b), temos
(VxY,Z)om = (VxY,Z). Como os campos (VY )" e VxY sdo horizontais, é sufi-
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ciente mostrarmos que

(VY,Z)=(VxY,Z)on (2)

para todo campo horizontal Z em M, levantamento de um campo suave Z em B.
Para o que falta, usando a férmula de Koszul para a conexao de Levi-Civita

(veja, por exemplo, o Teorema 3.11 de (O’NEILL| (1983)), temos, por um lado,

Por outro,

AVXY,Z)or = X(ZY)orn+Y(X, Z)or—Z(X,Y)or
—<[X,Z],Y>O7r— <[YaZ],X>O7T— <[Y,X],Z> oT.

Agora, observe que
X[{Z,YYor|=m(X)(Z,Y)) = X{(ZY) o,

sendo igualdades andlogas validas para os outros termos. Com isso, obtemos a igualdade
2(V<Y,Z) = 2(VxY, Z) ow para todo campo horizontal Z em M, levantamento de um
campo suave Z em B.

O item (d) segue, mais uma vez, da naturalidade do colchete. Realmente,

sendo 7" um campo vertical e 7 uma submersao riemanniana, vale

<[X7T]’7> = <[

Finalmente, para o item (e), observemos que pelo item (c) é suficiente mostrar
que a projecao vertical de VY é 1[X,Y]V. Usando novamente o item (a) (e com T
vertical), temos

T(X,Y)=T(X,Y)or) =m(T)X,Y) =0.
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Com essa observacao, usando o item anterior e novamente a férmula de Koszul, obtemos

2<vy?, T> = > - <[77 T]7?> - <[Y7T]’7> + <[y’7]=T>

+ +
I
>
+
5
iy
LT
3

T,
T.Y

Mas, uma vez que (T,Y) = (X, T) = 0, os dois primeiros termos também sio zero. Logo,

9

YY7 T> =
igualdade claramente equivalente ao que desejamos. O

Para o que segue, dada uma submersao riemannniana 7 : M — B, dizemos
que uma curva v em M é horizontal se ' é um campo horizontal ao longo de 7. Ademais,
segue da teoria de equagoes diferenciais ordindrias que se, « : [0,1] — B é uma curva e
g = «(0), entdo existe uma unica curva @ : [0,1] — M tal que @(0) = ¢, roa=aea é

horizontal.
Corolario 2.29. Seja m : M — B uma submersao riemannniana. Se « : [0,1] — B

¢ uma curva em B e @& : [0,1] — M ¢é um levantamento horizontal de «, entio « €

geodésica em B se e somente se & € uma geodésica em M.

Demonstracao. Observemos primeiramente que, como & é um levantamento horizontal
de «, vale a igualdade m.(@’) = o/. Com isso, a é regular se e somente se & é regular.
Sendo esse o caso, sejam X uma extensdo local de o/ e X o levantamento horizontal
correspondente. Entdo, X é uma extensao local de @', e uma extensio imediata do item

(e) do lema anterior ao presente contexto fornece
S (S
Vad =Vyd + §[X, X]Y =Vyo

O resultado desejado segue, agora, imediatamente. O]
O corolario a seguir decorre diretamente do corolario anterior.

Corolario 2.30. Seja m: M — B uma submersao riemannniana. Dada uma geodésica

horizontal v em M, temos que m o~y é uma geodésica em B.

Demonstracao. Localmente, v é levantamento horizontal de 7w o 7. O]
O lema também nos ajudara na demonstracao do teorema a seguir, o qual

relaciona as curvaturas seccionais da base e do espaco total de uma submersao.

Teorema 2.31 (O'Neill). Seja m : M — B uma submersao riemanniana e X e Y
campos suaves em B, com levantamentos horizontais X e Y. Se em cada ponto de B os

campos X e Y geram um subespaco 2-dimensional, entao o mesmo sucede com X eY em
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M. Além disso,

onde | X NY |2 = | X?|Y]? — (X,Y)2
Demonstracdo. Denotemos por R o tensor curvatura de B e por R o tensor curvatura de
M. Se mostrarmos que
_____ 3
(RX,Y)X,Y) = (R(X, V)X, V) o — (X, Y]", [X,V]) (3)

entao, como

ficaremos com

<R(X7Y)X7Y> . <R(X,Y)X, Y> oT B §<[ 77]\}7[ 7?]V>
XAY]2  |[XAY[Por 4 [XAYP
ou, 0 que é 0 mesmo,
Ku(X,Y) = Kp(X,Y)or—= (XYY (X))

E, pois, suficiente mostrarmos . Para tanto, sejam W e Z campos em B,

com levantamentos horizontais W e Z. Pelo lema m, item (e), temos que
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_ _ 1 —
(Vs:Z NxW) = <VyZ,VXW>+Z([Y, Y, X,
1
= <VYZ VXW>O7T+Z

Retornando a igualdade , obtemos

(VxVsZ, W) = X(VyZ,W)or — (VyZ,VxW)or — }lq?, Z)Y, (X, W)
= (VaVyZW)or - (¥, 2], X, )
Logo,
(VxVyZ, W) = (VxVyZ,W) 0w — ([, 2], (X, 7)) (5)

Utilizando a igualdade acima para Z = X e W =Y, juntamente com algumas

das identidades demonstradas no lema obtemos

(RX,Y)X,Y) = (VyVy ’7 —(vyv?z?
(

<v[Y,7]H+[X Y]VY 7>

n+ 3 (7.3 [X,7)

Trocando X por Y em e fazendo novamente Z = X e W =Y, temos que

e
E
=
=

(Vierp X, V) = (X, (©

Primeiramente, observemos que se T' é um campo vertical em M, o item (e) do lema m
garante que (VxY,T) = $([X,Y],T). Mas, como (T,Y) = 0, segue que

0=X(T,Y) = (VT,Y) + (T, V%Y).
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Assim, (VxT,Y) = —(VxY,T) = —1([X,Y],T). Usando essa tltima relagao juntamente
com o item (d) do lema citado, obtemos

<?T77 ?> = <vYT’ ?> + <[T’ YL?> = <vYT’ ?> = <[77 ?]7T>

DO | —

Por fim, fazendo T = [X, X ] na igualdade acima, obtemos a igualdade que precisdvamos.
O
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3 A ESTRUTURA DE VARIEDADE PARA G/H

Nesta secao, descreveremos de maneira simples como construir outras varie-
dades diferencidveis a partir de grupos de Lie. Mais precisamente, se G um grupo de
Lie conexo e H é um subgrupo fechado de GG, mostraremos que o espago quociente G/H
¢ uma variedade diferenciavel de dimensao dim G — dim H. Essa construcgao se revelara

essencial para a descricao de espagos homogéneos e simétricos.

3.1 O espago quociente G/H

Comecamos construindo as relagoes de equivaléncia que darao origem ao con-
ceito de espaco quociente. A construcao em si fard uso somente das propriedades refe-
rentes a um grupo; entretanto, como estamos trabalhando com variedades diferenciaveis,

posteriormente pediremos que os grupos envolvidos sejam também grupos de Lie.

Definicao 3.1. Sejam H wum subgrupo de um grupo G e a,b € G. Dizemos que a é
congruente & esquerda a b, mddulo H, e denotamos a =; b, se a='b € H. De modo

andlogo, define-se congruéncia & direita médulo H pondo a =, b se ab™' € H.

Se H é um subgrupo de um grupo G, é facil verificar que as nogoes de con-
gruéncia a esquerda e a direita médulo H sao relagoes de equivaléncia em G. E também
facil verificar que a classe de equivaléncia de um elemento a € G com respeito a con-

gruéncia a esquerda modulo H ¢ o conjunto
aH = {ah;h € H};

por outro lado, a classe de equivaléncia de a € G em relacao a congruéncia a direita
moédulo H é o conjunto:
Ha = {ha;h € H}.

Dessa forma, as classes aH s@o chamadas de classes (laterais) a esquerda de H em G,
enquanto as classes Ha sdo chamadas de classes (laterais) a direita de H em G. Nao
é dificil mostrar que as cardinalidades dos conjuntos de classes laterais a esquerda e a
direita de H em G coincidem. Tal cardinalidade comum é chamada de indice de H em
G, sendo denotada por [G : H].

Se G é um grupo abeliano, as nogoes de congruéncia a esquerda e a direita
médulo H coincidem. De fato, como H é subgrupo de G, temos que a~'b € H &
(a7'0)™r € H; mas (a™'b)~! = b~ 'a e, sendo G abeliano, temos b~'a = ab™.

Existem, ainda, grupos nao abelianos G com subgrupos H cujas congruéncias

a esquerda e a direita coincidem, o que nos leva a préxima definicao.

Definicao 3.2. Um subgrupo H de um grupo G € dito normal se as relacoes de con-
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gruéncia a esquerda e a direita modulo H coincidem, isto €, definem relacoes de equi-

valéncia idénticas em G.

Uma outra forma de apresentar essa defini¢ao seria dizermos que G é um grupo

' = H para todo g € G. Se H é um subgrupo normal de um grupo G, e

normal se gHg~
GG/H denota o conjunto quociente de G' com respeito as relagoes de equivaléncia idénticas

estudadas acima, podemos definir a seguinte operacao em G/H :
(aH)(bH) = abH.

A normalidade de H em GG permite mostrar que tal operacgao esta bem definida e que, com
ela munido, G/H é um grupo de ordem [G : H|. Tal grupo é chamado o grupo quociente
de G médulo H.

No caso em que H nao seja normal em G, continuaremos denotando por G/H
o conjunto quociente das classes laterais a esquerda de H em G. Também, a aplicacao
m:G — G/H, tal que 7(g) = gH, sera dita a projec¢ao canonica de G sobre G/H.

Consideremos G/ H como um espaco topoldgico, munido com a topologia quo-
ciente induzida pela aplicacdo natural 7 : G — G/H. Dessa forma, por vezes nos
referiremos a G/H como o espag¢o quociente de G mddulo H. FEntdo, a propriedade
caracteristica da topologia quociente (veja LEE (2010)) garante que, para todo espago
topolégico B, uma aplicacao f : G/H — B é continua se e somente se for : G — B

é continua (veja o diagrama abaixo).

O exemplo a seguir, de aplicacao da propriedade caracteristica, serd tutil mais adiante.

Exemplo 3.3. Para g € G, a aplicagao 17, : G/H — G/H, dada por t,(xH) = gz H,
¢ uma bijecao com inversa 7,-1. De fato, T,(t-1(xH)) = 1,(¢ ' H) = gg~'aH = 2H e
To-1(Tg(xH)) = 19~ (9eH) = g 'gxH = xH. Afirmamos que 7, € continua. Para tanto,
pela propriedade caracteristica da topologia quociente, T, € continua se e somente se 7,0
o for; mas, mo Ly = 1,0om e mo L, € continua, de forma que 7, € realmente continua.

Como 7;1 ¢ também continua, seque que 7, ¢ um homeomorfismo.

3.2 A construcao das cartas coordenadas

Sejam G um grupo de Lie conexo e H um subgrupo fechado de G. O material
desta e das préximas duas subsegbes garante que o espago quociente G /H pode ser munido

com uma estrutura de variedade diferencidvel. Nesta subsegao, estabelecemos alguns
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resultados preliminares.
Lema 3.4. A aplicag¢io quociente 1 : G — G/H € aberta.

Demonstracao. Para cada subconjunto aberto U C G, é imediato verificar que o conjunto
71 (7(U)) é igual a uniao de todos os conjuntos da forma L;(U) com h € H. Como
L, : G — G é um homeomorfismo para cada h € H, cada um dos conjuntos L(U) é
aberto, portanto 771(7(U)) é um aberto de G. Sendo m uma aplicagao quociente, isso
implica que 7(U) é aberto em G/H. O

Proposicao 3.5. O espaco quociente G/H ¢é espago de Hausdorff e possui base enu-

merdvel.

Demonstracao. Como G é uma variedade diferenciavel, podemos tomar uma base enu-
meravel B = {B;}icy para a topologia de G. Considere, entao, a familia Bg/y =
{m(U;)}ien. Sendo m aberta, segue que Bg/y é uma familia de abertos de G/H. Por
outro lado, dado um aberto A C G/H, temos que 7 '(A) C G é um aberto de G. Pela
defini¢ao de base, existe um conjunto de indices I C N tal que 7' (A) = ,.; B;. A

sobrejetividade de 7 garante, entao, que

A=n(r"1(4)) = W(UBZ') = U?T(BZ').

i€l el

Portanto, Bg/y é uma base enumeravel para G/H.

Sejam, agora, g1 H, goH € G/H, com g1 H # goH; entdo, g; ‘g ¢ H. Considere
a aplicagao (diferencidvel, logo continua) f : G x G — G dada por f(x,y) = x7 1y, de
sorte que f(g1,92) € G\ H. Sendo H fechado, temos G\ H aberto em G; sendo A C G\ H
uma vizinhanca g; 'gs, segue que f~1(A) é uma vizinhanca de (g1, g2) em G x G; logo,
podemos tomar vizinhangas U; de g; e Uy de go em G, tais que U; x Uy C f~1(A).
Como 7 : G — G/H é aberta, segue que w(U;) e w(Us) sao vizinhangas de g1 H e g2 H,

respectivamente, e é facil verificar que sao disjuntas. O

Pelo que demonstramos acima, para que G/ H seja uma variedade diferencidvel,
basta construirmos uma carta coordenada em uma vizinhanga de cada ponto de G/H, de
modo que a familia de cartas assim obtida seja compativel.

Para o que falta, sejam g e b as algebras de Lie de G e de H, respectivamente.
Seja m um espaco vetorial complementar a fh em g, isto é, tal que g = m @ h. Observando

que m @ h ~m x b, defina a aplicacao ¥ : m x h — G pondo

P(X,Y) = exp(X) exp(Y) = pexp(X), exp(Y)),

onde p: G x G — G é a aplicagao (diferencidvel) de multiplicacdo de G. Por ser uma

composigao de aplicacoes diferenciaveis, temos que ¢ é diferenciavel.
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Lema 3.6. Sendo 0 a origem do espago vetorial g, a aplicagcao ¢ definida acima € nao

singular em (0,0).

Demonstragdo. Inicialmente, note que dim 7.G = dim g = dim(mx bh) = dim T(o o)(m x b).
Entao, para mostrarmos que 1 é nao singular em (0, 0), isto é, que 10,0y ¢ um isomorfismo
linear, basta verificarmos que a aplicacao 10,0y : T(0,0)(m X h) — T.G ¢é sobrejetiva.
Para o que falta, se X € m e «o(t) = ¥(tX,0) = exp(tX), entdo X(e) =
V4(0,0)(X,0).  Portanto, 1.(0,0)(T(0,0)(m x b)) contém o tnico subespaco de T.G' que é
identificado com m. De modo andlogo, mostramos que .(,0)(Z{0,0)(m x b)) contém o
unico subespaco de T.G que ¢ identificado com h. Mas, como 9,0y € linear, ela contém

a soma de tais subespagos, a qual ¢ igual a g. O

Lema 3.7. Sejam O; C m e Oy C b subconjuntos abertos contendo a origem e tais que
Y : 01 X Oy — U € um difeomorfismo sobre um subconjunto aberto U de G contendo e.

Entao, existem abertos Uy C O1 e Uy C Oy tal que
(exp(Ur) ™" - exp(Ur)) N H = p(exp(Ur) ", exp(U1)) N H C exp(Us).

Demonstragcao. Observe que a existéncia dos abertos O1, Oy e U do enunciado é garantida
pelo lema anterior, juntamente com o teorema da aplicagdao inversa. Além disso, como
H ¢ fechado em G, o Teorema garante que H é um subgrupo de Lie de GG, o qual ¢é
mergulhado. Pelo item (e) da Proposic¢ao podemos considerar um aberto Uy C O,

tal que exp |U2 é um difeomorfismo sobre sua imagem. Entao, como (cf. Corolério [2.26]) a

aplicacao exponencial de H é a restricao da aplicacao exponencial de G a b, concluimos
que exp(Usz) ¢ um aberto de H contendo a identidade.

Consideremos, agora, um aberto W C G contendo a identidade, tal que W N
H C exp(Us) (isso é possivel, pelo fato de H ser mergulhado em G). Pela continuidade da
aplicacao p, podemos escolher um aberto U; C O de modo que (exp(Ul)_l . exp(Ul)) C
W. Portanto, (exp(Ur)~"-exp(Ui)) NH C WNH C exp(Us). O

No que segue, continuamos sob as mesmas notagoes e hipéteses do lema ante-
rior. Observe que, como 7 é uma aplicagao aberta e (0,0) € U; x U, temos que 7(U) é
um aberto de G/H contendo eH.

Lema 3.8. A aplicagao ¢y : Uy — w(U), definida por po(X) = exp(X)H, € uma bije¢do.

Demonstragao. Por definigao, U = (U; x Us) = exp(U) - exp(Usz). Além disso, como
exp(Usz) C H, temos 7(U) = w(exp(U1)) = ¢o(Uy). Concluimos, portanto, que ¢y ¢é
sobrejetiva.

Agora, suponha que existam X,Y € U tais que wo(X) = ¢o(Y), isto é,
exp(X)H = exp(Y)H. Entéao, exp(X) ™" -exp(Y) € (exp(Ur)~"-exp(Ur)) NH C exp(Us),
de sorte que podemos tomar Z € U, tal que exp(X)™! - exp(Y) = exp(Z). Com isso,
P(Y,0) = exp(Y) = exp(X) - exp(Z) = (X, Z). Mas, como (Y,0),(X,Z) € Uy x Uy ¢ a
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aplicagao ¢ : Uy X Uy — U é um difeomorfismo, obtemos (Y,0) = (X, Z). Logo, X =Y

e o € injetiva. O
3.3 Definicao das cartas coordenadas

Continuando com as notagoes da secao anterior, nesta secao construiremos
cartas coordenadas que tornardo (G/H uma variedade diferencidvel de dimensao dim G —
dim H.

Para cada g € G, defina ¢, : Uy — g - m(U) por ¢, = 7, 0 . Como 7, e ¢y
sao bijegoes, temos que, para cada g € G fixado, ¢, ¢ também uma bijecao.

Dado g € G, seja U, = p4(Uy) = g - w(U). Mostraremos que o conjunto de
aplicagoes

A={p,: Uy — U, ; g € G}

forma um atlas diferenciavel para G/H. Para tanto, lembre-se de que Uy, que é o dominio
de todas essas cartas coordenadas, foi definido como uma vizinhanca aberta de 0 € m,
sendo m um subespaco de g tal que g = m & h. Entdao, dimm = dimg — dimbh =
dim G—dim H. Segue, portanto, que uma vez demonstrado que A é um atlas diferencidvel
para G/H, teremos mostrado que G/H é uma variedade diferenciavel de dimensao igual
a dimG — dim H.

Sendo m; : Uy x Uy — U; a projecao canonica, ¢ imediato verificar que o

diagrama

U1XU2

U

1 m

U

m(U)

é comutativo, isto é, que ¢g o ™ = wo . Entao, uma vez demonstrado que A é um
atlas diferencidvel, teremos que m = ¢y o 7 0 ¢p~* é diferencidvel na vizinhanca aberta U
da identidade e. Note que isso é o suficiente para que 7 : G — G/H seja diferencidvel.
Realmente, para todo g € G o difeomorfismo L, : G — G satisfaz m o L, = 7, o 7; dessa

forma, 7 : Ly(U) — 14(m(U)) serd diferenciavel.

3.4 A diferenciabilidade das aplicacoes de transicao

Sé nos resta mostrar que A, como definido na secao anterior, ¢ um atlas dife-
renciavel para G/H. Para tanto, por definigao, temos que demonstrar a diferenciabilidade

das aplicagoes de transicao.

Tome & € Uy, NU,,, para g1,¢92 € G, com = gy - exp(X)H = gy - exp(Y)H
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para certos X,Y € U;. Entao, a aplicacao de transicao

90;21 ©Yg - 90;11<Ug1 NU,,) — 909_21(U91 NUy,)

é tal que (' 0 g, )(X) =Y.

Sendo & = g, - exp(X)H = gy - exp(Y)H, temos que exp(X)H = g;'gs -
exp(Y)H; fazendo py = exp(X) e qo = g; ‘g - exp(Y), deve existir hy € H tal que
poho = qo. Como exp(Y) € U, temos que gy = Lgl_1g2(exp(Y)) S Lgl_192(U). Com isso,

o = Rpo(po) = By (exp(X)) € L1, (U) e X = ¢ 1(€) € ' (Uy, NU,,) que é um aberto
contido em Uj.

Pela continuidade da aplicacao de multiplicagao p : G x G — G, existe um
aberto A C ¢ '(Uy, NU,,) C Uy contendo X, tal que Ry, (exp(A)) C L1, (U). Defina
o= (Rp,0exp): A— L (U). Pela regra da cadeia, o é diferenciavel. Também o é a
92_191) : Lgflgz
ey : U; x Uy — U é o difeomorfismo do inicio da discussao.

-1
97 92

aplicagao p = (mo¢p oL (U) — Uy, onde my : Uy x Uy — Uj é a projegao

Para concluir que ¢ " 0@y, : o, (Uy, NU,) — ¢, (Ug, NU,,) ¢ diferenciavel,
é suficiente mostrar que ¢! 0 @y = pooem A C ¢, (U, NU,,) C Uy, tendo em vista
que diferenciabilidade é uma propriedade local.

Para o que falta, dado X’ € A, segue da defini¢ao de A que o(X’) = exp(X')hg €
Ly-1,,(U). Consequentemente, existe um tnico par (Y{,Y3) € Uy x Uy = Y~ H(U) tal que
exp(X)ho = (g7 *g2)-exp(Y{)-exp(Yy). Passando ao quociente e usando que exp(Yy) € H,
temos g - exp(X')H = go - exp(Y{)H. Mas, pelo que vimos no inicio dessa discussao,

(5, © g )(X') =Y. Portanto, a definicdo de p garante que

(poo)(X') = p((g1'g2) - exp(Y]) - exp (V3))
(Lo, (B YD) =
= (¢, © g )(X).

Como X' € A foi arbitrario, temos que @' o @y = pooem A C ¢, (U, NU,,) C Uy,

conforme desejado.

3.5 A projecao natural tem posto maximo

Nesta se¢ao, mostraremos que 7w : G — G/H é uma submersao. Para tanto,
comecemos estendendo os subespagos m e hh de g = T.G a distribuigoes invariantes a
esquerda em G, definidas por m(g) = (Ly).(m) C T,G e h(g) = (Ly).(h) C T,G, para
todo g € G. Entao, T,G = m(g) @ h(g) para todo g € G. Como os elementos de g sao

campos vetoriais em G invariantes a esquerda, temos que m(g) = {X(g) : X € m} e

bg) = {X(9) : X € b}.
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Proposicao 3.9. Seja 7 : G — G/H a projecao canénica. Para g € G, a aplicag¢do
(m4)g : T,G — T,y (G/H) € sobrejetiva. Mais precisamente:
(a) A restricio (), : m(g) — T,u(G/H) é um isomorfismo.

(b) blg) = ker ((m.),)-

Demonstra¢ao. Comecemos demonstrando o item (a). Dado g € G consideremos a carta
coordenada ¢, : Uy — ¢g - m(U) em torno de gH € G/H. Como ¢, é um difeomorfismo, a
aplicacao (¢g)s, : ToUn — Tyu(G/H) é um isomorfismo. Com isso, dado £ € T,u(G/H),
existe X € U; C m tal que £ = o/(0), onde

a(t) = py(1X) = g exp(tX)H = (g - exp(tX)) = 7 0 Ly(exp(tX)).

Entao, { = 7., ((Lg)«X(e)) = 7, (X(g)), com X(g) € m(g) C T,G. Isso prova que
(me)g : m(g) — T,u(G/H) é sobrejetiva para todo g € G. Segue que

dimm = dimm(g) > dim 7,5 (G/H) = dim(G/H) = dim G — dim H = dimm.

Portanto, a desigualdade acima é uma igualdade, o que implica que (7.), : m(g) —
T,u(G/H) é um isomorfismo.

Demonstremos, agora, o item (b). Considerando (7.), como (7.), : T,G —
Tyu(G/H) e usando o item anterior, temos que dim ker ((,)y) = dim T, G—dim T, 5 (G/H);

mas,
dim7T,G —dim T,y (G/H) = dimG — (dimG — dim H) = dim H = dim b,

de sorte que dimker ((7.),) = dim h(g). Com isso, se mostrarmos que h(g) C ker ((m,)y),
a prova estara terminada.

Para o que falta, dado £ € h(g) podemos escrever & = (Ly). (X (e)) = X(g),
para algum X € h. Como 7o L, = 7,0, vale que m, o (Ly), = (7).« o W, €, por-
tanto, (m.)g(&) = (7y)ey ((m4)eX (€)). Assim, é suficiente mostrar que, se X € b, entdo
(me)eX(e) = 0. Mas, se X € b, entdo (7). X(e) = /(0), onde a(t) = w(exp(tX)) =
exp(tX)H. Portanto, a(t) = eH para todo t, j& que exp(tX) € H, e concluimos que
a/(0) = 0, como desejado. O

Sendo 7 uma submersao, a propriedade caracteristica da topologia quociente,
a qual nos dava informagoes sobre a continuidade ou nao de fungoes, pode ser refinada na

versao dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3.10. Sejam M, N e P variedades diferencidveis, m : M — N uma submersao
sobrejetiva e ' : N — P uma aplicacao qualquer. Entao, F € diferencidvel se, e somente

se, F om € diferencidvel.
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Demonstragao. Veja a Proposi¢ao 7.17 de LEE| (2003). O

Como caso particular do teorema anterior (e nas notagoes da discussao que o
precede), segue do fato de 7 : G — G/H ser uma submersao sobrejetiva que, dadas uma
variedade diferencidvel P e uma aplicagdo ' : G/H — P, temos F diferenciavel se, e

somente se, F' o 7 diferenciavel.

Exemplo 3.11. Dado g € G, considere o homeomorfismo 7, : G/H — G/H, apresen-
tado anteriormente. Afirmamos que, para cada g € G, a translagao a esquerda 7, é um
difeomorfismo. De fato, como 7,0 m™ = mo Ly, a qual é uma aplicagdo diferencidvel, a
discussao do pardgrafo anterior garante que 7, é diferencidvel. Mas, como (1,)"" = 7,1,

seque que (1,)"" também € diferencidvel.
3.6 Acgoes de grupo e a variedade G/H

Vimos na se¢ao anterior que se H é um subgrupo fechado de um grupo de
Lie G, entao o espago quociente G/H pode ser munido de uma estrutura diferenciavel de
modo a tornar-se uma variedade diferenciavel de dimensao igual a dim G — dim H. Nesta

secao, veremos um método bastante 1til para a construcao de variedades desse tipo.

Definicao 3.12. Uma ag¢ao de um grupo de Lie G em uma variedade M €é uma aplica¢ao
diferencidvel Gx M — M, denotada por (g,p) = gp, onde g € G e p € M, e satisfazendo
as sequintes condicoes:

(i) (gh)p = g(hp), para todo h € G.

(ii) ep = p, onde e denota o elemento identidade de G.

Dada uma dada agao como acima, se fixamos g € G, entao p — gp é um
difeomorfismo com inversa p — ¢~ 'p. Uma acao G x M — M é dita transitiva se, para

todos p,q € M, existir g € G tal que gp = q.

Exemplo 3.13. Sob as convengoes de vetor coluna, definimos a aplicagao GL(n,R) X
R™ — R", que associa (A,x) € GL(n,R) x R" a Az. A associatividade da operagdo de
produto de matrizes assequra a validade da condi¢ao (i), na definigio de a¢do. Quanto
a (i), se I € GL(n,R) denota a matriz identidade de ordem n, é imediato que Ix = x
para todo x € R™. Entdo, a aplicacio acima define uma agio de GL(n,R) em R", e
afirmamos que tal a¢do nao € transitiva; realmente, dados x € R™ \ {0} ¢ 0 € R", nao

eriste A € GL(n,R) tal que A0 = x. Observe que essa mesma agao, se restrita a R™\ {0},
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torna-se transitiva; de fato, dados z,y € R™\ {0}, A/lgebm Linear elementar garante a
existéncia de A € GL(n,R) tal que Ax = y.

Exemplo 3.14. Para n > 2 inteiro, denotemos por B, a cole¢dao de todas matrizes n X n
reais, simétricas e positivas definidas. Entao, B,, pode ser identificado com o conjunto
das matrizes correspondentes a produtos internos em R™, e é um subconjunto aberto e
convezo do espago vetorial S(n,R) das matrizes n X n reais e simétricas. Dessa forma,

1 L
%. A correspondéncia biunivoca entre B, e

P € uma variedade suave de dimensao
o conjunto dos produtos internos em R™ associa, a B € B,, o produto interno { , ) tal
que (z,y) =y Bx, para todos x,y € R™.

Definamos uma aplicagao GL(n,R) xB,, — B, por g(B) = gBg’, para todo
par (g, B) € GL(n,R) x B,,. Para ver que tal aplicagao estd bem definida, veja que, por
um lado, g(B)T = (¢Bg")" = gBTg" = gBg", e portanto g(B) €é simétrica. Por outro,
dado v € R™ ndo nulo, seque de g € GL(n,R) que g*(v) € R™ também é nao nulo; logo,
v (g(B))v = v (gBg")v = (¢"v)' B(g"v) > 0, haja vista B ser positiva definida.

Mostremos que GL(n,R) x B,, — P, como definida acima, é uma agao.
Primeiramente, € claro que I,,(B) = I,BI," = B, onde I, € GL(n,R"™) denota a matriz
identidade. Também, dados g,h € GL(n,R"), temos g(h(B)) = g(hBhT) = ghBhT g* =
(gh)B(gh)" = (gh)(B).

Afirmamos que a a¢ao acima € transitiva. Para mostrar isso, precisamos pro-
var que, dados B,C € B, existe g € GL(n,R"™) para o qual g(B) = C. Mostremos
primeiramente que, dada B € B,,, existe B; € B,, C GL(n,R") tal que B,> = B: sendo
B simétrica, o Teorema Espectral garante a existéncia de g € O(n) tal que B = g' Dg,
com D = diag (M\,...,\p) € A1,..., A\, 08 autovalores de B, repetidos de acordo com

suas multiplicidades. Por outro lado, como B € positiva definida, seus autovalores sao
positivos. Podemos, entdo, definir Dy = diag (V1 ...,V An), de sorte que D = D? e

B=g"Dg=g 'Dig= (g7 "'Dig)>.

Assim, sendo By = g~'Dig, temos que By € B,, e B = B. Voltando ao problema
original, dados B,C € B, existem By,C) € P, tais que B2 = B e C,2 = C. Entao,
B\(I) = B\BT = B> = B e, analogamente, C;(I) = C. Tomando g = C1B;" ' €
GL(n,R™), temos

9(B) = g(Bi(D)) = (9B1)(I) = (C1 B By)(I) = Ci(I) = C.

Exemplo 3.15. Se G € um grupo de Lie ¢ H ¢ um subgrupo fechado de G, entdo existe
uma agao natural G x G/H — G/H, que associa ¢'gH ao par (¢',gH). Isso de fato
define uma acgdo de grupos de Lie, ji que (¢'g)H = ¢'(gH) e eH = H. Tal agio é
transitiva, pois para gH,g'H € G/H, temos ¢'g~' € G e (¢'g7")gH = g'H. Note que essa
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acao nada mais € do que aquela dada pelas translagoes 74, com g € G.

Se G x M — M ¢é uma acao de um grupo de Lie G sobre a variedade
diferencidvel M e p € M, entdo I, = {g € G;gp = p} é um subgrupo fechado de G,
denominado o subgrupo de isotropia de p. Fixado p € M fazendo H := I,, existe uma
aplicacao natural j da variedade quociente G/H em M que associa a cada classe gH o
ponto gp. Tal aplicagao estd bem definida, isto é, nao depende da escolha do representante
da classe gH. De fato, se g1 H = goH, entdo, por definicdo, g; gy € H e, dai, g7 ' gop = p;
portanto, gop = g¢gi1p. Na proposicao a seguir, veremos a importancia dessa aplicacao
natural, a qual é, em verdade, um difeomorfismo entre as variedades M e G/H se a agao

de GG sobre M for transitiva.

Proposicao 3.16. Seja 0 : G x M — M uma acdo transitiva do grupo de Lie G sobre
a variedade diferencidvel M, e seja H o subgrupo de isotropia de um pontop € M. A
aplicagao natural j : G/H — M, dada por j(gH) = 0(g,p) = gp, € um difeomorfismo.

Em particular, a proje¢iao @ : G — M, dada por 7(g) = gp, € uma submersao.

Demonstracao. Fixado g € G, denotemos por 6, : M — M a aplicacao dada por
,(x) = 0(g,x), para todo x € M. Note que j é diferencidvel, pois 7 : G — G/H é uma
submersao sobrejetiva e j o7 é diferenciavel, por ser a restricao da acao 0 : G x M — M
af:Gx{p} — M. Além disso, dados aH,bH € G/H tais que j(aH) = j(bH), isto
é, ap = bp, temos a~'bp = p; pela definicio de H, segue que a~'b € H e, portanto,
aH = bH. Com isso, j é injetiva.

Pela transitividade da acao, dado m € M existe g € G tal que gp = m. Dai, j
¢é sobrejetiva. Resta apenas mostrar que a inversa de j é diferencidavel. Se mostrarmos que
J tem posto constante, o Teorema 7.15 de |LEE[ (2003) garantird que nada mais haverd a
fazer (uma vez que j é uma bijecao diferenciavel). Observe que, pela defini¢cdo da agao,

temos j(abH) = (ab)p = a(bp) = aj(bH), isto é, joT1, =6, 0 j. Logo,
Jx © (Ta)s = (0a)s © Ju

para cada a € G. Mostremos que, para gH,g'H € G/H, as transformagcoes lineares j. ,
e Jx,,, tém postos iguais. Para tanto, seja gy = g'g7t, de modo que 7,,(9H) = ¢H. A

igualdade de composicoes acima garante que o diagrama

j*gH
TgH(G/H) TgpM
(Tg0)xgs k k (Ogo) g
Tg’H(G/H) ] Tg’pM

comuta. Como as aplicagoes lineares verticais sao isomorfismos, as transformacoes lineares
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horizontais tém postos iguais.
Por fim, como © = j o, sendo j um difeomorfismo e 7 uma submersao, temos

que 7 é submersao. O

Exemplo 3.17. Seja SO(n + 1) € GL(n + 1,R) o conjunto formado pelas matrizes
ortogonais (n + 1) x (n + 1) de determinante igual a 1. A restricio da a¢ao GL(n +
I,R) x R"™ — R™"! do Ezemplo a SO(n + 1) x S™ fornece uma agdo transitiva
SO(n+1) x S" — S". De fato, dados x,y € S", podemos considerar bases ortonormais
positivas o e 3, com « contendo x e 3 contendo y, e assim tomar uma matriz ortogonal
A, que preserva orientacdo e aplica x em y. Entdo, A tem determinante 1 e € tal que
Ax =y.

O subgrupo de isotropia de e; = (1,0,...,0) € S™ consiste dos elementos de
SO(n+ 1) da forma

com B € SO(n). Identificando esse subgrupo com SO(n), o difeomorfismo natural j do
exemplo anterior garante que S = SO(n + 1)/SO(n). Dessa forma, vemos a esfera S™

como uma variedade quociente.

Proposicao 3.18. Seja G um grupo de Lie que age transitivamente em uma variedade
diferencidvel conexa M. Se Gy denota a componente conexa da identidade de G, entdo

Gy age transitivamente em M.

Demonstra¢ao. Sendo p € M e H = {g € G; gp = p} o subgrupo de isotropia de p, a
Proposigao [3.16] garante que a aplicagio natural j : G/H — M, dada por j(gH) = gp,
¢ um difeomorfismo. Sendo 7 : G — G/H a projegao canodnica, é imediato que basta
mostrar que 7(Gy) = G/H.

Para o que falta, note que, como 7 é uma submersao, temos que m é aberta;
como (pela Proposigao[2.25) Gy é aberto em G, segue que 7(Gy) é aberto em G/H. Basta,
entdo, mostrar que 7(Gy) é fechado em G/H. Para tanto, seja A um conjunto de indices
tal que G = | |,c5 Gogr. Como Gogy é homeomorfo a G e 7 é aberta, para cada A € A
a imagem 7(Gog,) é aberta em G/H. Denote por Ay o subconjunto de A formado pelos
indices A tais que 7(Gogxn) N 7(Gy) = 0. Se mostrarmos que 7(Gogr) N 7(Gy) = O ou
m(Gogx) = 7(Gp) para todo A € A, concluiremos que

w(Go) = G/H N\ (| 7(Gogn)

AEAQ

e, portanto, m((Go) serd fechado, uma vez que (J,cn, 7(Goga) € uma unido de abertos de
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G/H.
Se w(Go) N w(Gogy) # 0, existem gg, Go € Go tais que goH = gogrH; entao,
H = g;'GogrH. Agora, dado gH € 7(Gy), mostremos que gH € 7(Gogy). Como gH €

7(Gy), existe g € Gy tal que gH = g\ H. Portanto, pelo que vimos acima,

gH = g(g5 " dogrnH) = (9090 " Go)gr H.

Mas, novamente pela Proposicao [2.25] G é um subgrupo de G, de sorte que ghg, ' do € Go.
Portanto, as igualdades acima garantem que gH € w(Gyg,).
Logo, m(Go) C 7(Gogy), e um argumento inteiramente andlogo nos permite

estabelecer a inclusao contraria. OJ

No que concerne agoes de grupos de Lie sobre variedades riemannianas, o

teorema a seguir, devido a R. Palais, é o resultado de nosso interesse.

Teorema 3.19. Sejam M uma variedade riemanniana e I(M) grupo das isometrias de
M, munido com a opera¢iao de composicdo. Sendo ¢ a aplicagdo que associa (¢,p) €
I(M)x M a ¢(p), existe uma unica maneira de tornar I(M) uma variedade diferencidvel
tal que:

(i) 1(M) é um grupo de Lie.

(ii) A agao natural [(M) x M — M € diferencidvel.

(111) Um homomorfismo 5 : R — I(M) € diferencidvel se a aplicagio R x M — M,

que associa (t,p) a B(t)p, o for.

Demonstragao. Veja o capitulo IV de PALAIS| (1957). O

Exemplo 3.20. Nas notacoes da Proposicao|3.19| e tendo em wvista o resultado do Teo-
rema de Palais, concluimos que se M é uma variedade riemanniana conexa tal que o grupo
I(M) de suas isometrias age transitivamente em M, entao a componente conexa de I(M)
contendo a aplicagao identidade id : M — M, denotada por Iy(M), também age transi-
tivamente em M. Assim, fizado p € M e denotando por H o subgrupo de isotropia de p
pela agao de Io(M), a Proposicao[3.16 garante que a aplicagio natural j : Io(M)/H — M
¢ um difeomorfismo. Logo, como variedade diferencidvel, podemos identificar M com a
variedade quociente Io(M)/H.

Observacao 3.21. Ignorando diferenciabilidade por um instante, suponhamos que um
grupo de Lie G age transitivamente num conjunto ¥ (a defini¢ao de ag¢do em tal caso é
idéntica a dada anteriormente). Se H é o subgrupo de isotropia de um elemento p € ¥,
entao ainda podemos considerar a aplicagao natural j de G/H sobre 3, que, pelos mesmos
argumentos de antes, € uma bijecao. Se o subgrupo H for fechado em G, entdo é possivel
tornar 3 uma variedade impondo que j seja um difeomorfismo. Procedendo dessa forma,

a acao de G sobre X serd diferencidavel e a projecio g — gp de G em X serd uma



submersao. Doravante, assumiremos tal fato sem maiores comentdrios.
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4 MEDIAS EM GRUPOS DE LIE COMPACTOS

O principal resultado que apresentaremos neste capitulo se refere a existéncia
de estruturas riemannianas invariantes por uma dada familia da aplicagoes. Para isso,
precisaremos passar pela definicao de uma medida de Haar. Ela nos dard uma forma de

integrar sobre grupos de Lie compactos.

4.1 A medida de Haar

Seja G um grupo de Lie conexo de dimensao n. Consideremos em G campos
Xi,...,X,, invariantes a esquerda e que, em cada ponto g € &, formam uma base de T;G.
Os campos vetoriais { X7, ..., X, } determinam uma orientagao para G, a qual suporemos
fixada. Sejam 64, ...,0, 1—formas em G que, em cada ponto g € GG, formam a base de
TG algebricamente dual de { X, ..., X, }, isto é, tais que 0;(X;) = 0y parad,j =1,...,n.
Note que

para todos ¢, j, de sorte que

para todos 1 <7 < ne g € . Gragas a essa igualdade dizemos que cada #; é uma
1—forma invariante a esquerda.
Se dG =61 A...N0,, uma n-forma em G, observemos que dG também merece

ser dita invariante a esquerda, ja que
((Le)* dG) = (L) 01) Ao A((Lg)*0n) =01 A ... Ay

Também, dG nao se anula em ponto algum de G, pois dG(X1,...,X,,) =1 em G.
O resultado a seguir garante que toda n—forma em G invariante a esquerda é

um multiplo de dG.

Lema 4.1. Se Q é uma n-forma invariante a esquerda em G, entao 2 = MG, para
algum numero real A\. Em particular, o espago vetorial das n-formas em G invariantes a

esquerda tem dimensao 1.

Demonstracao. Como G é uma variedade de dimensao n, existe um A € R tal que €2, =

A(dG).. Mas, a invariancia a esquerda de ambas Q) e dG garante que, para g € G,
~1)*Qe = Qe = MdG)e = A(Ly—1)"(dG,).

Com isso, Q, = A\(dG),, conforme desejado. O

Se G é um grupo de Lie compacto e conexo, entao, multiplicando dG por uma
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constante positiva, se necessdrio, podemos supor que |, ¢ dG = 1. Por outro lado, uma vez
assumida tal normalizacao, o lema anterior garante que se ) é uma n—forma invariante a
esquerda em G tal que | o 2 =1, entao Q = dG. Doravante, suporemos fixada em G uma
n—forma invariante a esquerda dG como acima, a qual nos referiremos como a medida de
Haar de G.

A Proposicao a seguir estabelece algumas propriedades importantes da
medida de Haar. Antes, contudo, precisamos de um resultado auxiliar que também é

importante em si mesmo.

Lema 4.2. Se G é um grupo topoldogico compacto e¢ f : G — ((O, +oo),~) ¢ um homo-

morfismo continuo, entiao f(g) =1 para todo g € G.

Demonstra¢ao. Como G é compacto e f é continua, f(G) é um subconjunto compacto
de (0, 4+00), logo fechado e limitado. Se f(g) # 1 para algum g € G, temos dois casos a

considerar:

i. Se f(g) < 1, entdo, como f é homomorfismo, terfamos f(g") = (f(g))" — 0. Mas,
como f(G) é fechado, deveriamos ter 0 € f(G) C (0,400), 0 que é um absurdo.

i. Se f(g) > 1, entao, argumentando essencialmente como em i., concluimos que (f(9"))nen

seria uma sequéncia ilimitada contida no subconjunto limitado f(G), o que é um absurdo.

Como os dois casos apresentados acima nao sao possiveis, temos f = 1. O

Proposicao 4.3. Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo e dG a medida de Haar
de G. Entao:

(a) dG € invariante a direita, isto é, (R,)*dG = dG, para todo g € G.
(b) Se p: G — R € uma funcao diferencidvel e g € G, temos

/G pdG = /G (poLydG = /G (po R,)dG.

Demonstragao. Para o item (a), note primeiramente que L, o Ry, = R), o L,, para todos
g,h € G. Com isso,

(Lg)"((Bn)"dG) = ((Lg)" o (Rn)")dG = (Rn © Ly)"dG = (Lg o Rp)"dG
(Bn)"((Lg)"dG) = (Bn)"dG,

uma vez que dG é invariante a esquerda. Assim, a n-forma (Rj)*dG é invariante a
esquerda, para todo h € G, e o Lema [4.1] garante que, para cada h € G fixado, existe um
escalar f(h) € R\ {0} tal que (R,)*dG = f(h)dG.
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O argumento do paragrafo anterior fornece uma fungao f : G — R\ {0}, que
associa a h € G o escalar f(h) e satisfaz (Ry)*dG = f(h)dG. Se mostrarmos que f é um
homomorfismo continuo cuja a imagem esté contida em (0, +00), o lema anterior nos dara
f=1e, com isso, (R,)*dG = dG para todo h € G, isto é dG serd invariante a direita.

Para o que falta, lembrando que dG(X3, ..., X,,) = 1, obtemos

(R)*dG(X1, ..., X,) = f(R)dG(X1, ..., Xn) = f(h).

Com isso, f é claramente continua em G, e é imediato que f(e) = 1. Agora, como G é
conexo e f continua, segue que f(G) C R\ {0} é conexo; mas, como 1 € f(G), temos que
f(G) C (0,+00). Por fim, para ver que f é um homomorfismo, sejam dados g,h € G;

temos:

Fgh)dG = (Ry)*dG = (R, o Ry,)*dG = (Rn)* o (R,)"dG
= (Bn)"((Ry)"dG) = (Rp)"(f(9)dG)
= f(9)(Rn)"dG = f(g)f(h)dG,

de sorte que f(g)f(h) = f(gh).
Para provar (b), seja dado g € G. Como G é conexo por caminhos, existe um

caminho continuo « : [0, 1] — G tal que a(0) = e e a(1) = ¢. Logo, H : [0,1] x G — G,
dada por H(t,z) = Law(z), é uma homotopia entre L, = Idg e L, (visto que Loy
depende continuamente de t). Pelo Teorema de Aproximagcao de Whitney (veja o Teorema
10.21 de|LEE (2003)), existe uma aplicacio diferenciavel H : [0, 1]xG — G homotépica a
H. Entao, o Teorema de Stokes, juntamente com a comutacao entre pull-backs e derivadas

exteriores, fornece

*(Ly)*(dG)) = /G A(B*((Ly)* (9dG))) = / (" o (L)) (d(dG))

a(Gx[0,1]) x[0,1] x[0,1]

- | drewyyo-o

x[0,1]

Por outro lado,
(L) (¢dG) = [ (1d) (0dG) ~ [ (L,)"(odG),
a(Gx[0,1]) G G

de sorte que

[ 1oy (eac) = [ (1,)(0a6),

G

Segue dai e da invariancia a esquerda de dG que

/GgodG: /G(¢OL9)(L9)*dG: /G(gpoLg)dG,
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A outra igualdade pode ser obtida de modo andlogo, utilizando o fato de que

dG também é invariante a direita. O

4.2 Produtos internos invariantes

Nesta secao, mostraremos como construir um produto interno em um espaco
vetorial real de dimensao finita V' que seja invariante por uma familia de operadores
lineares que seja um subgrupo compacto de GL(V'). Esse resultado serd de fundamental
importancia para a demonstragao da existéncia de uma métrica riemanniana invariante

por um subgrupo compacto.

Proposicao 4.4. Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita e G um subgrupo
compacto de GL(V'). Entdo, existe um produto interno ( , ) em V tal que (o(x),¢(y)) =
(x,y), para todos x,y € V' e todo operador linear ¢ € G.

Demonstracdao. Consideremos primeiramente o caso em que GG é conexo.
Sendo ( , ) um produto interno qualquer em V' e dG a medida de Haar em G,

defina, para v,w € V,

<ww:anma

onde f,.,(g) = (g(v), g(w))o. E imediato verificar que ( , ) é uma forma bilinear simétrica
em V. Para mostrarmos que ( , ) é positiva-definida, basta observar que, fixado v €
V\{0}, a aplicacao g — f,.(g) é continua e estritamente positiva; assim, [, f,.,(9)dG > 0.

Para concluir a demonstracao no caso em que G é conexo, resta mostrar que
os elementos de GG preservam o produto interno ( , ). Para tanto, dados v,w € Ve p € G,

note que

(o), p(w)) = /G Foto) ) (9)G = /G foun(g9)dG = /G (fuou © R,)(9)dG.

Mas, como G é um subgrupo compacto e conexo de GL(V'), a Proposigao garante que

[ fono RGMG = [ (016 = (1,0).

Consideremos, agora, o caso em que G nao é conexo. Pelo Corolério e
nas notagoes que o precede, Gy é um subgrupo de Lie de G normal e aberto. Escolha um

conjunto A de indices para o qual

G = |_| Gogn = |_| 92 Go.

AEA A€A

Como Gy aberto e Ly : G — G ¢ um homeomorfismo para todo g € G, segue que g G
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¢ também aberto. Como G é compacto por hipétese, da cobertura aberta {g\Go}ren
podemos extrair uma subcobertura finita {xiGO}iE{l,...,n}'

Agora, como Gy C GL(V) é um subgrupo compacto e conexo, o caso anterior
garante a existéncia de um produto interno (, )o em V que é invariante por todos os

elementos de G. Definindo em V' a forma bilinear (v, w) — (v, w) por

n

(v, w) = (w:(v), 2;(w))o,

i=1

¢ imediato verificar que ( , ) é um produto interno em V. Se H é o conjunto dos elementos
h € G tais que h preservam o produto interno ( , ), vamos mostrar que H = G. Para

isto, é suficiente mostraremos que H é um subgrupo de G' que contém {z1,...,x,} e Go:

i. H<G: para h,h € Hev,w eV, vale

=
i
=
:_/
>
>
L
£
Il
=
—~
>
L
=
= =
7
S
=
Il
=
L
=
=
L
S
=

Com isso, hh~t € H.

ii. Gy C H: dados g € Gy e v,w € V, a normalidade de Gy em G garante que, para cada
indice 1 < i < n, existe um elemento g; € Gg tal que z;g = g;x;. Entao, uma vez que

( , Yo € invariante pelos elementos de Gy, temos

iii. x, € H, para 1 < k < n: dados v,w € V, temos

n

(w(v), or(w)) = Y (wi(za(v), zi(@n(w)))o.

=1

Como z;zy € G = |]j_, 7;Gy, para cada indice 1 < i < n, existem tinicos o(7) € {1,...,n}

e gir € Gy tais que x;7 = gixTo(;)- Entao,

n n

(k) 2(w)) =Y {gir(To(i) (1)), Gir (ot (W))o = Y {Toi)(V), Tagi) (w))o,

i=1 i=1
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onde, na ultima igualdade acima, utilizamos mais uma vez o fato de que ( , )o é invariante
pelos elementos de Gy. Agora, é facil ver que a aplicagdo o : {1,...,n} — {1,...,n} é

uma bijegao, de sorte que o tltimo somatorio acima nos da

n n

Z(xa(i)(v),%(i)(w»o = Z(fﬁi(v)a zi(w))o = (v, w).

i=1 i=1

Combinando as duas igualdades acima, concluimos que x; € H, conforme desejado. [

Corolario 4.5. Sejam n > 2 e G um subgrupo compacto de GL(n,R). Entao, existe um
elemento g € GL(n,R) tal que gGg~* C O(n,R).

Demonstragao. Pela proposigao anterior, existe um produto interno ( , ) em R™ tal que
(p(z),o(y)) = (z,y) para todos x,y € R" e ¢ € G. Seja B a matriz que representa ( , )
em relagao A base canonica de R", isto é, tal que (x,y) = y’ Bz, para todos z,y € R".
Entao, é imediato que a invariancia de ( , ) pelos elementos de G se traduz na igualdade
hTBh = B, para todo h € G.

Consideremos, agora, a agdo GL(n,R) x B, — PB,, definida no Exemplo
3.14] onde 3, denota o conjunto das matrizes quadradas reais de ordem n, simétricas e
positivas definidas. Uma vez que B é simétrica e positiva definida, aquele exemplo garante
a existéncia de g € B, tal que g> = B. Mostremos que gGg~' C O(n,R).

Para o que falta, dados z,y € R" e h € GG, temos de mostrar que

((ghg™ ")z, (ghg™)y) = (z,y)

ou, o que é o mesmo, que (ghg )T (ghg™) = Id. Mas, como g é simétrica e tal que

g® = B, temos
(ghg ") (ghg™") = (g ) R g"ghg™" = (¢ )" g*hg™" = (¢7")"h"Bhg™".

Por fim, utilizando que h¥ Bh = B e novamente que B = ¢%, com g simétrica, podemos

escrever
(ghg )" (ghg™) = (¢ )" Bg ' =(¢7")'¢°g " =g )9 =(997")" =1Id.
0

Observacao 4.6. Uma consequéncia do teorema de Peter-Weyl (ver Proposicao 4.1 de
BROCKER (2013)) é que todo grupo de Lie compacto é isomorfo a um subgrupo compacto
de GL(n,R), para um inteiro n suficientemente grande. Usando esse resultado juntamente
com o coroldrio anterior, concluimos que todo grupo de Lie compacto é isomorfo a um

subgrupo de O(n,R), para um inteiro n suficientemente grande. Entdo, os grupos de Lie
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compactos sao precisamente (a menos de isomorfismo) os subgrupos fechados de O(n,R),
com n variando sobre todos os inteiros positivos. Para n = 1 o circulo unitdrio S' dos

numeros complexos de modulo 1 € o unico grupo de Lie conexo 1-dimensional.

4.3 Estruturas riemannianas invariantes

Nesta se¢ao, estenderemos largamente os argumentos da se¢ao anterior a vari-
edades diferencidaveis. Comecamos demonstrando a existéncia de métricas riemannianas
invariantes por subgrupos compactos de seus grupos de difeomorfismos. Nesse sentido, a
demonstragao da proposi¢ao a seguir é muito similar aquela da Proposicao [4.4} por isso,

alguns detalhes serao omitidos.

Proposicao 4.7. Sejam M uma variedade diferenciavel e G um grupo de Lie compacto,
que € também um subgrupo do grupo de difeomorfismos de M. Entao, existe uma métrica

riemanniana ( , ) em M tal que os elementos de G sao isometrias de {M,{ , )}.

Demonstracao. Como antes, consideremos primeiramente o caso em que G é conexo. Seja

(', )o uma métrica riemanniana qualquer em M. Dados p € M e v,w € T,M definamos

(v,w), = /G f(9)dG,

onde f,(9) = ((g+)p(v), (gx)p(w))o € dG denota a medida de Haar de G. Da mesma forma
que na prova da Proposicao [4.4] garantimos que os elementos de G preservam o produto
interno (, ), de T,M. Também, é ficil verificar que p — (, ), define uma métrica
riemanniana em M.

Agora, suponhamos que GG nao é necessariamente conexo, e seja Gy a compo-
nente conexa de G contendo a identidade. Pelo Corolario [2.25 sabemos que Gy é um sub-
grupo de Lie normal de GG, de sorte que podemos escrever G = ngeA Gogn = |_|gAeA 9\Go,
para algum conjunto A de indices. Argumentando como antes, a compacidade de G
garante que podemos extrair, da cobertura aberta {g\Go}rea, uma subcobertura finita
{z:iGotieqr,...n}-

Uma vez que Gy é um subgrupo de Lie compacto e conexo, o caso anterior
assegura a existéncia de uma estrutura riemanniana ( , )o em M, a qual é invariante pelos
elementos de Gy. A partir desta, definimos uma nova métrica em M pondo (v, w), =
Yo ((@i)s, (v), (z4)s, (w))o, para todos p € M e v,w € T,M. A mesma demonstracao
apresentada na Proposicao garante que G preserva o produto interno ( | >p, para todo
p € M. Por fim, também aqui, é imediato que p — (, ), é uma estrutura riemanniana
em M. O

O préximo resultado relaxa a suposicao de compacidade de GG, assumida na
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proposicao anterior. Para seu enunciado, recorde que se um grupo de Lie G age em uma
variedade diferencidavel M e p é um ponto de M, entao o subgrupo de isotropia de p é
o subgrupo H de G, definido por H = {g € G; g(p) = p}. Assim, vendo os elementos
de H como difeomorfismos de M, é imediato que H age naturalmente sobre 7, M; nesse
caso, dizemos que um produto interno ( , )o em T,M é invariante por H se todo h € H

for uma transformacao ortogonal de {T,M, (, )o}.

Proposicao 4.8. Sejam M uma variedade diferenciavel e G um grupo de Lie que age
transitivamente em M. Suponha que, para algum p € M, o espago tangente T,M possa
ser munido com um produto interno ( , Yo, invariante pelo subgrupo de isotropia H de p.
Entao, ( , )o pode ser estendido unicamente a uma estrutura riemanniana { , ) em M, tal

que os elementos de G sejam isometrias de {M,( , )}.

Demonstracao. Para g € M, definamos, a partir de ( , )o, um produto interno ( , ), em
T,M como segue: uma vez que G age transitivamente em M, podemos tomar g € G tal
que ¢(p) = ¢q. Dados v,w € T,M, como (g.), : T,M — T, M é um isomorfismo, existem

unicos vy, wy € T,M tais que (g.),(vo) = v € (g«)p(wo) = w. Entao, definimos

<Ua w>q = (vo, w0>0-

Como queremos que os elementos de G sejam isometrias de M, se tal estrutura existir ela
deve ser dada como acima. Portanto, se tal estrutura existir, ela é tinica.

Uma vez que ( , ), foi definido utilizando-se um elemento g € G tal que g(p) =
¢, precisamos mostrar que ( , ), nao depende da escolha de um tal g. Para tanto, seja
¢ € G é um outro elemento satisfazendo ¢'(p) = ¢. Sendo ¢’ um difeomorfismo de M,
existem unicos v, wy € T,M tais que (g.),(v)) = v e (¢,)p(wy) = w. Mostremos que
(vh, wh)o = (vo, wo)o-

Para o que falta, se h = g~ 1¢’, entao h € H, pois h(p) = g *¢'(p) = g7 (q) = p.

Entao, como ( , )¢ invariante por H, segue que

(v, wo)o = ((P)p(vp), (ha)p(wh))o-

Mas, pela regra da cadeia,

(h)p(v0) = (92 )9 (92)p(v0) = (g2 )g(v) = o

e, analogamente, (h.),(w,) = wy. Entdo, ( , ), realmente estd bem definida.
E imediato que q — (,)q ¢ uma métrica riemanniana em M. Resta mostrar
que os elementos de G sdo isometrias de {M,(,)}. Para isto, sejam dados q € M,

v,w e T,M e p € G. Tome g € G tal que g(p) = ¢(q), e vo,wy € T,M tais que
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(9+)p(v0) = (P4)q(v) € (g)p(wo) = (pu)q(w). Entao, por definigao,

{(04)q(v), (Dx)g(w)) = (vo, wo)o- (7)

Por outro lado, ¢~ tg(p) = q e, pela regra da cadeia,

(90_19)*1)(”0) = (§0;l>¢(q)(g*)p<vo) =0

e, analogamente, (gﬁ_lg)*p(wg) = w. Portanto, novamente pela definicao da métrica,

temos

(v, w) = (vo, wo)o. (8)

Por fim, combinando e , segue o resultado desejado. O]

O corolério a seguir aplica o resultado anterior a um caso em que o ponto p
e o produto interno ( , )o sao dados explicitamente. Para tanto, recorde que, dado um
inteiro n > 2, denotamos por B, o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n,
simétricas e positivas definidas; o Exemplo [3.14] mostrou que 93, é um aberto do espago
vetorial S(n,R) das matrizes quadradas de ordem n simétricas, na qual GL(n,R) age

transitivamente por meio de g(B) = gBg’, para todos g € GL(n,R), B € B,..

Corolario 4.9. Para n > 2 inteiro, existe uma estrutura riemanniana { , ) em B, tal

que GL(n,R) é um grupo transitivo de isometrias de {Bn, ( , )}

Demonstra¢ao. Em relacdo a acdo acima de GL(n,R) sobre 9, denotando por H o

subgrupo de isotropia de I € B,, (a matriz identidade de ordem n), temos
H={X cGL(n,R); XIX" =1} =O0(n,R),

o grupo das matrizes ortogonais de ordem n. Tencionamos definir em 778,, um produto
interno ( , )o, invariante pelos elementos de H, aplicando em seguida o resultado da
proposicao anterior.

Para a defini¢ao de ( , )o, dado X € S(n,R) escreva X para denotar X, visto
como elemento de T/B,,. Para A, B € S(n,R), ponha

<A[, B[>0 = tI‘(AB),

onde tr(AB) denota o traco da matriz AB. Como tr(AB) = tr(BA) segue que ( , )g é
simétrico; também, a linearidade de X — tr(X) segue que ( , )o é bilinear. Por fim, para
A = (a;;) € S(n,R), temos

(A1, Ar)o = tr(A%) =) al;,

1,j=1
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de sorte que (A7, Ar)o =0 = A; = 0; assim, (, )o é positivo definido. Portanto, { , )¢ é
um produto interno em 77°%,,.

Resta mostrarmos que ( , )o é invariante por H = O(n,R). Para tanto, dados
g € O(n,R) e A7, B € TrB,, ¢ imediato que (g.)7(A;) = (gAg")r e, analogamente,
(9:)1(Br) = (gBg");. Assim,

((9:)1(AD), (9)1(B1))o = ((9Ag" )1 (9Bg" )1)o = tr(gAg" gBg")
=tr(gABg ') = tr(AB) = (A}, Br)o.

]

Dados um grupo de Lie G e um subgrupo fechado H de GG, vimos no capitulo
anterior como munir o espago quociente G/H de uma estrutura de variedade diferenciavel
de dimenséao dim G— dim H. O resultado principal desta se¢ao garante que, se Ad(H ) tem
fecho compacto em GL(g), entdo G/H admite uma estrutura riemanniana ( , ) tal que,
em relagao & agao natural ¢'(¢H) — ¢'gH de G sobre G/H (cf. Exemplo B.15)), G é um
grupo transitivo de isometrias de {G/H,( ,)}. Assim, o resultado que nos propomos a
demonstrar garantird que, munindo G/H com a métrica riemanniana ( , ), as translagoes
7, G/H — G/H serao isometrias, para todo g € G. Comecemos examinando um caso

particular, cuja demonstragao é mais simples.

Proposicao 4.10. Se G € um grupo de Lie conexo e H é um subgrupo compacto de G,
entdo a variedade quociente G/H admite uma estrutura riemanniana ( , ) tal que G é um

grupo transitivo de isometrias de {G/H,( ,)}.

Demonstra¢ao. A agao natural de G sobre G/H é transitiva e, se p = eH, entao seu
subgrupo de isotropia é {g € G; g(eH) = eH} = H. Portanto, para aplicarmos a
Proposicao , ¢ suficiente garantir a existéncia de um produto interno em 7,(G/H) que
seja invariante por elementos de H.

Como H é compacto, a Proposigao [1.7] garante a existéncia de uma métrica
riemanniana ( , )* em G/H tal que os elementos de H sao isometrias de {G/H,(, )*}.
Em particular, essa estrutura nos da um produto interno ( , )» em T,(G/H). Mas, como

H fixa p, conclufmos que ( , ), é invariante pelos elementos de H. O

Chegamos finalmente ao resultado principal desta secao, em toda sua genera-
lidade.

Teorema 4.11. Sejam G um grupo de Lie conexo e H um subgrupo fechado de G tal que
Ad(H) tem fecho compacto em GL(g), onde g denota a dlgebra de Lie de G. Entao, a
variedade quociente G/H admite uma estrutura riemanniana { , ) tal que G' é um grupo
transitivo de isometrias de {G/H,( ,)}.
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Demonstrag¢ao. Denotando por K o fecho de Ad(H) em GL(g), afirmamos que K também
¢ um subgrupo de GL(g). De fato, para a,b € K, existem sequéncias (a;);>1 € (b;)i>1
em Ad(H) tais que lima; = a e limb;, = b. Uma vez que Ad : G — GL(g) é um
homomorfismo, (a;b; 1;,21 ¢ uma seauéncia em Ad(H). Portanto, a continuidade das
aplicages de multiplicacio e inversdo em GL(g) garante que lim a;b; * = ab™!, e ab™! € K.

A discussao do paragrafo anterior, juntamente colm as hipoteses do teorema,
garantem que K é um subgrupo compacto de GL(g). Dessa forma, a Proposigao
garante a existéncia de um produto interno ( , )* em g, invariante pelos elementos de K;
em particular, tal produto interno é invariante pelos elementos de Ad(H).

Denotemos por h a algebra de Lie de H e, como de costume, consideremos b
como uma subalgebra de Lie de g. Também, denotemos por m o complemento ortogonal
de h em g segundo ( , )*.

A Proposigao garante que (m.) : m(e) — T.y(G/H) é um isomorfismo
linear, onde m(e) = {X(e); X € m}. Seja (, )o o unico produto interno em 7,.4(G/H)
que torna () : {m(e), (, )*} — {T.w(G/H),(, )o} uma isometria linear.

Se mostrarmos que H preserva o produto interno ( , )o de Toy(G/H) e usarmos
o fato de que a ag@o natural de G sobre G/H é transitiva, com H sendo o subgrupo de
isotropia de eH, a Proposicao garantird que podemos estender ( , )o a uma estrutura
riemanniana ( , ) em G/H em relagdo a qual os elementos de G sao isometrias.

Para o que falta, precisaremos dos dois resultados auxiliares a seguir.
Lema 4.12. O subespago m de g € invariante por Ad(H).

Demonstra¢ao. Se mostrarmos que bh é invariante por Ad(H), entdo a invariancia de m
por Ad(H) seguird do fato de m ser o complemento ortogonal de h em g em relacdo a
(,)*, juntamente com o fato de que ( , }* é invariante pelos elementos de Ad(H).

Para o que falta, dados X € h e p € H, temos que X(e) = (0), onde

a(t) = exp(tX) é uma curva em H. Entao, sendo C, : G — G a conjugagao por ¢, temos

(Ad(p)X)(e) = (Cp)s. X (e) = 5'(0),

com f(t) = (C, o a)(t) também uma curva em H, uma vez que ¢ € H. Portanto,
a identificagdo natural de h como subespaco de g garante que Ad(p)X € b, conforme
desejado.

O

Lema 4.13. Dados p € H e X € m, temos (p.)en(m)e X (e) = (1) (Ad(p)X)(e).

Demonstra¢ao. Como X € m, temos (7). X (e) = /(0), onde «(t) = m(exp(tX)). Com
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1880, (¢«)em (T4 )eX () = '(0), onde

Bt) = (poa)(t) = p(exp(tX)H) = pexp(tX)H
= pexp(tX)p ™ H = Cy(exp(tX))H,

jd que o' € H. Usando agora que C, é um automorfismo de G, o item (g) da Proposi¢ao

garante que Cy,(exp(tX)) = exp(Ad(p)tX). Assim, 5(t) = w(exp(tAd(p)X)), de
sorte que, pela regra da cadeia, 5'(0) = (7.).(Ad(¢)X)(e), como queriamos demonstrar.

O

De posse dos resultados acima, voltemos a demonstracao do teorema. Como
observamos antes, para o que falta é suficiente mostrarmos que H preserva o produto
interno ( , )o de T,y (G/H). Para tanto, dados ¢ € H ¢ X, Y € T.y(G/H), como (m,)e :
m(e) = T,y (G/H) é um isomorfismo, existem tinicos X,Y € m tais que (7). X (e) = X

e (m,).Y (e) =Y. Entdo, segue do lema anterior que

((@e)em(X), (0)err(Y))o = ((x)err (me)eX (€), (01 )err ()Y (€))o
((m)e(Ad(p) X)(e), (ms)e(Ad(0)Y)(€))o.

Agora, recorde que ( , )¢ foi definido de modo a tornar (m,). : {m(e), (, )*} —
{T.n(G/H),{, )o} uma isometria linear. Entao, uma vez que o Lema [1.12] garante que
(Ad(¢)X)(e), (Ad()Y)(e) € m(e), a tltima igualdade acima, juntamente com o fato de

que ( , )* é invariante pelos elementos de Ad(H), fornece

((u)en(X), (@e)en(Y))o = ((Ad(¢)X)(e), (Ad()Y)(e))" = (X(e), Y (€))".

Utilizando mais uma vez que (7, ) : {m(e), ( , )*} — {T.u(G/H),( , )o} ¢ uma isometria
linear, temos

(X(e).Y(e))" = ((m)eX(e), (m)eY (e))o = (X, Y)o.

Por fim, combinando as duas ultimas igualdades acima, chegamos a

<(90*)6H(X>’ (QO*)eH(Y»O - <X7 Y>07

como queriamos demonstrar. O

4.4 Espacos homogéneos redutiveis

Conforme veremos nesta secao, a definicao a seguir colocara o teorema anterior

em um contexto mais adequado.

Definigao 4.14. Uma variedade quociente G/H € dita redutivel quando existe um su-
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bespagco complementar m de by em g que é Ad(H)-invariante. Dizemos, entdo, que m é

um subespaco de Lie para G/H.

Em relagdo a uma variedade quociente G/H, a demonstragdo do Teorema
4.11| garante que se Ad(H) tem fecho compacto em GL(g), entao G/H é redutivel, com
subespaco de Lie m igual ao complemento ortogonal de h em relagao ao produto interno
Ad(H)—invariante induzido em g. A tltima parte da demonstragdo daquele resultado,
aplicada a espagos quociente redutiveis quaisquer, fornece a proposicao a seguir; por

completude, apresentaremos sua demonstracao.

Proposicao 4.15. Se G/H ¢é uma variedade quociente redutivel, com subespago de Lie
m, entao:
(a) A acao natural de Ad(H) sobre m induz, por conjugacao via (m.)e, uma a¢do do
grupo linearizado {(T)«,,, ; h € H} sobre T.y(G/H).
(b) Exigindo que (1) : m — T.y(G/H) seja uma isometria linear, temos que () €s-
tabelece uma correspondéncia biunivoca entre produtos internos Ad(H)-invariantes

em m e métricas riemannianas G-invariantes em M .

Demonstrag¢ao. O primeiro item segue ao combinarmos a igualdade
Tpom=mo (Y,

que vale para todo h € H, com a hipdtese de que m é um subespaco de Lie. Realmente,
por definigao temos Ad(h)(m) C m para todo h € H; por outro lado, derivando ambos os
lados da igualdade acima, obtemos (73)«,,, © (7«)e = (7). 0 Ady, para todo h € H, o que
garante que a agao natural de Ad(H) sobre m induz uma acao de {(74)+., ; h € H} sobre
T.u(G/H).

Para o item (b), suponha que ( , ) é um produto interno Ad(H )-invariante em
m. Como estamos impondo que (m,). : m — T.yx(G/H) seja uma isometria linear, o
produto interno em 7,y (G/H) é unicamente determinado; denotemo-lo por ( , ). O item
(a), entdo, garante que (73).,, ¢ uma isometria, para cada h € H. Utilizaremos este fato
para estender ( , )o a uma estrutura G-invariante em G/H.

Afirmamos que, se p = 7,(eH) = 7,(eH), entdo os produtos internos em
T,(G/H) induzidos pelos isomorfismos (7,-1)., € (7-1),, coincidem, isto é, que dados
vy € Ty(GH), tem0s {(Tus)oy(®), (rat)op @) = ((Fpt)on (@), (7ot (1)) De fato,
To(eH) = m(eH) equivale a aH = bH ou, o que é o mesmo, b~ 'a = h € H. Como

(Th)«,, ¢ uma isometria, segue que

((Ta1)ay (), (Ta=1)4, (¥)) = () (Tam1)w, (2)), (Th) ey ((Ta1) 1, (1))

Agora, T, = Ty-1 07, implica (74),,, © (Ta-1)s, = (Tp-1)4,, de sorte que a igualdade anterior
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fornece ((7,-1)s, (), (Ta=1)4, (¥)) = ((76-1)x, (), (75-1)+,(y)). Por fim, é facil checar que o
tensor ( , ) é G-invariante, e sua diferenciabilidade segue do critério de diferenciabilidade
obtido em [3.5]

Reciprocamente, se ( , ) é uma métrica G-invariante em G/ H, entao é imediato
que o grupo linearizado {(7).,; h € H} consiste de isometrias. Impondo que (7). :

m — T,y (G/H) seja uma isometria linear, o item (a) garante que o pull-back de ( , )y

por (). nos dd um produto interno em m, o qual é Ad(H)—invariante. ]

O resultado a seguir completa a relacao entre o Teorema e variedades

quociente redutiveis.

Proposicao 4.16. Seja G/H uma variedade quociente redutivel, com subespago de Lie
m. Se G/H admite uma métrica G—invariante cujo produto interno induzido em m €
Ad(H)—invariante, entdo Ad(H) tem fecho compacto em GL(g).

Demonstra¢ao. Como Ady, : m — m preserva o produto interno induzido em m para
cada h € H, temos Ad(H) C O(m). Entao, o fecho de Ad(H) é um subconjunto fechado

do compacto O(m), de forma que é, ele mesmo, compacto. O

Se G/H ¢é uma variedade quociente redutivel com subespago de Lie m, entao
m é apenas um subespago complementar a h que é Ad(H)—invariante; em particular, nao
é necessario que m seja fechado em relacao ao colchete de Lie. Apesar disso, o colchete
de um elemento de m com um elemento de h é sempre um elemento de m; em simbolos,

vale que [h, m] C m. Para tanto, precisamos de um resultado preliminar.

Lema 4.17. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se X,Y € g, entao
X, Y] =1 ! Ady,nY =Y
(X, Y] = tl_r}(% t{ a®)t h

onde a(t) = exp(tX) é o subgrupo a um parametro de X.

Demonstragdo. Primeiramente, note que o fluxo de X é {R,u); t € R}, pois, sendo « a
curva integral de X partindo da identidade e dado ¢ € G, a invariancia a esquerda de
X garante que a composta L, o & é a curva integral de X partindo de g. Mas, como
Ly(a(t)) = Raw(9) para todo t real, segue que {Rq)} € o fluxo de X.

Sendo {Rq} ¢ o fluxo de X, é bem sabido (cf. |DO CARMO| (2015)) que

podemos calcular o colchete [ X, Y] pelo limite

o1
(X Y] =lim o {(Rap)Y — Y}
Mas, como Ad, = (C,)« = (Ra-1)« © (La)«, segue que Ad, e (R,-1), tém o mesmo efeito
sobre elementos de g. Entao, trocando (Ra(_t))* por Ad, no limite acima, obtemos a

igualdade desejada. [
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Corolario 4.18. Seja G/H uma variedade quociente redutivel, com subespaco de Lie m,

entdo [h, m] C m.

Demonstragdo. Se X € h e Y € m, a Ad(H )-invariancia de m garante que Ad,)Y € m.
Portanto, o lema anterior, juntamente com o fato de que m é fechado em g, garante que
[X,Y] € m. O

Podemos ver uma variedade quociente G/H como uma generaliza¢ao natural
de um grupo de Lie G. A palavra generalizagao é apropriada, ja que, ao tomar H = {e},
o quociente GG/ H fica essencialmente reduzido a G. Desse ponto de vista, o isomorfismo
m ~ T,y (G/H) generaliza o isomorfismo canénico g ~ T,G, e métricas G-invariantes em
G/ H generalizam métricas invariantes a esquerda em G. Vejamos, agora, como generalizar

métricas biinvariantes.

Definigao 4.19. Seja G/H uma variedade quociente redutivel, com subespago de Lie
m. Dizemos que G/H € naturalmente redutivel se estiver munida com uma métrica G-
invariante tal que o produto interno induzido em m seja Ad(H )—invariante e satisfaca a
1qualdade

(X, Y], 2) = (X, [V, Z]") 9)

para todos X,Y,Z € m, onde W™ denota a projecao ortogonal de W € g em m.

Nas notacoes da definicao anterior, nos referiremos a @D como a propriedade
de m—shift. Observe que, quando H = {e}, temos m = g e a propriedade de m—shift
nada mais é do que a identidade de Weyl (cf. Proposi¢ao [2.16). Por isso é que podemos
entender essa definicao como uma extensao do conceito de métrica biinvariante.

Daqui em diante, sempre que nos referirmos a uma variedade quociente natu-
ralmente redutivel G/H, consideraremos em G a métrica descrita a seguir: estendemos
o produto interno induzido em m a um produto interno em g = § + m, impondo que
h L m; em seguida, utilizamos tal produto interno para definir uma métrica invariante
a esquerda em (. Assim fazendo, ao considerarmos a submersiao 7 : G — G/H, os
elementos de h serdo verticais (tangentes as fibras), enquanto os elementos de m serdo
horizontais (normais as fibras). Afirmamos que 7 : G — G/H é uma submersao rieman-
niana. Para verificarmos isto, dado g € G, seja H, o subespaco dos vetores horizontais
em T,G. Entao, (Lg1)., leva Hy em H., e a identidade 7, o m = 7 o L, mostra que
(me)g + Hg = Trg)(G/H) pode ser expressa como composigao das isometrias lineares
(Tg)wen © (Tx)e © (Lg—1)s,. Portanto (m,), : TyG — Try)(G/H) preserva o comprimento de
vetores horizontais.

De posse da discussao do paragrafo anterior, examinamos a seguir as geodésicas
e a curvatura seccional de uma variedade quociente naturalmente redutivel. Para tanto,

precisamos de dois resultados preliminares.

Lema 4.20. Seja G/H uma variedade quociente naturalmente redutivel com subespago
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de Lie m. Em relacao ao produto interno induzido em m, temos
(X, V]LY) = (X, [V.Y]) (10)

para todos X, Y em eV €8,

Demonstracao. Inicialmente, note que o enunciado faz sentido, uma vez que, pelo Co-
rolario temos [X,V],[V,Y] € m. Para o que falta, observe que, por polarizagao,
basta mostrarmos que para X € m e V € b vale ([X, V], X) = 0. Para tanto, sendo «
o subgrupo a l-parametro de V', a Ad(H)—invariancia do produto interno de m garante

que a funcao f(s) = (Adaw)X, AdasX) é constante. Derivando f com o auxilio do Lema
seguie que 0 = f'(0) = 2([V, X], X). =
Nas notagdes do lema anterior, nos referiremos a ({L0)) como a propriedade de

b-shift.

Lema 4.21. Seja G/H uma variedade quociente naturalmente redutivel com subespaco
de Lie m. Se V € a conexao de Levi-Civita da métrica de G, entao VxY = %[X, Y], para
todos X,Y € m.

Demonstracao. Para W € g, a formula de Koszul para a conexao de Levi-Civita, junta-

mente com a invariancia a esquerda da métrica, nos da
2VxY, W) = —([Y, W], X) — (X, W], Y) — ([Y, X], W).
Se W € m, a propriedade de m-shift aplicada as duas primeiras parcelas fornece
2(VxY, W) = —([Y, X], W).

Se W € b, a propriedade de Bh-shift produz o mesmo resultado. Portanto, VxY =
S[X, Y] ]

Proposicao 4.22. Sejam G/H uma variedade quociente naturalmente redutivel com su-
bespago de Lie m, e X € m. Se vx : R — G/H denota a geodésica de G/H partindo de
eH na direcao de (m,)c(X.), entao

para todo t € R, onde a: R — G € o subgrupo a um parametro de X .

Demonstracao. Pelo Corolario basta mostrar que o é uma geodésica de GG. Mas isso
segue imediatamente do lema anterior, uma vez que, sendo V a conexao de Levi-Civita
de G, temos

1
a// — VXX — §[X7X] = 0.
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m
Agora que encontramos uma rela¢do entre as geodésicas de G e as de G/H,
estabelecamos uma relagao andloga para as curvaturas seccionais.

Proposicao 4.23. Seja G/H uma variedade quociente naturalmente redutivel com su-

bespago de Lie m. Se X,Y € m sdo linearmente independentes, entao

(0¥ XY™ + (X Y], XD, Y)
X AY]?

1
Keu(X,Y) = 4

onde Kq/u(X,Y) denota a curvatura seccional de G/H em eH, sequndo o plano gerado
por {(m)e(Xe), (me)e(Ye) -

Demonstracao. Uma vez que m é uma submersao riemanniana com componentes verticais

na direcao de b, o Teorema fornece

b b
KG/H(X,Y) :KG(X,Y)—O—EGX’EQ/’\[;({QY] )

_(RXY)XY) + X Y], (X, V)
B X AY)? ’

(11)

onde R denota o operador de curvatura de G.

Aplicando um h—shif ao tdltimo termo acima, obtemos
(XY X Y] = (X Y] [X,Y]) = ([[X, Y], X1, Y). (12)
Quanto ao primeiro termo, observemos inicialmente que

(RIX,Y)X,Y) = (VyVxX = VxVy X + Vixy1X,Y)

(13)
= (-VxVy X, V) + (Vixym X, Y) + (Vixyp X, Y),

onde utilizamos o Lema [4.21| na segunda igualdade para concluir que VxX = 0. Analise-

mos, agora, cada uma das parcelas do segundo membro:

(i) Novamente pelo Lema m, temos VyX = 3[V, X] € g. Portanto, a invariancia a

esquerda da métrica garante que

0= X(VyX, Y) = <vayX, Y> + <VYX, VXY>
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Dai,

(ViVy X, V) = —(Vy X, VyV) = —iqy, X1, [X,Y])

= JCYP Y]+ (X Y X YD)

(14)
(ii) Para a segunda parcela de (13)), utilizamos uma vez mais o Lema [4.21] juntamente
com a propriedade de m-shift, para obter
1 m 1 m
<V[X,Y}"“X7 Y> - §<HX7 Y] 7X]a Y> = §<[Xa Y] ) [X7 Y]> (15)

(iii) Por fim, para a terceira parcela de (13), faga V = [X,Y]". Segue da férmula de

Koszul e da invariancia a esquerda da métrica que
2(Vy X, Y) = =([X,Y,V) = ([V, Y], X) = ([X, V], Y).
Mas, a propriedade de h-shift garante que os dois iltimos termos sao iguais, de sorte que
(Vo X,Y) =~ (XYL V) = (X, V],Y)
Entao, substituindo a expressao de V', ficamos com
(Vi X,¥) = = {06 Y] X Y] — (11X YL Y), (16)

Por fim, substituindo , e em , e em seguida e em
, chegamos a formula do enunciado. O
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5 A GEOMETRIA DE ESPACOS SIMETRICOS

Este capitulo utiliza todo o material desenvolvido até aqui para estudar certos
aspectos da geometria de espagos simétricos riemannianos. Mais precisamente, nosso
propdsito é completar a introducao a esse tema feita em |O’NEILL| (1983), descrevendo o
tensor de Ricci os campos de Killing e de Jacobi de um espaco simétrico riemanniano em

termos dos dados de Lie correspondentes.

5.1 Rudimentos de espagos simétricos

Apresentaremos aqui, de maneira breve, algumas defini¢oes que serao impor-
tantes para o entendimento do capitulo. Para uma apresentacao mais detalhada veja, por
exemplo, (O’NEILLJ (1983).

Definicao 5.1. Uma variedade riemanniana é homogénea se, para todos p,q € M, existir

uma isometria ¢ : M — M tal que ¢(p) = q.

Uma outra forma de apresentar essa defini¢ao seria dizermos que uma variedade
riemanniana é homogénea se a agao I(M) x M — M, apresentada na Proposicao [3.19

for transitiva.

Definicao 5.2. Uma variedade riemanniana M, com operador curvatura R, € localmente
simétrica se, para toda curva suave por partes o em M e todo terno (X,Y,Z) de campos

paralelos ao longo de o o campo R(X,Y)Z ao longo de a também for paralelo.

Geralmente define-se uma variedade riemanniana como localmente simétrica
quando VR = 0. Pode-se provar que tal defini¢ao é equivalente a que demos acima, mas

esta serd suficiente para nossos propositos.

Definicao 5.3. Uma variedade riemanniana conexa é um espago simétrico (riemanniano)
se, para todo p € M, existir uma isometria C, : M — M tal que ((p) =p e d(, = —id :
T,M — T,M. Neste caso, a isometria (, € dita a simetria global de M em p.

Nao é dificil mostrar que se M é um espago simétrico e ( é uma isometria de
M, entdao ¢ é uma simetria global em p € M se, e somente se, ( é involutivo (isto é,
(?> = Id) e p é um ponto fixo isolado de . Também, o Corolario 8.16 de (O’NEILL| (1983)

garante que espagos simétricos sao, em particular, espagos localmente simétricos.

Exemplo 5.4. O espaco euclidiano R™ é simétrico, ja que, para cada p € R™, a aplica¢ao

p+x — p—x € uma simetria global em p.

Exemplo 5.5. A esfera S™ € um espaco simétrico, pois, para p € S"™, podemos tomar

(p: S" — S™ como a restrigio a S™ da simetria de R™ em relagdo a reta que passa por

be—p.
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Uma variedade riemanniana localmente simétrica nao necessariamente é com-
pleta, no sentido de suas geodésicas estarem definidas para todo instante ¢ € R. Um
exemplo onde isso fica bem evidente é aquele de uma subvariedade aberta de um espaco

simétrico. Contudo, espacos simétricos sao completos, conforme garante o lema a seguir.
Lema 5.6. Se M € um espacgo simétrico, entao M € uma variedade riemanniana completa.

Demonstra¢ao. Para mostrar que uma geodésica 7 : [0,b) —> M é estendivel, escolha
c € (g,b) e seja (y() a simetria global de M em v(c). Como () muda o sentido de
geodésicas que passam por v(c), ao tomarmos uma reparametrizagao de (¢ © y obtemos
uma extensao para 7. De modo inteiramente analogo, é possivel estender geodésicas

definidas em um intervalo da forma (b, 0]. O]

O préximo resultado mostra que todo espago simétrico é uma variedade ho-

mogeénea.

Lema 5.7. Seja M um espaco simétrico. Dados p,q € M, existe uma isometria ¢ :
M — M tal que ¢(p) = q.

Demonstracao. Como espacos simétricos sao variedades riemannianas conexas, o Teorema
de Hopf-Rinow garante que, dados p,q € M, existe uma geodésica o : [0, 1] — M ligando
p aq. A simetria global de M em o(1/2) é uma isometria que muda o sentido de percurso

de o, entao aplica p = ¢(0) em ¢ = o(1). O

O lema acima mostra que, se M é um espago simétrico, entao seu grupo I (M)
de isometrias age em M transitivamente. Portanto, pelo Exemplo [3.20, podemos identifi-
car M com o quociente Io(M)/H, onde H é o subgrupo de isotropia de um ponto p € M
fixado. Veremos a seguir (cf. Teoremal5.10|) que, sob certas condigdes, dado um subgrupo
fechado H de um grupo de Lie conexo (G, qualquer métrica riemanniana G-invariante
em M = G/H torna M um espago simétrico. (Desta forma, vemos a importancia de
garantir a existéncia de um tensor métrico para M que seja G-invariante, que foi objeto
da udltima se¢ao do capitulo anterior). O lema a seguir d4 uma pista sobre quais devem

ser as condicoes aludidas acima.

Lema 5.8. Seja M = [y(M)/H um espago simétrico, onde H é o subgrupo de isotropia
de um ponto p € M fizado. Se ( € a simetria global de M em idH, entao:
(a) A aplicagio o : I(M) — I(M), que associa g € Io(M) a (g, induz um automor-
fismo involutivo de Io(M).
(b) O conjunto F = Fixz(c) = {g € Io(M);0(9) = g} dos pontos fixzos de o é um
subgrupo fechado de Io(M), tal que Fy C H C F, onde Fy denota a componente

conexa de I' que contém a aplicacao identidade de M.

Demonstracao. Como ¢ é involutivo, temos (! = (, de sorte que ¢ é a conjugacao por
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¢; portanto, o é um automorfismo involutivo de I(M). Como I(M) é um grupo de Lie,
o leva Iy(M) em si mesmo. Isto prova o item (a).

Para (b), que F' é fechado é ébvio. Por outro lado, o fato de o ser automorfismo
de Iy(M) garante que F' é um subgrupo de Io(M).

Mostremos, agora, que H C F. Para tanto, seja dado h € H. A regra da
cadeia, juntamente com o fato de que ((,)iqy = —id;qn (por abuso de notagao, denotamos

por id tanto a identidade de M como a identidade de T4y M), fornece

(U(h)*)idH = ((C oho <)*)idH = (C*)h(c(idH))(h*)g(idH)(C*)idH
= (C)ntiarn) (P )ian (—id)ian = (M )ian-

Como M é conexa e (0(h).)ianr = (hs)ian, podemos aplicar a Proposicdo [2.14] para obter
o(h) = h. Entao, h € F.

Para mostrar que Fy C H, note primeiramente que Fj é gerado pelos pontos
da forma a(t), em que « é um subgrupo a um parametro de F. Portanto, é suficiente
mostrar que «(t) € H para todo t. Como «(t) € F, temos o(a(t)) = a(t), de forma que
¢ e a comutam. Dali,

C(a(t)idH) = a(t)((idH) = a(t)idH

para todo t. Mas, uma vez que idH é um ponto fixo isolado de ¢, concluimos da igualdade
acima que «(t)idH = idH para [t| suficientemente pequeno; mas, como « é um subgrupo
a um parametro, isso vale para todo ¢t . Entao, a(t) € H para todo ¢, como querfamos

provar. O

De posse do lema anterior, vamos mostrar agora que as conclusoes nele obtidas
formam exatamente as condi¢oes necessarias para a construcao de espacos simétricos rie-
mannianos. Antes, precisamos de mais um resultado auxiliar, de natureza essencialmente

algébrica, no qual tais condicoes ja aparecem como hipdteses.

Lema 5.9. Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie conero G. Seja o um
automorfismo involutivo de G, tal que Fy C H C F = Fiz(o), onde Fy é a componente
conexa de F' contendo a identidade e de G. Se g e b denotam respectivamente as dlgebras
de Lie de G e H, com h C g, entao:

(a) h={X €g;0.(X) =X}

(b) g € a soma direta dos subespagos h em ={X € g; 0.(X) = —X}.

(¢) Adp(m) C m, para todo h € H.

(d) ;6] C b, [h,m] Cm e [mm]Ch.
Demonstracao.

(a) Como 0|H = id, se X € b temos 0,(X) = X. Reciprocamente, suponha que

0.(X) = X para um certo X € g. Se a é o subgrupo a um parametro de X, entao
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«a e 0 o« sao subgrupos a um parametro com o mesmo vetor velocidade inicial; portanto,
o oa = a. Isso significa que a imagem de « por ¢ estd contida em F', e mais especi-

ficamente na componente conexa da identidade, Fy. Mas, como Fy C H, segue que X € b.

(b) Para X € g, sejam Xy = 2(X + 0.(X)) e Xy = (X — 0.(X)), de sorte que X =
Xy + X, Como o oo = id, temos também o, o o, = i¢d. Entao, um célculo imediato

garante que Xy € h e X, € m. Por outro lado, se Y € h Nm, temos
Y =(0,00.)(Y)=0.(Y)=-Y,
de sorte que Y = 0. Logo, g = b & m.

(c) Se X € me h € H, precisamos mostrar que o,(Ad, (X)) = —Ad,(X). Como o(h) = h,

¢ imediato verificar que o o ('}, = (Y}, o 0. Derivando, obtemos

0.(Adp(X)) = (00Ch)(X) = (Choo0)(X)
= Ady(0.(X)) = Adp(—X) = —Adp(X).

(d) A primeira inclusao segue do fato de h ser uma subdlgebra de Lie. Para a segunda

inclusao, o fato de o, ser um homomorfismo de g fornece, para X € he Y € m,
0. ([X,Y]) = [0.(X),0.(Y)] = [X, -Y] = = [X, Y],

de modo que [X,Y] € m. Por fim, a terceira inclusdo pode ser provada de modo analogo.
]

Podemos finalmente enunciar e provar o resultado desejado.

Teorema 5.10. Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie conexo G. Seja o um
automorfismo involutivo de G, tal que Fy C H C F = Fix(o), onde Fy é a componente
conexa de F' contendo a identidade e de G. Entao, todo tensor métrico G-invariante em
M = G/H torna M um espago simétrico tal que (om = wo o, onde ¢ € a simetria global

de M em eH e w € a projecao natural m : G — M.

Demonstrag¢ao. Definamos ( como a (uUnica) fungdo que associa a cada ponto g € G
o ponto ((m(g)) = m(c(g)). Para mostrar que essa é uma definigdo consistente, tome
g1, 92 € G tais que 7w(g1) = 7(g2), isto é, g1 H = goH. Como H C F, temos que o fixa H,
e dai 0(g1)H = 0(g2)H; mas isso é o mesmo que 7(c(g1)) = w(c(ga))-

Uma vez que ( estd bem definida e satisfaz a condicao (om = moo, mostremos
agora que ( é um difeomorfismo. A diferenciabilidade de ( segue diretamente do Teorema
B.5] j& que o o é diferencidvel. Sendo o involutiva, a igualdade ( o m = 7 o ¢ implica

(omoo = m. Mas, como 7 é submersao, a existéncia de secoes locais para m garante que
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¢ o( =1id. Com isso, ( = (! é um difeomorfismo.

Para ((i)en = —id, observe primeiro que, claramente, temos ((eH) = eH. Por
outro lado, para y € T,y M, o item (b) do lema anterior, juntamente com o fato de que
(74)e : T.G — T.g M é sobrejetiva com ntcleo T, H, garante a existéncia de Y € g tal que
0.(Y) ==Y e (m).(Y) = y. Entao,

(Cern(y) = (Cerr (M) (V) = (T)e((04)e(Y)) = (m)e(=Y) = —y.

Para o que falta, seja ( , ) uma métrica G-invariante definida em M. Se mos-
trarmos que ¢ é uma isometria em relagdo a (, ), teremos que ¢ é simetria global de
{M,(,)} em eH. A partir dai, é imediato verificar a validade da afirmagao a seguir, que

detacamos para referéncia futura:
dado g € G, a aplicacao ngrg_l é simetria global de M em gH. (17)

Para mostrarmos que ¢ é uma isometria em relagdo a { , ), comegamos obser-

vando que

To(g) = CT4C (18)
para todo g € G. De fato, para todo g € G vale

(rym(g) = (m(99) = 7(0(99)) = w(0(9)a(9)) = To(g)(7(0(9))) = To(9)C7(9)-

Entao, uma vez mais pela existéncia de secoes locais para 7, obtemos (7, = 7,(4(. Agora,

para v € Tyg M, seja vg = ((7,-1)+)gu(v). Temos

(G (v), (C)grr(v)) = ((G)grr(((Tg)w)er (v0))s (C)grr (((Tg)s)err (v0)))
= (7o ()« )cern) ((Ce)er (v0)), ((To(g))w)¢(err) (Go)err (v0)))

((C)err (v0), (Co)er (v0)) = (=0, —vo) = (v, v),

conforme desejado. O]

De posse da discussao acima, temos a seguinte definicao importante.

Defini¢ao 5.11. Diremos que (G/H,o0,( ,)) sao dados simétricos se:
(a) H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie conexo G.
(b) o é um automorfismo involutivo de G tal que Fy C H C F = Fix(o)
(c) {,) € um produto interno Ad(H)-invariante em m = {X € g; 0.(X) = —X}.

O Teorema [5.10| mostra como um conjunto de dados simétricos permite tornar
a variedade quociente GG/H um espago simétrico riemanniano. Um espago simétrico como

esse é uma variedade quociente naturalmente redutivel, tendo m = {X € g; 0. (X) =
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— X'} como subespago de Lie. De fato, pelo Lema , m é um subespaco Ad(H )-invariante
complementar a b, de sorte que a Proposicao o item (c) garante a existéncia de uma
métrica G-invariante em M; a condigao de m-shift da definigao de variedade quociente
naturalmente redutivel é trivialmente satisfeita, uma vez que [m,m| C h. Doravante,
a menos de menc¢ao contraria, sempre assumiremos que m é o autoespago associado ao

autovalor 1 de o,.

Finalizamos esta segdo reexaminando as proposigoes e para espagos

simétricos.

Proposicao 5.12. Se M = G/H ¢é um espago simétrico, entdo:
(a) As geodésicas de M partindo de eH sao dadas por

onde o € o subgrupo a um parametro de G gerado por X € m.

(b) O operador de curvatura R de M em eH € dado, para x,y,z € Ty M, por
R(ZL’, y)Z = (W*>6H([[X7 Y]7 Z])v

onde X,Y,Z € m sao os unicos levantamentos horizontais de x,y, z, respectiva-

mente. Além disso, se x e y sdo linearmente independentes, entao

(X, Y], X],Y)
| X AY|?

KM<I7y) =

Demonstra¢ao. Como M = G/H é naturalmente redutivel com subespaco de Lie m, a
Proposicao [4.22 garante a validade do item (a).

A segunda parte do item (b) segue diretamente da Proposicao juntamente
com o Lema onde vimos que [m, m] C h. Para obtermos a férmula para o operador de
curvatura, usaremos o Lema IV.3.3 de| DO CARMO) (2015), aplicado & fungao multilinear

(X,Y,Z, W) — ([[X,Y], Z], W).

Uma vez que ja temos a validade da férmula para as curvaturas seccionais, precisamos
apenas mostrar que a fungao acima € tipo-curvatura em m, isto é, que ela possui as mesmas
simetrias do operador de curvatura. Para o que falta, observe que a antissimetria em X
e Y segue da antissimetria do colchete de Lie, ao passo que a simetria ciclica em X,Y, 7
decorre da identidade de Jacobi. Resta, pois, mostrarmos que, para X,Y, Z, W € m, vale
([[X,Y], Z],W) = —([[X,Y],W], Z). Mas, isto decorre da propriedade de h-shift; de fato,
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sendo V' = [X, Y] € b, tal propriedade garante que
como queriamos. O

Observamos que diversos exemplos nao triviais ilustram a teoria apresentada

até aqui. Para uma apresentacao detalhada dos mesmos, remetemos o leitor ao Exemplo
11.32 de [O'NEILL] (1983).

5.2 O tensor de Ricci de um espaco simétrico

Nesta secao, prosseguiremos com as mesmas notagoes da segao anterior. Con-
siderando os dados de simetria (G/H, o, ( , )), escreveremos simplesmente M = G/ H para
denotar a variedade quociente naturalmente redutivel cuja algebra de Lie é determinada
pelos autoespagos associados aos autovalores —1 e 1 do automorfismo o,. Mostraremos
aqui que, independentemente da métrica G-invariante adotada em G/H, ou ainda, inde-
pendentemente do produto escalar Ad(H )-invariante adotado em m, o tensor de Ricci de
M aplicado a vetores em T,y (G/H) (ou, o que é 0 mesmo, aos campos G—invariantes em
M obtidos a partir deles) é sempre um multiplo da forma de Killing de g.

Vimos anteriormente que, se G é um grupo de Lie conexo e semisimples munido
da métrica biinvariante induzida por B, entao {G, B} é uma variedade Einstein. Dessa
forma, mais uma vez propriedades de espacos simétricos generalizam propriedades de

certos tipos de grupos de Lie.

Teorema 5.13. Seja M = G/H um espago simétrico munido de uma estrutura G-
invariante ( , ). Dados x,y € T.g(G/H) considere seus respectivos levantamentos ho-

rizontais X, Y € m. Entao,
) 1
RICM(‘% y) = _§B(X7 Y),

onde Ricy; denota o tensor de Ricci de M e B denota a forma de Killing de g.

Antes de passarmos a demonstragao propriamente dita, é conveniente tecermos

algumas consideracoes e estabelecermos alguns resultados preliminares.

[. A métrica (,)* em m: se 7 : G — G/H denota a proje¢do natural, sabemos que
(m4)e : m(e) = T.gM é um isomorfismo. Podemos entdo, tomar em m o unico produto
escalar ( , )* tal que (X, Y)* = ((m.)e(X(€)), (m)e(Y(€))), para todos X, Y € m.

Lema 5.14. Sejam x € T.yM e X € m seu levantamento horizontal. FEntao, r =

(m)e(X) = X(eH), onde X € o campo vetorial em M com transformacées de fluzo
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{Texp(e) }-

Demonstracao. Consideremos em M a curva «, dada por a(t) = (7 o 8)(t), onde 5(t) =
exp(tX). Entao, a(t) = B(t)H = Texpx)(eH) é uma curva integral de X, com o/(0) =
(0 5)'(0) = (m)e(X) = . O

Lema 5.15. Sejam x,y € T,y M e X,Y € m seus respectivos levantamentos horizontais.
Seja Tx : ¢ — g a aplicagao dada por Tx = (adx)* e seja Ry : ToyM — T,gM a
transformagao de curvatura, dada por R,(y) = R(z,y)z. Entdo:

(a) Tx deiza os subespagos m e by invariantes.

(b) O levantamento horizontal de R,(y) € —Tx(Y) € m.

(c) Tx : m — m € auto-adjunto relativamente a métrica ( , )*.

Demonstracao.
(a) Pelo Lema 5.9} dados X € me Y € b temos

Tx(Y) = adx([X,Y]) = [X,[X, Y]] € [m,m] C b;

com isso, Tx deixa o subespaco h invariante. Um argumento analogo garante que Ty

deixa invariante o subespaco m: dados X,Y € m, temos
TX(Y> = &quXa Y]) = [Xa [Xa Y” € [ma b] cm.

(b) Pela proposicao[5.12} temos R, (y) = R(z,y)z = (m.)en ([X, Y], X]), com [[X, Y], X] =

—[X,[X,Y]] = —(adx)*(Y) = —Tx(Y). Portanto, o levantamento horizontal de R,(y) é
—Tx(Y).

(c) Sejam XY, Z € m os levantamentos horizontais de x,y, z € T,y M, respectivamente.
Na demonstragdo da Proposi¢ao .12, vimos que a fun¢do multilinear (X,Y,Z, W)
([[X,Y], Z],W)* é de tipo curvatura, logo, satisfaz ([[X,Y], X]|,Z)* = ([[X, Z], X],Y)*.

Assim, por um lado, temos
<[[X7 Y]’X]’Z>* = _<[X> [X> YH’Z>* = _<TX<Y)7Z>*'

por outro,

<HX7 ZLX]7Y>* = _<[X7 [Xv Z“7Y>* = _<TX<Z)7Y>*'
Com isso, (Ix(Y),Z)* = (Y, Tx(Z))*, como queriamos. O
IT. A agao do operador linear Ty em m: vimos, no item (a) do lema anterior, que Ty deixa

invariante os subespagos m e h; por outro lado, vimos no item (c¢) do mesmo lema que

Tx : m — m é auto-adjunto em relagdo a ( , )*, portanto diagonalizavel sobre R. Nosso
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objetivo, agora, serd mostrar que Tx : h — h também é diagonalizavel sobre R. No que

segue, denotaremos tais operadores simplesmente por TX|m e TX‘h'

Lema 5.16. Para X € m, temos:
(a) Os autovalores nao nulos de TX’m coincidem com aqueles de TX’h.
(b) Seja XA € R é um autovalor nio nulo dos operadores do item (a), e my e hy denotam
0s autoespacos correspondentes, entao:
1. adx aplica my em by e vice-versa.

it. As aplicacdes adyx : my — by e adx : hy —> my sao isomorfismos.

Demonstracao.

(a) e parte i. do item (b): denotemos por A, C R o conjunto dos autovalores nao nu-
los de TX}m, e por Ay o conjunto dos autovalores niao nulos de T% : h® — bhC, onde
h® = {U +iV;U,V € b} denota a complexificacio de h e T5(U + V) = T(U) + iT(V)

denota a complexificacao de T'x|,. O que é preciso fazer decorre das trés assergoes a seguir:

-

o A CAyeadyx (my) Chy: dado A € Ay, seja Y € m um vetor ndo nulo tal que

Tx‘m(Y) = \Y. Como adx comuta com Tx = (adx)?, temos que
Tx(adx(Y)) = adX(Tx(Y)) = /\Cde<Y);

além disso, adx(Y) é ndo nulo, visto que 0 # AY = Tx(Y) = adx(adx(Y)). Como
adx(Y) € [m,m] C b, segue que A é um autovalor nao nulo de TX}h com autovetor asso-

ciado adx(Y); portanto, A € Ay e adx(my) C h,.
e Ay = A C R: dado p € Ay, seja Z € h€ tal que T$(Z) = pZ. Observemos que
ady (h7) C {adx(H)}" C [m, b]" < b%.
Em particular, se Z' = ad$(Z) € h, entdo
(Tx|,)(2') = Tx(Z') = (Tx 0 adx)(Z) = (adx 0 Tx)(Z) = padx (Z) = p 2.

Ademais, Z' # 0, pois 0 # puZ = T (2) = ad£(ad 5 (Z)) = ad$(Z'). Com isso, segue

que p ¢ um autovalor nao nulo de (7° X|m)c. Contudo, os autovalores de T’ X|m sao todos

reais, de sorte que os autovalores de (Tx ’m)c

sao os mesmos de TX|m' Portanto, Ay C An
e, como o item anterior nos deu a inclusao contraria, concluimos que Ay = A, C R. A
priori, os autovetores correspondentes aos elementos de Ay poderiam ser complexos nao
reais, mas a discussao acima garante que eles, de fato, sao reais. Portanto, os autovalores

nao nulos e autovetores de (71" X’h)c coincidem com aqueles de T’x | , de sorte que Ay = Ay,

[y
é o conjunto dos autovalores nao nulos de T'x .
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e adx(h,) C my: gracas a assertiva anterior, a demonstracao deste fato é inteiramente

analoga aquela da primeira asser¢ao acima.

Para provar a parte ii. do item (b), mostraremos que tanto ady : hy —> m,
quanto adyx : my — b sao injetivas, com o que teremos dim b, = dimm,; além disso,
uma aplicacao linear injetiva entre espacos vetoriais de mesma dimensao é um isomorfismo.
Para o que falta, seja Z € b, um elemento tal que adx(Z) = 0. Entao, Z € ker(ady) C
ker(adx)? = ker T. Isto implica que Z € hy N by, onde by é o autoespaco associado ao
autovalor 0 do operador TX‘b. Todavia, hxNhy = {0} e, assim, ker(adx : h — m,) = {0}.

De modo similar mostra-se que adx : my — b, é também injetiva. n

Lema 5.17. Tx : h — b € diagonalizavel sobre R.

Demonstracao. Nas notacoes da discussao acima, sejam A ..., \. os elementos distintos
de A := Ay = A, Para 1 <1 < r, sejam n; a multiplicidade de \; como autovalor de

TX’I) e
by, ={Zeb; (Tx —ND)"(2) =0}, m} ={Zem; (Tx —\I1)"(Z)=0}.

Se 0 for autovalor de TX|b’ sejam ng sua multiplicidade e b = {Z € b; (Tx)™(Z) = 0};

se 0 nao for autovalor de TX| b fagamos ng = 0 e h§ = {0}. Analogamente, se 0 for um

autovalor de Tx| , sejam 719 sua multiplicidade e mg = {Z € m; (Tx)™(Z) = 0}; se 0
nao for autovalor de TX|m, fagamos 19 = 0 e m$ = {0}.

Como os autovalores de T'x ‘m e de T'x |, sao reais, o Teorema da Decomposicao

s
Primdria garante que dim b}, =n; =dimm}, h=hS b} & ... &h em=midm] &
... @ m]} . Para concluir a prova do lema, basta mostrarmos que, para 1 <14 < r, tem-se
b, = b3, e bo = bg, onde ho denota o niicleo de TX’h'

Claramente, ho C by e by, C b}.. Basta, pois, demonstrarmos as inclusoes

contrarias. Dado Z € b3 , vale (Tx — A\ I)"(Z) = 0. Se Y := adx(Z), entao Y € [m,h] C
m. Por outro lado, como ady comuta com Ty, ele também comuta com (Tx — \; )™.

Com isso,
(Tx =N D™M(Y)=(Tx =X\ I)"(adx(Z2)) = adx((Tx — N\ )" (Z)) =0,
de sorte que Y € m} =m,y, (jd que Tle ¢ diagonalizavel). Portanto,

0=Tx = XNDY)=(Tx = XiI)(adx(Z)) = adx((Tx — X 1)(Z)),
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de modo que
(Tx = A\ 1)(Z) € ker (adx|,) C ker ((adX)2|b) = ker (Tx|,) = bo.
Concluimos, entao, que
(Tx — N 1)(Z) € hoN by, C hyN b3, = {0},

e assim Z € b,.
Por fim, ao trocarmos A; por Ao = 0 na demonstracao acima, obtemos b C bo.

Mas, como ja tinhamos a inclusao contraria, segue a igualdade. O]

Podemos, finalmente, voltar a demonstragao do Teorema [5.13

Demonstrag¢ao. Sejam x,y € T,z M e X, Y € m seus respectivos levantamentos horizon-

tais. Queremos mostrar que Ricy(z,y) = —31B(X,Y). Como Ricy, e B sao formas bili-

neares simétricas, por polarizagao é suficiente mostrarmos que Ricy,(z,z) = —%B(X , X).
Pelo item [(b)| do Lema[5.15] temos

Ricpy(z,x) = tr(R,) = —tr(TX‘m).
Por outro lado,
B(X,X) = tr((adx)?) = tr((adX)Q‘m) + tr(((adX)2|h)) = tr(TX‘m) + tr(TX|b);

entdo, é suficiente mostrarmos que tr(TX‘m) = tr(TX‘h). Mas, como TX}m e TX‘b sao
diagonalizaveis, tais tragos correspondem as somas de todos os autovalores nao nulos dos

operadores correspondentes, contados de acordo com suas multiplicidades; entao, o Lema
[5.16] garante que

r(Tx|,) = Y Adimmy = >~ Adimby = tr(Tx|,).

AEAm AEA,

5.3 Campos de Killing e os autovalores de Tx

Seja dado um espago simétrico M = G/H, com subespago de Lie m. Fixado
X € m, nesta ultima se¢ao estudaremos a relagao entre os autovalores do operador diago-
nalizavel T'x com campos de Jacobi em M. Mais precisamente, conseguiremos determinar
tais campos em termos de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem que dependem

unicamente dos autovalores de Tx. Dada a relevancia do papel dos campos de Jacobi de
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Geometria Riemanniana, consideramos esta ultima se¢ao como a parte mais importante

do presente trabalho.
A definicao a seguir desempenhard um papel importante nesta secao.

Definicao 5.18. Dada uma variedade riemanniana completa M, dizemos que uma iso-
metria ¢ : M — M ¢é uma transvec¢ao ao longo da geodésica v : R — M se as duas
condigoes a sequir forem satisfeitas:
(i) ¢ translada 7y, ou seja, existe um c € R tal que ¢p(y(s)) = (s +¢), para todo s € R.
(it) Para todo s € R, a aplicagao linear (¢.)qs) : TyyM — Tyys)M coincide com o

transporte paralelo ao longo de 7.

Um exemplo simples de transveccao é dado por uma rotacao ¢ da esfera S?
sobre o eixo Oz € R?, em cujo caso ¢ ¢ a transvecgao ao longo do circulo equatorial {z = 0}
de S%. Para nossos propésitos, ¢ um fato importante que, em um espaco simétrico M,

existe uma transveccao ao longo de cada geodésica.

Lema 5.19. Sejam v uma geodésica em um espaco simétrico M, e (s a simetria global
de M em ~(s). Entao, para cada c € R, a isometria (.50 (o de M € uma transvecgao ao

longo de v, que a translada por c.

Demonstragao. Para cada s € R, temos (y(7(s)) = v(—s). Entdo, uma vez que ¢/2 é o
ponto médio do intervalo [—s, s 4 ¢|, temos que ({2 © o)(7(s)) = v(s + ¢). Isso garante
a validade do item (i) da defini¢ao anterior.

Agora, seja t — X, ;) um campo paralelo ao longo de . Para cada s € R
fixado, o fato de (; ser uma isometria de M garante que o campo t — ((o)«)y ) (Xy))
é paralelo ao longo de (s o 7, que, pelo paragrafo anterior, é uma reparametrizacao de
~v. Mas, como o transporte paralelo independe de reparametrizacoes, concluimos que o
campo t > (((s)«)y(t) (X)) € paralelo ao longo de 7.

Dado = € T, M temos que x ¢ paralelo ao longo de v a um vetor y €
TyoyM. Com isso, segue do pardgrafo anterior que (((o)«)~)(x) é paralelo ao longo de
v a ((€0)x)y0)(y) = —y, e também a um vetor z € T2y M. Portanto, novamente pelo
pardgrafo anterior, ((Ce/2)«)y(—) © ((Co)« )t () € paralelo a ((Ce/2)«)(c/2)(2) = —2 ao longo
de . Mas, como z é paralelo a —y ao longo de 7, temos que —z ¢é paralelo a y ao longo
de 7, e assim ((Ce2 © Co)s)y(t) () = ((Ces2)s)v(=) © ((Co)« )1y (x) € paralelo a y ao longo de
~. Por fim, recordando que y ¢é paralelo a x ao longo de v segue por transitividade que
((Cey2 0 o))y () é paralelo a x ao longo de 7. Isso demonstra a validade do item (ii) da

Definigao [5.18| O

Proposicao 5.20. Seja M = G/H um espago simétrico com subespago de Lie m. Se «
¢ o subgrupo a um parametro de G associado a um elemento de m e v = wo «, entdo

((Tags))w)err - TerM — Ty M € o transporte paralelo ao longo de .
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Demonstra¢ao. Se Z é um campo paralelo ao longo de v, temos de mostrar que Z(s) =
(Ta(s))s.x (Z(0)). Para isso, fixemos ¢ € R e consideremos ¢ € I(M) dada por ¢ = (¢/20(p.
Pelo lema anterior, ¢ é uma transveccao de M ao longo de 7, que translada v por c;
portanto, W(c) = (¢+)ern(Z(0)) € Ty M é o transporte paralelo de Z(0) ao longo de ~.
Com isso, basta mostrarmos que (¢s)er = (Ta(e) ) won -

Para o que falta, note primeiro que, como v = mo«a e y(s) = a(s)eH =
Ta(s)(eH), temos que ¢p(eH) = ¢(7(0)) = v(c) = To(¢)(eH). Basta, pois, mostrarmos que
¢ = Ta(c). Para tanto, observe inicialmente que, como a é um subgrupo a um parametro,
temos a(c) = a(e/2 + ¢/2) = a(c/2)a(c/2). Também, pondo g = «a(c/2) em (17) (e
omitindo os sinais de composicao, por simplicidade de notacao), segue que Ty(c /Q)COT;(}: /2)

¢ a simetria global de M em v(c¢/2). Portanto,

= Tae) & G200 = Tae) & Ta(c/?)COT;(i/Q)CO = Ta(c/2)Ta(c/2)

S C0Ta(-c/2)60 = Ta(c/2) & Ta(=c/2) = C0Ta(e/2)60

onde a tultima equivaléncia decorre da involutividade de (y. Agora, segue de ([18) que

T(ooa)(c/2) = C0Ta(c/2)G0s

de sorte que nossa tarefa ficou reduzida a mostrar que (o o a)(c¢/2) = a(—c/2). Mas,
como « é um subgrupo a um parametro de G tal que o/(0) € m, segue do Lema que
(coa)'(0) = 0.(a’(0)) = —a/(0), de modo que a unicidade dos subgrupos a um parametro
de G fornece (0 o a)(t) = a(—t), para todo t € R. O

A proposicao e o lema apresentados acima tém consequéncias bastante in-
teressantes. Por exemplo (veja |O’NEILL| (1983)), decorre do lema anterior que toda
geodésica nao constante definida em um espago simétrico ou é injetiva ou é periddica.
Além disso, uma vez que o transporte paralelo ao longo de geodésicas determina a co-
nexao de Levi-Civita, a proposicao anterior garante que, em um espaco simétrico M, tal
conexao independe da escolha da métrica G-invariante para M.

Voltemos, agora, as defini¢oes e resultados que ainda precisamos apresentar.

Definicao 5.21. Dada uma variedade riemanniana M um campo suave X em M é um
campo de Killing (ou, ainda, uma isometria infinitesimal) se suas transformagoes de fluxo

forem isometrias locais.

Definig¢ao 5.22. Sejam M uma variedade riemanniana e v : [0,a] — M uma geodésica
de M. Um campo de vetores J ao longo de v é dito um campo de Jacobi se J for o campo

variacional de uma varia¢ao geodésica de 7.

Nas notagoes da definigdo anterior é possivel provar (veja o Capitulo 5 de

DO CARMO) (2015), por exemplo) que um campo J é de Jacobi se e s6 se satisfaz ao
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longo de v a equacao
J"+ R, J)Y =0.

Por isso, tal equacao é conhecida como a equacao de Jacobi.

Uma vez que a equacao de Jacobi é linear e de segunda ordem, um campo de
Jacobi fica inteiramente determinado pelas condigdes iniciais J(0) e J'(0). Mais precisa-
mente, sejam n = dim M e e(t), ..., e,(t) campos paralelos e ortonormais ao longo de ;

escrevendo

J(t) = Z = filt)ei(t) e ai; = (R(y'(1),e:i(1))" (1), (1))

para 1 <4,7 < n, temos

dt? Z f//

n

R(Y, ) =Y (R(Y, )y ej)e Zfz (v e ej)e Zfzamea

Jj=1 1,j=1 i,j=1

Portanto, a equacao de Jacobi equivale ao sistema de EDOs lineares de segunda ordem

! t) + Zaw(t)fz(t) = 07 ] = ]_, .o, n.
i=1

Assim, dadas as condigoes iniciais J(0) e J'(0) (ou, equivalentemente, os valores para f;(0)
e f/(0), para 1 < i < n), a teoria de EDO’s garante a existéncia de uma tnica solugao

diferencidvel para o sistema acima, a qual é definida em todo o intervalo [0, a].

Lema 5.23. Sejam M uma variedade riemanniana e v uma geodésica em M. Se X é

um campo de Killing em M, entdo sua restricao a v é um campo de Jacobi.

Demonstracao. Sejam p € M e U C M um aberto no qual estda definido o fluxo local
¢ :(=06,0) x U - M de X. Considere a variacao F' : (—¢,¢) x [0,a] — M de v, dada
por F(t,s) = @i(v(s)) = ¢(t,7(s)). Como ¢; : U — ¢;(U) é uma isometria, as curvas
s +— @i(7y(s)) sao geodésicas. Observe, agora, que F'(0,s) = v(s). Definindo J = a_ﬂt:o’
temos que J é o campo variacional de uma variacao geodésica, de forma que J é um

campo de Jacobi ao longo de v. Por outro lado,

oF 0

Iy =S| = ot )] = X(e(0,9() = X(1(5)).

]

Voltando a um espago simétrico M = G/H, dado Z € g, denotemos por Z
o campo vetorial em M com transformacoes de fluxo {Texpz)}. Uma vez que estamos

considerando em M uma métrica G-invariante, as transformacoes de fluxo de Z sao iso-
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metrias, e dai Z é um campo de Killing em M. Portanto, segue do lema anterior que a
restricao de Z a qualquer geodésica v de M é um campo de Jacobi. O resultado a seguir
dé uma descricao mais precisa de tais campos. Para o enunciado do mesmo, o leitor pode
achar interessante rever o item (a) da Proposi¢ao .

Teorema 5.24. Sejam M = G/H um espago simétrico com subespago de Lie m. Seja
X € m e yx(s) = exp(sX)H uma geodésica em M, partindo de eH. Dado Z € g,
considere a variag¢do geodésica F(t,s) = exp(tZ)vyx(s) = exp(tZ) exp(sX)H de vx, com
campo variacional J = %_f‘t:o'
(a) Se Z € b, entdo J € o unico campo de Jacobi ao longo de vx tal que J(0) =0 e
J(0) = [2.X)(cH).
(b) Se Z € m, entio J(s) € o unico campo de Jacobi ao longo de vx tal que J(0) =
Z(eH) e J'(0) = 0.
Demonstra¢ao. Conforme comentamos imediatamente antes do enunciado do teorema, em
qualquer um dos casos acima J é um campo de Jacobi ao longo de vx. Vimos também
que um campo de Jacobi J é unicamente determinado pelas condi¢oes iniciais J(0) e
J'(0). Basta, portanto, verificarmos que, em cada um dos itens acima, tais condi¢oes sao
exatamente as listadas.
Uma vez que J = %—ﬂ 1o+ 0 lema de simetria para superficies parametrizadas
(Lema I11.3.4 de DO CARMO| (2015)) garante que

D oF D oF

J'(0) = @Em’ 0) = ag(

0,0).
Analisemos, agora, os itens (a) e (b).

(a) Como Z € b, temos para todo t € R que exp(tZ) € H. Com isso, F(t,0) =
exp(tZ)H = eH para todo ¢, de sorte que J(0) = 2&(¢, O)‘t:0 =0.
Para calcular J/(0), utilizando novamente que exp(tZ) € H para todo t € R,

podemos escrever

F(t,s) = exp(tZ)exp(sX)H = exp(tZ) exp(sX)exp(tZ) *H
= Coxp(t2)(exp(sX))H = exp(sAdexp(ez) (X)) H,

onde, na tltima igualdade, invocamos o item (g) da Proposigao [2.21] Fazendo X (t) =
Adexpz)(X), a igualdade acima fornece F(t,s) = exp(sX(t))H = m(exp(sX(t))). Entao,

oF 0 -
9| = mmensX @) = (m)(X(0) = X{O)(eH) € Ty M,
para todo t € R. Agora, a derivada covariante do campo %—f(t, s) ao longo da curva

t — F(t,0) coincide com a derivada usual, ja que F(¢,0) = eH é uma curva constante.
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Dai, fazendo Y = lim w e usando a linearidade da aplicacao Z 7 definida de g

t—0
para o espaco dos campos suaves em M, obtemos

—_~

X(t)(eH) — X(0)(eH) (X(t) — X(0))(eH)

710 = g M ZOC (O3

Finalmente, como X () = Adexp(tz)(X), o Lema nos da

Adep(rz)(X) — X

Y = lim — 7, X].
t—0 t
Entdo, J'(0) = Y(eH) = [E,\)?](GH), como querfamos demonstrar (observemos que

[Z,X] € [h,m] Cm).

(b) Se Z € m, entao F(t,0) = exp(tZ)H = vz(t) é uma geodésica em M partindo de eH.

Segue que

= (m)e(Z) = Z(eH).

t=0

10) = 2000)| = 2 (nlespit2))

Para o célculo de J'(0), observemos inicialmente que

oF

Wit = espltZ)ix(s)

s
= (Texp(t2))+) o1y (Vx (0)).

R CPIEND))

s=0 s=0 s=0

Como M é um espaco simétrico e Z € m, sabemos pela Proposicao que a aplicacao
linear (TEXp(tZ))*)eH :TegM — T,y M ¢ o transporte paralelo ao longo da geodésica 7.
Portanto, %—f(t,s)‘szo é um campo vetorial paralelo ao longo de F(t,0) = ~vz(t). Logo,
J'(0) = 0. ]

Vimos anteriormente que, para X € m, os autovalores nao nulos de TX‘m e de
Tx‘h sao 08 mesmos numeros reais, com as mesmas multiplicidades. Lembremos também
que, se h) e my denotam respectivamente os autoespagos de Tx em m e b associados ao
autovalor nao nulo A, entao as aplicacoes lineares adx : my — hy e adx : hy — m, sao

isomorfismos. Nosso ultimo resultado especializa o teorema anterior, para Z € my ou b,.

Teorema 5.25. Sejam M = G/H um espago simétrico com subespago de Lie m. Seja
X € m e yx(s) = exp(sX)H uma geodésica em M, partindo de eH. Dado Z € g,
considere a variagao geodésica F(t,s) = exp(tZ)vx(s) = exp(tZ)exp(sX)H de vx, com
campo variacional J = %ﬂt:o' Se A € um autovalor nao nulo de T, entdo:

(a) Para Z € Yy, temos J = fE, onde E €é um campo vetorial paralelo ao longo de 7 e
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f € a funcgdo suave tal que f(0) =0, f'(0)=1¢e f"—Af=0.
(b) Para Z € my, temos J = fE, onde E é um campo vetorial paralelo ao longo de ~y e
f € a funcgao suave tal que f(0) =1, f'(0)=0e f"—=Af =0.

Antes de passarmos a demonstracao do teorema, precisamos de um resultado
bastante simples, mas que ainda nao provamos. Para o enunciado do mesmo, lembremos

que, para x € T,y M, a transformacao de curvatura R, : T,y M — T,z M é definida por
R.(y) = R(z, y)x.

Lema 5.26. Nas notagoes do enunciado do teorema anterior, sejam dados X € m e um
autovalor ndo nulo X\ de Tx. Sejam 7(s) = exp(sX)H uma geodésica em M e E um

campo vetorial paralelo ao longo de v, tal que E(0) = Z(eH) para algum Z € my. Entao,
Ry ((E(s)) = —=AE(s), para todo s € R.

Demonstracao. Evidentemente, —A\E é um campo paralelo ao longo de v, de sorte que
R, (F) também o é (uma vez que espagos simétricos sdo, em particular, localmente
simétricos). Por unicidade, nos resta apenas provar que —AE e R,(FE) tém o mesmo
valor em s = 0. Mas, —AE(0) = —AZ(eH) € T,y M tem levantamento —AZ € m. Além
disso, como 7/(0) e E(0) tém levantamentos X e Z, respectivamente, segue do item (b)
do Lema [5.15 que R, ()(£(0)) tem levantamento —TxZ = —AZ € m. O

Voltemo-nos, agora, a demonstragao do teorema.

Demonstracao do Teorema[5.25 Para o item (a) lembremos que, no item (a) do Teorema
5.24] vimos que J é o tnico campo de Jacobi ao longo de 7, tal que J(0) =0 e J'(0) €
Tey M corresponde a [Z, X] € m. Como Z € b,, segue do Lema que [Z,X] =
—adx(Z) € my.

Agora, seja J = fE, onde E é o campo vetorial paralelo ao longo de + tal que
E(0) € T.yM tem levantamento horizontal [Z, X]| € my, ¢ f é a fungao suave tal que
f(0)=0, f(0)=1e f"=Af=0. E suficiente provarmos que .J é um campo de Jacobi
ao longo de v, com as mesmas condigoes iniciais que J.

Para o que falta, como E é paralelo ao longo de 7, temos que J"(s) = f"(s)E(s)
para todo s. Pelo lema anterior, vale também que R,y (J(s)) = f(s)Ry s (E(s)) =
—Af(s)E(s). Entao,

J"(s) + Ry (J(5)) = (f"(5) = Af(s)) E(s) = 0,

de sorte que J satisfaz a equacio de Jacobi e, logo, é um campo de Jacobi ao longo de 7.
Por outro lado, segue da definicao de f que J(0) = f(0)E(0) = 0 e J'(0) = f'(0)E(0) =
E(0), que corresponde a [Z, X] € my. Isso mostra que J e J tém as mesmas condicoes
iniciais em s = 0.

Para provar (b), usemos o item (b) do Teorema o qual garante que J é
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o unico campo de Jacobi ao longo de v, tal que J(0) € T,z M corresponde a Z € my e
J'(0) = 0. De modo anélogo ao item anterior, definamos J = fF, onde E é o campo
vetorial paralelo ao longo de 7(s) tal que E(0) € T,y M tem levantamento horizontal
Z € my, e f é a unica fungao suave tal que f(0) =1, f/(0)=0e f" —Af =0.

Como no item anterior, temos que J é um campo de Jacobi. Além disso,
J(0) = f(0)E(0) = E(0), que corresponde a Z € my, e J'(0) = f(0)E(0) = 0. Portanto,
J e J tém as mesmas condices iniciais, o que completa a prova. O
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6 CONCLUSAO

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, nos foi possivel compreender a
importancia de identificar espagos simétricos com certas variedades quociente particulares.
Mais precisamente, vimos que, dado um espaco simétrico M, podemos identifica-lo com o
quociente Io(M)/H, onde Io(M) é a componente conexa do grupo I(M) de suas isometrias
que contém a identidade e H é o subgrupo de isotropia de um ponto fixado de M. Depois
de garantir a existéncia de uma tal identificagdo, passamos a tratar um espago simétrico
apenas pelo que chamamos de seus dados simétricos. Um desses dados é exatamente o
produto interno Ad(H )-invariante fixado em m, e vimos também como relacionar tais
produtos internos, de forma biunivoca, com métricas G-invariantes em M. A culminancia
do trabalho foi mostrar como o tensor de Ricci e os campos de Killing de M também s6
dependem das algebras de Lie de G e H e do subespaco de Lie m correspondente. Em
particular, o tensor de Ricci de M sempre tem a mesma expressao obtida no caso (muito
mais simples) em que tratamos de um grupo de Lie semisimples, munido com a métrica
(Einstein) induzida por sua forma de Killing. Isto nao é mera coincidéncia. De fato, para
classificagao, a menos de isomorfismos locais, dos espagos simétricos, E. Cartan sugeriu
duas maneiras de proceder, uma delas semelhante a tratada aqui. A segunda maneira,
por sua vez, conduz ao problema de classificar dlgebras de Lie reais semisimples, algo que

o préprio Cartan ja resolvera em 1914.
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