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RESUMO

Neste trabalho caracterizamos o espectro do operador de Laplace-Beltrami na variedade
warped M™ = R x, S*! cuja funcao warping é suave, positiva, perfodica, de perfodo a, e
satisfaz 1o = minr(t) < v/n — la/w. Mostramos que tal espectro nao possui autovalores,
é escrito como a uniao de intervalos e, da periodicidade de r, utilizamos a cldssica teoria
a cerca dos operados de Hill, e concluimos e existéncia de gaps no espectro de M.

Palavras-chave: Espectro Essencial. Operador de Laplace Beltrami. Equagao de Hill.



ABSTRACT

On this work we study the espectrum of Laplace-Beltrami operator on the warped Rie-
mannian manifold M" = R x, S"~!, whose warping function is smooth, positive, periodic,
with period a and satisfies 7o = minr(t) < v/n — la/m. We show that spectrum there no
eingevalue, is formed by a union of closed intervals, and, from the peridicity of r, using
the classical Hill’s Equations Theory, we conclude the existence of gaps.

Keywords: Essential Spectrum. Laplace-Beltrami’s Operator. Hill’s Equation.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho iremos consideramos variedades Riemannianas completas, nao-
compactas na forma M" = R x, S""! com métrica warped, ds* = dt* + r(t)d6?, onde r
¢ uma funcio suave, positiva e periodica, de perido a, tal que ry = minr < /n — la/m.
Nosso objetivo é caracterizar o espectro do operador de Laplace-Beltrami em M, —A =
div(grad).

O operador de Laplace-Beltrami é positivo, auto-adjunto e definido em C*° (M),
com tnica extensao continua em L*(M). O espectro deste operador, o(—A), que também
identificaremos como o espectro da variedade, o(M), é formado por todos os \ reais tais

1 ¢ ilimitado, e se divide em espectro discreto e espectro es-

que o operador (—A — \I)~
sencial. O espectro discreto consiste em todos os A € o(M) tais que A é um autovalor
de multiplicidade finita de —A e A é um ponto isolado de o(M). O espectro essencial de
—A, 0'(M), é o complemento em (M) do espectro discreto.

Se M é uma variedade compacta, o espectro essencial é vazio, ou seja, o espec-
tro da variedade coincide com o espectro discreto e o problema —Au = Au em M possui

uma quantidade infinita e enumerdvel de autovalores {\, },en que satisfazem

tais que A, — oo quando n — oc.

Para variedades nao compactas, o problema de determinar o espectro essencial
depende de caracteristicas geométricas e topoldgicas da variedade e vem despertando
o interesse dos matemadticos nas tltimas décadas. Em 1981, Donnely, (DONNELLY,
1981), mostrou que se M é uma variedade de Hadamard, n-dimensional, cuja curvatura,
no infinto, se aproxima de —k < 0 entdo o seu espectro essencial é o intervalo [((n —
1)k?)/4,00). Em 1992, Escobar-Freire, (ESCOBAR and FREIRE, 1992), mostraram que
o espectro é [0,00) para variedades de curvatura seccional ndo negativa com algumas
condigoes adicionais. Em 1994, Zhou, (ZHOU, 1994), mostrou que tais condigdes eram
desnecessarias. Em 1994, Li, (LI, 1994), prova que se a variedade possui um pélo e sua
curvatura de Ricci é ndo negativa entao o’(M) = [0, 00), Chen-Lu, CHEN and LU (1992),
chegaram a mesma conclusao quando a curvatura seccional radial é nao negativa. Em
1997, Donnelly, (DONNELLY, 1997), prova que se o crescimento do volume ¢ euclidiano e
a variedade tem curvatura de Ricci ndo negativa o espectro essencial é [0, 00). Em resumo,
eles assumiram que a variedade tem um polo, ou usaram a funcao de Green sob hipéteses
restritas, ou considerarm condig¢oes de curvatura e crescimento de volume.

Em 1997, Kumura, (KUMURA, 1997), mostrou que se a fungdo distancia, r,
satisfaz

limsup |[Ar —¢| =0

T—00
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entao o/ (M) = [¢?/4,00), e que este resultado generaliza os anteriores. Também em 1997,
Wang, (WANG, 1997), provou que se a curvatura de Ricci de uma variedade satisfaz
Ricy > —0/r%, onde 1 é a distancia a um ponto fixo e § = d(n) é uma contante, entao o
espectro da variedade é a semirreta nao negativa. Em 2011, Lu-Zhou, (LU and ZHOU,

2011), mostraram que ¢’'(M) = [0,00) se a curvatura de Ricci satisfaz

lim inf Ricp(x) > 0.

T—00

Em 2014, Lu-Charalambous, (CHARALAMBOUS and LU, 2014), mostraram que se, para

algum ponto fixo, temos
lim inf Ric (2 2) =0
r—500 or’ or

entdo o espectro desta variedade é [0,00), o mesmo de um séliton de Ricci shirinking
completo. Em 2015, Montenegro-Monte, (MONTE and MONTENEGRO, 2015), para
certas condigOes sobre a curvatura média das esferas geodésicas e sobre a métrica da
variedade numa vizinhanga de um raio com sistema de coordenadas geodésicas, sem exigir
que a variedade seja completa, mostraram que [(n — 1)¢/4, 00) C o/(M).

Voltando ao nosso problema, na tentativa de caracterizar o espectro de M"™ =

R x, S"! nés chegamos a operadores do tipo

Lif = (D) (r" N e) f) —

onde \; é o i-ésimo autovalor da esfera S" !, devido a periodicidade de r este é um
operador de Hill. Uma equagao de Hill é uma equagao do tipo u” + p(t)u’ + q(t)u = 0,
onde p e ¢ sdo fungodes periddicas, de mesmo periodo a, p(t) é continua, nao se anula e
P'(t) e q(t) sdo continuas por partes, estas equagoes tem inimeras aplicagoes em mecanica,
astronomia, circuitos, entre outros. A teoria classica para operadores de Hill nos diz que
este nao possui autovalores e seu espectro apresenta gaps, cujo comprimento tende a zero
a medida em que nos aproximamos do infinito. Assim, o espectro do laplaciano de M™
fica caracterizado da seguinte forma:

Teorema 1.1 O espectro do operador de Laplace-Beltrami em M™ = R x, S"~!, onde r
¢ uma fungao suave, positiva e periddica, de perido a, tal que ro = minr < \/n — la/m,é
formado por uma unido de intervalos fechados com mais de uma componente conexa e

sem autovalores.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos um compéndio da teoria necessaria para o desenvolvimento
deste trabalho, os assuntos abordados neste capitulo podem ser encontrados de maneira

mais completa em DAVIES (1995), EASTHAM (1973), GRIGOR’YAN (2009) ¢ MAG-
NUS and WINKLER (1979). Ele se divide em trés se¢oes, na primeira apresentamos
resultados importantes sobre equacoes de Hill, na segunda é apresentada as princiais

nocoes de teoria espectral aqui utilizada e na terceira tratamos das variedades Warped.

2.1 Equacgoes de Hill

O nome equacgao de Hill é dado a equagao

{p(2)y'(2)} + q(z)y(x) = 0 (1)

onde p(x) e q(z) sdo fungoes reais periddicas, de mesmo periodo a. Ademais, p(x) é
continua, nao se anula , e p’(x) e g(x) sdo continuas por partes.

Observe que se ¥(x) é solucao de (1) entao ¥,(x) = 1 (r + a) também sera
solugao de (1). Entretanto, nao temos, em geral, ¢, (z) = ¢ (z); de fato (1) ndo nescessa-
riamente tem solucao nao trivial com periodo a. Por outro lado, o teorema a seguir nos

garante que existem uma constante nao nula p e uma solugao nao trivial ¢ (z) tais que

() = p(). (2)

Teorema 2.1 Ezxistem constante nao nula p e solugao nao trivial Y(zx) de (1) que satis-
fazem (2) .
Prova: 2.1 Sejam ¢1(x) e pa(x) solugdes linearmente independentes de (1) satisfazendo

as condi¢oes iniciais

01(0)=1, ¢1(0)=0,  ©2(0)=0, ¢,(0)=1. (3)

Como p1(x + a) e po(x + a) também sao solugoes lineramente independentes, existem

constantes A; ;, 1 < 1,5 < 2, tais que

p1(z +a) = Anpi(z) + Appa(z) (4)
pa(z + a) = Anpr(z) + Asapa(z)

com a matriz A = (A; ;) nao singular. Toda solugao (x) de (1) tem a forma

Y(x) = crp1(x) + ca2()



onde ¢1 e cg sao constantes e, por (4),

Y(x +a) = py(x)
& cp1(r +a) + capa(r + a) = p(crp1(T) + capa(w))
& [e1(An — p) + Ancaler(z) + [Araer + (A — p)ca]ipa(x) =0

ou seja,

(A1 — p)er + Agiea =0
A1201 + (Azg_p)CQ =0

Esta equacao é satisfeita para ¢y e co, nao ambos nulos, se p é tal que
p2 — (AH —+ A22>p + detA =0

e esta equagdao tem solugdo nao nula pois detA # 0.
De (3) e (4) temos

vi(a) = ©1(0+a) = Ang(0)
p2(a) = p2(0 +a) = Az p1(0) + A22902
(a) 1(0)

e portanto,
detA =W (p1, 2)(a)

e, pela férmula de Liouville para o wronskiano,

detA = exp </0 ];8613;) —1.

Assim, (5) pode ser reescrita como

p* = [p1(a) + &h(a)lp+1=0

e as solugoes p; e py satisfazem

pip2 =1

13

(6)

(7)

Teorema 2.2 Existem solugdes linearmente independentes 11(x) e 1o(x) tais que umas

das sequintes possibilidades acontece

(i) P1(x) = e™*Py(x), Yo(z) = e™*Po(x), onde my e mo sao constantes e Pi(z) e

Py(x) sao fungoes periddicas, de periodo a.

(11) 1 (z) = €™ Py (x), o(x) = ™ [x P (x) + Par(x)], onde m € constante, Pi(z) e Py(x)
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sao funcgoes peridodicas, de periodo a.
Prova: 2.2 Suponha que (6) tem solugoes distintas py e py. Entao, por (2.1), existem

solugoes nao triviais Vq(x) e Wo(x) de (1) tais que
Up(x +a) = ppVr(x), k=12 (8)

Observe que Vi(x) e Wo(x) sao linearmente independentes. Caso contrdrio teriamos py =

p2. Como py e py sao ambos nao nulos podemos escolher my e moy tais que

e’ = py. (9)
E definimos
Pi(z) = e ™ W () (10)
e entao
Pu(z+a) = e ™) p @) (2) = e ™0, (2),
e, por (10),

P(x) = ™ Py(x)

onde Py(x) € periddica, de periodo a.
Suponha agora que (5) tem solugao repetida p # 0, e, como em (9), escolha m

tal que e*™ = p. Por (2.1), existe solu¢ao nao trivial V1 (z) tal que
Uy(z+a) = p¥y(x). (11)

Seja Uy(x) solugao de (1) linearmente independente a Wq(z). Como Wo(x + a) também €

solugao de (1), existem constantes dy e dy tais que
Uy(x 4+ a) = d1 U (x) + daWs(x) (12)
e, de (11) e (12), em termos de wronskiano, temos
W(Uy, Ws)(z + a) = pdoaW (¥, Uy)(x).

Por outro lado, como p € solugao repetida de (5), temos pdy = p?, logo p = ds.
E entao, por (12),
Uy(x +a) = dyVq(x) + pPs(x).

Temos duas possibilidades, se dy = 0 entao

‘112(-1: + CL) = p\IIQ(llT)
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e, junto com (11), temos a situagdao descrita no item (i), com py = pz = p.
Se di # 0, definimos

Pi(z) = e ™ (x) e Py(z) = e ™ Wy(x) — Z—;xPl(x).

Observe que Pi(x) e Py(x) sdo periddicas, de periodo a. E, portanto,

mx mx d
Py (x) =™ P(x) er(x) =€ (a—;wpl(x) + Pg(x))
Observe que se (i) ocorre entdo (1) tem duas solugdes linearmente indepen-
dentes; se temos (7i), |p| = 1 e a equagdo admite uma solugao periédica.
As solugoes pg, k = 1,2, de (5) sao chamadas multiplicadores caracteristicos

de (1), my, s@o os expoentes caracteristicos de (1).

Chamamos de discriminante de (2) o nimero

D = ¢1(a) + ¢a(a). (13)

Existem cinco possibilidades de valores de D a serem estudadas:
A. D > 2: Por (6), p; e ps sao reais, distintos, positivos e diferentes de 1. Portanto, de

(8), existe um numero real nao nulo m tal que

am —am
e =p1, e " =pa.

Assim, do item (i) de (2.2), temos
Yi(x) =" Pi(x), 1ha(z) =e " Py(x).

B. D < —2: Andlogo a (A), com p; e ps negativos e diferentes de —1. E neste caso, o
T
expoente caracteristico serd m + —.
a
C. =2 < D < 2: Por (6), p; e py sao complexos, distintos, de (7) temos que sao
lao

conjugados logo existe a € R, 0 < a < 7, tal que € = p; e e = py, e entdo

temos
Pi(z) = e Pi(x), tho(z) = e Py(x).

D. D = 2: Neste caso p; = p2 = 1 e temos duas possibilidades.
(1) Se ¢a(a) e ¢ (a) sdo ambos nulos temos 1 (z) = Py(z) e Ya(x) = Pa(x) e todas
as solugoes de (1) sao periédicas, de periodo a.
(2) Se ¢a(a) e ¢} (a) nao sdo ambos nulos, entao ¢1(x) = Pi(x) e to(x) = xPi(x) +
PQ (l’)
—2: Neste caso p; = p2 = —1 e novamente temos duas possibilidades.
1) Se ¢y(a) e ¢ (a) sdo ambos nulos temos ¥y (1) = ™/ Py (z), ty(x) = €™/ Py(z),

E. D
(
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e todas as solucoes sao semiperiddicas, de periodo a.
(2) Se ¢o(a) e ¢} (a) nao sdo ambos nulos, 11 (x) = Pi(z) e a(x) = x Py (z)+ Py(z),

com Py (x) semiperiddica, com periodo a, k = 1, 2.

Da anélise acima concluimos o seguinte
Teorema 2.3 Se|D| > 2, todas as solugoes nao triviais de (1) sao ilimitadas. Se |D| < 2,
todas as solugoes nao triviais de (1) sao limitadas.

A equacao (1) é dita instdvel se todas as suas solugoes sao ilimitadas, condi-
cionalmente estdvel se existe uma solucao nao trivial limitada, e é chamada estdvel se
todas as solugoes sao limitadas.

Consideremos a equacao (1) envolvendo um parametro real A, fazendo

p(x) = As(z) + q(2)

onde s(z) e ¢(z) sdo continuas por partes, periddicas, de periodo a e existe constante

s > 0 tal que s(x) < s, para todo z real. E reescrevemos (1),

{p(2)y'(2)}" + {As(2) + q(2)}y () =0 (14)

com solugoes lineramente independentes ¢p(z,\) , & = 1,2, associasdas as condi¢oes

inicias (3), e discriminante

Observamos que o discriminante depende continuamente de A, assim o conjunto {\ €
R;|D(XN)| < 2} é aberto, nao vazio e formado pela unido enumeravel de intervalos abertos.
Assim (14) é estdvel quando A pertence a um desses intervalos, e esses intervalos sao
chamados intervalos de estabilidade de (14). Semelhantemente, os intervalos em {\ €
R;|D(XN)| > 2} sao chamados intervalos de instabilidade de (14).

Consideremos trés problemas de autovalor associados a (14) no intervalos [0, al.

(i) O problema periddico

{ {p(2)y/ ()} + {As(x) (+>q<x>}y<x> =0 (16)

y(a) = y(0), ¥'(a)=1y'(0)

E um problema autoadjunto, denotaremos suas autofungoes por ¥, () e os autova-

lores A,, n =0,1,..., onde

AN <A <A< ...e), = oo quando n — oo.
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(ii) O problema semiperiédico

{ () (0 + Aso) + ala)ly(a) =0 (17)

y(a) = —y(0), ¥'(a) =—y'(0)

também é um problema autoadjunto, cujas autofungoes serdao denotadas por &,(x),

e autovalores por pu,(z), n=20,1,..., com
o < pp < pg < ...oe i, — 00 quando n — 0o

(iii) O problema t-periédico

{ {p(@)y (@)} + {As(2) + q(2)y(x) = 0 (18)

y(a) = y(0)exp(int), y'(a) = y'(0) exp(int)

onde t é um parametro real, —1 < t < 1. Também um operador autoadjunto,
cujos autovalores denotaremos por \,(t). Observe que no caso t = 1 o problema
t-periddico coincide com o problema semiperiédico.
No préximo resultado comparamos os autovalores em dois problemas semi-
periédios diferentes sobre [0, a].
Teorema 2.4 Seja fi1,, (n > 0), os autovalores do problema semiperiddico sobre [0, al

quando substituimos p(z), q(z) e s(x) por pi(x), ¢1(x) e si1(x) onde

pi(x) = p(a),  a(r) > q(z),  si(z) < sz).

Entao (i) se s1(x) = s(x), temos p1n > pn para todo n € N; (ii) caso contrdrio, teremos
i1 > fin, SEMPTE que f1, > 0.
Prova: 2.3 Seja &, a autofuncao associada ao autovalor py,. Comegamos mostrando

o caso paran = 0. Temos

o= [ (6P + atobdn = [ (€02 +aode 2 [ s@yds (19)
0 0 0

/ $2 o > / 51620 = 1
0 0

com igualdade somente se s1(x) = s(x). E portanto, p10 > po sempre que si(z) = s(z),e

Por outro lado,

1o > fo sempre que g > 0 caso contrario. Provando assim o resultado para n = 0.

Para n =1, consideramos

f(x) = cobip(x) + c1é1(w)
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onde ¢y e ¢ sao constantes reais tais que

C(Q)—FC?:l €CoA0+61A1:0

onde .
A= [etsds, r=01
0

1
Tal escolha € sempre possivel, fazendo |co| = \/ﬁ e |ei| = /1 —ck. E portanto,

ot A

/ fPside =1 e f :/ &osdx = 0.
0 0

Assim,

/ {]91(,}0/)2 + C]lfQ}dl" = #1,003 + #1,10?
0

< pia(cg + ) = pa

E também, pela desigualdade de Parseval,
[+ afhae = 3
0 1

=Y f=m [ P
1 0

Portanto,

Hi1 = /Oa{]h(f')2 +qf*}de > /Oa{jv(f')2 + qf*Ydx > /Oa f2sdx
e concluimos como no caso anterior. O argumento seque no caso geral, fazendo
f(@) = colio(x) + ... + ca&inlz)
onde as constantes cg, . ..,c, Sao0 tais que
A+ .. +ct=1lef, =0, 0<r<n-—1.

O préximo teorema caracteriza a funcdo D(\) a partir dos autovalores A, e

L.
Teorema 2.5 (i) Os nimeros \, e p, sao ordenados da sequinte forma

Ao <o S <A S A <ppSpuz< A3 < A<l
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(i1) Nos intervalos [Aom, pom)| temos D(N) decrescente e —2 < D()\) < 2.
(111) Nos intervalos [pams1, Aems1], D(A) cresce e =2 < D(X) < 2.
(iv) Nos intervalos (—o0, Ag) € (Aam1, Aam+2), D(A) > 2.
(v) Nos intervalos (tiom, fam+1), D(A) < —2.
Prova: 2.4 EASTHAM (1973), Teorema 2.3.1, pdgina 27.
Do teorema acima concluimos que os intervalos de estabilidade de (1) sao
(A2m, t2m) € (Homi1, A2m+1), € 0s intervalos de instabilidade sao (—o0, Ag), (f4om, tomi1) €
(A2mt15 A2mr2)-
Estudaremos agora o comportamento assintético de A, e p, quando n — oc.
Suponhamos que p”(z) e s”(x) existem e sdo continuas por partes e podemos aplicar em

(14) a transformacao

- / s /p(w)}Pdu,  =(t) = {pla)s(x)} (o)

o que nos da a equacao
d*z
L - Q)= =0

onde Q1) = 4(x) = pH)s () 2plo) 5 (pla)s(a))

Considere a equacgao diferencial
{Cx)y'(2)}' + D(@)y(z) =0, 1<z <2y (20)

com C(z) e D(x) reais, ndo nescessariamente periddicas, positivas e defina R(z) =
{C(z)D(x)}/2. Se y(z) é solugao nao trivial de (20) entdo

em que

pla) = {R*(2)y* () + C*(x)(y/)*(2)} /2

0(x) = tan~" (R(xz)y(z)/C(x)y'(x)).

E escolhemos ag € [x1, x2] tal que
0<0(ap) <m
e se, y(x) tem N zeros em (ag, a1] e y(ap) > 0, com ag < a; < x2, entao

Nm <0(a;) < (N + 1)7.
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Aplicando esta tranformacao a equacao
{p(2)y'(2)} + {As(2) — () }y(z) =0
teremos p(x, A) e O(x,\), e caso y(x) tenha perfodo a ou semiperiodo a temos
O(a,\) —0(0,\) = 2kn

ou

B(a,\) — 0(0,\) = (2k + 1)r.

Os préximos teoremas nos dao estimativas para u, e A, quando n — oo.

Considere

1= / " (s()/p(x)} 2.

Teorema 2.6 Quando n — oo temos

(1) Aoms1, Aomae satisfazem
VA =2(m+ 1D)7xl " + o(m)

(ii) pom, Homsr Satisfazem
ViE= 2m A+ Dl + o(m).

Prova: 2.5 EASTHAM (1973), Teorema 4.2.1, pdgina 56.
Teorema 2.7 Se s'(z) existe e € continua por partes entdo

(i) Aoms1, Aomae satisfazem
VA =2(m+ 1)l +o(1)

(i) prom, Pom+1 Satisfazem
Vi= (2m+ D)7l 4 o(1).

Prova: 2.6 EASTHAM (1973), Teorema 4.2.2, pdgina 57.

Seja [, o comprimento do n-ésimo intervalo de instabilidade de (14), como
consequéncia dos ultimos resultados podemos estimar o comportamente de [,, quando
n— o0
Teorema 2.8 Quando n — oo, I,, satisfaz

(1) 1, = o(n?)
(ii) 1, = o(n) se §'(x) existe e é continua por partes

Prova: 2.7 Para a parte (i), observe que

\/IUQm-i—l - \//-L2m = O(m)>
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portanto,

lQm—l—l = Hom+1 — Hom

= (\/2m+1 + /Ham)o(m)

= o(m?).

O mesmo vale para X.
Para (ii),

12m+2 == )\2m+2 - )\2m+1
= (4(m+ D)7l ' 4+ 0(1))o(1)

= o(m).
O mesmo valendo para .

2.2 Teoria espectral

Seja A um operador linear autoadjunto com dominio D(A) em um espago de Hilbert H,
e seja o(A) o espectro de A. O espectro essencial de A, o'(A), é o conjunto dos pontos

de acumulagao de o(A) ou um autovalor de multiplicidade infinita. Portanto,
o' (A) =a(A)\ {\ € a(A) : X é autovalor isolado de multiplicidade finita}.

Dessa forma, o’(A) é um conjunto fechado cujo complementar em R ¢é escrito como uniao
enumeravel de intervalos abertos disjuntos (ax, k), & = 0,1,.... Esses intervalos sao
chamados gaps de o’(A).

O teorema a seguir apresenta uma desigualdade importante sobre o compor-
tamento dos gaps.
Teorema 2.9 Seja {f,} uma sequéncia em D(A) tal que ||f.|| = 1, para todon, e f, —

0 quando n — oo. Entao
Br —a = QIigiélf”(A — ) fall,

onde vy € o ponto médio de (o, Pr).
Prova: 2.8 EASTHAM (1973), Teorema 5.2.1, pdgina 80.

O proximo teorema, o conhecido critério de Weyl, caracteriza o espectro es-
sencial de um operador.
Teorema 2.10 Um nimero real v pertence a o'(A) se existe uma sequéncia { f,} C D(A)
tal que ||f.|| = 1, para todo n, f, —w 0 quando n — oo e |[(A —~I)f.|| — 0 quando

n — o0.
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Se A nao possui autovalores isolados de multiplicidade finita, isto é, se o/(A) =

o(A), a condic¢do f,, —, 0 pode ser retirada.

Vamos agora voltar nossas atencoes para o operador autoadjunto

1 ! /

Lf(z) = S0 {={p()f' (@)} + q(z)f(x)} (21)
cujo dominio é o espaco D(L) das fungoes reais de derivada absolutamente continua tais
que
+00 too

f2(z)s(x)dr < 0o e / (Lf(x))?*s(z)dxr < oco.

o0

Sejam o (L) o espectro de L e S o conjunto dos intervalos de estabilidade de
(14). Inicialmente, observamos que L nao possui autovalores de multiplicidade finita, isto
é, 0'(L)=0o(L).
Teorema 2.11 O operador L nao possui autovalores.
Prova: 2.9 Suponha, por absurdo, que existe A € R autovalor de L, com autofuncao
W(x) € D(L), isto €, Lip(x) + Mp(x) = 0. Assim ¢(x) € solugao nao trivial de (14) e

satisfaz
“+oo

Y (x)s(z)dr < oo.

—0

Logo ¥ (x) nao pode ser uma funcgdao ilimitada, e entao temos que ter (x + a) = p(z),
+oo

V(@) s(a)de

nao converge, o que contradiz (x) € D(L). Logo, L ndo possui autovalores.

onde |p| =1, ou seja, |P(x+a)| = |¢(x)|. Mas dessa forma, a mtegml/

O préximo teorema mostra que o espectro deste operador é formado exata-
mente pelos seus intervalos de estabilidade, isto é, o(L) = S.
Teorema 2.12 Os conjuntos o(L) e S coincidem.
Prova: 2.10 Primeiro mostramos que S C o(L). Seja v € S, usaremos o 2.10 para
mostrar que v € o(L). Se v € S, entdo existe uma solugao nao trivial ¢ (z) de (14), com
A =1, tal que

(z+a)=pY(z), |p|=1.

Seja g : [0,a] —» R, g € C*(R), tal que

Defina f,(x) = bytp(x)h,(x) onde

1 se|x] < (n—1)a
hy(z) = ¢ g(na —|z|) se (n —1)a < |z| < na

0 se |x| > na
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e b, € tal que ||fal] = 1, ou seja,

1 e 272
5= PR

n o0

- / (@) PR (2)s(x)da

(n=1)a na
=2 { [ e [ ) hn<x>s<x>da:}

(n— -
{ |p|l/|¢ Ps(ayde +1o" [ gt >|2<>a:}
>2n/ () Ps(z

by < <2n /0 ' |w(x)|2s(x)dx> b, =0 (22)

n—oo

E portanto,

Note que f, € D(A) e que ||f.]| = 1. Ademais

(L= D) fula) = s @)ba {{p(@)/ (@)} +{75(2) — a(x) (e} hu(2)
57 ()b {20(2) (), (1) + pla) (@)L () + p! ()b (), ()}
— 5 ()b {20(2) (@) (2) + p(2) (@)L () + () () ()]

No primeiro termo temos

lim [[s(2) " bp(a) (@) B, (@) = 0

n— oo

por (22). Os demais termos sao semelhantes e entao temos
lim ||(L =) fal] =0,
n—oo

ou seja, v € o(L).

Para mostrar que (L) C S mostraremos que se p ¢ S entdo pn ¢ o(L). Se
& S entao estamos considerando o caso instdavel e as solugoes sao como nos casos A e
B, no Teorema 2.3, o caso B ¢ andlogo ao A por isso trabalharemos apenas com o caso

A.

Sejam 11 (x) e o(x) solugoes na forma

(z) = e™Pi(x), a(x) =e ™ Py(x).
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E podemos supor, sem perda de generalidade, que m > 0. Definimos a fungcao de Green
G(Ia u, :u) por

1 (z)e(z)/c sex <u

Py (W)t () /e se x> u

onde ¢ é o valor constante de p(x)W (¢1,19)(x). Entao, para toda f € H, definimos o
operador linear

G(ajvuvﬂ) = {

+oo

Gf(x) = /_ Gl 1) (1) (1)l

o0
Mostraremos que G € um operador limitado e que € o inverso de L—ul. Provando portanto

que (L — pl)™' existe e € limitado, o que significa que u pertence ao resolvente de L, ou

seja, pu ¢ o(L).
Observe que

G f ()] < M*{Gi(2) + Ga(2)}/c,

onde M = max{|P;(z)|, |Px(x)|,s(z)}, e

Gia) = [ "o )| du

—00

“+oo
Ga(z) = emx/ e ™ f(u)|du.

Para X eY positivos, integrando por partes temos

[ = [ e ([ emu|f(U)|dU>2dq:

=zt ([ el ) ] X

m! / ") ( / ) em“|f(u)|d;> s

(2m) G2~ X) + m™ (/ et d:z:/ |f(3;)|2dx>1/2

Y

IN

Portanto,

</—1G%<x>d"f) o) (o) P e (/_1|f(:r)|2d33>1/2.

Por outro lado, usando a desigualdade de Schwarz,

-X -X

=+ [ el s e (-t | |f(a:)|da:>1/2

o o0
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Portanto, G1(—X) — 0 quando X — oo. Entdo fazendo X — oo e Y — oo obtemos

(f - Gio)i Tl (f - s "

Como 0 < s1 < s(x) < s9 temos

Gy (2)]] < K| f ()],

onde K € cosntante. Analogamente mostra-se um resultado similar para Go(x) e conclui-
mos que G € um operador limitado.

Resta mostrar que G € a inversa de L — pl. Dada ¢ € C§(R) temos

“+o00

(L —pul)Gf(x) = f(z) & (Gf(z), L¢) = ¢(x) f(x)s(x)d.

Ora,
" grwows
- /_ :O ( /_ ::O G(w,u,u)f(u)s(u)du) (—{p(2)¢' ()} + q(z)p(z)) dz
- :o fw)s(w) / :O Gz, u, p) (—{p(x)d (2)} + q(x)d(x)) drdu.
L,
- _:o G(z,u, p){p(x)¢' ()} dx
[ Ganpwsoyi - [ Gl @)y

v 0G
- / O s pl)8 () — pla)f ()G 0, 1)
+oo

[ S )0 (@) + p()6 )G )
= — /_Zo {g—f(l‘,u, #)p(i)} o(z)dr — @a_f(“_% 1)p(w)d(w)
e {(Z—G< % M>p<w>} o) + 0 o, wp(u) o)

_ / :" {g% u, u)p(w)}, o(x)dx + (u)



Assim,
/ :° G () Lo(x)s(x)dr
N / :” £ (u)s(u) b (w)du
De

— {%(:ﬂ,u, u)p(:ﬁ)} + G(r,u, p)g(r) =0

concluimos o resultado.
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Seja F o conjunto de todas as funcoes f continuas em [0, a] com derivada

continua por partes em [0, a]. Definimos

I(f.9) = / (@) (@)@ + g(2)f (2)g(@) Y.

Sabemos que

=i (7.0 [ 176 Es(oe)

(23)

considerando o minimo entre todas as f € F, f # 0 que satisfazem 16. E o minimo é

atingido quando f(x) é a autofungao vo(z).

Teorema 2.13 Sejam P = supp(x) e s = inf s(z). Entdo, para —1 <t <1,

Ao < No(t) < Ao + T2 P/a’s.

Prova: 2.11 Para o lado esquerdo da desigualdade veja o teorema 2.4.2 de EASTHAM

(1973). Para a outra desigualdade, de 23,

M0 <IN/ [ 17@Ps(a)ds,
0
com f € F, satisfazendo 18. Definimos
g(x) = f(x)exp(—intx/a).

Para tal g(x) temos
g(a) = f(a)exp(—int) = f(0),

it it

#1a) = (£10) ~ T 1(@) ) explintafa) = £10) - 2 100) = 4 0)
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ou seja, g(x) satisfaz 16. Ademais, |f(x)| = |g(x)| e

J(f,f)z/oa{p(w)\g’( +—g 2)|* + g )|g(x)|2}da:.

E, se g(x) € uma fungdo real

7T2t2 a
HE.5) = Ho9)+ " [ alplalds.
0
FEscolhendo g(x) = vo(x), por 23,temos
i P
A()<>\o+— @Do da:// Vi (x)s(z)dr < Ao + -

Assim, o comprimento do primeiro intervalo de estabilidade de 14 satisfaz

2P
o — Do < oy
a“s

Corolario 2.1 Se q(x) =0,

0 < o(t) / R (@)pla)dz/ /0 " 2(2)s(2)de

2.3 Variedades Warped

Sejam X, Y variedades Riemannianas de dimensao n e m, respectivamente, e seja M =
X x Yo produto direto de X e Y enquanto espacos topologicos. O espaco M consiste dos
pares ordenados (z,y) onde z € X ey € Y, e tem uma estrutura natural de variedade
diferenciavel.

De fato, sejam U e Vvizinhancas coordenadas de X e Y, respectivamente, com
cordenadas locais z',..., 2" ey!, ..., y™ entdo U x V é uma vizinhanca coordenada de
M com coordenadas locais 2!, ..., 2", y',...,y™. O atlas formado por todas essas cartas
torna M uma variedade diferenciavel.

Para um ponto (z,y) € M, o espago tangente 1{,,)M é identificado como a
soma direta 1, X & 1,Y. Com efeito, fixado (z,y) € M, se ¢ € 1, X, para f € C*(M),

fixado y, podemos derivar f com respeito a ( da seguinte forma

Assim, T, X ¢ um subespaco de T(,, M, da mesma forma concluimos que 7Y ¢ um
subespaco de T, M. Ademais, se {§ € T, X NT,Y entao existem vetores a € T, X e
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b e T,Y tais que, para toda f € C*(M),

e portanto,
of L of
(9l’i ($,y> - bj@g;] ($7y>

0 que acontece para toda f se, e s6 se, a’ = ¥/ = 0. Assim, uma vez que dim(T,X) = n,

az’

dim(T,Y) = m e dim(1(;, M) = n + m, concluimos que
TogM =T, X OT,Y.

Se gx e gy sao os tensores métricos de X e Y, respectivamente, e dada uma

fungao suave e positiva r(z) definida em X, consideramos em M o tensor métrico

9=gx +7r*(x)gy.
Neste caso, a variedade (M, g) é chamada variedade warped de (X,gx) e (Y,gy). A
funcao r é chamada func¢ao warping.
Para (z,y) e M e ( € T(p,yM, (= + ¢y, onde (; € T, X e (, € T,)Y , e
9(@,9)(C,n) = gx () (Cos ) + 72(2) gy () (Cys1)-
Em coordenadas locais temos

9 = (gx)ijda'da’ +r*(z)(gy ) rady"dy'.

A matriz g da métrica tem a forma

g— gx O

0 gy

9—1: g)}l 0
0 r—29;1

detg = r*"detgxdetgy .

o que implica em

Se vy e vy sao as medidas riemannianas de X e Y, respectivamente, entao a
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medida v de M é dada por

dv = /detgdz' ... da"dy" ... dy™
= r"™\/detgx+/detgydx’ ... dz"dy" ... dy™

= r"dv,dy,

Denotamos por Ax e Ay os operadores de Laplace-Beltrami em X e Y, res-

n+m

pectivamente, e por 2!, ...z as coordenadas z!,...z" y', ... y™, obtemos a seguinte

expressao para o operador de Laplace-Beltrami A em M:

Af = L 9 < detgg 8_f>

B 0 1 gy Of
B \/detg oz’ ( detgg’; 8:1:3) Vdetg Oy* ( detg r2 Oyt

1 —— L Of\ 1
—rmy/detgy 8xz( detgxg 8 ) TQAYf'

+
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3 TEOREMA PRINCIPAL

Neste capitulo demonstraremos o teorema:

Teorema 3.1 O espectro do operador de Laplace-Beltrami em M™ = R x, S*~!, onde r
¢ uma fungao suave, positiva e periddica, de perido a, tal que 1o = minr < \/n — la/m,é
formado por uma unido de intervalos fechados com mais de uma componente conexa e
sem autovalores.

Dividiremos o resultado em trés proposi¢oes. Na primeira mostramos que o
espectro nao possui autovalores, a seguir descrevemos o espectro como a uniao de uma
quantidade infinita enumeravel de intervalos e por fim garantimos a existéncia de gaps no
espectro de M.

Seja M™ a variedade warped M = R x, S*"!, com funcao warping periédica,
de periodo a e 1y = minr < y/n — la/m. Consideramos R com a métrica canonica e
coordenada t, e S"™! com métrica induzida e coordenada local #. Temos que o tensor
métrico de M é dado por

gy = dt* 4+ 17 (t) ggn

e, para f € C*°(M), o operador de Laplace-Beltrami de M aplicado a f é dado por

B (00) = s (P OG00)) + e 0.0

= Lof(1,6) + —5r=Ban 1 £(1,6)

(t)
observe que Ly é um operador na forma (21) com ¢(t) = 0.
Proposicao 3.1 O operador de Laplace-Beltrami em M"™ ndo possui autovalores.
Prova: 3.1 O caso A = 0 resulta do argumento presente em TAYOSHI (1971). Agora
suponhamos que para algum X > 0 existau € L*(M)NC> (M) satisfazendo Ayju+iu = 0.
A fungao u(t) definida por

t— u(t,0)do

Sn—1

pertence a L*(M) e € também uma autofuncao para o autovalor X. De fato,

/—2 du_/m/gnl L(t)dodt
_ /_ :o /S ( /S n_lu(t,e)d0>2r”_1(t)d6dt

+oo
< C/ / W2t 0)r" N (1) dbdt < Cllul 22y
—oco JSn-1
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Apyu(t) =

5 (g
_ Tn_ll(t)% <r”‘1(t) /S %(t,@)d@)
1

- ./;n—l rn1(t) l/,‘n—ll(t)% (Tn_l(t)%(tﬁ))} df

_ /S (AMu(t, 6) — T2—1(t>ASn_1u(t, 9)) d6

= —A/ u(t,0)df = —\u
S§n—1

[y

Ou seja, podemos supor que u = u(t) ¢ radial. Denotemos por v = v(t) uma
funcao satisfazendo
Lov(t) = = v(t)
v(ty) =v(t1+a)=0 (24)
v(t + ka) = Fo(t)

com ¢ constante. Temos
(r" () (' () (t) — u(t)' (1)) = 0.
Integrando de t até s; =t + ja e usando que r(s;) = r(t), v(s;) = v(t), obtem-se
! (t)o(t) — u(t)' (t) = o (s;)u(t) — Tuls;)v'(t)

[0 (s5) — u'(B)]o(t) = [uls;) — u(®)]V' (1)

Chamando de w(t) = du(s;) — u(t) temos w'(t)v(t) = w(t)v'(t) e para t no

intervalo (t1,t3), onde ty € primeiro zero de v maior que tq,

w' (t)v(t) — w(t)'(t) wy’
V(1) = (5) =0

(%

ou seja,
w(t) = C(ﬂ}(t), Vit e (tl,t2>.

Mas as fungoes acima satisfazem (24). Logo, w(t) = cou(t) para todo t. Comou € L*(M),
temos que w € L*(M). Como v ¢ L*(M), temos que co = 0 e w(t) = du(s;) — u(t) = 0.
Como u € L*(M) e c # 0, s6 nos resta a possibilidade de u = 0.

Uma vez que S"! é uma variedade Riemanniana compacta sabemos que

—Agn—1 é um operador autoadjunto positivo definido e que o problema —Agn-1u = Au
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possui uma quantidade infinita e enumeravel de autovalores {\;} que satisfazem

tais que \; — oo quando i — oo e as autofungoes suaves {¢;} constituem um sistema

ortonormal completo para L*(S"1), isto &,

+oo
v(f) = Z<U7€i>8”_1§i(‘9>
i=0
para toda v € L3(S"™1) e, em particular, [|v]2, = Y 5 (v,&)2. 1. Deste fato segue o

seguinte resultado.

Lema 3.1 O operador de Laplace-Beltrami em M € escrito na forma

Af(t> 9) = Z Li(fa §i>S”*1(t)€i(0)

Ai
onde L; = Ly — rz(t)['

Prova: 3.2 Se f(t,0) € L*(M) N C>®(M) temos que, para t fizo, f;(0) = f(t,0) €

L3(S™1), e pode ser escrita na forma

o0

£0) = S (F, G)ens6i0).

1=0

Observe que (f,&)sn1 € R q.t.p e pertence a L*(R) para todo i pois,

+o0 +oo
I o TR O

o0 0 s
1 +oo0 T00 , X
<— [ D&kt
"o —00 =0
1 +o0 ) -
= [ l72@gn-1yr" ™ (£)dt
TO —00

= ||f||%2(M) < +00
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Dessa forma

AF(6) = Lof (t,6) + ~5 D5 £(1,6)
+o0o

-

0

o{f, &i)sn—1(1)&i(0) + AS”—1<f>§i>S"_1(t)£z’(‘9)>

b
r2(t)

A <f,§i>gn-1<t>5z-<9>)

(z )
(L0<f7£i>8"_1<t>§i(0) - 7’2_(t)

Z Li(f,&)sn1(t)&i(0).

O resultado a seguir caracteriza o espectro do operador de Laplace Beltrami
em M, o(M).

Proposicao 3.2 o(M) = UU(L

+oo
Prova: 3.3 Inicialmente mostraremos a inclusao U o(L;) C o(M). Se X € U
i=0
entao existem ig tal que A\ € o(L;,) e uma sequéncia {fi,}, C L*(R) tal que, pam todo k,

[ fellz2@) =1 e kl_{lfoo | Lig fr. + Mfl|p2) = 0.
Defina hy : M — R por hi(t,0) = fu(t)&,(0). Observe que

“+oo
hill72an = i (0))%r™ 1 (t)dbdt
Il = [ [ (g @) s
+

= [ e | e o (25)
< (26)

onde . = maxr(t), por outro lado, temos ||hk||%2(M) > g™t logo

Tim [[Be] 32, # 0.

Ahkte ZL hk7§l Sn— 1( )§Z< )

= ZL fr(?) = Liy f1(t)&is (0)
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logo,
+00
e+ Ml = [ [ (i) + AOFE O @b
oo JSnT
+o0o
_ / (Lig Fo() + Ma(0))2 dt/ £ (0)
<7t [ L0 AR 0 d
= 1P| Lig fr + Mell 2wy
Portanto,
eXeoa(M).
+0o0
Para a outra inclusdo mostraremos que se \ ¢ UO‘(LZ') entao X & o(M), ou
i=0
seja, que

ﬂp ) C p(M).

Se \ € ﬂ p(L;) entdo Liv(t) + Mv(t) = f tem tinica solugio, Vf € L*(R), e
i=0
(L; + XI)~* € limitado com

1

[(Li = M) Y| < A0 o (L))

onde
d(\,o(L;)) > min{d(\,o(Lo)),d(\, A1 /73)}, Vi.

Dada f € L*(M) consideramos a;(t) = (f,&)sn—1, para cada i € N eziste v,
tal que L;v; + \v; = a;.

k
Defina u(t,0) Z v; (t
z:O

Afirmacao 1 u(t,0) — u= sz )&:(0).
=0
De fato,

k+1 2

Z v;(1)&(0)
i=k+1 L2(M)
k+1 k4l

= Z ||Ui||%2(Rﬂ~n*1(t)) <c Z ||ai||%2(R,r”’1(t))

i=k-+1 i=k-+1

|Jug — Uk+l||%2(M) =
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e o ultimo termo vai a zero quando k — oo pois

||f||i2(M) = Z ||ai||i2(R,r"—1(t)) < +00.

>0

Assim, {uy} € uma sequéncia de Cauchy logo converge em L*(M).

Vamos mostrar que u € solucao, no sentido fraco, de
Apu+ Au = f. (27)

Para tanto, seja ¢ € C° (M), temos

(u, (A + A)P)ar = /_+°° /Sn_1 (Z Uz‘(t)ﬁi(‘9> (Anr +AD(t, )1~ (t)dodt

e, pelo teorema da convergéncia dominada,

+oo
(11, (At + A1)t = Z / /S GO~ Bag — AN, O (10

>
:Zo/
>

/‘ (=D — D) (0, (1)E(0)) B(t, 0)r™ ()0t

/‘ (Li — D) (wi(D)&(0)) (1, 0)r™ " (1)dbdt
/ o(t, 0)r" L (t)dodt

_ /_ h [ H(e00(0. 0" () = (£.0)

E portanto, Ayu+ Mu = [ tem solugdo para toda [ € L*(M)

Além disso, a solugdo € unica pois se u; e ug sao solugoes de (27) temos
Apr(uy — ug) + Mug — ug) = 0 mas a unica solugao desta equagao é a solugao nula, ou
seja, Uy = Us.

Resta mostrar que (Ay + M)~ € limitado.
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De fato,

Jr
8

(A + D)7 ] 7Y () dbdt

w?(t,0)r™ (t)dodt

- /_:O /Sn_l (gvi(t)&(@)QT”‘l(t)dedt
B /+OO /Sn_l [i(Li + )™ (f,§i>8"—1€i]QT”_l(t)det

o0 i=0
1 too < i n—1
< ﬁ/—oo /Sn_l <;<f>fi>8n—1§i> do| " (t)dt

1 e 2 n—1 1 2
= | Wil @t =

Por fim, para mostrarmos a existéncia de gaps, lembremos que do Corolario
2.1 temos que o primeiro autovalor do problema semiperiédico relacionado ao operador
de Laplace-Beltrami em M satisfaz py < ;r—j E temos
Proposicao 3.3 Se A € p(Lg) N (o, \1/1r3) entao X € p(M).
Prova: 3.4 Uma vez que pg < w2/a* < A\i/rd, a intersegao p(Lg) N (po, \1/7r3) € nao

vazia. Defina

_ \;
Li - Lo — —21
o
Ai Ai , -
de — < 2(1) concluimos que o operador L; — L; é positivo. Logo
g T

o (LZ- —E) C [0, 400)

e portanto

o(Li) C [%,—FOO) C |:%,+OO> : (28)

0 0

A
Assim, se X € um ponto do intervalo de instabilidade de Lo e jig < A < —21 entao \ € um
T
00 0
ponto do intervalo de instabilidade de L; para todo i. Ou seja, A € ﬂ p(L;) = p(M).

1=0
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4 CONCLUSAO

Nesta tese trabalhamos sobre o espectro de variedades completas nao compactas, dando
enfoque as variedades warped do tipo M™ = R x, S"~! cuja funcao warping r é positiva,

suave, periddica, de periodo a, satisfazendo
ro = minr(t) < vn — la/m.

Sendo S"~! uma variedade compacta, existe uma base ortonormal de autofuncoes para
L*(S™ 1) e utilizando esta base conseguimos decompor o operador de Laplace-Beltrami
em M™ numa soma de operadores reais, escrevendo o espectro de M"™ como a uniao do
espectro de tais operadores.

Da periodicidade de r estes operadores se classificam como operadores de Hill,
0s quais apresentam gaps em seu espectro. A exigéncia ro = minr(t) < v/n— la/7
conseguimos estimar a posi¢ao do primeiro gap no espectro de M"™. O comportamento de
tais gaps no infinito é uma questao interessante. Da teoria classica para os operadores de
Hill temos que o comprimento dos gaps tende a zero a medida em que nos aproximamos
do inifinito. No entanto, nao conseguimos obter nenhum resultado a respeito dos gaps no

espectro de M™ proximo do infinito.
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