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RESUMO

Nesta dissertacdo, estudaram-se alguns métodos de quantizacdo aplicados ao modelo de
particula supersimétrica. Foi dada énfase em dois métodos especificos, a quantizacio covariante
de Gupta-Bleuler, que ¢ um método aplicado a sistemas que possuem vinculos e a quantizacao
por integrais de caminho de Feynman, um processo mais elegante e também mais poderoso de
se fazer a transi¢do do nivel cldssico para o nivel quantico de uma teoria com ou sem vinculos.
Foi feita uma breve discussdo sobre a teoria de particulas supersimétricas, que usa variaveis co-
mutantes para descrever seu movimento no espaco-tempo e varidveis anticomutantes da algebra
de Grassmann para descrever os graus de liberdade de spin. Entre os resultados mais interes-
santes obtidos da quantizacao do modelo pelo método de Gupta-Bleuler estd a identificagao da
algebra de Grassmann com a algebra de Clifford no nivel quéntico e a obtencao da equacdo de
Dirac ndo massiva. Ja na abordagem de integrais de caminho, foram estudados dois sistemas: a
particula relativistica de spin zero, a qual a quantizagdo levou ao propagador de Klein-Gordon;
e a particula supersimétrica de spin meio, a qual a quantizacdo levou ao propagador da equacdo
de Dirac. Todos esses resultados, em ambos os esquemas de quantizagdo, estando em total
concordancia com as teorias ja bem estabelecidas na literatura sobre estes assuntos.

Palavras-chave: Particula Supersimétrica. Métodos de Quantizacdo. Integrais de Tra-
jetdria. Quantizacdo de Gupta-Bleuler. Sistemas Vinculados.



ABSTRACT

In this Masters dissertation, some methods of quantization applied to the supersymmetric parti-
cle model were studied. Emphasis was given to two specific methods, the covariant quantization
of Gupta-Bleuler, which is a method applied to systems that have constraints and the quantiza-
tion by Feynman path integrals, a more elegant and also more powerful process of making the
transition from classical to the quantum level of a theory with or without constraints. A brief
discussion was made on supersymmetric particle theory, which uses commutative variables to
describe its motion in space-time and anti-commutative variables of Grassmann’s algebra to
describe spin degrees of freedom. Among the most interesting results obtained from the quan-
tization of the model by the Gupta-Bleuler method is the identification of Grassmann’s algebra
with the Clifford’s one at the quantum level and the massless Dirac equation. In the path inte-
gral approach, two systems were studied, namely the relativistic spinless particle, which quan-
tization led to the Klein-Gordon propagator, and the supersymmetric particle spinning, which
quantization led to the propagator of the Dirac equation. All these results, in both quantization
schemes, are in total agreement with the already well established theories in the literature on
these subjects.

Keywords: Supersimmetric Particle. Quantization Metods. Path Integral. Gupta-Bleuler Quan-
tization. Constraints Systems.
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1 INTRODUCAO

No inicio do século XX, surgiram as primeiras ideias que levariam ao desenvolvimento da teo-
ria quantica, considerada um dos pilares da fisica moderna junto a relatividade geral. Entre as
propostas mais interessantes existentes nessa teoria estd o conceito de dualidade, que estabelece
uma estreita relacdo entre particula e onda, até entdo distintos. Essa dualidade associa a cada
particula (atdmica e subatdmica) um comprimento de onda caracteristico e serviu como base
para a formulacdo da equacdo de Schrodinger, a qual tem como objeto principal uma fungdo
de onda 1 (%, t) associada as particulas. Apesar de ainda existir muita discussao filosofica a re-
speito da interpretacdo da mecanica quantica, esta teoria concorda muito bem com a experiéncia
para baixas energias, quando comparadas as massas envolvidas. Isso porque, para energias da
ordem do comprimento de onda das particulas, efeitos como criacdo e destruicio comecam a
surgir, violando entdo a conservagdo da probabilidade existente nessa teoria, e requerendo assim
sua reformulacdo. A Teoria Quantica de Campos (TQC) é hoje uma das mais bem conceituadas
na descri¢ao de fendmenos na escala da fisica de altas energias. O modelo padrao, corroborado
de maneira fenomenal pela experiéncia, é completamente construido sobre as bases da TQC.
Uma das grandes vantagens da constru¢cdo de uma teoria por meio de campos € a possibilidade
de iniciar a discussdo ainda no nivel cldssico. Assim, pode-se formular uma teoria cldssica
para um sistema de spin inteiro ou semi-inteiro, por exemplo, e realizar a transi¢ao para o nivel
quantico por meio de algum processo de quantizagdo.

Na mecanica quantica ordindria, descrita através da equacao de Schrodinger, alguns
sistemas quanticos podem ser associados a seus andlogos classicos. Nesses casos, diz-se que o
sistema possui um limite cldssico quando se faz 4 — 0. Um requisito essencial para que um sis-
tema possua esse limite classico € que seu espectro seja nao limitado [[1]. Assim, ja surge um dos
motivos pelo qual sistemas fermidnicos ndao permitem uma descricao cldssica sem a utiliza¢ao
de campos, quer dizer, ainda a nivel de particula. Contudo, em 1975 surgiu um dos primeiros
modelos que dava uma descricdao de particulas fermidnicas a nivel ’classico’ [2]. Nesse ar-
tigo, os autores propuseram um modelo ’cldssico’ nao relativistico usando varidveis comutantes
para localizar a particula no espago e varidveis anticomutantes da dlgebra de Grassmann para
descrever os graus de liberdade de spin. No ano seguinte, Casalbouni mostrou, de maneira
sistematica, que o limite cldssico de um sistema quantico fermidnico poderia, de fato, ser de-
scrito utilizando-se varidveis anticomutantes, tal teoria foi chamada de pseudomecanica (3, 4.
Nesses dois artigos, entretanto, Casalbouni apresenta apenas os rudimentos desse modelo pseu-
docléssico, reformulando os formalismos lagrangiano, hamiltoniano e o conceito de parénteses

de Poisson, que € de fundamental importancia no procedimento de quantizacao candnica. No
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mesmo ano, outros trabalhos foram desenvolvidos nesse contexto [5} 6], todos fazendo uso do
ferramental desenvolvido por Casalbouni para descrever sistemas fermidnicos em uma teoria
de particula pseudoclassica nao relativistica e relativistica. Um artigo em especial, submetido
em 1976, antes dos dois artigos acima citados, mas publicado somente em 1977, descreveu de
maneira bem detalhada a dinamica de uma particula, ndo relativistica e relativistica, com spin
meio [/]. Nesse artigo, os autores estudaram a dinamica pseudocléssica de tais particulas no
formalismo lagrangiano e hamiltoniano, realizando a transi¢do para o nivel quantico por meio
da quantizacdo canoOnica. Dois resultados bastante interessantes surgem apds a quantizacao do
sistema relativistico; a dlgebra de Grassmann pode ser identificada com a dlgebra de Clifford
no nivel quantico e ainda, a obten¢ao da equacao de Dirac, que descreve particulas relativisticas
de spin % E interessante destacar que entre 1970 e 1975, estava se ‘redescobrindo’ a Super-
simetria no contexto de teoria de campos, uma simetria que combina de modo nao trivial duas
outras simetrias: as do espagco-tempo, como Lorentz e Poincaré, que sdo guias para a constru¢cao
de qualquer teoria relativistica; e as chamadas simetrias internas, normalmente referida como
SU(N). E todos esses modelos de descri¢do de spin com varidveis anticomutantes foram con-
struidas com base em argumentos de supersimetria, com alguns autores, inclusive, se propondo
ao estudo somente dessa simetria nesses modelos supersimétricos[6]].

Nos anos seguintes, muitos outros trabalhos foram desenvolvidos nessa drea: teorias
pseudocléssicas para spin arbitrério [8, 9, 10], teoria de cordas [[11}12], entre outros. Destaca-se
o trabalho [13]], na qual os autores também fazem uma descricdo, no formalismo lagrangiano, da
dinamica de particulas pseudocldssicas com spin meio. Nesse artigo, mais uma vez, a transicao
para o nivel quantico € realizada por meio da quantizacdo candnica. Ainda nesse artigo, os
autores descrevem a interacdo do sistema com um campo eletromagnético e fazem ainda uma
breve andlise do mesmo sistema no formalismo de Superespagco ﬂ Como foi dito, em todos
esses artigos a transicdo para ao nivel quantico é realizada por meio da quantizacdo conica.
No entanto, essa nao a unica forma de se fazer essa transi¢do. Por exemplo, outros autores
exploraram a quantizacao desses sistemas pseudocldssicos, por meio das integrais de caminho
de Feynman [[15} [16]], ou através da quantizacao BRST/BFV [17, 18, [19]]. Esses métodos, para
alguns autores, sdo mais elegantes, relativamente mais poderosos e possibilitam uma descri¢dao
de interagcdes de uma forma mais direta.

Essa dissertacdo, tem como finalidade a descricdo e o estudo de particulas com spin
meio a nivel ’classico’ sem a utilizacdo de campos. Faz-se uma revisao de alguns dos princi-
pais resultados referentes a particulas supersimétricas. Contudo, o foco principal € a aplicacao

de diferentes métodos de quantizacdo a esse sistema, com destaque para o método covari-

'Superespaco é um espaco coordenado de uma teoria que exibe supersimetria. Nessa formulagfo, além das
dimensdes do espaco-tempo que descrevem os graus de liberdade bosonicos, existem também dimensdes formadas
por varidveis anticomutantes, que descrevem os graus de liberdade fermidnicos [[14].
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ante de Gupta-Bleuler e para o formalismo de integrais de caminho de Feynman. No capitulo
seguinte, apresenta-se uma revisao sobre sistemas vinculados em mecanica cldssica, os quais
devem ser muito bem compreendidos, visto que a quantizacdo de sistemas com vinculos ndo é
trivial. Apresentam-se também as principais caracteristicas de alguns métodos de quantizacao
mais utilizados na literatura. No capitulo 3, faz-se a aplicacdo da quantizacdo candnica de
Gupta-Bleuler para a particula supersimétrica e ainda, uma discussao sobre o operador de spin
para particulas ndo massivas. Por fim, estuda-se a intera¢do do sistema com um campo eletro-
magnético externo. No capitulo 4, apresenta-se a abordagem de integrais de caminho e faz-se
a aplicacdo a dois sistemas, a particula relativistica de spin zero e a particula supersimétrica
de spin meio. Em todo o desenvolvimento desta dissertagdo, usam-se as seguintes convengoes:
a métrica usada possui assinatura (+, —, —, —), adota-se a convencdo de soma de Einstein e

usa-se o sistema de unidades naturais, onde ¢ = A = 1.
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2 SISTEMAS VINCULADOS E METODOS DE QUANTIZACAO

Os sistemas que serdao abordados nesta dissertacdo fazem parte de uma classe muito importante
de sistemas fisicos, que sd@o os chamados sistemas vinculados. De uma maneira geral, essa €
uma consequéncia de se tratar de um sistema relativistico com simetrias de gauge. Em vista
disso, inicia-se a discussdo fazendo-se uma breve revisdo da mecanica cldssica para sistemas
com vinculos e apresenta-se o0 método de Dirac para tratar da quantizacdo de tais sistemas. No
final do capitulo, apresentam-se os principais métodos de quantizagdo encontrados na literatura
enfatizando-se suas vantagens e desvantagens. Grande parte do contetido desse capitulo pode

ser visto em mais detalhes nas referencias [20, 21} 22} [23]].
2.1 Mecanica Classica e Sistemas Vinculados

Sistemas mecanicos sujeitos a vinculos (restricdes) ocorrem com frequéncia em
fisica. Em tais casos, o formalismo desenvolvido por Lagrange se torna muito mais eficaz e
poderoso que o tratamento newtoniano, onde seria necessario o conhecimento prévio de fodas
as forcas que atuam no sistema. O formalismo lagrangiano descreve completamente o sistema
por meio de uma integral funcional, a agcdo, na qual o integrando é chamado de lagrangiana e
contém, a priori, toda a informag¢do sobre o sistema.

Considere um sistema com n graus de liberdade caracterizado pelas coordenadas

{qn (t)}, onde ¢ € um pardmetro de tempo. Defini-se a agdo como,

tp
5= j/ AL (g i 1) @.1)
ta

onde considera-se que a lagrangiana depende apenas das coordenadas ¢,,’s, das velocidades ¢;,’s
e do tempo ndo explicitamente. As equacdes de movimento podem ser obtidas através do prin-

cipio de Hamilton, em que exigi-se que a variacdo da ac¢ao seja nula em primeira aproximagao,

b T9L  d (0L b d (oL
_ oL _a (oL N - 2.2
5 / dt[aqn dt(aq,n)](sqﬁ / dtdt(aqnéqn) 0, 2.2)

onde usa-se a convengdo de soma de Einstein. Tomando-se as varia¢des d¢,,’s como indepen-

dentes e nulas nos extremos, d¢,(t,) = 0g,(t,) = 0, obtém-se as equagdes de Euler-Lagrange,

oL d [ OL
D0, @t (%) =0 2
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A expressdo (2.3) pode ser escrita em uma forma bem mais conveniente,

O0%L oL 0%L
A R - 2.4
Dimdin ™ = 0gr ~ dgmodn " 4

. . 2 2
Definindo-se as quantidades W,,,, = 85)—54 eV, = (,?TL - Bqa an

aceleragdes, pode-se escrever a equagao (2.4) da seguinte maneira,

Gm» que ndo dependem das

Nessa forma fica relativamente ficil resolver o sistema. Para isso € suficiente que a matriz W,
chamada matriz hessiana, tenha uma inversa, o que implica em det W # 0. Quando isso ocorre,

pode-se resolver o sistema de equacdes para as aceleragdes,
Gm = W0, Vi, (2.6)

e o problema é considerado resolvido. Quando nao é possivel inverter a matriz hessiana, diz-
se que o sistema € vinculado, ou seja, nem todas as coordenadas sdo independentes umas das
outras. Assim, em principio ndo ¢ possivel usar as equacdes de Euler-Lagrange na forma (2.3),
j& que partiu-se do pressuposto de que as variacdes eram independentes entre si no processo de
derivacdo dessas equacoes.

O estudo de sistemas vinculados tem se mostrado de grande importincia na fisica,
principalmente quando se pretende quantizar esses sistemas. No formalismo lagrangiano, pode-
se introduzir os vinculos por meio dos multiplicadores de Lagrange. No entanto, existe a ne-
cessidade em descrever o sistema no formalismo hamiltoniano para que seja possivel realizar a
quantizagﬁoﬂ Isso leva a um tipo especial de vinculo que surge na transi¢do entre os formalis-
mos lagrangiano e hamiltoniano, aqueles que advém da definicio de momento candnico.

A descrigdo de um problema com n graus de liberdade {q, ...q,} no formalismo
de Lagrange, necessita que se resolva um sistema com n equagdes diferenciais de segunda
ordem, as equacdes de Euler-Lagrange. Entretanto, essa ndo é a Unica maneira de se tratar
o problema. Pode-se estuda-lo no formalismo hamiltoniano, onde se lida com 2n graus de
liberdade {q1, ..qn, p1...pn} € precisa-se resolver 2n equagdes diferenciais de primeira ordem,
as equacoes de Hamilton. A transicao do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano € feita

por meio das transformacgdes candnicas de Legendre,

H(q,p;t) =Y pid; — L(q,4:1), (2.7)
J

IEssa questio foi discutida por Dirac, Feynman e outros, que buscaram desenvolver um esquema de quantizagio
que pudesse ser aplicado diretamente a partir da lagrangiana do sistema, ja que no método canonico isso nio é
permitido. O resultado dessa iniciativa é exatamente a abordagem de integrais de caminho que serd discutido mais
a frente.



16

em que, p; € 0 momento canonicamente conjugado a g; e € definido a partir da lagrangiana

como,

pi= 5 2.8)

Além disso, deve ser possivel escrever as velocidades ¢;’s como funcdo dos ¢;’s e p;’s. Esta
ultima condi¢do estd diretamente relacionada a necessidade de a matriz hessiana poder ser in-

vertida. Para mostrar isso, analisa-se a derivada dos momentos com relacdo as velocidades,
8pj 82L
== = — = W.
gy, a%ﬁ%

Note que, do ponto de vista puramente matematico, a matriz hessiana € a matriz de transformacao

(2.9)

de ¢; — p;, de modo que a transformagdo inversa requer que det W # 0 e como j4 foi men-
cionado, se det W = 0 o sistema possui vinculos. Do ponto de vista da equacdo (2.8)), isso
significa que ndo € possivel escrever todos os ¢;’s como funcdo de g;’s e p;’s, e para esses casos

definem-se os vinculos primdrios como,

Vo =Da— =— =0, (2.10)

onde, a = 1,2...M < n. A presenca desses vinculos na teoria faz com que a hamiltoniana do
sistema ndo seja unicamente determinada, de modo que a definicdo das condi¢des iniciais nao
determina de maneira Unica a evolugdo do sistema. Para uma melhor compreensao, considere a

variacdo da equacdo (2.7)),

OH oH )
6H (q,p; t):Z(%Mk +8—5Pk) Z(5Pka+pk5Qk Z<—5Qk +—5Qk) . (2.11)
2 2

k

Usando-se a defini¢do de momento canonico (2.8) e organizando-se os termos chaga-se a relacdo,

oH . oH |
> K(?_ -I—pk) Sqy, + (a_ - qk) 5pk] —0. (2.12)
A Ak Dk
Se o sistema nao possui vinculos, tratam-se as variagdes como independentes entre si e obtém-se

as equacdes de movimento de Hamilton. Entretanto, essa identificacdo nao € possivel se o sis-
tema € vinculado. Uma maneira de superar esse problema ¢ adicionar a hamiltoniana candnica
uma combinacao linear dos vinculos por meio dos multiplicadores de Lagrange e entdo, tratar
tanto as coordenadas canOnicas como os multiplicadores de Lagrange como variaveis indepen-
dentes. Seguindo-se 0s mesmos passos das equagdes e obtém-se,

o0H 0p, .
a + 5 _'_ P — + a -~ 5
; [(aqk ; Uu pk) qk <8pk ; Uu Opr Qk> Dk

+3 " padu, =0, (2.13)
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onde identificam-se as seguintes equagdes,

. = a—H—FZUQ%

3]% 8]%
. om 9
o= g ;uaa—qk (2.14)

¢a:0

Essas sdo as novas equacdes de movimento de Hamilton para sistemas com vinculos e a hamil-

toniana passa a ser definida como,
Hy (¢,p) = H(q,p) + > taGa, (2.15)

com os coeficiente u,’s arbitrarios. Essa arbitrariedade dos multiplicadores de Lagrange, u,’s,
¢ que torna a evolucao do sistema ndo unica. Fazendo-se uso das equacdes de movimento para
qx © pi, obtidas em (2.15]), pode-se mostrar que a evolugdo temporal de uma varidvel dindmica
qualquer definida sobre o espaco de fase pode ser escrita na forma,

%
ot~

dA
Alg.pit) = — ={A H},, + ) ua{A o}, + (2.16)

Em que, {, },, sdo os parénteses de Poisson.
2.2 Meétodo de Dirac

Um dos processos sistematicos mais simples, e de certa forma mais prético, usado
para quantizar um sistema fisico € a chamada quantizac@o canodnica. Este método consiste basi-
camente em aplicar o principio da correspondéncia, que promove os observaveis a operadores
e estes devem obedecer a mesma dlgebra que seus andlogos cldssicos. Em outras palavras,
devem-se realizar as seguintes identificacoes,

1

Algp) = A@@p) e { },= =01 (2.17)

Esta ’receita’ funciona muito bem para sistemas ndo singulares (sem vinculos). Contudo,
quando se esta trabalhando com um sistema que possui vinculos, a implementacdo dessas
restricdes no nivel quantico ndo € trivial. Classicamente, os vinculos definem sobre o espaco
de fase uma hipersuperficie onde toda a dindmica do sistema ocorre. No nivel quantico, o que
se tem € um espaco de estados gerado pela atuacdo dos operadores sobre um espaco vetorial
complexo conhecido como espago de Hilbert. Desse modo, a definicdo do espaco de estados
restrito’, que leve em conta os vinculos, requer um certo cuidado. Um estudo detalhado sobre

a quantizacao de sistemas com vinculos foi apresentado por Dirac em seu livro ”Lectures on
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Quantum Mechanics” de 1964 [20]. Nessa secdo, apresenta-se, de forma resumida, o formal-
ismo de Dirac para tratar da quantizagdo canodnica de sistemas vinculados.

Na seccdo anterior, foi visto que a impossibilidade de se escrever as velocidades
em fun¢do das posi¢des e dos momentos candnicos dava origem a vinculos, chamados vinculos
primérios e definidos pelas relagdes (2.10). A presenga dessas restri¢des tornava ambigua a
defini¢do da hamiltoniana, equagéo (2.15), de modo que um conjunto de condigdes iniciais ndo
definia de maneira Unica a evolugdo temporal do sistema. Por fim, obteve-se uma expressao que
rege a evolucdo dindmica de um observével qualquer definido sobre o espacgo de fase, relagao
. Um caso interessante é quando analisa-se a dindmica dos vinculos fazendo-se A (¢, p) —

¢4 (g, p) na equagdo (2.16),
Ga(@.0) = {Ga, H}pp + > tim { b b}, - (2.18)

Nesse ponto € interessante introduzir a ideia de igualdade fraca, que serd designada pelo simbolo
7 = 7. Esse conceito foi usado por Dirac para enfatizar que os vinculos s6 devem ser tomados
iguais a zero ap0s o célculo de todos os parénteses de Poisson. A relagdo dita como os
vinculos devem evoluir. Entretanto, a dindmica do sistema deve permanecer restrita a superficie
de vinculo em todo e qualquer tempo. De modo a assegurar isso, impde-se que os vinculos ndo
evoluam no tempo ¢, (¢,p) = 0. Caso contrario, poderia ocorrer de um sistema, inicialmente
sobre a hipersuperficie de vinculo, gerar componentes fora dela em decorréncia simplesmente

da evolugdo temporal dos vinculos. Com isso, a relacdo (2.18) se torna,
Ga (0,0) = {0a; H},y + D> tim {Ga, S}, = 0. (2.19)

Essa relacdo (2.19) é chamada relacio de consisténcia e pode levar as seguintes possibilidades:
(a) ela € identicamente nula; (b) pode-se determinar os coeficientes u,,’s; (c) ou podem surgir
novos vinculos, chamados vinculos secunddrios. Neste ultimo caso, deve-se aplicar a relagdo de
consisténcia novamente, isso levard a uma das trés possibilidades acima e no caso de surgirem
outros vinculos, retorna-se a relacdo de consisténcia, e isso deve ser feito até que ndo surjam
mais vinculos na teoria.

De posse de todos os vinculos, Dirac os separa em dois conjuntos com carac-
teristicas bem distintas, os de primeira classe {¢;}, que possuem parénteses de Poisson nulo
com todos os vinculos, e os de segunda classe {6;}, que ndo possuem essa propriedade. Em seu
livro, Dirac mostra que os vinculos de primeira classe sao intimamente relacionados a simetrias
de gauge, eles sdao geradores dessas simetrias. A partir desses vinculos, as transformacdes dos
campos da teoria sdo obtidas através da relagdo, 6, A = €, {A, ¢, }. Ja os vinculos de segunda

classe indicam a existéncia de graus de liberdade desnecessarios para a descri¢do do sistema.
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Com essas defini¢des bem estabelecidas, Dirac defini um parénteses de Poisson generalizado,

{F.G}p ={F.G},, = > {F.0.},(C"), {0mG},,, (2.20)

n,m

onde, Cy, = {01, 0} op € @ matriz formada pelo parénteses de Poisson dos vinculos de segunda
classe. A relagcao € conhecida na literatura como parénteses de Dirac e satisfaz as mesmas
propriedades dos parénteses de Poisson. Com isso, 0 método de Dirac para quantizar um sistema
com vinculos requer a fixacdo dos gauges, relacionados aos vinculos de primeira classe, e o
principio da correspondéncia passa a ser realizado identificando-se o parénteses de Dirac com

o comutador. Em outras palavras, deve-se ter,

1[a - o
[F.Ghy = = [F.G] e Alap) = A@D). (2.21)
Uma verificacdo rapida mostra que os vinculos de segunda classe sdo automaticamente elimi-

nados pelo uso dos parénteses de Dirac.

2.3 Métodos de quantizacao

Essa discussao das duas sec¢Oes anteriores pode parecer muito relacionada a um
método de quantizacdo especifico, mas entender como lidar com esses vinculos € de funda-
mental importancia para muitos outros esquemas de quantizacdo, cada um deles com suas car-
acteristicas, vantagens e desvantagens. Para concluir esse capitulo, faz-se uma descri¢ao de

alguns desses métodos.

- Quantizacdo Candnica: Esse esquema de quantizacdo foi um dos primeiros a ser de-
senvolvido, ele consiste basicamente na imposi¢ao da relacdo de comutacdo candnica,
proveniente dos parénteses de Poisson entre as coordenadas e seus momentos conjuga-
dos,

[Tk, pj] = 1hO;. (2.22)

Além disso, promovem-se os observaveis fisicos a operadores, que atuam em um espaco
vetorial complexo, chamado espaco de Hilbert. No caso de sistemas com vinculos, a
relacdo de comutacdo candnica é uma prescricdo que € obtida a partir dos parénteses
de Dirac, apds todos os gauges fixados. A vantagem da quantizacdo candnica é que
ela quantiza somente os modos fisicos, assim a unitariedade é manifesta. Ja entre as
desvantagens, esta o fato de a ’coordenada’ tempo ser tomada como um parametro, de tal
modo que a invariancia de Lorentz manifesta é sacrificada. Quando se trata de uma teoria
de gauge, principalmente teorias de gauge nio-abelianas, o método é muitas vezes bem

complicado de se aplicar.
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- Quantizacdo Covariante ou Gupta-Bleuler: Esse método € bastante usado quando o sis-
tema possui vinculos. Ele € muito semelhante ao método de Dirac, contudo ndo existe
a necessidade de fixar todos os gauges. Uma das grandes vantagens desse método € que
ele permite uma quantizagdo covariante mantendo-se todas as simetrias de Lorentz man-
ifestas. Por outro lado, dentre as desvantagens, estd a possibilidade de propagacdo de
estados de norma negativa na teoria (0s ’ ghosts’ Esses estados indesejados s6 sdo elim-
inados na construcao do espago de estados fisicos, que € formado pelos estados que sio

aniquilados pelos operadores de vinculos no nivel quantico,

Blibyis) =0, (2.23)
onde ¢ sdo os vinculos de primeira classe da teoria.

- Métodos de Integrais de Caminho: Esse € talvez o mais elegante e poderoso método
de quantizacdo. Embora algumas convencdes encontradas nos outros métodos possam
parecer um pouco arbitrarias, o método de integrais de caminho € baseado em principios
simples e intuitivos que vao bem no cerne da teoria quantica. O postulado fundamen-
tal desse método € que todos os caminhos possiveis entre dois estados do sistema em
tempos distintos contribui para a amplitude de transicdo, a qual o médulo quadrado da
a probabilidade de ocorrer tal transi¢do. Existe ainda a possibilidade de transitar entre
os demais métodos de quantizacdo. Uma desvantagem desse método, é que o tratamento

matematico do problema € delicado e muitas vezes ndo realizdvel.

- Quantiza¢do BRST/BFV: Essa € uma abordagem covariante, pratica € muito conveniente
de se aplicar a sistemas com simetrias de gauge (sistemas com vinculos). Esse método ex-
plora uma simetria existente entre os campos fisicos e os ’ghosts’ da teoria. A quantizacao
¢ realizada por meio da aplicacdo da condi¢do BRST, que diz que o espago de estados
fisicos € formado pelos estados que sdo aniquilados pelo operador BRST (), um oper-
ador fermidnico que contém toda informacgdo sobre as simetrias do sistema. Aqui ndo é
feita uma distin¢cao entre os métodos BRST e BFV por serem muito semelhantes na sua

constru¢do, chegando inclusive a se confundir em muitos livros texto.

Existem ainda outros métodos de quantizacdo, como por exemplo, o formalismo BV
(Batalin e Vilkovisky) que esta intimamente relacionado ao formalismo BRST, mas que possui
algumas sutilezas como a introducdo de *anticampos’ (antifields) que da um aspecto mais geral
para este formalismo. E um método muito conveniente para se quantizar teorias complexas,

como teoria de cordas e teorias de branas.

ZPara ser mais preciso, os *ghosts’ s3o objetos de norma positiva introduzidos na teoria para eliminar os estados
de norma negativa. Contudo, é comum se referir a ambos como ’ghosts’.
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3 QUANTIZACAO CANONICA/GUPTA-BLEULER

A descri¢do da particula livre relativistica convencional, como a integral do elemento de linha
mundo, nao leva em conta qualquer informag¢do sobre o spin, de modo que € comum dizer que
o modelo descreve uma particula escalar (spin zero). A particula relativistica supersimétrica,
ou simplesmente superparticula, ¢ um modelo que descreve o movimento no espago-tempo de
uma particula relativistica com spin. Um dos primeiros modelos relativisticos desenvolvidos em
meados da década de 70, que trazia em sua descri¢do essa informagdo sobre o spin na forma que
serd abordado nessa dissertag@o, foi proposto no artigo [6], onde os autores estudaram apenas
as transformacoes de supersimetrias. No ano seguinte, no artigo [[13]], os mesmos autores estu-
daram a quantizagdo do sistema e sua interacdo com um campo eletromagnético externo. Nessa
formulag@o, além das coordenas usuais do espago-tempo x*(7), usam-se também varidveis anti-
comutantes da chamada dlgebra de Grassmannﬂ para descrever os graus de liberdade de spin
" (7). A aglo é construida de tal modo que possua duas simetrias essenciais, invariancia por
transformagdes gerais de 7 — f(7) e também invaridncia local por transformacdes de super-
simetria (SUSY). Nesta dissertacdo, estuda-se apenas o modelo mais ’simples’, que € o caso da
particula relativistica ndo massiva.

A acdo que descreve uma particula supersimétrica ndo massiva, que € invariante por

reparametrizacdo de 7 e por SUSY local pode ser escrita na forma,

1

=3 / dr (:‘ﬁe—l it — ie‘lxx'uw“> . 3.1)

Esta acdo necessita de alguns esclarecimentos. Por se tratar de uma particula livre, em principio
poderia se propor um termo cinético do setor bosdnico e um do setor fermidnico na forma,
2L = 3,30 — iw,ﬂﬁ“. Porém, uma lagrangiana nessa forma nao apresenta as simetrias men-
cionadas acima. De modo a torné-la invariante por reparametrizacdo geral de 7, pode-se adi-
cionar uma quantidade que € equivalente a um termo de métrica da linha mundo, e a lagrangiana
fica 20 = e it — i@b;t@&“, onde o produto edr é um invariante por tais transformacoes (as-
sim como d*z./—¢g é um invariante por transformacdes gerais de coordenada em relatividade
geral). A justificativa para a presenca do ultimo termo na expressao (3.1), vem da exigéncia
da invariancia da acdo por SUSY. A natureza da quantidade y é determinada pelo fato de que
em toda e qualquer teoria fisica a acdo deve ser real, escalar e bosonica, o que faz de x uma
variavel de Grassmann real. Para uma melhor discussdo sobre essa construcao recomendam-se

as referéncias [24/, [25]].

No apéndice A, é feito um resumo das principais propriedades dessa 4lgebra.
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Pode-se mostrar a invaridncia da agéo (3.1]) por reparametrizagdo geral de 7, propondo-
se uma transformago infinitesimal na forma T — 7€ (7), que leva as seguintes transformagdes
dos ’campos’ﬂ

d (ee)
dr

d
Gy = ((;X). (3.2)

dx, = ex,; 0P, = (—:1/'@; de =

Ja a invariancia por SUSY pode ser verificada tomando-se as seguintes transformacdes,

ox = ia; =« (x'e_l — %6_1X¢) ;
de = iay; Ox = 2a. (3.3)

Note que essas transformagdes (3.3) relacionam os dois setores da teoria, o bosdnico e o
fermidnico. Por essa razdo, ¢ muito comum encontrar na literatura que a supersimetria ¢ uma
simetria que ’transforma’ férmions em bdsons e vice-versa, ou que, para cada béson (férmion)
existe uma outra particula referida como o superparceiro, que € um férmion (b6son).
Aplicando-se o principio de Hamilton a a¢do (3.1]), pode-se obter as quatro relagdes

abaixo,

(a) bz, = L(e7lir— Lye 'yr) =0;

(b) O, = Pr— Iye lit =0;
(C) 5X = i“¢u:

(d) de = i*—ixity, =0.

Das quais, obtém-se duas equagdes de movimento, (a) e (b), para x, e v, respectivamente. E
duas relagdes algébricas, (c) e (d), para as varidveis x e e. Essas duas ultimas mostram que e
e x nao possuem dinamica, gerando entdo dois vinculos: (d), que € a expressdao para energia
relativistica e (c), que estabelece a relagdo de ortogonalidade entre o spin e a velocidade para
particulas ndo massivas.

Como foi discutido nas sec¢des anteriores, o método de quantizacdo candnica re-
quer que a descricao do sistema seja feita no formalismo hamiltoniano, para isso, faz-se o
calculo dos momentos canonicos,

oL _,(. 1 oL oL oL
puzﬁze 1($u—§X¢u); Ty=— a¢” %u 62%20; WX:_a_XZO‘ (3.4)

Nessas expressoes dos momentos, pode-se ver que as trés ultimas relagdes constituem vinculos,

Essa é uma terminologia genérica para designar as quantidades presentes na acdo, tal que ndo deve ser enten-
dida como um campo no contexto da teoria de campos.
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ja que ndo € possivel resolvé-las para as suas respectivas velocidades. Usando-se a relagdo (2.7)),
a hamiltoniana canonica fica,

. . e 7
H=pa"+m" — L = §p“pﬂ + §Xp“¢#- (3.5)

A partir dessa hamiltoniana, pode-se verificar a consisténcia dos vinculos. Aplicando-se a

relacdo de consisténcia (2.19)), obtém-se mais dois vinculos,

o =p'p,=0, e ¢ =phy, =0. (3.6)

Retornando-se esses novos vinculos na relagdo de consisténcia, nao surge nenhum outro vinculo.

De modo a realizar a classificagdo dos vinculos, ¢1 = p*p, = 0,9, = p*, = 0,0, = T =
— ~ — i — A .

0,00 = m = 0e ¢, = 7, + 39, = 0, calculam-se os parénteses de Poisson entre eles,

obtendo-se que os unicos de segunda classe sao,

{¢M7 ¢V}pp+ = 'L(SZ € {¢27 ¢M}pp+ = pu' (37)

onde os parénteses de Poisson devem ser calculados com o sinal de mais, pelo fato desses
vinculos serem anticomutantes [3]. Para que a quantizacao seja realizada de maneira consistente
e por outras razdes que ficarao claras mais a frente, é conveniente transformar o vinculo ¢, em
um de primeira classe. Isso pode ser feito, tomando-se uma combinacdo linear dos proprios
vinculos na forma, ¢ = ¢o + 1puPH. E simples mostrar que esse *novo’ vinculo by € de
primeira classe. Com isso, obtém-se todos os vinculos da teoria: ¢, éz, Te € Ty, vinculos de
primeira classe e ¢*, um vinculo de segunda classe.

Como foi visto na sec¢do (2.3), a presenca de vinculos de segunda classe requer a

defini¢do dos paréntese de Dirac. Usando-se a relagdo (2.20) obtém-se,

{F7 G}D - {F7 G}pp + Z {F7 ¢M}pp {¢N7 G}pp . (38)

Com essa definicdo pode-se calcular os seguintes parénteses de Dirac,

{xuapV}D = {xmpy}pp +1 {wua ¢p}pp {(bpapu}pp = 5;:7 (3.9)

1
{th: ™} py = {W0s Wy}pp+ + i {tp, ¢p}pp+ {2, Wy}per = §5Z (3.10)

1 A 1 3 v —_ v I v J— v —
Os demais parénteses de Dirac sdo todos nulos, {x,,, 2"}, ={p, P }p ={2u, V" }p ={pu. ¥} =
0. Note que se fossem mantidos os dois vinculos de segunda classe obtidos inicialmente, a
relacdo (3.8) ganharia mais um termo e as relagdes de comutago entre as varidveis do sistema

seriam modificadas, gerando uma dlgebra semelhante aquela de teorias ndo-comutativas. Esse
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nao € o caminho que se deseja seguir nessa dissertacao.

A acdo (3.I) possui uma invariancia de gauge gerada pelos vinculos de primeira
classe ¢1, ¢9, Te € Ty, € como estabelece qualquer teoria de gauge, estes devem ser fixados
para que a quantizacdo seja feita de forma consistente. Entdo, isso permite as seguintes escolhas
de gauges: e = 1 e x = 0, que possibilita a eliminacdo dos vinculos 7, e m,. Os vinculos de
segunda classe pode ser resolvido notando-se que {A, ¢}, = {¢,, ¢}, = 0, ou seja, esse
vinculo pode ser tomado fortemente igual a zero, ja que ele ndo contribui para a dindmica de
qualquer observével da teoria. Restaram entdo somente os dois vinculos, ¢; € q~52 = ¢o.

A discussdo até esse ponto se restringiu a um estudo cldssico da particula super-
simétrica. Contudo, todos os ingredientes para realizar a chamada quantiza¢cdo candnica estao
estabelecidos. Aqui cabe um comentério com relacdo ao método de quantizacdo. A aplicagcdo
do método de Dirac exigiria que se eliminassem (resolvessem) fodos os vinculos da teoria, seja
pela fixacdo de gauge para os vinculos de primeira classe, seja pela realizacdo do parenteses
de Dirac para os vinculos de segunda classe. Entretanto, isso ndo foi feito, visto que ainda
restaram dois vinculos ¢; e ¢ = ¢». E exatamente nesse ponto que ocorre a distingdo entre
o método candnico de Dirac e o método de Gupta-Bleuler. Uma fixacdo do gauge para esses
dois vinculos levaria a uma quantizacao nao covariante, ou seja, sem as simetrias de Lorentz
manifestas. Assim, de modo a manter a covariancia do sistema, procede-se como se segue: nao
serdo fixados esses gauges; identificam-se os parenteses de Dirac com os comutadores (antico-
mutadores) para as varidveis bosonicas (fermionicas) e por fim, constréi-se o espaco de estados
fisicos por aqueles que sao aniquilados pelos operadores de vinculo. Este tipo de abordagem ¢é

que caracteriza o esquema de quantizagdo covariante de Gupta-Bleuler. Assim obtém-se,

[x;upu] = in;w; [¢m¢u]+ = —Nw € ¢§1|¢fis> = Q§2|wfis> = 0. (311)

em que, |t/s;s) sdo os estados fisicos aceitdveis desse sistema quantizado. Uma solugdo para
a relagdo de anticomutagdo € dada por 1, = \/%fyyyu, que leva a élgebra de Grassmann para a
algebra de Dirac-Clifford no regime quéntico. A matriz -5 € produto das quatro matrizes -,
de tal modo que (75)2 = 1. Com essa identificacdo, as relagdes para os operadores de vinculo

assumem a forma,
P*l¢pis) =0 e A"Pultdgis) = 0. (3.12)

A segunda equacdo em (3.12)) tem um significado muito interessante, ela é a equagdo de Weyl
(Dirac ndo massiva) para uma particula de spin % Esse resultado indica que a utilizacdo de
variaveis anticomutantes para descrever os graus de liberdade de spin a nivel cléssico € de fato
consistente, fornecendo resultados compativeis com a descri¢do do spin em teorias quanticas ja

bem estabelecidas por Dirac, Weyl, Pauli e outros.
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3.1 Vetor de Pauli-Ljubanski e Autovalores de Spin

Esse modelo de particula supersimétrica foi construido de modo a descrever uma
particula de spin % Isso é confirmado quando se identifica a segunda equagao em como
a equacgdo de Dirac ndo massiva, que descreve exatamente particulas de tal spin. Contudo,
seria interessante verificar essa afirmacdo explicitamente. Isso pode ser feito analisando-se a
quantidade conservada em uma transformacdo de Lorentz na a¢do (3.I). Propondo-se uma
transformacdo infinitesimal na forma A*, = 0", + w" , e realizando-se a variacdo da la-

grangiana, obtém-se,

SL = itoi,et — %5%1/}# _ %WW‘ _ %e—lxégw# _ %6_1)@#51&“

.. d oL L 1 d L d y . y
= € lx#%(wuux )_Ewuu¢ Qbu_éqvb'uE(w/wd) )_56 1X {E(wuuft )wu"f'x“wwﬂvb :|
= i w e litat + ie_lxx“@/)” - i@b“@/}” + iw @Z}“ — le_lxm"‘ P

dr | " 2 2 “” 2

d 1. iy
_ l/_ 14 _ v .1
Wyt I (e T 26 XU ) , (3.13)

usando-se as equacdes de movimento (a)-(d) e a primeira das relacdes para os momentos

candnicos em (3.4)), pode-se escrever,

1d 1d

6L = 5= [wuw (P2 — ip)] = 5o [T, (3.14)
onde defini-se a corrente conservada como,
JH = pleghl — gt (3.15)

Se a particula fosse massiva, seria possivel ir para o referencial de repouso dela, onde o primeiro
termo da relacdo (3.15]) iria a zero, restando entdo apenas um momento angular intrinseco que
corresponderia ao spin da particula. No entanto, como o sistema descrito aqui é ndo massivo,
essa passagem para o referencial de repouso nio é permitida pela relatividade, de modo que a
definicdo do operador de spin ndo € obtida de forma tdo trivial. Na realidade, ndo é possivel
definir um operador de spin propriamente dito para uma particula sem massa, mas sim sua
projecao na direcdo de movimento, que corresponde a helicidade da particula. Nesse caso, é
comum chamar o médulo da helicidade de spin da particula.

Sabe-se do estudo do grupo de Poincaré que € possivel definir dois operadores de

Casimiff)| para esse grupo, sdo eles os operadores P> = m? e W? = m?2s (s — 1), onde pode-se

3Um operador de Casimir de um grupo é um operador que comuta com todos os geradores do grupo. Por
exemplo, para o grupo das rotagdes SO(3), que possui como geradores as trés componentes do momento angular
Jv, Jy e J., 0operador J* = J? 4 J} 4 JZ é um operador de Casimir.
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caracterizar uma dada representacao por meio da 'massa’ m e do ’spin’ s. Aqui, W € o vetor de

Pauli-Ljubanski, definido como,
e 1 pvpo g, P, 3.16
W — 56 Jl/p o ( . )

onde P* e J"” sdo os geradores das translacOes e das rotagdes do grupo de Poincaré, respecti-
vamente. Para o caso especial de m = 0, o que implica em P? = W2 = 0, € possivel inferir
a seguinte relacdo W#* = AP*, onde a constante de proporcionalidade A\ € a helicidade da
particula. Como esta relagao € vélida para cada componente vetorial, pode-se tomar somente a

componente zero desse vetor para definir a helicidade,

A= ﬁeoypojyppa - ﬁeoypajuppa - ﬁewk‘]ijpkh (.17

usando a relagdo (3.15]) tem-se,

1 ..
A= oos€" ik =

1 ijk
ﬁej pkp[zx]} - 2 P Pk?/h%» (318)

em que a primeira parcela se anula por conta da contracdo de um objeto simétrico com um

antissimétrico. Com isso, o operador de helicidade pode ser escrito na forma,

i
A= Psz%

ey 3.19

4\E K

0 __ . . . . ~ 1 ~
Onde usou-se que p’ = |Ej] e foi feita a identificagdo 1), = 7575 encontrada na seccao an-
terior. Pode-se realizar um célculo explicito definindo-se, ou escolhendo-se, uma representagao
para as matrizes gamma. Na representacdo de Weyl, essas matrizes sao definidas como,
0 loyo 0 g;

12><2 0 —0; 0
Essa representacao € interessante pois, para o caso nao massivo, ela separa o espinor de 4-
componentes em dois espinores de 2-componente, um com helicidade positiva, left-handed e
outro com helicidade negativa, right-handed. Portanto, essa representacao se torna muito con-
veniente para o estudo da particula supersimétrica sem massa dessa dissertacao. O comutador

do setor ’espacial’ dessas matrizes da,

0 g; 0 2] 0 0 0 g; i k
[%‘7%‘]: — :—2161‘ij ®H2><2 (321)
—0; 0 —0j 0 —0j 0 —0; 0

Com isso o operador de helicidade assume a forma,

—

A= Z|9—| @ Toso. (3.22)

1
2 |E.
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Escrevendo-se a segunda equacao em (3.12)) nessa representacio de Weyl obtém-se,

Zpl

is) — is]- 3.23

%PiniJ = ’Yoponis)

O que fornece duas equagdes para as partes right-handed e left-handed, respectivamente,

W}fzs) _1|7~pfis>R7 | |¢fzs> +1|wfzs>L (324)

IE | IE

Nessa forma, é facil ver qual o resultado da atuacdo do operador de helicidade sobre os estados
fisicos,
Msede = 2 20 0g) e = +5 ) (3.25)
fis/L 2 |E ’ fis/L — 9 fis/ L .

° 1
/\|wfis> |77/}fzs> = _§|¢fis>R7 (326)

2IEI

confirmando que a teoria descreve particulas de spin meio.
3.2 Superparticula e Interacao Eletromagnética

Como ultima aplicagdo da quantizagdo canodnica, estuda-se a interacdo de uma
particula supersimétrica com um campo eletromagnético externo. Quando se estd estudando

a particula relativistica sem spin, adiciona-se a interacdo eletromagnética a lagrangiana por
(1)

meio do termo L,,, =

= g, A", onde ¢ € a constante de acoplamento e A* s3o as componentes
do quadripotencial eletromagnético. Fazendo-se o mesmo para a particula supersimétrica (3.1)
obtém-se,

L— % ( — i — e X ) + i, A, (3.27)

Novamente, deve-se exigir as simetrias presentes antes o acoplamento, por reparametrizacao e
transformacdes de SUSY. Na forma que a lagrangiana (3.27)) esta escrita, ela ja é invariante por
reparametrizacao geral de 7, contudo, ndo € invariante por transformacao local de supersimetria.
Para que se obtenha tal invaridncia sem perder a que ja existe, deve-se adicionar um termo na
formﬂ Lmt LqeF",1,, assim a lagrangiana fica,

1 _ , ‘ v
L= 3 < i2e ! zwuw“ —ie” Xxuw ) qi, A" + quF“ Yy (3.28)

O estudo das simetrias e das equacdes de movimento pode ser realizado da mesma

*COMENTARIO: “Essa construgdo por argumentos de simetria parece de certa forma arbitrdria, principal-
mente para quem ainda estd em um processo de formagdo e acumulo de conhecimento. Entretanto, as simetrias
sdo de fundamental importdncia para a construgcdo de qualquer teoria fisica, sendo, muitas vezes, os unicos guias
que se tém para essa construcdo. No entanto, olhando-se mais atentamente para esses termos, nota-se que eles
representam exatamente as interacdes do campo com o movimento orbital e com o momento magnético intrinseco
da particula.”
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forma que foi feito para o sistema sem interacdo. Fazendo-se a variagdo da lagrangiana (3.28) e

usando-se o principio da minima acao, obtém-se,

oL =

+

1 . . . ' . .
"0z ,et — 53'026_256 — %51/)#1/1“ — %1/1#51#“ + 36_25(3)@”1/1“ — 56_16)(3'6#1/1“

7
/L' v - v
iqeﬁpF“ 0z 0y + igeFM 1,00,

dr
1

A, et )
7 (@Z)M—TXIM‘*’QGF M’QZ)V) 5¢u—§

2

56_1)((%”77/)” — %e‘lxx'u&b“ + gz, A" + q1,0°A oz, + %q5eFW¢M¢V

{_d (jue—l B %e_l xz/f“) i, M+ %eaﬂF"ﬂ%@z)p]émH _ (%6_1$M¢“)5X

(x'Qe_2 —ie_QxiM@D“ —inquw,,) de.

(3.29)

Exigindo-se que a variacao da lagrangiana seja zero, chega-se as equagdes de movimento,

dr

d . .
(jv“el — %elxw“) + gz, F" + %e@“F”pwywp =0

. 1
= SeTxd! 4 qeF, = 0

i?e? — k", = 0

TPt =

e

(3.30)

Assim como no caso sem interagao, as duas ultimas equacdes sdo os vinculos relacionados as

simetrias de gauge da teoria. E interessante notar que a equagdo para a energia relativistica (a

terceira relacdo em (3.30])) agora possui um termo de interagdo do spin com o campo eletro-

magnético.

Os préximos passos, que levarao a quantizagdo da teoria com interagao, sao muito

semelhantes aos que foram desenvolvidos na primeira parte do capitulo 3. Por uma questdo de

brevidade, muitas das etapas serdo discutidas em menos detalhes e algumas até omitidas, assim

considera-se como ponto de partida o cdlculo dos momentos candnicos,

AL,
Pu = =
_ oL _ i
e = 5¢u_ 2
oL
Te — %—0,
L
7TX = _g_XZO

T _
Ty, — 7€ 1X1/}u+qA,u§

2

Pode-se agora construir a hamiltoniana candnica,

e 7 7
H=_(p—qA)?- SACF" b + X (P — 44, ¥

2

2

(3.31)

(3.32)
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Serdo omitidos os detalhes desses cdlculos, mas € possivel mostrar, por meio das relagdes de
consisténcia , que surgem mais dois vinculos ¢; = (p, — ¢A,) Y* ~ 0 e também ¢, =
(p— qA)2 — 1qF" 9,1, =~ 0 . Pode-se mostrar ainda, que esses vinculos sdo classificados da
seguinte forma: 7. e 7, de primeira classe € ¢1, P2 € ¢, = T, + %wu de segunda classe. Como
antes, pode-se transformar ¢; e ¢, em vinculos de primeira classe tomando-se uma combinac¢do
linear dos vinculos. Isso feito, obtém-se entdo apenas ¢, como vinculo de segunda classe e
o parénteses de Dirac assume a mesma forma da equagdo levando-se entdo as mesmas
relagdes de comutagio e (3.10). Ap6s a fixagdo dos gauges e = 1 e x = 0, e também pelo

fato de {A, 0"} = {9, ¢} p, = 0, a quantizagdo leva as seguintes relagdes,

[xuapu] = inuu € Wu, wu]+ = —TNuv- (3.33)

e devem-se impor os vinculos aos estados fisicos na forma,

(Pu — qAL) V' [gis) = 0; [(p — qA)? — igF"™ 0] [1hyis) = 0. (3.34)
Além disso, as equagdes de movimento reduzem-se as expressoes,

i = g, P+ SO F0,
Pt = —qF"M),. (3.35)

A primeira das relagdes (3.34) poderia ser identificada como a equagio de Weyl na presenca de
um campo eletromagnético externo, contudo, isso requerer que a algebra - para os v, -
possa ser identificada como a dlgebra de Clifford, mas também que * seja uma constante, o
que ndo ocorre devido a segunda equagdo de movimento em (3.35]). Portanto, como isso deve
ser interpretado?

Do estudo da mecénica quantica nao relativistica sabe-se que quando se lida com a
evolugdo temporal de um sistema pode-se trati-lo sob duas perspectivas: os estados evoluem no
tempo e os operadores permanecem fixos, picture de Schrodinger; ou os operadores evoluem
no tempo e os estados permanecem fixos, picture de Heisenberg. Em ambos os casos, as quan-
tidades de interesse fisico, que s@o os valores esperados desses observaveis, permanecem inal-
terados. Na representacdo de Heisenberg pode-se escrever as equagdes de movimento para os

operadores na seguinte forma,

dA B [A7 A} 0A (3.36)

A H =2
dt "o
onde A é funcdo de ¢ e p, e representa algum observavel fisico. Tomando-se o valor esperado
de (3.36)), obtém-se uma forma generalizada do teorema de Ehrenfest. Levando-se essa ideia

para o caso relativistico, é possivel fazer a interpretacdo da segunda das equacgdes (3.35) como
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uma aplicacdo do teorema de Ehrenfest para os *operadores’ 1. Desta forma, como é preciso

tomar os valores esperados, pode-se escrever,

d
p (Vpis| V" |Vpis) = —q (Wpis| F 0 [0gis) - (3.37)

O que permite ’transferir’ a dependéncia temporal para os estados fisicos e reinterpretar 1)*
como fixo no tempo, assim ndo hd mais problema na identificagdo de (p, — ¢A,) V" 1)yis) = 0
como a equacdo de Weyl na presenca do campo eletromagnético, fazendo-se 1), = \/%75%,
obtém-se,

(pu - qA/L)7#|¢fis> =0, (3.38)

e toda a dependéncia temporal estd contida nos estados fisicos.
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4 INTEGRAIS DE CAMINHO

A mecanica quantica obtida pelo processo de quantiza¢do candnica tem como elemento prin-
cipal uma funcdo onda, a qual possui, pelo menos em principio, toda a informacgdo sobre o
sistema. Neste capitulo apresenta-se outro método de quantizagdo, a abordagem das Integrais
de Caminho de Feynman. Nesse método, a amplitude de transi¢do, designada aqui por K, € o
objeto de maior importancia e seu moédulo quadrado fornece a probabilidade de uma particula
em um estado localizado na posicao x (t,) = =, num tempo ¢, fazer a transi¢do para um estado
localizado em z (¢,) = x, num tempo ¢, posterior. Nesta sec¢do, faz-se uma breve discussido
das ideias de Feynman apresentadas em seu artigo [26] e desenvolvidas no livro ”Quantum
Mechanics and Path Integrals” [27]].

A teoria de Feynman é uma maneira alternativa de quantizac¢do que leva aos mesmos
resultados da mecanica quantica ondulatoria de Schrodinger e a matricial de Heisenberg. Uma
das principais ideias que estd na base do formalismo de Feynman € que todos os caminhos
possiveis, e ndo somente o caminho cldssico, que conectam os pontos x (t,) e x (t,) contribuem
para a probabilidade de transi¢ao e isso constitui a esséncia de um processo quantico. De forma

esquemadtica, pode-se representar isso da seguinte maneira,

Ko=) @), (4.1
All Paths z(t)
em que O [z ()] representa a contribui¢do de cada um dos caminho entre x, e x, e € funcdo da

acdo que descreve o sistema classico,
® [ (t)] = LW, (4.2)

Como mencionado, o método de Feynman nao leva a resultados novos. De modo
que se poderia questionar a necessidade de se usar um método, muitas vezes bem mais com-
plicado de implementar, que ndo fornece informacdo nova sobre o sistema. Entretanto, esse
método fornece uma visdo diferente do sistema quantico, possibilitando, por exemplo, uma
descricao grafica de alguns eventos por meio dos graficos de Feynman (isso € bastante utilizado
em teoria quantica de campos - TQC). Além da possibilidade de aplicacdo do método a sistemas
0s quais a quantizacio candnica se torna bastante inconveniente, como no estudo das interacdes
entre campos, ou na quantizacao de teorias de gauge nao abelianas. Em seu livro com Hibbs,
Feynman postula uma expressao pratica para (4.1) como uma integral de caminho, e a partir
dela, obtém todos os resultados da mecanica quantica nao relativistica, inclusive a equagao de

Schrédinger. Outros livros texto preferem fazer o processo contrdrio, a partir da equagao de
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Schrédinger desenvolve-se uma expressao para a integral de caminho de Feynman, como apre-
sentado em [28] por exemplo. Por questdes de organizagdo, nesta dissertacdo serd tomado este
ultimo caminho para a constru¢do da integral de Feynman.

Sabe-se da descri¢do de Schrodinger que a quantidade {(«, t,| 5, t,,) dd a amplitude de
probabilidade de transicao entre os dois estados. Como realizado em [28]], defini-se os autoesta-
dos "instantineos” |q,t) = exp (iHt) |q) e |p,t) = exp (iHt) |p) dos operadores de Heisenberg

Q (t) e P (t), respectivamente. Este estados sao completos, isto &,

/ dalq, 1) (q, 1] = / dplp, ) (p.t] = 1, “3)

e a seguinte propriedade € valida quando tem-se um estado |3, t) na representacdo de Schrodinger,

(g, —t|8,t) = (q|B) = s (q) - (4.4)
Com isso pode-se escrever,
(o, =ty| B, —ta) = /dgbd%b(a’_tb|Qbatb><Qb7tb|Q(17ta><Qaata|/8a_ta>
— [ dndaov (@) ol ) ()
— [ ot (0) Z (a0t usta) 01 () 45)

onde toda a informagédo sobre o tempo estd contida em Z,, = Z (qp, tp; ¢a, o). 1880 leva, muitas
vezes, a denominacao de Z,, como o propagador do sistema. Fazendo-se um particionamento
do intervalo de tempo em N +1 pedacos de mesmo comprimento ¢ pequeno (Figural[l)), t,—t, =

€ (N + 1), e usando-se a relagdo de completeza, chega-se a seguinte expressio,

Zab = <qb7tb|Qa7ta> = /dQ1---dQN<Qb7tb|QN7tN>--'<Q17t1|Qa7ta>7 (46)

onde identificam-se ¢y = ¢, € qnv+1 = qp. Examinando-se o j-ésimo elemento na expressao
1) tem—s
<Qj+17tj+1|Qj7tj> = <Qj+1|eXp(—iH (Q,P) 5) |Qj>
= [ dnlanl) ol exv (<iH @ )9 o)

= /dpj exp (—iH (gj,pj) €) (¢j+11p;) (Pila;)

dn. L a
= /%eXp{ie [ij—H(qj,pj)”‘ 4.7

'Deveria ser discutido melhor sobre a questdo do ordenamento dos operadores () € P, que ndo comutam.
Entretanto, como as hamiltonianas que serdo tratadas nesta dissertacdo ndo envolvem produtos desses operadores
essa discussao serd omitida.
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Figure 1 — Particionamento do tempo.

b

= M

o

xTr
Fonte: Referéncia [27]].

No limite em que € — 0 obtém—s

dp; i .
(@41, tis1las. ty) = /2—; exp {i€ [p;g; — H (q;,p;)]} - (4.8)

Colocando-se o resultado (4.8) em chega-se a expressao,

Zab = <Qbatb|Qaata>
dpo  dp .
: 0 N : . .
= 1\}5%0 dql...qug...% exp {15%2;26 pjg; — H (qj,pj)]}
]:
= /DqueXp{i/dt [pc}—H(qm)]}:/Dquexp {i/dti (q,q,p)}, (4.9)

dpo  dpn
2 " 2w

onde defini-se DqDp = dq,...dgy que € o elemento de medida do espago de fase. A
quantidade [ dtL (q, 4, p) se torna a agdo cldssica apds a integragdo funcional sobre os momen-

tos. Com isso, chega-se a expressdo para a integral de caminho no espaco de fase,

2= [ Dappess {i [ atipi - 1 @01} (4.10)

A generalizacio dessa expressdo para o caso de mais graus de liberdade e para o caso rela-

tivistico € direta,
Lap = /Exubpu exXp {Z / dr [puiu -H (xap)]} ) 4.11)

onde nessa ultima expressio usa-se uma forma compacta para o elemento de medida Dz uﬁpu =
szo Dz, Dp,,. Nessa forma, a representa¢cao lb para a integral de caminho € dita estd na

forma hamiltoniana, por conta da infegracdo funcional nos momentos nao ter sido realizada.

2E importante deixar claro que j vai de 0 a N.
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4.1 Particula Relativistica de Spin Zero

Como primeira aplicacdo do método de Feynman de quantizagdo, estuda-se uma
particula livre relativistica de spin zero. Vale advertir que esse exemplo ndo € assim tao trivial,
visto que se trata de um sistema que apresenta vinculos e deve-se implementa-los a integral de
caminho de modo consistente. Assim, esse sistema serd usado para descrever como se introduz
os vinculos na formulacdo de integrais de caminho e também para dar uma ideia de como
realizar as integracOes funcionais.

A acdo que descreve uma particula livre relativistica sem spin € a seguinte,

S = —m/ds = —m/ \/ Tuatdr. 4.12)

Calculando-se o momento candnico conjugado a z,,, obtém-se p, = —m—~= e a hamiltoni-

Ty TH
ana candnica fica, H = p*z, — L = 0. Como pode ser verificado facilmente, a expressido para

o momento leva ao vinculo de primeira classe ¢ = ptp, — m? = 0, que evidencia a simetria de
gauge relacionada a invaridncia da acdo (4.12) por reparametrizacao geral de 7. A construgio da

integral de caminho para esse sistema, como a hamiltoniana é nula, leva a seguinte expressao,

oy = /ﬁxuﬁpﬂ exp {i/dT (pujc“)}. (4.13)

Como foi bastante discutido no capitulo 3, os vinculos geram uma hipersuperficie no espago de
fase onde a dindmica do sistema deve ocorrer. Contudo, na forma que estd a expressao (4.13))
essa restricdo nao € obedecida. Assim, de modo a restringir o espaco de fase a superficie de

vinculo deve-se introduzir uma ’d-delta’ no elemento de medid Com isso, obtém-se,

Zap = /E$Hﬁpu6(¢) exp {i/dT (pux'“)} = /Exuﬁp#DN exp {i/dr D" — Ngb]} ,
(4.14)
em que N funciona como um multiplicador de Lagrange.

Na seccdo 2.2, foi dito que os vinculos de primeira classe estdo relacionados a
simetrias de gauges. Tais simetrias geram um problema quando se tenta calcular as inte-
grais funcionais, pois como a acdo € invariante e o elemento de medida ndo se altera por tais
transformacdes, ’conta-se’ infinitas vezes 0 mesmo caminho e isso leva a um resultado diver-
gente para a relacao (4.14). Assim, é necessdrio fixar tais gauges, par que cada caminho seja
contado apenas uma tnica vez. Até meados da década de 60, havia muita discussio sobre como
deveria ser tratada a quantizacao de sistemas com simetrias de gauge. Na €poca, objetivando a

construcdo de uma teoria quantica de campos para as forgas forte, fraca e a eletromagnética (que

3Essa é uma forma de se introduzir os vinculos de primeira classe na integral de caminho escrita na forma

E11.
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possuem uma simetria de gauge tipo Yang-Mills). No inicio da década de 70, Faddeev propos
um dos primeiros métod apresentado em um trabalho intitulado "The Feynman integral for
singular lagrangians” de 1970 [29]]. De maneira simplificada, o procedimento de Faddeev con-
siste em eliminar a liberdade de gauge por impor uma condic¢ao auxiliar (outro vinculo) sobre o

espago de fase. Na construgdo de Faddeev, a expressdo (.11)) assume a forma,

ZFad /Dx,quu H 5 ¢a Xa det ‘{¢a7 X(l}pp

exp{ /dr[puyc“ H(:L‘,p)]}, (4.15)

onde ¢, sdo os vinculos de primeira classe e x, sdo condi¢des de gauge (condicdes auxil-
iares). A condicdo de gauge tem como objetivo exatamente eliminar as multiplas ’contagens’
do mesmo caminho. O determinante do parenteses de Poisson de ¢, e ), € necessario para que
o elemento de medida fique independente da escolha da funcao de fixacao de gauge.

Aplicando-se a expressao (4.14) obtém-se,

Fad /Dqupu m2) d(x) det ){pg — 2 —m?, X}p ‘ exp { /dT [pux“]}
(4.16)

0 — 7 =0, pode-se escrever a equagio

Escolhendo-se uma condi¢do de gauge na fonnzﬂ X=2

(.16) como,
759 = [ DeDns (3~ )60 ) 1 - Ba® e i [ ar i}
/ D, Dpud (5 — E2) 6 (2° — ) 2py exp {z / dr [puab“]}

/Dfpﬁexp {@/dT [Eﬁ—p*.:?} } (4.17)

onde Ey = \/p? + m? e na tltima expressdo realizou-se a integracdo em z° e p”. Vale aqui
fazer uma observagdo, a ’fun¢do’ delta de p? leva a duas solugdes, mas por questdo fisicas*
(uma particula livre ndo pode ter energia negativa) essa outra solu¢do foi descartada. Outro
ponto importante é que a covariancia de Lorentz manifesta foi sacrificada quando o gauge foi
fixado da maneira apresentada, esse € um "problema’ desse método de Faddeev.

Uma outra maneira de se abordar o problema, mas desta vez mantendo a covariancia
de Lorentz manifesta, pode ser realizada aplicando-se outro método desenvolvido pelo préprio

Faddeev e por Popov para teorias com simetrias de gauge do tipo Yang-Mills [30,31]. O método

4Nesse contexto de integrais de caminho, existe outro método conhecido na literatura como método de Faddeev-
Popov, que é usado na quantizacio de teorias de gauge para fixar esses gauges de maneira covariante. O método
de Faddeev que nos referimos nesse primeiro momento € usado para implementar os vinculos de primeira classe
da teoria e para realizar a fixagdo de gauge, visando a unitariedade da matriz S. Entretanto, esse ¢ um processo ndo
covariante e as diferengas ficaram claras no decorrer do capitulo.

3Serd que essa condiciio de gauge é adequada para o caso de particulas nio massivas?
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de Faddeev-Popov consiste em fixar o gauge inserindo-se a "unidade’ na forma,

1= AF}D/DQ 5(Ga) (4.18)

no elemento de medida. Na expressdo (4.18)), G, = 0 ¢ uma fungdo de fixacdo de gauge, {2 é um
elemento do grupo de gauge da teoria e a quantidade Agp € o determinante de Faddeev-Popov
(22, 23]. Pode-se mostrar que o determinante de Faddeev-Popov € independente do gauge, de
modo que € possivel escrever,

-1

5(Q — Q) = det

5G -1

00

0G

4.1
500 (4.19)

AFp:/DQdet

Para o caso da particula relativistica, que possui o vinculo de primeira classe ¢ = p? — m? = 0,

tem-se as seguintes transformacdes de gauge geradas por esse vinculo,

dxp=€(T){xu, 0} pp=2€(T) s opp=€(T){Pp; ¢} pp=0; IN=€(7), (4.20)

a transformacao de NV € obtida por requerer a invariancia da acgao,

S = /dr [pui* — N (p* —m?)] . (4.21)

A partir das transformacoes , pode-se identificar €(7) como o elemento do grupo de gauge
para esse sistema. A simetria de gauge presente na acao € o que se chama na literatura de
simetria de gauge tipo relatividade geral (RG), ela possui algumas diferencas em relacdo as do
tipo Yang-Mills (YM). A mais acentuada, é que as fungdes de fixacao de gauge para simetrias
tipo RG devem obedecer as certas condi¢cdes € contorno, enquanto que as do tipo YM ndo
necessitam dessa restricdo. Essa limitacao impede uma fixa¢ao de gauge covariante de Lorentz
com uma fungdo exclusivamente das varidveis canonicas. E a condi¢do de gauge covariante
mais geral possivel permitida para sistemas como esse € na forma, y = N — f(xu,pu, N) =
0, onde f € uma fungdo arbitraria da coordenadas candnicas [32, [15] 33ﬂ Escolhendo-se a

condi¢cdo mais simples Y = N = 0 e aplicando-se o método de Faddeev-Popov chega-se a

seguinte expressdo para a integral de caminho (#.14),

ZE—P - /ExuﬁpuDNDe det(%)é(N) exp {Z /dT [pujfu _N (p2 . mz)] }

= /De Dx,Dp,DN det(@f)é(l\?) exp{i/dT [pi* — N (p* - m2)}} , (4.22)

6Aqui ¢ interessante ressaltar esta ultima referéncia, onde € feita uma discussdo muito interessante sobre essas
diferencas entre uma teoria de gauge tipo Yang-Mills e uma teoria de gauge tipo relatividade geral, que € o nosso
caso. O autor argumenta que nio € possivel termos uma condi¢@o de gauge arbitraria nesse caso, visto que ela deve
obedecer a certas condi¢des de contorno, caso contrario perde-se informacao fisicamente relevante quando a teoria
¢é quantizada.
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como nada na ultima integral depende de ¢, pode-se entdo fatorar o volume do grupo de gauge,

que € o setor que causa a divergéncia da teoria. Assim, obtém-se a seguinte expressao,

ZEP _ L/D%JWANV*%@35( )@m{ /dTbﬂw Aqﬁ_qﬁ”}‘ “423)

O determinante que surge na expressao pode ser calculado pelo método de regularizacao
da fun¢do-( [34]. Para isso, considera-se a seguinte situacdo: sabe-se que o determinante de
uma matriz M pode ser calculado sabendo-se os autovalores da matriz, det(M) = [] a,.
Estendendo-se essa ideia para o caso de operadores continuos, com M = 92, deve-se entdo cal-

cular os autovalores desse operador. Assim, considerando-se a seguinte equagao de autovalores,

R0 (T) = =X (1), (4.24)

e assumindo-se condi¢des de contorno de Dirichlet, ¢, (71) = ¢, (T2), pode-se mostrar que,

o\ ”

Assim, calcula-se o determinante pela relacdo (4.24). Agora, de modo a obter um resultado

finito desse determinante, seguem-se 0s seguintes passos,
2nm 2nm onm >
det(0?) = 1 = In( =—
e ( T) 1;[( ) Hexp n( ) exp[; n(AT>
m( ) §:1+2§:h1 ], (4.26)

escrevendo-se as somas de uma maneira bem sugestiva,

= exp

271\ 2
2 _ : -5
det(92) = exp |In (—T) £1_r)r(1) n 2 £1_I>I(l) _ds E n- ]

[ 2 \° . . dC(s)
= exp |In (E) ll_f)[(l)c (s) — 2}91_1”>% — | (4.27)
onde, por extensdo analitica para plano complexo, obtém-se,
1 , 1
CO)=—5  ¢O)=—5m@mn). (4.28)
Desse modo o determinante fica,
9 1 or\?
det(9?) = exp 5 In e In (27)| = exp [In (A7)] = AT. (4.29)
T

Retomando-se o calculo das integrais de trajetorias. A delta no elemento de medida implica em
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N constante, de modo que a integral funcional correspondente se torna uma integral conven-

cional em N. Para resolver a integral funcional em z, pode-se fazer a integracdo por partes,

Pt = % (puat) — p“x que fornece,

ZFP

/D.TMDpudNATeXp{ (p'e,)| 72 —i/dTp“xu—i% dT(pQ—mQ)}
= /DpudNATé( )exp{ (p"z,) —z'—/dTp —m)}
= (const.) /d4 / dT exp {zp Ar — 25 (p —m )} (4.30)

Na dltima equagao fez-se T' = NyA7. A integragﬁ em 7' é exatamente a representacdo do

tempo proprio de Schwinger [35],

F-P 4 €
Zay t. d'p———————
= (cons )/ pr —m2+in

ip-Az/h

(4.31)

Esse resultado é simplesmente o propagador da equacdo de Klein-Gordon, que descreve uma
particula livre relativistica sem spin. O fator ¢7 € para tornar a integracdo em p bem definida,
uma quantidade infinitesimal que é tomada igual a zero ap0s a integracdo. Serd usado 0 mesmo

método para estudar a particula supersimétrica na proxima se¢ao.
4.2 Particula Relativistica Supersimétrica de Spin %

Estudou-se no capitulo 3 a quantizacdo da acdo de uma particula supersimétrica,
onde iniciou-se a discussao pela acdo (3.1). Foi visto que pode se fazer a transi¢ao para o for-
malismo hamiltoniano fazendo-se as transformacgdes de Legendre e (3.5). Nessa transi¢ao
surgiam alguns vinculos, as trés ultimas relacdes em (3.4), e quando aplicava-se a relagdo de
consisténcia (2.19), surgiam outros dois vinculos dados pelas relagdes (3.6), de modo que a
hamiltoniana se tornava identicamente "nula’. Esse fato (hamiltoniana nula) é uma caracteristica
de sistemas que possuem invariancia por transformacao de reparametrizacdo. Para dar inicio ao
processo de quantizacdo por integrais de caminho da particula supersimétrica, pode-se consid-

erar a acao na seguinte forma,
= ) T, , ?
S = / dr (pﬂx“ — éwud}” — Np? — ZMp“z/Ju) — 51##(72) () . (4.32)

onde, como jd foi visto, as relagdes p* e p1,, constituem os vinculos de primeira classe, eles sdo

os geradores das simetrias de gauge relacionadas a reparametrizacdo de 7 e as transformacoes

"Ver o apéndice A para um célculo explicito.
8Na referencia [33] é discutido os limites de integracio sobre 7.
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de SUSY local, respectivamenteﬂ A partir dessa acdo pode-se definir a integral de caminho na

forma,
Zur [ Dives {1 [[“ar (= S = 82 = idty, )~ Lol o)} a3

onde, deve-se integrar funcionalmente sobre todos os campos presentes na agdo, tal que, Dji =
Dz “EpuﬁwﬂDN DM, N é um parametro comutante e M € anticomutante da dlgebra de Grass-
mann. A quantizac@o por integrais de caminho, diferente da quantizacdo canoOnica, requer que
se defina muito bem as condi¢des de contorno do problema. Para nosso caso, essas condi¢oes
de contorno sdo as seguintes, z* (11) = z! e x* (73) = xf; para as coordenadas bosonicas e
Y, (1) + ¢, (12) = 2, para as varidveis fermidnicas, com ¢, uma constante anticomutante.
Para proceder as integracdes funcionais € preciso fixar os gauges da teoria. As-
sim como foi feito para a particula relativistica sem spin, as funcdes de fixacdo dos gauges,
mantendo a covariancia manifesta de Lorentz, podem ser escolhidas na forma y; = N=0e

X2 = M = 0. Usando-se o procedimento de Faddeev-Popov ja mencionado na seccdo anterior,

pode-se escrever,
28P= [ D (N)5 (30 Aph(N) 8 (M)esp (). 3%)

onde, S = ["dr [puy’c“ — Lyt — Np?— iMp“wu} —29,.(2) Y*(71) e jd fatorou-se os volumes
dos grupos de gauges. Foi visto na secc¢do (4.1), na equacdo (4.18), uma maneira de se calcular
os determinantes de Faddeev-Popov (F-P). Contudo, deve-se tomar cuidado no célculo desse
determinante para func¢des fermiOnicas. Sabe-se que uma fun¢do grassmanniana qualquer pode
ser expandida em poténcias da varidvel independente na forma, f (6) = 1 + f'[0 — 6p] + ...
Além disso, a “funcdo’ delta dessas varidveis pode ser escrita como, 6 (6 — ') = 0 — ¢’. Com

1ss0, a seguinte integral nos diz que,

[t @)= o ria-a = |L] N (436)

Fazendo-se uma generaliza¢do desse resultado para varias varidveis, como € feito no caso de

varidveis comutantes, e aplicando-se ao calculo do determinante de F-P App(M), obtém-se a

9Quando considera-se a agdo do setor fermidnico definida como, Sy = —5 f dri,p*, e aplica-se o principio
variacional a essa lagrangiana obtém-se a expressao,

38 = =i [ Ari#5u, = 5 (1 () 807 () b (1) 80* (). @33

que ndo é bem definida pois, ¥* é de primeira ordem na derivada e ndo permite fixar duas condi¢do de contorno.
Por esse motivo deve-se adicionar o termo 5,,(72) 1)* (71 ), para tornar a variagao da agdo bem definida e para que
se possa determinar de maneira univoca as condi¢gdes de contorno do setor fermidnico.
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seguinte expressao,

do

Desta forma, diferente do que ocorre com varidveis comutantes (bosdnicas), equagao (4.19),

App(M) = det ( O ) 4.37)

o determinante de F-P para varidveis anticomutantes (fermidnicas) é proporcional ao determi-

nante da variagdo da fun¢do de fixagdo de gauge. Entdo a integral de caminho assume a forma,

zE-P / Djis () (M1 )det (92)det (92) exp (i} (4.38)

que se reduz a,
ZE-P_ / Djis (N)a(M) exp {iS} . (4.39)
Para comecar o cdlculo das integrais funcionais, pode-se fazer uma integracido por

partes p,i* = - [p,a"] — p,z" e realizar-se a integragdo em x,,. Além disso, as deltas em N e

M tornam as integrais funcionais dessas varidveis integracdes ordindrias. Isso leva a relagao,
ZE-P_ / Dp, D dNdM6(p,.)exp {z [purt]™ + z‘S} . (4.40)

Em que, S = [dr [—;'w#zb”—Np?—iMp"z/Ju} — 4, (12) ¥*(71). Continuando-se o cdlculo
funcional, a delta em p,, torna a respectiva integragdo, uma integragdo convencional. Como ul-
timo passo, a realiza¢@o da integrac¢do funcional em v, faz-se a seguinte mudancga de varidveis

Y, (1) =0, (1) + &,, com £, anticomutante e constante. Com isso obtém-se,

S

T2 ) . ) .
/ dr [%Quﬁ“—i-]\pr—i—iMp“@#—i— %ﬁuﬁu—l-iMp”fu —ig,0M(1).  (441)
Fazendo-se algumas das integracdes em 7, pode-se escrever a a¢ao (#.41]) como,
~ 7-2 1 .
S =— / dr Eé’u@“—i—iMp“@M] + Np*Ar — iMp"E, AT (4.42)
T1
Assim a integral de caminho (4.40) fica,
7E-P / d'pdNdM Db exp { ip- Ax+ ’LS} (4.43)

Os detalhes do célculo da integragdo funcional nas varidveis de Grassmann ¢, podem ser visto

no apéndice B. Apds essa integracio, obtém-se,
ZF -P = (const.) / d*pdNdM exp [ip Az + iNp*AT + Mp“fMAT] ) (4.44)
Fazendo-se as as integracdes em NV e M chega-se ao resultado,

ZFP (const)/d4 AYS exp [ip - Ax], (4.45)
p*+in
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onde, novamente 77 € um parametro que deve ser adicionado para tornar a integracdo em p
bem definida. A expressdo ({.45) ¢ muito similar ao propagador da equagdo de Dirac na
representacdo dos momentos, entretanto essa identificacdo ndo pode ser realizada ainda. Isso
por que, a quantidade &, € um pardmetro grassmanniano, e at€ onde se sabe ele nao obedece a
relagdo de anticomutagdo da dlgebra de Clifford {7, 7"} = 2n*14x4.

Quando Feynman apresentou o método de integrais de caminho em 1948 [26]], ele
mostrou que todos os resultados da mecanica quantica ondulatoria de Schrodinger poderiam ser
derivados da amplitude de transicdo, inclusive a relacdo de comutacdo entre a posicao € 0 mo-
mento linear. Aplicando-se o mesmo algoritimo apresentado por ele (equagdo (45) do artigo de
1948), pode-se mostrar que 1),,, € consequentemente &, obedecem a relagdo de anticomutagio

da algebra de Clifford no nivel quantico. A relagc@o apresentada por Feynman € a seguinte,

oF| 1 oS
<¢fis 8_%‘ ¢f¢s> =73 <¢f¢5 F(‘)

—‘ ¢}i5> , (4.46)
4k
onde F' é uma fungdo qualquer, S a agdo (4.32) e g, = ¢ (1) € uma componente qualquelﬂ das

variaveis bosonicas ou fermidnicas em um tempo fixo ¢;. Particionando-se o intervalo de tempo

e concentrando-se somente no setor fermionico, a acao pode ser escrita na forma,
Srer — lim Z { o Vui (W — ) — szgww-] . (4.47)

Agora considerando-se F' — 1,; € qi — ,;, pode-se mostrar a relagao,

<wfi5 |51€| w;‘zs> hm <¢fl5 _w]Jrlq?bV] + wl’] 2 + ZeMijp] wfzs> ) (448)

no limite que ¢ — 0 chega-se a relacdo de anticomutagdo desejada,

wpwz/ + wuwp {%, "pzx} = 2h77pu (4.49)

Desta forma, fazendo-se a identificacdo &, =, pode-se entdo identificar a equagdo

(4.45)) como o propagador de Dirac para uma particula ndo massiva,
ZF -P = (const.) /d4 P exp [ip - Az], (4.50)
p?+in

o que conclui esse estudo.

10Essa é uma generalizagiio que estou assumindo. Em seu artigo, Feynman considera somente as varidveis de
posi¢do g = k.
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5 CONCLUSAO

Nessa dissertacdo, estudou-se dois métodos de quantizagdo aplicados a particulas relativisticas
supersimétricas de spin meio. Apresentou-se uma revisdo sobre sistemas lagrangianos e hamil-
tonianos vinculados. Descreveu-se, de maneira bem sucinta, alguns métodos de quantizagao
muito utilizados na literatura atualmente e aplicou-se dois desses métodos, quantizacdo de
Gupta-Bleuler e o0 método de integrais de caminho, ao problema da particula supersimétrica.
No método de quantizagdo candnica (Gupta-Bleuler), foi visto que a algebra de Grassmann
poderia ser identificada com a algebra de Clifford no nivel quantico, o que permitiu fazer a
identificacdo da relagdo (3.12) como sendo a equagdo de Weyl. Construiu-se, a partir do vetor
de Pauli-Ljubanski, o operador de spin e verificou-se que os estados fisicos aceitdveis repre-
sentavam particulas de spin meio como proposto inicialmente. Realizou-se ainda um estudo
desse sistema na presenca de um campo eletromagnético externo. A quantizacdo da teoria
com interacdo nao permitiu, pelo menos de imediato, a identificacdo da equagdo quantica re-
sultante com a equacdo de Weyl sob interacdo eletromagnética. Isso por que, a dinamica das
variaveis de Grassmann, usadas na descricao dos graus de liberdade de spin, impossibilitou a
identificacdo das mesmas como as matrizes gamma de Dirac. Contudo, este problema foi con-
tornado quando tratou-se as equacdes de movimento como um resultado do teorema de Ehren-
fest, onde foi possivel transferir a dependéncia temporal para os estados fisicos permitindo
assim, a identificacdo da equagdo de Weyl na presenga de um campo eletromagnético externo.
Estudou-se ainda a quantizacdo da particula supersimétrica na abordagem de inte-
grais de caminho de Feynman. Como exemplo instrutivo, aplicou-se o método a particula sem
spin. Como principal resultado, obtive-se o propagador da equacdo de Klein-Gordon, que de-
screve exatamente particulas de tal spin. Aproveitou-se esse modelo também para apresentar
como sdo tratados sistemas com vinculos no método de integrais de caminho. Na aplicacao do
método a particula com spin meio obtive-se uma expressao muito parecida com o propagador da
equacao de Dirac. Entretanto, essa identificacdo, novamente, ndo pode ser realizada de imedi-
ato, visto que ndo surgiu nenhuma indicacao de que poderiamos levar a algebra de Grassmann
para a algebra de Clifford. Entretanto no formalismo desenvolvido por Feynman, a relagao
de comutacdo entre posi¢do e momento conjugado poderia ser obtida a partir da amplitude de
transi¢cao. Por meio do uso do algoritimo de Feynman, aplicado ao setor fermidnico, mostrou-
se que no nivel quantico a algebra de Grassmann poderia ser identificada como a algebra de
Clifford também no formalismo de Feynman, permitindo identificar a relaciao (4.50) como o

propagador de Dirac nao massivo.
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APENDICE A - VARIAVEIS DE GRASSMANN

Esse apéndice € voltado a apresentacdo de algumas das propriedades da chamada

algebra de Grassmann.
A.1 Definicoes e Propriedades Gerais

Se {n,} constitui um conjunto de varidveis pertencentes a dlgebra de Grassmann,

entdo elas satisfazem a seguinte regra de multiplicacao,

Nal + MM = {Na,p} =0, VYaeb. (A.1)

Essa relago leva ao resultado imediato 2 = 0. Nessa dlgebra, pode-se definir fungdes dessas
varidveis. Se f (n) é fun¢do de uma varidvel de Grassmann, ela pode ser expandida em serie
de Taylor f (n) = fo + fin, onde os coeficiente ndo dependem de 7. Para fungdes de duas
variaveis f (n1,12) = fo + fim + fane + fi2mine, € assim por diante, para fungdes de mais
variaveis. A expansao em serie de Taylor de qualquer fun¢do de um nimero finito de varidveis
de Grassmann € sempre finita.

Outra definicdo importante € a de conjugacdo complexa. Ela é definida como,

(&L162)" = 667, (A.2)

A conjugagdo complexa para varidveis de Grassmann funciona como a operacao adjunto Her-
mitiano (transposto conjugado) para as matrizes. Para varidveis reais, n* = 7, tem-se (n;7)" =
517 = N2 = —ni7e. Essa € uma caracteristica importante quando se pretende construir uma
acdo, ela justifica o por que dos produtos de varidveis grassmannianas reais aparecerem sempre
acompanhadas pela unidade imagindria ¢, isso torna o produto real.

A derivagdo com respeito a varidveis de Grassmann pode ser realizada de duas
maneiras, a direita e a esquerda, nessa dissertacao ela é realizada sempre a esquerda,

0 o

=, =6 A3
on one ’ (&.3)

Para realizar a derivada de um produto de varidveis grassmannianas € prudente fazer uso da
relag@o (A.1)) para evitar confusao de sinais.

0 (naUC) O one
= e — =g = OapTe — OchNb- A4
o, o, U] o, n b7). 7o (A4)
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As Unicas integrais que se precisam conhecer para as varidveis de Grassmann s3o as seguintes:

/dn =0 e /d’my =1 (A.5)

Como qualquer funcdo poder expandida em serie de Taylor, a integracao de tais fungdes requer
somente o conhecimento das definicoes acima. Uma mudanca da varidvel de integracdo na

forma n, = M0, pode ser feita como se segue,

/dm...anf (n1..my) = /d@l...dQNJGf(Ql...QN), (A.6)

em que o jacobiano Jg, € definido como,

o on - . -1
Jo = {det (%>] = (det M)~ (A.7)

Entre as funcdes que podem ser definidas nessa algebra, a *funcdo’ delta de Dirac

merece um certo destaque. Ela possui a mesma propriedade bésica ja conhecida,

/ w6 (n— 1) f (n) = £ (o). (A8)

Uma verificagdo direta, mostra que 6 (n — ') = n — 1. Algumas propriedades da ’fungio’

delta s@o as seguintes:
1 -46(0)=0;
2 -0 (an) = ad (n);
3-0(n—n)==5(n"—n);
4-206m-n) =1
5-0(m—n')= [diexp(&(n—n')), com § grassmanniano.

Uma outra definicdo importante nesse contexto € a integral gaussiana, definida na

forma,
/ dn*dnexp (—n'n) = 1. (A9)

Uma propriedade interessante derivada dessa defini¢do € a seguint
/ dnydny...dnydny exp (=0 Mygne + Kjnj + 0 K;) = det M exp (K; M 'Ky) . (A.10)
Pode-se mostrar que para varidveis de Grassmann reais a expressao acima fica na forma,

1
/d@l...dGN exp (—6"M6 + K'9) = vVdet M exp (—L—LKtM‘lK) . (A.11)

IEst4 sendo feito uso da convencio de soma de Einstein!
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Nessas duas expressdes, K também € um nimero grassmanniano e M é uma matriz antis-

simétrica com entradas comutantes.

A.2 Pseudomecanica

Nesse contexto de varidveis anticomutantes, pode-se formular uma mecanica pseu-
docléssica e devido a natureza dessas varidveis, existem algumas convengdes adotadas na constru¢ao
de tal teoria. A primeira delas € o ordenamento das varidveis. Qualquer derivada dessas
variaveis aparece mais a direita nos produto. Se § € um funcional de fun¢des grassmanni-
anas 7 (t) (¢t € um parametro real comutante), entdo uma variacao desse funcional é definida na

forma,
0F = /dtdné—g. (A.12)
on

Defini-se uma lagrangiana como,

L(n,m) =pn—"H(p,n), (A.13)

onde p é o momento canonicamente conjugado a 7 e pode-se construir uma agdo S = [ dtL.

Variando-se essa acdo obtém-se,

55 = /dt [0p (7 —H) +dn (p—H)] . (A.14)

Como H nao depende de 7, € imediato que,

oL
= ——. A.15
an (A.15)
Por fim, pode-se definir o parénteses de Poisson como se segue,
0A 0B 0AOB
{A,B}pnz———l———. (A.16)
" On; Op; - Op; On;

Se A e B sdo comutantes, entdo os parénteses de Poisson (A.16) sdo antissimétricos, para os

demais casos, os parénteses sao simétricos. Aplicando-se para p e n obtém-se,

{nj, px},, = Oji- (A.17)

Outros detalhes sobre a dlgebra de Grassmann podem ser vistos em [28|, [36]].
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APENDICE B - INTEGRACOES FUNCIONAIS

O célculo de integrais funcionais € uma questdo delicada, chegando inclusive a nem
existir em alguns casos. Entretanto, as integrais de caminho encontradas nessa dissertacao sao
todas realizaveis, necessitando-se apenas de alguns cuidados.

Na seccdo .1 foi vista uma integral funcional do tipo,

/Dxuexp {z/ dTp“y'cu}. (B.1)

Existem alguns métodos usados para se calcular integrais funcionais. O mais ’simples’ € o
método de particionamento do intervalo de tempo em pequenos "pedaco’ de tamanho € e entdo

realizam-se integracdes convencionais para cada tempo especifico. A integral acima fica,

lim /Hdmu(Tj) exp {z Z eph(7;) [2u(Tj1+1) — 0(75)] } 7 (B.2)

N—o0 €
Jj=0

onde serd usada a notagéo dz,(7;) = dz,,;. Expandindo-se a soma tem-se,
/dxuldxug...dxulv exp {iph (X1 — Tuo) + 10 (Tp2 — 1) + ... + iy (v — 2un) } (B.3)
Organizando-se os temos, chega-se a seguinte expressao,
/da:ul...d:)suN exp { —iphuo + i (P — PY) 1 + . + i (Phy_y — PN) Tun + DN T N1} (B4A)
Realizando-se as integracdes em cada tempo obtém-se,

0 (ph — i) 0 (P — pb) .0 (Pv_y — Piv) exp {=iphapo + iphwun+1} - (B.5)
O produto de ’-deltas’ pode ser entendido como uma tnica ’delta’ na forma,

d (pu) exp{ip" (xyns1 — Tpo)} - (B.6)

Como foi estabelecido na sec¢ao as condi¢des de contorno sdo tais que, z,0 = (7)) =

2,(7.) € Tunt1 = u(Tn1) = x,(7), sdo fixos e assim chega-se a expressio,
0 (pu> exp {ip" (xub - Iua)} =9 (pu) €xXp {ipquu} . (B.7)

Este € o resultado usado no capitulo 4.
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O célculo das integrais funcionais nas varidveis grassmannianas pode ser feito de
maneira semelhante a realizada acima. Fazendo-se o particionamento do intervalo de tempo

obtém-se a expressao,

N N
1 :
/ [] 6, exp {Z {ﬁem (0%, —0%) + ZEMpyew} } . (B.8)
j=0 J

—0

Como o quadrado de qualquer varidvel de Grassmann € nula, a expressdo acima se reduz a,

N N
1 .
/Hdﬁm exp {Z {5%9?“ + zeMpz»‘HHj} } . (B.9)
=0 =0

4t i ot = SN i O .
O termo quadrdtico em 6, pode ser escrito na forma, 6,,;07,, = > ;_ 0,w;.0), em que w;y,

pode ser visto como uma matriz na forma,
(wip)=1 0 0 1 0 .. (B.10)

Como somente a parte antissimétrica de w contribui para o produto matricial, pode-se escrever

a equacdo na forma de um produto de matrizes como se segue,

N N N
1
/ [1 46, exp{zl > Owinbl + jeMp;fem}. (B.11)
J=0 J=0

k,j=0

Nessa forma, é possivel fazer uso da seguinte identidade [28],
/2_}§dn1dn2...dnkexp [—n'An+B'y] = Vdet A exp [—%BtA_llB%} : (B.12)
em que 7 é grassmanniana e real. Assim, a equagao tem como resultado,
x Vdetwexp {—iPLwlP“} , (B.13)

em que P* = eMpt. A equagdo (B.13)), possui um termo grassmanniano quadratico em M no
exponencial, o que reduz a exponencial a unidade e o det w € apenas um fator numérico. Em

Resumo, a integral funcional em 6* se reduz a um fator constante.
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