
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARÁ

CENTRO DE CIÊNCIAS
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Área de Concentração: Fı́sica da Matéria Con-
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À minha esposa Jéssica M. Pontes pelo amor, apoio e compreensão.
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RESUMO

Nesta dissertação, estudaram-se alguns métodos de quantização aplicados ao modelo de

partı́cula supersimétrica. Foi dada ênfase em dois métodos especı́ficos, a quantização covariante

de Gupta-Bleuler, que é um método aplicado a sistemas que possuem vı́nculos e a quantização

por integrais de caminho de Feynman, um processo mais elegante e também mais poderoso de

se fazer a transição do nı́vel clássico para o nı́vel quântico de uma teoria com ou sem vı́nculos.

Foi feita uma breve discussão sobre a teoria de partı́culas supersimétricas, que usa variáveis co-

mutantes para descrever seu movimento no espaço-tempo e variáveis anticomutantes da álgebra

de Grassmann para descrever os graus de liberdade de spin. Entre os resultados mais interes-

santes obtidos da quantização do modelo pelo método de Gupta-Bleuler está a identificação da

álgebra de Grassmann com a álgebra de Clifford no nı́vel quântico e a obtenção da equação de

Dirac não massiva. Já na abordagem de integrais de caminho, foram estudados dois sistemas: a

partı́cula relativı́stica de spin zero, a qual a quantização levou ao propagador de Klein-Gordon;

e a partı́cula supersimétrica de spin meio, a qual a quantização levou ao propagador da equação

de Dirac. Todos esses resultados, em ambos os esquemas de quantização, estando em total

concordância com as teorias já bem estabelecidas na literatura sobre estes assuntos.

Palavras-chave: Partı́cula Supersimétrica. Métodos de Quantização. Integrais de Tra-

jetória. Quantização de Gupta-Bleuler. Sistemas Vinculados.



ABSTRACT

In this Masters dissertation, some methods of quantization applied to the supersymmetric parti-

cle model were studied. Emphasis was given to two specific methods, the covariant quantization

of Gupta-Bleuler, which is a method applied to systems that have constraints and the quantiza-

tion by Feynman path integrals, a more elegant and also more powerful process of making the

transition from classical to the quantum level of a theory with or without constraints. A brief

discussion was made on supersymmetric particle theory, which uses commutative variables to

describe its motion in space-time and anti-commutative variables of Grassmann’s algebra to

describe spin degrees of freedom. Among the most interesting results obtained from the quan-

tization of the model by the Gupta-Bleuler method is the identification of Grassmann’s algebra

with the Clifford’s one at the quantum level and the massless Dirac equation. In the path inte-

gral approach, two systems were studied, namely the relativistic spinless particle, which quan-

tization led to the Klein-Gordon propagator, and the supersymmetric particle spinning, which

quantization led to the propagator of the Dirac equation. All these results, in both quantization

schemes, are in total agreement with the already well established theories in the literature on

these subjects.

Keywords: Supersimmetric Particle. Quantization Metods. Path Integral. Gupta-Bleuler Quan-

tization. Constraints Systems.
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1 INTRODUÇÃO

No inı́cio do século XX, surgiram as primeiras ideias que levariam ao desenvolvimento da teo-

ria quântica, considerada um dos pilares da fı́sica moderna junto à relatividade geral. Entre as

propostas mais interessantes existentes nessa teoria está o conceito de dualidade, que estabelece

uma estreita relação entre partı́cula e onda, até então distintos. Essa dualidade associa a cada

partı́cula (atômica e subatômica) um comprimento de onda caracterı́stico e serviu como base

para a formulação da equação de Schrödinger, a qual tem como objeto principal uma função

de onda ψ (~x, t) associada as partı́culas. Apesar de ainda existir muita discussão filosófica a re-

speito da interpretação da mecânica quântica, esta teoria concorda muito bem com a experiência

para baixas energias, quando comparadas às massas envolvidas. Isso porque, para energias da

ordem do comprimento de onda das partı́culas, efeitos como criação e destruição começam a

surgir, violando então a conservação da probabilidade existente nessa teoria, e requerendo assim

sua reformulação. A Teoria Quântica de Campos (TQC) é hoje uma das mais bem conceituadas

na descrição de fenômenos na escala da fı́sica de altas energias. O modelo padrão, corroborado

de maneira fenomenal pela experiência, é completamente construı́do sobre as bases da TQC.

Uma das grandes vantagens da construção de uma teoria por meio de campos é a possibilidade

de iniciar a discussão ainda no nı́vel clássico. Assim, pode-se formular uma teoria clássica

para um sistema de spin inteiro ou semi-inteiro, por exemplo, e realizar a transição para o nı́vel

quântico por meio de algum processo de quantização.

Na mecânica quântica ordinária, descrita através da equação de Schrödinger, alguns

sistemas quânticos podem ser associados a seus análogos clássicos. Nesses casos, diz-se que o

sistema possui um limite clássico quando se faz ℏ → 0. Um requisito essencial para que um sis-

tema possua esse limite clássico é que seu espectro seja não limitado [1]. Assim, já surge um dos

motivos pelo qual sistemas fermiônicos não permitem uma descrição clássica sem a utilização

de campos, quer dizer, ainda a nı́vel de partı́cula. Contudo, em 1975 surgiu um dos primeiros

modelos que dava uma descrição de partı́culas fermiônicas a nı́vel ’clássico’ [2]. Nesse ar-

tigo, os autores propuseram um modelo ’clássico’ não relativı́stico usando variáveis comutantes

para localizar a partı́cula no espaço e variáveis anticomutantes da álgebra de Grassmann para

descrever os graus de liberdade de spin. No ano seguinte, Casalbouni mostrou, de maneira

sistemática, que o limite clássico de um sistema quântico fermiônico poderia, de fato, ser de-

scrito utilizando-se variáveis anticomutantes, tal teoria foi chamada de pseudomecânica [3, 4].

Nesses dois artigos, entretanto, Casalbouni apresenta apenas os rudimentos desse modelo pseu-

doclássico, reformulando os formalismos lagrangiano, hamiltoniano e o conceito de parênteses

de Poisson, que é de fundamental importância no procedimento de quantização canônica. No
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mesmo ano, outros trabalhos foram desenvolvidos nesse contexto [5, 6], todos fazendo uso do

ferramental desenvolvido por Casalbouni para descrever sistemas fermiônicos em uma teoria

de partı́cula pseudoclássica não relativı́stica e relativı́stica. Um artigo em especial, submetido

em 1976, antes dos dois artigos acima citados, mas publicado somente em 1977, descreveu de

maneira bem detalhada a dinâmica de uma partı́cula, não relativı́stica e relativı́stica, com spin

meio [7]. Nesse artigo, os autores estudaram a dinâmica pseudoclássica de tais partı́culas no

formalismo lagrangiano e hamiltoniano, realizando a transição para o nı́vel quântico por meio

da quantização canônica. Dois resultados bastante interessantes surgem após a quantização do

sistema relativı́stico; a álgebra de Grassmann pode ser identificada com a álgebra de Clifford

no nı́vel quântico e ainda, a obtenção da equação de Dirac, que descreve partı́culas relativı́sticas

de spin 1
2
. É interessante destacar que entre 1970 e 1975, estava se ’redescobrindo’ a Super-

simetria no contexto de teoria de campos, uma simetria que combina de modo não trivial duas

outras simetrias: as do espaço-tempo, como Lorentz e Poincaré, que são guias para a construção

de qualquer teoria relativı́stica; e as chamadas simetrias internas, normalmente referida como

SU(N). E todos esses modelos de descrição de spin com variáveis anticomutantes foram con-

struı́das com base em argumentos de supersimetria, com alguns autores, inclusive, se propondo

ao estudo somente dessa simetria nesses modelos supersimétricos[6].

Nos anos seguintes, muitos outros trabalhos foram desenvolvidos nessa área: teorias

pseudoclássicas para spin arbitrário [8, 9, 10], teoria de cordas [11, 12], entre outros. Destaca-se

o trabalho [13], na qual os autores também fazem uma descrição, no formalismo lagrangiano, da

dinâmica de partı́culas pseudoclássicas com spin meio. Nesse artigo, mais uma vez, a transição

para o nı́vel quântico é realizada por meio da quantização canônica. Ainda nesse artigo, os

autores descrevem a interação do sistema com um campo eletromagnético e fazem ainda uma

breve análise do mesmo sistema no formalismo de Superespaço 1. Como foi dito, em todos

esses artigos a transição para ao nı́vel quântico é realizada por meio da quantização cônica.

No entanto, essa não a única forma de se fazer essa transição. Por exemplo, outros autores

exploraram a quantização desses sistemas pseudoclássicos, por meio das integrais de caminho

de Feynman [15, 16], ou através da quantização BRST/BFV [17, 18, 19]. Esses métodos, para

alguns autores, são mais elegantes, relativamente mais poderosos e possibilitam uma descrição

de interações de uma forma mais direta.

Essa dissertação, tem como finalidade a descrição e o estudo de partı́culas com spin

meio a nı́vel ’clássico’ sem a utilização de campos. Faz-se uma revisão de alguns dos princi-

pais resultados referentes à partı́culas supersimétricas. Contudo, o foco principal é a aplicação

de diferentes métodos de quantização a esse sistema, com destaque para o método covari-

1Superespaço é um espaço coordenado de uma teoria que exibe supersimetria. Nessa formulação, além das

dimensões do espaço-tempo que descrevem os graus de liberdade bosônicos, existem também dimensões formadas

por variáveis anticomutantes, que descrevem os graus de liberdade fermiônicos [14].
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ante de Gupta-Bleuler e para o formalismo de integrais de caminho de Feynman. No capı́tulo

seguinte, apresenta-se uma revisão sobre sistemas vinculados em mecânica clássica, os quais

devem ser muito bem compreendidos, visto que a quantização de sistemas com vı́nculos não é

trivial. Apresentam-se também as principais caracterı́sticas de alguns métodos de quantização

mais utilizados na literatura. No capı́tulo 3, faz-se a aplicação da quantização canônica de

Gupta-Bleuler para a partı́cula supersimétrica e ainda, uma discussão sobre o operador de spin

para partı́culas não massivas. Por fim, estuda-se a interação do sistema com um campo eletro-

magnético externo. No capı́tulo 4, apresenta-se a abordagem de integrais de caminho e faz-se

a aplicação a dois sistemas, a partı́cula relativı́stica de spin zero e a partı́cula supersimétrica

de spin meio. Em todo o desenvolvimento desta dissertação, usam-se as seguintes convenções:

a métrica usada possui assinatura (+,−,−,−), adota-se a convenção de soma de Einstein e

usa-se o sistema de unidades naturais, onde c = ℏ = 1.
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2 SISTEMAS VINCULADOS E MÉTODOS DE QUANTIZAÇÃO

Os sistemas que serão abordados nesta dissertação fazem parte de uma classe muito importante

de sistemas fı́sicos, que são os chamados sistemas vinculados. De uma maneira geral, essa é

uma consequência de se tratar de um sistema relativı́stico com simetrias de gauge. Em vista

disso, inicia-se a discussão fazendo-se uma breve revisão da mecânica clássica para sistemas

com vı́nculos e apresenta-se o método de Dirac para tratar da quantização de tais sistemas. No

final do capı́tulo, apresentam-se os principais métodos de quantização encontrados na literatura

enfatizando-se suas vantagens e desvantagens. Grande parte do conteúdo desse capitulo pode

ser visto em mais detalhes nas referencias [20, 21, 22, 23].

2.1 Mecânica Clássica e Sistemas Vinculados

Sistemas mecânicos sujeitos a vı́nculos (restrições) ocorrem com frequência em

fı́sica. Em tais casos, o formalismo desenvolvido por Lagrange se torna muito mais eficaz e

poderoso que o tratamento newtoniano, onde seria necessário o conhecimento prévio de todas

as forças que atuam no sistema. O formalismo lagrangiano descreve completamente o sistema

por meio de uma integral funcional, a ação, na qual o integrando é chamado de lagrangiana e

contém, a priori, toda a informação sobre o sistema.

Considere um sistema com n graus de liberdade caracterizado pelas coordenadas

{qn (t)}, onde t é um parâmetro de tempo. Defini-se a ação como,

S =

∫ tb

ta

dtL(qn, q̇n; t) , (2.1)

onde considera-se que a lagrangiana depende apenas das coordenadas qn’s, das velocidades q̇n’s

e do tempo não explicitamente. As equações de movimento podem ser obtidas através do prin-

cipio de Hamilton, em que exigi-se que a variação da ação seja nula em primeira aproximação,

δS =

∫ tb

ta

dt

[

∂L

∂qn
− d

dt

(

∂L

∂q̇n

)]

δqn +

∫ tb

ta

dt
d

dt

(

∂L

∂q̇n
δqn

)

= 0, (2.2)

onde usa-se a convenção de soma de Einstein. Tomando-se as variações δqn’s como indepen-

dentes e nulas nos extremos, δqn(ta) = δqn(tb) = 0, obtém-se as equações de Euler-Lagrange,

∂L

∂qn
− d

dt

(

∂L

∂q̇n

)

= 0. (2.3)
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A expressão (2.3) pode ser escrita em uma forma bem mais conveniente,

∂2L

∂q̇m∂q̇n
q̈m =

∂L

∂qn
− ∂2L

∂qm∂q̇n
q̇m. (2.4)

Definindo-se as quantidades Wmn ≡ ∂2L
∂q̇m∂q̇n

e Vn ≡ ∂L
∂qn

− ∂2L
∂qm∂q̇n

q̇m, que não dependem das

acelerações, pode-se escrever a equação (2.4) da seguinte maneira,

Wnmq̈m = Vn. (2.5)

Nessa forma fica relativamente fácil resolver o sistema. Para isso é suficiente que a matriz W,

chamada matriz hessiana, tenha uma inversa, o que implica em detW 6= 0. Quando isso ocorre,

pode-se resolver o sistema de equações para as acelerações,

q̈m = W
−1
mnVn, (2.6)

e o problema é considerado resolvido. Quando não é possı́vel inverter a matriz hessiana, diz-

se que o sistema é vinculado, ou seja, nem todas as coordenadas são independentes umas das

outras. Assim, em princı́pio não é possı́vel usar as equações de Euler-Lagrange na forma (2.3),

já que partiu-se do pressuposto de que as variações eram independentes entre si no processo de

derivação dessas equações.

O estudo de sistemas vinculados tem se mostrado de grande importância na fı́sica,

principalmente quando se pretende quantizar esses sistemas. No formalismo lagrangiano, pode-

se introduzir os vı́nculos por meio dos multiplicadores de Lagrange. No entanto, existe a ne-

cessidade em descrever o sistema no formalismo hamiltoniano para que seja possı́vel realizar a

quantização1. Isso leva a um tipo especial de vı́nculo que surge na transição entre os formalis-

mos lagrangiano e hamiltoniano, aqueles que advém da definição de momento canônico.

A descrição de um problema com n graus de liberdade {q1, ...qn} no formalismo

de Lagrange, necessita que se resolva um sistema com n equações diferenciais de segunda

ordem, as equações de Euler-Lagrange. Entretanto, essa não é a única maneira de se tratar

o problema. Pode-se estuda-lo no formalismo hamiltoniano, onde se lida com 2n graus de

liberdade {q1, ..qn, p1...pn} e precisa-se resolver 2n equações diferenciais de primeira ordem,

as equações de Hamilton. A transição do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano é feita

por meio das transformações canônicas de Legendre,

H (q, p; t) =
∑

j

pj q̇j − L (q, q̇; t) , (2.7)

1Essa questão foi discutida por Dirac, Feynman e outros, que buscaram desenvolver um esquema de quantização

que pudesse ser aplicado diretamente a partir da lagrangiana do sistema, já que no método canônico isso não é

permitido. O resultado dessa iniciativa é exatamente a abordagem de integrais de caminho que será discutido mais

a frente.
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em que, pj é o momento canonicamente conjugado à qj e é definido a partir da lagrangiana

como,

pj =
∂L

∂q̇j
. (2.8)

Além disso, deve ser possı́vel escrever as velocidades q̇j’s como função dos qj’s e pj’s. Esta

última condição está diretamente relacionada a necessidade de a matriz hessiana poder ser in-

vertida. Para mostrar isso, analisa-se a derivada dos momentos com relação as velocidades,

∂pj
∂q̇k

=
∂2L

∂q̇k∂q̇j
= Wjk. (2.9)

Note que, do ponto de vista puramente matemático, a matriz hessiana é a matriz de transformação

de q̇j → pj , de modo que a transformação inversa requer que detW 6= 0 e como já foi men-

cionado, se detW = 0 o sistema possui vı́nculos. Do ponto de vista da equação (2.8), isso

significa que não é possı́vel escrever todos os q̇j’s como função de qj’s e pj’s, e para esses casos

definem-se os vı́nculos primários como,

φa ≡ pa −
∂L

∂q̇a
= 0, (2.10)

onde, a = 1, 2...M ≤ n. A presença desses vı́nculos na teoria faz com que a hamiltoniana do

sistema não seja unicamente determinada, de modo que a definição das condições iniciais não

determina de maneira única a evolução do sistema. Para uma melhor compreensão, considere a

variação da equação (2.7),

δH(q, p; t)=
∑

k

(

∂H

∂qk
δqk +

∂H

∂pk
δpk

)

=
∑

k

(δpkq̇k+pkδq̇k)−
∑

k

(

∂L

∂qk
δqk +

∂L

∂q̇k
δq̇k

)

. (2.11)

Usando-se a definição de momento canônico (2.8) e organizando-se os termos chaga-se a relação,

∑

k

[(

∂H

∂qk
+ ṗk

)

δqk +

(

∂H

∂pk
− q̇k

)

δpk

]

= 0. (2.12)

Se o sistema não possui vı́nculos, tratam-se as variações como independentes entre si e obtém-se

as equações de movimento de Hamilton. Entretanto, essa identificação não é possı́vel se o sis-

tema é vinculado. Uma maneira de superar esse problema é adicionar à hamiltoniana canônica

uma combinação linear dos vı́nculos por meio dos multiplicadores de Lagrange e então, tratar

tanto as coordenadas canônicas como os multiplicadores de Lagrange como variáveis indepen-

dentes. Seguindo-se os mesmos passos das equações (2.11) e (2.12) obtém-se,

∑

k

[(

∂H

∂qk
+
∑

a

ua
∂φa

∂qk
+ ṗk

)

δqk+

(

∂H

∂pk
+
∑

a

ua
∂φa

∂pk
− q̇k

)

δpk

]

+
∑

a

φaδua = 0, (2.13)
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onde identificam-se as seguintes equações,

q̇k =
∂H

∂pk
+
∑

a

ua
∂φa

∂pk

ṗk = −∂H
∂qk

−
∑

a

ua
∂φa

∂qk
(2.14)

φa = 0

Essas são as novas equações de movimento de Hamilton para sistemas com vı́nculos e a hamil-

toniana passa a ser definida como,

HT (q, p) = H (q, p) +
∑

a

uaφa, (2.15)

com os coeficiente ua’s arbitrários. Essa arbitrariedade dos multiplicadores de Lagrange, ua’s,

é que torna a evolução do sistema não única. Fazendo-se uso das equações de movimento para

q̇k e ṗk obtidas em (2.15), pode-se mostrar que a evolução temporal de uma variável dinâmica

qualquer definida sobre o espaço de fase pode ser escrita na forma,

Ȧ (q, p; t) =
dA

dt
= {A,H}pp +

∑

a

ua {A, φa}pp +
∂A

∂t
. (2.16)

Em que, { , }pp são os parênteses de Poisson.

2.2 Método de Dirac

Um dos processos sistemáticos mais simples, e de certa forma mais prático, usado

para quantizar um sistema fı́sico é a chamada quantização canônica. Este método consiste basi-

camente em aplicar o princı́pio da correspondência, que promove os observáveis a operadores

e estes devem obedecer a mesma álgebra que seus análogos clássicos. Em outras palavras,

devem-se realizar as seguintes identificações,

A (q, p) → Â (q̂, p̂) e { , }pp →
1

iℏ
[ , ] . (2.17)

Esta ’receita’ funciona muito bem para sistemas não singulares (sem vı́nculos). Contudo,

quando se esta trabalhando com um sistema que possui vı́nculos, a implementação dessas

restrições no nı́vel quântico não é trivial. Classicamente, os vı́nculos definem sobre o espaço

de fase uma hipersuperfı́cie onde toda a dinâmica do sistema ocorre. No nı́vel quântico, o que

se tem é um espaço de estados gerado pela atuação dos operadores sobre um espaço vetorial

complexo conhecido como espaço de Hilbert. Desse modo, a definição do espaço de estados

’restrito’, que leve em conta os vı́nculos, requer um certo cuidado. Um estudo detalhado sobre

a quantização de sistemas com vı́nculos foi apresentado por Dirac em seu livro ”Lectures on
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Quantum Mechanics” de 1964 [20]. Nessa seção, apresenta-se, de forma resumida, o formal-

ismo de Dirac para tratar da quantização canônica de sistemas vinculados.

Na secção anterior, foi visto que a impossibilidade de se escrever as velocidades

em função das posições e dos momentos canônicos dava origem à vı́nculos, chamados vı́nculos

primários e definidos pelas relações (2.10). A presença dessas restrições tornava ambı́gua a

definição da hamiltoniana, equação (2.15), de modo que um conjunto de condições iniciais não

definia de maneira única a evolução temporal do sistema. Por fim, obteve-se uma expressão que

rege a evolução dinâmica de um observável qualquer definido sobre o espaço de fase, relação

(2.16). Um caso interessante é quando analisa-se a dinâmica dos vı́nculos fazendo-seA (q, p) →
φa (q, p) na equação (2.16),

φ̇a (q, p) = {φa, H}pp +
∑

m

um {φa, φm}pp . (2.18)

Nesse ponto é interessante introduzir a ideia de igualdade fraca, que será designada pelo sı́mbolo

” ≈ ”. Esse conceito foi usado por Dirac para enfatizar que os vı́nculos só devem ser tomados

iguais a zero após o cálculo de todos os parênteses de Poisson. A relação (2.18) dita como os

vı́nculos devem evoluir. Entretanto, a dinâmica do sistema deve permanecer restrita a superfı́cie

de vı́nculo em todo e qualquer tempo. De modo a assegurar isso, impõe-se que os vı́nculos não

evoluam no tempo φ̇a (q, p) = 0. Caso contrário, poderia ocorrer de um sistema, inicialmente

sobre a hipersuperfı́cie de vı́nculo, gerar componentes fora dela em decorrência simplesmente

da evolução temporal dos vı́nculos. Com isso, a relação (2.18) se torna,

φ̇a (q, p) = {φa, H}pp +
∑

m

um {φa, φm}pp ≈ 0. (2.19)

Essa relação (2.19) é chamada relação de consistência e pode levar as seguintes possibilidades:

(a) ela é identicamente nula; (b) pode-se determinar os coeficientes um’s; (c) ou podem surgir

novos vı́nculos, chamados vı́nculos secundários. Neste ultimo caso, deve-se aplicar a relação de

consistência novamente, isso levará a uma das três possibilidades acima e no caso de surgirem

outros vı́nculos, retorna-se a relação de consistência, e isso deve ser feito até que não surjam

mais vı́nculos na teoria.

De posse de todos os vı́nculos, Dirac os separa em dois conjuntos com carac-

terı́sticas bem distintas, os de primeira classe {φj}, que possuem parênteses de Poisson nulo

com todos os vı́nculos, e os de segunda classe {θj}, que não possuem essa propriedade. Em seu

livro, Dirac mostra que os vı́nculos de primeira classe são intimamente relacionados à simetrias

de gauge, eles são geradores dessas simetrias. A partir desses vı́nculos, as transformações dos

campos da teoria são obtidas através da relação, δaA = ǫa {A, φa}. Já os vı́nculos de segunda

classe indicam a existência de graus de liberdade desnecessários para a descrição do sistema.
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Com essas definições bem estabelecidas, Dirac defini um parênteses de Poisson generalizado,

{F,G}D = {F,G}pp −
∑

n,m

{F, θn}pp
(

C−1
)

nm
{θm, G}pp , (2.20)

onde, Cnm = {θn, θm}pp é a matriz formada pelo parênteses de Poisson dos vı́nculos de segunda

classe. A relação (2.20) é conhecida na literatura como parênteses de Dirac e satisfaz as mesmas

propriedades dos parênteses de Poisson. Com isso, o método de Dirac para quantizar um sistema

com vı́nculos requer a fixação dos gauges, relacionados aos vı́nculos de primeira classe, e o

princı́pio da correspondência passa a ser realizado identificando-se o parênteses de Dirac com

o comutador. Em outras palavras, deve-se ter,

{F,G}D → 1

iℏ

[

F̂ , Ĝ
]

e A(q, p) → Â(q̂, p̂) . (2.21)

Uma verificação rápida mostra que os vı́nculos de segunda classe são automaticamente elimi-

nados pelo uso dos parênteses de Dirac.

2.3 Métodos de quantização

Essa discussão das duas secções anteriores pode parecer muito relacionada a um

método de quantização especifico, mas entender como lidar com esses vı́nculos é de funda-

mental importância para muitos outros esquemas de quantização, cada um deles com suas car-

acterı́sticas, vantagens e desvantagens. Para concluir esse capı́tulo, faz-se uma descrição de

alguns desses métodos.

- Quantização Canônica: Esse esquema de quantização foi um dos primeiros a ser de-

senvolvido, ele consiste basicamente na imposição da relação de comutação canônica,

proveniente dos parênteses de Poisson entre as coordenadas e seus momentos conjuga-

dos,

[xk, pj] = iℏδkj. (2.22)

Além disso, promovem-se os observáveis fı́sicos a operadores, que atuam em um espaço

vetorial complexo, chamado espaço de Hilbert. No caso de sistemas com vı́nculos, a

relação de comutação canônica é uma prescrição que é obtida a partir dos parênteses

de Dirac, após todos os gauges fixados. A vantagem da quantização canônica é que

ela quantiza somente os modos fı́sicos, assim a unitariedade é manifesta. Já entre as

desvantagens, está o fato de a ’coordenada’ tempo ser tomada como um parâmetro, de tal

modo que a invariância de Lorentz manifesta é sacrificada. Quando se trata de uma teoria

de gauge, principalmente teorias de gauge não-abelianas, o método é muitas vezes bem

complicado de se aplicar.
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- Quantização Covariante ou Gupta-Bleuler: Esse método é bastante usado quando o sis-

tema possui vı́nculos. Ele é muito semelhante ao método de Dirac, contudo não existe

a necessidade de fixar todos os gauges. Uma das grandes vantagens desse método é que

ele permite uma quantização covariante mantendo-se todas as simetrias de Lorentz man-

ifestas. Por outro lado, dentre as desvantagens, está a possibilidade de propagação de

estados de norma negativa na teoria (os ’ghosts’)2. Esses estados indesejados só são elim-

inados na construção do espaço de estados fı́sicos, que é formado pelos estados que são

aniquilados pelos operadores de vı́nculos no nı́vel quântico,

φ̂|ψfis〉 = 0, (2.23)

onde φ são os vı́nculos de primeira classe da teoria.

- Métodos de Integrais de Caminho: Esse é talvez o mais elegante e poderoso método

de quantização. Embora algumas convenções encontradas nos outros métodos possam

parecer um pouco arbitrárias, o método de integrais de caminho é baseado em princı́pios

simples e intuitivos que vão bem no cerne da teoria quântica. O postulado fundamen-

tal desse método é que todos os caminhos possı́veis entre dois estados do sistema em

tempos distintos contribui para a amplitude de transição, a qual o módulo quadrado dá

a probabilidade de ocorrer tal transição. Existe ainda a possibilidade de transitar entre

os demais métodos de quantização. Uma desvantagem desse método, é que o tratamento

matemático do problema é delicado e muitas vezes não realizável.

- Quantização BRST/BFV: Essa é uma abordagem covariante, prática e muito conveniente

de se aplicar a sistemas com simetrias de gauge (sistemas com vı́nculos). Esse método ex-

plora uma simetria existente entre os campos fı́sicos e os ’ghosts’ da teoria. A quantização

é realizada por meio da aplicação da condição BRST, que diz que o espaço de estados

fı́sicos é formado pelos estados que são aniquilados pelo operador BRST Q, um oper-

ador fermiônico que contém toda informação sobre as simetrias do sistema. Aqui não é

feita uma distinção entre os métodos BRST e BFV por serem muito semelhantes na sua

construção, chegando inclusive a se confundir em muitos livros texto.

Existem ainda outros métodos de quantização, como por exemplo, o formalismo BV

(Batalin e Vilkovisky) que está intimamente relacionado ao formalismo BRST, mas que possui

algumas sutilezas como a introdução de ’anticampos’ (antifields) que dá um aspecto mais geral

para este formalismo. É um método muito conveniente para se quantizar teorias complexas,

como teoria de cordas e teorias de branas.

2Para ser mais preciso, os ’ghosts’ são objetos de norma positiva introduzidos na teoria para eliminar os estados

de norma negativa. Contudo, é comum se referir a ambos como ’ghosts’.
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3 QUANTIZAÇÃO CANÔNICA/GUPTA-BLEULER

A descrição da partı́cula livre relativı́stica convencional, como a integral do elemento de linha

mundo, não leva em conta qualquer informação sobre o spin, de modo que é comum dizer que

o modelo descreve uma partı́cula escalar (spin zero). A partı́cula relativı́stica supersimétrica,

ou simplesmente superpartı́cula, é um modelo que descreve o movimento no espaço-tempo de

uma partı́cula relativı́stica com spin. Um dos primeiros modelos relativı́sticos desenvolvidos em

meados da década de 70, que trazia em sua descrição essa informação sobre o spin na forma que

será abordado nessa dissertação, foi proposto no artigo [6], onde os autores estudaram apenas

as transformações de supersimetrias. No ano seguinte, no artigo [13], os mesmos autores estu-

daram a quantização do sistema e sua interação com um campo eletromagnético externo. Nessa

formulação, além das coordenas usuais do espaço-tempo xµ(τ), usam-se também variáveis anti-

comutantes da chamada álgebra de Grassmann1 para descrever os graus de liberdade de spin

ψµ(τ). A ação é construı́da de tal modo que possua duas simetrias essenciais, invariância por

transformações gerais de τ → f(τ) e também invariância local por transformações de super-

simetria (SUSY). Nesta dissertação, estuda-se apenas o modelo mais ’simples’, que é o caso da

partı́cula relativı́stica não massiva.

A ação que descreve uma partı́cula supersimétrica não massiva, que é invariante por

reparametrização de τ e por SUSY local pode ser escrita na forma,

S =
1

2

∫

dτ
(

ẋ2e−1 − iψµψ̇
µ − ie−1χẋµψ

µ
)

. (3.1)

Esta ação necessita de alguns esclarecimentos. Por se tratar de uma partı́cula livre, em princı́pio

poderia se propor um termo cinético do setor bosônico e um do setor fermiônico na forma,

2L = ẋµẋ
µ − iψµψ̇

µ. Porém, uma lagrangiana nessa forma não apresenta as simetrias men-

cionadas acima. De modo a torná-la invariante por reparametrização geral de τ , pode-se adi-

cionar uma quantidade que é equivalente a um termo de métrica da linha mundo, e a lagrangiana

fica 2L = e−1ẋµẋ
µ − iψµψ̇

µ, onde o produto edτ é um invariante por tais transformações (as-

sim como d4x
√−g é um invariante por transformações gerais de coordenada em relatividade

geral). A justificativa para a presença do ultimo termo na expressão (3.1), vem da exigência

da invariância da ação por SUSY. A natureza da quantidade χ é determinada pelo fato de que

em toda e qualquer teoria fı́sica a ação deve ser real, escalar e bosônica, o que faz de χ uma

variável de Grassmann real. Para uma melhor discussão sobre essa construção recomendam-se

as referências [24, 25].

1No apêndice A, é feito um resumo das principais propriedades dessa álgebra.
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Pode-se mostrar a invariância da ação (3.1) por reparametrização geral de τ , propondo-

se uma transformação infinitesimal na forma τ → τ+ǫ (τ), que leva as seguintes transformações

dos ’campos’2,

δxµ = ǫẋµ; δψµ = ǫψ̇µ; δe =
d (ǫe)

dτ
; δχ =

d (ǫχ)

dτ
. (3.2)

Já a invariância por SUSY pode ser verificada tomando-se as seguintes transformações,

δx = iαψ; δψ = α

(

ẋe−1 − i

2
e−1χψ

)

;

δe = iαχ; δχ = 2α̇. (3.3)

Note que essas transformações (3.3) relacionam os dois setores da teoria, o bosônico e o

fermiônico. Por essa razão, é muito comum encontrar na literatura que a supersimetria é uma

simetria que ’transforma’ férmions em bósons e vice-versa, ou que, para cada bóson (férmion)

existe uma outra partı́cula referida como o superparceiro, que é um férmion (bóson).

Aplicando-se o princı́pio de Hamilton à ação (3.1), pode-se obter as quatro relações

abaixo,

(a) δxµ ⇒ d
dτ

(

e−1ẋµ − i
2
χe−1ψµ

)

= 0;

(b) δψµ ⇒ ψ̇µ − 1
2
χe−1ẋµ = 0;

(c) δχ ⇒ ẋµψµ = 0;

(d) δe ⇒ ẋ2 − iχẋµψµ = 0.

Das quais, obtém-se duas equações de movimento, (a) e (b), para xµ e ψµ, respectivamente. E

duas relações algébricas, (c) e (d), para as variáveis χ e e. Essas duas ultimas mostram que e

e χ não possuem dinâmica, gerando então dois vı́nculos: (d), que é a expressão para energia

relativı́stica e (c), que estabelece a relação de ortogonalidade entre o spin e a velocidade para

partı́culas não massivas.

Como foi discutido nas secções anteriores, o método de quantização canônica re-

quer que a descrição do sistema seja feita no formalismo hamiltoniano, para isso, faz-se o

cálculo dos momentos canônicos,

pµ=
∂L

∂ẋµ
=e−1

(

ẋµ−
i

2
χψµ

)

; πµ=− ∂L

∂ψ̇µ
=− i

2
ψµ; πe=

∂L

∂ė
=0; πχ=−∂L

∂χ̇
=0. (3.4)

Nessas expressões dos momentos, pode-se ver que as três ultimas relações constituem vı́nculos,

2Essa é uma terminologia genérica para designar as quantidades presentes na ação, tal que não deve ser enten-

dida como um campo no contexto da teoria de campos.
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já que não é possı́vel resolvê-las para as suas respectivas velocidades. Usando-se a relação (2.7),

a hamiltoniana canônica fica,

H = pµẋ
µ + πµψ̇

µ − L =
e

2
pµpµ +

i

2
χpµψµ. (3.5)

A partir dessa hamiltoniana, pode-se verificar a consistência dos vı́nculos. Aplicando-se a

relação de consistência (2.19), obtém-se mais dois vı́nculos,

φ1 ≡ pµpµ ≈ 0, e φ2 ≡ pµψµ ≈ 0. (3.6)

Retornando-se esses novos vı́nculos na relação de consistência, não surge nenhum outro vı́nculo.

De modo a realizar a classificação dos vı́nculos, φ1 ≡ pµpµ ≈ 0, φ2 ≡ pµψµ ≈ 0, φe ≡ πe ≈
0, φχ ≡ πχ ≈ 0 e φµ ≡ πµ + i

2
ψµ ≈ 0, calculam-se os parênteses de Poisson entre eles,

obtendo-se que os únicos de segunda classe são,

{φµ, φ
ν}pp+ = iδνµ e {φ2, φ

µ}pp+ = pµ. (3.7)

onde os parênteses de Poisson devem ser calculados com o sinal de mais, pelo fato desses

vı́nculos serem anticomutantes [3]. Para que a quantização seja realizada de maneira consistente

e por outras razões que ficarão claras mais a frente, é conveniente transformar o vı́nculo φ2 em

um de primeira classe. Isso pode ser feito, tomando-se uma combinação linear dos próprios

vı́nculos na forma, φ̃2 = φ2 + ipµφ
µ. É simples mostrar que esse ’novo’ vı́nculo φ̃2 é de

primeira classe. Com isso, obtém-se todos os vı́nculos da teoria: φ1, φ̃2, πe e πχ, vı́nculos de

primeira classe e φµ, um vı́nculo de segunda classe.

Como foi visto na secção (2.3), a presença de vı́nculos de segunda classe requer a

definição dos parêntese de Dirac. Usando-se a relação (2.20) obtém-se,

{F,G}D = {F,G}pp + i {F, φµ}pp {φµ, G}pp . (3.8)

Com essa definição pode-se calcular os seguintes parênteses de Dirac,

{xµ, pν}D = {xµ, pν}pp + i {xµ, φρ}pp {φρ, p
ν}pp = δνµ, (3.9)

e

{ψµ, π
ν}D+ = {ψµ, π

ν}pp+ + i {ψµ, φ
ρ}pp+ {φρ, π

ν}pp+ =
1

2
δνµ. (3.10)

Os demais parênteses de Dirac são todos nulos, {xµ, xν}D={pµ, pν}D={xµ, ψν}D={pµ, ψν}D=

0. Note que se fossem mantidos os dois vı́nculos de segunda classe obtidos inicialmente, a

relação (3.8) ganharia mais um termo e as relações de comutação entre as variáveis do sistema

seriam modificadas, gerando uma álgebra semelhante aquela de teorias não-comutativas. Esse
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não é o caminho que se deseja seguir nessa dissertação.

A ação (3.1) possui uma invariância de gauge gerada pelos vı́nculos de primeira

classe φ1, φ̃2, πe e πχ, e como estabelece qualquer teoria de gauge, estes devem ser fixados

para que a quantização seja feita de forma consistente. Então, isso permite as seguintes escolhas

de gauges: e = 1 e χ = 0, que possibilita a eliminação dos vı́nculos πe e πχ. Os vı́nculos de

segunda classe pode ser resolvido notando-se que {A, φν}D+ = {φµ, φ
ν}D+ = 0, ou seja, esse

vı́nculo pode ser tomado fortemente igual a zero, já que ele não contribui para a dinâmica de

qualquer observável da teoria. Restaram então somente os dois vı́nculos, φ1 e φ̃2 = φ2.

A discussão até esse ponto se restringiu a um estudo clássico da partı́cula super-

simétrica. Contudo, todos os ingredientes para realizar a chamada quantização canônica estão

estabelecidos. Aqui cabe um comentário com relação ao método de quantização. A aplicação

do método de Dirac exigiria que se eliminassem (resolvessem) todos os vı́nculos da teoria, seja

pela fixação de gauge para os vı́nculos de primeira classe, seja pela realização do parenteses

de Dirac para os vı́nculos de segunda classe. Entretanto, isso não foi feito, visto que ainda

restaram dois vı́nculos φ1 e φ̃2 = φ2. É exatamente nesse ponto que ocorre a distinção entre

o método canônico de Dirac e o método de Gupta-Bleuler. Uma fixação do gauge para esses

dois vı́nculos levaria a uma quantização não covariante, ou seja, sem as simetrias de Lorentz

manifestas. Assim, de modo a manter a covariância do sistema, procede-se como se segue: não

serão fixados esses gauges; identificam-se os parenteses de Dirac com os comutadores (antico-

mutadores) para as variáveis bosônicas (fermiônicas) e por fim, constrói-se o espaço de estados

fı́sicos por aqueles que são aniquilados pelos operadores de vı́nculo. Este tipo de abordagem é

que caracteriza o esquema de quantização covariante de Gupta-Bleuler. Assim obtém-se,

[xµ, pν ] = iηµν ; [ψµ, ψν ]+ = −ηµν e φ̂1|ψfis〉 = φ̂2|ψfis〉 = 0. (3.11)

em que, |ψfis〉 são os estados fı́sicos aceitáveis desse sistema quantizado. Uma solução para

a relação de anticomutação é dada por ψµ = 1√
2
γ5γµ, que leva a álgebra de Grassmann para a

álgebra de Dirac-Clifford no regime quântico. A matriz γ5 é produto das quatro matrizes γµ,

de tal modo que (γ5)
2 = 1. Com essa identificação, as relações para os operadores de vı́nculo

assumem a forma,

p̂2|ψfis〉 = 0 e γµp̂µ|ψfis〉 = 0. (3.12)

A segunda equação em (3.12) tem um significado muito interessante, ela é a equação de Weyl

(Dirac não massiva) para uma partı́cula de spin 1
2
. Esse resultado indica que a utilização de

variáveis anticomutantes para descrever os graus de liberdade de spin a nı́vel clássico é de fato

consistente, fornecendo resultados compatı́veis com a descrição do spin em teorias quânticas já

bem estabelecidas por Dirac, Weyl, Pauli e outros.
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3.1 Vetor de Pauli-Ljubanski e Autovalores de Spin

Esse modelo de partı́cula supersimétrica foi construı́do de modo a descrever uma

partı́cula de spin 1
2
. Isso é confirmado quando se identifica a segunda equação em (3.12) como

a equação de Dirac não massiva, que descreve exatamente partı́culas de tal spin. Contudo,

seria interessante verificar essa afirmação explicitamente. Isso pode ser feito analisando-se a

quantidade conservada em uma transformação de Lorentz na ação (3.1). Propondo-se uma

transformação infinitesimal na forma Λµ
ν = δµν + ωµ

ν , e realizando-se a variação da la-

grangiana, obtém-se,

δL = ẋµδẋµe
−1 − i

2
δψµψ̇

µ − i

2
ψµδψ̇

µ − i

2
e−1χδẋµψ

µ − i

2
e−1χẋµδψ

µ

= e−1ẋµ
d

dτ
(ωµνx

ν)− i

2
ωµνψ

νψ̇µ− i

2
ψµ d

dτ
(ωµνψ

ν)− i

2
e−1χ

[

d

dτ
(ωµνx

ν)ψµ+ẋµωµνψ
ν

]

=
d

dτ

[

ωµν

(

e−1ẋµxν +
i

2
e−1χxµψν − i

2
ψµψν

)]

+ iωµν

(

ψ̇µ − 1

2
e−1χẋµ

)

ψν

− ωµνx
ν d

dτ

(

e−1ẋν − i

2
e−1χψν

)

, (3.13)

usando-se as equações de movimento (a)-(d) e a primeira das relações para os momentos

canônicos em (3.4), pode-se escrever,

δL =
1

2

d

dτ

[

ωµν

(

p[µxν] − iψµψν
)]

=
1

2

d

dτ
[ωµνJ

µν ] , (3.14)

onde defini-se a corrente conservada como,

Jµν = p[µxν] − iψµψν . (3.15)

Se a partı́cula fosse massiva, seria possı́vel ir para o referencial de repouso dela, onde o primeiro

termo da relação (3.15) iria a zero, restando então apenas um momento angular intrı́nseco que

corresponderia ao spin da partı́cula. No entanto, como o sistema descrito aqui é não massivo,

essa passagem para o referencial de repouso não é permitida pela relatividade, de modo que a

definição do operador de spin não é obtida de forma tão trivial. Na realidade, não é possı́vel

definir um operador de spin propriamente dito para uma partı́cula sem massa, mas sim sua

projeção na direção de movimento, que corresponde a helicidade da partı́cula. Nesse caso, é

comum chamar o módulo da helicidade de spin da partı́cula.

Sabe-se do estudo do grupo de Poincaré que é possı́vel definir dois operadores de

Casimir3 para esse grupo, são eles os operadores P 2 = m2 e W 2 = m2s (s− 1), onde pode-se

3Um operador de Casimir de um grupo é um operador que comuta com todos os geradores do grupo. Por

exemplo, para o grupo das rotações SO(3), que possui como geradores as três componentes do momento angular

Jx, Jy e Jz , o operador J2 = J2

x + J2

y + J2

z é um operador de Casimir.
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caracterizar uma dada representação por meio da ’massa’ m e do ’spin’ s. Aqui, W é o vetor de

Pauli-Ljubanski, definido como,

W µ =
1

2
ǫµνρσJνρPσ, (3.16)

onde P µ e Jµν são os geradores das translações e das rotações do grupo de Poincaré, respecti-

vamente. Para o caso especial de m = 0, o que implica em P 2 = W 2 = 0, é possı́vel inferir

a seguinte relação W µ = λP µ, onde a constante de proporcionalidade λ é a helicidade da

partı́cula. Como esta relação é válida para cada componente vetorial, pode-se tomar somente a

componente zero desse vetor para definir a helicidade,

λ =
1

2P 0
ǫ0νρσJνρPσ =

1

2P 0
ǫ0νρσJνρPσ =

1

2P 0
ǫijkJijPk, (3.17)

usando a relação (3.15) tem-se,

λ =
1

2P 0
ǫijkJijpk =

1

2P 0
ǫijkpkp[ixj] −

i

2P 0
ǫijkpkψiψj = − i

2P 0
ǫijkpkψiψj, (3.18)

em que a primeira parcela se anula por conta da contração de um objeto simétrico com um

antissimétrico. Com isso, o operador de helicidade pode ser escrito na forma,

λ = − i

2|E~p|
ǫijkpkψiψj =

i

4|E~p|
ǫijkpkγiγj. (3.19)

Onde usou-se que p0 = |E~p| e foi feita a identificação ψµ = 1√
2
γ5γµ encontrada na secção an-

terior. Pode-se realizar um cálculo explicito definindo-se, ou escolhendo-se, uma representação

para as matrizes gamma. Na representação de Weyl, essas matrizes são definidas como,

γ0 =

(

0 12×2

12×2 0

)

, γi =

(

0 σi

−σi 0

)

. (3.20)

Essa representação é interessante pois, para o caso não massivo, ela separa o espinor de 4-

componentes em dois espinores de 2-componente, um com helicidade positiva, left-handed e

outro com helicidade negativa, right-handed. Portanto, essa representação se torna muito con-

veniente para o estudo da partı́cula supersimétrica sem massa dessa dissertação. O comutador

do setor ’espacial’ dessas matrizes dá,

[γi, γj]=

(

0 σi

−σi 0

)(

0 σj

−σj 0

)

−
(

0 σj

−σj 0

)(

0 σi

−σi 0

)

=−2iǫijkσ
k ⊗ I2×2 (3.21)

Com isso o operador de helicidade assume a forma,

λ̂ =
1

2

~p · ~σ
|E~p|

⊗ I2×2. (3.22)
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Escrevendo-se a segunda equação em (3.12) nessa representação de Weyl obtém-se,

γipi|ψfis〉 = γ0p0|ψfis〉 →
γipi
|E~p|

|ψfis〉 = γ0|ψfis〉. (3.23)

O que fornece duas equações para as partes right-handed e left-handed, respectivamente,

~σ · ~p
|E~p|

|ψfis〉R = −1|ψfis〉R,
~σ · ~p
|E~p|

|ψfis〉L = +1|ψfis〉L. (3.24)

Nessa forma, é fácil ver qual o resultado da atuação do operador de helicidade sobre os estados

fı́sicos,

λ̂|ψfis〉L =
1

2

~p · ~σ
|E~p|

|ψfis〉L = +
1

2
|ψfis〉L, (3.25)

e

λ̂|ψfis〉R =
1

2

~p · ~σ
|E~p|

|ψfis〉R = −1

2
|ψfis〉R, (3.26)

confirmando que a teoria descreve partı́culas de spin meio.

3.2 Superparticula e Interação Eletromagnética

Como ultima aplicação da quantização canônica, estuda-se a interação de uma

partı́cula supersimétrica com um campo eletromagnético externo. Quando se está estudando

a partı́cula relativı́stica sem spin, adiciona-se a interação eletromagnética à lagrangiana por

meio do termo L
(1)
int = qẋµA

µ, onde q é a constante de acoplamento e Aµ são as componentes

do quadripotencial eletromagnético. Fazendo-se o mesmo para a partı́cula supersimétrica (3.1)

obtém-se,

L =
1

2

(

ẋ2e−1 − iψµψ̇
µ − ie−1χẋµψ

µ
)

+ qẋµA
µ. (3.27)

Novamente, deve-se exigir as simetrias presentes antes o acoplamento, por reparametrização e

transformações de SUSY. Na forma que a lagrangiana (3.27) está escrita, ela já é invariante por

reparametrização geral de τ , contudo, não é invariante por transformação local de supersimetria.

Para que se obtenha tal invariância sem perder a que já existe, deve-se adicionar um termo na

forma4 L
(2)
int =

i
2
qeF µνψµψν , assim a lagrangiana fica,

L =
1

2

(

ẋ2e−1 − iψµψ̇
µ − ie−1χẋµψ

µ
)

+ qẋµA
µ +

i

2
qeF µνψµψν . (3.28)

O estudo das simetrias e das equações de movimento pode ser realizado da mesma

4COMENTÁRIO: ”Essa construção por argumentos de simetria parece de certa forma arbitrária, principal-

mente para quem ainda está em um processo de formação e acumulo de conhecimento. Entretanto, as simetrias

são de fundamental importância para a construção de qualquer teoria fı́sica, sendo, muitas vezes, os únicos guias

que se têm para essa construção. No entanto, olhando-se mais atentamente para esses termos, nota-se que eles

representam exatamente as interações do campo com o movimento orbital e com o momento magnético intrı́nseco

da partı́cula.”
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forma que foi feito para o sistema sem interação. Fazendo-se a variação da lagrangiana (3.28) e

usando-se o princı́pio da mı́nima ação, obtém-se,

δL = ẋµδẋµe
−1 − 1

2
ẋ2e−2δe− i

2
δψµψ̇

µ − i

2
ψµδψ̇

µ +
i

2
e−2δeχẋµψ

µ − i

2
e−1δχẋµψ

µ

− i

2
e−1χδẋµψ

µ − i

2
e−1χẋµδψ

µ + qδẋµA
µ + qẋµ∂

ρAµδxρ +
i

2
qδeF µνψµψν

+
i

2
qe∂ρF µνδxρψµψν + iqeF µνψµδψν

=

[

− d

dτ

(

ẋµe−1− i

2
e−1χψµ

)

+qẋνF
µν+

iq

2
e∂µF νρψνψρ

]

δxµ−
(

i

2
e−1ẋµψ

µ

)

δχ

+ i

(

ψ̇µ− e−1

2
χẋµ+qeF νµψν

)

δψµ−
1

2

(

ẋ2e−2−ie−2χẋµψ
µ−iqF µνψµψν

)

δe. (3.29)

Exigindo-se que a variação da lagrangiana seja zero, chega-se as equações de movimento,

− d

dτ

(

ẋµe−1 − i

2
e−1χψµ

)

+ qẋνF
µν +

iq

2
e∂µF νρψνψρ = 0

ψ̇µ − 1

2
e−1χẋµ + qeF νµψν = 0

ẋ2e−2 − iqF µνψµψν = 0

ẋµψ
µ = 0. (3.30)

Assim como no caso sem interação, as duas ultimas equações são os vı́nculos relacionados as

simetrias de gauge da teoria. É interessante notar que a equação para a energia relativı́stica (a

terceira relação em (3.30)) agora possui um termo de interação do spin com o campo eletro-

magnético.

Os próximos passos, que levarão a quantização da teoria com interação, são muito

semelhantes aos que foram desenvolvidos na primeira parte do capı́tulo 3. Por uma questão de

brevidade, muitas das etapas serão discutidas em menos detalhes e algumas até omitidas, assim

considera-se como ponto de partida o cálculo dos momentos canônicos,

pµ =
∂L

∂ẋµ
= e−1ẋµ −

i

2
e−1χψµ + qAµ;

πµ = − ∂L

∂ψ̇µ
= − i

2
ψµ;

πe =
∂L

∂ė
= 0;

πχ = −∂L
∂χ̇

= 0. (3.31)

Pode-se agora construir a hamiltoniana canônica,

H =
e

2
(p− qA)2 − i

2
qeF µνψµψν +

i

2
χ (pµ − qAµ)ψ

µ. (3.32)
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Serão omitidos os detalhes desses cálculos, mas é possı́vel mostrar, por meio das relações de

consistência (2.19), que surgem mais dois vı́nculos φ1 = (pµ − qAµ)ψ
µ ≈ 0 e também φ2 =

(p− qA)2 − iqF µνψµψν ≈ 0 . Pode-se mostrar ainda, que esses vı́nculos são classificados da

seguinte forma: πe e πχ de primeira classe e φ1, φ2 e φµ ≡ πµ +
i
2
ψµ de segunda classe. Como

antes, pode-se transformar φ1 e φ2 em vı́nculos de primeira classe tomando-se uma combinação

linear dos vı́nculos. Isso feito, obtém-se então apenas φµ como vı́nculo de segunda classe e

o parênteses de Dirac assume a mesma forma da equação (3.8) levando-se então as mesmas

relações de comutação (3.9) e (3.10). Após a fixação dos gauges e = 1 e χ = 0, e também pelo

fato de {A, φν}D+ = {φµ, φ
ν}D+ = 0, a quantização leva as seguintes relações,

[xµ, pν ] = iηµν e [ψµ, ψν ]+ = −ηµν . (3.33)

e devem-se impor os vı́nculos aos estados fı́sicos na forma,

(pµ − qAµ)ψ
µ|ψfis〉 = 0;

[

(p− qA)2 − iqF µνψµψν

]

|ψfis〉 = 0. (3.34)

Além disso, as equações de movimento reduzem-se as expressões,

ẍµ = qẋνF
µν +

iq

2
∂µF νρψνψρ

ψ̇µ = −qF νµψν . (3.35)

A primeira das relações (3.34) poderia ser identificada como a equação de Weyl na presença de

um campo eletromagnético externo, contudo, isso requerer que a álgebra (3.33) - para os ψµ -

possa ser identificada como a álgebra de Clifford, mas também que ψµ seja uma constante, o

que não ocorre devido a segunda equação de movimento em (3.35). Portanto, como isso deve

ser interpretado?

Do estudo da mecânica quântica não relativı́stica sabe-se que quando se lida com a

evolução temporal de um sistema pode-se tratá-lo sob duas perspectivas: os estados evoluem no

tempo e os operadores permanecem fixos, picture de Schrödinger; ou os operadores evoluem

no tempo e os estados permanecem fixos, picture de Heisenberg. Em ambos os casos, as quan-

tidades de interesse fı́sico, que são os valores esperados desses observáveis, permanecem inal-

terados. Na representação de Heisenberg pode-se escrever as equações de movimento para os

operadores na seguinte forma,

dÂ

dt
=
[

Â, Ĥ
]

+
∂Â

∂t
, (3.36)

onde Â é função de q̂ e p̂, e representa algum observável fı́sico. Tomando-se o valor esperado

de (3.36), obtém-se uma forma generalizada do teorema de Ehrenfest. Levando-se essa ideia

para o caso relativı́stico, é possı́vel fazer a interpretação da segunda das equações (3.35) como
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uma aplicação do teorema de Ehrenfest para os ’operadores’ ψµ. Desta forma, como é preciso

tomar os valores esperados, pode-se escrever,

d

dτ
〈ψfis|ψµ|ψfis〉 = −q 〈ψfis|F νµψν |ψfis〉 . (3.37)

O que permite ’transferir’ a dependência temporal para os estados fı́sicos e reinterpretar ψµ

como fixo no tempo, assim não há mais problema na identificação de (pµ − qAµ)ψ
µ|ψfis〉 = 0

como a equação de Weyl na presença do campo eletromagnético, fazendo-se ψµ = 1√
2
γ5γµ,

obtém-se,

(pµ − qAµ)γ
µ|ψfis〉 = 0, (3.38)

e toda a dependência temporal está contida nos estados fı́sicos.
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4 INTEGRAIS DE CAMINHO

A mecânica quântica obtida pelo processo de quantização canônica tem como elemento prin-

cipal uma função onda, a qual possui, pelo menos em princı́pio, toda a informação sobre o

sistema. Neste capı́tulo apresenta-se outro método de quantização, a abordagem das Integrais

de Caminho de Feynman. Nesse método, a amplitude de transição, designada aqui por Kab, é o

objeto de maior importância e seu módulo quadrado fornece a probabilidade de uma partı́cula

em um estado localizado na posição x (ta) = xa num tempo ta fazer a transição para um estado

localizado em x (tb) = xb num tempo tb posterior. Nesta secção, faz-se uma breve discussão

das ideias de Feynman apresentadas em seu artigo [26] e desenvolvidas no livro ”Quantum

Mechanics and Path Integrals” [27].

A teoria de Feynman é uma maneira alternativa de quantização que leva aos mesmos

resultados da mecânica quântica ondulatória de Schrödinger e a matricial de Heisenberg. Uma

das principais ideias que está na base do formalismo de Feynman é que todos os caminhos

possı́veis, e não somente o caminho clássico, que conectam os pontos x (ta) e x (tb) contribuem

para a probabilidade de transição e isso constitui a essência de um processo quântico. De forma

esquemática, pode-se representar isso da seguinte maneira,

Kab =
∑

All Paths x(t)

Φ [x (t)] , (4.1)

em que Φ [x (t)] representa a contribuição de cada um dos caminho entre xa e xb, e é função da

ação que descreve o sistema clássico,

Φ [x (t)] = eiS[x(t)]. (4.2)

Como mencionado, o método de Feynman não leva a resultados novos. De modo

que se poderia questionar a necessidade de se usar um método, muitas vezes bem mais com-

plicado de implementar, que não fornece informação nova sobre o sistema. Entretanto, esse

método fornece uma visão diferente do sistema quântico, possibilitando, por exemplo, uma

descrição gráfica de alguns eventos por meio dos gráficos de Feynman (isso é bastante utilizado

em teoria quântica de campos - TQC). Além da possibilidade de aplicação do método a sistemas

os quais a quantização canônica se torna bastante inconveniente, como no estudo das interações

entre campos, ou na quantização de teorias de gauge não abelianas. Em seu livro com Hibbs,

Feynman postula uma expressão prática para (4.1) como uma integral de caminho, e a partir

dela, obtém todos os resultados da mecânica quântica não relativı́stica, inclusive a equação de

Schrödinger. Outros livros texto preferem fazer o processo contrário, a partir da equação de
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Schrödinger desenvolve-se uma expressão para a integral de caminho de Feynman, como apre-

sentado em [28] por exemplo. Por questões de organização, nesta dissertação será tomado este

último caminho para a construção da integral de Feynman.

Sabe-se da descrição de Schrödinger que a quantidade 〈α, tb|β, ta〉 dá a amplitude de

probabilidade de transição entre os dois estados. Como realizado em [28], defini-se os autoesta-

dos ”instantâneos” |q, t〉 = exp (iHt) |q〉 e |p, t〉 = exp (iHt) |p〉 dos operadores de Heisenberg

Q (t) e P (t), respectivamente. Este estados são completos, isto é,

∫

dq|q, t〉〈q, t| =
∫

dp|p, t〉〈p, t| = 1, (4.3)

e a seguinte propriedade é válida quando tem-se um estado |β, t〉 na representação de Schrödinger,

〈q,−t|β, t〉 = 〈q|β〉 = ψβ (q) . (4.4)

Com isso pode-se escrever,

〈α,−tb|β,−ta〉 =

∫

dqbdqa〈α,−tb|qb, tb〉〈qb, tb|qa, ta〉〈qa, ta|β,−ta〉

=

∫

dqbdqaψα (qb) 〈qb, tb|qa, ta〉ψβ (qb)

=

∫

dqbdqaψα (qb)Z (qb, tb; qa, ta)ψβ (qb) , (4.5)

onde toda a informação sobre o tempo está contida em Zab = Z (qb, tb; qa, ta). Isso leva, muitas

vezes, a denominação de Zab como o propagador do sistema. Fazendo-se um particionamento

do intervalo de tempo emN+1 pedaços de mesmo comprimento ǫ pequeno (Figura 1), ta−tb =
ǫ (N + 1), e usando-se a relação de completeza, chega-se a seguinte expressão,

Zab = 〈qb, tb|qa, ta〉 =
∫

dq1...dqN〈qb, tb|qN , tN〉...〈q1, t1|qa, ta〉, (4.6)

onde identificam-se q0 = qa e qN+1 = qb. Examinando-se o j-ésimo elemento na expressão

(4.6) tem-se1,

〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 = 〈qj+1| exp (−iH (Q,P ) ǫ) |qj〉

=

∫

dpj〈qj+1|pj〉〈pj| exp (−iH (Q,P ) ǫ) |qj〉

=

∫

dpj exp (−iH (qj, pj) ǫ) 〈qj+1|pj〉〈pj|qj〉

=

∫

dpj
2π

exp

{

iǫ

[

pj
(qj+1 − qj)

ǫ
−H (qj, pj)

]}

. (4.7)

1Deveria ser discutido melhor sobre a questão do ordenamento dos operadores Q̂ e P̂ , que não comutam.

Entretanto, como as hamiltonianas que serão tratadas nesta dissertação não envolvem produtos desses operadores

essa discussão será omitida.
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Figure 1 – Particionamento do tempo.

Fonte: Referência [27].

No limite em que ǫ→ 0 obtém-se2,

〈qj+1, tj+1|qj, tj〉 =
∫

dpj
2π

exp {iǫ [pj q̇j −H (qj, pj)]} . (4.8)

Colocando-se o resultado (4.8) em (4.6) chega-se a expressão,

Zab = 〈qb, tb|qa, ta〉

= lim
N→∞

∫

dq1...dqN
dp0
2π

...
dpN
2π

exp

{

lim
ǫ→0

N
∑

j=0

iǫ [pj q̇j −H (qj, pj)]

}

=

∫

DqDp exp

{

i

∫

dt [pq̇ −H(q, p)]

}

=

∫

DqDp exp

{

i

∫

dtL̃ (q, q̇, p)

}

, (4.9)

onde defini-se DqDp = dq1...dqN
dp0
2π
...dpN

2π
, que é o elemento de medida do espaço de fase. A

quantidade
∫

dtL̃ (q, q̇, p) se torna a ação clássica após a integração funcional sobre os momen-

tos. Com isso, chega-se a expressão para a integral de caminho no espaço de fase,

Zab =

∫

DqDp exp

{

i

∫

dt [pq̇ −H (q, p)]

}

. (4.10)

A generalização dessa expressão para o caso de mais graus de liberdade e para o caso rela-

tivı́stico é direta,

Zab =

∫

DxµDpµ exp

{

i

∫

dτ [pµẋ
µ −H (x, p)]

}

, (4.11)

onde nessa ultima expressão usa-se uma forma compacta para o elemento de medidaDxµDpµ ≡
∏3

µ=0DxµDpµ. Nessa forma, a representação (4.11) para a integral de caminho é dita está na

forma hamiltoniana, por conta da integração funcional nos momentos não ter sido realizada.

2É importante deixar claro que j vai de 0 a N .
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4.1 Partı́cula Relativı́stica de Spin Zero

Como primeira aplicação do método de Feynman de quantização, estuda-se uma

partı́cula livre relativı́stica de spin zero. Vale advertir que esse exemplo não é assim tão trivial,

visto que se trata de um sistema que apresenta vı́nculos e deve-se implementá-los à integral de

caminho de modo consistente. Assim, esse sistema será usado para descrever como se introduz

os vı́nculos na formulação de integrais de caminho e também para dar uma ideia de como

realizar as integrações funcionais.

A ação que descreve uma partı́cula livre relativı́stica sem spin é a seguinte,

S = −m
∫

ds = −m
∫

√

ẋµẋµdτ. (4.12)

Calculando-se o momento canônico conjugado à xµ, obtém-se pµ = −m ẋµ√
ẋµẋµ

e a hamiltoni-

ana canônica fica, H = pµẋµ − L = 0. Como pode ser verificado facilmente, a expressão para

o momento leva ao vı́nculo de primeira classe φ = pµpµ −m2 = 0, que evidencia a simetria de

gauge relacionada a invariância da ação (4.12) por reparametrização geral de τ . A construção da

integral de caminho para esse sistema, como a hamiltoniana é nula, leva a seguinte expressão,

Zab =

∫

DxµDpµ exp

{

i

∫

dτ (pµẋ
µ)

}

. (4.13)

Como foi bastante discutido no capı́tulo 3, os vı́nculos geram uma hipersuperfı́cie no espaço de

fase onde a dinâmica do sistema deve ocorrer. Contudo, na forma que está a expressão (4.13)

essa restrição não é obedecida. Assim, de modo a restringir o espaço de fase à superfı́cie de

vı́nculo deve-se introduzir uma ’δ-delta’ no elemento de medida3. Com isso, obtém-se,

Zab =

∫

DxµDpµδ(φ) exp

{

i

∫

dτ (pµẋ
µ)

}

=

∫

DxµDpµDN exp

{

i

∫

dτ [pµẋ
µ −Nφ]

}

,

(4.14)

em que N funciona como um multiplicador de Lagrange.

Na secção 2.2, foi dito que os vı́nculos de primeira classe estão relacionados a

simetrias de gauges. Tais simetrias geram um problema quando se tenta calcular as inte-

grais funcionais, pois como a ação é invariante e o elemento de medida não se altera por tais

transformações, ’conta-se’ infinitas vezes o mesmo caminho e isso leva à um resultado diver-

gente para a relação (4.14). Assim, é necessário fixar tais gauges, par que cada caminho seja

contado apenas uma única vez. Até meados da década de 60, havia muita discussão sobre como

deveria ser tratada a quantização de sistemas com simetrias de gauge. Na época, objetivando a

construção de uma teoria quântica de campos para as forças forte, fraca e a eletromagnética (que

3Essa é uma forma de se introduzir os vı́nculos de primeira classe na integral de caminho escrita na forma

(4.11).
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possuem uma simetria de gauge tipo Yang-Mills). No inicio da década de 70, Faddeev propôs

um dos primeiros método4 apresentado em um trabalho intitulado ”The Feynman integral for

singular lagrangians” de 1970 [29]. De maneira simplificada, o procedimento de Faddeev con-

siste em eliminar a liberdade de gauge por impor uma condição auxiliar (outro vı́nculo) sobre o

espaço de fase. Na construção de Faddeev, a expressão (4.11) assume a forma,

ZFad
ab =

∫

DxµDpµ
∏

a

δ(φa) δ(χa) det
∣

∣

∣
{φa, χa}pp

∣

∣

∣ exp

{

i

∫

dτ [pµẋ
µ −H (x, p)]

}

, (4.15)

onde φa são os vı́nculos de primeira classe e χa são condições de gauge (condições auxil-

iares). A condição de gauge tem como objetivo exatamente eliminar as múltiplas ’contagens’

do mesmo caminho. O determinante do parenteses de Poisson de φa e χa é necessário para que

o elemento de medida fique independente da escolha da função de fixação de gauge.

Aplicando-se à expressão (4.14) obtém-se,

ZFad
ab =

∫

DxµDpµδ
(

p20 − ~p2 −m2
)

δ(χ) det
∣

∣

∣

{

p20 − ~p2 −m2, χ
}

pp

∣

∣

∣
exp

{

i

∫

dτ [pµẋ
µ]

}

.

(4.16)

Escolhendo-se uma condição de gauge na forma5 χ = x0 − τ = 0, pode-se escrever a equação

(4.16) como,

ZFad
ab =

∫

DxµDpµδ
(

p20 − E2
~p

)

δ
(

x0 − τ
) {

p20 − E2
~p , x

0 − τ
}

PP
exp

{

i

∫

dτ [pµẋ
µ]

}

=

∫

DxµDpµδ
(

p20 − E2
~p

)

δ
(

x0 − τ
)

2p0 exp

{

i

∫

dτ [pµẋ
µ]

}

=

∫

D~xD~p exp

{

i

∫

dτ
[

E~p − ~p · ~̇x
]

}

, (4.17)

onde E~p =
√

~p2 +m2 e na última expressão realizou-se a integração em x0 e p0. Vale aqui

fazer uma observação, a ’função’ delta de p20 leva a duas soluções, mas por questão fı́sicas∗

(uma partı́cula livre não pode ter energia negativa) essa outra solução foi descartada. Outro

ponto importante é que a covariância de Lorentz manifesta foi sacrificada quando o gauge foi

fixado da maneira apresentada, esse é um ’problema’ desse método de Faddeev.

Uma outra maneira de se abordar o problema, mas desta vez mantendo a covariância

de Lorentz manifesta, pode ser realizada aplicando-se outro método desenvolvido pelo próprio

Faddeev e por Popov para teorias com simetrias de gauge do tipo Yang-Mills [30, 31]. O método

4Nesse contexto de integrais de caminho, existe outro método conhecido na literatura como método de Faddeev-

Popov, que é usado na quantização de teorias de gauge para fixar esses gauges de maneira covariante. O método

de Faddeev que nos referimos nesse primeiro momento é usado para implementar os vı́nculos de primeira classe

da teoria e para realizar a fixação de gauge, visando a unitariedade da matriz S. Entretanto, esse é um processo não

covariante e as diferenças ficaram claras no decorrer do capı́tulo.
5Será que essa condição de gauge é adequada para o caso de partı́culas não massivas?
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de Faddeev-Popov consiste em fixar o gauge inserindo-se a ’unidade’ na forma,

1 = ∆−1
FP

∫

DΩ δ(GΩ) , (4.18)

no elemento de medida. Na expressão (4.18),GΩ = 0 é uma função de fixação de gauge, Ω é um

elemento do grupo de gauge da teoria e a quantidade ∆FP é o determinante de Faddeev-Popov

[22, 23]. Pode-se mostrar que o determinante de Faddeev-Popov é independente do gauge, de

modo que é possı́vel escrever,

∆FP =

∫

DΩdet

∣

∣

∣

∣

δG

δΩ

∣

∣

∣

∣

−1

δ(Ω− Ω0) = det

∣

∣

∣

∣

δG

δΩ0

∣

∣

∣

∣

−1

. (4.19)

Para o caso da partı́cula relativı́stica, que possui o vı́nculo de primeira classe φ = p2 −m2 = 0,

tem-se as seguintes transformações de gauge geradas por esse vı́nculo,

δxµ=ǫ (τ) {xµ, φ}PP =2ǫ (τ) pµ; δpµ=ǫ (τ) {pµ, φ}PP =0; δN= ǫ̇ (τ) , (4.20)

a transformação de N é obtida por requerer a invariância da ação,

S =

∫

dτ
[

pµẋ
µ −N

(

p2 −m2
)]

. (4.21)

A partir das transformações (4.20), pode-se identificar ǫ(τ) como o elemento do grupo de gauge

para esse sistema. A simetria de gauge presente na ação (4.21) é o que se chama na literatura de

simetria de gauge tipo relatividade geral (RG), ela possui algumas diferenças em relação às do

tipo Yang-Mills (YM). A mais acentuada, é que as funções de fixação de gauge para simetrias

tipo RG devem obedecer as certas condições e contorno, enquanto que as do tipo YM não

necessitam dessa restrição. Essa limitação impede uma fixação de gauge covariante de Lorentz

com uma função exclusivamente das variáveis canônicas. E a condição de gauge covariante

mais geral possı́vel permitida para sistemas como esse é na forma, χ = Ṅ − f (xµ, pµ, N) =

0, onde f é uma função arbitrária da coordenadas canônicas [32, 15, 33]6. Escolhendo-se a

condição mais simples χ = Ṅ = 0 e aplicando-se o método de Faddeev-Popov chega-se a

seguinte expressão para a integral de caminho (4.14),

ZF-P
ab =

∫

DxµDpµDNDǫ det

(

δχ

δǫ

)

δ
(

Ṅ
)

exp

{

i

∫

dτ
[

pµẋ
µ −N

(

p2 −m2
)]

}

=

∫

Dǫ

∫

DxµDpµDN det
(

∂2τ
)

δ
(

Ṅ
)

exp

{

i

∫

dτ
[

pµẋ
µ −N

(

p2 −m2
)]

}

, (4.22)

6Aqui é interessante ressaltar esta ultima referência, onde é feita uma discussão muito interessante sobre essas

diferenças entre uma teoria de gauge tipo Yang-Mills e uma teoria de gauge tipo relatividade geral, que é o nosso

caso. O autor argumenta que não é possı́vel termos uma condição de gauge arbitrária nesse caso, visto que ela deve

obedecer a certas condições de contorno, caso contrário perde-se informação fisicamente relevante quando a teoria

é quantizada.
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como nada na ultima integral depende de ǫ, pode-se então fatorar o volume do grupo de gauge,

que é o setor que causa a divergência da teoria. Assim, obtém-se a seguinte expressão,

ZF-P
ab =

∫

DxµDpµDN det
(

∂2τ
)

δ
(

Ṅ
)

exp

{

i

∫

dτ
[

pµẋ
µ −N

(

p2 −m2
)]

}

. (4.23)

O determinante que surge na expressão (4.23) pode ser calculado pelo método de regularização

da função-ζ [34]. Para isso, considera-se a seguinte situação: sabe-se que o determinante de

uma matriz M pode ser calculado sabendo-se os autovalores da matriz, det(M) =
∏

n an.

Estendendo-se essa ideia para o caso de operadores contı́nuos, com M = ∂2τ , deve-se então cal-

cular os autovalores desse operador. Assim, considerando-se a seguinte equação de autovalores,

∂2τϕn (τ) = −λnϕn (τ) , (4.24)

e assumindo-se condições de contorno de Dirichlet, ϕn (τ1) = ϕn (τ2), pode-se mostrar que,

λn =

(

2nπ

∆τ

)2

. (4.25)

Assim, calcula-se o determinante pela relação (4.24). Agora, de modo a obter um resultado

finito desse determinante, seguem-se os seguintes passos,

det
(

∂2τ
)

=
∏

n

(

2nπ

∆τ

)2

=
∏

n

exp

[

ln

(

2nπ

∆τ

)2
]

= exp

[

∑

n

ln

(

2nπ

∆τ

)2
]

= exp

[

ln

(

2π

∆τ

)2
∑

n

1 + 2
∑

n

ln (n)

]

, (4.26)

escrevendo-se as somas de uma maneira bem sugestiva,

det
(

∂2τ
)

= exp

[

ln

(

2π

∆τ

)2

lim
s→0

∑

n

n−s − 2 lim
s→0

d

ds

∑

n

n−s

]

= exp

[

ln

(

2π

∆τ

)2

lim
s→0

ζ (s)− 2 lim
s→0

dζ (s)

ds

]

, (4.27)

onde, por extensão analı́tica para plano complexo, obtém-se,

ζ (0) = −1

2
, ζ ′ (0) = −1

2
ln (2π) . (4.28)

Desse modo o determinante fica,

det
(

∂2τ
)

= exp

[

−1

2
ln

(

2π

∆τ

)2

+ ln (2π)

]

= exp [ln (∆τ)] = ∆τ. (4.29)

Retomando-se o cálculo das integrais de trajetórias. A delta no elemento de medida implica em
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N constante, de modo que a integral funcional correspondente se torna uma integral conven-

cional em N . Para resolver a integral funcional em xµ pode-se fazer a integração por partes,

pµẋ
µ = d

dτ
(pµx

µ)− ṗµxµ
7, que fornece,

ZF-P
ab =

∫

DxµDpµdN∆τ exp

{

i(pµxµ)|τ2τ2 −i
∫

dτ ṗµxµ−i
N0

2

∫

dτ
(

p2−m2
)

}

=

∫

DpµdN∆τδ (ṗµ) exp

{

i (pµxµ) |τ2τ2 − i
N0

2

∫

dτ
(

p2 −m2
)

}

= (const.)

∫

d4p

∫ ∞

0

dT exp

{

ip ·∆x− i
T

2

(

p2 −m2
)

}

. (4.30)

Na última equação fez-se T = N0∆τ . A integração8 em T é exatamente a representação do

tempo próprio de Schwinger [35],

ZF-P
ab = (const.)

∫

d4p
eip·∆x/ℏ

p2 −m2 + iη
. (4.31)

Esse resultado é simplesmente o propagador da equação de Klein-Gordon, que descreve uma

partı́cula livre relativı́stica sem spin. O fator iη é para tornar a integração em p bem definida,

uma quantidade infinitesimal que é tomada igual a zero após a integração. Será usado o mesmo

método para estudar a partı́cula supersimétrica na próxima seção.

4.2 Partı́cula Relativı́stica Supersimétrica de Spin 1

2

Estudou-se no capitulo 3 a quantização da ação de uma partı́cula supersimétrica,

onde iniciou-se a discussão pela ação (3.1). Foi visto que pode se fazer a transição para o for-

malismo hamiltoniano fazendo-se as transformações de Legendre (3.4) e (3.5). Nessa transição

surgiam alguns vı́nculos, as três ultimas relações em (3.4), e quando aplicava-se a relação de

consistência (2.19), surgiam outros dois vı́nculos dados pelas relações (3.6), de modo que a

hamiltoniana se tornava identicamente ’nula’. Esse fato (hamiltoniana nula) é uma caracterı́stica

de sistemas que possuem invariância por transformação de reparametrização. Para dar inı́cio ao

processo de quantização por integrais de caminho da partı́cula supersimétrica, pode-se consid-

erar a ação na seguinte forma,

S =

∫ τ2

τ1

dτ

(

pµẋ
µ − i

2
ψµψ̇

µ −Np2 − iMpµψµ

)

− i

2
ψµ(τ2)ψ

µ(τ1) . (4.32)

onde, como já foi visto, as relações p2 e pµψµ constituem os vı́nculos de primeira classe, eles são

os geradores das simetrias de gauge relacionadas à reparametrização de τ e às transformações

7Ver o apêndice A para um cálculo explicito.
8Na referencia [33] é discutido os limites de integração sobre T .
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de SUSY local, respectivamente9. A partir dessa ação pode-se definir a integral de caminho na

forma,

Zab=

∫

Dµ̃ exp

{

i

∫ τ2

τ1

dτ

(

pµẋ
µ − i

2
ψµψ̇

µ −Np2 − iMpµψµ

)

− i

2
ψµ(τ2)ψ

µ(τ1)

}

. (4.34)

onde, deve-se integrar funcionalmente sobre todos os campos presentes na ação, tal que, Dµ̃ =

DxµDpµDψµDNDM ,N é um parâmetro comutante eM é anticomutante da álgebra de Grass-

mann. A quantização por integrais de caminho, diferente da quantização canônica, requer que

se defina muito bem as condições de contorno do problema. Para nosso caso, essas condições

de contorno são as seguintes, xµ (τ1) = xµ1 e xµ (τ2) = xµ2 para as coordenadas bosônicas e

ψµ (τ1) + ψµ (τ2) = 2ξµ para as variáveis fermiônicas, com ξµ uma constante anticomutante.

Para proceder as integrações funcionais é preciso fixar os gauges da teoria. As-

sim como foi feito para a partı́cula relativı́stica sem spin, as funções de fixação dos gauges,

mantendo a covariância manifesta de Lorentz, podem ser escolhidas na forma χ1 = Ṅ = 0 e

χ2 = Ṁ = 0. Usando-se o procedimento de Faddeev-Popov já mencionado na secção anterior,

pode-se escrever,

ZF-P
ab =

∫

Dµ̃δ
(

Ṅ
)

δ
(

Ṁ
)

∆−1
FP (N)∆−1

FP (M)exp {iS} . (4.35)

onde, S =
∫ τ2
τ1
dτ
[

pµẋ
µ− i

2
ψµψ̇

µ−Np2−iMpµψµ

]

− i
2
ψµ(τ2)ψ

µ(τ1) e já fatorou-se os volumes

dos grupos de gauges. Foi visto na secção (4.1), na equação (4.18), uma maneira de se calcular

os determinantes de Faddeev-Popov (F-P). Contudo, deve-se tomar cuidado no cálculo desse

determinante para funções fermiônicas. Sabe-se que uma função grassmanniana qualquer pode

ser expandida em potências da variável independente na forma, f (θ) = 1 + f ′ [θ − θ0] + ....

Além disso, a ’função’ delta dessas variáveis pode ser escrita como, δ (θ − θ′) = θ − θ′. Com

isso, a seguinte integral nos diz que,

∫

dα δ(f (α)) =

∫

dα (1 + f ′ [α− α0]) =

[

df

dα

]

α=α0

. (4.36)

Fazendo-se uma generalização desse resultado para varias variáveis, como é feito no caso de

variáveis comutantes, e aplicando-se ao calculo do determinante de F-P ∆FP (M), obtém-se a

9Quando considera-se a ação do setor fermiônico definida como, Sfer = − i
2

∫

dτψµψ̇
µ, e aplica-se o princı́pio

variacional a essa lagrangiana obtém-se a expressão,

δSfer = −i
∫

dτψ̇µδψµ − i

2
(ψµ (τ2) δψ

µ (τ2)− ψµ (τ1) δψ
µ (τ1)) . (4.33)

que não é bem definida pois, ψ̇µ é de primeira ordem na derivada e não permite fixar duas condição de contorno.

Por esse motivo deve-se adicionar o termo i
2
ψµ(τ2)ψ

µ(τ1), para tornar a variação da ação bem definida e para que

se possa determinar de maneira unı́voca as condições de contorno do setor fermiônico.
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seguinte expressão,

∆FP (M) = det

(

δχ

δα

)

. (4.37)

Desta forma, diferente do que ocorre com variáveis comutantes (bosônicas), equação (4.19),

o determinante de F-P para variáveis anticomutantes (fermiônicas) é proporcional ao determi-

nante da variação da função de fixação de gauge. Então a integral de caminho assume a forma,

ZF-P
ab =

∫

Dµ̃δ
(

Ṅ
)

δ
(

Ṁ
)

det
(

∂2τ
)

det
(

∂2τ
)−1

exp {iS} , (4.38)

que se reduz a,

ZF-P
ab =

∫

Dµ̃δ
(

Ṅ
)

δ
(

Ṁ
)

exp {iS} . (4.39)

Para começar o cálculo das integrais funcionais, pode-se fazer uma integração por

partes pµẋ
µ = d

dτ
[pµx

µ]− ṗµx
µ e realizar-se a integração em xµ. Além disso, as deltas em N e

M tornam as integrais funcionais dessas variáveis integrações ordinárias. Isso leva a relação,

ZF-P
ab =

∫

DpµDψµdNdMδ(ṗµ)exp
{

i [pµx
µ]τ2τ1 + iS̃

}

. (4.40)

Em que, S̃ =
∫

dτ
[

−i
2
ψµψ̇

µ−Np2−iMpµψµ

]

− i
2
ψµ(τ2)ψ

µ(τ1). Continuando-se o cálculo

funcional, a delta em pµ torna a respectiva integração, uma integração convencional. Como ul-

timo passo, a realização da integração funcional em ψµ, faz-se a seguinte mudança de variáveis

ψµ (τ) = θµ (τ) + ξµ, com ξµ anticomutante e constante. Com isso obtém-se,

S̃ = −
∫ τ2

τ1

dτ

[

i

2
θµθ̇

µ+Np2+iMpµθµ+
i

2
ξµθ̇

µ+iMpµξµ

]

−iξµθµ(1) . (4.41)

Fazendo-se algumas das integrações em τ , pode-se escrever a ação (4.41) como,

S̃ = −
∫ τ2

τ1

dτ

[

i

2
θµθ̇

µ+iMpµθµ

]

+Np2∆τ − iMpµξµ∆τ. (4.42)

Assim a integral de caminho (4.40) fica,

ZF-P
ab =

∫

d4pdNdMDθµexp
{

ip ·∆x+ iS̃
}

. (4.43)

Os detalhes do cálculo da integração funcional nas variáveis de Grassmann θµ podem ser visto

no apêndice B. Após essa integração, obtém-se,

ZF-P
ab = (const.)

∫

d4pdNdM exp
[

ip ·∆x+ iNp2∆τ +Mpµξµ∆τ
]

. (4.44)

Fazendo-se as as integrações em N e M chega-se ao resultado,

ZF-P
ab = (const.)

∫

d4p
ipµξµ
p2 + iη

exp [ip ·∆x] , (4.45)
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onde, novamente η é um parâmetro que deve ser adicionado para tornar a integração em p

bem definida. A expressão (4.45) é muito similar ao propagador da equação de Dirac na

representação dos momentos, entretanto essa identificação não pode ser realizada ainda. Isso

por que, a quantidade ξµ é um parâmetro grassmanniano, e até onde se sabe ele não obedece a

relação de anticomutação da álgebra de Clifford {γµ, γν} = 2ηµνI4×4.

Quando Feynman apresentou o método de integrais de caminho em 1948 [26], ele

mostrou que todos os resultados da mecânica quântica ondulatória de Schrödinger poderiam ser

derivados da amplitude de transição, inclusive a relação de comutação entre a posição e o mo-

mento linear. Aplicando-se o mesmo algorı́timo apresentado por ele (equação (45) do artigo de

1948), pode-se mostrar que ψµ, e consequentemente ξµ, obedecem a relação de anticomutação

da álgebra de Clifford no nı́vel quântico. A relação apresentada por Feynman é a seguinte,

〈

ψfis

∣

∣

∣

∣

∂F

∂qk

∣

∣

∣

∣

ψ
′

fis

〉

= − i

ℏ

〈

ψfis

∣

∣

∣

∣

F
∂S

∂qk

∣

∣

∣

∣

ψ
′

fis

〉

, (4.46)

onde F é uma função qualquer, S a ação (4.32) e qk = q (tk) é uma componente qualquer10 das

variáveis bosônicas ou fermiônicas em um tempo fixo tk. Particionando-se o intervalo de tempo

e concentrando-se somente no setor fermiônico, a ação pode ser escrita na forma,

SFer → lim
ǫ→0

∑

j

ǫ

[

− i

2ǫ
ψµj

(

ψµ
j+1 − ψµj

)

− iMpµjψµj

]

. (4.47)

Agora considerando-se F → ψνj e qk → ψρj , pode-se mostrar a relação,

〈

ψfis |δρν |ψ
′

fis

〉

= − lim
ǫ→0

i

ℏ

〈

ψfis

∣

∣

∣

∣

i

2
ψρ
j+1ψνj + ψνj

i

2
ψρ
j−1 + iǫMψνjp

ρ
j

∣

∣

∣

∣

ψ
′

fis

〉

, (4.48)

no limite que ǫ→ 0 chega-se a relação de anticomutação desejada,

ψρψν + ψνψρ = {ψρ, ψν} = 2ℏηρν . (4.49)

Desta forma, fazendo-se a identificação ξµ=γµ, pode-se então identificar a equação

(4.45) como o propagador de Dirac para uma partı́cula não massiva,

ZF-P
ab = (const.)

∫

d4p
ipµγµ
p2 + iη

exp [ip ·∆x] , (4.50)

o que conclui esse estudo.

10Essa é uma generalização que estou assumindo. Em seu artigo, Feynman considera somente as variáveis de

posição qk = xk.
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5 CONCLUSÃO

Nessa dissertação, estudou-se dois métodos de quantização aplicados à partı́culas relativı́sticas

supersimétricas de spin meio. Apresentou-se uma revisão sobre sistemas lagrangianos e hamil-

tonianos vinculados. Descreveu-se, de maneira bem sucinta, alguns métodos de quantização

muito utilizados na literatura atualmente e aplicou-se dois desses métodos, quantização de

Gupta-Bleuler e o método de integrais de caminho, ao problema da partı́cula supersimétrica.

No método de quantização canônica (Gupta-Bleuler), foi visto que a álgebra de Grassmann

poderia ser identificada com a álgebra de Clifford no nı́vel quântico, o que permitiu fazer a

identificação da relação (3.12) como sendo a equação de Weyl. Construiu-se, a partir do vetor

de Pauli-Ljubanski, o operador de spin e verificou-se que os estados fı́sicos aceitáveis repre-

sentavam partı́culas de spin meio como proposto inicialmente. Realizou-se ainda um estudo

desse sistema na presença de um campo eletromagnético externo. A quantização da teoria

com interação não permitiu, pelo menos de imediato, a identificação da equação quântica re-

sultante com a equação de Weyl sob interação eletromagnética. Isso por que, a dinâmica das

variáveis de Grassmann, usadas na descrição dos graus de liberdade de spin, impossibilitou a

identificação das mesmas como as matrizes gamma de Dirac. Contudo, este problema foi con-

tornado quando tratou-se as equações de movimento como um resultado do teorema de Ehren-

fest, onde foi possı́vel transferir a dependência temporal para os estados fı́sicos permitindo

assim, a identificação da equação de Weyl na presença de um campo eletromagnético externo.

Estudou-se ainda a quantização da partı́cula supersimétrica na abordagem de inte-

grais de caminho de Feynman. Como exemplo instrutivo, aplicou-se o método à partı́cula sem

spin. Como principal resultado, obtive-se o propagador da equação de Klein-Gordon, que de-

screve exatamente partı́culas de tal spin. Aproveitou-se esse modelo também para apresentar

como são tratados sistemas com vı́nculos no método de integrais de caminho. Na aplicação do

método à partı́cula com spin meio obtive-se uma expressão muito parecida com o propagador da

equação de Dirac. Entretanto, essa identificação, novamente, não pode ser realizada de imedi-

ato, visto que não surgiu nenhuma indicação de que poderı́amos levar a álgebra de Grassmann

para a álgebra de Clifford. Entretanto no formalismo desenvolvido por Feynman, a relação

de comutação entre posição e momento conjugado poderia ser obtida a partir da amplitude de

transição. Por meio do uso do algorı́timo de Feynman, aplicado ao setor fermiônico, mostrou-

se que no nı́vel quântico a álgebra de Grassmann poderia ser identificada como a álgebra de

Clifford também no formalismo de Feynman, permitindo identificar a relação (4.50) como o

propagador de Dirac não massivo.
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APÊNDICE A -- VARIÁVEIS DE GRASSMANN

Esse apêndice é voltado a apresentação de algumas das propriedades da chamada

álgebra de Grassmann.

A.1 Definições e Propriedades Gerais

Se {ηa} constitui um conjunto de variáveis pertencentes a álgebra de Grassmann,

então elas satisfazem a seguinte regra de multiplicação,

ηaηb + ηbηa ≡ {ηa, ηb} = 0, ∀ a e b. (A.1)

Essa relação leva ao resultado imediato η2a = 0. Nessa álgebra, pode-se definir funções dessas

variáveis. Se f (η) é função de uma variável de Grassmann, ela pode ser expandida em serie

de Taylor f (η) = f0 + f1η, onde os coeficiente não dependem de η. Para funções de duas

variáveis f (η1, η2) = f0 + f1η1 + f2η2 + f12η1η2, e assim por diante, para funções de mais

variáveis. A expansão em serie de Taylor de qualquer função de um número finito de variáveis

de Grassmann é sempre finita.

Outra definição importante é a de conjugação complexa. Ela é definida como,

(ξ1ξ2)
∗ = ξ∗2ξ

∗
1 . (A.2)

A conjugação complexa para variáveis de Grassmann funciona como a operação adjunto Her-

mitiano (transposto conjugado) para as matrizes. Para variáveis reais, η∗ = η, tem-se (η1η2)
∗ =

η∗2η
∗
1 = η2η1 = −η1η2. Essa é uma caracterı́stica importante quando se pretende construir uma

ação, ela justifica o por que dos produtos de variáveis grassmannianas reais aparecerem sempre

acompanhadas pela unidade imaginária i, isso torna o produto real.

A derivação com respeito a variáveis de Grassmann pode ser realizada de duas

maneiras, à direita e à esquerda, nessa dissertação ela é realizada sempre à esquerda,

∂

∂η
,

∂ηa
∂ηb

= δab. (A.3)

Para realizar a derivada de um produto de variáveis grassmannianas é prudente fazer uso da

relação (A.1) para evitar confusão de sinais.

∂ (ηaηc)

∂ηb
=
∂ηa
∂ηb

ηc −
∂ηc
∂ηb

ηa = δabηc − δcbηb. (A.4)
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As únicas integrais que se precisam conhecer para as variáveis de Grassmann são as seguintes:

∫

dη = 0 e

∫

dηη = 1. (A.5)

Como qualquer função poder expandida em serie de Taylor, a integração de tais funções requer

somente o conhecimento das definições acima. Uma mudança da variável de integração na

forma ηa =Mabθb, pode ser feita como se segue,

∫

dη1...dηNf (η1...ηN) =

∫

dθ1...dθNJGf̃ (θ1...θN) , (A.6)

em que o jacobiano JG, é definido como,

JG =

[

det

(

∂η

∂θ

)]−1

= (detM)−1 . (A.7)

Entre as funções que podem ser definidas nessa álgebra, a ’função’ delta de Dirac

merece um certo destaque. Ela possui a mesma propriedade básica já conhecida,

∫

ηδ (η − η′) f (η) = f (η′) . (A.8)

Uma verificação direta, mostra que δ (η − η′) = η − η′. Algumas propriedades da ’função’

delta são as seguintes:

1 - δ (0) = 0;

2 - δ (αη) = αδ (η);

3 - δ (η − η′) = −δ (η′ − η);

4 - ∂
∂η

(δ (η − η′)) = 1;

5 - δ (η − η′) =
∫

dξ exp (ξ (η − η′)), com ξ grassmanniano.

Uma outra definição importante nesse contexto é a integral gaussiana, definida na

forma,
∫

dη∗dη exp (−η∗η) = 1. (A.9)

Uma propriedade interessante derivada dessa definição é a seguinte1,

∫

dη∗1dη1...dη
∗
NdηN exp

(

−η∗jMjkηk +K∗
j ηj + η∗jKj

)

= detM exp
(

K∗
jM

−1
jk Kk

)

. (A.10)

Pode-se mostrar que para variáveis de Grassmann reais a expressão acima fica na forma,

∫

dθ1...dθN exp
(

−θtMθ +Ktθ
)

=
√
detM exp

(

−1

4
KtM−1K

)

. (A.11)

1Está sendo feito uso da convenção de soma de Einstein!



45

Nessas duas expressões, K também é um número grassmanniano e M é uma matriz antis-

simétrica com entradas comutantes.

A.2 Pseudomecânica

Nesse contexto de variáveis anticomutantes, pode-se formular uma mecânica pseu-

doclássica e devido a natureza dessas variáveis, existem algumas convenções adotadas na construção

de tal teoria. A primeira delas é o ordenamento das variáveis. Qualquer derivada dessas

variáveis aparece mais a direita nos produto. Se F é um funcional de funções grassmanni-

anas η (t) (t é um parâmetro real comutante), então uma variação desse funcional é definida na

forma,

δF =

∫

dtδη
δF

δη
. (A.12)

Defini-se uma lagrangiana como,

L (η, η̇) = ρη̇ −H (ρ, η) , (A.13)

onde ρ é o momento canonicamente conjugado à η e pode-se construir uma ação S =
∫

dtL.

Variando-se essa ação obtém-se,

δS =

∫

dt [δρ (η̇ −H) + δη (ρ̇−H)] . (A.14)

Como H não depende de η̇, é imediato que,

ρ ≡ −∂L
∂η̇

. (A.15)

Por fim, pode-se definir o parênteses de Poisson como se segue,

{A,B}ρ,η ≡
∂A

∂ηj

∂B

∂ρj
+
∂A

∂ρj

∂B

∂ηj
. (A.16)

Se A e B são comutantes, então os parênteses de Poisson (A.16) são antissimétricos, para os

demais casos, os parênteses são simétricos. Aplicando-se para ρ e η obtém-se,

{ηj, ρk}ρ,η = δjk. (A.17)

Outros detalhes sobre a álgebra de Grassmann podem ser vistos em [28, 36].
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APÊNDICE B -- INTEGRAÇÕES FUNCIONAIS

O cálculo de integrais funcionais é uma questão delicada, chegando inclusive a nem

existir em alguns casos. Entretanto, as integrais de caminho encontradas nessa dissertação são

todas realizáveis, necessitando-se apenas de alguns cuidados.

Na secção 4.1, foi vista uma integral funcional do tipo,

∫

Dxµ exp

{

i

∫ τb

τa

dτpµẋµ

}

. (B.1)

Existem alguns métodos usados para se calcular integrais funcionais. O mais ’simples’ é o

método de particionamento do intervalo de tempo em pequenos ’pedaço’ de tamanho ǫ e então

realizam-se integrações convencionais para cada tempo especı́fico. A integral acima fica,

lim
N→∞

∫ N
∏

j=1

dxµ(τj) exp

{

i

N
∑

j=0

ǫpµ(τj)
[xµ(τj+1)− xµ(τj)]

ǫ

}

, (B.2)

onde será usada a notação dxµ(τj) = dxµj . Expandindo-se a soma tem-se,

∫

dxµ1dxµ2...dxµN exp {ipµ0 (xµ1 − xµ0) + ipµ1 (xµ2 − xµ1) + ...+ ipµN (xµN+1 − xµN)} .(B.3)

Organizando-se os temos, chega-se a seguinte expressão,

∫

dxµ1...dxµN exp
{

−ipµ0xµ0 + i (pµ0 − pµ1) xµ1 + ...+ i
(

pµN−1 − pµN
)

xµN + ipµNxµN+1

}

.(B.4)

Realizando-se as integrações em cada tempo obtém-se,

δ (pµ0 − pµ1) δ (p
µ
1 − pµ2) ...δ

(

pµN−1 − pµN
)

exp {−ipµ0xµ0 + ipµNxµN+1} . (B.5)

O produto de ’δ-deltas’ pode ser entendido como uma única ’delta’ na forma,

δ (ṗµ) exp {ipµ (xµN+1 − xµ0)} . (B.6)

Como foi estabelecido na secção 4.1, as condições de contorno são tais que, xµ0 = xµ(τ0) =

xµ(τa) e xµN+1 = xµ(τN+1) = xµ(τb), são fixos e assim chega-se a expressão,

δ (ṗµ) exp {ipµ (xµb − xµa)} = δ (ṗµ) exp {ipµ∆xµ} . (B.7)

Este é o resultado usado no capitulo 4.
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O cálculo das integrais funcionais nas variáveis grassmannianas pode ser feito de

maneira semelhante a realizada acima. Fazendo-se o particionamento do intervalo de tempo

obtém-se a expressão,

∫ N
∏

j=0

dθµj exp

{

N
∑

j=0

[

1

2
θµj
(

θµj+1 − θµj
)

+ iǫMpµj θµj

]

}

. (B.8)

Como o quadrado de qualquer variável de Grassmann é nula, a expressão acima se reduz a,

∫ N
∏

j=0

dθµj exp

{

N
∑

j=0

[

1

2
θµjθ

µ
j+1 + iǫMpµj θµj

]

}

. (B.9)

O termo quadrático em θµ pode ser escrito na forma, θµjθ
µ
j+1 =

∑N
k=0 θµjωjkθ

µ
k , em que ωjk

pode ser visto como uma matriz na forma,

(ωjk) =









0 1 0 0 ...

0 0 1 0 ...
... · · · . . .









(B.10)

Como somente a parte antissimétrica de ω contribui para o produto matricial, pode-se escrever

a equação (B.9) na forma de um produto de matrizes como se segue,

∫ N
∏

j=0

dθµj exp

{

1

4

N
∑

k,j=0

θµjωjkθ
µ
k +

N
∑

j=0

ǫMpµj θµj

}

. (B.11)

Nessa forma, é possı́vel fazer uso da seguinte identidade [28],

∫

2−
k
2 dη1dη2...dηkexp

[

−ηtAη+B
tη
]

=
√
detA exp

[

−1

4
B
t
A

−1
B

]

, (B.12)

em que η é grassmanniana e real. Assim, a equação (B.11) tem como resultado,

∝
√
detω exp

[

−1

4
P
t
µω

−1
P
µ

]

, (B.13)

em que P
µ = ǫMpµ. A equação (B.13), possui um termo grassmanniano quadrático em M no

exponencial, o que reduz a exponencial à unidade e o detω é apenas um fator numérico. Em

Resumo, a integral funcional em θµ se reduz a um fator constante.
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