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Resumo

Esta tese ¢ dividida em trés partes. A primeira parte apresenta uma revisao dos
conceitos basicos de entrelacamento de estados quénticos com dois e multiplos qubits,
incluindo os monotonos de entrelacamento e a medida do entrelagamento Groveriano,
que ¢ calculada através de um algoritmo genético. A segunda parte foca na proposta de
uma medida de entrelagamento para estados de quatro qubits que mensura apenas
estados com entrelagamento genuino. Exemplos do calculo do entrelagamento de
estados de quatro qubits, usando a medida proposta, quando estes sdo processados por
circuitos quanticos, sdo apresentados. Na terceira parte, a medida proposta € estendida,
para calcular o entrelagamento genuino de estados quanticos de seis qubits. Simulag¢des
numéricas foram realizadas para mostrar a variagdo, criacdo e destrui¢do do

entrelacamento de estados puros de seis qubits.



Abstract

This thesis is divided in three parts. The first one brings a brief review of the
basic concepts about entanglement of quantum states with two and multiple qubits,
including the entanglement monotones and the Groverian entanglement measure, which
is calculated by a genetic algorithm. The second part is focused on the generation of a
entanglement measures that identify only four qubit states with genuine entanglement.
Some examples of the calculus of the entanglement of four qubit states, using the
proposed measure, when these states are processed by quantum circuits, are presented.
In the third part, the proposed measure is extended, to calculate the genuine
entanglement of pure six qubits quantum states. Numerical simulations were realized
aiming to show the variation, creation and annihilation of the entanglement of pure six

qubits states.
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Introducao

Um dos diferenciais dos algoritmos quanticos ¢ o entrelacamento. Mais do que
um conceito, ele ¢ um recurso poderoso, uma caracteristica intrinsecamente quantica
que identifica relagdes entre qubits de um sistema composto. Utilizando-se de suas
propriedades peculiares foram desenvolvidas idéias como protocolos de criptografia

quantica e teleportacdo de estados quanticos.

Devido a importancia do entrelagamento, fazem-se necessarias medidas
adequadas para mensura-lo qualitativa e quantitativamente. E crucial ser capaz de
detectar quais tipos de entrelagamento existem em determinado estado. Para o caso
biparte e triparte puro, um amplo estudo ja foi desenvolvido. O presente trabalho busca

langar uma luz no entrelacamento de estados puros com quatro ¢ seis qubits.

Neste trabalho busca-se medidas capazes de separar estados com entrelagcamento
genuino de estado que ndo o possuem. Unida a essa idéia surge a busca do
entendimento de como o entrelacamento de subsistemas de um sistema maior variam
conforme o entrelacamento global do estado ¢ alterado. Diferentes aplicacdes e
simulagdes buscam apresentar o entrelacamento sob diferentes angulos avaliando a
relagdes existentes entre eles. Alguns dos frutos dessa tese sdo os artigos [OR10] e

[OOR11].

Esta tese estd dividida em sete capitulos. No Capitulo 1 sdo apresentados alguns
conceitos introdutorios sobre estados quénticos ¢ o conceito de entrelagamento. No
Capitulo 2, ¢ apresentado o entrelagamento Groveriano e como contribuicdo um
algoritmo genético desenvolvido para célculo do valor dessa medida para qualquer
numero de qubits. No Capitulo 3, sdo apresentadas as medidas tangle-3 e 7,
entrelacamento residual das negatividades, com as devidas comparagdes entre ambas
quanto as suas capacidades de detectar certos tipos de entrelacamento. Como
contribuicdo do trabalho ¢ proposta nesse capitulo uma mudanca no entrelagamento
residual de forma a detectar somente estados puros genuinamente entrelagados em 4
vias e, como exemplo, ¢ feita uma analise de estados grafos. No Capitulo 4, sdo

apresentadas quatro aplicagdes utilizando estados quanticos de quatro qubits

11



entrelagados em 4 vias. O Capitulo 5 estende a medida de quatro qubits para cinco e seis
qubits. O Capitulo 6 apresenta a busca por uma medida de entrelagamento genuino para
seis qubits puros e simula¢des de estados de seis qubits. Por fim, o Capitulo 7 apresenta

as conclusdes e perspectivas.
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Capitulo 1 Entrelacamento

1.1 Objetivo

O principal alvo, assunto do trabalho, ¢ o entrelacamento de estados quanticos.
Apbs uma definicdo matematica do que ¢ um estado quéntico e do conceito de
entrelacamento, sdo apresentadas revisdes sobre algumas medidas de entrelagamento

para estados quanticos de dois qubits.

1.2 Definigdes

O entrelagamento quantico ¢ uma propriedade da mecanica quantica que permite
a dois ou mais objetos estarem de tal forma relacionados que ndo € possivel descrever
completamente um deles sem relaciona-lo aos demais. Estas correlagcdes ndo podem ser
descritas apenas com probabilidades ou quaisquer outros recursos classicos.

Dado um sistema de duas partes entrelacadas, o entrelagamento faz com que
medigdes realizadas em uma parte paregam estar influenciando a outra parte e sugere
que alguma influéncia se propaga instantaneamente entre os objetos no momento da
medig¢do, independente da distdncia que os separe.

Hoje se sabe que a mecénica quantica possui propriedades que podem ser
utilizadas como recursos computacionais no processamento da informagao. Surge dai a
informagdo quéntica a aplicar os recursos da mecanica quantica e expandir a teoria da
informacdo e da computacdo classica a mnovos horizontes. Nessa dire¢do, o
entrelagamento € recurso chave para o entendimento e o uso da mecéanica quantica em

suas plenas potencialidades.

1.3 Entrelagamento entre dois qubits

Sendo o entrelagamento um recurso que pode ser utilizado de forma util em

computa¢do e comunicacdo quanticas, faz-se necessario detecta-lo e mensura-lo. Neste
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topico € apresentado o conceito de separabilidade, isto €, quando um estado quéntico

possui ou ndo entrelagamento.

Considere dois sistemas 4 e B com respectivos espacos de Hilbert H, ¢ H,.
Um estado de duas partes ¢ definido no espago de Hilbert do sistema composto dado por
H, ®H,. No caso de estados puros tem-se que para ser separavel ou desentrelagado ele

deve poder ser escrito como [NCO00]:
les)=les)|es)- (1.1)

Se ele ndo pode ser escrito nesta forma entdo ele ¢ dito ser entrelagado. Ampliando para
estados mistos, um estado quantico de duas partes é separavel se e somente se 0 mesmo

pode ser escrito como uma combinagao convexa de produtos de estados puros [NCO00]:

P = pp'®p, (1.2)

sendo Zpl. =1.

Para estados puros de dois qubits p4s, 0 uso da entropia de Von Neumann
[NCO0] nas matrizes densidades reduzidas p4 e pp ¢ suficiente para identificar o
entrelacamento e quantifica-lo. Ou seja, se a entropia do estado reduzido ¢ maior que 0,
entdo o estado composto ¢ entrelacado e este resultado fornece uma medida do
entrelacamento.

Dado um estado puro p4p com dois subsistemas A4 e B, os estados reduzidos sdo
definidos por p4 = trg (p4 ) € ps = tr4 (p4p ), sendo o traco parcial tomado sobre um dos
subsistemas 4 ou B. Assim, a entropia de Von Neumman dos operadores densidades

reduzidos ¢ dada por [NCO00]:
S(pA) = S(pB) = _tr(pA log pA) = _tr(pB log pB) . (1-3)

Para o caso de um estado p 45 desentrelagado tem-se que S(p,4) é zero. Para o caso
de p4p maximamente entrelacado tem-se que S(p4) € 1. Entretanto, para estados puz
mistos, a medida falha em distinguir correlagdes cldssicas e quanticas.

Um outro critério de separabilidade foi proposto por Peres-Horodecki [Per96]
para estados puros ou mistos no sistema composto $*° . Esse critério afirma que se a
transposta parcial do estado ndo for positiva semi definida, entdo o estado ¢ entrelacado.

Em [HHH96] ¢ demonstrado que esse critério ¢ necessario e suficiente apenas para
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estados puros no espago H, ®H, ¢ H, ®H,, ou seja, para os sistemas de dois qubits ou

de um qubit e um qutrit.

1.4 Entrelagamento entre multiplos qubits

Sistemas com mais de duas partes possuem, em relacdo aos tipos de

entrelagcamento, diversas nomenclaturas, pelo ponto de vista do nivel de separabilidade

ou do nivel de entrelacamento. A

Tabela 1.1 apresenta algumas dessas nomenclaturas.

Tabela 1.1 - Nomenclatura para niveis de entrelacamento em estado com varias partes

Nivel de entrelagamento

Nivel de Separabilidade

Descri¢do

Desentrelagado

Completamente separavel

Nao ha qualquer tipo de entrelagamento no

estado quantico

Parcialmente entrelagado

ou apenas entrelagado

Parcialmente separavel ou

apenas separavel

Possui algum tipo de entrelagamento, porém ndo

¢ completamente entrelagado

Completamente

Inseparavel

Todos as partes estdo entrelacadas entre si.

entrelagado Também ¢é equivalente a afirmar que o estado

possui entrelagamento genuino

Quando existem multiplas partes, existem muitas possibilidades de formagdo de
entrelagamento neste estado. A primeira pergunta seria: com que outras partes a parte A4
esta entrelagada? Se a resposta for “com todas as outras partes” entdo tem-se um estado
completamente entrelagado, que ¢ sinénimo de inseparavel ou ainda pode-se dizer que
este possui entrelagamento genuino. Se ndo existem partes entrelacadas entdo ndo existe
entrelacamento o que caracteriza um estado desentrelagado ou completamente
separavel. Se existem partes que compartilham entrelagamento entre si, mas ndo
compartilham com outras partes tem-se um estado parcialmente entrelacado ou
parcialmente separavel, que pode ser classificado de acordo com o tipo do

entrelagamento ou as configuragdes de entrelagamento que este possui.
Um estado puro “I’ e Am> com m subsistemas 4y, 4, ..., A4, € completamente

separavel em m partes se ¢ apenas se ele puder ser escrito como:
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W)= ) v ) (1.4)

Para compreender a estrutura dos estados completamente entrelacados pensemos
no seguinte exemplo: a medida de entrelagamento livre para estados de multiplas partes
[YS04] define que um estado puro ¢ completamente entrelagado se nenhum subsistema
puro pode ser dele extraido.

Para exemplificar: seja o estado p4pcp puro de quatro qubits. De acordo com
[YS04], ele ¢ completamente entrelacado se nenhum de seus possiveis subsistemas for
puro. A seguir todos os possiveis subsistemas:

o Com um qubit: py4, ps, pc, Pb-

e Com dois qubits: pap, pac, pPap, PBC, PBD € PCD.

e Com trés qubits: pusc, Pasp, LacDs PBCD.
Um estado de quatro qubits pode ser biparticionado de duas formas: duas particdes com
dois qubits ou uma particdo com um qubit e uma particdo com trés qubits. Sejam as

bipartigbes P; e P, que compde o estado denominadas complementares. Se
P =F ®PF,, entdo Py e P, sdo obrigatoriamente puros, do contrario, P, e P, serdo

ambos mistos. Desta forma, analisar apenas um dos complementares ¢ suficiente para
descobrir se ambos sdo puros ou mistos. Para cada um dos subparticionamentos de um
qubit existe um complementar com trés qubits. Para P; = py, tem-se P, = pgcp, € assim
por diante. Assim, para o caso de quatro qubits, analisar todas as biparticdes pode se
resumir a analisar apenas as particoes com um e com dois qubits. Se todos estes
subparticionamentos de um e de dois qubits forem mistos entdo p4pcp ¢ completamente
entrelacado.

Um estado puro # que possua algum tipo de entrelagamento, mas que nao seja
completamente entrelagado ¢ denominado parcialmente entrelacado. Isso implica em
duas coisas: a primeira ¢ que ele ¢ particiondvel em relacdo a um certo numero z de
particoes. Cada uma dessas parti¢cdes possui uma quantidade de entrelagamento. Sendo
parcialmente entrelacado, em # existem subparti¢des puras completamente entrelagadas
e 1 pode ser escrito como um produto tensorial dessas subparticoes. Dois conceitos
importantes surgem entdo: os conceitos de k-separabilidade e de entrelacamento em m
vias|GHH10]. Tais conceitos se relacionam respectivamente com o niimero maximo de
parti¢des puras em que ele pode ser particionado o estado e o nimero de qubits em cada

uma dessas partigdes. Seja o estado puro #, se 7 pode ser escrito como um produto de &
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particdes, entdo ele ¢ dito k-separavel. Se uma particdo de m qubits é completamente
entrelagada, entdo ela possui entrelagamento em m vias. Como exemplo, seja o seguinte

estado puro de seis partes:

1€) sscoer =|0>A[|OO>}2|H>} (|OOO>}Z|M>j (1.5)

O estado |e)4zcper pode ser decomposto em 3 particdes, P1=|e)s, Pr=le)sc, P3=|e)per €

pode ser escrito como |e) pcper=|e)le)scle) per. Nesta formagdo, P é desentrelagado, P,
e P; sdo completamente entrelagados. P, possui entrelacamento em duas vias ou biparte
e P; possui entrelagamento em trés vias ou triparte. Assim o estado |e)spcper € 3-
separavel e possui entrelacamento em no maximo trés vias. Trivialmente, todo estado de
p qubits que seja no maximo Il-separavel ¢ completamente entrelagado, e se for p-
separavel ¢ completamente desentrelacado. E, também trivialmente, todo estado de p
qubits que possuir entrelacamento em p vias € completamente entrelagado.

Em alguns momentos desse trabalho ¢ utilizado o conceito de permutagdo entre
qubits. A permutacdo faz com que a ordem dos qubits seja alterada, e essa alteracdo
muda completamente o estado do ponto de vista computacional ou operacional, no qual
a posi¢do em que o estado se encontra define sua funcdo dentro da operacdo a ser
realizada, tal qual um fung¢do, circuito ou protocolo. Mas quando este estado ¢ analisado
fora de um contexto operacional pode-se dizer que a permutacdo ndo altera nenhuma
das propriedades do entrelagamento do estado e que o entrelagamento de um estado de
multiplas partes ¢ uma propriedade global do sistema.

Assim, a permutagdo de qubits ndo altera as caracteristicas ou a interpretacao do
tipo e da quantidade de entrelagamento contida no estado. Como exemplo seja um

estado |p) de quatro qubits composto por dois pares de Bell

|ab) =|cd) = (]00) +[11))/ V2,

(1.6)
) =lab)ed).

Apds uma permutacdo das partes b e ¢, o estado passa a ser visto computacionalmente
por |p)=lacbd), mas ainda assim faz sentido poder escrever |p)=lab)|cd) como uma
simplificagdo de |p)1234=|a1b3c2ds)=|ab)13|cd),4, no qual os numeros indicam a ordem dos

qubits na visdo computacional do estado.
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1.5 Avaliando uma medida de entrelagamento

Diversos autores apresentaram trabalhos especificando quais requerimentos naturais um
bom quantificador de entrelacamento deveria satisfazer [Vid00, VPRK97, VP98]. Em
[Vid00], sdo propostos apenas 3 requerimentos, ¢ satisfazendo-os, a funcdo
quantificadora pode ser chamada de um monodtono de entrelacamento. As condi¢des

propostas foram:

1. O valor da medida deve ser zero para estados desentrelacados.
2. O valor da medida deve ser invariante sob operacdes locais unitarias (LU).
3. O valor da medida ndo pode crescer, em média, através de operagdes locais e

comunicagdo classica (LOCC).

A origem da condicdo primeira [Vid0O] ¢ de que estados separaveis ndo
possuem entrelagamento ¢ por isso ndo podem ser purificados. Entenda-se aqui uma
purificacdo P como um protocolo que transforma m estados p em n estados
maximamente entrelagados, com m > n. Assim, como estados separaveis ndo podem ser
purificados para gerar estados maximamente entrelacados, o valor da medida de
entrelagamento para eles deve ser igual a zero ou infima. Qualquer estado que contenha
algum tipo de entrelacamento pode ser purificado gerando estados maximamente
entrelacados, e o valor dessa quantidade de entrelagamento deve ser positiva dado o tipo

de entrelagamento que se deseja mensurar.

1.5.1 Monotonos de entrelagamento

Vidal no trabalho [Vid00] esclarece alguns conceitos sobre os mondtonos de
entrelagamento. E chamado um mondtono de entrelagamento ME todo quantificador
((p) que ndo cresca em média sobre transformagoes locais. Para compreender melhor, a
seguir ¢ apresentada uma série de consideragdes sobre o que ¢ uma transformagdo local
retirada de [Vid00].

Em primeiro lugar, as transformacgdes locais 7L de Vidal englobam tanto

operagdes quanticas locais QL como comunicagdo classica CC. Na auséncia de CC, as
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TL podem ser decompostas em 4 passos basicos, cada uma correspondendo a uma
manipulacdo fisica. Dessa forma, qualquer 7L pode ser alcancada por uma composicao
das seguintes operagdes fisicas realizadas localmente por cada uma das partes:
transformagodes unitarias locais, medi¢des de Von Neumman locais, adi¢do de qubit
auxiliar, remo¢do de qubit auxiliar previamente adicionado. O termo qubit auxiliar
refere-se a um qubit que ¢ adicionado ao sistema atual para obter de um espaco de
armazenamento adicional e realizar alguma operagdo computacional, tal qubit auxiliar ¢
normalmente retirado do sistema tdo logo finde sua necessidade. Cada uma das quatro
operagdes fisica apresentadas € descrita a seguir.

1. Transformac¢des unitarias locais: Uma transformacdo unitaria local é descrita

como:

p—p'=UpU", (1.7)

sendo U um operador unitario formado pelo operador identidade em todas as partes

exceto em uma, na qual ¢ aplicada uma transformacao unitaria. Por exemplo, para dois

qubits, as transformacgdes unitdrias locais s@o implementadas por U =U,4®Ip ou por

U=1,®Up , sendo U; unitaria no subsistema da parte i.

2. Medicdes de von Neumman locais:

Uma medicdo de von Neumman ¢ descrita como

p%{pk’pk}ﬂ (1.8)

no qual apenas uma das partes realiza uma medicdo de von Neumann, ndo
necessariamente completa, em seu subsistema local, fazendo com que p se torne p; com
probabilidade px . A medi¢do transforma o estado p, por meio do uso de projetores
formados pelo operador identidade em todas as partes exceto em uma, na qual ¢

aplicado um projetor.

3. Adic¢do de qubit auxiliar

A adi¢do de uma parte auxiliar, ou qubit auxiliar ¢ ¢ apresentada na sentenga
p—>p'=pdps;, (1.9)

sendo p; o estado do qubit auxiliar, resultando na adi¢do de mais uma parte ao sistema.
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4. Remogdo de qubit auxiliar
p—p'=Trp], (1.10)

sendo Trs[.] indicativo do trago parcial sobre o sistema &.

As operagdes 1 e 2 referem-se a operacdes quanticas locais que as partes
realizam no sistema, enquanto as operagdes 3 e 4 consistem na mudang¢a no niumero de
componentes do sistema composto em consideracdo. Em especial 1 e 3 sdo

normalmente reversiveis enquanto 2 e 4 sdo tipicamente irreversiveis.

1.5.2 Medidas para estados de dois qubits

Sendo possivel descobrir se um estado é ou ndo entrelacado, faz-se necessario
quantificar o entrelagamento nele contido. A seguir, sdo apresentadas algumas medidas
de entrelagamento para estados biparte que serdo utilizadas no decorrer do trabalho.

A primeira medida de entrelacamento ¢ a concorréncia de Wooters [Wo0098]

C(0). Ela esta relacionada com a operagdo de spin-flip de p dada por:

p=(0y®0'y)p*(c7y®0'y), (1.11)

sendo o * a operacdo de complexo conjugado. Define-se, entdo, a concurréncia de p

comao:
C(p)=max{0,4 4, — A4~ 4}, (1.12)

sendo 4; as raizes quadradas dos autovalores de p;) em ordem decrescente. A
concurréncia por si ja € um quantificador de entrelacamento sendo 0 para estados
separaveis e 1 para estados maximamente entrelagados.

A segunda medida € a negatividade. Ela esta profundamente relacionada ao
critério de Peres-Horodecki para determinar se um estado bipartite de qubits possui
entrelagamento. O critério de Peres [Per96] afirma que caso a transposta parcial de um
estado bipartite puro ndo seja positiva definida, entdo o estado é entrelagado. Em

[HHH96] é demonstrado que para dimensdes C, ®C, e C,®C,, ou seja, bipartite de

qubits e um qubit e um qutrit, o critério de Peres suficiente para determinar
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entrelacamento. A medida de entrelacamento negatividade ¢ definida como a soma dos

autovalores negativos da transposta parcial, ou seja:

N(O'):2Zmax(0,—yj), (1.13)

sendo 14 os autovalores da trasposta parcial de o. Ou de forma equivalente:

N(p45) =T £ (%) 1. (1.14)

1.6 Conclusio

Esse capitulo apresentou uma breve revisdo sobre a descricdo de estados
quanticos e o conceito de entrelacamento. Os capitulos seguintes apresentam mais

algumas medidas de entrelacamento e as contribui¢des desta tese.
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Capitulo 2 Entrelacamento Groveriano

Este capitulo aborda os seguintes assuntos: uma introducdo ao Entrelacamento
Groveriano (EG) [BNOO02], um método numérico para calcula-lo ¢ a andalise do
entrelacamento de alguns estados quanticos através dos resultados obtidos. Para melhor
compreender o EG, que ¢ baseado numa busca dentro do conjunto de todos os estados
separaveis, ¢ apresentada a medida entropia relativa de entrelagamento [VPRK97,

VP98].

2.1 Entropia relativa de entrelagamento

Uma das primeiras medidas de entrelagamento multiparte a surgir foi a entropia
relativa de entrelacamento [NCO00]. Ela ¢ definida como o minimo da entropia quantica
relativa S(o || p)=Tr(o log o— olog p) tomada sobre o conjunto D de todos os estados

separaveis p:

EE(O'):minS(O'”p). .1

peD

Calcular a entropia relativa de entrelagamento de o implica em encontrar o
estado separavel mais proximo ao estado o, sendo essa proximidade mensurada pela
entropia relativa. Por causa da minimizacdo ¢ dificil calcular analiticamente essa
medida, a ndo ser para classes de estados que possuam alta simetria. Entretanto essa
medida fornece um bom entendimento conceitual do que se espera de uma medida

multiparte.
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2.2 A medida de entrelagamento baseada no algoritmo de Grover

O EG ¢ uma medida de entrelacamento operacional, ou seja, ndo estd baseada
apenas em proposi¢des matematicas abstratas. Ela tem origem na medida do
entrelagamento da entrada do algoritmo quéntico de Grover[Gro97] e relaciona a
probabilidade maxima de se encontrar o elemento procurado a quantidade de
entrelagamento na entrada. Medidas de entrelagamento operacionais sdo desejaveis, pois
permitem uma compreensdo mais intuitiva das propriedades dos sistemas quanticos.
Para estados puros o EG ¢ equivalente a entropia relativa de entrelagamento, o que
significa que eles ordenam os estados quanticos de forma equivalente em relacdo a

quantidade de entrelacamento.

A generalizacdo do EG para o caso de estados misto tanto bipartite quanto
multiparte ndo ¢ adequada e ndo possui um sentido operacional, dessa forma optou-se

neste trabalho apenas por medidas de estados puros.

Diferente do caso de estados puros de dois qubits para os quais a entropia de
Von Neumman realiza uma descricdo completa do entrelagamento, nos estados
multipartes a quantificagdo do entrelacamento de estados mistos depende do contexto
fisico ou operacional especifico, ou seja, depende do uso que se pretende fazer do

estado.

A aplicagdo do EG para a analise do entrelacamento de alguns estados foi
realizada em [CBO05]. Nesses trabalho sdo apresentadas formulas analiticas para o
calculo do EG de estados quanticos que possuem certos tipo de simetria como, por
exemplo, os estados GHZ e W, e o calculo numérico de estados gerados aleatoriamente

e estados intermediarios das etapas de iteragdo do algoritmo de Grover [SSB04].

Uma contribui¢do do trabalho aqui realizado ¢ um método numérico baseado em
algoritmos genéticos pra calcular o EG. Outro foco do presente trabalho ¢ comparar
tipos distintos de medidas de entrelagamento multiparte. Ainda ndo se sabe se existe
uma medida geral que ao mesmo tempo envolva e simplifique as diversas medidas
atualmente consideradas boas (os atuais monotonos de entrelagamento). Analisa-los a

partir de uma vis@o comparativa deve contribuir na atual busca da universalidade.

Sendo o EG baseado no funcionamento do algoritmo quéntico de busca de

Grover, comegamos com algumas consideragdes sobre o algoritmo de Grover. Seja n o
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numero de qubits da base de dados, N=2" a quantidade de elementos no espago de busca
e r o conjunto dos estados que sdo solugdes do problema de busca. Tradicionalmente, a
entrada do algoritmo de Grover € o estado superposto uniformemente distribuido e

separavel dado por:
w)=—=2i). 2.2)

A aplicagdo do algoritmo sobre esse estado encontra o resultado procurado com
probabilidade de aproximadamente 1. E possivel ter uma probabilidade de sucesso
proximo a 1 sempre que a base de busca ¢ um estado completamente separavel [SSB04]
e quanto maior € o entrelagamento da base, menor € a probabilidade maxima de sucesso
do algoritmo. Esta relacdo entre o desempenho do algoritmo de Grover dado o

entrelacamento do estado inicial ¢ um dos pontos chave do EG.

Numericamente, o calculo do entrelagamento Groveriano esta relacionado a um
problema de maximizacdo: dado um estado |y), o qual deseja-se medir o
entrelagamento, deve-se descobrir qual ¢ o estado separavel |p), dentre todos os
possiveis estados separaveis de n qubits, que é o mais proximo a |y). Proximidade essa

¢ que ¢ descrita pela equagdo de fidelidade:
F(y.0)=|v]o). (2.3)

Descoberto o estado |p) que maximiza o valor de F, o calculo do EG ¢ feito através da

equacao:

G(y)=y1-F(v.9). (2.4)

Pode-se perceber a estreita relacdo entre o EG e a entropia relativa de
entrelagamento. A contribui¢do do EG ¢ utilizar esta formula de fidelidade ndo como
fim nela mesma, mas como um meio de se obter uma medida de entrelagamento
operacional [BDSW96], com sentido e contexto no desempenho do algoritmo quantico

de Grover.
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2.3 Demonstragio do entrelagamento Groveriano

Estes sdo alguns passos apresentados em [CB05] que mostram a equivaléncia entre

o EG e a entropia relativa de entrelagamento.

1.

Considere um estado puro separavel | ) com n qubits dado por

)=l 8 )@ ®

u,) (2.5)

Os n qubits de |y) sdo enviados para n pessoas distintas separadas umas das
outras.

Cada pessoa efetua uma operacao local U; a sua escolha.

Os n qubits sdo enviados de volta para a fonte. Nesse momento a fonte geradora

possui o seguinte estado quantico:

|v)=Uly)=(U,®U,®--0U,)(|u)®|w) ®-@u,) 2.6)

O estado W> ¢ usado como a base de dados a ser processada pelo algoritmo de

Grover.

Sendo P a probabilidade maxima de sucesso do algoritmo de Grover para uma
determinada entrada realizando-se o numero adequado de iteragdes, a variavel
P € dada pelo maximo P em relagdo a todas as possiveis variagdes das portas

U, ..., U, Pyugy € descrito pela maximizagdo expressa a seguir:

max

P (w):%”P(UI ®---®U, |p), ) 2.7)

Assumindo a existéncia de um unico estado marcado, solucdo sem perda de
generalidade, fagca |m) ser o estado marcado e |7) o estado inicial com
superposi¢do uniforme que ¢ a entrada padrao do algoritmo original de Grover.
Apds um numero adequado 7 de interacdes do algoritmo de Grover, o estado |7)
¢ convertido no estado |m) com probabilidade proximo a 1, conforme expresso

em:

Us

m) =|n)+ termos de correcdo . (2.8)

Que pode ser reescrita como:
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<m | (Ué )T = <77 | + corregdo 2.9)

8. Calcular a probabilidade do resultado do algoritmo de Grover para uma
determinada entrada ser um determinado estado |m) corresponde ao calculo da
fidelidade entre o resultado do processamento do algoritmo de Grover e o estado
|m). Nédo sabendo qual é o estado marcado, pode-se calcular o P,,,, em relacdo a
todos os estados e fazer a média. Assim, é possivel encontrar o valor de P, na
equagdo (2.7) maximizando-se a média das fidelidades referente a todos os N=2"

valores possiveis de |m).

N-1 P

Y [m|wHw, @--@u,)|¥) (2.10)
9. Substituindo a equagdo (2.9) na (2.10) tem-se:

-1

Y ||, ®--eu,)|¥) @.11)

10. A aplica¢do do conjunto de portas de 1 qubits sobre o estado separavel 77 no

termo (7|(U, ®---®U,) é também um estado separavel. Dessa forma pode-se

transformar a maximizacdo da média em rela¢do a todas as possiveis portas de
um qubit para uma maximiza¢do em relagdo a todos os possiveis estados

separaveis. Sendo | ¢; ) um estado de 1 qubit tem-se:

w>|2 - (2.12)

P (w)= max>|<el,...,en

‘31 seees€y

11. Tendo sido calculado 0 Py, 0 EG € definido por:

G(y)=1-P,. (v). (2.13)

Assim, quando P, tender a 1, o valor do entrelagamento tende a zero. Note que a

equacdo (2.13) apresentada ¢ equivalente a equacgdo (2.4). Dessa forma demonstra-se a

afirmacdo de que medir o Entrelagamento Groveriano esta relacionado a encontrar o

estado completamente separavel mais proximo ao estado analisado. Sendo S o conjunto

de todos os estados completamente separaveis de n qubits, o EG dado por

G(y/)zrtlflei}vl,ll—Fz(O',l//) (2.14)

¢ a medida entropia relativa de entrelacamento dada por
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E(y)=2-2max F(o,y) (2.15)

oeS
sdo ditas compativeis quando sdo aplicadas a estados puros.

O EG ¢ um monoétono de entrelagamento pois satisfaz os requisitos necessarios
apresentados na se¢@o 1.5.1 . Com relacdo ao primeiro requisito o EG o satisfaz, pois o
valor da medida de um estado separavel é aproximadamente 0 [SSB04]. Sendo um dos
passos do algoritmo analisar o estado em relacdo a todas as possiveis combinagdes de
portas de 1 qubit, tem-se que ele ¢ invariante sobre operagdes locais satisfazendo o
segundo requisito. Para satisfazer o terceiro requisito faz-se necessario a demonstracdo

do seguinte teorema [BNOO02].

Teorema: Sejam |y) e |¢#) estados puros de n qubits de tal forma que ¢ possivel

transformar | ) em |@) por LOCC. Entao G(|¥))>G(|#)).

Seja a métrica de distancia [Uhl76]

B(p,G)E,/l—Fz(p,G) (2.16)

¢ a minimizagdo que calcula o EG dada por

G(p)=minB(p,0). (2.17)

oeS

A transformacdo de |) em |¢) pode ser representada por uma operacdo quantica E,
descrita como |o){al=E(|w){y]). Sejam oy ¢ o» os estados que minimizam a equacio
(2.17) para os estados |y) e |¢) respectivamente. E mostrado em [BCFI96] que a

distancia B(p,0) entre dois estado nunca ¢ aumentada por uma operagao quantica, entao:

G(v)=B(o,.v) (2.18)
> B(E(0)). E(|w)(w])) 219)
=B(E(0,).9) (2.20)

Tem-se também que B(E(o7),9)>G(¢) alcancando a igualdade quando E(oy)=03 . Assim,
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G(v)=B(E(0,).4)2G(9). (2.21)

Dessa forma fica provado o terceiro requisito que atesta que o EG ¢ um mondtono de
entrelagamento, e assim ¢ uma maneira adequada segundo os padrdes atuais para se

medir entrelacamento.

2.4 Encontrando o valor da medida

Uma contribuicdo deste trabalho ¢ o uso de algoritmos genéticos para calcular o

EG. A maximizagdo do valor de P pode ser efetuada usando os seguintes métodos.
Sendo P(l//) :Ke| l//>‘2, n o numero de qubits e N=2", temos:
e Sendo |e) um estado separavel, entdo ele pode ser escrito como:
le)=le), ®le,), ®...8|ey ), - (2.22)
Cada estado de um qubit pode ser representado por:
|le,)=c0s6,|0), +e™ sin6, |1), (2.23)
e O estado |w) pode ser escrito por:
|w)=a,]00..0)+a,|00..1) +a, [11..1) (2.24)

A maximizacdo sobre ¢; pode ser substituida pela maximizagdo sobre os angulos 8 ¢ ¢

Ply)=lelv)
P.(v)= max, (e,...e, 1//)‘2 =, max P(6,..s6,,0,08,,¥) (2.25)

Existem formulas analiticas para o calculo de P, para estados com 4 e 5 qubits.

Nelas a maximizacao é resolvida fazendo-se:

o = P =0 para k=1,..,n (2.26)

20, o4,
Devido a dificuldade operacional de se encontrar formulas analiticas para um
nimero maior que 5 qubits, foi desenvolvido um algoritmo classico baseado em

algoritmos genéticos para o calculo do EG. Em [SSB04] ¢ desenvolvido também um

método numérico baseado no método de descida passo a passo ou aproximacdo do
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ponto de sela, que para um dado ponto inicial faz a fun¢do convergir para um minimo
local. Entdo o algoritmo ¢ rodado diversas vezes para tentar encontrar um minimo

global.

O interesse inicial no uso de um método baseado em algoritmo genético foi criar

um método simples e funcional para o calculo do EG com qualquer niimero de qubits.
2.5 Método numérico

2.5.1 Algoritmo genético basico

Os algoritmos genéticos sdo baseados na forma como a natureza evolui. Em
sintese, o algoritmo funciona gerenciando a evolugdo de uma populacdo que é composta
por um conjunto de individuos, sendo que cada individuo ¢ uma possivel resposta para o
problema em questdo. A populacdo evolui em geracdes e cada geracao ¢ composta pelos
seguintes passos:

1. Selecdo dos individuos que irdo se reproduzir.
2. Reproducido dos individuos selecionados gerando novos individuos.
3. Mutagdo da populagdo.
4. Escolha da nova populagao.
O objetivo do algoritmo ¢é encontrar o estado separavel que mais se aproxime do

estado do qual se esta tentando calcular o entrelagamento.

A funcio de avaliaciao

A fungdo de avaliag@o, que determina o qudo boa ¢ a solu¢do que o individuo
representa, ¢ dada pela funcdo fidelidade ‘<p|l//>‘ apresentada na equacgdo (2.3).

Maximizando essa fungdo tem-se o resultado do algoritmo.

A modelagem do individuo
A fungdo (2.25) apresenta a maximiza¢ao modelada em termo dos angulos ¢ ¢ o
dos qubits do estado separavel. Uma primeira abordagem para o individuo ¢ a
representacdo na forma canonica na qual o individuo ¢ um vetor de qubits contendo
apenas 0 ou 1. Um parametro denominado precisdo determina a quantidade de bits que
sdo utilizados para definir um angulo. Por exemplo, para um estado com # qubits, e uma

precisao de 4 bits para cada angulo poderiamos ter o seguinte exemplo de cromossomo:

29



A 9 A 7 ¢ o,
—— —— —— —

[0101000011010010---11110010]

Inicializacfo: A inicializagdo do algoritmo consiste na criagdo aleatoria de um conjunto
de individuos que hao de constituir a populacao inicial.

Crossover: Optou-se por realizar o crossover em dois pontos por mostrar-se mais
eficiente que em um tnico ponto.

Mutacao: Cada bit do cromossomo possui uma probabilidade de ser invertido.

Elitismo: O melhor individuo de cada populacdo ¢ mantido na populagio seguinte.

2.6 Casos de analise com o entrelagcamento Groveriano
2.6.1 Estados W

Para estados quanticos com 3 qubits foi demonstrado em [DVCO00] existirem
apenas duas classes de entrelagamento genuino, sendo que, mesmo estatisticamente,
estados de uma classe ndo podem ser convertidos em estados de outra classe através de
LOCC. Os principais representantes dessas duas classes sdo o GHZ[GHZ93] e o
W[CKWO00]. O estado W de n qubits tem a seguinte forma:

1
W) = 00...01)+/00...10) +...+{01...00) +(10...00 2.27
"), =7 )+100...10)+...+[01...00) +[10...00)) ~ (2:27)
Pela simetria apresentada no estado W, seu EG pode ser calculado pela seguinte féormula

analitica[ SSB04]:

G(W,)= 1—(”—_1j N (2.28)

n

Utilizando o método numérico proposto para o calculo do EG de (2.27) e comparando-o
com (2.28) resultado da Figura 2.1 foi encontrado. Como pode ser observado, o
resultado numérico coincide com o resultado analitico até o estado com 9 qubits, apds
isso, pequenos desvios sdo encontrados. Quanto maior o numero de qubits, mais
interagdes sdo necessarias para que o algoritmo encontre uma solucdo adequada a
margem de erro minima imposta pelo algoritmo, pois maior ¢ o tamanho do espaco de

busca.
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Figura 2.1 — EG do estado W versus o niimero de qubits sendo ‘0’ a férmula analitica e
“*” 0 método numérico.

2.6.2 Estados GHZ

Outra simulag@o interessante ¢ a analise da quantidade de entrelacamento do
estado GHZ variando-se a amplitude dos dois termos nele contidos. O estado GHZ de n

qubits possui a seguinte forma:

|O>®n n | 1>®n

| l//GHZ >n = \/5

(2.29)

Dada a caracteristica propria da simetria dos estados GHZ. O valor do EG ¢
aproximadamente 0,7071 para qualquer nimero de qubits. Analisando-se um estado

mais genérico que o GHZ,4 expresso por:
lw), =a*|0000)+5*[1111), (2.30)

¢ possivel tracar o grafico de EG variando o coeficiente a* de 0 até 1. A Figura 2.2

apresenta o resultado obtido com a simulagdo com algoritmo genético. O grafico
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comeca ¢ termina em 0 que é o valor do entrelacamento dos estados puros [0000) e

[1111) e alcanga o valor méaximo de 0,7071 para amplitudes igual, a=b=(0,5)"".

Entrelagamento Groveriano

1
i 01 0.z 0.3 04 0.4 0.6 0.7 0.4 0.9 1
Valor de a2

|:| | 1 1 |

Figura 2.2 — EG do estado | )4 equagio versus o valor de a*.

2.7 Conclusiao

Este capitulo apresentou o entrelacamento Groveriano, que ¢ utilizado como
medida comparativa no capitulo seguinte. Apresentou também alguns parametros do
algoritmo genético desenvolvido para calcular o EG para qualquer nimero de qubits.
Em seguida alguns graficos de simulacdes do entrelacamento de estados conhecidos

foram desenvolvidos no intuito de demonstrar o funcionamento do algoritmo.
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Capitulo 3 Entrelacamento Residual com
Negatividade

Este capitulo estd relacionado & medida de entrelacamento residual com
negatividade [OF07]. Apos apresenta-la ¢ feita uma extensdo para o caso de 4 qubits
como contribuicdo do trabalho. Essa extensdo permite detectar estados genuinamente

entrelacados em quatro vias. A medida proposta ¢ comparada com o EG.

3.1 Entrelagamento residual para estados de trés qubits com tangles

Para o caso de 3 qubits tem-se uma medida amplamente utilizada e conhecida
por tangle-3 [CKWO00], ou 7. Para o estado puro de trés qubits p4pc, a desigualdade

CKW requer que uma boa medida de entrelagamento respeite a seguinte desigualdade:
Ep+Ei SE . (3.1)

E demonstrado em [CKWO00] que a concurréncia respeita essa propriedade de forma que
tem-se:

Cis+Cle <Clpgy (3.2)

sendo Cyp ¢ Cyc a concurréncia dos estados reduzidos py=Trc(|o)slT)),

pac=Trg(|0) 3 ]) € Case=2(det(p))"?, com p=Trzc(|o ) as{c]). A medida tangle-3

mede a diferenca dessa desigualdade:
;= Cfl(BC) - Cle - Cjc- (3.3)

Tem-se ainda que permutando os qubits o valor de 73 continua o mesmo, ou seja:
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L= Clz?(AC) ~Cz4—Cies (3.4)
= Cé(AB) - CéA - CZ‘B : (3.5

Quando utilizado para quantificar o estado |GHZ); a medida retorna valor igual a
1 indicando entrelagamento maximo em 3 vias. Aplicada ao estado |W);, tem-se
5(|W)3)=0. Ja que o |W); ndo pode ser decomposto como um produto tensorial de
estados puros de um qubit, ele deve possuir algum tipo de entrelagamento nao detectado

por z.

3.2 Entrelagamento residual com negatividade

A medida de entrelacamento residual com negatividade, ou 7, utiliza o mesmo
modelo da medida 73, porém utilizando a negatividade ao invés da concurréncia. E
demonstrado [OF07] que a negatividade também respeita a desigualdade CKW da

forma:

N3, +N,. <N (3.6)

(50)>

sendo N4z e Nyc a negatividade dos estados reduzidos pus € puc € Naso= Casoy
Utilizando a concurréncia, o resultado da diferenca na desigualdade ¢ invariante sob a
permutacdo do qubit em foco, entretanto utilizando a negatividade os resultados podem

ser diferentes:

T, =N31(BC) _Nle _Njc
Ty :szz(AC) _NéA _Néc . (3.7)

2 2 2
Te= NC(AB) —Ngy—Negg
Desta forma, a medida 7z ¢ tomada como a média aritmética dos 3 resultados:
1
7r3=§(7zA+7zB+7rc). (3.8)

Assim, a medida se torna invariante sob a permutagdo de qubits.
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Uma implicacdo dessa medida € encontrar para todos os estados da classe W
entrelagamento superior a zero. Caracterizando o estado W como entrelagamento em

trés vias.

3.3 Extensio da medida entrelagcamento residual para estados de 4

qubits

A extensdo natural apresentada em [OF07] para o entrelagcamento residual entre

4 qubits ¢ dada por:

1
., ZZ(ﬂ'A+7Z'B+7Z'C+7Z'D)
_ar2 2 2 2
T4 _NAfBCD_NAB_NAC_NAD
2 2 2 2
”B:NBJCD_NAB_NBC_NBD . (3.9
2 2 2 2
e :NciABD_NAC_NBC_NCD

_ar2 2 2 2
Tp _NDfABC_NAD_NBD_NCD

No intuito de compreender a maneira como as medidas G e = diferem quanto a
mensurac¢do do entrelagamento, uma série de simulagdes foram desenvolvidas das quais
algumas encontram-se a seguir. Um estado puro bastante interessante de 4 qubits, o qual
acredita-se ser de uma classe de entrelacamento diferente da GHZ e W ¢ o estado |y
[YCO06, YLO8]. Esse estado foi utilizado na teleportagdo de pares de estados quanticos e

outros protocolos. Ele ¢ da forma

)= (l20)+12) e, (.10)
|go>=%(|0000>—|0011>—|0101>+|011o>), (3.11)
|gl)=%(|1001)+|1010)+|1100>+|1111)). (3.12)

Como caracteristicas importantes, o estado |yoo) possui entrelacamento maximo
entre as partigdes AB e CD e entre AC e BD. A entropia de Von Neumann também ¢

maxima para os estados reduzidos 4D e BC.

A medida de entrelacamento Groveriano propde detectar qualquer

entrelacamento que exista no estado. Seja completamente entrelagado ou parcialmente
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entrelacado o valor do entrelagamento deve ser maior que 0. A medida de
entrelagamento residual com negatividade propde detectar qualquer estado que possua

entrelagamento genuino em 3 vias.

O grafico da Figura 3.1 apresenta a variagdo do entrelagamento da generalizagdo

do estado | 7,,) , variando-se o valor de p em

|2)=~lp|&)+1-p|e). (3.13)

Encontramos uma ordenacdo de estados equivalentes para ambas as medidas, com

diferenga apenas na forma de crescimento do entrelagamento, como apresentado na

Figura 3.1.
1.058 t t t t t t t t t
G
1r . * . i
O - -
= 095 . . .
(0]
% - -
S 09 .
(_U - -
() *
S nest + * 4
LICJ * + P + *
+ 4 +
L. * * . -
0.g + +
+ +
+ +
0.75 ¥ *
+ *
D ?":"' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 o
' 0.1 02 0.3 0.4 0.5 & 07 0.8 0s
2
p

Figura 3.1 — Medidas G e i do estado |p).

E interessante perceber que ambas as medidas eram maiores do que 0 para p*=0 e p*=1.
Se as medidas detectassem apenas entrelagamento genuino em 4 partes o resultado
deveria ter sido igual a 0 ja que os estados |&) ¢ |&) sdo parcialmente separaveis em
relag@o ao primeiro qubit. Esse fato sera abordado na se¢do seguinte.

Quando analisada a superposicdo dos estados GHZ; e W4 segundo a formula
(3.14) ndo ¢ encontrada equivaléncia das duas medidas em relacdo a ordenagdo de

estados quanto ao valor do entrelagamento:
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|V/>ABCD=\/;|GHZ>+V1_p|W>' (3-14)

1 . I:I5 T T T T T T T T T
il phz )
%

0.95 i

0.9

0.85 ", .

0.8

075
FGighz4) "o ()

valor do entrelacamento

0.7

0.65

08

|
0.1 0.2 03 04 os o0& 07 oe 09 1

|:|55 | | | |
a
ghz para w

Figura 3.2 — Medidas G ( linha com asterisco) e z ( linha pontilhada).

Enquanto o m é sempre decrescente, o EG possui um ponto de inflexdo que separa 2

conjuntos de ordenagdo diferentes.

3.4 Uma nova medida de entrelagamento genuino entre 4 qubits puros

A proposta dessa se¢do ¢ uma contribuicdo desse trabalho e estd publicada em
[OR10]. Um dos problemas encontrados na extensdao do entrelagamento residual para
multiplos qubits como proposto em [OF07] ¢ o fato de que ele retorna entrelagcamento
maior que 0 para estados que ndo eram completamente entrelagados. Foi observado que
a medida detectava qualquer entrelacamento maior que 3 vias. Ou seja, se (| ¥ 450)>0,
entdo m(| P 4sc®|W)p)>0. No intuito de detectar apenas estados completamente
entrelagados ¢ feita a seguinte mudanga no calculo do entrelagamento: ao invés de usar
a média aritmética, ¢ utilizada a média geométrica no calculo do entrelagamento

residual:
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Ty = 7y 7o Ty (3.15)

Assim, quando for analisado um estado da forma |l//>[jk®|(p>w, ter-se-4 7x=0 com

X={A, B, C, D} e conseqiientemente ms=0. A explicacdo desse fato encontra-se na
sec¢do 5.3 em detalhes.

Para mostrar que o 7z ¢ um monoétono de entrelagamento para estados de quatro
qubits ¢ necessario comprovar algumas propriedades. Primeiramente, ele precisa ser
invariante sob operagdes locais unitarias (LU). Seja o estado de quatro qubits |y) e

|A=U,QUp@URUp|y), entio:

Vi aao () =2(1=7 3 9) ) =2(1-7{ [ () U T} |
=2(1-17[Up, (W) U2, (W) UL ]) =2(1-T [0, (w))UL]) - 3.16)

:Z(I—Tr[pj (| l//>)]) - Nj_BCD (|l//>)

O resultado (3.16) deriva do fato de que a operagdo do traco ¢ a soma dos autovalores e

que eles sdo invariantes sob opera¢des unitarias. A mesma prova se estende para N 4cp,
Nc 48p, Np 4pc que sdo todos invariantes sob operagdes unitdrias. A negatividade
biparte  proposta por Vidal e Wemer ¢  invariante, ou  scja,
NAB(pAB)ZNAB[(UA®UB)pAB(UA®U3)T], ou seja, a agdo dos operadores unitarios Uy e Up
ndo altera o valor da negatividade da parte p4p. Dessa forma, Nyg Nac, Nap, Npc, Npp €
Ncp s@o invariantes sob operagdes locais. Sendo todas as negatividades utilizadas na
defini¢do de 74 invariantes, o proprio z4 ¢ também invariante.

A prova de que o entrelagamento ¢ nulo para estados desentrelagados e que

74(Jy))=0 deriva diretamente de
leAz +N/24,A3 +"'+N/21,AA SNA%_AZ.“AA (3.17)

provado em [OF07].

Por ultimo, para mostrar que a medida nao cresce sob LOCC, ¢ aqui apresentado
sem perda de generalidade que my ndo cresce sob LOCC. De acordo com [Hor05,
DBKMO06] 734 ndo cresce sob LOCC se ela for invariante a operagdes locais unitarias e

as condi¢oes FLAGS sao satisfeitas
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o @lndal |- o (o). 6.18)
O termo da esquerda da equagio (3.18) implica em
7, [;pw &ln)n |j N o T 0l |j
~ N Zp;p(i) ®|n,){n,|

(3.19)
- N Zp,.p(")®|77l_><77i|

~Nip| 200" 8|0 )(n |

Como a negatividade obedece as condigdes FLAGS individualmente [Hor05], tem-se

7T 4 (Z pip(") ®|77,~><77,~ U = Zp"Nj,BCD (p(i))_zpiNjB (p(i))
X pNie(p7) - XpNi (A7),
- Zpi [Nj,BCD(p(i))_NjB(p(i))_Njc(p(i))—NjD(p(i))]

= Zpi”A (p(i))-

(3.20)

Com todas essas condi¢des satisfeitas, a medida 7 se enquadra como um monotono de
entrelagamento.

Enfim, a Tabela 3.1 mostra alguns resultado significativos da analise da
quantidade de entrelagamento presente em alguns estados ja apresentados no trabalho
utilizando a medidas m e mg.

Tabela 3.1 — Comparativo entre as medidas residuais com média aritmética mz e média
geométrica 7 4.

Estado b G
W4 0,6213 0,621
\GHZ)4 1 1
K2, 1 1
l&r) 0,75 0
|82> 0,75 0
[W)3®0) 0,412 0
|GHZ);®|0) 0,75 0
|\GHZ),®|GHZ), 0 0
|GHZ),®|0)®|0) 0 0
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Como pode ser observado, todos os estados ndo genuinamente entrelacados em 4 vias
tém entrelacamento igual a zero com a medida 74g. Os estados que possuem
entrelacamento no minimo em trés vias obtiveram resultado maior que zero com a

medida 74
Agora, o estado com estrelagamento genuino em 4 vias |y) [YCO06] ¢ analisado

utilizando-se apenas a medida residual geométrica. Seja uma generalizacdo do estado

0

_|§0>+|§1>
|Z>_—ﬁ (3.21)

|£,) = cos(6)|0000) —sin (6)|0011) —sin (#)[0101) +cos(¢4)|0110)  (3.22)
|£) = cos(#)[1001) +sin (#)[1010) +sin (0)[1100) + cos (&) [1111) (3.23)

O entrelagamento em 4 vias medido por 74 versus os angulos € ¢ ¢ ¢ mostrado na
Figura 3.3. Os angulos variam entre 0 e /2. Pode-se perceber que o valor do

entrelagamento tende a zero quando o estado |y) tende aos componentes | &) e |£)) .

Entrelagamento

Figura 3.3 — Entrelacamento de | ), versus #e ¢ medido por mg.
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E apresentado na Tabela 3.2 uma comparagdo entre 0 ms ¢ o EG. Da mesma
forma que para o 7, existem estados formados por produtos tensoriais para os quais o
EG ¢ maior do que zero. Como foi dito, isso acontece porque o EG detecta a presenga
de qualquer tipo de entrelagamento. E interessante notar que os estados | i), [y,
|ws), |wo), |wi0) correspondem a classes distintas de entrelagamento [VDMVO02]. Todos

eles podem ser detectados utilizando mg, porém passam despercebidos utilizando-se o

EG.

Tabela 3.2 — Entrelagcamento de estados de quatro qubits medidos com G e com mg.

Estado Quantico Eg 4G
[y)=(101)+10))/2"2®(|0)+1))/2"*@(|0)+H1))/2"* 0.707 0
|y2)=(/00)+11))/2"2®(|00)+11))/2'? 0.866 0
lya)=(1000)+111))/2"*®(|0)+1))/2"? 0.707 0
lw)=(1001)+/010)+|100))/3"*®(|0)+|1))/2"> 0.745 0
|£)=(/0000)-|0011)-|0101)+/0110))/2 0.707 0
IED=(11001)+{1010)-+/1100)+1111))/2 0.707 0
w=l)=(1&)He2"? 0.866 !
|6)=(10000)+|1111))/2"2 0.707 1
ly2)=(10001)+|0010)+/0100)+|1000))/2 0.76 0.6213
lws)=(10000)+|0101)+/1000)+|1110))/2 0.707 0.7140
|6)=(10000)+[1011)+/1101)+/1110)/2 0.81 0.9306
|w10)=(10001)+|0110)+/1000))/3" 0.81 0.7995
lp11)=(/0000)+/0111)+1011)+1100})/2 0.866 1
[1/1,)=(10000)-|0101)+/1010)+/1111))/2 0.866 1

Como pode ser visto na Tabela 3.2, existem estados de quatro qubits que ndo sdo
completamente entrelagados (Jy1),...,|wa),|E0),I<1)), para os quais, suas medidas de
entrelagamento para EG sdo maiores que 0. Por exemplo, o estado |y;) possui apenas
entrelagamento biparte, ja que o primeiro e o segundo qubit ndo podem ser escritos na
forma de produto tensorial. Assim P,,, serd menor do que 1, fazendo o EG maior do
que 0. Para estes mesmos estados o resultado do entrelagamento segundo a medida z¢ €

igual a 0.
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3.5 Entrelagamento de estados grafos de quatro qubits

Estados grafo sdo estados quanticos representados na forma de um grafo. Uma
forma interessante de ver o entrelacamento em 4 vias ¢ utilizando estados grafos

[YLOS8]. Seja o estado grafo de quatro qubits dado por

®4
0)+|1
|G) =URURULURULUS; (%] , (3.24)
U, =[0){(0] ®1,+|1)(1| ®Z,. (3.25)

A porta Uj; € a operagdo de inversdo de fase controlada aplicada nos qubits i e j,
e by e {0,1} (k=1,..,5). Se a porta Uj; é aplicada, significa que existe uma aresta ligando
os dois pontos representados pelos qubits i e j no grafo. Dadas as 64 possiveis
combinagdes para k, se o grafo formado pelo estado for conectado, o estado em questdo
possui entrelagamento residual geométrico igual a 1. Se ele ndo for conectado, entdo o
valor da medida ¢ igual a 0. A relagdo entre conectividade e entrelagamento ja tinha sido
apontada em [CZGO7]. Alguns exemplos de estados grafos sdo apresentados na Figura

3.4.
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Estados Maximamante entrelagados Estados desentrelagados em 4
em quatro vias vias

b ={bybbybb,bs )

1 3 ; P 3
2 4 2 4
b={001011} b={000111}

1 3 E 1 3
2 4 E 2 4
b={001101} b={001100}

1 3 1 ® 3
2 4 2 4
b={011010} ’ b={100010}

Figura 3.4 — Estados grafos maximamente entrelacados e desentrelagados.

3.6 Identificando estados maximamente entrelagados

Pesquisas sobre estados de quatro qubits altamente entrelacados foram realizados
analiticamente em [HS00] ¢ numericamente em [BSSBO05]. Os estados obtidos em

[HS00] e [BSSBO05] sdo, respectivamente,

|1//HS>=L[|1100>+|0011>+a(|1010>+|0101>)+a2(|1001>+|0110>)], (3.26)

(o)

|z//4>=%{|oooo>+(@]|m1}+|1101>+[%]|110}}. (3.27)

Na sentenca (3.26), & :(_1+\/§j) / 2 utilizado para simplificar a equagdo. Para

ambos os estados, o entrelacamento residual geométrico ¢ mag(|Wus))=mac(|way)=1. O
resultado conseguido com a medida m¢g difere da conclusdo expressa em [BSSBO05], no

qual ¢ utilizada uma medida de entrelagamento baseada numa otimizagdo numérica
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utilizando o algoritmo hill climbing, ou algoritmo de melhorias iterativas. Em [BSSBO05]
o autor encontra Enpr(|wrs))~6.0981 ¢ Enpr(|a))=5.9142, sendo Eypr também uma
medida baseada no critério da transposi¢do parcial. A conclus@o em [BSSBO05] ¢ que
|ws) € um estado altamente entrelagado, porém niao maximamente entrelacado tal qual
|wus). A conclusdo alcangada nos testes com mg ¢ que o resultado que diferencia
Enpr(|wus)) and Enpr(|wsy) deve-se a um erro numérico comum em algoritmos de
otimizagdo ¢ que os autores em [BSSBOS5] tiveram sucesso em encontrar um novo
estados maximamente entrelagado de quatro qubits.
Por fim, o estado quantico
:|oooo>+|0111>+|1011>+|1101>+|1110>

|‘//m> NE] /6

proposto em [LBSA07] ¢ também um estado de 4 qubits maximamente entrelacado com

(3.28)

74| Ym))=1.

3.7 Conclusiao

Neste capitulo, foi inicialmente feita uma revisdo das medidas de entrelacamento
residual com concurréncia 73 e com negatividade ;. O entrelagamento residual com
negatividade mostra-se melhor por ser capaz de detectar entrelagamento em 3 vias nos
estados da classe W. Entretanto a extensdo do entrelagamento residual para multiplos
qubits ndo é adequada para detectar estados completamente entrelagados. A adaptacdo
do uso da média geométrica mostrou-se mais adequada detectando apenas os
entrelacamentos genuinos. Ainda na mesma idéia foram comparados o residual
geométrico ¢ o EG. O EG mostrou-se incapaz de separar classes distintas de
entrelagcamento. Por fim, grafos facilmente identificaveis foram utilizados para formar
estados completamente entrelagcados e completamente desentrelagados no intuito de

validar a medida proposta mg.

44



Capitulo 4 Aplicacoes para 4 qubits

Este capitulo estuda a variagdo do entrelagamento de 4 vias quando o estado de 4

qubits € processado por um circuito ou canal quantico.

4.1 Teleportacio de circuito quintico de dois qubits

Estados de quatro particulas contendo entrelagamento em quatro vias sdo
particularmente uteis para teleportacdo de portas de dois qubits. Por exemplo, o estado
(|0000)+[0111)+/1011)+|1100))/2 foi utilizado na teleportagdo de Portas CNOT [GC99].
O estado | P 45cp=(/0000)-|0101)+{1010)+[1111))/2, que tem mc=1 e por sua vez, pode
ser utilizado na teleportagdo do circuito de dois qubits C=Cz(Z&®I)Sw, sendo Cy a porta

de fase controlada e Sw a porta Swap, como mostrado na Figura 4.1.

B : Z
a|00)+ B|01)+y|10) + &[11) >< : T a|00)+y|01)— B|10)+&£|11)

»
=
N

Figura 4.1 — Circuito quantico a ser teleportado. Sw corresponde a porta Swap.

A idéia da teleportacdo € a seguinte. Alice possui o qubit pg, Bob possui o qubit pr,
ambos desejam enviar o resultado de C(ps® pr) para Charlie através de teleportagao.
Para isso, basta que Alice, Bob e Charlie, compartilhem o estado quantico | % 4pcp ©
utilizem o esquema da Figura 4.2. Alice tem posse dos qubits E ¢ D, Bob possui os
qubits F e A e Charlie possui os qubits B e C. Alice ¢ Bob realizam as medigdes ¢
enviam o resultado para Charlie que estara apto a, apenas realizando operacdes locais

obter o resultado do circuito C aplicado aos qubit pg € pr.
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F
(|00} + g0+ [10) 1)), T LA

A Esnca
B 4
(10000)—|0101)+[1010) +[1111)) .,

2 C

@|00)+y|01) - B|10) + &£[11)

Portas de um qubit con
classicamente

. 4 —
Informagéo

E Classica
H

N

Figura 4.2 — Circuito quantico para teleportacdo de circuito de dois qubits.

Para o sucesso da teleportacdo Charlie deve efetuar as corre¢des nos qubits B e C

baseado nas informagdes enviadas por Alice e Bob, de acordo com a Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Tabela de correcao de Charlie.

Resultado da Operagdo Resultado da Operagao
medigdo quéantica medigdo quéantica
(AFDE) (AFDE)

0000 I®I 1000 ZRX
0001 I 1001 I®X
0100 1®Z 1100 ZR7ZX
0101 87 1101 I®ZX
0010 ZXZQZ 1010 ZXQZX
0011 XZ®Z7Z 1011 X®ZX
0110 ZXZRI 1110 ZX®X
0111 XZ®I 1111 X®X

4.2 Envio de informagio por canal ruidoso

Como segunda aplicagdo, assuma que cada qubit do estado quantico:
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00) +|11
|\P>AB:| >AB\/§| >AB (4‘1)

¢ enviado por um canal ruidoso modelado pela interagdio com o meio através de

operagdes unitarias Uy para o qubit 4 e Up para o qubit B. Esse esquema ¢ mostrado na

Figura 4.3.

0)
A Uy

oo Vo )
UB

e ABe,

|0> e2

Figura 4.3 — Dois qubits entrelagados enviados por um canal ruidoso.

Considerando U =exp(i0X®X) e Up=exp(ipX®X), ¢ o estado inicial do ambiente igual a

|0) para ambos os canais, o estado total dado por |‘P> 5., © 0 estado bipartite p4 podem
6A4bey

B

ser calculados por:

00)+{11
1), 0,000, 21 1o, 02)
Pag = TI/;EIEZ ( ‘P>61ABEZ ) 4.3)

Na Figura 4.4 sdo sobrepostos os graficos resultantes das medidas 7, (|‘P> B )
qAabe,

e da negatividade de p4p N(p45) versus os angulos 6 e ¢ que modelam os canais. O
resultado da andlise do grafico implica que quanto maior o entrelacamento
compartilhado entre o par p4p, menor o entrelacamento em 4 vias do estado de quatro

parte e vice-versa.
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Entrelagamento

Figura 4.4 — mg e Nyp versus e @.

4.3 Teleportagio de estados da forma «00)+411)

Considere agora o seguinte estado quantico maximamente entrelacado (ms6=1):

|§0>=%[|0001>+|0010>+|0100>+|0111}] (4.4)
|§1>=%[|1000>+|1011>+|1101>+|1110>] (4.5)
2= 7=(4)+1£)) (+.6)

Esse estado ¢ localmente equivalente a um grafo maximamente entrelacado. Essa

equivaléncia ¢ dada por:

®4
0)+|1
| z1)=(H,®1,®1,® HZH,)U,,U,;U,, (%} : (4.7)
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Quando dizemos que o operador S estabiliza um estado |y), significa que

|)=S|y). O estado [y11) é estabilizado por:

S=X"@X X ®X". (4.8)

Na equagdo (4.8) a, b, ¢ e d formam uma string bindria que deve possuir numero par de
I's. Assim, |y1;) € robusto contra a inversdo de quaisquer dois qubit ou a inversao de
todos os qubits. O estado [y;;) também ¢é localmente equivalente ao estado quéntico
(|0000)-|0111)+/1000)+H1111))/2,

|0000) —|0111)+[1000) +|1111) ]

|111>=(11®H2®H3®H4)[ : . 4.9)

Utilizando o circuito quantico da Figura 4.5, o estado (J0000)-|0111)+/1000)+1111))/2
pode ser empregado para teleportacdo quantica de estados de dois qubits na forma
al00)+p|11). Se o resultado da medicdo classica for igual a 1, entdo a porta

correspondente deve ser aplicada para correcao dos qubits B e C.

e HA
(«l00)+ A1), & gy — s

|
B X H7] :
(/0000)~[0111) +[1000) +[1111)) : ! a|00)+ |11
2 : [z - x| Z — |00)+ B11)
| Portas dg um qubit |
[, _*QnLLOJadas_T_z&sicamemi _1
24 9—|’7(
Informagéo
F H /7( Classica

Figura 4.5 — Circuito quéantico para teleportagdo do estado a|00)+p|11) .

4.4 Criagdo e destruicido do entrelagamento

4.4.1 Caso 1

Seja o seguinte esquema apresentado na Figura 4.6, sendo / a porta identidade
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A
1 )
B
(/0000) +[0011)+[0110)+[1001) +1100) +|1111)) !
7 C pBC> |‘P>
-i0Z®Z
e

Figura 4.6 — Circuito Quéantico para observagdo do aumento e da diminui¢do do
entrelacamento.

O estado de saida ¢

|0000)+|0011)+|0110)+|1001) +[1100) +[1111})

ABCD

|V/> _ (1(2) Q e 07%7 )(

. . . . Ve . . (4.10)
(¢7710000)+¢7|0011)+¢”|0110)+ € [1001) + € [1100) + e [1111))
= NG :
Tome em seguida o traco parcial sobre as partes AD
1/3 0 0 1/3cos(20)
0 1/6 0 0
pac=Trw(l¥))=| 0 s 0 (4.11)
1/3cos(26) 0 0 1/3
cuja concurréncia ¢ dada por
1 1
C(pBC)=2max{0,§cosz(29)—£}. (4.12)

Assim, ppc ¢ desentrelagado para @ pertencente aos intervalos [7/6,7/3] e [27/3,57/6]. A
Figura 4.7 mostra que quanto maior o entrelagamento versus € em quatro vias ma(|y))

menor o entrelagamento em duas vias dado por N(ppc) € vice versa.
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0.9 /‘4‘\ [ ——

08l / \ / \

o7k / \

Uy / \v/
Entrelagamento
em quatro vias

0.6
L
c
[}
£ 05-
O
Kol
S
E 04 Entrelagamento biparte

0.3

0.2

0.1

0 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Figura 4.7 — Entrelacamento em quatro vias e biparte apresentados em (4.10) e (4.11).

4.4.2 Caso 2

Seja o estado de quatro qubits

@) o))+ ¥)

PP )]

) =(1" ®@c"* ©1%) =)

Nele, tem-se [D5)=(|00)£|11))/2"2 e [¥H=(|01)£/10))/2"%. O estado |p) & gerado pelo

seguinte circuito quantico:

AL
B
o oo e e (0
2 T T NP
D
— —

Figura 4.8 — Circuito para observacdo da variagdo do entrelagamento

A saida final e os estados biparte individuais de |w) sdo
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cos(6)|0000) +isin(8)[0011)+cos(6)|0101)+

|1//>:% isin(6)|0110)+isin(&)[1001)+cos(8)[1010)+ |, (4.14)
isin(6)[1100)+cos(8)[1111)
Pag = Pap = Psc = Pcp = 1(4)/4a (4.15)
cos’(0) 0 0 cos’ (0)
.2 .2
= p = 0 sin? () sin’(0) 0 4.16)

0 sin® (0) sin? (6) 0
cos’(0) 0 0 cos’ (0)

Os autovalores de pi“c (=p§‘5) sdo [1/2-cos*(8),-1/2+cos*(6),1/2,1/2], dessa forma, paC

e psp sio desentrelagados apenas quando ¢=m/4 ou #=3m/4. A Figura 4.9 mostra m(jy))
e N(pac) (=N(psp)), versus 6.

£
?
09 X z X F 4
P
X 7 2
X ¥ 3 X
* %
0.8 % * X z Bl
X I X X
X i *
{ % X
0.7+ X 4 § I 4
¥ X
0.6 Y ¥ A ] 4
. x X

biparte J ]

% f X £
0.5+ 4 " B

X *
i 4 quatro vias 4
0.4 X I ki * bl

% X

Entrelagamento

X
X 4 §
0.3} X ] | % i
X *
x X
0.2 A * " ¥ 4
X *
* X

\ X X
X *
01+ 1 ox x ] 4
* X

Figura 4.9 — Entrelacamento em quatro vias de |y) e entrelagamentos biparte

(N(p4c)=N(pgp)) versus 6.

Embora uma porta de dois qubits seja aplicada aos qubits B e C, estes ndo
compartilham entrelacamente e p4c ¢ sempre separavel. Dessa forma, o entrelagamento
em quadro vias varia de forma suave, enquanto o entrelagamento biparte possui um

ponto de descontinuidade na derivada quando o valor do entrelagamento chega a zero.
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Assim, pela Figura 4.9 é possivel ver que o estado

‘1/1(%» :%{ "410000)+ € |0101)+¢+ [1010)+¢ *[1111) (4.17)
obtido de (4.14) com f=n/4, ¢ também um estado maximamente entrelacado de quatro

qubits, tendo entrelagamento biparte igual a zero.

4.5 Conclusdo

Primeiramente foi apresentada a teleportacao de um circuito quantico dois qubits
composto por uma swap, uma porta Z e uma porta Z controlada utilizando um estado
com entrelacamento em quatro vias maximo.

Em seguida, foi mostrada a variacdo no entrelacamento de um estado biparte
maximamente entrelacado que interage com o0 meio apds enviados por canais
modelados pelas operagdes unitarias Ug=exp(i0X®X) e Ug=exp(igX®X). Como
esperado, quando o entrelagamento total (mg) ¢ maximo, o entrelacamento bipartite &
minimo.

Foi mostrado ainda que o estado |y;;) da equagdo (4.7) é localmente equivalente
ao estado grafo dado por U12U13U14[(|0)+|1))/21/2]®4 e ao estado (]0000)-
[0111)+{1000)+/1111))/2, que ¢ utilizado na teleportagdo do estado bipartite a|00)+p|11),
utilizando o esquema da Figura 4.5.

Finalmente foram apresentados dois casos nos quais o entrelacamento em quatro

vias decresce a medida que o entrelagcamento biparte aumenta.
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Capitulo 5 Extensibilidade da medida 7

5.1 Introdugio

Todo o material desenvolvido neste capitulo ¢ uma contribuicdo original deste
trabalho. Os exemplos e explicagdes desenvolvidos aqui tentam esclarecer sobre as

diversas caracteristicas existentes no entrelacamento de estados com 3 a 6 qubits.

5.2 A medida 7, e 0 entrelagamento triparte

Seja aqui introduzida uma nova notacdo para representar particionamentos e
particdes completamente entrelagadas. Seja o estado puro p com 4 qubits no qual o
primeiro qubit ndo esta entrelacado com nenhum outro e os qubits dois, trés e quatro
estdo completamente entrelacados, tal estado pode ser representado como o=p,&®0pcp
desde que se defina que ppcp estd completamente entrelacado,ou apenas p=a®bcd. O
uso dessa notacdo diminui a quantidade de simbolos utilizados melhorando a
visibilidade e principalmente indica se as particoes tomadas estdo ou ndo
completamente entrelacadas. Sublinhar as particdes serd um recurso utilizado entdo
todas as vezes que deseja-se expressar que tal partigdo ¢ obrigatoriamente inseparavel,
ndo sublinhar implica que os qubits em questdo podem estar ou nao entrelagados. Como
exemplo, sejam os seguintes estados pi=abc, py=abc, ps=abc, ps=a®bc. Em p; ndo se
pode aferir qualquer propriedade sobre os qubits a, b e c. Em p, tem-se um estado com
entrelagamento em 3 vias. Em p3 tem-se que b e ¢ estdo entrelagados, porém ndo ¢é
definido se a também estad entrelacado com eles. Em p4 tem-se que a € separavel, mas
nao se sabe sobre a relacdo entre b e c.

Dado um estado puro p=abc, é importante interpretar corretamente o que
significam termos como N, p. 0u Nyp.

Sendo p=abc, o valor de N, ;. mensura se o qubit a estd entrelagado com
qualquer outro qubit ou parti¢do. Se N, »=0, entdo a ndo esta entrelagado com nenhum

outro qubit, ou seja, p=a®bc. Se N, »>0, entdo a faz parte de uma parti¢do que contém
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entrelacamento, como, por exemplo, nos casos p=ab®c, p=ac®b ou p=abc. Seja um

GHZ

estado GHZ genérico dado por |l//> = (1/ V2 )(| O>®n +|l>®n) . Um exemplo para o qual

n

encontra-se N, »=1 € quando o qubit a faz parte de uma particio GHZ, para qualquer

numero de qubits nessa partigio. Alguns exemplo sio p' = p5” ® p_, sendo que P35~

representa o estado GHZ de dois qubits, ou ainda p’ = p5"*. Em ambos 0s casos o

qubit a faz parte de uma particdo com entrelagamento maximo, o que torna N, »~1. No
caso de p', tem-se também que Ny b=Ny b, J4 que a e c¢ ndo compartilham
entrelacamento. De forma geral, dado um estado puro de k qubits, p=ab...k, Ny
=2(det(pX))l/2. Tal resultado determina se x ¢ ou ndo parte de uma particdo entrelacada,
e o quao dependente, ou seja entrelacado, ele esta a ela.

Ja a andlise de N, avalia o entrelagamento biparte compartilhado entre os qubits
a e b. Se a e b formam uma particdo pura de apenas duas partes, ou seja, se o estado
puro € p=ab, N, também mensura se existe ou ndo entrelagamento entre a e b, ou seja,
se N,»=0, entdo ndo existe entrelacamento entre eles. Entretanto, se N,,>0, entdo existe
entelagamento entre @ € b. Em outros casos, entretanto, a € b podem estar entrelacados

mesmo quando o resultado N,=0 ¢ obtido. Basta que eles compartilhem um
entrelagamento de um grau mais alto que biparte. Por exemplo, seja o estado p=p5"~,

neste caso a, b e ¢ possuem alto entrelagamento em trés vias com 7m(p)=1, porém todos
os entrelagcamentos bipartes sdo iguais a zero, N,,=N»~=N,~0. Foi encontrado em todas
as simulacdes desse trabalho uma relacdo que indica que quanto maior é o
entrelagamento em um grau superior, menor ele o é nos graus inferiores. Quanto maior
o entrelacamento em trés vias, menor o entrelagamento em duas vias. As mesmas
suposi¢oes sdo validas para graus de entrelacamento de quatro, cinco e seis qubits.

Quando ¢ tomada a negatividade de dois qubits na forma N,,, a ordem dos qubits
ndo altera o valor da negatividade de forma que N,=N,, mede o entrelagamento em
duas vias entre os qubits x e y. Quando é tomada a Negatividade de um qubit em relagdo
a uma parti¢do da forma N ,. ou Ny(-), a ordem com que sdo escritos os qubits y € z ndo
altera o valor da medida de forma que N, =N .,.

Para compreender o funcionamento das medidas desenvolvidas baseadas na

desigualdade CKW seja, novamente, a medida 7z:
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1
ﬂ3—§(7zA+7zB+7rc),

a2 2 2
7Ty =Nysey= N —Nye

a2 2 2
ﬁB_NB(AC)_NBA_NBC’

a2 2 2
e _NC(AB) =N, —Neg.

(5.1)

O objetivo desta parte ¢ mostrar a relagdo direta entre o resultado da medida 73
e o entrelacamento em 3 vias. Ou seja, todas as vezes que o resultado da medida for
positiva, o estado possui entrelacamento em trés vias e vice versa. Para esclarecer
melhor, seja o exemplo da medida tangle-3[CKWO00] utilizada largamente na literatura.
Tangle-3 mensura positivamente apenas estados com entrelagamento em 3 vias, ou seja,
ndo ¢ possivel que um estado apenas com entrelagamento em 2 vias seja mensurado
positivamente. Porém nao mensura positivamente todos os estados com entrelacamento
em 3 vias. Existem estados, como por exemplo o estado W e outros da classe do estado
W, que mesmo sendo inseparaveis sdo mensurados como contendo entrelacamento
tangle-3 igual a zero. Este fato leva a uma falsa interpretacdo de que W ndo possua
entrelacamento genuino quando ele o possui. Isso leva a conclusdo de que tangle-3
mensura positivamente apenas estados com entrelacamento em 3 vias, mas ndo todos
eles. Por outro lado, 73 mensura positivamente, ou seja, detecta, todos os estados com
entrelacamento em 3 vias e apenas estes.

Inicialmente é necessario mostrar que se o estado ndo possui entrelacamento em
trés vias, o resultado da medida m € zero. Se p=abc, entdo m(p)>0. Outras
possibilidades de configuragdo para p sdo: pl=a®b®c, p2=a®g, p3=b®@ e p4=c®@.
Em todos estes casos tem-se m3(p)=0. Os casos g, p° e p' sdo equivalentes pois
representam o produto tensorial de um qubit com uma particdo de dois qubits
entrelagada. Dessa forma entdo sera avaliado apenas uma dessas configuracdes ja que a
medida 73 € invariante sob permutacdo de qubits. Para p1 tem-se que todas as
negatividades bipartes Ny, e as todas negatividades individuais N, ,. sdo zero, logo o
valor de m(p')=0. Para p’, a seguinte tabela tem por objetivo mostrar todas as
negatividades na mesma ordem em que estas aparecem na equagdo (5.1) independente

dos possiveis valores numéricos que o estado poderia possuir:
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Tabela 5.1 — Negatividades do estado p=a®bc.

ﬂ-a:() Na(bc):O Nabzo Nac:O
=0 Npaey=Npe Np=0 Npe=Np(ac)
7Z'C:0 N, c(ab):N ca N, ca:() N, cb:N c(ab)

Assim, fica claro que 73(0")=0, o que também ¢ valido para o’ ¢ p".

E necessario também mostrar que todo estado entrelacado em 3 vias é
mensurado positivamente. Essa afirmacdo ¢ andloga a mostrar que todo estado cujo
entrelacamento da zero ¢ separavel. Se toda medicdo nula implica em um estado
separavel e vice versa, entdo toda medicdo positiva implica em um estado
completamente entrelacado. Para ter ;3=0, my, 715 € 71 precisam ser também zero, ja que
m=(m+7ptmc)/3, e que todos os 77 sdo maiores ou iguais a zero. Se todos os 7 sdo zero,
da-se entdo que a desigualdade CKW para todos os qubits se torna igualdade. Para o

qubit 4 tem-se a seguinte sentenca:

N =N+ N (5.2)

(BC)

Sendo a negatividade sempre ¢ um valor positivo entre 0 e 1, sejam avaliados dois
casos: o primeiro com N’4=0 ¢ o segundo com N 4z¢y>0.

e No caso em que NZA(Bq=O, também tem-se N2A3= NZACZO, o que leva a 74=0. Ja
que 4 ndo compartilha entrelagamento com B e C, entdo independente de haver
ou ndo entrelacamento entre B e C, ter-se-a também 7 € 7 iguais a zero ja que
Npucy=Ncup=Npc=Ncs, tal como no exemplo da Tabela 5.1.

e No caso em que N2A(BC)>O, acontece com a negatividade algo que ndo ocorre
com a concurréncia de Wooters. Na concurréncia poder-se-ia ter em alguns
casos Cypc), Cap € Cyc positivos e mesmo assim uma sentenca de igualdade da
forma CZA(BC)=C2AB+C2AC. Isso faz com que o estado W possua entrelacamento 73
igual a 0. Com a Negatividade isso ndo acontece. Para que haja igualdade na
sentenga NZA(BC)=N2AB+N2AC € necessario ter Nz ou N, iguais a zero, ou ambos.
Se pelo menos um deles ¢ zero, entdo tem-se 7,=0, e consequentemente 73=0.

A mesma analise realizada para o qubit 4 pode ser utilizada para os qubits B e C.
Outra forma de mostrar a abrangéncia do 73 ¢ a seguinte: Existem apenas duas
classes distintas de entrelacamento genuino para 3 qubits, o que significa que, mesmo

estatisticamente, constituintes de uma classe ndo podem ser convertidos em
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constituintes da outra por LOCC [DVCO00]. Qualquer estado entrelagado em trés vias
precisa conter pelo menos um dos dois tipos de entrelagamento. Se 73 ¢ capaz de

detectar estados de ambas as classes, também sera capaz de detectar estados que sdo

uma composicao de ambas.

5.3 A medida 7, e o0 entrelagamento em quatro vias

Seja novamente a medida m; dada por

1/4

7, Z(ﬂA.ﬁB.ﬂc.ﬂD) ,

Ty ZNELBCD _NjB _Njc _NjD’
”BzNéiACD_NjB_NJIZ?C_NéD’ (5.3)
e = NéﬁABD _Njc _Ngc _NéD’

a2 2 2 2
TTp _NDfABC_NAD_NBD_NCD‘

O objetivo dessa secdo ¢ explicar como a medida 7z mensura positivamente apenas
estados com entrelagcamento em 4 vias.

A analise do estado p puro de quatro qubits a seguir esta baseada no primeiro
qubit do estado, entretanto, sendo a medida 7z invariante sob permutagdo de qubits, essa
analise ¢ extensivel para todos os qubits do estado. Seja p=abcd um estado puro de
quatro qubits escrito segundo a notacdo apresentada no comecgo deste capitulo. Se p ¢ de
alguma forma separavel, se enquadra em algum dos trés seguintes casos:

D p=a®b&c&d para estados sem nenhum tipo de entrelagamento.

IT) p=ab&cd para estados entrelacados, mas com entrelagamento no maximo

biparte.

II)  p=abc&d para estados com entrelagamento triparte.

No caso I tem-se que m(a®b®c®d) € equivalente ao caso m(a®b®c), com todas as
negatividades em questdo nulas. No caso II, a medida m(ab®cd) possui a mesma
analise do que foi apresentado para m3(ab®c), com Ny gcp = Nag € Nyc=Np = 0,

gerando o termo 7134 =0 e conseqiientemente mp = mc = mp = 0. O caso I, m(abc®d)

¢ abordado a seguir com mais detalhes.
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O célculo de 4 ¢ dado pela sentenga 7,, = Nj ,. — N3, — N;., enquanto que

Ty =N op—Niy—Ni.—Nj,. A diferenca do my para o 7y, se dd no uso termo
Nji »cp 1O lugar de Nji sc € no acréscimo do termo referente ao entrelagcamento biparte
N’,. Acontece que no caso p=abc®d, como a nio compartilha nenhum tipo de
entrelagamento com d, Nigcp = Nch e N3, =0, tornando 753,=74. Tal resultado é

claramente valido para os qubits b e ¢, sendo mp= mp € mc=mc. Entretanto, tem-se
mp=0, ja que para d todas as negatividades envolvidas s3o nulas. Seja estabelecida
entdo a seguinte relacdo: sempre que um qubit x possui entrelagamento em pelo menos 3
vias, tem-se my>0. E sempre que um qubit qualquer x possuir entrelagamento no
maximo duas vias ter-se-4 mx=0. Sendo m a média geométrica dos 7’s individuais,
sempre que existir um qubit x com my=0, o resultado do entrelacamento sera m=0,
garantindo que sejam mensurados positivamente apenas estados de quatro qubits
genuinamente entrelagados.

Sendo esse resultado extensivel para qualquer combinacdo entre os qubits, ¢
demonstrado assim que a medida apenas mensura positivamente estados completamente

entrelagados para quatro qubits.

5.4 Medida 7z, uma extensio de 7, para cinco qubits

O método para o célculo de entrelagamento apresentado em m € extensivel
trivialmente para calcular o entrelagamento de estados puros com cinco qubits. Todas as
demonstragdes e provas realizados para 7y sdo inteiramente validos em ms. Seja entdo a

medida de entrelagamento para cinco qubits 75 dada por:
1/5
my =7, gy ;) (5.4)

T, :Nj_BCDE_NjB_NjC_NjD_NflE’
Ty :NZZ?_ACDE_Nle_NéC_N;D_NéE’

T :NéfABDE_NfIC_Néc_NéD_NéE’ (5.5)
Tp :NéfABCE_NjD_NéD_NéD_NLZJE’

Y ) 2 2 2 2
Ty _NEiABCE_NAE_NBE_NCE_NDE'
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Como a medida 75 mantém as mesmas estruturas utilizadas em 7, ela acaba por
também ter as mesmas caracteristicas que fazem dela um mondtono de entrelagamento
que mensura positivamente apenas estados com entrelacamento genuino.

N4 pepe € invariante sob operagdes unitarias da mesma forma que N4 pcp, como
foi demonstrado em (3.16). Todas as negatividades biparte também sdo invariante sob
operagdes unitarias. Como todos os termos utilizados em 75 sdo invariantes, 5 €
invariante sob operacdes unitarias.

Para ser um mondtono, ¢ necessario mostrar que 7z mensura entrelacamento
nulo sempre que o estado for completamente separavel. Nessa secdo ¢ demonstrado que
s mensura entrelacamento zero sempre que o estado ndo for completamente
entrelagado. E possivel classificar todos os estados quanticos separaveis nas seguintes
categorias genéricas: p;=a®b®c®d®e, pr=ab®cd®e, py=abc®de ¢ py=abcd®e. Cada
um dos casos ¢ analisado a seguir.

)] P1=a®b®c®d®e. Em I estdo todos os estados totalmente separaveis,
que possuem claramente 75(p;)=0, pois todos os termos das
negatividades sdo nulos.

1) Pr=ab®cd®e. No caso Il estdo todos os estados que possuem
entrelacamento, porém com no maximo entrelacamento biparte. Para
p conter algum tipo de entrelacamento ¢ necessario no minimo uma
particdo entrelacada representado em II pelo par ab. Como s6 pode
existir entrelagamento biparte, o maximo de parti¢cdes entrelagcadas é
duas, uma representada por ab e outra por cd. Como a medida ¢
invariante sob permutacdo, os pares ab e cd representam quaisquer
dois pares de qubits possiveis. Para os qubits a e b acontece como no
caso m(ab®c), ou seja, ter-se-a ms4 € m5p iguais a zero. O mesmo €
valido para c e d. Tem-se entdo 75(,0,)=0.

)  ps=abc®de. O caso III representa todos os estados que possuem
entrelacamento triparte, porém no maximo triparte, ou seja, ele pode
conter entrelacamento biparte, mas ndo pode conter entrelagamento
com quatro e cinco vias. Em III, os qubits a, b e ¢ por possuirem
entrelacamento triparte possuem respectivamente 74, Tsp € s

maiores que zero. Os qubits d e e entretanto geram 7sp € 75z iguais a

zero. Ter-se-a entdo 75(03)=0
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IV)  pr=abcd®e. O caso IV representa todos os estado com entrelaga-
mento em quatro vias, mas no maximo em quatro vias. Acontece que
entre os qubits a, b, ¢ e d também pode existir entrelagamento biparte
e triparte. Porém quanto maior o entrelacamento em 4 vias, menor o
entrelacamento biparte e triparte. Calculando m(abcd), chega-se a
conclusdo que m =74, Mp=7rsp, Tac=7sc € Tap=m5p. Como o qubit e

esta isolado, o valor de 75 € zero, o que torna 7z5(04)=0.

Como colocado, todos os casos que ndo sdo completamente entrelagados geram um
resultado de entrelacamento nulo. Assim, todos os valores positivos implicam em
estados completamente entrelagados. Por ultimo, mostrar que ndo cresce sob LOCC ¢

uma extensdo trivial da prova apresentada nas equagdes (3.18) a (3.20).

5.5 Medida 7z, uma extensao de 7, para seis qubits

Enquanto a extensdo da medida entrelacamento geométrico para 5 qubits foi
bem sucedida, ou seja, também é um monotono de entrelagamento com a caracteristica
de mensurar apenas estados completamente entrelagados. A extensdo da medida para 6
qubits da forma usual contém uma falha, desde que existe um caso especial no qual
estados separaveis sdo mensurados positivamente. Seja a medida 7 para estados puros

definida como:

=6
e = \/7Z'A7Z'B7TC7TD7[E7Z'F ,

A2 2 2 2 2 2
Ty _NAfBCDEF_NAB_NAC_NAD_NAE_NAF>

(5.6)
Tg ZNI%"iABCDE_NjF_N;F_NéF _NL2>F —N.ZF-

Faga-se 0 mesmo raciocinio utilizado para 4 e 5 qubits: Seja o estado puro p=abcdef, se

p € de alguma forma separavel, ele se enquadra em um dos seguintes casos:

D P1=a&b&c&d&ec)f para casos em que ndo ha entrelacamento, assim
7w6(01)=0.
IT) pr=ab&cd &ef para casos em que ha entrelacamento, porém no maximo

biparte. Note que pode-se ter no minimo uma e no maximo trés parti¢does de
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dois qubits. Como ndo ha nenhum qubit numa parti¢do com entrelacamento
triparte, entdo todos 0s 75 correspondentes sdo zero gerando 1e(0,)=0

)  ps=abc&def para os casos em que ha entrelagamento triparte, porém nao
superior a este. Como a, b e ¢ fazem parte de uma parti¢do com entrelaga-
mento triparte entdo seus respectivos s sdo positivos. Se a particdo def
também for completamente entrelagcada, entdo todos os 7s do estado serdo
positivos gerando m4(03)>0.

IV)  ps=abcd&ef para os caso em que ha entrelacamento em quatro vias, porém
ndo maior do que esta. Como os qubits e e f possuem 7z=mer=0, entdo
T6(04)=0.

V) ps=abcde &f para casos em que existe entrelagcamento em 5 vias, porém nao

maior do que esta. Como mer=0, entdo 1e(05)=0.

Dessa forma, nos casos em que o estado p for composto pelo produto tensorial de dois
estados de trés qubits completamente entrelacados abc e def, m(p) sera mensurado
positivamente, falhando na proposta de detectar apenas estados completamente

entrelacados.

5.6 Conclusao

Como conclusdo, foi desenvolvida uma medida de entrelacamento quantica para
4 e para 5 qubits que mensura apenas estados completamente entrelacados e a
demonstragdo de que essa medida ndo pode ser extensivel trivialmente para mais de 5
qubits. Entretanto 7 também ¢ um monoétono de entrelagamento, mesmo que ndo

mensure apenas estados com entrelagamento genuino.
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Capitulo 6 Em busca de uma medida de
entrelacamento genuino para 6

qubits

Com objetivo de resolver as limitagdes da medida 7z em detectar apenas estados de 6
qubits genuinamente entrelacados, foi proposto em [OORI11] a seguinte medida,
denominada A¢, que ¢ um ajuste da medida 7 para tratar os casos de duas partigdes com

entrelagamento triparte.

6.1 Uma medida apenas para estados genuinamente entrelagados

A idéia inicial é que nos casos de duas particdes com entrelagamento triparte da forma
p=abc®def, como apresentado na secdo 5.5 , ter-se-a as seguintes relagdes entre a

medida 7y do estado e a medida 3¢ da parti¢do entrelacada:

(6.1)

Sendo 7z e 3 comprovadamente monodtonos de entrelacamento, é esperavel que uma
medida que calcula a diferenca entre 7z e 773 também o seja. Como é comprovado em
[OORI11]. Considerando as igualdades apresentadas, todas as vezes que o
entrelagamento triparte do qubit X relacionado a sua particdo for igual ao
entrelagamento 7 do qubit X entdo ndo havera entrelagamento genuino em 6 vias, mas

apenas o entrelagamento triparte que também ¢é detectado pelo calculo de 7zy. Uma
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forma de reescrever a medida com o objetivo de que a partir de entdo, ndo mensure mais

0s casos p=abc®def positivamente é:

As = AidpAcApdp A 5

A, =n,,— 7, (abc),

Ay =7y, — 7055 (abe),

Ao =7y — 1y (abe), (6.2)
Ap =g — 3 (def),

Ay = 7oy — 705 (def),

Ap =704 — 0y (abe).

A introducdo da letra A para uma nova medida tem por objetivo associar a letra 77 apenas
as medidas que sdo extensdo direta do 7, utilizando a expansdo trivial dos termos

segundo a desigualdade CKW, realizando a média geométrica entre os respectivos 7’s.
Desenvolvendo os termos da equagdo (6.2) tem-se:
2 2 2 2 2 2 2 2 2
/1A = NA_BCDEF =Ny =Ny =Nyp=Nyp =Nyp _(NA_BC —Nip _NAC)’
2 2 2 2 2 2 2 2 2
ﬂ’B = NB_ACDEF =Ny =Nye =Nyp =Nz = N _(NB_AC N, _NBC)’

ﬂ“c :Né_ABDEF _NéA _NéB _N(ZTD_NéE _NéF _(N(ZT_AB _NéA _N(ZTB)’

(6.3)
ﬂ’D ZNLZLABCEF _N[2)A _NLZJB_NLZ)C_NLZ)E_NLZ)F _(NLZLEF _NLZ)E_NLZ)F)’
ﬂ’E :N;ABCDF _Ni"A _Ni"s _NéC_NéD_NéF _(N;DF _NéD_NéF)’
Ay ZNJZQABCDE _NI%A _NiB_N;C_NzD_N;E _(NJZQDE —Nin—NiE)-
E em sua forma final:
V4 :NELBCDEF _Nisc_NjD_NjE_NA%F’
Ve :NéfACDEF _NéfAC _NéD _NJIZ?E _NéF’
7/C:Né_ABDEF_Né_AB_NéD_NéE_NéF’ (6.4)
7p :N12)_ABCEF_NIZJ_EF_NjD_Nf?D_NéD’

_ A2 2 2 2 2
Ve _NEfABCDF _NEfDF_NAE_NBE_NCE’

_ Ar2 2 2 2 2
Y _NFiABCDE _NFfDE _NAF _NBF _NCF‘

A equagdo (6.4) e a prova de que A¢ € um monotono de entrelagamento estdo em

[OORI11]. Toda a interpretagdo da medida tal qual ¢ realizada nessa secdo e as
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adaptacdes para fazé-la mensurar apenas estados com entrelagamento genuino sdo uma

contribuicdo deste trabalho.

A medida A¢ se mostrou em um primeiro momento aparentemente bem sucedida
no intento de detectar apenas estados genuinamente entrelacados de 6 qubits. Ao fazer a
analise das diversas configura¢des de entrelagamento variando-se o nimero maximo de

vias de entrelagamento tem-se:

I P1=a &b &c &d Pe ). Todas as negatividade sdo nulas gerando Ag(0;)=0.

1)) pr=ab&cd&ef. Para o qubit a tem-se Ny pcper=N4 pc € todas as outras
negatividades biparte iguais a zero gerando 7,4=0, 0 mesmo ¢ valido para os
outros qubits gerando A¢(,0,)=0.

)  p=abc&def. Tem-se m,=0 pelo mesmo motivo de II e conseqiientemente
As(03)=0.

IV)  py=abcd&ef . O resultado de Agg € Agr € zero pelo motivo apresentado em I1
gerando Ag(04)=0.

V) ps=abcde&f. O resultado de A¢r é zero pelo motivo apresentado em I
gerando Ag(05)=0.

A andlise acima falha porque esta s6 pode ser utilizada quando a medida ¢ invariante
sob permutagdo de qubit, tal qual o s8o m, m e m. A medida A¢ mensura o
entrelagamento dos 3 primeiros qubits em relagdo aos 3 ultimos e por isso sO ¢
invariante quando os qubits sdo permutados nos seus respectivos grupos, a, b e ¢ entre si
e d, e e f entre si. Assim Agabc®defi= Ls(bca®edfi= As(cba®fed), entre outros.
Entretanto, ao permutar qubits de um grupo para o outro tem-se resultados
completamente diferentes como por exemplo As(abc®def)+ As(abd®cef) + As(acd®bef).
Esse comportamento ndo ¢ errado do ponto de vista tedrico, pois na verdade leva
a um questionamento do qual ainda ndo se tem uma definicdo na literatura: se o
entrelacamento em estados de multiplas partes é ou ndo uma propriedade global do
estado. Sejam colocados entdo dois cenarios ficticios para ajudar a diferenciar ambos os
casos. No primeiro cendrio tem-se seis qubits em um circuito quantico que podem ser
permutados livremente através do uso de portas SWAP. Neste caso ndo faz sentido
afirmar que o entrelagamento do estado depende da ordem dos qubits. Em um segundo
cendrio tem-se que um estado quantico de seis qubits ¢ compartilhado entre Alice e Bob

que desejam realizar uma operagdo de teleportagdo. Sendo o entrelagcamento um recurso
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quantico, dependendo de quais qubits ficam com Alice e quais ficam com Bob, ter-se—a
obviamente mais ou menos entrelagamento disponivel para operacdo. De forma geral,
sempre que o entrelacamento ¢ avaliado de forma operacional, ou seja, como recurso
computacional para efetuar uma determinada operacdo, a ordem dos qubits afeta a
quantidade de entrelagamento. Assim, mesmo estados com entrelagamento genuino
podem ndo ter utilidade para executar tarefas especificas, justificando em parte os
resultados obtidos por As, sendo ela um monodtono de entrelagamento que mesmo nao
mensurando apenas entrelagamento genuino possui forte sentido operacional.

Seguindo a linha do que foi desenvolvido em 7 ¢ 75, optou-se por buscar uma
solugdo para A¢ que o fizesse mensurar o entrelagamento como uma propriedade global
do estado, ou seja, independente da ordem dos qubits no estado. Para isso ele precisa ser
modificado de forma que se torne invariante sob permutagdo de qubits.

Como medida para detectar apenas entrelagamento genuino A¢ € ineficiente ja
que permite que estados separaveis sejam quantificados positivamente. Um exemplo de
falha na medida é o estado p=abd®cef . Neste caso, tem-se que os termos Ny pcper,
Ny pc e Nyp sdo positivos, o que implica que Asy pode ser positivo ou nulo. A mesma
colocacdo ¢ valida para os outros qubits de p, gerando A4(0)=>0.

Uma forma de fazer A¢ invariante sob permutacdo de qubits e assim mensurar o
entrelagamento como propriedade global do estado ¢ calcular A¢ para todas as
permutacdes de qubits e calcular um Unico valor a partir dos valores de entrelacamento
dos respectivos estados permutados. Como A possui um forte sentido operacional para
avaliar o nivel de entrelagamento, procurar a permutagdo que gera o maior valor de Ag
foi considerada uma boa forma de medir o entrelagamento global do estado.

Como colocado anteriormente, apenas permutagdes dentro dos grupos {A, B, C}
e {D, E, F} ndo mudam o valor do entrelagamento medido por A¢. Dessa forma, existem
dez diferentes permutacdes que podem gerar diferentes valores de As, que correspondem
a dez formas de dividir seis elementos em dois conjuntos. Existem inumeras formas de

gerar estas dez duplas de conjuntos, uma forma possivel ¢ através dos seguintes estados:
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o =ab,c.d,e;f,

o, =Us . p U =ab,c,de,f,
o, =Us pUs =ab,cdef,,
p,=Us pUs"=abcd,ef,,
ps=Us p U =ab,cde.f,,
Ps = U;f,,.pl.USZfVT =abc,d,e, f,,
o, =Ux p, .U;f,,T =abscid,es f,,
o =Ug.p; .U;‘;VT =a,b,cdes f;,
0, =Us,.0.Us " =abcdef,,
0o =Us pUg =ab,.cde.f.

(6.5)

A porta U} corresponde a porta quantica SWAP que troca os qubits X e Y de posigao.
A porta ¢ entdo aplicada para gerar novas permutacdes de qubits de diferentes grupos.
Na equagao (6.5) foi utilizada a notagdo da multiplicacdo da porta SWAP por um estado
quantico na forma de vetor da forma p, =Ug,.p,. Em p,, 0s qubits 3 e 4 sdo trocados
de posicdo, e assim sucessivamente até obter estados que representem as dez
possibilidades de agrupamento. Calcular A¢(p,) implica em calcular o entrelagamento
operacional entre as partigdes {ABD} e {CEF}. Os indices abaixo das letras que
representam os qubits informam a nova posi¢ao destes no estado.

Como A € ja em si um mondtono de entrelagamento, seja definida a partir de
agora pela sigla %, a medida que mensura o entrelagamento global e genuino de um
estado puro p de seis qubits através do calculo do maximo do entrelagamento

operacional A¢ para as diversas permutagdes possiveis entre os qubits:

7s(p)= {m?x [ (P,-)]} C, (6.6)

sendo C um critério de separabilidade dado por C=0, se a matriz M da equagdo (6.7)

possui pelo menos uma coluna igual a zero. A matriz M é formada por
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M = 6.7
WA A A A A A A A a7
ﬁél) /1‘(92) 123) 124) iés) ﬂ,éé) /1‘(97) 128) 129) lgo)

_11(:1) 11(:2) 11(:3) l](:l) 1;5) l](:é) /1}(77) 11(:8) l}((?) 11(:10)

e pode ser compreendida da seguinte forma: a primeira coluna apresenta os termos Ays
do estado p; da equagdo (6.5), a segunda coluna apresenta o resultado dos termos de p;
e assim por diante.
Sejam alguns exemplos para ajudar a compreensdo do funcionamento da
medida:
I) Seja o estado o=ab®cdef. Os termos para a ¢ b sdo A¢s;=A65=0, ja que a ¢
b possuem entrelagamento apenas biparte. Todos os demais termos sdo
positivos, ja que C, D, E e F possuem entrelagamento maior que triparte. Em
qualquer permutagdo de o, os qubits a e b continuam com entrelacamento
apenas biparte garantindo que toda linha referente a estes qubits seja 0.
Ainda tem-se que todos os Ag¢(oy), sendo X referente a permutacdo em
questdo, sdo zero ja que um Unico termo zero € suficiente para zerar o
resultado da medida. O mesmo acontece a todos os estados que possuem
qubits que ndo possuem no minimo entrelagamento triparte.
IT) Seja o estado oc=abc®def. Neste caso todos os qubits possuem
entrelacamento no minimo triparte. A coluna da matriz referente a este
estado terd todos os termos iguais a zero gerando A¢(0)=0. Este ¢ um
resultado coerente, j4 que se Alice ficar com os qubits a, b e ¢ e enviar os
qubits d, e e fpara Bob, ndo havera entrelagamento a ser compartilhado entre
Alice e Bob. Porém, se eles partilharem qubits de uma mesma parti¢do
entrelagada, ou seja, se Alice fica com a, b e d, enquanto Bob fica com ¢, d e
e, entdo havera entre Alice e Bob compartilhamento de entrelagamento. Isso
explica porque todas as outras colunas da matriz referentes as permutacdes
deste estado possuirem valores positivos indicando que existe
entrelacamento compartilhados entre estes grupos de qubits e que estes

estados podem ser uteis operacionalmente.
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Dado um estado qualquer, a analise da matriz M fornece caracteristicas
importantes do estado. Linhas contendo apenas zeros denunciam qubits que ndo
possuem entrelacamento no minimo triparte. Um coluna igual a zero e outras com teor
positivo indicam estados formados por duas particdes com entrelagamento triparte.
Colunas que possuem pelo menos um elemento zero, quando este mesmo elemento ¢é
positivo em outra coluna implica em estados com entrelagamento mas que dependendo
da permutagdo possui baixo entrelacamento operacional e tem pouca ou nenhuma
utilidade para efetuar por exemplo uma teleportacao.

Como exemplo, seja o estado quantico[CZGO06]:

1) = [000000)+|011100)+|111000) +|100100) +|001111) +]|010011) +|110111) +|101011) (6.8)
N

portador de entrelacamento genuino, desde que ndo € possivel extrair dele nenhuma
subparticdo pura. O entrelacamento A¢(|y))=1. Também todas as permutagdes dele
possuem entrelagamento igual a um, exceto uma. O estado |y,)=Ug, |w) possui
entrelagamento As(|y2))=0. Resultado coerente com o trabalho que foi desenvolvido em
[YMQWO09]. Neste artigo ¢ apresenta uma matriz que determina se um estado de seis
qubits pode ou ndo ser utilizado em um protocolo de teleportagdo. Todas as
permutacdes de |y) com excecdo de |y») podem ser utilizadas com sucesso para realizar
o protocolo de teleportagdo confirmando o uso da medida operacional As.

O entrelacamento em seis vias de alguns estados conhecidos séo:

|GHZ,) =(|000000)+111111)) /32, (6.9)

|w.) = (]100000) +] 010000) + | 001000) +|000100) +|000010) + |000001))/~/6.  (6.10)

Os entrelagamentos sdo i(|GHZ))=1, %(|Ws))=0.5019. Outros estados também uteis no

processamento quantico sao
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1
|C6>:—(|OOOOOO>+|000111>+|111000>—|111111>)

i St e L A ARIBIL)

|w,) = (]001) +|010) |100))/\/§; |VI_/3>:(|110>+|101>+|011>)/x/§ (6.11)
[000)(10)]¢")+[1)]w)) +l0on) ([0} ) =[] 47))+ ]
[oro)(|0)fw")-1]47)) + o1 ([0} ¢ ) +[1)]w)) +
[100) (<o) ) -1 ))+ 1101} (<l0) g7} +[D]w )+
L[110)([0)]#7)-[0]w ) [t ([0} v ) +1D]#7))
|67) = (l00) £[11))/2; |y} = (on) £[10))/>2.

Foi encontrado %(/Ce))=1, %(J16))=0.666 and (|&))=0.994. Outro estado ndo

&=

&) =

reportado na literatura, encontrado durante o desenvolvimento desta tese, maximamente

entrelagado € o

2)=3(1&)10") 1) )+ | &) )+ |EDw ).

|§0>:[|0000 ~[0011)~[0101)+|0110)]/2, 6.12)
|&)=[]1001)+[1010)+]1100) +|1111)]/2,

X®4|§0>=|6?0>’ X®4|§1>:|6?1>’

com 7(|Q%))=1, sendo X a porta de inversio de bit ¢ |/*) e |#") os estados de Bell.

6.2 Analise da variagao do entrelagamento

As simulacdes de entrelacamento a seguir e que estdo em [OOR11] sdo uma
contribuicdo desse trabalho. Elas t€ém por objetivo mostrar como o entrelacamento ¢é

criado e destruido em estados quanticos ja conhecidos na literatura.

6.2.1 Estado de Smolin

Seja
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( )0 o) 00 51 o 00+ |
( v +>CD|m>EF+J77pw->w\w->w|n>ﬁ

Onde ‘d)i> e “Pi> sdo os estados de Bell. O estado reduzido obtido pelo trago parcial

(6.13)

sobre os qubits EF dado por Trgr(leg(p)){eg(p)]) é um dos pardmetros de Smolin
[Smo01]”. Em [BYWO08] o entrelagamento de |e4(p)) é medido utilizando a medida
multiparte QCR proposta em [BYWO07]

E, (py) (Zrk—zij j/ (6.14)

i<j

Em (6.14), 7 ¢ o entrelagamento biparte entre o qubit k € os qubits restantes, Cj; € a
concurréncia entre os qubits i ¢ j ¢ N ¢ numero de qubits. Para o caso de seis qubits

usando a negatividade, a sentenga (6.14) fica da forma

2 2 2
NAfBCDEF + NBfACDEF + NCfABDEF +

1
&g (p)>) :E N;fABCEF +N;7ABCDF +N}2~“7ABCDE - - (6.15)
Z[NjB+NjC+NjD+NjE+NjF+N§C+N§D+ j

2 2 2 2 2 2 2 2
NBE+NBF+NCD+NCE+NCF+NDE+NDF+NEF H

ms

£

A variacdo de (&), Ems(|€s)) € N2 = N2, versus p pode ser visto na
Figura 6.1. Como pode ser notado, para o estado (6.13), 3% e Es sdo equivalentes. No

geral este comportamento nao acontece.
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Entrelagamento

0.8 0.9 1

Figura 6.1 — Entrelacamento do estado (6.13) versus p: I) y; II) E,5; III) N2z = NZp.

6.2.2 Varios tipos de entrelacamento em um estado grafo

Seja o seguinte estado quantico
|G) = U Uy UpU U,sUss (cos()[0) +sin(6)|1)) ™ (6.16)
| G2> = l]12(J13(J16U23U25U34U45U46U56 (COS ( 0) | 0> + Sm( 0)| 1>)®6 > (6 17)

U, =[0){(0] ®1,+|1)(1] ®Z,. (6.18)

ij
Em (6.16)-(6.18) Uij ¢ uma porta de mudanca de fase controlada aplicada nos qubits i e

j. O entrelacamento do estado |G;) versus & pode ser visto na Figura 6.2 enquanto o

entrelagamento do estado |G») é mostrado na Figura 6.3.
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Figura 6.2 — Entrelacamento de |G1) versus 8: 1) y%/4; 11) NAZ_BC = NCZ_AB =Nj gr =

NFZ'_DE; I1I) N/%B = ij = Nngc = NCZD = N1§E = NL%F; IV) Ng_Ac = NEZ'_DF~
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Figura 6.3 — Entrelacamento de |G,) versus : 1) %/10; II) NAZ_BC = Ng_AC = NCZ_AB =
Ng_EF = NEZ_DF = NIg_DE; 1) Nis = Nic = Njc = Npg = Njp = Nig; IV) N =

2 _— n2
NBE - NCD'

Como esperado, para ambos os estados o entrelagamento em 6 vias ¢ maximo
(%=1) para &=m/4 ¢ =314 quando, nestes casos, os estados |G;) ¢ |G2) sdo estados
grafos completamente conectados. A diferenca clara entre |G;) and |G,) aparece nos

entrelagamentos bipartes. Para |G;) o entrelagamento biparte (1-2) pode ser dividido em

73



dois conjuntos, curvas Il e IV na Figura 6.2, enquanto o entrelacamento biparte (1-1)
pertence a um Unico conjunto, a curva III na Figura 6.2. O oposto acontece para |G3), 0
entrelagcamento biparte (1-1) pode ser dividido em dois conjuntos, as curvas Il e IV na
Figura 6.3, enquanto o entrelagamento biparte (1-2) pertence a um unico conjunto, a
curva Il na Figura 6.3. As diferengas no entrelagamento biparte de |G,) e |G») ¢ esperado
uma vez que |G1) e |G2) ndo sdo equivalentes sob transformagdes LU e seus grafos

correspondentes ndo sao isomorfos.

6.3 Variacdo do entrelagamento durante a formagio de estados grafos

de quatro e seis qubits

Estados grafos sdo estados quanticos relacionados a grafos da seguinte forma:
seja o grafo G = (V,E), sendo V o conjunto de vértices com |V|=n, ¢ £ 0o conjunto de
arestas. Seja o produto tensorial de n qubits no estado (|0)+|1))/21/2. Entdo o estado grafo
|G) ¢ um estado de n qubits (a cada vértice ¢ associado um qubit) obtido pela aplicacdo
de portas CZ (sinal-controlada ou Z controlada) entre aqueles pares de qubits do
produto tensorial que possuem uma aresta entre os vértices associados. Por exemplo,

para grafos de quatro vértices, tem-se os possiveis estados grafos

®4

0)+|1
6)-opviviusosv( 1 6.19)
U, =|0)(0| ®1,+|1)(1| ®Z,. (6.20)

As variaveis b,..,bs, assumem apenas os valores ‘0’ e ‘1’. De forma geral, pode-se notar
que um estado grafo de n qubits é uma superposicdo de todos os 2" estados, todos com a
mesma amplitude em modulo. O diferencial ¢ a posicdo dos sinais negativos na
superposi¢do. Desta forma, um estado grafo pode ser obtido pela aplicagdo no estado
[(|O>+|1>)/21/2]®" de um porta quantica representada por uma matriz diagonal cujos
elementos sdo iguais a 1 ou -1. Seja, agora, a generalizagdo desta matriz diagonal cujos
elementos sdo 1 e -1, por uma matriz diagonal cujos elementos sdo exponenciais

complexas cujos angulos variam com o tempo, como mostra a equacao (6.21).
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IR 0 0 0 |
0 &% o0 0 0
Us=| 0 0 &0 o 0 (6.21)
0 0 0 . 0
0 0 0 0 "]

Essa matriz Uy foi escolhida porque no tempo inicial £ = 0, 8(0) = 0 para todo i gerando
a matriz identidade e em um tempo final ¢ = trtem-se 6(ty) = 2kzou 6(t) = (2k+1)zcom
keZ, portanto, uma matriz diagonal com elementos 1 e -1 e que pode gerar um estado
grafo. Desta forma, o estado |y(®)) = Ug(H)[(|0)H1))/2"*]®" varia de um estado
completamente desentrelacado em =0 a um estado maximamente entrelacado (se o
grafo correspondente a este estado for totalmente conectado) em ¢ = ¢ O interesse aqui
¢ utilizar as medidas de entrelagamento propostas para analisar a variacdo do
entrelagcamento de |yA?)).

Inicialmente, assumi-se que a variacdo dos angulos 6, i=l,...n-1, em (6.21)

segue as funcodes

£=0,(t)= [LJ ar, (6.22)
ty
f,20,(t)= [LJ o, (6.23)
ty
f,=0,(t)=1og, [1 +tLJ a,r. (6.24)
.

Nos trés casos tem-se que 6,()=-[ ()t () +...+0,.1(¢)] e 6(¢)e[0,2x]. A variavel ¢
assume apenas os valores 1, se 0(t) = 7, € 2, se O(t) = 2.

Seja primeiramente o estado grafo completamente conectado

®6
0)+|1
|l//6>=U12U16U23U34U45U56[| )] >] . (6.25)

N

A variagdo do entrelagamento deste estado de acordo com (6.22) a (6.24) é como

mostrado na Figura 6.4
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Figura 6.4 — Variagao do entrelagamento Aq¢(|iws)) versus ¢. 1 - f1, 11 - o, 111 - £5.

A Figura 6.4 mostra o crescimento do entrelacamento de ‘0’, para o estado
desentrelacado composto pelo produto tensorial de 6 qubits, ao valor maximo “1°, para o
estado grafo final da equagdo (6.7). Além disso, o crescimento ¢ oscilatorio.

Como segundo exemplo ¢ considerado o estado de seis qubits, sem

entrelacamento genuino de seis vias, com duas particdes com entrelagamento triparte

V2

o)+
‘l//373> =U,UpUsU,sUs : (6.26)

A Figura 6.5 mostra novamente a variacdo de As(|ys(?))) e a variacdo de As(|y3 3(9))),

ambas para o uso de f;.
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Figura 6.5 — Variagdo do entrelacamento de As(|ws)) (I) e As(|w3 3)) (II) versus ¢.

Como pode ser observado na Figura 6.5, o crescimento do entrelacamento ¢
semelhante para ambos os estados até um valor de ¢ proximo a f# (=1). Entretanto, o
entrelacamento do estado |3 3) cai abruptamente a zero em # por causa do critério de

separabilidade dado na equagdo (6.6).

6.4 Conclusido

Neste capitulo foi proposta uma medida de entrelacamento para mensurar o
entrelagamento genuino de seis qubits. A seguir, um conjunto de analises com objetivo
de mostrar o comportamento da medida ¢ apresentada. Graficos com crescimento e
decrescimento do entrelagamento para alguns estados quanticos incluindo o pardmetro
de Smolin e dois estados grafos sdo apresentados. A matriz My capaz de gerar
entrelacamento de forma gradativa em qualquer estado grafo ¢ utilizada para mostrar
como o entrelacamento varia durante a criacdo de um estado altamente entrelacado e

também como funciona o critério de separabilidade da medida Ag.

77



Capitulo 7 Conclusées e Perspectivas

7.1 Conclusdes

Como conclusdes desse trabalho podem ser citadas

1. O calculo do Entrelagamento Groveriano através de um algoritmo genético para
demonstrar que esta medida ndo ¢ capaz de avaliar diferentes tipos de
entrelacamento multiparte.

2. A proposta de uma medida de entrelacamento para estados puros de 4 qubits,
computacionalmente viavel, capaz de mensurar positivamente apenas estados
com entrelacamento genuino.

3. Aplicagdes envolvendo estados puros maximamente entrelacados de 4 qubits
que indicam uma relacdo inversa entre o entrelacamento em 4 vias e o
entrelagamento em duas vias.

4. Estados quanticos conhecidos na literatura foram avaliados em relacdo a
quantidade de entrelacamento neles contidos e pelo menos um novo estado
quantico maximamente entrelagado foi apresentado.

5. A medida proposta mg foi avaliada em relacdo a sua extensibilidade para um
nimero maior de qubits demonstrando ser 7z também uma medida para medi¢ao
de entrelagamento genuino.

6. Sendo 7 incapaz de medir apenas entrelagamento genuino, foi desenvolvida a
medida A¢ que mostrou-se eficaz na deteccdo e medicdo de estados
genuinamente entrelagados.

7. Estados grafos foram com sucesso utilizados para demonstrar a criagdo,

destruicdo e variagdo do entrelagamento em estados puros.

7.2 Perspectivas
Como perspectivas de trabalhos futuros podem ser citados:
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. A classificacdo de estados quanticos multipartes quanto as suas classes SLOCC.
. A busca da possibilidade de adaptacdo das medidas desenvolvidas para medigéo
de estados mistos.

. A pesquisa da extensibilidade de = para estados com mais de seis qubits e

qudits.
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