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RESUMO

O problema da arvore de custo minimo com k arestas consiste em encontrar, para um grafo
conexo e ndo-orientado com custo nos Vvértices e nas arestas, uma componente de custo
minimo que seja uma &rvore com exatamente k arestas. Neste trabalho, apresentamos a
formulagdo matematica proposta por Fischetti et al. (1994) e cinco heuristicas desenvolvidas,
baseadas nos algoritmos Prim (1957) e Kruskal (1956) e Dijkstra (1959). Uma das heuristicas
apresentadas neste trabalho, mostrou-se competitiva, obtendo solu¢gdes muito proximas das
encontradas pela Heuristica Lagrangeana no conjunto bb proposto por Blum e Blesa (2005).
Os resultados das nossas heuristicas foram comparados com os obtidos da Heuristica
Lagrangeana de Quintdo et al. (2008) e (2010), para as instancias do conjunto g proposto por
Blesa e Xhafa (2000) e conjunto bb proposto por Blum e Blesa (2005). As heuristicas foram
desenvolvidas para a versdo k-ACM-CA. Comparando os resultados, analisamos que as
heuristicas apresentadas neste trabalho, apresentam o tempo de execuc¢do para cada instancia,
superior nos dois conjuntos quando comparados com os obtidos na Heuristica Lagrangeana de
Quintao et al. (2008) e (2010). Os tempos de execuc¢do das heuristicas poderao ser melhorados
ao aproveitar a Union-Find, ao invés de utilizar a busca em profundidade, além disso, as

arestas poderdo ser colapsadas, para que o Dijkstra (1959) seja aplicado no grafo colapsado.

Palavras-chave: Otimizacao. k-ACM. Heuristicas HKP. Heuristica KHPD.



ABSTRACT

The problem of minimum cost tree with k edges consists in finding for a connected graph and
not cost-oriented with the vertices and edges a minimum cost component that is a tree with
exactly k edges. We present the mathematical formulation proposed by Fischetti et al. (1994)
developed five heuristics, based on the Prim algorithm (1957) and Kruskal (1956) and
Dijkstra (1959). One of the heuristics presented in this paper, was competitive, getting very
close to the solutions found by the Lagrangian heuristic set bb proposed by Blum and Blesa
(2005). The results of our heuristics were compared with those obtained from the heuristic
Lagrangian Quintdo et al. (2008) e (2010) for the instances of the set g proposed by Blesa and
Xhafa (2000) and set bb proposed by Blum and Blesa (2005). The heuristics were developed
for version k-ACM-CA. Comparing the results, we analyze the heuristics presented in this
paper presents the runtime for each instance, the top two sets compared with those obtained in
the Lagrangian Heuristic Quintdo et al. (2008) e (2010).The execution times of the heuristic
can be improved by leveraging Union-Find, instead of using the depth-first search in addition

the edges may be collapsed so that the Dijkstra (1959) is implemented in the collapsed graph.

Keywords: Optimization. k-ACM. HKP Heuristics. Heuristic KHPD.
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1 INTRODUCAO

Problemas de otimizacgéo sdo problemas em que desejamos encontrar uma solucao
que seja a melhor possivel dado um conjunto de restricdes. Esses problemas sdo considerados
de maximizacdo ou minimizagdo de acordo com a necessidade de maximizar ou minimizar o
conjunto de solucGes. Para a melhor solucéo existente, damos o nome de solucéo 6tima.

Ultimamente, os problemas de otimizacdo tem ganhado grande visibilidade e os
estudos nesta area tém avancado muito, principalmente por parte das industrias e grandes
empresas que tem encontrado em seu cotidiano aplicacfes para este tipo de problema,
EXAME (2006), Nemhauser (2007).

O nivel de dificuldade para encontrar a solucdo 6tima € consideravel em
problemas mais complexos. Podemos medir esse nivel de dificuldade pela complexidade
destes problemas e/ou pelo porte dos problemas. Problemas considerados de grande porte sao
problemas cuja base de dados é muito grande. Por isso, vém sendo cada vez mais importante
0 uso de algoritmos mais eficientes que possam fornecer solugdes em tempo habil, tendo em
vista que 0s recursos computacionais sao limitados.

Nesse sentido, o uso de heuristicas torna-se cada vez mais importante porque sao
algoritmos que ndo garantem encontrar a solucdo 6tima, mas que em geral fornecem solucGes
muito proximas da 6tima, além de fornecer essas solu¢des em tempo computacionalmente
aceitavel. Na literatura, encontramos estudos relacionados a heuristicas para resolver
problemas de otimizacdo, podem ser elas baseadas em relaxacdes lagrangeanas ou
relacionadas a algoritmos gulosos dentre outros.

Neste trabalho desenvolvemos heuristicas para um problema de otimizacdo. Este
problema esta definindo sobre um grafo conexo e ndo orientado G = (V, E), onde V é o
conjunto de vértices e E o conjunto de arestas. Para cada aresta e e E temos um custo
associado c., e para todo vértice veV associamos um custo d,. O Problema da Arvore de
Custo Minimo com k arestas, ou simplesmente k-ACM, consiste em encontrar um subgrafo de

custo minimo com k arestas que seja uma arvore. O custo de uma arvore T =(V; ,E; ) € dado
poerV +Zce . Existem duas varia¢cfes desse problema, uma quando apenas consideramos

0s custos das arestas, chamado de k-ACM-CA, e outra quando apenas consideramos 0s custos
dos vértices, chamado de k-ACM-PV. Nos trés casos, 0 problema é NP — Dificil, Fischetti et
al. (1994).
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Para alguns casos particulares o problema é polinomial. Para k =n - 1 o problema
reduz-se a encontrar uma Arvore Geradora Minima (AGM), e quando o grafo G for uma
arvore, o problema pode ser resolvido utilizando um algoritmo de programacdo dinamica,
Fischetti et al. (1994) e Blum (2007). Ja para valores pequenos de k, o problema pode ser
resolvido por inspecéo.

Existem vérias aplicacGes reais para o problema. Uma delas consiste no problema
de Arrendamento de Pocos de Petroleo, Hamcher e Joernster (1993). Nesta aplicacdo, uma
empresa obtém do governo o direito de exploracdo de campos de petréleo por um
determinado periodo. Ao final deste periodo a empresa deve devolver alguns campos, deste
que exista um caminho entre esses campos. Com isso, a empresa tem que escolher os k
campos conectados de menor valor comercial para ser devolvido ao governo. Também
encontramos aplicacdes para o k-ACM em Telecomunicagdes com Garg (1997), Roteamento
com Cheung (1994) e Mineragdo com Philportt (1997).

A dificuldade do problema pode ser medida pela pouca quantidade de algoritmos
exatos existentes na literatura, sendo a maioria, heuristicas ou algoritmos aproximativos.
Alguns autores se mostram céticos quanto as dimensbes das instancias que podem ser
resolvidas com garantia de otimalidade em tempo polinomial.

Neste trabalho desenvolvemos heuristicas para o problema, heuristicas baseadas
nos algoritmos do Prim (1957), Kruskal (1956) e Dijkstra (1959).

Neste trabalho propomos algumas heuristicas para o k-ACM-CA. O
desenvolvimento de heuristicas tem por finalidade encontrar boas solu¢cdes com pequeno
custo de tempo. Uma comparacdo com os melhores resultados da literatura é feito. Queremos
que nossas heuristicas sejam competitivas com esses resultados, seja pelo valor da sua solugéo
ou pelo consumo de tempo.

Nosso trabalho esta voltado para o k-ACM-CA, mas todo resultado obtido para
essa versdo pode ser aplicado para o k-ACM através da transformacdo do grafo de entrada,
conforme mostrado por Quintédo et al. (2008) e (2010).

No desenvolvimento das nossas heuristicas utilizamos as caracteristicas essenciais
dos algoritmos Prim (1957), Kruskal (1956) e Dijkstra (1959). O algoritmo Prim (1957)
garante que a cada iteracdo aumenta uma arvore Unica. A Figura 1 ilustra o resultado do
algoritmo Prim (1957), para adicionar 2 arestas. O algoritmo Kruskal (1956), a cada iteracdo
adiciona uma aresta de custo minimo, desde que, a insercao dessa aresta nao gere ciclo. Além
disso, o Kruskal (1956) tem a caracteristica que depois de inserida varias arestas na floresta,

sdo criadas componentes que séo sub-arvores de custo minimo. A Figura 2 ilustra o resultado
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do algoritmo Kruskal (1956), depois de adicionar 4 arestas na floresta. A caracteristica
importante do Dijkstra (1959) € que podemos verificar se uma dessas componentes geradas
pelo o Kruskal tem custo pequeno para ser unida a outra componente. A caracteristica do
Prim (1957), em aumentar uma Unica arvore poderd ser usada, por exemplo, quando
precisarmos adicionar mais arestas numa componente da floresta encontrada pelo o Kruskal
(1956).
Realizamos um comparativo entre os resultados obtidos neste trabalho com os

resultados de Ehrgott et al. (1997) e de Quintdo et al. (2008) e (2010).

Figura 1 - llustra a execucéo do algoritmo Prim (1957), depois de adicionar 2 arestas.

@@ @
© ® @ )
CO—C) @® @
O @ &
) © ©) )
@@ RORRC

Fonte: Elaborada pelos autores.



Figura 2 - llustra a execucdo do algoritmo Kruskal (1956), depois de adicionar 4 arestas.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na literatura encontramos uma diversidade de heuristicas para o problema. A
grande maioria é baseada nos algoritmos Prim (1957) e Kruskal (1956).

No algoritmo de Prim (1957), a arvore inicial H(U, A) tem o conjunto A de aresta
inicialmente vazio e um conjunto U de vértice contendo um vértice raiz r. A escolha dessa raiz
é feita de forma arbitraria. Em cada iteracdo o algoritmo seleciona no corte uma aresta de
custo minimo (u, v), e adiciona essa aresta a arvore H, assim comeca uma nova iteracéo até
que H seja uma AGM, Cormen et al. (2002).

No algoritmo de Kruskal (1956), o subgrafo H(U, A) é uma floresta, em que A
inicialmente é vazio. Em cada iteracédo, o algoritmo escolhe uma aresta (u, v) de menor peso
que liga os vértices de duas componentes distintas de H(U, A), desde que ndo gere ciclo.
Assim o algoritmo adiciona (u, v) em A e comeca uma nova iteracdo até que H seja uma
AGM.

Uma heuristica simples para encontrar uma solucéao viavel do problema k-ACM-
CA consiste em utilizar o algoritmo Prim até que ele adicione k arestas na componente.
Chamaremos essa heuristica de Prim-ACM.

Ehrgott et al. (1997), fornecem varias heuristicas para a versdo k-ACM-CA. Uma
em destaque é baseada na ideia de utilizacdo do Prim-ACM para encontrar uma solu¢do do
problema, sendo que o Prim-ACM sera executado n vezes, uma para cada vértice como sendo
0 vértice inicial do Prim-ACM, e no final retorna a arvore de menor custo entre todas
encontradas.

Fischetti et al. (1994), fornecem a primeira formulagcdo matematica para o
problema. Eles definem duas variaveis binarias para representar a solucdo do problema. Seja

X,,Ve e E, igual a1, se aaresta e for escolhida para pertencer a solucéo, e 0 caso contrario.
Da mesma forma, sejay,,Vv eV ,igual a 1, se o vértice v for escolhido para pertencer a

solucdo, e 0 caso contrério.
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Figura 3 - Representa a formulacdo matematica proposta por Fischetti et al. (1994), para a versdo k-
ACM.

(k-ACM) min Y c.x, +3 d y, (D
e=E vV
Sujeitoa: Y x. =k 2)
e E
Zyv =k+1 (3)
vV
Zxrﬂ Zy,,,‘v’S =V,|S|=2,vVje S (4)
e=E(5) ve 5
x, 1{0,1},vee Eey, {01}, vve V (5)

Fonte: Adaptada de Fischetti et al. (1994).

A funcéo objetivo (1) minimiza os custos das arestas e dos vértices escolhidos. As
restricdes (2) e (3) garantem que k arestas e k + 1vértices serdo selecionados, respectivamente.
As restrigdes (4) garantem que a solugdo ndo teré ciclos. Elas sdo baseadas em desigualdades
de eliminacgdo de ciclos, logo aparecem em nimero exponencial de restricdo. Reparem que
guando consideramos as versdes k-ACM-CA e k-ACM-PV devemos modificar a funcéo
objetivo considerando apenas 0s custos das arestas e dos vértices, respectivamente.

Quintdo et al. (2008) e (2010) apresentaram uma heuristica lagrangeana baseada
na relaxacdo obtida da reformulacdo de Multi-Fluxo apresentada por eles. Essa heuristica
lagrangeana mostrou-se melhor que muitas heuristicas existentes da literatura. Neste mesmo
trabalho os autores apresentaram duas formulacdes baseadas em uma transformacao do grafo
de entrada. O k-ACM ¢é definido para um grafo G = (V, E) ndo direcionado e ponderado nas
arestas e vértices, e as duas formulagcdes fazem uso de um grafo D = (V, A) direcionado e
ponderado apenas nas arestas obtido de G apds algumas operagdes. As operacdes se resumem
em adicionar novas arestas ao grafo e na transformacéo das arestas ndo direcionadas por duas
arestas direcionadas com a incorporacdo dos custos dos vértices nos custos das arestas,
Quintdo et al. (2008). Uma das reformulacdes baseia-se em restricbes de Multi-Fluxo para
descrever arvore, e a outra foi baseada nas desigualdades de Miller, Tucker e Zemlir (1960).
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3 HEURISTICAS PROPOSTAS

Desenvolvemos cinco heuristicas para o problema. S&o heuristicas baseadas nos
algoritmos do Prim (1957), Kruskal (1956) e Dijkstra (1959), onde buscamos utilizar as

melhores caracteristicas encontradas de cada algoritmo para ser aplicado em nosso problema.
3.1 Heuristica de Kruskal-Prim (HKP)

A heuristica de Kruskal-Prim (HKP) poderé ter duas fases. Na primeira fase
aplicamos o Kruskal (1956) e, em cada iteracdo, verificamos se a Ultima componente que
recebeu aresta € uma solucdo viavel do problema, ou seja, possui k arestas. Neste caso, a
heuristica termina retornando essa componente como solucdo. Na Figura 4 mostramos um
grafo que sera dado como entrada e a componente resultante encontrada na primeira etapa do
HKP, para o caso de k = 5.

Figura 4 - llustra um grafo dado como entrada e a componente resultante encontrada na primeira etapa
do HKP, para o caso de k = 5.

P [+ ™
|3'—'_'5'

./ /\/
“#7\/\

9 —

P, / ’\z / A

I
—

Fonte: Elaborada pelos autores.

Se apds adicionarmos n - 2 arestas ndo encontrarmos uma solucdo, entdo
iniciamos a segunda fase. A segunda fase inicia com as duas componentes da primeira fase e,
em cada uma delas, aplicamos o algoritmo Prim-ACM para gerar uma solugéo.

Inicializamos o Prim-ACM com uma das componentes, e a cada iteracdo
aumentamos esta componente com a aresta de menor custo no corte.

Na Figura 5 exemplificamos o resultado da primeira fase do algoritmo HKP sobre

o grafo da Figura 4.
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Figura 5 - Componentes formadas depois de serem adicionadas n — 2 arestas na primeira etapa da
heuristica HKP para k = 6.

("3 = e (5 ) [ 9
8 s e 5
AT o
1) (6 ) v
> 3,/ 24
'/ )\/" '.X ("8 HI
| 2 ] (7} —

Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 6 - Mostramos os resultados da aplicacdo do Prim-ACM em cada uma das componentes da
Figura anterior.

. PN
g S < y 7 <o’

/ ey — P /
lr".J-:l.-. i I:\ . | 4 .-'I 1 N l‘j I 4 I
= = (1)

N ‘7 | L 2 4
A Y /\/

e
—
| |

Fonte: Elaborada pelos autores.

Comparamos as duas solucBes encontradas, uma em cada componente, e
devolvemos a de menor custo. A ideia dessa heuristica é tentar usar o melhor dos algoritmos

Kruskal (1956) e Prim (1957). A seguir apresentamos o pseudoc6digo da HKP.



Figura 7 - llustra o pseudocodigo da HKP.

Estrutura componente

int n; //Nimerc de vértices.

int m; //Nimerc de arestas.

int #grau; /fGrau de cada vértice deszsa componente.
int #=; f/Vértices dessa componente.

*f; //Folhas desza componente.

int #b; f/Vértices borda da componente.

int nf; //Nimerec de folhas.

int ovb; /fNimerc de vértices borda.

int r; /fRaiz dessa componente.

R
C

[
[~

double w; //Custo dessa componente.
Lefdj #=Adj; //Lista de Adjacéncia.
Aresta *arestas; //Arestas da componente.

[EP
o

MST_PRIMic, k)

1 Inicializar a componente c

2 Para i = c.m até k

3 Expandinde a componente ¢ com a menor aresta de corte Efu, wv)
4 custo = incrementar o custo de ¢ com o wvaler de E(u, w)

& Selecionade as arestas que iric pertencer ao nove corte

& retorna custo

HEP(k, n, m)

1 QuickSort{arestasOrd, m)
2 Para i =1atémec=1atén- 2

3 u = arestas0Ord[i].u

4 v = arestas0Ord [1]. v

5 Se FIND_SET(u) != FIND_SET(w)

] adicionar a aresta E(u, v) na floresta H

T pai = pegar o pai da compenente gque contém Elu, v) em H
B e c »= Lk

& cl = pegar componente de raiz pai

10 Se el.m ==k

11 retorna cl.w

12 g = pegar of representantes das componentes da floresta H
13 Para u = 1 até w faga

15 c2 = pegar componente de raiz glu]l da fleresta H
17 $ = MST_PRIM(c2, k)

18 Se 8§ < custo

15 custo = 3

20 retorna custo

Fonte: Elaborada pelos autores.
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3.2 Heuristica de Kruskal-Prim 2 (HKP-2)

Na heuristica Kruskal-Prim 2 (HKP-2) também teremos duas fases. Na primeira
fase aplicamos o Kruskal (1956) e, ap0s adicionarmos k arestas, teremos no maximo k

componentes com pelo menos uma aresta, conforme o exemplo da Figura 8, parak = 4.

Figura 8 - Grafo dado como entrada e as componentes, resultado da insercéo de k arestas para k = 4.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Se adi¢do da ultima aresta formou uma componente com exatamente k arestas,
retornamos o peso dessa componente como nossa solucdo. A Figura 9 ilustra o caso em que a
solugcdo encontrada na primeira fase da heuristica HKP-2 fornece a solucdo do problema k-
ACM-CA.

Figura 9 - Grafo dado como entrada e a componente resultante da insercéo de k arestas retornada como
solucéo.

\ 7 / C

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Caso a solucdo nédo tenha sido encontrada, iniciamos a segunda fase aplicando o
Prim-ACM em cada componente, semelhante a heuristica HKP. A Figura 10 ilustra um

exemplo do algoritmo Prim-ACM sobre as componentes da Figura 8.

Figura 10 - Resultado da primeira e segunda componente ap6s aplicar o Prim-ACM.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 11 - Resultado da terceira componente apds aplicar o Prim-ACM.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

A ideia dessa heuristica é procurar solucGes em espacos de vizinhanga diferentes.

Pois ela utiliza varios pontos de partida. A seguir o pseudocddigo da HKP-2.
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Figura 12 - llustra o pseudocddigo da HKP-2.

KRUSKAL-MODC)

1 QuickSertiarestaslrd, m)

2 Para i=1atémec=1aték

3 u = arestasOrd[i].u

4 W = arestasOrd [1]. v

& e FIND_SET{u) !'= FIND_SET(v)

& adicienar a aresta E(u, v) na floresta H
T pai = pegar o pai da componente gue contém E(u, v) em H
B B o ==k

] cl = pegar componente de raiz pai

10 Se cl.m ==k

11 retorna cl.w

12 g = pegar of representantes das componentes da floresta H
13 Para u = 1 até w faga

15 c2 = pegar componente de raiz glu] da floresta H
17 & = MET_PRIM(cZ, k)

18 e 8 < custo

18 custo = 5

20 retorna custo

Fonte: Elaborada pelos autores.

3.3 Heuristica de Kruskal-Prim 3 (HKP-3)

Na heuristica Kruskal-Prim 3 (HKP-3), aplicamos o Kruskal (1956) para
encontrar a AGM, e as arestas que vao sendo descartadas pelo Kruskal neste processo véo
sendo armazenadas na floresta H, deste que ndo gere ciclos. A Figura 13 ilustra um caso em

gue uma aresta descartada pelo Kruskal forma ciclo na floresta H.

Figura 13 - Grafo para o exemplo em que a aresta descartada da floresta F e adicionada na floresta H
gera um ciclo.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Depois de inseridas k arestas em H, verificamos se H forma uma solucédo para o k-
ACM-CA. A Figura 14 ilustra o caso em que as k arestas descartadas pelo Kruskal formam

uma componente conexa sem ciclos, ou seja, uma solucao véalida para o k-ACM-CA.

Figura 14 - Grafo dado como entrada para o exemplo em que as arestas descartadas e adicionadas na
floresta H formam uma componente com exatas k arestas.

O T,
@/ \ﬂi ® @ ©

Fonte: Elaborada pelos autores.

Se apos encontrar a AGM a solucdo ainda ndo foi encontrada, entdo para cada
componente de H, aplicamos o Prim-ACM e, retornamos a componente de custo minimo. A
Figura 15 ilustra o caso em que as arestas descartadas na fase Kruskal (1956) e, adicionadas

na floresta H formam componentes com menos de k arestas.

Figura 15 - Caso em que as arestas descartadas pelo o Kruskal (1956) e, adicionada na floresta H
formam componentes com menos de k arestas, para k = 4.

Fonte: Elaborada pelos autores.

O argumento dessa heuristica esta no fato das arestas descartadas pelo Kruskal
possuirem valores de custo pequenos comparadas com outras arestas na arvore geradora
minima, ou seja, estamos usando arestas de custo baixo para produzir novos pontos de partida

para o Prim-ACM. A seguir apresentamos o pseudocddigo da HKP-3.
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Figura 16 - llustra o pseudocddigo da HKP-3.

HKP-3(k, n, =)

1 (QuickSort(arestaslrd, =)
2 Para i=1atémec=1atén-1

3 u = arestaslrd[i]l .u

4 v = arestasOrd[i].v

5 Se aresta E(u, v) ndc gerar ciclo ao ser adiconada em H

B adicionar a aresta Efu, v) na floresta H

T increzenta c

B Sendo

] Se aresta E(u, v) nfc gerar ciclo ao ser adiconada em F
10 adicionar a aresta Ef{u, ¥) na floresta F

11 pal = pegar o pal da cozponente que contém Efu, v) e= F
12 cl = pegar componente de raiz pail

13 Se cl.e =5k

12 retorna cl.w

15 g = pegar oz representantes das cozponentes da floreata F
16 Para u = 1 até w facga

17 ct = pegar cozponente de raiz g[u] da floresta F
18 S = MST_PRIM(c2, k)

19 Se 3 < custo

20 custo = 3

21 retorna custo

Fonte: Elaborada pelos autores.

3.4 Heuristica de Kruskal-Prim 4 (HKP-4)

Na heuristica Kruskal-Prim 4 (HKP-4), aplicamos o algoritmo de Kruskal (1956)
no grafo até que sejam adicionadas k arestas na floresta H. Depois de adicionadas essas k
arestas teremos no maximo k componentes na floresta H. A Figura 17 ilustra o caso em que as

arestas adicionadas na floresta H formam componentes com menos de k arestas, quando k = 4.
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Figura 17 - Grafo dado como entrada e as componentes, resultado da insercédo de k arestas
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Aplicamos entdo uma busca em profundidade para verificar que H forma uma Unica
componente conexa. A Figura 18 ilustra o caso em que a solucdo é encontrada nesta etapa
parak = 5.

Figura 18 - Grafo dado como entrada e a arvore gerada depois de adicionadas k arestas na floresta H
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Depois de concluida essa etapa, e a solugdo ainda ndo foi encontrada, aplicamos o
algoritmo de Dijkstra (1959) entre todo par de vértices contidos em componentes distintas de

H. A Figura 19 ilustra o0 caso em que a insercao de k arestas na floresta formam componentes
com menos de k arestas.
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Figura 19 - Grafo dado como entrada e as componentes geradas depois que foram adicionadas k aresta
na floresta H.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Entdo para cada caminho minimo C encontrado entre ue D, e veD;, onde
D, e D, sdo componentes de H, calculamos o nimero de arestas que existem neste caminho.
Se o nimero de arestas da sub-arvore D,UD;UC for igual a k arestas, essa componente é

retornada como solucdo. A Figura 20 ilustra o caso em que a unido das componentes D1 e D2

na floresta H forma uma componente com exatamente k arestas, para k = 4.

Figura 20 - Componentes encontradas depois de adicionadas k arestas na floresta H e a componente

formada unido das componentes D1 e D2 pelo o caminho de vértices 1 e 2.
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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Caso D;UD;UC tenha menos de k arestas, aplicamos o algoritmo Prim-ACM nesta

componente para completarmos k arestas. A Figura 21 exemplifica o caso em que a unido das
componentes D1 e D2 forma uma componente com menos de k arestas, e a componente
resultante depois de aplicado o Prim-ACM.

Figura 21 - Unido das componentes D1 e D2 pelos vértices 3 e 5, e a adi¢do da aresta G(3 , 8) = 7
depois de aplicar o algoritmo Prim-ACM para formar a componente com k arestas.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Caso 0 nimero de arestas seja maior que k, aplicamos a funcdo que remove
arestas. Esta funcdo é executada até que existam apenas k arestas nessa componente.

A funcdo de remocé&o de arestas consiste na identificagdo e remocéo da folha que
possui aresta incidente de maior custo. Este processo € repetido até que restem apenas k
arestas na solucdo. A Figura 22 ilustra a execucdo da funcdo que remove arestas sobre a

componente formada da unido entre as componentes D1 e D3 através dos vértices 1 e 7.

Figura 22 - Unido das componentes D1 e D3 pelos vértices 1 e 7, e a remocdo das arestas G(1, 3) e
G(1, 2), depois de aplicar a fungdo que remove arestas.
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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A ideia dessa heuristica est4d na observagdo do caso em que o Prim-ACM néo
encontra a solucdo 6tima, jA que podemos ter duas componentes de custo minimo que sdo
desconectadas, mas sdo conectadas por uma aresta ou caminho de custo baixo. A Figura 23
ilustra o0 caso em que a aresta 2 de peso baixo impede que o Pim-ACM encontre a solugéo

6tima, em seguida apresentamos o pseudocodigo da HKP-4.

Figura 23 - Exemplo para o qual a aplica¢do do algoritmo Prim (1957) em todos os vértices do grafo
ndo encontra a solugdo 6tima.

=1

Fonte: Quintdo et al. (2008).



Figura 24 - llustra o pseudocddigo da HKP-4.

RemoverFolha{c3)

1 Encontrar a folha de maior custo em c3
2 Remover esta folha de c3

3 Atualizar o conjunto de folhas em <3

4 Retorna a folha de maior custo

HEP4{c1, c2, k)

1 Para u = 1 até cl.n faga

2 Para v = 1 até c2.n faga

3 cm = encontrar o menor caminho entre cl.s[u] e c2.s[v]
4 c3 = pegar componente da unifc entre cl, ¢2 & cm
5 Se c3.m ==

& 8 = c3d.w

T Sendo

g Se c3.m » k

9 Para w = 1 até c3.m - k faga

10 c3.w -= RemoverFolha{c3)

11 8 =cld.w

12 Sendo

13 5 = MST_PRIM(c3, k)

14 Se 8§ < custo

15 custo = 8

16 retorna custo

KRUSKAL-MOD()

1 QuickSort{arestaslrd, m)

2 Parai=1atémec=1até k

3 arestasOrd[i] .u

4 arestasOrd[i] . v

5 Se FIND_SET(u) != FIND_SET{w)
6

T

8

= B
nmon

adicionar a aresta E{u, v) na floresta H

pai = pegar o pai da componente que contém E{u, v) em H

Se c =k
9 cl = pegar componente de raiz pai
10 Se cl.m == k
11 retorna cl.w

12 g = pegar os representantes das componentes da floresta H
13 Para u = 1 até w - 1 faga

14 Para v = 1 até w faga

15 c? = pegar componente de raiz g[u] da floresta H
16 cd = pegar componente de raiz glv] da floresta H
17 5 = HKP4{c2, c3, k)

18 8 S < custo

19 custo = 8

20 retorna custo

Fonte: Elaborada pelos autores.
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3.5 Heuristica de Kruskal Prim Dijkstra (HKPD)

Na heuristica Kruskal Prim Dijkstra (HKPD), aplicamos o algoritmo de Kruskal
(1956) para encontrar a Arvore Geradora Minima (AGM) do grafo G, e depois encontramos o
conjunto L de todos os vértices ndo folha na AGM. Entdo, para cada dois vertices ue L e
v € L, aplicamos o algoritmo de Dijkstra (1959) para encontrar o caminho minimo entre esses
vertices, depois verificamos quantas arestas existem neste caminho. Se 0 nimero de arestas
deste caminho for exatamente k arestas, retornamos o custo desse caminho como nossa

solucdo. A Figura 25 exemplifica um grafo e sua AGM.

Figura 25 - Grafo dado como entrada e a sua AGM.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 26 - llustra os vértices ndo folha da AGM com a cor mais escura.

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 27 - llustra o caso em que o menor caminho entre dois vértices ndo folha tem exatamente k
arestas.

Fonte: Elaborada pelos autores.

No entanto, se o caminho encontrado pelo Dijkstra (1959) for maior que k
arestas, aplicamos a fungdo que remove arestas, semelhante a utilizada na HKP-4. Assim
obtemos k arestas de custo minimo desse caminho e retornamos como solugdo. A Figura 28

ilustra 0 caso em que o menor caminho entre dois vértices nao folha tem mais de k arestas.

Figura 28 - Exemplo em que o menor caminho entre dois Vvértices ndo folha tem mais k arestas.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Por outro lado, se 0 numero de arestas for menor que k arestas, aplicamos o Prim-
ACM para adicionar as arestas que faltam para completar a arvore com k arestas. A Figura 29
exemplifica o caso em que o nimero de arestas entre dois vértices ndo folha tem menos que k
arestas.
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Figura 29 - Exemplo em que o menor caminho entre dois vértices ndo folha tem menos de k arestas.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Essa heuristica busca através da utilizacdo do Dijsktra contribuir para que a arvore
de k arestas tenha o menor custo possivel, visto que, utilizando apenas o algoritmo Prim
(1957), podemos deixar de escolher uma componente de custo menor entre dois pares de
veértices. Escolhendo apenas os vértices ndo folha, temos acesso a todos 0s outros vértices e
ainda ganhamos em desempenho. Outro motivo de utilizar o algoritmo de Dijkstra (1959) é
porque o caminho minimo encontrado no grafo entre dois vértices poderd ser menor que o

caminho entre 0s mesmo vértices na AGM. Apresentamos a seguir o pseudocodigo da HKPD.

Figura 30 - llustra o pseudocodigo da HKPD.

HKPFD(k, u, w)

1 ¢ = Encontra o menor caminho entre os wvértices u e v

2 He com=k

3 retorna c.w

4 Sendo

5 Se c.m >* Kk

G Aplicamcs a fungic que remove arestas de maior custo adjacéntes
7 a wértices folha até gue exista=m apenas k arestas neste cazinhe
g8 retorna c. W

% BSendo

10 retorna MST_PRIM(c, k)

KRUSKAL-MOD(k, n, =)

QuickSort(arestasird, =)

Para i = 1 atédm e c=1atén -1

arestasOrd[i] .u

W arestasOrd[i] .+«

S5e aresta Ef{u, v) nio gerar cicleo ac ser adiconada e= H
adicionar a aresta E(u, ¥) na floresta H
incrementa o

u

1
2
3
=2
5
&
-

8 g = pegar os vértices nioc folha da frvore Geradora Minima
9 Para u = 1 até w faga

10 Para w = u + 1 até w faga
11 3 = HKFD(k, glul, glvl)
12 S5e 5 < custo

13 custo = 3

14 retorma custo

Fonte: Elaborada pelos autores.
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4 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Nossos resultados foram comparados com o melhor resultado existente na
literatura para dois conjuntos de instancias. O primeiro conjunto, chamada de g, foi proposto
em Blesa e Xhafa (2000) e consiste de grafos 4-regulares. O segundo conjunto, chamado de
bb, foi proposto em Blum e Blesa (2005) e consiste de grafos grid.

Comparamos nossos resultados com os resultados da heuristica apresentada por
Ehrgott et al. (1997), aqui chamada de Prim aplicado a todos os vértices (PAV), e a heuristica
lagrangeana apresentada por Quint&o et al. (2008) e (2010).

Em todas as instancias do conjunto g, a heuristica HKPD ficou com solucGes
muito préximas da heuristica lagrangeana, e em algumas instancias obtivemos 0s mesmos
resultados desta heuristica. Um fator importante que devemos ressaltar é o tempo de execuc¢édo
das nossas heuristicas foi sempre menor que o da heuristica lagrangeana. Estas duas
heuristicas foram executadas em ambientes computacionais distintos. Entretanto, acreditamos
que os resultados da nossa heuristica teriam sido melhores se fosse executada no mesmo
ambiente da Heuristica Lagrangeana, pois utilizamos uma maquina 2.20 GHz, com 3GB de
memoria RAM.

Vale observar que para as instancias do conjunto g com 1000 vértices, 0s autores
reportam que a heuristica lagrangeana estourou o tempo limite. Por outro lado, a heuristica
HKPD executou estas instancias com um tempo médio de 175,264 segundos.

Para efeito de comparacdo, apresentamos a seguir a qualidade da solucdo
fornecida pelas heuristicas lagrangeana, PAV, HKP-4 e HKPD, quando aplicada a todas as
instdncias dos conjuntos g e bb. A Figura 5.1 fornece o grafico comparando as solucgdes

obtidas em cada instancia do conjunto g das heuristicas Lagrangeana, HKP-4, HKPD e PAV.
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Gréfico 1 — Compara as solugdes das heuristicas Lagrangeana, HKP-4, HKPD e PAV obtidas em
cada instancia do conjunto g proposto por Blesa e Xhafa (2000).

B Heuristica Lagrangeana
B HKP-4
O HKPD

I I | | | | .PAV

123456768 91011121314151617168192021 222324252627 2829303132 333435

700

600

500

400

=
[=]

300

=
[=]

200

=
[=]

=
=

0

Fonte: Elaborada pelos autores.

Gréfico 2 — Compara as solugdes obtidas em cada instancia do conjunto bb das heuristicas
Lagrangeana, HKP-4, HKPD e PAV.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

Os resultados sdo também apresentados nas Tabelas 1 e 2 para cada instancia
disponivel nos conjuntos g e bb.

Na Tabela 1 estdo os resultados das heuristicas Lagrangeana, HKP-4, HKPD e
PAV para as instancias do conjunto g proposto por Blesa e Xhafa (2000). As heuriticas HKP-
4 e HKPD alcancaram bons resultados porque em algumas solucBes tiveram as mesmas
solucBes que a heuristica Lagrangeana. Com relagdo ao tempo, nossas heuristicas obtiveram

em todas as instancias tempo menor que a Heuristica Lagrangeana, mesmo executadas em
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uma maquina de configuragdo inferior. Para as instancias que ndo apresentaram resultado na
heuristica Lagrangeana foi devido a limitacdo de tempo computacional, segundo 0s autores.
Na Tabela 2 estdo os resultados das heuristicas Lagrangeana, HKP-4, HKPD e
PAV para as instancias do conjunto bb proposto por Blum e Blesa (2005). As solucdes
obtidas na HKP-4 e HKPD ficaram proximas as encontradas pela a heuristica Lagrangeana.
Os tempos das heuristicas HKP-4 e HKPD s&o melhores que os da heuristica Lagrangeana em

todas as instancias dos conjuntos g e bb.

Tabela 1 — Representa os resultados das heuristicas Lagrangeana, HKP-4, HKPD e PAV para as

instancias do conjunto g

Instancias Heuristica HPK4 HPKD PAV
Lagrangeana
N m K | Solug T(s) Solucdo T(s) Solucdo T(s) Solucdo T(s)
do
g25-4-01 25 50 20 219 1.29 225 0.00 219 0.00 228 0.00
925-4-02 25 48 20 607 1.12 607 0.00 607 0.00 607 0.00
925-4-03 25 50 20 464 1.69 464 0.00 464 0.00 464 0.00
g25-4-04 25 48 20 620 1.79 620 0.00 620 0.00 620 0.00
925-4-05 25 50 20 573 1.75 602 0.01 573 0.00 617 0.00
g50-4-01 50 98 20 460 7.04 478 0.02 466 0.01 478 0.00
950-4-02 50 99 20 421 5.56 437 0.03 435 0.00 460 0.01
950-4-03 50 99 20 565 6.79 583 0.03 584 0.00 601 0.00
g50-4-04 50 100 20 434 6.16 434 0.02 434 0.01 434 0.01
g50-4-05 50 100 20 387 3.78 394 0.02 406 0.00 454 0.00
g75-4-01 75 149 20 366 10.94 376 0.06 366 0.01 390 0.00
g75-4-02 75 150 20 295 8.42 307 0.04 307 0.01 307 0.01
g75-4-03 75 149 20 412 14.58 433 0.06 428 0.02 447 0.01
g75-4-04 75 150 20 430 14.00 439 0.05 444 0.01 457 0.01
g75-4-05 75 150 20 284 4.49 284 0.04 284 0.01 284 0.01
9100-4-01 100 200 20 363 18.01 388 0.09 377 0.04 388 0.02
9100-4-02 100 200 20 335 14.90 341 0.08 338 0.05 347 0.01
9100-4-03 100 200 20 412 17.35 416 0.11 412 0.04 416 0.02
g100-4-04 100 199 20 442 19.24 442 0.08 442 0.04 450 0.01
¢100-4-05 100 199 20 388 19.88 410 0.10 388 0.03 408 0.02
g200-4-01 200 400 20 308 72.44 308 0.37 318 0.39 395 0.08
g200-4-02 200 400 20 299 63.81 309 0.35 299 0.41 309 0.07
g200-4-03 200 400 20 300 62.14 303 0.34 303 0.56 324 0.08
g200-4-04 200 399 20 304 75.50 312 0.31 310 0.45 321 0.08
g200-4-05 200 399 20 357 67.84 369 0.37 357 0.30 370 0.08
g400-4-01 400 800 20 253 | 261.26 277 1.66 253 5.05 277 0.42
g400-4-02 400 799 20 328 | 301.55 352 1.70 330 4.87 379 0.43
g400-4-03 400 799 20 302 | 279.99 314 1.66 306 5.85 326 0.43
g400-4-04 400 800 20 306 | 288.71 331 1.71 309 5.50 342 0.42
g400-4-05 400 800 20 320 | 315.71 328 1.59 320 4,70 373 0.42
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91000-4-01 1000 | 2000 | 20 271 13.44 270 | 179.84 277 4.99
91000-4-02 1000 | 1999 | 20 308 14.50 288 | 172.33 292 4.99
91000-4-03 1000 | 2000 | 20 310 14.37 309 | 166.29 320 4.97
91000-4-04 1000 | 2000 | 20 310 13.42 306 | 188.86 347 4.96
91000-4-05 1000 | 2000 | 20 299 13.37 280 | 169.00 299 4.95
Fonte: Elaborada pelos autores.
Tabela 2 — Representa os resultados das heuristicas Lagrangeana, HKP-4, HKPD e PAV para as
instancias do conjunto bb
Instancias Heuristica HPK4 HPKD PAV
Lagrangeana
N m k | Solug T(s) Soluca T(s) Soluca T(s) Solug T(s)
ao o o ao
bb15x15_1 225 420 20 257 70.46 286 0.77 267 0.42 283 0.12
225 420 40 642 90.71 661 1.49 652 0.50 714 0.18
225 420 60 977 93.30 1099 2.88 1086 0.60 1196 0.21
225 420 80 | 1335 100.70 1528 4.97 1515 0.65 1756 0.23
bb15x15_2 225 420 20 253 81.48 260 0.53 253 0.50 270 0.11
225 420 40 585 86.24 616 1.57 666 0.72 709 0.16
225 420 60 927 87.03 974 3.45 1074 0.80 1203 0.20
225 420 80 | 1290 96.31 1487 5.62 1467 0.86 1666 0.22
bb45x5_1 225 400 20 306 79.28 309 1.02 342 0.43 342 0.12
225 400 40 695 87.48 705 2.15 760 0.58 831 0.14
225 400 60 | 1107 94.58 1175 3.07 1204 0.69 1305 0.20
225 400 80 | 1551 103.38 1622 4.63 1658 0.76 2026 0.23
bb45x5_2 225 400 20 302 80.26 319 0.95 307 0.44 319 0.11
225 400 40 654 86.23 688 1.72 657 0.59 754 0.16
225 400 60 | 1122 95.390 1185 3.27 1137 0.71 1265 0.20
225 400 80 | 1617 101.850 1749 5.70 1706 0.81 1808 0.23
bb33x33_1 1089 | 2112 | 100 | 1577 | 6633.150 1746 355.11 1703 | 287.46 1978 11.62
1089 | 2112 | 200 | 3342 | 7079.540 3872 | 1318.36 3626 | 348.77 4245 17.13
1089 | 2112 | 300 | 5207 | 7755.700 6257 | 2556.77 5716 | 390.29 6386 22.14
1089 | 2112 | 400 | 7172 | 9011.410 8498 | 3925.81 8261 | 430.19 8774 20.75
1089 | 2112 | 500 | 9332 | 6710.190 | 10858 | 6301.80 | 10758 | 470.40 | 11499 17.02
bb33x33_2 1089 | 2112 | 100 | 1547 | 5548.970 1724 363.18 1617 | 357.72 1985 6.12
1089 | 2112 | 200 | 3379 | 5797.900 3919 | 1295.30 3643 | 416.61 4031 8.87
1089 | 2112 | 300 | 5296 | 6096.480 6188 | 2416.86 5905 | 457.05 | 6387 11.35
1089 | 2112 | 400 | 7339 | 6259.840 8536 | 4133.17 8254 | 493.43 8920 13.89
1089 | 2112 | 500 | 9510 | 6559.050 | 11090 | 5943.30 | 10938 | 535.77 | 11327 16.13
bb100x10_1 1000 | 1890 | 100 | 1605 7369.16 1759 349.25 1682 | 176.26 1988 5.01
1000 | 1890 | 200 | 3593 8881.59 3962 | 1069.52 3794 | 234.21 | 4272 7.56
bb100x10_2 1000 | 1890 | 100 | 1668 | 9809.180 1795 326.58 1688 | 193.71 1795 5.02
1000 | 1890 | 200 | 3637 | 9157.960 3959 | 1375.04 3775 | 248,51 | 4510 7.56

Fonte: Elaborada pelos autores.
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5 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

As heuristicas HKP-4 e HKPD mostraram-se competitivas, obtendo solucdes
muito proximas das encontradas pela heuristica lagrangeana no conjunto bb proposto por
Blum e Blesa (2005). Em algumas instancias encontraram os mesmos valores de solugdes no
conjunto g proposto por Blesa e Xhafa (2000). O tempo obtido por nossas heuristicas sdo
melhores em todas as instancias do conjunto g proposto por Blesa e Xhafa (2000) e bb
proposto por Blum e Blesa (2005), comparado com os da heuristica Lagrangeana.

Como trabalho futuro, propomos o desenvolvimento de procedimentos de trocas
de arestas para ser aplicado nas solugdes encontradas pelas heuristicas com a finalidade de
melhorar tal solucdo. Para melhorar o tempo de execucdo das nossas heuristicas poderdo ser
utilizadas estruturas mais apropriadas, por exemplo, a heap. Uma alternativa para acelerar o
tempo de execucdo da HKP-4 é aproveitando a union-find, ao invés de aplicar a busca em
profundidade. Além disso, outra ideia para acelerar a HKP-4 é colapsando as arestas, e

aplicando o Dijkstra (1959) no grafo colapsado.
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