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RESUMO

Nessa dissertacao apresentaremos um teorema sobre os fins de um variedade completa
devido a Peter Li e Jiaping Wang. Esse resultado pode ser interpretado como uma ge-
neralizacao do teorema splitting de Cheeger-Gromoll, que afirma que se uma variedade
Riemanniana M completa tem curvatura de Ricci nao-negativa entao M tem somente
um fim ou M é isomémetrica a um produto da forma R x L, onde L é uma variedade
Riemanniana compacta com curvatura de Ricci nao-negativa. O que Li-Wang fizeram foi
ampliar tal resultado para variedades de curvatura de Ricci limitada inferiormente por

uma constante negativa.

Palavras-chave: Variedade completa. Curvatura de Ricci. Espectro positivo.



ABSTRACT

In this dissertation we will present a theorem about the ends of complete manifold due
to Peter Li and Jiaping Wang. This result can be interpreted as a generalization of
Cheeger-Gromoll splitting theorem, which states that a complete Riemannian manifold
M with nonnegative Ricci curvature then M has only one end or M is isometric to a
product space R x L, where L is a compact Riemannian manifold with nonnegative Ricci
curvature. What Li-Wang did was expand this result for manifolds with Ricci curvature

bounded from below by a nonnegative constant.

Keywords: Complete Manifold. Ricci curvature. Positive spectrum.
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1 INTRODUCAO

Em todo esse texto M™, n > 3, representara uma variedade Riemanniana n-dimensional,
conexa e completa. Nosso objetivo com esse trabalho é demonstrar um resultado devido

a Peter Li e Jiaping Wang (LI & WANG 2001), que sob as hipoteses

(n — 1A (M)

Ricy > —
Cpr = n—o9

)\1(‘]\/[) > Oa

afirma que M tem somente um fim com volume infinito ou que M = R x N com a métrica
ds?, = dt® + (cosh® t) ds%;,
onde N é uma variedade compacta com curvatura de Ricci limitada inferiormente por
Ricy > —(n — 2).

Lembramos que um fim e de uma variedade M é uma aplicacdo que a cada
conjunto compacto K C M associa uma componente conexa ilimitada e(K) (nao-vazia)

de M \ K de tal maneira que se K; C Ky sdo compactos entao
e(Ky) C e(Ky).

Intuitivamente, os fins de uma variedade sao as formas de chegarmos ao infi-
nito. E natural identificarmos cada fim com sua respectiva imagem em M \ K.

Observamos que o conceito de fim de uma variedade s6 tem valor se a va-
riedade for ndo compacta. Um outro fato que destacamos ¢ que M \ K tem somente
um ntmero finito de componentes ilimitadas, assim, o ntmero de fins F(M) de M ¢é

o maior valor do limite lim N(K,), onde {K,},en € uma sucessdo de compactos com
n—oo

o0
KiCKyCc..CcK,C.., M= U K, e N(K,) é o nimero de componentes conexas

n=1

ilimitadas de M \ K,.

O teorema de Li-Wang é uma generalizacao do resultado de X. Wang, que tem
a hipotese adicional da variedade ser conformemente compacta. Lembramos que uma

variedade completa (M, ds3,) é conformemente compacta se sua métrica ¢ da forma

dsyy = p~*dsg,
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onde ds? é uma métrica definida na variedade compacta com fronteira M = M UOM e p

¢ uma funcao diferencidvel satisfazendo

p=0, em OM

dp # 0, em OM.

Em 1999, E. Witten e S. T. Yau (ver WITTEN & YAU, 1999) provaram que,
se M™ é uma variedade Einstein conformemente compacta, de dimensao n > 3 e com o
bordo tendo constante de Yamabe positiva, entdo o grupo de homologia H,,_;(M, Z) = 0.
Como consequéncia, temos que M possui somente um fim. No mesmo ano, M. Cai e G.
J. Gallow (ver CAI & GALLOW, 1999) generalizaram o resultado acima para variedades
com bordo tendo constante de Yamabe nao negativa. Na sua tese de doutorado, X. Wang

(ver WANG, 2001) obteve a seguinte generalizac¢ao:

Teorema 1.1 (X. Wang) Seja M"™ uma variedade conformemente compacta cuja cur-

vatura de Ricci € limitada inferiormente por
Ricpyr > —(n—1).
Denotando por \y(M) o menor autovalor do Laplaciano de M, se
M(M)>n—2

entao
1. HY(L*(M)) =0 ou
2. M =R x N com a métrica ds* = dt* + (cosh’t) ds%;, onde N ¢ uma variedade

compacta cuja curvatura de Ricci € limitada inferiormente por
Ricy > —(n — 2).

A conclus@o que M tem um tunico fim segue do teorema de Mazzeo (MAZZEQ,
1988) que identifica o grupo de cohomologia H'(L?(M)) com o grupo de cohomologia re-

lativa H'(M,OM) para variedades conformemente compactas.

Definicao 1.1 Um fim E de uma variedade completa M é nao-parabdlico se existe uma

funcao de Green positiva em E que satisfaz a condi¢ao de Neumann para a fronteira OF.

No trabalho de Cao-Shen-Zhu (ver CAO, SHUN & ZHU, 1997) foi provado

que se um fim de uma variedade tem primeiro autovalor do Laplaciano positivo, entao
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o fim tem que ser nao-parabélico ou tem volume finito. Juntamente com o resultado de
Li-Tam (ver LI & TAM, 1992), que afirma que o nimero de fins ndo-parabolicos de uma
variedade completa ¢ limitado superiormente pela dimensao de um subespaco do espaco

das fun¢oes harmonicas com integral de Dirichlet finita, ou seja, pela dimensao do espaco

Hp(M) = {f 87 =0 [l <00 [ V57 < oo},

podemos estimar o nimero de fins com volume infinito em uma variedade com A\, (M) > 0.

Na proxima se¢ao, apresentaremos alguns fatos da demonstragao do teorema
de Li-Tam.
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2 PRELIMINARES

2.1 Referencial moével

Seja M™ uma variedade Riemanniana. Dada uma vizinhanga coordenada U, podemos

considerar um referencial movel {e;} e suas formas duais w; dadas por

wj(e:) = dji,
onde

e;,:U—>TM
e

w; U —=T*M.
As 1-formas de conex@o w;; de M no referencial {e;} satisfazem
dwi = Zwij A wj,
J

e

(A)Z'j = _w]'i.

Observamos que tais 1-formas satisfazendo a anti-simetria e a equacao diferen-

cial acima sao tnicas. Uma forma de obtermos as formas de conexao é a seguinte: temos

que
0= d(di)p = d({ei, €5))p(X) = X((es, €5)),
portanto
0= (Vxe;, ej) + (e;, Vxej),
assim, definimos w;;(X) = (Vxe;, e;). A anti-simetria é 6bvia. Resta verificarmos a
relagdo com a derivada exterior de w;, para isso, escrevendo [e,,,e,] = Y., ¢k e; temos
dw; = =537y, Ciywj A wg. Dai

<Z Wij A wj) (em7 en) = win(em) - wim(en) = <vemei7 €n> - <ven€i7 em)
J
= _<vemem ei> + <Ven€m7 ei) - <ei7 [em 6m]> = Cfmm?

enquanto que

dwi(€m, €n) = em(wi(en)) — en(wilem)) — wi[em, en]) = —wi([em, €x])

— . J R [ A
- wl( jcmnej) = “Can = Cumo
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mostrando que
dwi = Zwij AN Wy .
J

Diferenciando a expressao acima, encontramos
0=d(dw;) =d (Z wyi A\ wl> = Z (dwil — Zwij A ij> A w
l l J

Definicao 2.1 Definimos a forma de curvatura €;; como

Qi = dw;j — E Wik N Wiy ondei,j=1,...,n.
k

Segue da definicao que cada 2;; ¢ uma 2-forma e ;; = —€j;. Definimos os

termos R;j,; ao escrever €);; em termos das 2-formas wy A wy,

Qij = — Z Rijklwk A wy.

k<l

A expressao acima estabelece I2;j,; somente quando k£ < [. Para que tenhamos

todas as variagoes definimos R;j;, = —R;ji € Riju = 0. Assim

1
Qij = —5 ; Rijkl Wi VAN wi.

Uma interpretacao das formas de curvatura é que, dados X,Y € T,M, a matriz
Q,;:),(X,Y)} é a matriz da aplicacao
ilp plicag

R(X,Y), : T,M — T,M,

onde R:T(M) x T(M)x T(M)— T(M) tem como coordenadas os valores R;j.
Valem as seguintes simetrias:
1. De € = =y, segue que Riju = —Rji;
2. Por definicao, Rijm = —Rijik;
3. Riju + Ripy + Rk = 0;
4. Rijr = Ruij-

Seja f € C°(M) uma fungao diferenciavel em M. A diferencial de f é uma

transformacao df : TM — R. Assim

df = Z fiwi.
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Diferenciando a equacao acima, temos
0 =d(df) =) (dfs Aw; + fidw;)

= dez /\wi —I—Zflz% /\Cdj
i i j
i J
Com isso, definimos a segunda derivada covariante de f como
Z fijw; = df; + Z fiwji.
J J
O Hessiano de f é o 2-tensor simétrico

V2f == Z fz-jwi X Wy .

,J

E fato que fi; = fji- Finalmente, temos que o Laplaciano de f ¢ dado por
Af = fa

Seja f : M™ — M™% uma imersdo. Tome ey, ...,e,., um referencial adap-
tado a f, isto é, tal que ey, ..., e, sao normais a M e e, 1, ..., €, sa0 tangentes a M.

Usaremos as seguintes notacoes para os indices

1<A B, C,...<n+k
E+1<i, 4, k,...<n+k
1<a, 8, v,...<k.

Definimos a segunda forma fundamental de M por
Wai = hf}wj.

Segue que
hi; = (I1(ej,€;5),€q),

onde

(e e5) = (Vo)

¢ a componente normal da conexao V.,e;, onde V denota a coneao de Leci-Civita de M.

Quando k& = 1, denotaremos h}j simplesmente por h;;. Neste caso, a segunda



15

forma fundamental é determinada pelas n equacoes
Wi = Z hijwi,
J

comi?=1,...,n.

2.2 Variedades complexas

Denotaremos por i a unidade imaginaria de C e por C" o espago das n-uplas (z1, ..., 2,)
onde z; € C para i = 1,...,n. Dado um espago vetorial real V', podemos construir um

novo espaco vetorial V® sobre C pondo

VE={u+iv; uveV},

onde definimos as operacoes de soma e produto por um complexo z = « + 3 por

(u+iv) 4+ (v + ') = (u+ ) +i(lv+2'), u,u',v,0' €V

(a+if)(u+iv) = (au — pv) + i(fu+ av), u,v € Vea,B €R.

Com isto, é facil verificarmos que V€ é um espaco vetorial sobre C. Com a
identificacdo v = u + i0, onde 0 é o elemento neutro de V', podemos escrever V C V. O
espaco V¢ é chamado de complexificacdo do espaco real V.

Temos uma aplicacao natural J : V& — V€ que associa cada u+iv ao elemento

—v + iu, ou seja, ao produto i(u + iv). A transformagao J satisfaz J> = —1. Se V tem
dimensao n sobre R e {ey,...,e,} é uma base de V', podemos verificar que {ej,...,e,}
¢ uma base de VC sobre C (quando interpretamos e; € V(C) e{e,...,en, Jer, ..., Je, b é

uma base de VC sobre R. Deste modo, temos que

dimg VC = 2dimg V

e
dime VE = dimg V.

Chamamos uma transformacao J : V' — V., em um espaco vetorial real, de
estrutura complexa se J satisfaz a condicao J? = —1.

Dada uma transformacao f:V — R, definimos f : V€ — C por

flutiv) = f(u) +if(v),
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gerando assim um funcional em VC. A relacdo f + ig — f + i§ gera um C-isomorfismo
(V(C)* ~ (V*)C.

Seja D um aberto de C" = {(z1,...,2,); s €C, i=1,....,n} e f: D — C.
Dizemos que f é holomorfa se, para cada k = 1,...,n, f é uma funcao homolorfa
quando consideramos somente a variavel z,. De forma anéloga, uma transformacao
f: D cC C* — C™ é holoforma se, quando escrevemos f = (fi,..., fm) temos cada

fi holomorfa, parai=1,...,m.

Definicao 2.2 Uma variedade complexa M de dimensao complexa n é uma variedade
diferencidvel 2n-dimensional, munida de um atlas formado por cartas ¢, : U, — C™ com

a condi¢cdo que

0500yt pa(Ua NUs) = ¢p(Ua N Ug)

seja um transformagao holomorfa de n varidveis complexas.
Nesse caso, cada ¢, € uma carta coordenada holomorfa e o conjunto das ¢, ’s

€ um atlas complexo para M.

Seja M uma variedade complexa de dimensao n e ¢ = (z1,..., z,) um sistema
de coordenadas complexas de U C M, com z, = xp + iyx. Entao (x1,91,..., %, Yp) € um

sistema de coordenadas reais para M em U, de maneira que

¢ uma base para T,M, para cada p € U.
Definindo

(), -+{G, -G} - @),-+{6), @)
)@ )

uma base de (T,M)® sobre R.

Na mesma notagao acima, considerando dxy, dy;, € T, M™, definimos

(dzr)p = (dag)p +idyr)p € (dZk)p = (dzy)p — i(dys)p-

Segue que

{(dz1)p, (dZ1)p, - - -, (d2n)p, (dZ0)p}
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¢ uma base de (T,M*)® sobre R, dual da base

o), (), (a2, (62,
de (T,MC)*.

Proposicao 2.1 Seja M € uma variedade complexa de dimensao complexan. Se (z1,. ..,
zp) € um sistema de coordenadas complexas para M definido em uma aberto U de M,

entao, para cada p € U, o operador linear J, : T,M — T,M dado por

0 0 0 0
#(am), = (ow), < #aw), = (o),
Oxy, P Oy p Oyr, » Oxy, P
independe das coordenadas zp = xy + 1y, escolhidas e define uma estrutura complexa em

T,M.

Chamamos o operador J de uma estrutura quasi-complexa canoénica de M.

Variedades Kéahler

Consideraremos agora M uma variedade complexa e g uma métrica Riemanniana em M.
O valor g, de g em um ponto p € M é uma forma bilinear simétrica em 7,M que pode ser

estendida a uma forma bilinear simétrica em T, M €. definindo para u+iv, v’ +iv' € T,M c

gp(u + v, u' 4 iv') = (gp(u, u') — 9p(v, ') + i(gp(u, ') + gp(ul, v)).

Se uma métrica Riemanniana satisfaz

9p(Jpu, Jpv) = gp(u,v)

para cada p € M e u,v € T,M, entao g é chamada de métrica Hermitiana da variedade
complexa M.
Agora, considerando g uma métrica Hermitiana em M, para um ponto arbi-

trario p € M e para vetores u,v € T,M, definimos

wy(u, v) = gp(Jpu, v).

Sendo g Hermitiana, segue que

Ip(Jpu, v) = gp(Jp(Jpu), Jpv).
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Usando que Jg = —1, concluimos que

gp(quv v) = gp(—u, Jp”) = —gp(Jpv, ),

ou seja,

wp(u,v) = —wy(v, u).

Com isso, temos que w, ¢ uma forma diferenciével de grau 2. Se dw = 0,

dizemos que g ¢ uma métrica Kéhleriana e que M é uma variedade Kéahler.

Exemplo 2.1 (Toro complexo) Considere C™ como um espago vetorial de dimensdo

2n sobre R. Escolhendo 2n elementos linearmente independentes aq, . . ., as, definimos

2n
I'= {Zmiai 5 m; EZ}.
i=1

Entao C™ é um grupo abeliano com respeito a adi¢ao que tem I' como um
subgrupo. Seja T = C"/T" o grupo quociente de C™ por T'. Para cada elemento a € C",
seja m(a) a classe com respeito a T contendo a. m € uma aplicagao de C" em T. Dizemos
que um subconjunto U C T € um aberto se 7= 2(U) é um aberto em C". Entdo cada ponto
a de T possui uma vizinhanca homeomorfa a uma vizinhan¢a de a € C". Desse fato,
podemos provar que T € uma variedade complexa de dimensao complexa n. T € chamado

de toro complexo.

2.3 O teorema de Li-Tam

Foi provado por Li-Tam (ver LI & TAM, 1992) que o nimero de fins nao-parabolicos
de uma variedade completa ¢ limitado superiormente pela dimensao do espago Hp (M),
formado pelas fun¢oes harmonicas limitadas com integral de Dirichlet finita, ou seja, da

dimensao de

HD(M):{ﬂAf:U, £l < 00, /MIVf|2<oo}.

No trabalho de Cao-Shen-Zhu (ver CAO, SHEN & ZHU, 1997), foi provado
que se um fim de uma variedade tem primeiro autovalor do Laplaciano positivo, entao
o fim tem que ser nao-parabodlico ou tem volume finito. Com isso, estimamos o nimero
de fins com volume infinito de uma variedade com A;(M) > 0 estimando a dimensao do

espaco Hp(M). O teorema de Li-Tam afirma que:

Teorema 2.1 (Li-Tam) Seja M uma variedade completa. Se dimH®(M) < oo, entio

M tem finitos fins. Em particular, se s e | denotam o numero de fins parabdlicos e o
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numero de fins nao-parabdlicos, respectivamente, entao
s+1 < dimH°(M).
Além disso, se l > 1, entao

s+ 1 < dimH" (M)

Observamos que os espacgos mencionados acima sao H°(M), que é o espago
gerado pelo conjunto das fungoes harmonicas em M que sao limitadas inferiormente ou
superiormente em cada fim, e H* (M), que é o espago gerado pelo conjunto das fungoes

harmonicas positivas. Segue que
Hp(M) c HY (M) Cc H°(M).

Discutiremos alguns fatos da demonstracao desse resultado. Inicialmente,

enunciaremos alguns resultados utilizados na demonstracao:

Proposicao 2.2 Um fim E de M ¢é nao-parabdlico se, e somente se, existe uma fun-

¢ao harmonica nao-constante f definida sobre E com a propriedade que —oo < infg f <

mingg f.

Proposicao 2.3 Se E ¢ um fim nao-parabolico de M, existe uma fun¢ao harmonica ¢
definida em E com as sequintes propriedades:

1. 0<¢p<1lemkFE;

2. ¢ =1 na fronteira OF de E;

3. ¢(p;) — 0 para alguma sequéncia de pontos em E tal que p; — oo;

4. ¢ tem integral de Dirichlet finita em E.

Dessa forma, como Hp(M) contém as fungdes harmoénicas constantes, temos
que dim Hp(M) > 1. Assumiremos, portanto, que M tem pelo menos 2 fins nao-
parabolicos. Seja Ry > 0 suficientemente grande tal que M \ B(p, Ro) tem no minimo 2
fins nao-parabdlicos disjuntos F; e Fy, para p € M. Construiremos uma funcao harmo-
nica nao-constante e limitada com integral de Dirichlet finita para o fim F;. Para R > Ry,

consideramos fgr a solucao da seguinte equagao

AfR = 07 €m B(p7 R)a



20

fr=1, em E;NOB(p, R)

fr=0,em 0B(p, R) \ E\.

Como R > Ry, temos Fy N B(p,R) C 0B(p,R) \ E;. Sendo E; e E, fins
nao-parabolicos, a sequéncia de fungoes { fr} admite uma subsequéncia convergindo para

uma func¢ao harmonica f definida em M tendo a propriedade que

sup f=supf=1
M B

1]r\14ff:1gEliff:O,

para qualquer fim nao-parabélico E; com i # 1.

Em particular, f é limitada e tem integral de Dirichlet finita. Repetindo essa
argumento para cada fim nao-parabdlico obteremos um conjunto de fun¢des harmonicas
linearmente independentes, incluindo as fungoes constantes, como o ntimero de fins nao-
parabodlicos. Denotaremos o espago gerado por tais fung¢oes harmonicas por K. Estimando
a dimensao de K teremos como estimar o ntimero de fins nao-parabdlicos. Se M tem

primeiro autovalor do Laplaciano \; positivo, entao
dim K > numero de fins com volume infinito.

Na proxima se¢ao, obteremos algumas estimativas de decaimento para as fun-
¢oes em K.

Por simplicidade, assumiremos as seguintes notagoes

E(R)=EnNB(p,R), Ve(R) = volume(E(R))

OE(R) = ENOB(p,R), Ap(R) = area(QE(R)).

Lembramos também que A;(M) pode ser caracterizado como

M (M) /E P < / Vo

para todas as funcgoes diferenciaveis com suporte compacto ¢ em F.
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3 ALGUMAS ESTIMATIVAS
Lema 3.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Suponha que E ¢ um fim de M

com M\ (E) > 0. Entao, para qualquer fungao harmoénica f em K, existe uma constante

a tal que f — a estd em L*(E). Além disso, a fungio [ — a satisfaz a estimativa de

/ (f —a)* < Cexp (—QMR)
E(R+1)\E(R)

para alguma constante C' > 0 dependendo de f, A\ (E) e n.

decaimento

Demonstra¢ao: Sejam f como na constru¢ao do teorema de Li-Tam e {fr} a sequéncia
de fungoes convergindo para f. Assumiremos A\;(M) = 1. Para um fim fixo E (que nao é
necessariamente o fim que origina a sequéncia fg), temos que fr tem autovalores 0 e 1 na
fronteira OF(R), assim consideraremos as fungoes fgr ou 1 — fg. Logo, podemos assumir

que fr ¢ nula em OE(R). Mostraremos que o lema vale com a =0 e

/ f? < Cexp(—2R).
E(R+1)\E(R)

Seja ¢ definida por

o) = "W Ho - peR)\ B(R)

=1, em E\ E(2Ry),

onde 7(z) é a distancia geodésica para um ponto fixo p.

Tomando § € (0, 1), mostraremos que

/Eexp(2(57’)f2 < a=0e

Para isso, integrando |V (¢ exp(dr) fr) | em E(R), encontramos

/E(R) IV (¢ exp(6r) fa) [
= /E(R) |V(¢6XP<57‘))|2JC12%+2/E(R)¢eXp(5T)fR<V(¢exp(5r))7va>
exp(6r))?|V fr|?
+ [ @esplon) 19

= / \V(¢exp(5r)>|2f;+% / (V(¢” exp(207)), V(f7))
E(R) E(R)

+/ &2 exp(207)|V fal2.
E(R)
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Usando que fr = 0 no bordo dE(R), obtemos que

/ (V(& exp(267)), V(f3)) = — / & exp(26r)A(f3).
E(R) E(R)
Portanto,
/ IV (b exp(or) ) [
E(R) X
_ / V(6 exp(6r) 3 / & exp26r)A(f2)+ [ 6 exp(26r)|V fal’
E(R) E(R) E(R)

Desenvolvendo a expressao do Laplaciano de fr e utilizando novamente que

fr € nula no bordo, encontramos que

/ IV (bexp(6r) ) |2 = / V(b exp(6r)P 2 1)
E(R)

E(R)
O integrando do lado direito da expressao acima pode ser escrito como
[V(¢exp(07))* = ¢*|V exp(or)|* + exp(207)[ V| + 2¢ exp(97)(V$, V exp(dr))

onde podemos estimar o tltimo termo usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a de-

sigualdade entre as médias

20 exp(dr)(Vo, Vexp(or)) = 2{exp(dr)V ¢, oV exp(dr))
< 2(¢7 | exp(0r)Vo|)(e'/?|9V exp(dr)])

< e texp(207)| V| + €¢*|V exp(or)|*.

Dessa forma, obtemos a estimativa

/E IV Gein

< (1+e) ¢*|V exp(6r) > f5 + (1 + 1) / exp(207)|Vo|* f7
E(R) € E(R)

1\ 1
< (1+€)8° ¢ exp(207) 2 + (1 + —) = / exp(207) f7
B(R) €) RG Jp@2Rro)\B(Ro)

onde trabalhamos com R > 2R,.
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Sendo

t/WW
AM(F)=1=inf

18

/ ¢ exp(26r) f3 < / 1V (p exp(67) fal?.
E(R) E(R)

; g tem suporte compacto em F
temos que

dai

2 2 Iy 1 2
(1—(14¢€)d%) / ¢* exp(267) f& < <1+ )RO/QRO)\E(RO) exp(207) ff-

Da escolha de 6 € (0, 1), podemos fazer ¢ = (1 — 4)/J, assim

1 1
I-(14+e8*=1-60 e 14+-=—-.
e 1—96

Multiplicando a tltima desigualdade por (1 — d) teremos

(1-— / ¢* exp(267) f5 < R /(23 - )exp(26r)f}22

e usando que ¢ = 1 em E \ E(2R,) obtemos a estimativa

1
(1- 5)2/ exp(26r) f < —2/ exp(207) f7.
E(R)\E(2Ro) Rg E(2R0)\E(Ro)

Fazendo R — oo

1
(1— 6)2/ exp(207) f? < —2/ exp(207) 2,
E\E(2Ro) Ry E(2Ro)\E(Ro)

assim

[E exp(207) f2 < ﬁ @)

Nosso objetivo agora ¢é estender essa estimativa para 6 = 1. Se 1 ¢ uma fungao

com suporte compacto em E, como A\ (F)=1e f € K temos

/ Y2 exp(2r) 2 < / V(% exp(r) f)
E
/|V¢|2exp(2r f +2/¢fexp r){(V, V(exp(r /2/}2|V exp(r)f)|?,

onde
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/E f exp(r) (Y, ¥ (exp(r)f)) = [E exp(r) f{V), [V (exp(r)) + exp(r) V)
:/Eexp(r)wi(Vz/J,V(exp(r)))+/Eexp(2r)f¢(VzZJ,Vf>

= / exp(?r)f2¢<v¢> V?“)

E

[ VNt = [ PIVEpe)E + [ 0 et @en), 1)
+ [ wFexpn)(vE.VH)
= [ PV
= [ 0 Pleo(r) vl
z/EwaQexp(%)-

Unindo essas duas expressoes na desigualdade acima obtemos que

—Q/Eexp(27")f2w(vw,V7’> S/E]VQMQeXp(Qr)fZ.

Escolhendo Ry < Ry < R, definimos

%7 em E(Ry) \ E(Ry)
V() = R L 7“(5175)
g em E(R)\ E(Ry).
Portanto
, B R —r(z) ( -1 )
/Eexp(%)f vive, Vi) = /E(R)\E(Rl) xp(2n)f R—BE \R—R
. ,7(z) — Ro < 1 )
+/E(R1)\E(Ro) @/ F = Ho \Fiy = Fo
1
V 2 « 2 — X 2
/E| vl exp(2r)f [E(m\E(Rl) = P
+ ;ZGXP(QT)JQ'

E(RO\E(Ry) (111 — Ro)

Substituindo esses valores da desigualdade obtida anteriormente, temos
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2 ,R—r(x)
R — Rl/ \g(Rl)exp(Zr)f R_R. R
<2 / exp(2r) f2(r(x) — Ro)

(R1 — 1Ro) E(R1)\E(Ro)

—_— exp(27“)f2
(R —131)2 E(R\E(R:)

—_ exp(2r)f2.
(B1 = Ro)* Jeri\e(r)

Escolhendo t € (0, R — R;) temos Ry < R —t. Parax € F(R —1t)\ E(Ry),
temos r(x) < R —t, assim R — r(x) > t, portanto

2t 2
B ——— xD(2 2 D —— R - xp(2 2
e . e P S /2R o (B ) exp(2n)f

< 553 R —r(z)) exp(2r) f2
TR Jo g, B T 00
implicando
2t / 1 9
—_ exp(2r)f* < —/ exp(2r)f
(B = R1)? Jer-o\em) IS R Ry (RN\E(R) )

( —2 _1 )/ (2 ) :
exp(2r) f,
R, — Ry (Rl 130)2 E(R1)\E(Ro)

onde usamos que r(x) — Ry < Ry — Ry em E(R;) \ E(Ry).
Substituindo R; = Ry + 1, t = 1 e definindo

g(R) = / exp(2r) f2,
E(R\E(Ro+1)

obtemos )
g(R—1)<CR*+ 59(3)7

onde

C= 3/ exp(2r) f?
E(Ro+1)\E(Ro)

¢ independente de R.

Iterando essa equacao k vezes, encontramos

k .
R+ 1i)? 1
oy < TED L Lo
=1
. (1+4)? 1
SCRQZ(% 1) + 5rg(R+ k)

< CR*+27%g(R+ k),
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onde escolhemos R > 1 e adaptamos a constante C'.

Pela estimativa temos que (para uma outra constante C')

/EeXp(%T)f2 S

para qualquer § € (0,1). Assim

g(R+k) = / exp(2r) f2
E(R+k)\E(Ro+1)
< exp(2(R + k)(1 — 8)) exp(267) f?,

E(R+k)\E(Ro+1)

pois 7 < R+ k. Entao (1 —d)r < (1 —9)(R+ k), o que resulta em
r<(1—=9)(R+k)+dr
Portanto
g(R+k) < CO(1 —6)%exp(2(R+k)(1 —6))
e, dessa tultima expressao, concluimos que
27Fg(R+ k) — 0
quando k — oo e escolhendo 2(1 — 0) < log2. Dai
g(R) < CR%.

Ajustando a constante, temos

/ exp(2r)f* < CR?, (3)
E(R)

para todo R > Rj.

Agora, na expressao

2t / , 1 ,
—_ exp(2r)f* < —/ exp(2r)f
(R - R1)2 E(R—t)\E(R1) ( (R - R1)2 E(R)\E(R1) )

( - —1 )/ R ) 2
XP ,
Ry — Ry (R — Ry)? E(R1)\E(Ro)

se escolhermos Ry = Ry + 1 e t = R/2 concluimos que

R/ exp(2r) f* < CR? —i—/ exp(2r) f2
E(R/2)\E(Ro+1)

E(R)\E(Ro+1)
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e, da estimativa , temos
/ exp(2r)f* < CR.
E(R/2)\E(Ro+1)

Assim, para R > R,
/ exp(2r)f* < CR. (4)
E(R)

Escolhendo agora Ry = R — 4 e t = 2, obtemos

1
/ exp(2r) f? < —/ exp(2r) f2
B(R—2)\E(R—4) 4 Je(rR)\E(R-1)

8 4 / 2
n + exp(2r) f.
(R —Ry—4 (R—Ry— 4)2) E(R—4)\E(Ro) ()

Usando , podemos limitar o segundo termo do lado direito da equagao
acima. Para o primeiro termo, escrevendo F(R)\ E(R—4) = E(R)\ E(R—-2)U E(R —
2)\ E(R — 4), encontramos

1
/ exp(2r)f* < C + —/ exp(2r) f2.
E(R—2)\E(R—4) 3 JE(R)\E(R-2)

Iterando a expressao acima k vezes temos

k-1
/ exp(2r)f* < C Z 37437k / exp(2r) f2.
E(R+2)\E(R)

i=0 E(R+2(k+1))\E(R+2k)

Usando novamente , podemos limitar a ultima integral acima por

3k/ exp(2r)f2 < C3F(R+2(k + 1))
B(R+2(k+1))\ E(R+2k)

que tende a 0 quando k — co. Assim

/ exp(2r)f2 < C (5)
E(R+2)\E(R)

para alguma constante C' > 0 independente de R.

Para concluirmos o lema,

/ exp(2R) f* < / frexp(2r) < C
E(R+1)\E(R)

E(R+1)\E(R)

pois > Rem E(R+1)\ E(R). O
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Lema 3.2 Nas mesmas condi¢oes do lema anterior, a integral de Dirichlet da func¢ao f

satisfaz a estimativa de decaimento

/ VA < Coxp (~2V/A(E)R)
BE(R+1)\E(R)

| exp (2VA(BIR) VST < CR
E(R)

para R suficientemente grande.

Demonstracao: Para R > 1, escolhemos ¢ dada por

r(x) —R+1 em E(R)\ E(R-1)
olr)=4¢ 1 em F(R+ 1)\ E(R)
R+2—r(zx) em E(R+2)\ E(R+1).

Dai
0—/¢ —a)A(f —a)
/ (6*(f - @), V(f - a))
- /Z<(f —a)(20V¢) + ¢*V(f —a),V(f —a))
:_Q/Egb(f—a)(ng,Vf)—/E¢2|Vf’2

e, pela desigualdade de Schwarz

/E FIVF = —2 / o(f — a)(V6, V1)

/— f— )V, 6V )

< [ 1 - avelievs]
<5 [ = aPIvop + 19 P)
N / (f — )|V
2/, '

Portanto

/E SV <4 / VoR(f — o)
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Utilizando a definicao da funcao ¢, temos

/ VoP(f —a)? = / (f — ),
E E(R+2)\E(R-1)

logo

/ VI < 4 / (f - ).
E(R+1)\E(R) E(R+2)\E(R—1)

Pelo lema anterior
/ IVf|* < Cexp <—2\/ AI(E)R) ;
E(R+1)\E(R)

o que conclui a primeira parte do lema.

A desigualdade mostrada implica que

/ exp (2 Al(R)r> IVfI? <C.
E(R+1)\E(R)

Tomando sucessivamente R = Ry + i, para ¢ = 1,..., k, obtemos

/ exp (2v/0r) VS <€,
E(Ro+2)\E(Ro+1)
- exp (2v/Ar) [V <C.

E(Ro+3)\E(Ro+2)

exp <2\/A_17") VI]*<C,

<)
E(Ro+k+1)\E(Ro+k)

exp <2\//\_17‘> IVf* < kC

-
E(Ro+k+1)\E(Ro+1)

o que prova a desigualdade desejada. 0]
Denotaremos por Vg(oco) o volume do fim E.

Teorema 3.1 Seja E um fim de uma variedade completa M com \(E) > 0.
1. Se E € um fim parabolico, entao E tem volume com decaimento exponencial dado
por

VE(OO) — VE(R) S C'exp(—Q\/ )\1(E)R,

para alguma constante C' > 0 dependendo somente do fim E.
2. Se E € um fim nao-parabdlico, entao E tem volume com crescimento exponencial

dado por

Ve(R) > Cexp(2y/ M (E)R),
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para todo R > Rg+ 1 e alguma constante C' dependendo somente do fim E.

Demonstragao: Consideraremos novamente o caso A\ (F) = 1. Seja fr a fungao harmonica
em E(R) com fr=1em JF e frp =0 em OE(R). Sendo E um fim parabolico, entao fr

converge para f =1 quando R — oco. Da equagao ({5)), sabemos que

/ exp(2r)f* < C.
E(R+2)\E(R)

Como r > R, temos que exp(2R) < exp(2r) e a fungao limite agora é f = 1.

/ < Cexp(—2R)
E(R+2)\E(R)

Assim,

Tomando R = R+ 2¢ com ¢ = 0,1, ... e somando sobre 7, temos

o0
Vi(00) = Ve(R) < C exp(—2(R + 2i)).

i=0

Como para i grande exp(—4i) < i~2 temos que, adaptando nossa constante,

Vis(50) = Vi(R) < Cexp(—2R),
o que mostra nossa estimativa para o decaimento do volume de um fim parabélico.
Consideraremos agora o caso em que F é um fim nao-paraboélico. Nessa situa-

¢ao temos que a sequéncia fr converge para uma fungao harménica nao-constante em F.

Portanto, existe uma constante C' positiva tal que para r > R,

c— [ _ [ 9 IVfIS(/ 1>(/ ‘Vf|2>2
or OV OE(r) ov DE(r) dE(r) OE(r)

C < Ab(r) ( / y erP)Q

< V£l*.
Agp(r) AE(r) V7

Integrando a expressao acima de R a R+ 1, utilizando o lema [3.2] e adaptando

logo

e portanto
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as constantes quando necessario, temos

R+1 1 1 R+1
et
/R Ag(r) (17 R OE(r)

= V£|?
C Jer\ER) V7
< Cexp(—2R).
Dai
R+1 1
1= Ap(r).——dr
/R R( ) AR(Q
R+1 +1 1

IN

/R AE(r)dr/R —AE(T) dr

< (VE(R+1)—=Vg(R)).(Cexp(—2R))
< CVg(R+ 1) exp(—2R)

= éexp(QR) < Vep(R+1).

Agora, dado R > Ry + 1, chamamos R' = R — 1. Aplicando a desigualdade
acima para R, temos

Vi(R) = V(R +1)

>1 exp(2R')
1
_ (5exp<-2>) exp(2R),

que é o resultado desejado. O
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4 TEOREMA PRINCIPAL

Faremos agora duas proposi¢oes que utilizaremos na demonstracao do teorema de Li-

Wang.

Proposicao 4.1 (Yau) Seja f uma fungao harmonica. Em todo ponto p tal que V f(p) #

0 wvale que
VIV
vz » MVIVAR
Demonstragao: Escolhendo um referencial ortonormal {ey,...,e,} tal que |V fle; = Vf

e e, f = 0 para todo « # 1, temos

VP = D S

ij=1

>N A Y f
j=1 a=2 a=2

=Y A A S Bt S ()
7=1 a=2 a=2 2<a<f<n

ZZleJ_‘_ngl—i_ﬁZfia_‘_ﬁ Z (thxafﬁﬁ)
j=1 a=2 a=2

2<a<B<n
2
n n 1 n
Z;ffj+;f§1+m <az:;faa> :

Usando que f é harmonica, temos

Zfaa = _f117
a=2

assim

n n 1
VAP =D M+ D a1
j=1 a=2
2 2
= QZflj + Tlfll
, n
=2
n 2
> —— z;flj-
J:

Por outro lado, se denotarmos h = |V f|, entao
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AVIPIVIV I[P = 4h*(Vh, Vh)
— (2hVh, 2hVh)
= (Vh2,Vh2)
= [V(IVF)P.

Chamando g = |V f|?, temos que g = f? assim dg = 2f,df, ou seja

dg=2f (Z Jijwj — ijwjl) =2h Zfz‘jwj

pois f; =0, para j > 1 e wy; = 0. Assim, escrevendo dg = ), g;w;, temos

9i = 2f1fu
e
V(VIPP =Vl = Zgl = 4ff th =4V/? qu
Unindo os resultados acima, temos
2 2 2
ORI L T
como queriamos demonstrar. O

Proposicao 4.2 Nas condigoes da proposicao[{.1], se

202 _ ”|V|Vf||2
w2 = ML
entao
—(n—1u 0 0
0 J)
(fij) = 0 0 w
0 0 0 I
onde 1 = foo = ... = fun.

Demonstragao: Da prova da proposigao [4.1], temos

V2 f|? = Z Z +Zf§@+2f5a,
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entao
2 _
D F5=0
i7j

onde a soma acima ¢é considerada com i = 2,...,n, j = 1,....,n e 1 # j. Assim, como
fij = fjia temos

fij =0, sei #].

Temos também que

SR Bt S Pt S (Pt £)
j=1 a=2 a=2

2<a<f<n

= At - > St LS @faafw)

2<a<fB<n

ou seja,

S (ot )= D (2faafss)

2<a<f<n 2<a<f<n

assim, para a > 3

(jéZ‘_'f@a)2 =0= féZZZ fAQ-

Finalmente, como Af = 0, temos

me’ =0= fu=—(n—1)fn,
mostrando que o Hessiano tem a forma desejada. 0

Teorema 4.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensao n > 3. Supo-

nha que A\ (M) >0 e
Ricy > _—(n — DAI(M).
n—2
Entao
1. M tem s6 um fim com volume infinito, ou

2. M =R x N com a métrica

A (M
ds® = dt* 4 cosh ( %t) ds%;,

onde N € uma variedade compacta com curvatura de Ricci limitada inferiormente



35

por
RiCN Z —)\1<M)

Demonstracao: Seja f € K uma funcao harmonica construida na se¢ao 1. Denotamos

por

h= IVl
a norma do gradiente de f. A férmula de Bochner (ver YAU, 1976) mostra que

Vi Vf

Ah? = 2Ric (
AZiNNZ]

) I+ 2
onde Ricy; denota a curvatura de Ricci de M e V2f é o Hessiano de f.
Pela proposigao [4.1], temos

n| V|V £
(n—1)

Combinando a féormula acima com a férmula de Bochner e a condi¢ao na cur-

IV2f? >

vatura de Ricci, temos

n— 1A (M)

AR? > ol h?
n—2
Agora, usando que h = |V f],
—1 M
2hAh + 2|Vh|* > ‘QWhZ M — IVhI2
n —
(n— 1A (M) [Vh[?
> i .
— Ah > — h+(n—1)h (6)

Denotando por g = hist = |Vf]27j e usando que

F) = fiofifia o fAf+2 Y Fi(VEVE),
=1

1<i<j<n

onde F; j é o produto das fungoes f,, com n & {7, j}, temos que a equacao acima pode ser

escrita como

Ag = =M(M)g. (7)

De fato,
Agn—l — Ahn_27
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enquanto que

_ . n—1\ ,_
Ag"'=(n—1)yg 2Ag+2< ) )g |Vg|?

-2
N VR ] )h" VR

_ — 1A ( h |Vh|? _
— 3 n i — 9\ (n — 3p" A 2
)h ( —" (n — 1)h> + (n—2)(n—3)h"*|Vh|

—(n— DM (M)E"2 + %\VhPh"—‘l.

> (n

Portanto

n— n— n—2 n— |vh|2 |Vg|2
(n=1)g""Ag = =(n =DM (M)g"™ + —9 1((%—2)2 72 —(n—1)27 :

Assim, resta verificarmos que o tltimo termo da desigualdade acima é nulo.

Para isso, usando novamente que ¢g"~! = h"2, temos

(n—1)g" *Vg=Vg" ! =Vh"?=(n—-2)h"*Vh,

ou seja
Vol . Vh?, Vh]?
- 0?8 gy — o - 2T 2 = 22 gy
Logo
Vol? Vh?
=127 = oL

como queriamos.

Mostraremos agora que a funcao g escolhida satisfaz a equagao

/ g2 < CR.
Bp(2R)\Byp(R)

Temos que

/392:/3929’@(2(”_?—1 )exp< 2n—n_1 (M)r)
§</1§(92)Hexp<2 (M ) </Bexp 2(n — 2) Al(M)r>)nll,

onde B = B,(2R) \ B,(R).
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Pelo teorema de comparacao do volume de Bishop, como

(n— 1)\ (M)

Ricy > —
1CNnp = n— 92

9

temos que
Ap(r) < Ax(r),

onde A,(r) é a area da esfera geodésica de raio r em um espago com curvatura constante

dada por
A(M)

k=— .
n—2

Dai

/ exp <—2(n —2) Al(M)'r’>
Bp(2R)\Byp(R)

< C/2R exp (—Z(n —2) )\1(M)> exp (

R

(n—1) MM)T) "
Vn—2

_ C’/}:R exp ((\;ln___12 o — 2)) Al(M)'r) dr.

A expressao acima é quase linear em R se n = 3 e decai exponencialmente

para zero quando n > 4. Combinando com a estimativa do lema [3.2] obtemos que

92<CR

/B (P2R)\B(p,R)

paran =3, e

gz—>0

/B(p,2R)\B(p,R)
quando n > 4.
Para completarmos a demonstracao, consideraremos ¢ uma funcao nao-negativa

com suporte compacto em M. Entao

o = [ 1vor ez [ eavo.va + [ v ®)

O segundo termo do lado direito da equacao acima pode ser escrito como



= ——/ P*Ag? (pois ¢ tem suporte compacto)
M

M

:Al(M)/ g /¢2|Vg\2 /¢2 (Ag + A (M)g).

Assim, substituindo o resultado acima na equagao [§ e utilizando que

/|V¢g
/¢

temos
/ g < / 1V (6g)?
~n0) [+ [ 9ok = [ dg(ag+ nng).
M M
Dai
| atag+ nang) < [ 9oy
M M
Para R > 0, escolhemos ¢ satisfazendo
b= 1 em B,(R)
0 em M\ B,(2R)
e

Vo] < CR™', em B,(2R) \ B,(R)

para alguma constante C' > 0.

Com isso, o lado direito da equagao [0] pode ser estimado por

/|V¢\ > < C°R / .
Bp(2R)\By(R)

38

Pelo que ja foi feito anteriormente, a expressao acima tende a 0 quando R — oo.

Assim, como

Ag > — (M)
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entao

0< /Mg(Ag + A(M)),

mostrando que ou ¢ é identicamente nula ou satisfaz
Ag=—\(M)g.

Se M tem mais de um fim com volume infinito, pelo que foi feito na secao 1,
existe uma func¢ao harmoénica nao-constante f, dai g # 0. Da proposicao temos que

o Hessiano de f tem a forma

—(n—1u 0 0 0
0 L ... 0
0 0 0 7

onde = foo = ... = fun.
O fato de f1, = 0 para a # 1 implica que |V f| é constante nas curvas de nivel

de f. Ou seja, as curvas de nivel de |V f| e f coincidem. Além disso,

M(Sa/j = faﬁ
¢ n
fop = dfales) + ) fiwjales) = frwia(es) = haghi
j=1
com o, € {2,...,n} e (hap) sendo a segunda forma fundamental da curva de nivel de

f. Somando a expressao acima de 2 a n com « = [3, encontramos

fu=-Hf (10)

onde H é a curvatura média da curva de nivel de f.

Como g = |Vf|%, usando que

dfy = Zfljwj + ijwjl = flwi,
J J

temos 5 )
n— 1 n — 1
n—1 n—1
Dai 5
n — 1 .
|Vf’ n71f117 =1
gi = n—1

0, 1> 1,
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e, para i > 1
gii = dgi(e;) + Zgjwjz‘(ei) = qrwii(e;) = g1hi;.

J

Usando que Ag = —\;(M), obtemos

— AMi(M)g =gu+ Hg. (11)
Substituindo o valor de ¢g; na equagao [10] temos

n—1 n—1 1

H=—f"fu=—f"'n U

Agora, substituindo o valor de H acima obtido na equgao [11], temos

IV fmT = — (12)

n—2

n—1
n—2

g11 — (91)%9 "+ M (M)g =0.

Chamando u = g_ﬁ temos os seguintes fatos:

1 n—1
gr—2gi1wi = U
n—2

du = —

n — 1 2n—3 1 n—1
d —- 0 n=2 2 S _n72d .
ul (n . 2)29 glwl n — 2g gl

Usando que uy; = duy(e) e g11 = dgi(e1) a equagao diferencial acima torna-se
A (M
i >u = 0.
n—2
Considerando (t) uma curva integral do campo e; e analisando u o 7 encon-
tramos a EDO

Uy —

Lo - 2 o)) =
pois
4 w0 8) = du(0'(1) = (wrn) (1)) = (712)
d? ,
L (wom(t) = (i) (7(6) = un ().

Uma solucao para a EDO acima é
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u(y(t)) = Aexp < %t) + Bexp (— %t) :

onde A e B sao constantes nao-negativas, pois u > 0.

Agora, seja N uma curva de nivel de h. Mostraremos que /N deve ser compacta.
De fato, como f nao tem pontos criticos e as curvas de nivel de f coincidem com as
curvas de nivel de h, M tem que ser topologicamente o produto R x N. Se N fosse nao
compacta, entao M teria somente um fim, o que contradiz nossa hipotese de M ter pelo
menos dois fins com volumes infinitos, dai N é compacta. Desde que h = |V f| esta em
L?, concluimos que h admite maximo. Podemos, entao, supor sem perda de generalidade
que N = {h = 1}. Assim, u tem que assumir um minimo em N, dai, reparametrizando,

se necessario, podemos assumir que o minimo ocorre em t = 0. Assim

o que implica que

u(y(t)) = cosh ( M (M)n — Zt)

e
g(7(t)) = cosh~=? ( M (M)n — 2t) .
Com isto
d A (M)
- o (/)
(n—2) A M) cosh™™*! )\1 sinh (M)
n—2 n— 2 2 ’
Usando a equagao [12], encontramos
H(0) = =207 = (n— 1) tanh ( e t)

e

(has(t)) = tanh ( Anl(_M; t> |

O que foi feito acima implica que a métrica em M = R x N tem que ter a



forma

como desejado.

dsy = dt? 4 cosh? (

42
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5 APLICACOES

5.1 Limitagao no niimero de fins com volume infinito

Teorema 5.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa de dimensao n > 3. Su-
ponha que existe uma bola geodésica By(Ry) C M centrada em p € M de raio Ry tal

que

M (M \ B,y(Ry)) > 0.

Se a curvatura de Ricci € limitada inferiormente por

(n = DM\ By(Ry) |
n—2

para algum € > 0 em By(Ry), entao M deve ter finitos fins com volume infinito. Em

RiCM Z —

particular, existe uma constante C' = C(n, Ry, o, v,€) > 0 dependendo de n, Ry, e, =
infp (3ry) Ricy e v = inf,ep, (2R Vi (Ry), tal que o nimero de fins com volume infinito de

M é no mdaximo C'.
Demonstragao: E suficiente estimarmos a dimensao do espago K. Como

A (M \ By(Ro)) > 0,
os lemas [3.1] e 3.2] mostram que para cada f € K, a funcao
n—2
g=|V [T

satisfaz a estimativa

/ g* < CR.
By (2R)\Bp(R)

Seguindo a demonstragao do teorema chamando h = |V f|, temos que, em
M \ BP(RO)J

—1 M\ B
AhQ Z 9 (_ (n )Al( \ p(RO)) +6) h2 _|_2 n |Vh|2,
n—2 n—1
0 que mostra que
n—1 1 |Vh|?
Ah= (- M\ B .
h ( n_2>\1( \ p(Ro))+€>h+n_1 h

Da relacao Ag"~! = Ah" 2, encontramos que
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(n—=1)g"?Ag+ (n—1)(n = 2)g"*|Vgl* > (n = 2)(n — 3)h"*|Vh|*

1 \VhIQ)

+(n — 2)h"3 <(—Z - ;Al(M \ B,(Ry)) + e) h+

— n—1 h
Como
Vg 2 Vh|?
(n_ 1)2| g2| — (n_2)2| h2| ,
temos
Ag > (e = Mi(M\ B(Ro)))g (13)

em M \ B,(Ry).

Similarmente a equagao [0, encontramos que

2 2 2 2
<[ o< [ 1voy (14)

¢ valida para qualquer funcao cut-off ndo-negativa com suporte em M \ B,(Ry).

Escolhemos ¢ satisfazendo

0 em B,(Ry)
¢=4q 1 em B,(Ry)\ B,(2Ry)
0 em M\ B,(2R),

Vo] < CRy" em B,(2R,) \ By(Ro)

Vo] < CR™ em B,(2R) \ B,(R)

para alguma constante C' > 0.

Usando que

/ ¢ <CR,
By(2R)\By(R)

e fazendo R — oo, concluimos de , que

€ / 92 < CRy 2 / gQ.
M\Bp(2Ro) Bp(2R0)\Bp(Ro)

Em particular,
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C
/ 9> < (1 + —2) / 9. (15)
B,(3Ro) €R5 ) JB,(2R0)

Como g satisfaz a equacao

Ag > —ayg

em B,(3Ry), a desigualdade do valor médio de Li-Tam (ver LI & TAM, 1991) assegura

que

g (z) < C g* < C/ 9
Bz (Ro) Bp(3Ro)

para qualquer x € B,(2Ry), onde C' > 0 ¢ uma constante dependendo apenas de n, a e
v. Combinando com (|15)

sup g2 <(C g2.

Bp(2Ro) Bp(2Ro)

Por outro lado, a desigualdade de Schwarz implica que

n—2

n—1 1
/ 9> < (/ ‘Vf|2> Vp(2Ro) 1.
Bp(2RO) BP(QRO)

Dai

sup |VfP<C / V. (16)
Bp(QRo)

By (2Ro)

Se f nao é identicamente constante, entao

[ et
Bp(QR())

Portanto, a forma bilinear

/ (V.Y )
Bp(QRo)

é nao degenerada no espago das 1-formas

K ={df; f€K}.

Aplicando o lema 11 de (LI, 1980), existe dfy € K \ {0} tal que

dim K \dfo]* < V,(2Ry)(min{n,dim K}) sup |dfo|*.

By(2Ry) Byp(2Ro)



46
Combinando com , concluimos que

dmK =dimK +1<C,

como queriamos. O

5.2 Estimando a dimensao de H'(L*(M))

Como descrito em (LI & WANG, 2002), desde que a derivada exterior de uma fungao

harmonica com integral de Dirichlet finita ¢ uma L? 1-forma harmonica, temos

dim H'(L*(M)) + 1 > ntmero de fins nao-parabolicos.

Adicionando a hipotese de A1 (M) > 0, temos
dim H'(L*(M)) 4+ 1 > ntmero de fins com volume infinito.

Com isso, se conseguirmos estimar a dimensao do espago H'(L?(M)) teremos
uma estimativa para o nimero de fins com volume infinito da variedade. Verificaremos

um caso particular, onde impondo uma restricao sobre a curvatura de Ricci teremos

H'(L2(M)) = 0.

Lema 5.1 Seja M uma variedade Riemanniana. Suponha que h € uma fun¢ao nao-

negativa satisfazendo a desigualdade

VA
h

onde a e b sao constantes com b > 0. FEntao, para qualquer 6 > 0 e qualquer funcao

Ah > —ah + b——

cut-off com suporte compacto ¢, temos

(1+5> 212 521) 212
/’V¢h +6(1+b)/¢h+<1+1+5(1+b)>/M|W)‘h'

Demonstrag¢ao: Um céalculo simples mostra que

J e = [ [wopi 2 [ onio.vn)+ [ gon (17)

O segundo termo do lado direito da equagao acima pode ser estimado como
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2 / oh(V, Vh) — / (V62 hVh)
M M
¢*hAh — /¢ |Vh|?

</MZ% ( M - [ ovn

= a/ ¢*h* — (1 + b) #*|Vh|?.
M M
Por outro lado, temos a estimativa

2 /M Oh(V), Vh) < 2 /M o[V 8|V

2 (Vanivel) (Jzolvnl)
2,2, 1 2 2
5/MIV¢!h+5/M¢!Vh\-

Com essas duas estimativas, temos

1+
2/quhwgb’vm:2(1+5(1+b)+1+5 1+ )/ Oh(Ve, Vh)

_% a/Mgb h2—(1+b)/M¢ \Vh|2)
+% (5/ yv¢|2h2+1/ ¢>2|Vh\2)
B
1+5 1+b / [Veh®
Substituindo a expressao acima em ,obtemos o resultado desejado. U

Teorema 5.2 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Suponha que \y(M) >0 e

nAi (M)

n_1 + €

RiCM Z —

para algum € > 0. Entao H'(L*(M)) = 0.

Demonstragao: Seja w € H'(L*(M)) uma L? 1-forma harmoénica. Sabemos que w tem

que ser fechada e co-fechada. Chamando h = |w|, pela formula de Bochner, temos

. 2
N Ricp(w,w) |Vh| ‘
h (n—1)h

A limitacao da curvatura de Ricci implica que
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A (M Vhl|?
Ah > |e— A (M) Vi .
n—1 (n—1)h
Considerando ¢ uma fungéo cut-off nao-negativa com suporte compacto em
M e chamando a = "’\nl—_(lM) ceb= , 0 lema anterior mostra que

/|V¢h (nAl( JAL+0) e(n—1) 1+6)/¢2h2

1+no n—14+nd

n—1+000+n)
+( n—1+on )/|V¢|h2
m) [ o< [ eenr

(e(n — 1)(1 +6) — /gbh2 (n—1+05(6 +n)) /|v¢| K2, (18)

Como

concluimos que

Para R > 0, escolhemos ¢ satisfazendo

b= 1 em By(R)
1 0 em M\ B,(2R)

Vo] < CR™ em B,(2R) \ B,(R)

para alguma constante C' > 0.

Substituindo essa escolha da funcao ¢ na equacao e usando que

/ h2 S/ h2 :/ ¢2h2,
By(R) By(2R) M

temos

¢*h* < (n—1+6(6 + n))/ |Vo|?h?.

Bp(2R)\Bp(R)

(e(n— 1)(1+6) — M (M) /B

»(R)

Usando que h € L? e fazendo R — 0o, temos que o lado direito da equacao

acima tende para zero. Escolhendo ¢ suficientemente grande de forma que

e(n —1)(1408) > M (M),
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obtemos

(e(n— 1)(1+ ) — M (M) / SR =0,

Bp(R)

mostrando que h = 0. Isso mostra que H'(L*(M)) = 0. O

5.3 Variedades Kahler

Teorema 5.3 Seja M uma variedade Kdhler completa de dimensdao complexa m. Seja
o a unica solugcao positiva da equagao
42 +2(2m — 1)z — (2m — 1)* = 0.

Suponha que M\ (M) >0 e

Ricyy > —(2m — a2 A\ (M) + €

para algum € > 0. Entao M tem somente um fim com volume infinito.
Demonstra¢ao: Normalizaremos a métrica de tal forma que

inf Ricyy = —(n— 1),
M

onde n = 2m é a dimensao real de M. Seguindo a demonstracao do teorema 4.1} con-
sideraremos uma fungao harmoénica f € K e seu gradiente h = |V f|. Desde que f tem
integral de Dirichlet finita, foi provado no lema 3.1 de (LI, 1990), que f tem quer ser
pluriharmoénica. Por outro lado, a féormula de Bochner para func¢oes pluriharmonicas é

h2
Ah> —(n—1)h+ 'Vh| |

Definindo ¢ = h?, 0 < p < 1, entao um argumento analogo ao usado no

teorema principal e o teorema de comparacao de volume, implica que

2R 1-p
/ 9> < CRP (/ exp (—LQ /\1(M)7“> exp((n — 1)T)d’f’) :
B, (2R)\By(R) R 1-p

Escolhendo p satisfazendo

n—1

P N -1

temos
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2pv/ M (M) = (1 —p)(n—1). (19)
Entao
2R 1-p 2R 1-p
CRP (/ exp (—LZ )\1(M)7"> exp((n — 1)7“)dr) = CR? </ dr)
R 1—-p R
=CR
e, assim,
2 _
[ ¢=om
Bp(R)
Da férmula de Bochner e da relagao g = h?, temos
IV(y/9)?
A¥g) > —(n—1)¢g+ ————,
(¥g9) = —(n—1)y/g o
onde

1—p 1-2

1 1
A(Yg) = 97 !V9\2+59 7 Ag

1 2-2p

IV(¥/9)* = 20 Vg|?.

Logo

V 2
AQZ—p(n—l)g+’ 9! ,

e, pelo lema |5.1], obtemos para qualquer 6 > 0 que

5 _ pn—1)(1+4) 2 2 1+5 22
/M|v<¢g>| ey

Dai, como ¢ tem suporte compacto,

p(n—1)(149) (1+0)?
(Al(M)_ 1+20 )/“b“— 1+20 /' ol°g"

Agora, se

p(n—1)

M (M) > 5
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entao existe um 0 suficientemente grande tal que

p(n—1)(149)
14260

Assim como foi feito no teorema [5.2] concluimos que g = 0 e M tem somente

M (M) — > 0.

um fim com volume infinito.

Verificaremos agora que vale a relacao

p(n—1)

M (M) > 5

ou, equivalentemente,

22\ (M)(n —1) — (n—1)* > 0.
Para isso, usando que

n—1

P /MO +n—1

temos que mostrar que

2 (M) (n 1+ 2\/)\1(M)> —(n—-1?%>0,

ou

3 2 )
4 ( Al(M)> +2(n—1) ( Al(M)) —(n—1)? > 0. (20)
Por outro lado, como a funcao

q(z) =42 +2(n — 1)z* — (n — 1)?

¢ estritamente crescente quando x > 0 com ¢(0) < 0, (20) sera satisfeita se Ay (M) > 22,

onde z( ¢ a solucao positiva da ctbica

42° +2(n — 1)z — (n —1)* = 0.

O que conclui o teorema. [



52
6 CONCLUSAO

Os resultados obtidos por Li-Tam, que conclui que a dimensao do espago formado pelas
fungoes harmonicas limitadas com integral de Dirichlet finita é um limitante superior para
a quantidade de fins nao-parabélicos de uma variedade completa, e de Cao-Shen-Zhu, que
mostra que se um fim de uma variedade tem primeiro autovalor do Laplaciano positivo
entao o fim tem que ser nao-parabdlico ou tem volume infinito, formam a base para o resul-
tado de Li-Wang, objeto de estudo desta dissertagao. Embora muito técnica, a construcao
de estimativas de decaimento para fung¢oes harmoénicas em fins com primeiro autovalor do
Laplaciano positivo é crucial para a conclusao desse resultado. A importancia do teorema
de Li-Wang reside no fato que o mesmo pode ser visto como uma generalizacao do teo-
rema splitting de Cheeger-Gromoll. Trés conclusoes sao estudas. Primeiro é estabelecido
um limitande para o nimero de fins de uma variedade Riemmaniana completa, de dimen-
sao n > 3 e com curvatura de Ricci limitada inferiormente. A segunda consequéncia é
uma estimativa para a dimensao do espago H'(L?(M)). E a tltima é a que uma varie-

dade Kéhler completa, em certas circunstancias, tem somente um fim com volume infinito.
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