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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo abordar dois temas: a representacao de in-
teiros positivos como soma de quadrados e o nimero médio de representagoes
de um inteiro positivo como soma de dois quadrados. Sobre o primeiro tema,
provaremos diversos resultados para entender em quais condi¢oes um inteiro
positivo possui uma representacgao como soma de dois, trés ou quatro qua-
drados. Sobre o segundo tema, provaremos que um inteiro positivo tem, em
média, m representacoes como soma dos quadrados de dois inteiros. Para
tanto, introduziremos a funcao ss, que associa um inteiro n com a cardina-
lidade do conjunto X,, = {(a,b) € Z?;a% + b> =n} e calcularemos o limite do
seu valor médio. Por fim, como analogia ao resultado a respeito do valor
médio de s,, definiremos a funcao s3, que associa um inteiro positivo n com
a cardinalidade do conjunto Y,, = {(a,b,c) € Z3;a® + b> + ¢* = n} e provaremos
que nao existe um numero médio de representacoes de um inteiro positivo
como soma dos quadrados de trés inteiros.

Palavras-chave: Numeros inteiros. Soma de quadrados.



ABSTRACT

This paper aims to address two themes: the representation of positive integers
as sum of squares and the average number of representations of a positive
integer as the sum of two squares. About the first theme, we will prove
several results to understand under what conditions a positive integer has
a representation as a sum of two, three or four squares. About the second
theme, we will prove that the mean number of representations of a positive
integer as the sum of the squares of two integers is . To do so, we will
introduce the function sy which associates an integer n with the cardinality
of the set X,, = {(a,b) € Z%;a®> +b?> =n} and we will calculate the limit of
its average value. Finally, as an analogy to the result regarding the mean
value of s9, we will define the function ss, that associates a positive integer n
with the cardinality of the set Y,, = {(a,b,c) € Z3;a? + b + ¢ = n} and we will
prove that there is no mean number of representations of a positive integer
as the sum of the squares of three integers.

Keywords: Integers. Sum of squares.
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1 INTRODUCAO

Procurar condigoes que determinem se um nimero pode ou nao ser es-
crito como soma de quadrados ¢ um problema antigo e que sempre esteve
sob investigacao de grandes matematicos, desde Diofanto, no século III, até
Hilbert, no século XX. Procurar tais condig¢oes ¢ um dos objetivos deste tra-
balho. O outro objetivo é determinar o nimero médio de representagoes de
um inteiro como soma de dois quadrados.

Na se¢ao 2 faremos uma breve revisao de aritmética dos restos, fornecendo
todas as ferramentas necessarias nas secoes seguintes, desde a definicao de
relacao de congruéncia até desvios quadraticos. Caso o leitor esteja familia-
rizado com esses assuntos, esta secao pode ser ignorada sem prejuizo para o
entendimento das secoes seguintes.

Na secao 3 encontra-se as principais proposicoes a respeito de soma de
quadrados. Veremos que através da representagao canonica de um nimero
como produto de primos € possivel determinar se ele pode ou nao ser escrito
como soma de dois quadrados.

Na secao 4 introduziremos duas funcoes que se associam com o niimero de
formas que um inteiro pode ser escrito como soma de quadrados, tais funcgoes
serao essenciais nas secoes 5 e 6.

Na se¢ao 5 determinaremos o ntimero médio de representacoes de inteiro
como soma de dois quadrados, para tanto, usaremos um engenhoso limite
provado por C.F.Gauss que, curiosamente, converge para 7.

Por fim, na se¢ao 6, em vista do que é demonstrado na se¢ao 4, provaremos
que o numero médio de representagoes de um inteiro como soma de trés
quadrados nao existe.
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2 ARITMETICA DO RESTOS

Nesta secao faremos um breve estudo sobre a relacao de congruéncia, con-
grueéncias lineares e residuos quadraticos. Serao enunciados e provados aqui
todos os resultados que servirao de base para o que desenvolveremos nas
proximas segoes.

2.1 A relacao de congruéncia

Seja k um numero natural. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sao
congruentes, modulo k, se seus restos na divisao euclidiana por k forem iguais.

Quando a e b forem congruentes, médulo k, escreveremos

a=b mod k.

Alguns exemplos:
e 3=5 mod 2, ja que 3 e 5 deixam resto 1 na divisao por 2.

e 5=11 mod 3, ja que 5 e 11 deixam resto 2 na divisao por 3.

Quando a relagao a = b mod k for falsa, diremos que a e b sao incongru-
entes, ou que nao sao congruentes, médulo k. Nesse caso, escreveremos,

a?b mod k.

Dado um numero natural k&, a relagao de congruéncia, médulo £, é uma
relagao de equivaléncia, enunciaremos isso no teorema abaixo, sem as demons-
tragoes, pois pela definicao de congruéncia médulo k, cada um dos itens é
evidente.

Teorema 2.1: Dado k € N. Para todos z,y, z € Z, tem-se que
e (Reflexividade) x =z mod k,
e (Simetria) Se z =y mod k, entdo y =x mod k,

e (Transitividade) Se x =y mod k e y =z mod k, entdo = = z mod k.
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Para deduzir que dois niimeros sao congruentes, médulo k, nao é necessario
efetuar a divisao euclidiana de ambos por k para depois comparar os restos
obtidos. E suficiente que apliquemos o seguinte teorema:

Teorema 2.2: Suponha que a,b, k € Z, com k> 1. Tem-se que

kb-a<>a=b mod k.

Prova: Sejam a =kq+r,com 0<r<keb==kq+7r", com0<7r <k, as
divisoes euclidianas de a e b por k, respectivamente. Logo,

b—a=kq'+r'=(kq+r)=k-(¢'-q)+ (" =71).

Portanto, a = b mod k se, e somente se, r =/, 0 que, em vista da igualdade
acima, é equivalente a dizer que k|b - a, ja que |r' —r| < k.

Note que todo ntimero inteiro é congruente, modulo k, ao seu resto pela
divisao euclidiana por k e, portanto, é congruente, médulo k£, a um dos
nimeros 0,1,...,k — 1. Além disso, dois desses niumeros distintos nao sao
congruentes moédulo k.

Chamaremos de sistema completo de residuos médulo k a todo conjunto
de ntimeros inteiros cujos restos pela divisao por k sao os nimeros

sem repeticoes e numa ordem qualquer. Ou seja, todo sistema completo de
residuos médulo k possui exatamente k elementos.

Para formar um sistema completo de residuos modulo k, basta escolher k
inteiros aq, as, ..., ax dois a dois incongruentes modulo k, seus restos por k sao
dois a dois distintos, o que implica que sao os nimeros 0, 1, ..., k—1 em alguma
ordem. Em particular, um conjunto formado por k inteiros consecutivos é
um sistema completo de residuos médulo k.
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Considere o conjunto R = {r € Z;-% <r < £} em R temos k inteiros

consecutivos, logo R forma um sistema de residuos completo médulo m.
Usaremos R no apéndice C, pois a soma dos médulos de seus elementos é a
menor possivel entre os conjuntos que formam sistemas completos de residuos
modulo k.

A relagao de congruéncia é compativel com as operagoes de adicao e mul-
tiplicagao nos inteiros, como podemos ver nos proximos resultados.

Teorema 2.3: Sejam a,b,c,d, k€ Z, com k> 1.
1. Sea=b mod ke c=d mod k, entao a+c=b+d mod k.

2. Sea=b mod k e c=d mod k, entao ac =bd mod k.

Prova: Como a=b mod k e ¢ =d mod k, temos que k|b—a e klc—d, daf
E|(b-a)+ (d-c), ou seja, k|(b+d) - (a+c), portanto a+c=b+d mod k.

Por outro lado, também temos que bd —ac =d-(b-a)+a-(d-c), como
kld-(b-a)+a-(d-c), concluimos que k|bd — ac e portanto ac =bd mod k.

Corolario 2.4 Dado k£ um nimero natural, para todo n natural e a e b
inteiros, se a =b mod k, entao tem-se que a™ = b mod k.

Prova: Vamos provar este resultado por indugao em n.

Para n =1 é ébvio. Supondo que o resultado vale para n = [, temos que

al+1 = bl+1 mod k < ]{Z|bl+1 _al+1 < k|b (bl _al) _al X (a—b).

Como, por hipétese de indugao, temos que k|b'—al, fica provado o resultado.

Com a notacao de congruéncia, o Pequeno Teorema de Fermat enuncia-se
como se segue:
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Teorema 2.5(Pequeno Teorema de Fermat): Se p é um nimero primo
e se a é um inteiro, entao
a’ =a mod p.

Além disso, se p nao divide a, temos que

a* =1 mod p.

Prova: Se p = 2, o resultado é ébvio ja que a? —a = a- (a - 1) é par.
Suponhamos p impar. Nesse caso, claramente basta mostrar o resultado
para a > 0. Vamos provar o resultado por inducao sobre a.

O resultado vale claramente para a = 0, pois p|0.

Supondo o resultado valido para a, ou seja, que a? = a mod p , iremos
prova-lo para a + 1. Pela formula do Binomio de Newton,

(a+1)p—(a+1)=ap—a+(?)-ap1+...+( b )-a

p—-1

Como (’; ) ¢ divisivel por p, para 0 < i < p, temos, pela hipétese de indugao,
que o segundo membro da igualdade acima é divisivel por p, ou seja, aP*! = a
mod p.

Nas préximas proposicoes vamos mostrar como a relacao de congruéncia
interage com as operacoes basicas.

Proposicao 2.6: Sejam a,b,c, k€ Z, com k> 1. Tem-se que

a+c=b+c modk<a=b mod k.

Prova: Se a =b mod k, segue-se imediatamente do Teorema 2.3 (item 1)
que a+c=b+c mod k, pois ¢c=c mod k.
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Reciprocamente, se a + ¢ = b+ ¢ mod k, entao k|(b+ ¢) — (a + ¢), o que
implica que k|b—a e, portanto, a =b mod k.

A 1ltima proposicao nos mostra que para as congruéncias, vale o cancela-
mento em relacao a adicao, veremos a seguir que o mesmo Nao ocorre, em
geral, com relacao a multiplicacao.

Proposicao 2.7: Sejam a,b,c,k € Z, com k > 1 e mde(c, k) = d. Temos que

acz=bc modk<=az=b modE.

Prova: Como mdc (%, g) =1, temos que:

ac = be modk:c»k|(b—a)-c<:>§|(b—a)-§c}§|b—a

onde a ultima expressao ocorre se, e somente se, a =b mod % ocorre.

Coroldrio 2.8: Sejam a,b,c,k € Z, com k >1 e mdc(c,k) = 1. Temos que

ac=bc modk<=a=b mod k.

Proposicao 2.9: Sejam a,l,k € Z,com k > 1 emdc(l,k) = 1. Se ay,as, ..., a
é um sistema completo de residuos médulo k, entao

a+lay,a+lag,...,a+lay

também é um sistema completo de residuos modulo k.

Prova: Pela Proposigao 2.6 e pelo Corolério acima, parai,j € {0,1,...,k—1}
temos que

a+la;=a+la; modk < la;=la; modk < a;=a; modk.
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Como ay,as, ...,a; ¢ um sistema completo de residuos médulo £, a tltima
equivaléncia acima sé ocorre quando 7 = j, temos entao que os nimeros
a+lay,a+las,...,a+ lag sao, dois a dois, incongruentes médulo £, ou seja,
formam um sistema completo de residuos médulo k.

A préoxima proposicao nos traz algumas propriedades adicionais sobre con-
gruéncias que envolvem produtos.

Proposicao 2.10: Sejam a,be Z e k,n, ky, ks, ..., k, inteiros maiores do que
1. Temos que:

1. Sea=b mod k e nlk, entdo a =b mod n;
2. a=b mod k;,Vi=1,2,....,7 < a=b mod [ky, ko, ..., k.]};

3. Se a=b mod k, entao mdc(a, k) = mde(b, k).
Prova:

Se a=b mod k, entao k|b—a. Como n|k, segue-se, por transitividade, que
n|b - a, logo a =b mod n. Isto prova o item 1.

Se a =b modk;, i =1,2,...,r, entdo k;|b — a, para todo i. Sendo b -
a um miltiplo de cada k;, segue-se que [k, ks, ..., k.]|b — a, ou seja, a = b
mod [k?l,kQ, ...7k'7«:|.

Agora, se a = b mod [ky, ks, ..., k.|, como k;|[k1, ks, ..., k.] para todo i =
1,2,...,r, temos pelo item 1 que k;|b - a para todo i = 1,2,...,r, logo a = b
mod k; para todo ¢ =1,2,...,r. Isto prova o item 2.

YA notagdo [ki,k2,...,k,] representa o minimo miltiplo comum entre os nimeros

ki,ka, ..., kr.



16

Por fim, se a =b mod k, entao k|b - a e, portanto, b = a + tk para algum ¢

inteiro. Logo
mdc(a, k) = mdc(a +tk, k) = mde(b, k).

O que prova o item 3.

2.2 Congruéncias lineares

Nesta subsecao estudaremos as congruéncias lineares, isto é, congruéncias
da forma
axr=b mod k,

onde a,b,k € Z, com a #+ 0, k> 1 e como determinar suas solucgoes, ou seja, os
nimeros z € Z que tornam a congruéncia verdadeira.

Em particular, serd 1til no decorrer do texto determinar se uma con-
gruéncia do tipo
aX =1 modk

possui alguma solucao em X. Para tanto, o seguinte resultado nos sera
conveniente:

Proposicao 2.11: Sejam a,k € Z, com k > 1. A congruéncia aX = 1
mod k possui solugao se, e somente se, mdc(a, k) = 1. Além disso, se xg € Z é
uma solucao, entao  é uma solucao da congruéncia se, e somente se, x = xg

mod k.

Prova: A congruéncia aX =1 mod k tem uma solucao x, se, e somente se,
klazo -1, o que equivale a dizer que a equacao diofantina aX — kY =1 possui
solucdo em nimeros inteiros, o que ocorre, pois mdc(a, k) = 1.1

Por outro lado, se x e xg sao solugoes de aX =1 mod k, entao ax = axg
mod k e mde(a, k) = 1, o que implica, em virtude do Corolario 2.8, que x =
mod k.

'No apéndice B estd enunciado um resultado a respeito da resolubilidade de equacdes
diofantinas de primeira ordem.
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Observe que, se x(y é solucao da congruéncia aX = 1 mod k, e z = xg
mod k, entao x é também solucao da mesma congruéncia, pois

ar=axg=1 mod k.

Como aplicagao do tltimo resultado, vamos provar o Teorema de Wilson,
um famoso critério de primalidade, o usaremos nas segoes seguintes, mas nao
com esse proposito.

Teorema 2.12 (Wilson): Se p é um niimero primo, entao

(p-1)!'=-1 mod p.

Prova: O Teorema é valido para p=2 e p = 3, pois, de fato, (2-1)! =1!=
1=-1 mod2e (3-1)I=21=2=-1 mod 3.

Suponhamos p > 5 primo. Para todo i € {1,2,...,p — 1}, pela Proposicao
2.11, a congruéncia ¢X =1 mod p possui uma unica solu¢ao médulo p; ou
seja, dado 7 € {1,2,...,p— 1}, existe um tnico j € {1,2,...,p—1} tal que ij = 1
mod p.

Por outro lado, se i € {1,2,....p—1} é tal que i> =1 mod p, entao p|i% -1,
o que equivale a dizer que pli — 1 ou p|i + 1, que 86 podem ocorrer se i = 1 ou
1=p-1.

Logo,
2-...-(p-2)=1 mod p,

e, portanto,

(p-D'=1-2-...-(p-2)-(p-1)=1-(p-1)=-1 mod p.
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A titulo de curiosidade, para determinar se um nimero é primo ou nao,
através do Teorema de Wilson, basta verificar se p|(p — 1)! + 1. Trata-se de
um método eficiente, mas nada eficaz, por exemplo, para determinar que 91
nao é primo, teriamos de verificar que 90! + 1 nao é divisivel por 91, nesse
caso, ¢ mais facil notar que 91 ="7-13.

A seguir, mostraremos como resolver congruéncias e sistemas de congruéncias
lineares. Nossa primeira proposicao a esse respeito nos dira se uma determi-
nada congruéncia admite solucoes ou nao.

Proposigao 2.13: Dados a,b,k € Z, com k > 1 e d = mdc(a, k) a con-
gruéncia

aX =b modk

possui solugao se, e somente se, d|b.

Prova: Suponhamos que a congruéncia aX = b mod k tenha solugao x;
logo, temos que k|az — b, o que equivale a existéncia de um inteiro y tal que
ky = ax — b. Portanto, a equacao aX — kY = b admite solucao. Ou seja, d|b.

Reciprocamente, suponha que dfb. Logo, a equagao aX — kY = b admite
uma solucao x,y com x e y inteiros. Portanto, ax = b+ ky e, consequente-
mente, x é solucao da congruéncia pois, ax =b mod k.

Note que, se x( € solucao da congruéncia aX =b mod k, entao todo z tal
que = = xy mod k é também solugao da congruéncia pois,

ar = axrg=c mod k.

Portanto, toda solucao particular determina, automaticamente, uma infi-
nidade de solugoes da congruéncia. Doravante, essas infinitas solugoes serao
consideradas como uma s6 (médulo k), j4 que sdo congruentes entre si, e,
consequentemente, se determinam mutuamente.

Estaremos, portanto, interessados em determinar uma colecao completa
de solugoes duas a duas incongruentes modulo k, as quais serao chamadas de
sistema completo de solucoes incongruentes da congruéncia.
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No préximo teorema explicitaremos uma féormula para determinar o sis-
tema completo de solucoes incongruentes de qualquer congruéncia linear.

Teorema 2.14: Sejam a,b,k € Z, com k > 1 e d = (a,k), se d|b e se g é
uma solucao da congruéncia aX =b mod k, entao

k k k
.]70,.1'04‘E,l’0+2'8,...,$0+(d—1)'3,

formam um sistema completo de solugoes da congruéncia, duas a duas in-
congruentes maédulo k.

Prova: Toda solucao x da congruéncia aX =b mod k é congruente, médulo
k,axg+1- s para algum 0 <7 < d. De fato, se  é uma solucao qualquer da
congruéncia, entao,

ax = axyg mod k,

e, portanto, pela proposicao 2.7,

k

T =2 mod 8

Logo, x — o = %. Pela divisao euclidiana, existe 0 <7 < d tal que [ = qd + 1
e, portanto,
k
r=x0+qk+i-—=x9+1-— mod k.
0T4g d 0 d

Reciprocamente, os nimeros zy + i - £ com 0 < i < d, sdo solucdes da

a
congrueéncia, pois
: . a
a-(x0+z-8)=ax0+z-c—z-kzamozb mod k.

Finalmente, esses nimeros sao dois a dois incongruentes, médulo k, pois,

para 0<14,7<d, se
k
SUO+Z" El’o-i—j'a modk,

entao

SHIESEEESN S

k
Ej‘g mod k.
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Como 0 < 14,7 < d, entéoOSi-g,j-g<k,ecomokdivide |i -

segue-se que i =7 - % e, portanto, i = j.

e

Corolario 2.15: Se mdc(a,k) = 1, entdo a congruéncia aX = b mod k
possui uma unica solucao médulo k.

Doravante, nos casos onde b = 1, chamaremos a solugao tunica da con-
gruéncia linear aX =1 mod £ de inverso multiplicativo de a médulo k.

Para que possamos enunciar o proximo corolario, vamos precisar da de-
finicao abaixo.

Um sistema reduzido de residuos modulo k é um conjunto de niimeros
inteiros ri, s, ..., 7 tais que para todo 7,7 € {1,2, ..., s}, temos:

1. mde(ry, k) =1,
2. r;#r; mod k, se i # j;

3. Para cada n € Z tal que mdc(n, k) = 1, existe i tal que n =7; mod k.

Corolario 2.16: Sejam k > 1 e R’ um conjunto reduzido de residuos médulo
k. Se b e Z, entao, para todo r € R’, a congruéncia r X = b mod k possui uma
Unica solucao em R’.

Prova: De fato, como r € R, temos que mdc(r, k) = 1, logo a congruéncia
tem uma dnica solugao médulo k. Toda solugao x em Z é tal que mde(z, k) =
1, logo, tem um tunico representante médulo k no conjunto R’.

E importante notar que toda congruéncia linear aX =b mod k que possui
uma solucao é equivalente a uma congruéncia na forma

X =c¢ modn.



21

Note que, se a congruéncia
aX =b modk

en=

Qo
SRS

possui solugao, entao d = mdc(a, k) divide b. Pondo a = %,l_) =
temos que a congruéncia acima ¢é equivalente a congruéncia
aX =b modn,
com mdc(a,n) =1, que, por sua vez, é equivalente a congruéncia
X =c¢ mod n,

onde ¢ = a’b, sendo a’ o inverso multiplicativo de a médulo n.
Vamos agora estudar os sistemas de congruéncias da forma:

;X =b; mod n;,

para i€ {1,2,..m}.

Seja d; = mdc(a;,n;), para que tal sistema possua solugao, é necessario que
d;|b;, para todo i€ {1,2,...m}.

Nesse caso, pelo que foi observado logo acima, o sistema é equivalente a
um na forma

=C mod kl

X
X = Co mod kg (1)
X =c¢3 mod ky,.

O método mais eficiente para resolver o sistema (1) é dado pelo seguinte
teorema.

Teorema 2.17(Teorema Chinés do Resto) Sejam i,j€{1,2,...m}. Se
mdc(k;, k;) = 1, para todo par k;, k; com i # j, entdo o sistema (1) possui
uma unica solucao modulo K =k -ko- ... k,,. As solucoes sao

€T = K1y101 + KQQQCQ + ...+ Kmymcm + tK,
onde t e Z, K; = ,% e y; é solucao de K;Y =1 mod k;.
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Prova: Vamos, a priori, provar que x é solu¢ao das m equacoes do sistema

(1).
De fato, como k;|K;, se i # j e K;y; =1 mod k;, segue-se que
T = K1y101 + K2y202 + ...+ Kmymcm = Klyzcz =C; mod l{?z

Por outro lado, se x’ é outra solucao do sistema, entao

r=2" modk;,Vie{i=1,2,...m}.

Como mdc(k;, k;) = 1, parai # j, segue-se que [k1, ko, ..., ki ] = k1-ko... -k, =
K e, consequentemente, pela Proposi¢ao 2.10 (item 2), temos que z = 2
mod K.

2.3 Residuos Quadraticos
Para que possamos estudar os nimeros que podem ser escritos como soma

de quadrados, serd necessaria a seguinte definicao.

Seja r um numero inteiro. Quando a congruéncia X2 = r mod p possui
alguma solugao, diz-se que r é residuo quadrdtico médulo p, caso contrario,
diz-se que r nao é residuo quadratico médulo p.

Como exemplo, temos que:

e 2 nao é residuo quadratico médulo 3;

e 1 ¢é residuo quadratico modulo 4;

e 4 é residuo quadratico modulo 8.
Nosso primeiro resultado sobre residuos quadraticos serda o préximo lema.

Lema 2.18: Sejam p > 2 um numero primo e r € Z tal que mde(p,r) = 1.
Se g € R* = {1,2,...,p— 1} é solugao da congruéncia X2 = r mod p, entao
mdec(xg,p) =1 e p—xy também é solu¢ao, nao congruente a xg, e essas sao
as Unicas solugoes em R*.
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Prova: Se 22 =r mod p, entao
mdc(xg, p) = mde(z2,p) = mde(r,p) = 1.

onde na tltima igualdade usamos o Teorema 2.10(item 3). Por outro lado,
(p-z0)*=p*-2pro+2i=2%=r mod p.

Seja x; € R* tal que z2 = r mod p. Logo z2 = z? mod p e, portanto,
) 1 p g0 Iy 1

plx? — a2, o que implica que plzy -z ou plry + zo. Isso, por sua vez, implica
que x; = xg ou que xy = p — T, dado que xg,z1 € R*.

Por fim, se xg = p—x¢ mod p, terfamos que p|2x¢ e como p > 2 é um nimero
primo, terfamos que plxg, o que é absurdo.

Agora, suponha que p > 2 seja um nimero primo e que r seja um numero
inteiro tal que mdc(p,r) = 1. Pelo Teorema 2.5 temos

(TPT_I—l)-(rpT_I+1)=rp‘1—1EO mod p,

p=1 p=1 ~ . ~ .
logo plr = —1 ou p|rz +1, ndo podendo ocorrer as duas situagoes simulta-
neamente, pois, caso contrario, p dividiria

(7’17771 -1) Jr(?“%l +1) = 27“?771,

o que nao é possivel ja que p > 2 e mde(p,r) = 1.
Agora, fica a pergunta: como saber qual das duas situagoes ocorre?

A resposta para isso é devida a Euler, através de um critério que deduzi-
remos com ajuda da proxima proposicao.

Proposigao 2.19: Sejam p um nimero primo impar e r € Z tal que mde(p,r) =
1.

1. Se X2 =7 mod p nao tem solucao, entao r’ = -1 mod p.

2. Se X2 =r mod p tem solucao, entao r% =1 mod p.
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Prova: Seja A*={1,2,...,p-1}.

Para provar o item 1, tome a € R*, a congruéncia aX =r mod p, pelo Co-
rolario 2.16, possui uma tnica solugao a’ € A*. Como estamos assumindo que
a congruéncia X2 =r mod p nao tem solugao, temos que a’ # a. Agrupando
os elementos de A* aos pares como fizemos com a e a’, temos, pelo Teorema
de Wilson (Teorema 2.12), que

p-1

-1=(p-D!=r=z mod p.

Para provar o item 2, suponha que a congruéncia X2 = r mod p tem
solucao, pelo Lema 2.18, ela possui duas solugoes a e a’. Como a’ = (p—a) e
a? =r mod p, segue-se que aa’ = —r mod p.

Por outro lado, os outros elementos de A* agrupam-se ao pares de ele-
mentos distintos b e ¥, tais que bb’ = r mod p. Portanto, pelo Teorema de
Wilson,

-1=(p-1)!= %5 = % mod D,

0 que mostra que
p-1
rz =1 mod p.

Vamos agora ao Critério de Euler.

Teorema 2.20(Euler): Se p é um numero primo impar e r € Z é tal que
mdc(p,r) =1, entao:

p-1 , ; i ,
1. p|r= -1 se, e somente se, r é residuo quadratico médulo p.

p-l ~ 4 , fpe /
2. plr'z +1 se, e somente se, r nao é residuo quadratico médulo p.

Prova: Para p primo com mdc(p,r) = 1, j& vimos que uma, e somente uma,
e p-1 p-1
das duas possibilidades ocorre: plr'z —1 ou plrz +1.
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Para o item 1, suponha que r é residuo quadratico, logo X? =r mod p tem
p-1
2

solugao, ou seja, pela Proposi¢ao 2.19 (item 2), temos que r'z =1 modp e

portanto p|rp2;1 - 1.

. p=1 ~ ~ p=1 ~
Re(nprocamente, se p|7’ 2 — 1, entao nao ocorre p|7“ 2 + 1, logo nao ocorre

que r’ = -1 mod p, ou seja, pela contra-positiva do item 1 da Proposigao
2.19, X2 =r mod p deve ter pelo menos uma solucao, portanto r é residuo
quadratico modulo p.

Para o item 2, suponha que r nao ¢é residuo quadratico médulo p, logo
X? =7 mod p nao tem solugao, ou seja, pela Proposigao 2.19 (item 1), temos
que r’ = -1 mod p e portanto p|rpT_1 +1.

. p-1 ~ ~ p-1 ~
Reciprocamente, se p|r'z + 1, entdo nao ocorre p|r'z -1, logo ndo ocorre

que r’7 = 1 mod p ou seja, pela contra-positiva do item 2 da Proposicao
2.19, X? = r mod p nao tem solucao, portanto r nao é residuo quadratico
modulo p.

Em geral, determinar explicitamente os elementos de A* = {1,2,...,p—1}
que sao residuos quadraticos modulo p nao é simples, felizmente, o mesmo
nao ocorre para determinarmos a quantidade deles, na préxima proposicao
obtemos um resultado a respeito disso.

Proposicao 2.21 Seja p > 2 um nimero primo. Os nimeros
—1\2
12,92, (p—)
2
sao dois a dois nao congruentes, médulo p, e representam todos os residuos

quadraticos médulo p.

Prova: Note que todo nimero que é residuo quadratico modulo p é con-
gruente, médulo p, a um dos nimeros: 12,22 ... (p—1)2.
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Nesse conjunto ha repeticoes, pois
r*=(p-r)*> modp,Vre{l,2,...p-1}.

’ —1 ’ sy
Portanto, os ntimeros 12,22, ..., (%5=)? representam todos os residuos quadréticos
modulo p. S6 nos resta mostrar que sao dois a dois incongruentes.

-1
De fato, suponha que r,s € {1,2,...,5~}, com r # 5, e que r* = s* mod p.
Logo, p|s? —r? e, portanto, p|s —r ou p|s + r, ambas impossiveis, pois

O<s—r<s+r<p.

Coroldrio 2.22 No conjunto A* = {1,2,...,p — 1} existem ’%1 residuos
quadraticos e ’%1 residuos nao quadraticos, médulo p.
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3 SOMA DE QUADRADOS

Nesta segao, caracterizaremos os niimeros naturais que podem ser escritos
como soma dos quadrados de dois inteiros. Para comecar, vamos ver quais
numeros primos possuem essa propriedade.

Teorema 3.1(Fermat): As seguintes condig¢bes sobre um primo impar p
sao equivalentes:
1. p=1 mod 4.

2. -1 é residuo quadratico moédulo p.

3. p pode ser escrito como soma de dois quadrados.
Prova:

1.=2. Aplicando o Teorema de Wilson (Teorema 2.12) a p = 4k + 1, temos
que

-1=(p-1)!
= (4k)!
=(1-2-...-2k) - ((2k+1) - (2k +2) - ...- (4k - 1) - (4k))
=(1-2-...-2k) - ((-2k) - ... (-2)(-1))
=(1-2-...-2k)%- (-1)*
=(1-2-...-2k)?
= ((2k)")? mod p.

Ou seja, existe x = (2k)! tal que 2 = -1 mod p.

Uma outra forma de provar que 1. = 2. é através da Proposicao 2.20 (item
1), veja:

(-1)"7 = (-1)* =1 mod p

e dai -1 é residuo quadratico médulo p.
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2.= 3. Sejamh e Ztalque h?+1=0 mod p,e A = {(x,y);x,y €eZ,0<x,y <\/g_9},
entao, pelo principio fundamental da contagem, temos

#A=(\/p]+1)>>/p =p.

Como s6 existem p possiveis restos numa divisao por p, o principio das
gavetas garante a existéncia de pares ordenados distintos (z1,y1), (z2,y2) € A,
tais que

hxy+ vy, = hze +y2 mod p.

Fazendo a = |x1 — 22| e b =|y; — y2|, temos que a e b sdo ambos nao nulos e,
portanto,

0<a?+b? =) — 2> +|y1 — o) < p2 +\/]32 = 2p.
Porém, como
a®+b% = |zy — 2o + [y1 — 12 = (21 — 22)* + (hay — hap)? mod p
e, além disso

(21— 29)%+ (hay — hay)* = (h*+1) - (21— 29)* =0 mod p,

a unica possibilidade é que seja a? + b? = p.

3.=> 1. Sep=a®+b?com a,beZ entdao a é par e b é impar ou vice-versa
(lembre-se de que p é impar). Supondo, sem perda de generalidade, que a é
par e b é fmpar, segue que a?=0 mod 4 e b> =1 mod 4, logo

p=a’+b?=0+1=1 mod 4.

Lema 3.2: Se m e n sao naturais que podem ser escritos como somas de
dois quadrados, entao m - n também pode ser escrito como soma de dois
quadrados.
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Prova: Sem=a?+b%en=c®+d? entao

m-n=(a*+b%)-(c*+d?)
=a? ra® P+ AP
= ((ac)* + (bd)?) + ((ad)* + (bc)?)
= ((ac)* + 2acbd + (bd)?) + ((ad)? - 2adbc + (bc)?)
= (ac + bd)? + (ad - bc)?.

Teorema 3.3(Fermat): Um natural n pode ser escrito como soma de dois
quadrados se, e s6 se, n =1 ou n é tal que todo primo congruente a 3 moédulo
4 e que comparece na fatoragao canonica de n o faz com expoente par.

Prova: No que segue, seja

a ,.a a b
n=2 -pll-...-pk’“-qll’l-...-qll

a decomposi¢ao de n em fatores primos, com a,a;,b; > 0,p; =1 mod 4 e
¢; =3 mod 4, para todos 1<i<kel<y<lI.

Suponhamos inicialmente que cada b; seja par, vamos mostrar que n pode
ser escrito como soma de dois quadrados.

Note inicialmente que, pelo teorema 3.1, cada p; pode ser escrito como
soma de dois quadrados; por outro lado, temos 2¢ = (22)2 + 02 se a for par
e 20 = (2(17_1)2 + (2%1)2 se a for impar; por fim, se b; = 2¢;, com ¢; € Z para
1<j <1, entao q?j = (q;:j )2 + 02. Portanto, aplicando repetidamente o Lema
3.2, concluimos que n pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Reciprocamente, suponha que n pode ser escrito como soma de dois qua-
drados, vamos mostrar que cada b; é par.
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Vamos, primeiramente, provar que se n pode ser escrito como soma de dois
quadrados e b; > 1, entao b; >2 e q% também pode ser escrito como soma de

dois quadrados. Para tanto, se n “erg d?, com c,d € Z, entao 2 +d* = 0
mod ¢;. Se d# 0 mod g;, entao g; nao divide d e portanto mde(d, ¢;) = 1, de
sorte que d, pelo coroldrio 2.15, é invertivel médulo ¢;; sendo f seu inverso
modulo g, obtemos

(+d*)-f*=0-f* mod g,

= (cf)*+1=0 mod g,

em contradicao ao teorema 3.1, uma vez que ¢; =3 mod 4, portanto, d = 0
mod ¢; e, dai, ¢ =0 mod ¢g;. Logo, n = c?+d? =0 mod qj2., de forma que

bj >2e
=== +|l=) -
4q; 4; 4d;
Agora, suponha que exista 1 < j <[ tal que b; é impar, ou seja, que

b; = 2a + 1 para algum a inteiro positivo. Se n puder ser escrito como soma

de dois quadrados, entao b; > 2 e q% também pode ser escrito como soma
j
de dois quadrados, note que se a = 0 chegamos a um absurdo, dai a > 0 e

bj —2 > 1, ou seja, pelo que provamos, b; —2>2 e % pode ser escrito como

J
soma de dois quadrados, logo, para a = 1, obtemos outro absurdo, dai a > 1.
Aplicando recorrentemente esse raciocinio, obtemos que b; —2a > 2, o que é
absurdo, logo b; nao pode ser impar.

Teorema 3.4: Se p é um primo da forma 4k + 1, entao existem tnicos
2,y €N tais que z <y e x> +y? = p.

Prova: Ja sabemos que existe ao menos um par de naturais x,y tais que
22 +y? = p. Seja, entao, a,b um outro tal par e observe que a,b,r e y sdo
todos primos com p e menores que,/p. Escolha inteiros 1 < ¢,z < p tais que
rz=yeac=b mod p.
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Afirmamos que ¢ =z ou ¢+ z = p. De fato, médulo p, temos
ryf=at+ (2)? =22 (22 + 1),
de maneira que z? = -1 mod p. Analogamente, ¢> = -1 mod p, de modo que
p divide 22 - c?2 = (z-c¢)- (2 +¢) e, dai, p divide z - c ou z + ¢. Porém, como

1 <e¢,z<p, segue que —p < z—c¢ < 2+ ¢ < 2p, acarretando em z —c = 0 ou
Z+c=p.

Suponha, agora, que ¢ = z. As escolhas de ¢ e z garantem que

brz = acy = ayz mod p

e, dai, bx = ay mod p. Porém, uma vez que 0 < a,b,z,y <,/p, temos que
0 < bx,ay < p e, por conseguinte, bxr = ay. Assim,

a 2 2 2
oo -3 -3

e,dal, y=pexz=a.

Se z + ¢ = p, entdao, como brz = acy = ayz mod p, chegamos a bx = —ay
mod p e, dai, a bx + ay = p. Logo, pelo Lema 3.2, temos

p?=(a*+b%) - (2% +y?) = (bx +ay)* + (by — ax)* = p* + (by — ax)?,

ou seja, by = ax. Novamente, concluimos que z =b e y = a.
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4 FUNCAO s, E FUNCAO s;

Nesta se¢ao, definiremos duas fungoes, elas serao essenciais nas demons-
tragoes dos resultados envolvendo o nimero médio de representagoes de um
inteiro como soma de dois ou trés quadrados.

4.1 Funcao s,

Antes de definir sy, vamos definir um importante conjunto associado a
funcao.

Seja X, = {(a,b) €Z?;a®>+b*>=n}. X, é o conjunto de todos os pares
ordenados com coordenadas inteiras que se elevadas ao quadrado e somadas,
resultam em n.

Alguns exemplos sao:

e Xo={(0,0)}

e X;={(1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1)}

o Xo={(1,1),(1,-1)(-1,1),(-1,-1)}

o X3=0

e X,={(2,0),(0,2),(-2,0),(0,-2)}

o X5={(2,1),(1,2),(-2,1),(1,-2),(2,-1),(-1,2),(-2,-1),(-1,-2)}
o X¢=0

® X7=®

Note que X3, X¢ e X7 sao vazios, o que era de se esperar, em vista do
Teorema 3.3.

Vamos definir a func¢ao s, da seguinte forma: sa(n) = #X,, ou seja, 5 é a
funcao que associa um inteiro positivo n a cardinalidade de X,,.
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Para calcular sy(n), basta encontrarmos todos os elementos de X,,, com
isso e os exemplos dados acima, podemos concluir que: s2(0) =1, $2(2) =4,
$2(3) =0, s9(4) =4, s5(5) =8, 52(6) =0 e s2(7) = 0.

Podemos interpretar so(n) como o nimero de maneiras que um inteiro po-
sitivo n pode ser escrito como soma dos quadrados de dois inteiros, contando
com a permuta¢ao dos nuimeros.

Vamos agora provar alguns resultados sobre a fungao ss.
Proposicao 4.1 sy(4k +3) = 0 para todo k inteiro.

Prova: De fato, como os residuos quadraticos moédulo 4 sao 0 e 1, entao
para dois inteiros x,y s6 podemos ter z2=0 mod4ouz?=1 mod4ey?=0
mod 4 ou y? =1 mod 4, ou seja, 22 +y2 =0 mod 4, 22 +y%2 =1 mod 4 ou
2?2 +y?=2 mod 4.

Como nao temos 22 + y2 = 3 mod 4 para todos z,y inteiros, concluimos

que nao existe inteiro k tal que 4k + 3 possa ser escrito como soma de dois
quadrados, dai sy(4k + 3) = 0 para todo k inteiro.

Teorema 4.2: A fungao s, nao é limitada superiormente.
Queremos mostrar que para m € Z, dado, existe n € Z, tal que sy(n) > m.

Através de uma longa inspecao, pode-se perceber a formagao de uma con-
jectura a respeito dos niimeros cujos fatores primos sao, somente, da forma
4k + 1.

Para nao estender demasiadamente os calculos, analisaremos nimeros li-
vres de quadrados cujos fatores primos sao 5,13,17 ou 29. Observe:

5=12+ 22
13=22+32
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17=1%2+42
29 = 2% + 52
65=5-13=12+82 =42+ 72
85=5-17=22+92 =62+ 72
221 =13-17=10%+11% = 14* + 5
145=5-29 =122 + 12 = 9> + &
377=13-29=19%+4% =162+ 112
493 =17-29 =222 +3%=13% + 182
1105 =5-13-17 = 4% + 332 = 92 + 322 = 122 + 312 = 23% + 242
1885 =5-13-29 = 34% + 27% =422 + 112 = 43% + 6% = 382 + 212
2465 =5-17-29 = 28% + 412 = 47? + 16% = 44% + 23% = 49% + &2
6409 = 13-17-29 = 532 + 602 = 722 + 352 = 802 + 3% = 752 + 282
32045 =5-13-17-19= 1792 + 1% = 178% + 19% = 173% + 462 = 1662 + 67°
=163% + 742 = 1577 + 862 = 1422 + 109% = 1312 + 1222.

Os calculos acima nos sugerem que nimeros que sao produtos de n primos
da forma 4k +1 distintos podem ser escritos de 27! formas como soma de dois
quadrados, ou seja, que sz(n) =22 ji que no cédlculo de so(n) distinguimos
a? +b? de b? + a? e também distinguimos (-a)? + b? de a? + b?.

Nao vamos provar que vale a igualdade, nos restringiremos a provar que

sa(n) > 271

pois essa desigualdade é suficiente para a prova da proposicao.

Prova: Considere o niimero m = py-ps-... - pp, onde py, pa, ..., P, SA0 Primos
distintos da forma 4k + 1. Afirmamos que m pode ser escrito de pelo menos
271 formas como soma dos quadrados de dois inteiros positivos

Vamos provar por inducao em n que a ultima afirmacao é verdadeira. O
Teorema 3.4 nos garante o caso n = 1, j& que para todo primo p = 4k + 1
existem 1nicos inteiros positivos y > x > 0 tais que z2 + y? = p.
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Supondo o resultado valido para n, vamos provar que o resultado também
vale para n + 1.

Seja m =py-Pa- ... P, s S2(m) > 2771 sejam
2., .2_ .2, .2 2 2
TI+HYI =25+ Y5 = ... = L1 + Yona

271 formas de se escrever m como soma de dois quadrados, temos entao que
m - ppy1 pode ser escrito das seguintes formas:

(xf + y%) “Pn+1 = (553 + y%) “Pps1 = . = (xﬁnfl + yim) *Pn+l-

Sejam a,b € Z, tais que p,.1 = a® + b?, pelo Teorema 3.4, temos que a e b
sao unicos com essa propriedade.

Agora, temos para todo i € {1,2,...,2"71} que
(@7 + 7)) put = (@F +y7) - (a® + %) = (wia - y;b)* + (w:b + y;a)?
e, que
(2 432) puvs = (2 437) - (8 +02) = (b yia)” + (o + b

Note que usamos o Lema 3.2 nas tultimas igualdades das duas expressoes
acima.

Vamos provar agora que x;a —y;b # x;b — y;a e que x;a —y;b + x;a + y;b.

De fato, se x;a—y;b = x;b—y;a, entdo z;(a-b) = —y;(a—b). Se a—b =0, entao
Pns1 = 2a2, absurdo, pois este é um primo impar, dai z; = —y;, 0 que é outro
absurdo, pois x; e y; sao inteiros positivos. Agora, se x;a — y;b = x;a + y;b,
entao 2y;b =0 e dai y; = 0 ou b = 0, absurdo, pois m e p,,; nao sao quadrados
perfeitos.

Com os resultados do paragrafo anterior, podemos concluir que m - p,,1
possui pelo menos 2 - 271 = 27 formas de ser escrito como soma de dois
quadrados, ou seja, So(m - ppy1) > 2"
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Como os primos impares da forma 4k + 1 sao infinitos, temos como con-
sequéncia que a fungao s nao é limitada superiormente.

Proposicao 4.3: Dado n natural, existem n naturais consecutivos aq, as, ..., a,
tais que
so(ay) = sa(az) = ... = so(ay,) = 0.

Prova: Como os primos da forma 4k + 3 sao infinitos, sejam pi,pa, ..., Pn
n primos da forma 4k + 3, pelo Teorema 2.17(Teorema Chinés do Resto), o
sistema

r=-1+p; mod p?
r=-2+p; mod p3

=-n+p, mod p?

tem solugao, ja que mdc(pf,p7) = 1 para 1 <i #j <n.

Seja z a solugdo do sistema (2), temos que p? divide x + i — p; para todo
1 <i<n, dal existe m; € Z tal que m;p? = x +1i—p;, ou seja, T+ =m;p? +p; =
pi - (myp; + 1), como p; nao divide m;p; + 1 para todo 1 <i < n, temos que o
expoente de p; na fatoragao canonica de x +17 é 1, ou seja, pelo Teorema 3.3,
So(x+1) =0 para 1 <i<n.

4.2 Funcao s3

Antes de definir s3, vamos definir um importante conjunto associado a
funcao.

SejaY, = {(a,b,c) € Z>a® +b*> + ¢ =n}. Y, é o conjunto de todos os ternos
ordenados com coordenadas inteiras que se elevadas ao quadrado e somadas,
resultam em n.
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Alguns exemplos sao:
e ¥5={(0,0,0)}
i }/1 = {(]‘707 0)7 (_1707 0)7 (07 170)7 (O’_]‘?O)? (0’07 ]‘)’ (O’O’_]‘)}

e Y>={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(~1,-1,0), (-1,0,-1), (0, -1,-1),
(1,-1,0),(-1,1,0),(~1,0,1),(1,0,-1),(0,1,-1), (0,-1,1)}

e YV3={(1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1),(1,-1,-1),
(-1,1,-1),(-1,-1,1), (-1,-1,-1)}

e YV, ={(2,0,0),(-2,0,0),(0,2,0),(0,-2,0),(0,0,2),(0,0,-2)}

Vamos definir a fungao s3 da seguinte forma: s3(n) = #Y,,, ou seja, s3 é a
funcao que associa um inteiro positivo n com a cardinalidade de Y,,.

Para calcular s3(n), basta encontrarmos todos os elementos de Y,,, com
isso e os exemplos dados acima, podemos concluir que: s3(0) =1, s3(2) = 6,
83(3) =8e 82(4) = 0.

Podemos interpretar s3(n) como o nimero de maneiras que um inteiro
positivo n pode ser escrito como soma de trés quadrados de inteiros, contando
com a permutacao dos nimeros.

Vamos agora provar alguns resultados sobre a fungao ss.
Teorema 4.4: A funcao s3 nao é limitada superiormente.

Prova: Como s, ¢ ilimitada superiormente, temos que para todo m inteiro
positivo, existe k inteiro positivo tal que ss(k) > m, ou seja, o conjunto
X = (a,b) € Z?;a? + b? = k tem mais que m elementos. Seja (a;,b;) um desses
elementos, temos que a? +b? = k, ou seja, 02+a?+b? = k e portanto (0, a;,b;) €
Y%, com isso concluimos que a cardinalidade do conjunto Y; é maior ou igual
a cardinalidade do conjunto X, ou seja,

Sg(k’) > Sg(k’), VEk e Z+
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Ora, como s, ¢ ilimitada superiormente, temos da desigualdade acima que
s3 também ¢ ilimitada superiormente.

]
Proposigao 4.5: Nao existem inteiros k, [ tais que [ > 0 e s3(4!-(8k+7)) > 0.
Prova: Vamos provar por inducao em /.
Seja X ={leZ,;x?+y>+22+4 - (8k+T)Vx,y, 2,k € Z}.

0 € X, pois os residuos quadraticos médulo 8 sao 0,1 e 4, daf 22 + y? + 22
nao pode ser congruente a 7, médulo 8, ou seja, 22 + 32 + 22 nao pode ser da
forma 8k + 7 = 4°(8k + 7), portanto s3(8k + 7) = 0 para todo k inteiro.

Suponha que n € X, n > 0, se tivermos inteiros z,y, z e k tais que 22 + y? +
22 =4+l (8k + 7), entdo também temos que 22+ y2 + 22 =0 mod 8, se um
entre x,y ou z for impar, digamos que seja x, teremos que 2 =1 mod &, logo
y2+22 =7 mod 8, o que nao pode ocorrer, ja que y2,22=0,1,4 mod 8, daf
x,y e z sao pares e portanto existem a,b e ¢ inteiros tais que x = 2a,y = 20 e
z =2¢, dai, de 22 +y%+22% = 4™+ (8k+7) temos 4a?+4b?+4c¢? = 471 (8k+7) e,
portanto, a?+b?+c¢? =4"-(8k+7), o que é absurdo, poisn € X, logon+1e¢ X
e portanto

X=7Z,.

Da ultima igualdade podemos concluir nossa tese.
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5 O NUMERO MEDIO DE REPRESENTACOES DE UM IN-
TEIRO POSITIVO COMO SOMA DE DOIS QUADRADOS

Nesta secao temos como objetivo determinar um interessante limite que
envolve a funcao aritmética s, para tanto, considere a sequéncia

a = (52(0),82(1),52(2), 52(3), ...)

Vimos na segao anterior que sp(4k + 3) = 0 para todo k inteiro e que sy
¢ ilimitada superiormente. Unindo esses dois fatos, podemos notar que «
é uma sequéncia bastante irregular, pois cresce arbitrariamente e, também,
volta a zero periodicamente.!

Apesar do comportamento cadtico de o nao nos indicar muito, se definir-
mos a funcao

So(2) = 52(0) + 82(1) +52(2) + ... + s2(2 - 1)
ao analisarmos a sequéncia

&,:(52(1) 52(2) 52(3) Sa2(4) )
172 7 3 7 4 77

podemos ver que ela vai oscilando em torno de um numero a medida que z
cresce e que esse numero, surpreendentemente, é .2

Vamos a prova do resultado.

No plano cartesiano considere o circulo C'(/z) : 22 + y? = z de centro (0,0)
e raioy/z. Chamaremos de ponto de rede todo ponto P = (a,b) tal que a e b
sejam ndmeros inteiros, temos que todo ponto de rede interior a C'(\/z) tem
coordenadas satisfazendo a inequacao a? + b? < z, pois a distancia de P até a

origem é menor do que o raio de C(/z), ou seja: Va2 + b? <\/z.

Além disso, como a e b sdo inteiros, n = a?+b? também & inteiro e dai o par
ordenado (a,b) nos d& uma expressao para n como a soma dos quadrados de
dois inteiros: a®? +b% =n< z.

!No apéndice A encontra-se os cem primeiros valores de a.
2No apéndice A encontra-se os cem primeiros valores de o'.
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&

Figura 1: O circulo C (/7)

Cada ponto de rede dentro de C'(y/z) contribui em 1 para a soma
So(z) =89(0) +81(1) +52(2) + ... + s2(2— 1)

uma vez que cada ponto (x,y) desses é tal que x? + y?> = n para algum
nef{0,1,2,...,2—1}.

Reciprocamente, todo par de inteiros (p,q) tal que p? + ¢ =n < z, isto é,
todo par ordenado contado em S5(z) deverd ser um ponto de rede dentro
de C(/z), consequentemente, So(z) ¢ igual ao nimero de pontos de rede

interiores a C'(\/2).

Agora, em torno de cada ponto de rede P = (a,b) no plano, considere um
quadrado de lado 1 e centro P, conforme a Figura 2. Nos é interessante dife-
renciar os quadrados cujo centro é um ponto de rede interior a C'(/z), para
tanto, vamos colorir tais quadrados de azul e todos os outros de vermelho,
consequentemente, a maior parte do interior de C'(/z) é azul e a maior parte
de seu exterior é vermelha, conforme a Figura 3.

Observe que alguns quadrados azuis se projetam para fora de C'((/z), en-
quanto alguns quadrados vermelhos fazem justamente o contrario.



(a-1,b) |

"(a.b+1)

| (@.b-1)
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(a+1,b)

Figura 2: Quadrado azul em torno do ponto de rede (a,b)

Figura 3: Area azul ¢ C Vz)

Como o numero de quadrados azuis é igual ao nimero de pontos de rede
dentro de C'(y/2), que por sua vez é igual a S3(z) e como cada quadrado
tem drea 1, concluimos que Sy(z) é igual a drea do poligono formado pelos
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quadrados azuis, que denotaremos por A, assim S3(z) = A. Ou seja, nosso
trabalho se resume a calcular o valor de A.

Se @ é um ponto de rede exterior a C'(/z) ousobre C(/2), e se R é qualquer
ponto pertencente ao quadrado de centro @, entdao OQ >\/z e RQ < % Pela

desigualdade triangular temos OR + RQ > OQ), logo

ORZOQ—RQZI—%

ou seja, nao existem pontos pertencentes a quadrados vermelhos dentro do
; 1 . . 1
circulo C'(/z \/5) de centro na origem e raio\/z 7

CVz)
CYzZ+7)

Figura 4: C (/z), C(\/EJF%) ¢ C(\/E—%)
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Analogamente, seja B um ponto pertencente a um quadrado azul cujo
centro é o ponto de rede P, temos que OP <\/z e PB < %, logo

1
V2

de forma que nenhum ponto pertencente a um quadrado azul é exterior ou

OB<OP+PB<\/z+

pertencente ao circulo C' (\/E + %) de centro na origem e raio\/z + %

Como todo ponto de C (\/E - %) é interior ao poligono formado pelos qua-

drados azuis, podemos concluir que A é maior do que a area de C' (\/E - %),

além disso, como nenhum ponto de um quadrado azul é externo a C' (\/E + %),

podemos concluir que A é menor do que a area de C' (\/E + %) Juntando
esses dois fatos, temos que:

W-(\/_—%)2<A:Sg(z)<7r~(\/5+%)2

1 1
=>7r-(z—\/22+§)<Sg(z)<7r~(z+ 22+§)
7r 7T
=Tz -T- 2z+§<52(z)<7rz+7r~\/22+§
m 7r
:>5—7r-\/2z<52(z)—7rz<§+7r-\/2z

T T2 Sa(2) T /2
= - "< - +—

<
2z /2 2 DY Vz

Lo T2 . Sa(2) oo T2
= lim — - < llm ——= -7< lim — +
otz [z Tzt 2 zvto0 2z /2
=0< li S2(Z)—7r§0
zZ—>+00 A
= 1 52(2) -m=0

Z—>+00 z

= 1 52(2) =
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Com o tltimo limite acima, podemos concluir que um inteiro positivo n
tem, em média, 7 representacoes como soma dos quadrados de dois inteiros.



45

6 O NUMERO MEDIO DE REPRESENTAQC)ES DE UM IN-
TEIRO POSITIVO COMO SOMA DE TRES QUADRADOS

Em vista do que vimos na segao 4, é natural se perguntar se existe um
nimero médio de representacoes de um inteiro positivo como soma de trés
quadrados, ou seja, se o limite

. S3(k)
Jm =

- L (3)

existe para algum L € R. Nosso objetivo nesta secao é responder essa per-
gunta.

Para tanto, vamos fazer agora um resultado andlogo ao que vimos na se¢ao
anterior. Faremos s3 exercer o papel que s, exerceu, usaremos o espago eu-
clidiano tridimensional ao invés do plano cartesiano e seguiremos os mesmos
passos, com as devidas adaptacoes, que seguimos na se¢ao anterior.

Seja E(\/E) a esfera de centro O = (0,0,0) e raio V'k, sua equacio é

2yt =k

Seja S3(k) = s3(0) + s3(1) + ... + s3(k — 1), vamos associar essa funcao a

EWE).

Vamos chamar de ponto de rede 3D todo terno P = (a,b,c) € Z3 e por
um cubo de aresta 1 centrado em cada ponto de rede 3D como indicado na
Figura 6.

Temos que S;3(k) equivale ao volume do sélido formado pelos cubos cen-
trados em pontos de rede 3D interiores a E(/k).

De fato, se P = (a,b,c) € Y, para [ < k, entdao a? + b> + ¢ = [ < k e, dai,
d(P,0) =\/a? + b2 + 2 =\/1 <k, ou seja, P é um ponto de rede 3D interior
a E(Vk).
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D C
. - A:(a-%.b+$,c+%) E=(a—%,b—%_c——i—)
B=(a+%,b+%,c+%) F:(a—%,b-f-%,c—%)
‘P C:(a+%,b—%,6+%) G:(a-l-%,b-f-%,c—%)
D:(a—%rb—%_(_w%) H=(a+é.b—%,c—%)
E H
F G

Figura 5: Cubo em torno de um ponto de rede 3D

Agora, se P = (a,b,c¢) é um ponto de rede 3D interior a F(/k), entdo
a,b,c € Z e d(P,0) =va? +b> + % <k, ou seja, a? + b? + ¢ é um ntumero
inteiro [ menor do que k, logo P €Y, e portanto P contribui em um no valor
de S3(k).

Vamos colorir de azul os cubos centralizados em pontos de rede 3D in-
teriores a E(/k) e de vermelho os cubos centralizados em pontos de rede
3D exteriores ou sobre F(/k). Dessa forma, o célculo de S3(k) se resume a
calcular o volume V' do sélido formado pelos cubos azuis.

Seja C o centro de um cubo azul e P um ponto pertencente a esse cubo,

temos que OC; <Vk e PC; < \/75, pois a méxima distancia de um ponto

V3

interior a um cubo de aresta 1 para seu centro é %

Pela desigualdade triangular, temos:

OP<001+P01< ]{I-f-?

ou seja, P ¢ interior a esfera F (\/E + @) Como P é um ponto arbitrario de
um cubo azul, podemos concluir que V' é menor do que o volume da esfera

Seja Cy o centro de um cubo vermelho e () um ponto pertencente a esse
cubo, temos que OCs >V'k e QU5 < @
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Pela desigualdade triangular, temos

0Q > 00, - QCy >\Vk - f

ou seja, () é exterior a esfera F (\/_ —£>. Como @ é um ponto arbitréario

de um cubo vermelho, podemos concluir que a esfera F (\/_ ) estd com-
pletamente contida no soélido formado pelos cubos azuis, logo seu volume é
menor do que V.

Juntando as desigualdades obtidas acima, temos a seguinte relagao entre
os volumes das esferas e S3(k):

(\/_ \/_) <53(k)=V<4§,(\/E+§)3

4 8 4

4”(/“/_ 3\f 9k ?’f) Sy(k) < 47T(k:\/_ 3f vk 33

wf

- %k%—zﬁwmzw-f—” V3 < Ss5(k) < —kﬂ+2f7rk+3w¢%+

/3

P 2\/_7rk—7r\/_ < 3(k) 2T /R < 3 /2B s T

:>3_7T_2-\/§7r /3 Sg(k) 47r<3_7r+2-\/§7r+7r-\/§
EVE ok kE 3k VE 2k

3r 231 w/3 < lim S3(k) 47r< . 37 2-\/§7r+7r-\/§

= lim

- — 11m +
ek VE 2k ke knJk 3 ke b VE 2k/k
53(k) Am

= lim 53(/{:) _dm =
k—+oo [ \/_ 3
53(/{7) 4

8

|
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Para a pergunta feita no comego da segao, a respeito de (3), vamos pro-
var que a resposta para ela é nao. Para isso, suponha que L exista, como
. 1 _
hmk#mﬁ =0, temos que

im Mz(lim M)( lim L)=L-O=0
k—+o00 k\/E k—+00 k k—>+oo\/E

o que ¢é absurdo, em vista de (4).
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, enunciamos e demonstramos os principais teoremas a res-
peito de congruéncias e somas de quadrados, definimos as funcoes s, e s3,
demonstramos que, em média, o nimero de representacoes de um inteiro po-
sitivo como soma dos quadrados de dois inteiros é 7 e, por fim, definimos
e provamos que nao existe o nimero médio de representagoes de um inteiro
positivo como soma dos quadrados de trés inteiros.

Além desses resultados, ao demonstrarmos o limite (4), ndo somente prova-
mos que nao existe o nimero médio de representagoes de um inteiro positivo
como soma de trés quadrados, também descobrimos que a funcao S3 tem
mesma magnitude que a funcao f(k) = k k.

Com base no que foi feito neste trabalho, considere as funcoes s, e Sy,
onde k£ é um nimero natural, definidas de forma andloga as fungoes s, € Ss.
E facil provar que s; € ilimitada superiormente, e que, por isso, o nimero
médio de representagoes de um inteiro positivo como soma de k quadrados
nao existe. Todavia, o que se pode dizer sobre a magnitude de S;? Existe
um resultado andlogo ao limite (4)7
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APENDICE A - TABELAS DE VALORES

Neste apéndice veremos os cem primeiros valores de sy(n) e também os
cem primeiros termos da sequéncia o', o objetivo aqui é convencer, mesmo
que por empirismo, o leitor de que o’ converge para 7.

Os cem primeiros valores de sq(n) sao:

82(0):1 82(1)24 82(2)24 82(3)20 82(4):4
82(5) =8 52(6) =0 82(7) =0 82(8) =4 82(9) =4
$2(10) =8  s55(11) =0 9(12) =0 s5(13) =8 so(14) =0
$2(15) =0  $5(16) =4 55(17) =8 55(18) =4 55(19) =0
$2(20) =8  53(21) =0 55(22) =0 52(23)=0 55(24) =0
$2(25) =12 55(26) =8 55(27) =0 2(28) =0 s(29) =8
$2(30) =0  $5(31)=0 $2(32)=4 2(33)=0 s5(34) =8
$2(35) =0 52(36) =4 $2(37)=8 52(38)=0 55(39)=0
$2(40) =8  55(41) =8 55(42) =0 55(43) =0 s5(44) =0
52(45) =8  55(46) =0 55(47) =0 52(48) =0 s(49) =4
52(50) =12 53(51) =0 55(52) =8 s2(53) =8 s5(54) =0
52(55) =0  55(56) =0 $2(57)=0 s2(58) =8 5(59) =0
52(60) =0  55(61)=8 $5(62)=0 s2(63)=0 s5(64) =4
$2(65) =16 55(66) =0 $2(67)=0 $2(68) =8 55(69) =0
$2(70) =0  s3(71) =0 55(72) =4 55(73) =8 55(74) =8
82(75)=O 82(76)=O 82(77)=0 82(78)=0 82(79)=0
52(80) =8  53(81) =4 55(82) =8 5(83)=0 55(84)=0
$2(85) =16 55(86) =0 $2(87)=0 s2(88) =0 s5(89) =8
$2(90) =8  55(91) =0 $2(92)=0 2(93)=0 s(94)=0
$2(95) =0 55(96) =0 (97) =8 2(98) =4 5(99) =0

Tabela 1: Valores de sa(n)



Qg = 1
ag = 2, 6
ag=2,7778
g = 2,84615
16 = 2, 88235
oo = 37 28571
agyq = 2, 76
Q98 = 3, 06897
ass = 3,06061
a3 = 3, 05405
Qg0 = 3, 14634
Qg4 = 3, 04444
ass = 2,95918
ass = 3, 18868
Qs = 3, 10526
QAgo = 3, 03279
agq = 37 03077
gy = 3, 2029
am = 3,08219
Qg = 3, 12987
agp = 3,07407
agy = 37 07059
asgg = 3, 11236
ags = 3, 15054
agg = 3, 02062

Por simplicidade, aqui denotaremos

Os cem primeiros termos de o' sao:

a;=2,5

as = 3, 5)

ag=2,9
a3 = 3,42857
ay7 = 3, 16667
ag = 3, 13636
Qo5 = 3, 11538
asg = 3, 23333
azs = 2,97059
azr = 3, 18421
Q41 = 3, 2691
ags5 = 3, 15217

Q49 = 2, 98

ass = 3, 27778
as7 = 3,05172
a1 = 3, 11290
ags = 3, 22727
agg = 3, 15714
ars = 3, 14865
a7y = 3,08974
asy = 3, 08537
ass = 3, 22093
agg = 3, 16667
ags = 3, 11702
agr = 3,07143

Sa(n)

= POT Gy,

Qa9 = 3

Qg = 3
a = 3, 36364

14 = 3
aig = 3, 21053

99 = 3
Qo6 = 3, 2963
azo = 3,12903
az4 = 3, 11429
asg = 3, 10256
as2 = 3,18605
as6 = 3,08511
aso = 3, 15686
asy = 3,21818
asg = 3,13559
g2 = 3, 06349
Qg = 3, 1791
Q7o = 3, 11268
any = 3,21333
arg = 3,05063
aga = 3, 14458
age = 3, 18391
Q9o = 3, 21978
gy = 3,08421
aog = 3,08081

az=2,25
ar = 2,625
ai; = 3,08333
ars = 2,81250
19 = 3, 05
93 = 2, 875
Qo7 = 3, 17857
as) = 3, 03125
ass = 3,02778
39 = 3, 025
ay3 = 3, 11364
aq7 = 3,02083
as = 3,09615
ass = 3,16071
asg = 3,08333
g3 = 3, 01563
Qg7 = 3, 13235
ar = 3,06944
ars = 3,17105
arg = 3, 01250
ags = 3, 10714
asgy = 3, 14773
Qg1 = 3, 18478
ags = 3,05208
Qg9 = 3, 05

Tabela 2: Termos da sequéncia o

52
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APENDICE B - RESULTADOS COMPLEMENTARES

Nesta se¢ao enunciaremos diversos teoremas que, de algum modo, servem
de base para os conceitos elaborados no texto principal.

Principio da boa ordenacgao: Se S é um subconjunto nao vazio de Z e
limitado inferiormente, entao S possui um menor elemento.

Principio da indugao finita: Sejam S um subconjunto de Z e a € Z tais
que

e agelsS.

e Para todo n inteiro,ne S =n+1¢€S.
Entéo, {z €Z;x>a} €S,

Binémio de Newton: Sendo n um ntimero natural e a,b reais, temos:

(a+b)”:(g)-a”+(7f)~a”1-b+(g)-an2-b2+...+(Z)-b”.

Principio das gavetas: Se n + 1 ou mais objetos sao colocados em n ou
menos gavetas, entao pelo menos uma gaveta recebe mais de um objeto.

Principio fundamental da contagem: Um evento que ocorre em n si-
tuacoes independentes e sucessivas, tendo a primeira situacao ocorrendo de
m; maneiras, a segunda situagao ocorrendo de my maneiras e assim suces-
sivamente até a n-ésima situagao ocorrendo de m, maneiras, temos que o
nimero total de ocorréncias para o evento serda dado pelo produto:

my-Ma oo My

Desigualdade triangular: Dado um triangulo cujos lados medem a,b e
¢, tem-se que:
e a<b+c
e b<a+c

e c<a+b
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Resolucao de uma equagao diofantina de primeira ordem: Sejam
a,b e ¢ numeros inteiros nao nulos dados. A equacao ax + by = ¢ admite
solugbes x,y € Z se, e s6 se, d|c, onde d = mdc(a,b). Nesse caso, se x = xg e
y = yp for uma solucao inteira qualquer da equacao, entao as férmulas

. bt . at
r= Y= R
0t Y=Y d
t € Z, dao todas as solugoes inteiras possiveis. Em particular, podemos supor
que seja x > 0>y ou, ainda x <0 < y.
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APENDICE C - TEOREMA DOS QUATRO QUADRADOS

Nesta secao provaremos o Teorema dos Quatro Quadrados, ou seja, mos-
traremos que todo inteiro positivo pode ser escrito como soma de quatro
quadrados. Para tanto, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 1: Se m e n sao naturais que podem ser escritos como soma de
quatro quadrados, entao o produto m-n também pode ser escrito como soma
de quatro quadrados.

Prova: Sejam m=a?+b%+c?+d? e n=w?+2%+y?+ 2% temos que:
m-n=(a?+b*+c+d*) - (w+2®+y*+2%) =
(aw)? + (az)? + (ay)? + (az)? + (bw)? + (bx)* + (by)* + (b2)*+
(cw)? + (cx)? + (cy)* + (c2)? + (dw)? + (dx)* + (dy)* + (dz)*.

Por outro lado, temos que:
(aw —bx — cy — dz)* = (aw - bx — cy — dz) - (aw - bx — cy — dz)
= (aw)? - awbz - awcy — awdz — awbz + (bx)? + brcy + brdz—

awey + cybx + (cy)? + cydz — awdz + brdz + dzcy + (dz)?,

(az +bw + cz — dy)?* = (azx + bw + cz — dy) - (ax + bw + cz — dy)

= (ax)? + avbw + arcz — axdy + bwax + (bw)?* + bwez — bwdy+

czaz + czbw + (c2)? - czdy — axdy — bwdy — czdy + (dy)?,

(ay — bz +cw +dz)? = (ay - bz + cw + dx) - (ay — bz + cw + dx)
= (ay)? - aybz + aycw + aydx — bzay + (b2)* - bzcw — bzdx+
cway — cwbz + (cw)? + cwdx + dray — drbz + dvcw + (dx)?

e, por fim:
(az+by - cx +dw)? = (az + by — cx + dw) - (az + by — cx + dw)
= (az)? + azby — azcx + azdw + byaz + (by)? - bycx + bydw—

craz — cxby + (cx)? - cxdw + dwaz + dwby — cxdw + (dw)?.
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Somando os quatro quadrados acima, ocorrerao diversos cancelamentos e
entao obteremos que:

(aw - bx — cy — dz)* + (azx + bw + cz — dy)*+

(ay — bz + cw + dx)* + (az + by — cx + dw)?
= (aw)* + (az)? + (ay)? + (az)? + (bw)? + (bx)* + (by)? + (b2)*+
(cw)? + (cx)* + (cy)? + (c2)* + (dw)? + (dz)* + (dy)? + (dz)* = m - n.

Lema 2: Dado p primo, existe um par de inteiros positivos a,b que satis-
fazem a® +b% = -1 mod p.

Prova: Sejam z,y¢€{0,1,..., ’%1} com z >y. Temos, pela Proposicao 2.21,
que os quadrados z? e y? sdo incongruentes médulo p, assim, o conjunto
A={0%12 .., (’%1)2} tem todos seus elementos incongruentes médulo p, o

p—1

2 ,
5 ) } e também com o

mesmo ocorre com o conjunto B = {-02,-12, ...,—(
conjunto C'={-1-0%2,-1-12,...,-1- (’%1)2}

A e C possuem ’%1 elementos, como s6 existem p possiveis restos na divisao
por p, pelo principio das gavetas, pelo menos um dos elementos de A deixa
o mesmo resto na divisao por p que algum dos elementos de C' , ou seja,
existem a, b inteiros positivos tais que a? = -1 — b*> mod p.

Teorema: Todo inteiro pode ser escrito como uma soma de quatro qua-
drados.

Prova: Como 2=12+12+0%+0? e como o Lema 1 garante que o produto
de dois numeros que podem ser escritos como uma soma de quatro qua-
drados também pode ser escrito como uma soma de quatro quadrados, nos
basta mostrar que todo primo impar pode ser escrito como soma de quatro
quadrados.
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Dado p primo impar, pelo Lema 2 existem x,y € Z, tais que
7= -(1+%%) mod p,

ou seja, existe m > 1 inteiro tal que mp = 22 + y? + 1, ora, isso nos diz que
mp pode ser escrito como 22 + 2 + 12 + 02, uma soma de quatro quadrados.
Considere o conjunto A dos inteiros positivos k tais que kp pode ser escrito
como soma de quatro quadrados. m € A, logo A é nao vazio, portanto, pelo
principio da boa ordenacao, existe um elemento b € A que é minimo.

Sejam ay,as, a3, a4 € Z tais que bp = af + a3 + a3 + a3, podemos tomar
ay,ag,a3,a4 € [0,%), pois todo nimero v € Z ¢ tal que v? é congruente,

é
médulo p, a um elemento de {02,12,22, ..., (1’71 21,

p2

2 2
L temos que af < Z-,a3 < B-.a3 < B e

p p p
De ay < 5,a2 < 5,a3 < 5 € aq < 3,
2 2

2

P 2. .2 2 .02 Jaf 2
a; <, logo aj +aj +aj + aj < p?, dai bp < p* e portanto b < p.
Vamos mostrar que b nao pode ser maior do que 1.

Se b for par, entdo bp também é par, logo a? + a3 + a3 + a2 é a soma de
quatro pares ou a soma de quatro impares ou a soma de dois pares e de dois
impares, ou seja, os nameros aq, as, as, as sao todos pares ou todos impares
ou dois deles sao pares enquanto os outros dois sao impares. Em todo caso,
podemos supor, sem perda de generalidade, que a; = a; mod 2 e az = ay
mod 2.

De a? + a3 + a3 + a3 = bp temos que

b_p:a%+ag+a§+ai:2-(a%+a§)+2-(a§+ai) _

2 2 4

a? +2ayay + a3 + a2 — 2a1ay + a3 + a2 + 2azaq + a2 + a2 — 2aza4 + a2
4
ap + as 2 ap — as 2 as + Gy 2 as — ay 2
+ - +
2 2 2 2
b
2

. b ,
ou seja, = ¢é soma de quatro quadrados. Como

pois b é minimo com tal propriedade.

< b, temos um absurdo,
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Agora, se b for impar, sejam by, by, b3, by € [—%, g] 0s numeros tais que

by =a; modb
by =as mod b
bs=a3 modb
by=as modb

Temos que
b2+ b3 +b2+b3=al+a3+a3+a3 modb

ou seja, existe b’ inteiro positivo tal que
bb' = b} + b3 + b3 + 3.

Como |bi| < 2, |bof < &, |bs] < L e |by| < &, temos que

2
b§+b§+b§+bi<4-%:62,

logo b’ < b? e dai b’ < b.

Sed' =0, entao B2 +b2+02+02=0=>by =by=b3=by=0=a;=ay=az=
ay =0 mod b= a?+a3+a?+a?=0 mod b?, ou seja, b? divide bp, portanto b
divide p, absurdo, pois como p é primo, seus unicos divisores sao 1 e p, além
disso, supomos b > 1 e ja provamos que b < p.

Se b’ > 0, entdao bb’ = b3 + b3 + b2 + b3 > 0, como bp = a? + a2 + a3 + a3, temos,
pelo Lema 2, que

bpb'b = (a? + a3 + a3 +a?) - (b2 + b3 + b2 +b3)

= (Cblbl + (lgbg + CL3b3 + a4b4)2 + (a162 — (lgbl - a3b4 + a4bg)2+
(a163 + a2b4 - a361 — a4b2)2 + (a1b4 - a2b3 + a3b2 — a4b1)2

Por (5) temos que
a?=a;by modb
CL% ang mod b
a% =azbs mod b

a? = asby mod b
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Logo a?+a3+a2+a3 = ayby +asby +azbs+asby =0 mod b e portanto b divide
a1b1 + a2b2 + a3b3 + Cl4b4.

Sejam 0 < 7rq1,79,73,74 < b 08 inteiros tais que

bi=a;=7r; modbd
bo=as=1ry modd
bs=a3=7r3 modb (7)

by=as=ry modbd
De (7) temos que
albg - a2b1 - a3b4 + (Z4b3 =TT — Tl — 13Ty + 1413 = 0 modbd
a1bs + agbs — asby — agby = rir3 + rory —1r3r; — 742 =0 mod b
e, por fim,
a1b4 - CLng + CL3b2 - CL4b1 =TT —Tor3 + 7379 =1yl = 0 mod b.
Ou seja, b divide Cllbg - CLle - a3b4 + CL4b37 CL1[)3 + a2b4 - a3b1 - CL4b2 e (llb4 -
a2b3 + agbg - (Z4b1.
Sejam c¢q, o, c3 € ¢4 08 inteiros tais que

Clb = a1b1 + a2b2 + (l3b3 + a4b4
Cgb = albg — CLle — (I3b4 + a4b3 (8)
Cgb = Cleg + agb4 - a3b1 - a4b2
C4b = a1b4 - agbg + a3b2 - CL4b1

Temos entao, por (8), que

bpb'b = (c1b)* + (c2b)? + (c3b)* + (cyb)? = 0% - (E+ A+ 2 +¢c3),
ou seja, b'p =2 + 3 +c3+c3. Como O <b, temos mais um absurdo quanto a
minimalidade de b.

Concluimos que b =1 e, portanto, p pode ser escrito como soma de quatro
quadrados.



