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RESUMO

Muitos sao os resultados conhecidos envolvendo o grupo dos corpos de niimeros e muitos
sao os problemas em aberto. Sabemos que o grupo das classes de um corpo de nimeros
¢ finito e abeliano. Neste trabalho apresentaremos alguns resultados sobre o grupo das
classes dos corpos quadraticos. Sabe-se que para cada inteiro n maior que zero existem
infinitos corpos quadraticos, tanto reais como imagindrios, cujos os grupos das classes
possuem um subgrupo ciclico de ordem n.

Para um grupo abeliano arbitrario G' de ordem n, a existéncia ou nao de infinitos cor-
pos quadraticos com grupos das classes de ideais tendo um subgrupo isomorfo a G é
um problema em aberto. Particularmente para grupos finitos abelianos nao ciclicos G,
Kwang-Seob Kim provou que, se G = Z/nZ x 7./nZ, existem infinitos corpos quadraticos
reais cujos os grupos das classes de ideais contém um subgrupo isomorfo a G e que se
G =7Z/nZ x Z/nZ x Z/nZ, entao existem infinitos copos quadraticos imaginérios cujos
os grupos das classes de ideais contém um subgrupo isomorfo a GG. O teorema de Kwang-

Seob Kim é o principal resultado apresentado nesta dissertacao.

Palavras-Chave: Discriminantes. Corpos quadraticos reais e imaginéarios. Grupos das

classes.



ABSTRACT

Many are the known results involving the groups of numbers fields and many are the open
problems. We know that the group of classes of a number fields is finite and abelian. In
this paper we present some results about the group of the classes of the quadratic fields.
It is known that for every intergers n greater than zero there are infinite quadratic fields,
both real and imaginary, whose class groups have a cyclic subgroup of order n. For an
arbitrary abelian group G of order n, the existence or not of infinite quadratic fields with
groups of ideal classes having a subgroup isomorphic to G is an open problem. Particu-
larly for non-cyclic finite abelian groups G, Kwang-Seob Kim has proved that there are
infinite real quadratic bodies in G = Z/nZ x Z/nZ. Whose groups of ideal classes contains
a subgroup isomorphic to G' and that is G = Z/nZ x Z/nZ x 7 /nZ then there are infinite
imaginary quadratic cups whose groups of ideal classes contain a subgroup isomorphic to

G. The theorem of Kwang-Seob Kim is the main result presented in this dissertation.

Keywords: Discriminants. Fields reals and imaginary quadratics. Groups of classes
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1 INTRODUCAO

No segundo capitulo introduzimos os conceitos de divisibilidade em anéis de ideais princi-
pais, médulos sobre anéis de ideais principais, raizes da unidade, corpos finitos, elementos
inteiros sobre anéis e algébricos sobre um corpo, elementos conjugados, corpos conjugados,
inteiros em corpos quadraticos, norma, traco, discriminante, corpos numéricos e médulos
Noetherianos, anel de Dedekind, norma de um ideal e outros conceitos indispensaveis ao

desenvolvimento dos demais capitulos.

Em seguida mostraremos que existem infinitos corpos quadrético reais com
grupo das classes de ideais, tendo um subgrupo isomorfo Z/nZ x Z/nZ x Z/nZ para
cada numero natural n > 0. Ao mesmo tempo, mostraremos que existem infinitos corpos

quadraticos imaginario com o grupo das classes de ideais, tendo um subgrupo isomorfo a
Z/nZ x Z/nZ.
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2 PRELIMINARES

2.1 Classes residuais e grupos abelianos finitos

Definicao 2.1 Seja n um inteiro positivo. Dois nimero inteiros a e b sao ditos congru-
ente modulo n se as divisoes euclidiana de a e b por n tiverem o mesmo resto. Neste caso,
denotemos a = b (modn).

Equivalentemente, a e b sdo congruentes médulo n quando n|(a — b). Como a relacao
de congruencia modulo n é de equivaléncia, podemos considerar a classe residual de um
inteiro a médulo n dado pelo conjunto a = {x € Z : x = a(modn)} = {a + kn : k € Z}.
Como em toda divisao euclidiana com divisor n os tnicos restos possiveis sao os valores
inteiro, 0,1,...,n — 1, entao o conjunto das classes residuais médulo n tem n elementos.
Denotaremos esse conjunto por Z, ou Z/nZ. Assim, Z, = {0,1,....,n — 1}. Definimos
duas operacdes sobre Z,: a soma de dois elementos @ e b é dada por a+b = a+b e
a multiplicacdo e dada por ab = ab. Facilmente verifica que (Z,,+) é um grupo cujo
elemento neutro é 0. Por sua vez, Z, com a operacao de multiplicacdao, nao ¢ um grupo,

pois nem todo elemento ¢é invertivel. Dai, vem a necessidade da proposicao seguinte:

Proposicao 2.1 Um elemento a € 7Z,, € invertivel (sobre a multiplicagcdo) se, e somente

se, mde(a,n) =1

Demonstracao: Seja @ € Z, um elemento invertivel. Entdo, existe b € Z, tal que
@b = ab = 1. Logo, ab = 1(modn), donde segue que n/(ab — 1) e se existisse um primo p
tal que dividisse n e a a0 mesmo tempo, entao p dividiria 1, o que é um absurdo. Logo,
mde(n,a) = 1. Reciprocamente, se mdc(a,n) = 1 entdo, a identidade de Bezout nos
garante que existem b e q tais que ab + gn = 1. Logo, n/(ab — 1). Dai, ab = ab = 1, ou
seja, a ¢ invertivel

O conjunto dos elementos invertiveis (sobre a multiplicagao) de Z,, serd denotado por Z
ou por (Z/nZ)*. Assim, a proposi¢ao nos mostra que que Z* = {a € Z,;mdc(a,n) = 1}.
E f4cil que ver (Z?,-) é um grupo. Claramente Z, ¢ um anel, porém nem sempre ¢ um

corpo. Exemplo, Z, nao é um corpo, ja que 2 nao tem inverso multiplicativo.

Proposicao 2.2 Z, é um corpo se, e somente se, p € primo .

Demonstracao: Suponha que Z, é um corpo, entdao Z, — {0} é um grupo multipli-
cativo. Logo mdc(a,p) = 1 para todo 1 < a < p. Logo, ndo existe a < p e dife-
rente de 1, que divide p. Portanto p é primo. Por outro lado, se p é primo, entao o
mdc(a,p) = 1 para todo 1 < a < p. Dal, o conjunto dos elementos invertiveis de Z, é

{a € Z, : mdc(a,p) =1} = Z, — {0} e assim Z, é um corpo.

Proposicao 2.3 Todo grupo ciclico com n elementos € isomorfo a Z,,
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Demonstracgao: Seja G um grupo ciclico escrito aditivamente com n elementos cujo o
gerador é g. Considere 0 : Z — G definida por 6(m) = mg, para todo m € Z. Essa
aplicagao é um homomorfismo sobrejetor de grupos. Além disso, §(m) = 0 se, e s6 se n|m
(pois G tem ordem n). Logo, ker(f) = nZ. Portanto, o teorema do Homomorfismo de

grupo garante que G ~ Z/nZ.

Proposicao 2.4 Sea é um inteiro positivo, entio @ é gerador de Z,, se, e s, se mdc(a,n) =
1.

Demonstracao: Suponha que @ é um gerador de Z,, e d = mdc(a,n) entao (n/d)a =
n(a/d) = 0(modn). Como a tem ordem n entdao n|(n/d). Logo, d = 1. Por outro lado
se, mdc(a,n) =1 e h é a ordem de @ entdao n/ha, pois ha = 0(modn). Dai, n/h. Além

disso, na = 0 implica que h/n. Portanto n = h.

Proposigao 2.5 Sejan = [[;_,pi" > 1, em que cada p; € primo ee; >0 el <i <r.

Entao existe um isomorfismo de anéis ¢ : L, — [[,_, Lyei
7

Demonstragao: Considere 0 : Z — I\, Z,e: definida por 6(n) = (vi,,,,v:) para todo
n € Z em que v; € a classe residual de n mddulo pi'. Assim, 8 é um homomorfismo de
anéis com K(0) = nZ, Pois m € miltiplo de n se, e somente se m € maltiplo de todo
P, (1 <i<r). Logo, a aplicagio induzida ¢ : Z/nZ — [];_, L € injetora. Como o
nimero de elementos de [];_, pri ¢ igual a [[_, pi* = n, seque-se ¢ € bijetora. Entdo

seque o resultado.

O sequinte coroldario é conhecido como Teorema Chinés do Resto

Corolario 2.1 Se p1,ps,...,p, sao primos distintos, eq, ea, ..., €, SGo0 inteiros positivos e
ay, s, ..., a, inteiros quaisquer, entao exviste n € N tal que n = a;(modps*), para todo

n

1 <i<r. Além disso, n € unico mddulo 117, p'.

Demostracao: Seja v; a classe residual de a; modulo ps*, devido ao isomorfismo esta-
belecido na proposi¢ao(2.5), existe um unico € Z, tal que ¢(n) = (aq, ..., a,.). Assim, n

satisfaz as congruéncia n = a;(modp;’). Portanto, seque o resultado.

2.2 Divisibilidade em anéis de ideais principais e a funcao de ¢

Euler

Definigao: Sejam A um dominio de integridade, K = {% |a,b € A,b+# 0} seu corpo de
fracoes e x,y elementos de K. Dizemos que z divide y se existe a € A tal que y = ax

Equivalentemente, dizemos que x é um divisor de y, ou ainda que y ¢ um multiplo de x.
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Definicao: Dado um z € k, chamamos Ax o conjunto dos multiplo de x. Assim podemos

dizer que y € Ax, em vez de x|y, ou ainda Ay C Az.

Observagao: O conjunto Az é chamado um ideal fracionario principal de K, com respeito

a A. Se x € A, entdao Ax é o ideal principal (ordinédrio) de A gerado por z.

A relacao de divisibilidade possui as seguintes propriedades:

(i) z|x

(i) Se z|y e y|z entdo z|z

Em geral, ndo podemos concluir se x|y e y|z entdo x = y. Podemos apenas dizer que
Ax = Ay, o que significa ( se y # 0) que o quociente zy~! é um elemento invertivel de A.

Neste caso, = e y sao chamados associados.

Observacgao: Os elementos de K que sao associados de 1, sao os elementos invertiveis
em A. Eles sao chamados as unidades de A. Estes elementos formam um grupo com a

multiplicacao e denotamos por A*.
Exemplo: Se A é um corpo, entdo A* = A — (0). Se A =Z, entao A* = {1. — 1}

Definigao: Um anel A é chamado de ideais principais, se 0 mesmo é um dominio de

integridade e se todo ideal dele for principal.
Exemplo: Z é um anel de ideais principais

Exemplo: Se K é um corpo, o anel de polinémios em variavel sobre K, K|z|, ¢ um anel

de ideais principais.

Vejamos algumas propriedades de divisibilidade em um corpo de fragoes K de um anel

ideais principais A.

(i). Dois elementos arbitrarios v e v de K possuem um méximo divisor comum (mdc),

i.e, um elemento d € K tal que:
(1) d/ued/v
(2) Se x € K x|u, z|v, entdo (z|d)

(ii). (Identidade de Bezout): Existem elementos a,b € A tal que o mdc de u e v pode

ser inscrito da formas

d=au+bv
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(iii). Dois elementos abitrarios u e v de K, possuem um minimo multiplo comum (mmec),

isto é, existe um elemento m € K, tal que.

(1) ulm e vim

(2) Se y € K, uly e v|y, entao ml|y

(iv) Vale a seguinte relagdo entre o mdc e mme:
mdc(u, v).mme(u,v) = u.v

Definigao: Dois elementos de a, b de A sdo chamados relativamente primos se mdc(a, b) =
1.

Lema 2.1 (Euclides) Sejam a, b elementos inteiros de anéis de ideais principais A. Se a

divide be e a relativamente primo com b entdo, a divide c.

Demonstracao: Pela identidade de Bezout, existem a’, b € A tais que:
l1=da+bb=c=dac+Vbc

Como a divide bec, entao a divide b'bc. Por outro lado, a divide d’ac. Logo, a divide

a'ac 4 b'be e dai a divide c.

O teorema a seguir mostra que existe uma unica fatoracao em produtos de primos.
Teorema 2.1 Seja A um anel de ideais principais e K seu corpo de fracoes. Entao existe

um subconjunto P C A tal que todo x € K pode ser expresso unicamente da forma
z = ullyep p*®

onde u € uma unidade em A e os expoentes v,(x) sdo elementos de Z, todos nulos exceto

para um subconjunto finito deles.

(Para uma demonstragao desse teorema, veja em [Mollin, teorema 2.1 1999] )

Definigao: Sejan > 1, definimos ¢(n) como sendo o nimero de inteiros ¢, com 0 < g < n,
tal que ¢ e n sao relativamente primos. Como 0 e n sao divisiveis por n, basta considerar-
mos 1 < ¢g<n-—1,Yn > 1 e definimos ¢(1) = 1. A funcdo ¢ assim definida é chamada
funcao ¢ de Euler.
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Observacgao Se p é primo, entao claramente temos:

op)=p—

pois, como p é primo, todos elementos ¢, com 1 < ¢ < p — 1, sao relativamente primos
com p.
Observacgao: Se n = p°, uma poténcia de um primo, entao os inteiros relativamente

primos com n sao todos os inteiros ¢, com 1 < ¢ < n — 1, os quais nao sao multiplos de p.

Proposigao 2.6 Sejan > 1 um nimero natural. O Valor p(n) da ¢-fun¢do Euler € igual

ao numero de elementos de Z/nZ que geram esse grupo. Também é igual ao nimero de

unidades do anel Z/nZ.

Demonstracgao: Sabemos que cada classe de congruéncia médulo nZ, contém um tnico
inteiro g tal que 0 < ¢ < n — 1. Para cada inteiro ¢, denote g sua classe residual médulo
n. Para demonstrar esta proposi¢ao vamos mostrar as seguintes implicagoes:

(i) Se ¢ é relativamente primo com n, entdao g é uma unidade do anel Z/nZ

De fato, suponha que ¢ seja relativamente primo com n. Assim, pela identidade de Be-

zout, existem inteiros x,y tais que gz +ny = 1. Dai, gz + ny=1 = @ +ny =1 = q@ =

i

= g7 =1 . Logo, g é uma unidade em Z/nZ.

(ii) Se ¢ é uma unidade do anel Z/nZ, entao g gera o grupo aditivo Z/nZ.
Se g uma unidade do anel Z/nZ entdo existe um inteiro x tal que gT=1. Dai, agZ = @
(no anel Z/nZ) onde @ é um elemento arbitrario de Z/nZ, com 0 < a < n. Segue-se

a=azq = (ax)q (no grupo aditivo Z/nZ). Logo g gera o grupo Z/nZ
(iii) Se g gera o grupo aditivo Z/nZ, entao ¢ é relativamente primo com n.

Se q gera o grupo aditivo Z/nZ, entao existe um inteiro x tal que xg=1. Assim, xq =
1 (modn). Dai, existe um inteiro y tal que xrg—1 = yn = 1 = xg—yn. Seja d = mdc(q,n)
entao d|q e d|n. Assim, d|(zq — yn). Logo, d|1. Portanto, mdc(q,n) = 1.

Lema 2.2 Sejam A um anel, a e b ideais de A tais que a +b = A. Entao aNa = ab
e 0 homomorfismo candnico o : A — AJa x A/b induz um isomorfismo 6 : AJab —
Ala x A/b. Lembre-se que o homomorfismo o leva cada x € A no par, constituido das

classes de x mddulo a e das classes de x mddulo b.

Demonstracao: Sabemos que, em geral ab C a e ab C b, entao ab C anb. Seja
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x € anb, como a+b = A, entao existem elementos x; € a e x9 € b tais que x1+x5 = 14.
Dai, © = z1x + 292 = 117 + T2, pois A é comutativo. Como x1z € ab e xxy € ab entao
r1x + xxy € ab. Logo, x € ab e assim, aNb C ab . Portanto ab =anNb.

Mostraremos agora que o homomorfismo ¢ induz o isomorfismo 6. De fato, Kero = {z €
A; o(x) = 0a/axas}- Se x € Ker(o), temos o(x) = (x+a,2+b) = (0+a,0+b) o que
implica isso, t+a=04+aex+b=0+beassimr caexrecb. Dal,z €ab=anb.
Logo, Ker(o) = ab. Para provar que o é sobrejetiva mostraremos que para todo par
(y+a,z+b) € AJlax A/b existe z € A tal que (x +a,z +b) = (y +a,z +b), ou
seja, para cada par (y,z) € A existe um elemento z € A tal que x +a = y+a e
x4+ b=2z+0b. Considere ;1 € a e xo € b tal que ;1 + x5 = 14 e tome x = x12 + T9y.
Assim 2 +a = (12 +22y) +a=ay+a = (14 —x1)y +a, pois x12 €Eaex; + a9 =
lg = x9 =14 —z1. Logo, z+a = (y —z1y) + a =y + a, isto,e x = y (moda). Temos
também que x + b = (12 4+ 22y) + b =212+ b=(lg—22)2+b=2—202+b=2+0b,
isto é © = zmodb. Portanto, ¢ é sobrejetora. Logo pelo teorema dos isomorfismos de
anéis temos que A/Kerc = A/a x A/b ou seja, A/ab = A/a x A/b. Portanto, ¢ induz o
isomorfismo 6 : A/ab — A/a x A/b

Lema 2.3 Sejam A um anel e {a;}1<i<,, um conjunto finito de ideais de A tal que a;+a; =

A, Vi # j. Entao existe um isomorfismo canénico de A/a;...a, sobre II'_; A/q;.

Demonstracgao: Para o caso r = 2, fica provado pelo lema 2.2. Vamos usar indugao em
r. Ponha b = a,....a,. Mostraremos que a; + b = A, para ¢ > 2 temos a, + a; = A, pois
por hipétese de inducao a; + a; = A, Vi # j. Dal, existem elementos z; € a, e y; € a; tal
que x; +y; = 1a e 14 = _o(x; +y;) = ¢+ y2...y, onde ¢ é a soma dos termos, cada
um dos quais contém ao menos x; como fator. Temos que ¢ € a; e como y»...y, € b entao
c+ Y.y € a; +b. Assim, 14 € a;+ b e dal a; + b = A. Pelo lema 2.2, segue-se que
A/a,b é isomorfo a A/a, x A/b. Pela hipotese de indugao, temos que A/b = A/a,.....a, é

isomorfo a A/a, x .... x A/a.. Logo, A/a,.....a; é isomorfo A/a, X .... x A/a,.

Proposicao 2.7 Sejam n e n' inteiros relativamente primos. Entdo o anel Z/nn'Z é

isomorfo ao anel produto Z/nZ x Z/n'Z

Demonstracao: Como n e n’ sdo inteiros relativamente primos, entao existem inteiros
x ey tais que nx + n'x = 1. Dal, como nx + n'x € nZ + n'Z temos que 1 € nZ + n'Z.

Logo, nZ + n'Z = Z e portanto o resultado segue-se do lema 2.2
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2.3 Moddulos sobre anéis de ideais principais, raizes da unidade e

corpos finitos

Definigao: Um A-médulo M é um grupo (a operagao é adigdo) provida da aplicagao
A X M — M tal que
a(z +y) =axr + ay

(a+b)x =ax + bz
a(bzr) = (ab)x
lr =z

coma,be Aex,ye M

Definigao: Sejam A uma anel comutativo e I um conjunto. Denotemos AY) o conjuntos
das sequéncia (a;);e; indexada por I, de elementos de A tais que a; = 0, exceto para um

numero finito de indices 7 € I.

Definigao: Um A-médulo M e dito ser A-mddulo livre quando existe uma familia (a;);e;
de elementos de M, satisfazendo as seguintes condicoes:

(a) A familia (a;);e; € linearmente independente:
(b) Todo elemento a € M ¢é escrito como combinacgao linear de familia (a;)ier

Observacao: Uma familia (a;);c; satisfazendo as condigbes da definigdo acima é chamada
uma base do A-médulo livre, onde o nimero de elementos da base é chamado de posto
de M. Se I é um conjunto finito, dizemos que o A-médulo M ¢ finitamente gerado ou do

tipo finito.

Definigao: Um A-médulo M é dito do tipo finito se contém um conjunto finito de gera-

dores.

Teorema 2.2 Sejam A um anel e M um A-mddulo. As sequintes condigoes sao equiva-

lentes:

(a) Toda familia nao vazia de submddulos de M contém um elemento um elemento ma-
zimal (com a relagao de inclusao)

(b) Toda sequéncia crescente (My,)n>o0 (ainda com a relagdo de inclusdo) de submddulo de
M ¢€ estaciondrio, isto €, existe ng tal que que M, = M,,, Vn > ng

(¢) Todo submddulo de M do tipo finito.
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Demonstracao: Primeiro vamos mostrar que (a) = (¢). Seja £ um submédulo de M
e ® a colegao consistindo de todos submédulos do tipo finito de E. Temos que ® nao é
vazia, pois 0 € ®. Por (a), segue que ® contém um elemento maximal F. Para z € E,
F 4+ Az é um submodulo do tipo finito de E, pois Az é um mddulo gerado por x e F' é um
submédulo do tipo finito de E. Temos que F'+ Ax é gerado pela unido de {z} e qualquer
conjunto finito de geradores de F'. Como F' C F' 4+ Ax e F' é maximal, entao F = F + Az,
rx€F, ECFeassim E=F. Logo, E é do tipo finito.

Agora vamos mostrar que (¢) = (b). Seja (M,),>o uma sequéncia de submdédulos de
M. Entao E = U,>oM,, é um submdédulo de M. Por (c) este submddulo E contém um
conjunto finito de geradores {zy,...,x,}. Temos que, para todo 4, existe um indice n(i)
tal que z; € M,,. Seja ng = max(n;). Entao z; € M,, Vi e assim E C M,, e portanto
E = M,,. Logo, a sequéncia (M,,),>o é estaciondria a partir de ny.

A equivaléncia de (a) em (b) é um caso particular do lema abaixo, para conjuntos parci-

almente ordenados.

Lema 2.4 SejaT um conjunto parcialmente ordenado. As segquintes afirmagcoes sao equi-
valentes:

(a) Todo subconjunto ndo vazio de T' contém um elemento maximal;

(b) Toda sequéncia crescente (t,)n>0 de elementos de T € estaciondria.

Demonstracao: (a) = (b) Por (a) temos que a sequéncia (t,),>o contém um elemento
maximal £,. Como a sequéncia (t,),>0 ¢ crescente, para n > ¢ temos t, > t,. Sendo t,
maximal, segue-se que t,, = t,, Vn > ¢. Logo, toda sequéncia (t,,),>¢ de elementos de T
¢ estaciondria.

(b) = (a) Suponha que exista um subconjunto S de T que nao contém um elemento
maximal. Entao para todo z € S, o conjunto do elementos de S que sao maiores do que
x é nao vazio. Dal, pelo axioma da escolha, existe uma aplicacao f : S — S tal que
f(z) >z Vo € S. Como S é nao vazio, podemos escolher ty € S e definir por indugao a
sequéncia (t,)n,>0 da forma t,1 = f(t,). Esta sequéncia é estritamente crescente e nao
estacionaria, o que é uma contradicao. Logo, todo subconjunto nao vazio de T' contém

um elemento maximal.

Corolario 2.2 Em um anel de ideais principais A toda familia nao vazia de ideais contém

um elemento mazimal.

Demonstracgao: Se considerarmos A um moddulo sobre si mesmo, seus submdédulos sao
os seus ideais. Como todos os ideais sao principais, eles sao A-mddulos gerados por tinico
elemento e assim do tipo finito. Logo, o resultado segue-se pela implicagao (¢) = (a) do

Teorema 2.2.
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Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. Um A-médulo livre pode
ser mergulhado em um espago vetorial sobre K. Segue-se que o mesmo ¢é verdade para

qualquer submodulo M de um A-médulo livre.

Definigao: A dimensao do subespago gerado por M é chamado posto de M. Se M é

livre e admite uma base possuindo n elementos, entao o posto de M é n.

Teorema 2.3 Seja A um anel de ideais principais, M um A-mddulo livre de posto n, e
M'" um submddulo de M. Entdo:
(a) M" € livre de posto q, com 0 < g <mn:

(b) Se M’ # 0, entao existem uma base {ey, ...,e,} de M e elementos nao nulos ay, ...,a, €

A, tal que {ayeq, ..., a4e,} € uma base de M’ e a;/a;1, 1 <i<q—1.
Veja a demonstragao em [Pierre. S. 2008] Teorema 1 da pag.21

Observacao: Os ideais Aa; no Teorema 2.3 sdo chamados fatores invariantes de M’ e
M.

Corolario 2.3 Sejam A um anel de ideais principais e E um A-mddulo do tipo finito.
Entao, E € isomorfo ao produto (A/ay) X .... x (A/a,) onde os a,s sao ideais de A tais

que agp O ... D Ay.

Demonstracao: Sendo £ um A-mddulo do tipo finito, considere {z1, ..., x, } um conjunto
finito de geradores de E. Sabemos que existe homomorfismo sobrejetivo o : A" — FE
e entdo, A"/Kero é isomorfo a E. Temos, pelo Teorema 2.2, que existe uma base
{e1,...,en} € A", um inteiro ¢ < n e elementos nao nulos tais ay,...a, € A tais que
a;lait1, Vi, onde 1 <i < g—1e {asey,...,a.e,} é uma base de E. Ponhamos a, = 0 para
g+ 1 < p<n. Entao, A"/Kerc é isomorfo ao produto dos Ae;/Aa;e;, para 1 < i < n.
Temos ainda que Ae;|Aa;e; é isomorfo A/Aq;. Dai, A"/ Ker o é isomorfo ao produtos dos
AlAa;. Pondo a; = Aa;, temos que A"/Ker o é isomorfo ao produto dos A/Aa;. Logo,

como A" /Ker o é isomorfo a E, podemos concluir que E é isomorfo a (A/a;)X....x(A/a,).

Definicao: Dizemos que um moédulo E sobre um dominio de integridade A é livre de

torgao se a relagdo axr =0, com a € A e x € FE, implica a =0 ou x = 0.

Corolario 2.4 Sobre um anel de ideais principais A, todos maodulo do tipo finito E, que

¢ livre de torcao, € livre.

Demonstracao: Temos pelo corolario 2.3, que E ¢ isomorfo a (A/ay) X .... x (A/ay,).
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Suprimindo os fatores que sao nulos, podemos supor que a; # A Vi. Suponha que a, # (0)
e seja a € a, diferente de zero e x; um elemento nao nulo de Ala,. Se z = (z1,0,...,0) € E,
entdo a ax = 0. Mas isto contraria a hipdtese de E ser livre de tor¢ao. Logo, a, = (0) e
portanto a; = (0), Vi, pois a; C a,. Dai, E é isomorfo a A" e como A" é livre, temos que

FE é livre.

Corolario 2.5 Sobre um anel de ideais principais A, todo Mddulo E do tipo finito é
isomorfo a um produto finito de mddulos M!s, onde cada M; € igual a A ou a um quociente

AJAy,s, com p primo.

Demonstragao: Usamos o corolario 2.3, decompomos cada fator A/Aa, onde a # 0.
Pelo lema 2.3 temos que, se a = upi’....p5" é fatoragao de a como produto de poténcia de

primos, entdo A/Aa, é isomorfo ao produto dos Ap{'s. Dal segue-se o resultado.

Corolario 2.6 Seja G um grupo comutativo finito. Entao existe x € G, cuja ordem é o

minimo maultiplo comum das ordens dos elementos de G.

Demonstracgao: Um grupo comutativo é um Z-mdédulo (considerando a operagao adigao).
Temos, pelo coroldrio 2.3 que G é isomorfo a Z/a1Z X .... X 2/ a,Z, onde aq|as, ..., a,_1|ay,.
Assim, temos a; # 0, Vi, caso contrario GG seria infinito, Escrevemos y para a classe de
residuos de 1 em Z/a,Z e ponhamos =z = (0,...,0,y). Dai, a ordem de x é obviamente
an. Assim, dado z = (z1, ..., z,) € G, temos que a,z = 0, pois a;/a,, Vi. Logo, a, é um

multiplo da ordem de z e portanto x é o elemento procurado.

Teorema 2.4 Seja K um corpo.Todo subgrupo finito G do grupo multiplicativo K* con-

siste de raizes da unidade e é ciclico.

Demonstragao: Temos pelo corolario 2.6, que existe um elemento z € G, cuja ordem
n é o minimo multiplo comum das ordens dos elementos de G. Logo, y" = 1, Vy € G.
Como um polinomio de grau n sobre um corpo tem no maximo n raizes no corpo, temos
que G possui no maximo n elementos (estamos olhando o polinémio y™ — 1). Por outro

2

lado, tendo z ordem n, temos que G contém os n elementos: z, z7, ..., 2" = 1, os quais sao

todos distintos. Logo, G é constituido das n-ésimas da unidade e é ciclico gerado por z.

Observagao: Seja K um corpo. Existe um homomorfismo de anéis o : Z — K definido
por o(n) =1+ 1+ ...+ 1 n-vezes, paran > 0 e o0(—n) = —o(n). Se o for injetiva, ela
identifica Z com um subanel de K, entao K também contém o corpo de fragoes Q de Z.
Neste caso dizemos que K tem caracteristica zero. Se ¢ nao é injetiva, o Ker o é um ideal
de Z, entao Ker o = pZ, p > 0, pois todo ideal de Z é principal. Assim, Z/pZ é identifi-
cado como subanel de K. Dai, Z/pZ é um dominio de integridade (na verdade um corpo)
e portanto p é numero primo. Dizemos neste caso, que K é de caracteristica p. Agora

escrevemos [}, para designar Z/pZ. O subcorpo Q ou F),, de K é o menor subcorpo de
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K e é chamado o subcorpo primo de K. Temos que, para todo niimero primo p, existem

corpos de caracteristica p, ou seja F),.

Proposicao 2.8 Se K ¢ um corpo de caracteristica p # 0, entao px = 0, Vo € K e
(x+y)P =aP+yP, Vo,y € K

Demonstragao: Como a caracteristica de K é p # 0, entao para todo x € K, temos
pz = (pl)x = 0x = 0 . Por outro lado, pela férmula binominal, temos que:

(o4 4 = Spea Q)T = (e + SR ) + (e

isto é,

(x+y)P =a? +y? + 2 (5)alyr .

!

O coeficiente (f) ¢ um inteiro e o seu valor é - . Como o numero primo p aparece

il(p — j)!
no numerador, mas nao no denominador, entao (f) ¢ um multiplode p, V1 < j <p—1.
Logo (?)xjyp_j =0,V1l <j <p-—j Dai E?;i(?)xjyp_j = 0. Portanto Vo € K

(x +y)" = a? +y"
Teorema 2.5 Seja K um corpo finito. Se q = card(K), entao:

(a) A caracteristica de K é um primo p, K € um espago vetorial de dimensdo finita s

sobre F,, e ¢ = p°;
(b) O grupo multiplicativo K* é ciclico de ordem q — 1;

(c)z?™ ' =1, Ve K exi=x,VreK

Demonstracao: (a) Como Z ¢ infinito ¢ K ¢ finito, entdo ¢ : Z — K nao ¢ injetiva.
Dai, K nao pode ter caracteristica zero. Logo, K contém F),, com p primo e sua carac-
teristica é p. Temos que, K é um espago vetorial sobre F,, cuja dimensao s deve ser finita,
pois caso contrario, K seria um corpo infinito. Seja {ey, ..., e;} uma base de K sobre F,.
Assim, qualquer x € K pode ser escrito de maneira tinica como = = x€1 + ... + xse,, onde
x; € F,, comi=1,...,s. Cada z; na expressao pode ser escolhido de p maneiras, pois
o nimero de elementos de F), é igual a p. Logo, o nimero de elementos de K é p® e dai

teremos ¢ = p* como querfamos.
(b) O resultado segue-se diretamente do Teorema 2.4.

(c) Como a ordem de K* é ¢ — 1 pelo item (), entao temos 27! =1, Vo € K* e 27 = x,
Vre K.
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Observacgao: (a) e (¢) implicam que um corpo finito K" com ¢ elementos é o conjunto de
rafzes do polinémio P(x) = 2? — x, que possui exatamente g raizes. Escrevemos F, para

um corpo com ¢ elementos, pois dois corpos finitos com ¢ elementos sao isomorfos

Teorema 2.6 (Chevalley) Sejam K um corpo finito e F(Xy,..., X,) um polinémio ho-
mogéneo de grau d sobre K (“lembrando que, um polinémio é dito homogéneo de grau
d, quando todos seus monomios tem grau d’). Suponha d < n, entdo existe um ponto
(1, ...,x,) € K™ diferente da origem tal que F(xy,...,x,) = 0.
Demonstragao: Considere ¢ = card(K) e p a caracteristica de K, entao ¢ = p*, pelo
Teorema 2.5. Seja V' C K" o conjunto dos zeros de F', isto é, o conjunto dos pontos
(21, ...,m,) € K" tais que F(x1,...,x,) = 0 Temos, pelo Teorema 2.5, que F(x)?™! = 1,
Vo € K" — V. Assim, o polinomio G(z) = F(z)?! =1, Ve € K" — V com valores em
F,. O numero médulo p de pontos de K" — V' serd entao dado pela soma X,¢cpnG(x).
Vamos agora calcular esta soma e mostrar que ela vale zero modulo p, isto é,
YrexnG(x) = 0mod p. Se isso ocorrer, entdo teremos que a card(K™ — V') é um multiplo
de p. Como card(K™) = ¢" = (p*)™ = p"* é também um multiplo de p, entao a card(V)
¢ também um multiplo de p. Temos que V' ja contém a origem, entao, necessariamente
V contém outros pontos, pois p > 2. Para provar esse teorema ¢é suficiente mostrar
que X,exnG(z) = 0 € F,. Para calcular ¥,cxnG(x), observe que o polindomio G é
uma combinagao linear dos monémios M, (z) = z*...2%". Para determinar ¥,¢cnG(x) é
suficiente calcular

Ypern Mo(x) = Epe gna o xn = (g, exn 7)o (Za, e xn T0™)

Dai, o problema reduz-se ao calculo de somas da forma >,cx y?, com B €N

I) Para 3 = 0 temos y* = 1, Vy € K, consequentemente, Yyek yP = Yyex 1 = q = 0modp.
I1) Para 8 > 0, o termo 07 é o zero, assim a soma reduz a Y,cx+y”. Como K* é um
grupo ciclico de ordem ¢ — 1, pelo item (b) teorema 2.5. Seja w gerador de K*. Dai
Yyek+ yP = 23;3 w? | que é a soma de uma progressio geométrica

Assim, consideremos dois casos:

_9 w6<q_1) -1
II) Se w” # 1, isto é, se 3 nao é multiplo de ¢ — 1, entdo 2?:0 whi = =1 0,
pois wi~! =1

IV) Se w® = 1, isto ¢, se B é um miiltiplo de ¢ — 1. Entao,
NI l=q-1

Qn

on ge anula, a menos que todos os afs sejam

Segue por I), ) e IV) que X egn 2.

nao nulo e multiplos de ¢ — 1. Neste caso, o grau oy + ... + a;,, do monémio é no minimo
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(¢ — 1)n. Mas, como G = F7~! G possui grau (¢ — 1)d e (¢ — 1)d < (¢ — 1)n, pois, por
hipétese d < n. Portanto, ¥,.cxn M, () = 0, para todo monomio M, (x) que aparece em

G com coeficientes nao nulos. Logo, ¥,cxn G(x) = 0.

2.4 Elementos inteiros sobre anéis e algébricos sobre um corpo

Definigao: Os nimeros complexos x que satisfazem uma equacao da forma z"+a, ;2" 1+
.. + a1z + ag = 0, onde os coeficientes sao racionais, sao chamados numeros algébricos.

Quando os coeficientes sao inteiro o niimero algébrico x chama-se inteiro algébrico.

2.4.1 Flementos inteiros sobre um anel

Teorema 2.7 Sejam R um anel, A um subanel de R e x um elemento de R. As sequintes
condigoes sao equivalentes:

(a) Ezistem ag, ...,a,_1 € A tal que 2™ + a, 12" ' + ...+ a1x + ag = 0, isto é, x € a raiz
de um polinomio monico com coeficientes em A;

(b) O anel Alz] é um A-Mdodulo do tipo finito;

(¢) Existe um subanel de B de R que contém A, e x o qual é um A-mddulo do tipo finito.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que (a) = (b). Temos por hipdtese que existem

ag, ..., an—1 € A tal que:
2t a, 2" P da+ay=0

Seja M o A-submédulo de R gerado por 1,x, ..., 2" 1. Por (a) ™ € M. Dai, multiplicando
a equacao acima por z/, obtemos:

nti—l

2"V = —a, o — a2 — aga?

fazendo indugao sobre j, temos que 2" € M, Vj > 0. Como Alx] é um A-médulo gerado
por 2%, com k > 0, temos que A[z] = M. Sendo M um A-médulo do tipo finito temos
Alz] é um A-médulo do tipo finito.

(b) = (c) Temos por hipétese que o anel A[z] é um A-modulo do tipo finito. Dali, basta
tomar B = A[z]. Logo existe um subanel de B de R que contém A e z, o qual é um
A-médulo do tipo finito.

(¢) = (a) Temos por hipdtese, que existe um subanel B de R que contém A e z, o qual
é um A-mdédulo do tipo finito. Dai, B possui um conjunto de geradores. Seja {y1,...yn}

um conjunto finito de geradores para B como um modulo sobre A, isto é,
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Assim, como x € B e sendo B um subanel de R, segue-se que xy; € BVi =1, ....,n. Logo,
ry; = X a5yj, para qualquer i =1,...,nea;; € A, com 1 <17, 7 <n. Isto significa que
Y1 (0w — ai)y; = 0, com i = 1,...,n, onde 0;; = 0 se i # j e §;; = 1 se i = j. Considere
o sistema de n equagoes em {yi, ..., yn}. Seja d o determinante det(6;;z — a;;). Fazendo o
calculo e usando regra de Cramer, obtemos dy; =0, Vi = 1,...,n. Dai, db=0Vb € B e,
em particular d.1 = d = 0. Mas d é um polindomio monico em x, pois o termo de ordem
superior aparece na expansao do produto I, (x — a;;), dos termos da diagonal principal.

Dai, como d = 0, obtemos o que queriamos.

Definigao: Sejam R um anel e A um subanel de R. Um elemento x de R ¢é dito inteiro
sobre A se satisfaz as condig¢oes de equivalente do Teorema 2.7. Seja p € A[X] um po-
linbmio monico tal que p(xz) = 0, esta relagdo é chamada uma equagao de dependéncia

integral de x sobre A.

Exemplo O elemento z = v/2 de R é um inteiro sobre Z. A relacio 22 —2 = 0 é uma

equacao de dependéncia inteira.

Proposicao 2.9 Sejam R um anel, A um subanel de R e {x1,...,z,} um conjunto finito
de elementos de R. Se para todo i, x; é um inteiro sobre Alzy, ..., x;_1], em particular se
todos o0s x}s sdo inteiros sobre A, entdao Alxy, ..., x,] € um A-mddulo do tipo finito.

Demonstracao: Usaremos indugao sobre n. Para n = 1 temos pelo item (b) do Teorema
2.7, que A[x;1] é um A-mdédulo do tipo finito. Assumiremos que B = Alzy, ..., ,_1] é um
A-modulo do tipo finito. Entao, B = E?ZlAbj. Temos que, o caso n = 1, implica que
Alzy,...,xp-1] = Blx,] é um B-mddulo do tipo finito. Dai, escrevemos Blx,| = 3{_, Bey.
Entao Alry, ..., zn] = X{_ (3] Abj)cy = X1 Abjcy.. Assim {bicy, ..., bycy}, € um conjunto
finito de geradores para Alxy, ..., z,]|, como um mdédulo sobre A. Logo, A[zy,...,x,] é um

A-modulo do tipo finito.

Corolario 2.7 Sejam R um anel, A um subanel de R, x e y elementos de R, os quais

sao inteiros sobre A, entao x +y, x — y, xy sao inteiros sobre A.

Demonstracao: Como z + y, © — y, xy pertence a Alz,y|, pela proposicao 2.8, Az, y| é
um A-médulo do tipo finito. Dai pelo item (c) do Teorema 2.4., temos que = + y,  — ¥,

xy sao inteiro sobre A.

Corolario 2.8 Sejam R um anel e A um subanel de R. O conjunto A’ de elementos de

R os quais sao inteiros sobre A é um subanel de R que contém A.

Demonstracao: Pelo coroldrio 2.4. A’ é um subanel de R. Temos que A C A’, pois

a € A, é raiz do polinomio monico p(z) = x — a com coeficientes em A. Entao a é inteiro
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sobre A, isto é, a € A’

Definigao: Sejam R um anel, A um subanel de R, o anel A’ de elementos de R os
quais sao inteiros sobre A é chamado o fecho inteiro de A em R. Seja A um dominio
de integridade e K seu corpo de fragoes. O fecho integral de A em K é chamado fecho
integral de A. Seja B um anel e A um subanel de B. Dizemos que B é inteiro sobre A,

se todo elemento de B € inteiro sobre A, isto é, se o fecho inteiro de A em B é o préprio B.

Proposicao 2.10 Seja C' um anel, B um subanel de C' e A um subanel de B. Se B é

inteiro sobre A e se C € inteiro sobre B. Entao, C € inteiro sobre A.

Demonstragao Dado x € (', como C' ¢ inteiro sobre B, temos que x ¢ inteiro sobre
B, daf existe uma equacao dependéncia integral x™ + b,_ 12" ' + .... + by = 0. Com os
b; € B, onde i = 0,....,n — 1. Ponha B" = Alby,...,b,—1], entdo = é inteiro sobre B’.
Como B é inteiro sobre A, os b.s sdo inteiro sobre A. Dai, pela proposigao 2.9, temos que
B'[x] = Albg, ...by—1,x] é um A-mébdulo do tipo finito. Assim pelo item (c) teorema 2.7, x

¢ um inteiro sobre A. Logo, C' é inteiro sobre A.

Proposicao 2.11 Sejam B um dominio de integridade e A um subanel de B tal que B é

inteiro sobre A. Para que B seja um corpo € necessdrio e suficiente que A seja um corpo.

Demonstragao: Suponha que A seja um corpo e considere x € B um elemento nao
nulo. Como z é um inteiro sobre A, entao o anel A[x] é um A-médulo finitamente gerado,
o que acarreta que A[z] é um espago vetorial de dimensao finita sobre A. Considere
T : Alx] — Alz] a transformagao linear dada por T'(y) = zy, para todo y € A[z]. Esta

transformagao é injetiva, pois, para quaisquer y, z € A[z]
Ty =Tx)=ry=cz=2(y—2)=0=2y—2=0=>y==z

ja que B é um dominio de integridade e x # 0. Portanto, T é bijetora. Logo, existe
y € Alx] tal que que zy = 1, ou seja, x é invertivel. Portanto, B é um corpo.
Reciprocamente, suponha que B seja um corpo. Dado a € A — (0) temos que

1 ¢ B, como B é inteiro sobre A, entdo existem

a possui um inverso multiplicativo a~
bo, b1, ..., bp_1 € A tais que a™" + b,_1a " + ...+ bia"t 4+ by = 0.
Multiplicando a equagao anterior por a” !, temos a=! = —(b,_1+...+bia" 2 +bya" ') € A.

Portanto, existe a=! € A tal que aa™! = 1 para todo a # 0 em A. Logo, A é um corpo.
Definigao: Um anel A é dito integralmente fechado se for um dominio de integridade e

se for seu préprio fecho integral. Em outras palavras, todo elemento x do corpo de fragoes

K de A, que é inteiro sobre A, pertence a A.
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Exemplo 1 Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. Entao o fecho
integral A’ de A, isto é, o fecho integral de A em K, é integralmente fechado. (Veja em

Pierre Samuel, 2008)

Exemplo 2 Todo anel de ideais principais é integralmente fechado. De fato, por definicao
um anel de ideais principais ¢ um dominio de integridade. Seja x um elemento do corpo
de fracoes K de A, que é inteiro sobre A. Seja 2" + a,_12 " + ...+ a1z + ag = 0, com

~ N a
a; € A, uma equacao dependéncia integral sobre A. Escreva z = 7 com a,b € Aeo

b
mdec(a,b) = 1. Substituindo — na equagao de dependéncia inteira e multiplicando por b",
obtemos a” + b(an,_1a" ' + ... + a;b"% + agh™ ') = 0. Assim, bla™ com mdc(a,b) = 1.
a
Logo pelo o lema de Euclides temos que b|a. Portanto, b é uma unidade de A. Dai, z = 7

é um elemento de A. Logo, A, é integralmente fechado.

Observacao: Como usamos apenas as propriedades multiplicativas do anel de ideais
principais, o mesmo argumento pode ser usado para mostrar que todo anel fatorial é

integralmente fechado.

2.4.2 Elementos algébricos sobre um corpo

Definicao: Sejam R um anel e K um subanel de R. Um elemento z € R é chamado

algébrico sobre K se existirem ay, ...., a, € K nem todos nulos tal que
2" + ...+ ax+ay =0 (1).

Equivalentemente, os mondmios (27);en sdo linearmente dependente sobre K. Um ele-
mento de R que nao é algébrico sobre K, é chamado transedental sobre K, isto é, x é
transedental sobre K se e somente se, 0s monémios (z7) ey, sao linearmente independentes
sobre K.

Observagao Na definigao anterior, podemos assumir a, # 0. Neste caso, a,! € K
multiplicando a equacao (1) por a,', obtemos uma equagao de dependéncia integral.
Portanto, sobre corpo, algébrico equivale a inteiro. Se K C R e x € R temos que,pelo

Teorema 2.7, x é algébrico sobre K se e somente se [K[x] : K] ¢ finito.

Definigao: Dizemos que um anel R, contendo K, é algébrico sobre K, se todo elemento
de R é algébrico sobre K. Se R é um corpo, entao R é chamado uma extensao algébrico
de K.

Defini¢ao: Dado um corpo L e um subcorpo K de L, chamamos a dimensao [L : K], o
grau de L sobre K. Toda extensao de grau finito de Q é chamado um corpo numérico

algébrico (ou simplesmente um corpo numérico).
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Observagao: Pelo item (c) do Teorema 2.7. temos que, se o grau de L sobre K é finito,

entao L é uma extensao algébrica de L.

Proposicao 2.12 Sejam K um corpo, L uma extensao algébrica de K e M uma extensao

algébrica de L. Entdo M € uma extensao algébrica de K. Além disso

M : K]=[M:L|[L: K]

Demonstragao: Pela proposicao 2.10., segue-se que M é uma extensao de K. Resta
mostrar que [M : K] = [M : L|[L : K]. Seja {z;},c; uma base de L sobre K e {y,};es
uma base de M sobre L. Vamos mostrar que {xiyj}(i,j)elxj ¢ uma base de M sobre K.
Da demonstragao da preposicao 2.9, vemos que {x;y; } (. jjerxs gera M sobre K. A relacio
Ya;x;y; = 0 com a;; € K, implica X(Xa;jz;)y; = 0. Como {y;}jes é L., pois {y;}jes
¢ uma base de L sobre K, ¥ (Xa;;z;)y; = 0. Como {x;}ier é L.1, pois {z;}er é uma
base de L sobre K, temos que a;; = 0. Assim {z;y,}q jierxs ¢ L.I sobre K. Portanto,
M : K|]=[M:L|[L: K|

Proposicao 2.13 Sejam R um anel e K um subanel de R. Entao:
(a) O conjunto K" de elementos de R, algébrico sobre K, é um subanel de R contendo K ;

(b) Se R é um dominio de integridade, entdo K' é um subcorpo de R.

Demonstracao: (a) Como K é um subcorpo de R, entdao os elementos de R que sao
algébrico sobre K sao elementos inteiros sobre K. Logo, pelo corolario 2.8., o conjunto
formados pelos elementos de R, que sao inteiros sobre K, é um subanel de R que contém
K.

(b) Como R é um dominio de integridade e K’ C R, entdo K é um dominio de integridade.
Além disso, K é um subanel de K’ e K’ é algébrico sobre K. Assim pela proposigao 2.8
temos que K’ é um corpo se e somente se K é um corpo. Como K é um subcorpo de R,

entao K’ é um subcorpo de R.

Seja R um anel e K um subanel de R e x um elemento de R. Existe um tnico
homomorfismo ¢ : K[X]| — R tal que p(X) =z e ¢(a) =a Va € K. A imagem de ¢ é
Klz].

Afirmamos que x é algébrico sobre K se, e somente se, Ker(yp) # 0.
De fato, se x é transcendente sobre K, temos Ker(y) = (0), se x é algébrico sobre K
entdo existe f(X) € K[X], f(X) nao nulo, tal que f(z) =0 e assim ¢(f(X)) =0, o que
implica de Ker ¢ # 0.

Com as mesma notagoes anterior o Ker ¢ é um ideal principal (desde que

K[X] é um anel principal) gerado por f, isto é, Keryp = (f(X)). Nos podemos supor
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que f é monico, desde que K é um corpo. Assim f é unicamente determinado por K e x

e é chamado de polinomio minimal de x sobre K.
Se g(X) € K[X] entao g(x) = 0 se, e somente se, f(X) divide g(X) em K[X].
Como Ker ¢ = (f(X)) e a imagem de ¢ é K|x] temos K[X]/ (f(X)) ~ K|x].

Temos ainda que K[z] é um subcorpo < K[z] é um dominio de integridade
< f(X) é irredutivel.

Proposicao 2.14 Sejam K um corpo e P(X) € K|[X]| um polinémio nao constante.
Entao existe uma extensao algébrica K' de K de grau finito tal que P(X) fatora K'[X]

em um produto de polinomio de grau 1 (polindmios lineares)

Demostragao: Usaremos indugao sobre o grau d de P(X). Se d = 1, o resultado se-
gue, pois P(X) é um polinomio de grau 1. Seja F(X) um fator irredutivel de P(X).
Temos que existe uma extensao K” de grau finito sobre K (isto é, K[z]) contendo um
elemento x tal que X — z divide F(X) em K"[X]. Portanto, P(X) = (X — z)P(X)
com P;(X) € K"[X]. Como P(X) tem grau d — 1, entao pela hipé6tese de inducdo sobre
P (X) fatora em produto de polinémio lineares em uma extensao de K’ de grau finito
K". Pela proposicao 2.9 K’ e de grau finito sobre K. Logo, P(X) = (X — z)P(X) onde

P5(X) é afatoracao de P;(X) em produto de polindmio lineares em uma extensao K’ de K.

Definigao (Corpos algebricamente Fechados) Um corpo K é chamado algebrica-
mente fechado se todo polinémio nao constante P(X) € K|[X]| pode ser expresso como

um produto de fatores lineares, todos em K[X].

2.5 Elementos conjugados, corpos conjugados

Definicao 2.2 Dados dois corpos L e L' ambos contendo um corpo K, chamamos todo
isomorfismo ¢ : L — L' tal que ¢(a) = a para todo a € K um K-isomorfismo de L em
L'. Nesse caso, dizemos que L e L' sao K-isomorfo e se sao algébricos sobre K, dizemos

que eles sao conjugados sobre K.

Definig¢ao 2.3 Dados duas extensoes L e L' de K, dizemos que dois elementos x € L e
' € L' sao conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo, ¢ : K(z) — K(2') tal que

o(x) =2, Tal que ¢ € unica

Observagao A Existéncia de ¢ significa que x e =’ sdo ambos transcendentais sobre K

ou sao ambos algébricos sobre K, com o mesmo polinomio minimal.

Exemplo Sejam F'(X) um polindémio irredutivel de grau n sobre K e xy, ..., z,, suas raizes
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na extensao K’ de K. Entao os z}s sdo dois a dois conjugados sobre K.

Lema 2.5 Sejam K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito e F(X) € K[X]
um polindmio monico irredutivel. Considere F(X) = []7_,(X — ;) sua decomposi¢io em
produto de fatores lineares na extensio K' de K. Entdo as n raizes xy,...,x, de F(X)

sao distintas.

Demonstragao: Suponha por absurdo, que as n raizes de F'(X) nao s@o todas distintas,
assim. F'(X) possui uma raiz multipla. Dai, F(X) possui uma raiz comum com a sua
derivada F'(X), pois, se a é uma raiz multipla de F(X) tem multiplicidade %k entao
F(X) = (X —a)fG(X) edal FI(X) = K(X —a)*'G(X) + (z — a)*G'(X). Logo, a é
também raiz de F'(X) de multiplicidade pelo menos k — 1 se k > 1. Logo F(X) divide
F'(X). Como o grau de F” é menor e igual que o grau de F' e F' divide F’ entao F'(z) é o
polinémio zero. Daif, F'(X) =nX"'+ (n—1)a, 1 X" % +....+a; = 0. Isto significa que
n.1 =0 e j.a; = 0 para todo j = 1,...,n — 1. Mais isso nao pode ocorrer em um corpo K
de caracteristica zero. Se K tem caracteristica p # 0, entao a relacao n.1 =0 e j.a; =0
para j = 1,...,n — 1, significa que p divide n e que a; = 0, Vj que nao é multiplo de p.
Logo, F(X) é da forma:

F(X)=X® 4, XUVP 40, XP+b

com b; € K, pois os termos a; que nao sao zero, sao os termos que j ¢ da forma: gp — p,
qp — 2p,...,qp — qp- Se cada um dos bls é uma p-ésima poténcia, isto é, b; = ¢ com ¢; € K
entdo F(X) = (X794 C, X771 + ... + Cp)? pela proposigao 2.13. Logo F(X) néo é
irredutivel o que é absurdo. Podemos supor sempre os b;s sao p-ésima poténcia, pois se
K é um corpo finito de caracteristica p # 0, entao a aplicacao f : K — K, dada por
f(z) = aP é injetiva, pois aP = y?P = 2P —yP =0=> (z -y =0=>2—y=0= 2 =1y.
Como K ¢ finito e f e injetiva, entao f é sobrejetora. Assim, para todo y € K existe um
xr € K tal que f(z) =y, ou seja, 2P = y. Portanto F(X) nao é irredutivel, o que é uma

contradicao.

Observagao: Os corpos K de caracteristica p # 0 para os quais x — zP é sobrejetiva
(isto é, para os quais todo elemento de K é p-ésima poténcia) sao chamada corpos perfei-
tos. Pelo que vimos anteriormente, os corpos finitos sao perfeitos. Por convencao, corpos
de caracteristica zero sao também considerados perfeitos. O lema 2.5 é verdadeiro para

corpos perfeitos.

Teorema 2.8 Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito. Considere K’
uma extensao de K de grau finito n e B um corpo algebricamente fechado contendo K.

Entao existe n K-isomorfismo distintos de K' em B.
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Demonstracao: Se o corpo K’ é da forma K’ = K|z|, com z € K’', entdo o polinomio
minimal F(X) de z sobre K é de grau n. Ele possui n raizes xi,...,x, € C todas dis-
tintas, pelo lema 2.5. Pelo o exemplo acima os x}s s@o dois a dois conjugados sobre K e
daf para cada i = 1,...,n temos um K-isomorfismo, o; : K[X] — B tal que o;(z) = x;.
Neste caso o teorema fica provado. Continuaremos por inducao sobre o grau n de K'.
Seja x € K’ e considere os corpos K C K[z] C K’ e ponha ¢ = [K|z| : K|. Podemos
assumir ¢ > 1, pois K # Klz| pelo que vimos anteriormente, existem ¢ K-isomorfismo
distintos oy, ...,0, de K[z] em B. Como K|[z;] = Klo;(x)] e K[x] sdo isomorfos, pois
r e x; sdo conjugados e K[z] C K’', entdo é possivel construir uma extensdo K, de
Klo;(x)] e um isomorfismo 7 : K’ — K/ que estende o; (este resultado encontra-se em
[Endler 2007]). Temos que Klo;(z)] é um corpo de caracteristica zero ou corpo finito,
pois K[o;(x)] é uma extensdo finita de k e K é de caracteristica zero ou corpo finito.

Como [K; : K[o;(z)]] = [K' : K[z]] = g < n, pois K] ~ K" e K[o;(z)] ~ Klz|, entao

n
pela hipdtese de inducdo temos que existem — K[o;(x)]-isomorfismo distintos v;; de K

em B (estamos supondo que teorema ¢ vélido para o caso em que [K' : K| = h < n),
que é a hipdtese de indug@o. Neste caso estamos considerando no teorema K’ = K e
K = K]o;(x)]. Logo, as n aplicacbes composta v;; o 7; resulta q2 = n K-isomorfismo de
K’ em B. Eles sao distintos, pois ¢ # i’ temos que v;; 0 7; e U,-/j/Ti’qdiferem em K[x] e para

i =1, mas j # j’ temos que v;; e v, diferem em K. Portanto o teorema estd provado.

Definicao: Seja K um corpo e L O K uma extensao de corpos. Dizemos que x € L é
um elemento primitivo de L, se L = KJ[z]|. Neste caso, dizemos que L é uma extensao
simples.

Corolario 2.9 (Teorema do elemento primitivo) Seja K corpo finito ou um corpo de

caracteristica zero. Seja K' uma extensao de grau finito n. Entao, existe um elemento x
de K’ tal que K' = K|x]

Demonstragao: Se K ¢ finito, entao K’ é finito, pois K’ é uma extensao finita de K
e seu grupo multiplicativo K™ é formado de poténcia de um elemento x, pelo item (b)
do Teorema 2.5. Logo, K’ = K[z]. Suponha que K é de caracteristica zero e assim K
é um corpo infinito. Pelo Teorema 2.8 existem n K-isomorfismo distintos o; de K’ em
um corpo algebricamente fechado C, contendo K. Para i # j, a equagao o;(y) = 0;(y),
com y € K', define um subconjunto V;; de K’ que é um K-subespago do espaco vetorial
K'. De fato, sejam y,y’ € V;; e k € K, entdo para i # j temos que que 0;(y) = 0;(y)
e 0i(y') = 0;(y). Dai, o5(y +¢') = 0i(y) + 0i(y') = 0;(y) + 0;(y) = 0;(y + ¢) e ainda
oj(ky") = oi(k)oi(y') = ko;(y') = o;(y) = 0i(k)o;(y'). Logoy —y" € Vij e ky € Vy
Assim, Vj; é um subespaco vetorial de K, diferente de K’ quando o; # ;. Na verdade
temos que a unido dos v;; estd estritamente contido em K’. Tome z fora dessa uniao, entao

os 0;(x) sao dois a dois distintos. Logo, o polinémio minimo P(X) de = sobre K possui
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no minimo n raizes que sao os o;(z) em C. Assim, grau P > n ou seja, [K|z] : K] > n.
Como Klz] C K" e [K': K] = n, portanto [K|z] : K| = 1. Logo, K’ = K]lx].

Lema 2.6 Seja A um dominio de integralmente fechado, K seu corpo de fra¢do e L uma
extensao algébrica de K. Se B € o fecho inteiro de A em L entao BN K = A.

Demonstracao: Seja z € L um inteiro sobre A e seja F/(X) € K|z] o polinémio minimal
de z sobre K. Seja L' o corpo de raizes de F' sobre K, isto é, o corpo gerado sobre K
pelas raizes de F'. Seja A’ o fecho inteiro de A em L' entdo A’ N K = K pois ANK é

inteiro sobre A . Dai, o lema segue do fato de A é integralmente fechado, isto é B = A’.

2.6 Norma, traco e discriminante

Seja A um anel, £ um A-modulo livre de posto finito e seja v um endomorfismo de F, isto
é, um homomorfismo v : £ — E. Na &lgebra linear definimos o traco, o determinante e
o polinémio caracteristico de u da seguinte forma: se {e;} é uma base de E e se (4;;) é
uma matriz de u com respeito a essa base, entao o traco, o determinante e o polinomio

caracteristico de u sao respectivamente:
Tr(u) =X a4, detu = det(A;)

d@t(X[E — U) = det(X(SU — Ai]’),
onde §;; =0sej#ied;j=1sei=7j

Observacao: Esses valores independem da escolha da base. As férmulas acima implicam:
Tr(u+v)=X" a; + al; = X% ja; + X al, = Tr(u) + Tr(u)

det(uu') = det(A;; Aj;) = det(Ay;)det(A;;) = det(u)det(u')
det(X1g —u) = X" —Tr(u) X" ' 4+ ... + (=1)"det(u)

Seja B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-moddulo livre de posto n, por
exemplo, A pode ser um corpo e B uma extensao finita de A com grau n. Para z € B, a
multiplicacao m, por x, isto é um homomorfismo de y — xy com y em B, é endomor-

fismo do A-médulo B, isto é, homomorfismo m, : B — B

Definigao: Chamaremos traco (resp. norma, o polindémio caracteristico) de = € B,
relativo a B e A, o trago (resp. determinante, polinémio caracteristico) do endomorfismo

m, da multiplicacao por x.

Observagao o traco (resp. a norma) de x é denotado por T,p/a(x) (resp. Np/a(x)) ou

T, (z) (resp.N(x)) quando nao houver confusdo. Estes sao elementos de A.
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Para x,2' € Bea € Atemos m,+m! = m, e myoml, = my, e mg, = am,.

Obtemos entao:

Tz + ') = Tr(motar) = To(my + myr) = To(my) + T, (myr) = To(z) + T,(2)
T.(ax) = T, (my) = T (amy) = aT.(my) = aT,.(m,) = aT,(x)

T.(a) = T,(my) = a+a....+a = na. De modo andlogo mostra-se também que:

N(az) = a"N(x).

Proposicao 2.15 Seja K um corpo de caracteristica zero ou finito, L uma extensao
algébrica de K de grau n, ¥ um elemento de L, e as raizes xi,...,x, do polinomio
minimal F(X) € K[X] de z sobre K, cada uma repetida [L : Klz]] vezes. Entao
T.(x) = 21+ ... + n, Npx(x) = @1..2n. O polindmio caracteristico de x, relativo

as extensoes L e K € igual a (X — x1)...(X — x,)

Demonstragao: Vamos primeiro considerar o caso onde x ¢ um elemento primitivo de
L sobre K. Seja F(X) o polinémio minimal de = sobre K. Entdo L é K-isomorfo a
K(X)/F(X) e {1,x,...,2" '} é uma base para L sobre K. Ponhamos F(X) = X" +

1 X" P+ ..+ a1 X + ag. A matriz do endomorfismo m, com respeito a esta base é:

0 —AQao
0 —a2

00 .. 1 —Qp—1

o determinante de X I; — m, é portanto o determinante da matriz
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r 7 X ap
x 0 0 0 —ao
-1 Xz 0 aq
0 =z 10 0 —-u
X[n—M:det . Ceee _ asg — det
00 .. x 00 ... 1 —a,—
- - 0 0 .o —1 X—an_l

Expandindo esse determinante como um polinomio em X, obtemos o polinomio carac-
teristico de z, isto é, det(X I, — M) = X"+ a, 1 X" ' +....4+a; X +ag = F(X). Dai, pelas
equagdes acima temos que 7,.(z) = —a,—; ¢ N(z) = (—1)"ap. Como x é um elemento
primitivo de L sobre K, temos F(X) = (X — x1)....(X — z,,), pois F possui exatamente
n raizes. Igualando os coeficientes vemos que Tr(z) = 1 + ... + ©, e N(z) = x1...2,.

Considere agora o caso geral. Ponha r = [L : K[z]]. E suficiente mostrar que o polinémio
caracteristico P(X) de x, com respeito a L e K, é igual a r-ésima poténcia do polinémio
minimal de z sobre Z, isto é, F(X)" = P(X). Seja {y;}i—1.., uma base para K|x] e
{#i};=1,.» uma base para L sobre K|[z]| e {v:%;}i=1. 4j=1,.» uma base para L sobre K
e n = qr pela proposigao 2.12. Seja M = (A;,) a matriz para a multiplicacdo por x
em K|z|, com respeito a base {y;}i=1. . 4 Assim, xy; = Xpa;yn. Dal, obtemos entdo
2(yizj) = En(ainyn)z; = Bnain(ynzj), parai = 1,...,q e j = 1,...,r. Logo a matriz M; de
m, : L — L, com respeito a base K-espago vetorial, considerada acima, é a matriz de

blocos diagonais da forma

M 0 ... 0

0O M .. 0
Ml =

0 0 .. M

Como M; én xne M éqx qtemos que M deve aparecer r vezes em My, como blocos
diagonais em M, ja que n = ¢qr. Dai, a matriz X1, — M; consiste de r blocos diagonal
cada um da forma X1, — M. Consequentemente, det(X1I, — M;) = det(XI, — M)". O
lado esquerdo da equagdo é P(X), enquanto det(X1, — M) é o polinomio minimal de z
sobre K, de acordo com a primeira parte da prova. Logo, o polindmio caracteristico P(X)

de x, com respeito L e a K, é igual a r-ésima poténcia do polinomio minimal de z sobre K.

Proposigcao 2.16 Seja A um dominio de integridade, K seu corpo de fracao, L sua

extensao de K com grau finito e x em L inteiro sobre A. Assuma que K tem caracteristica
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zero. Entdo os coeficientes do polinomio caracteristico P(X) de x relativa a L e K, em

particular T,k (x) e N i (x) sao inteiros sobre A

Demonstragao: Pela preposicao 2.14, P(X) = (X — z1)....(X — x,,); assim os coeficien-
tes de P(X) sao, a menos de sinal, soma de produtos dos z’s. Dai, é suficiente mostrar
que s que sao inteiros sobre A pelo corolario 2.7. Como cada z; é um conjugado de
x sobre K, pois os z;s sdo dois a dois conjugados e K[X]/P(X) ~ K|z e existe um
K-isomorfismo o; : K[z] — K][z;] tal que o;(x) = x;. Sendo z inteiro sobre A existem
a; € A, i =0,..,n—1tais que 2" +a, 12" ' +....+ag = 0. Assim, o;(x)"+...+0;(ag) = 0.

Logo, o' + ap_ 127 ' 4 ... + ag = 0 e com isso prova que z; é inteiro sobre A Vi.

Corolario 2.10 Suponha, além disso, que A € integralmente fechado. Entao os coefici-

entes do polinémio caracteristico de x, em particular Trp ik (x) e Np/k (), sdo elementos
de A.

Demonstracgao: Por definicao os coeficientes sao elementos de K. Pela proposicao 2.17

eles sao inteiros sobre A, sendo A integralmente fechado, eles pertence a A.

Definigao 2.4 Seja B um anel e A um subanel de B tal que B € um A-modulo livre de
posto n. Para {x1,...,x,} C B", chamamos o discriminante do conjunto {z1,...,x,} 0

elemento de A definido pela rela¢do D(x1, ..., x,) = det(Trp/a(x;x;))).

Proposicao 2.17 Se {y1,...,yn} C B™ € o conjunto dos elementos de B tal que y; =
X% jayxy com ai; € A. Entdo, D(ys, ..., yn) = [det(ai;)2[D(x1, ... 7))

Demonstracao: Veja que T7r(y,y,) = Tr[(Eleamxi)(Ej’?zlaqjxj)] = Tr(X; japiagx;;) =
i j apiagi(Tr(x;z;)). Dal, temos a equagao matricial

Tr(Ypyq) = (api)(Tr(wsz;)(al;) onde (al;) é a transposta de (ay;). Calculando o determi-
nante das matrizes acima, obtemos:

det(Tr(ypy,) = det(ay;)det(T,.(z2;)det(al;)
Dy, -y Yn) = det(ap;)det(Tr(z;x;))det(al;)
D(y1, ..., yn) = (det(a;;)*det(Tr(z;x;)))
D(y1, .., yn) = (det(ai;)*D(z1, ..., xy)
Observagao: A proposicao 2.17 implica que o discriminante de bases para B sobre A

sao associados em A. Isto significa que a matriz (a;;) que expressa uma base em ter-

mos da outra possui uma inversa com entradas em A. Assim, (a;;)(a;;)"' = I e dal
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det(a;;)det(a;;)~" = 1. Logo, det(a;;) e det(a;;)~* sdo unidades em A.

Definicao 2.5 Seja B um anel e A um subanel de B tal que B € um A-modulo livre de
posto n. Assim o ideal principal de A gerado pelo discriminante de qualquer base de B

sobre A é chamado discriminante de B sobre A. Denotemos este ideal por Dg/a

Proposicao 2.18 Suponha que Dp/a contém um elemento que ndao € um divisor de zero.
Entao, para que o conjunto {x1,...,x,} C B™ seja uma base de B sobre A, é necessdrio e

suficiente que D(xy, ..., x,) gere Dpa

Demonstragao:= ¢ imediato da definicao

< Suponha que d = D(z4,...,x,) gere Dpja. Seja {es,...,e,} uma base de B sobre A,
ponha d' = D(ey,...,en) € x; = X7, aje; com a; € A, 1 <4 < n. Assim pela pro-
posigao 2.2 temos que D(z1,...,x,) = det(a;;)*D(eq, ..., e,) ou seja d' = det(a;;)*d’. Por
hipétese, temos que Ad = Dp/a. Dai Ad = Dpja = Ad(a;;)*d = Ad'. Logo existe
b € A tal que d = bd dal d = det(a;;)*d = d = det(a;;)?db = d — det(a;;)?db = 0 =
d(1 — bdet(a;;)*) = 0. Temos que d ndo é divisor pois caso contrdrio todo elemento de
Dp/4 seria um divisor de zero (o que nao pode ocorre, ja que Dp/4 possui um elemento
que nao é divisor de zero). Logo 1 —bdet(a;;)* = 0 isso significa que o det(a;;) # 0. Assim

a matriz (a;;) é invertivel. Portanto, {z1,...,z,} é uma base de B sobre A.

Proposicao 2.19 Seja K um corpo finito ou de caracteristica zero e L uma extensao de
K de grau finito n. Considere oy, ...,0, 0s n K-isomorfismo distintos de L em um corpo
algebricamente fechado C' contendo K. Entao, se {x,...,x,} € uma base para L sobre K,
temos que D(x1, ..., zy,) = det(oi(x;))* #0

Demonstragao Mostraremos inicialmente que D(x1,...,x,) = det(o;(z;))?. De fato,
D(xq,...,x,) = det(T,(x;z;)) = det(o1(z)))+... 40, (zix;)) = det(Xog(xiz;)) = det(op(x;)op(x;)) =
det(og(z;))det(ox(x;)) = det(o;z;) Vamos mostrar que det(o;(z;)) # 0. Suponha por
contradicdo que det(o;(x;)) = 0 entao existem {uy,...,u,} € C nem todos nulos, tais que
X" uioi(xj) = 0 Vj, por linearidade concluimos que X7  u,;0;(z)) = 0 para todo = € L,

mais isso contradiz o lema abaixo.

Lema 2.7 Dedekind Seja G um grupo. C um corpo e oy, ..., 0, homomorfismos distintos
de G no grupo multiplicativo C*. Entdo os o.s sao linearmente independentes sobre C,

isto é, X u0:(g) = 0, Vg € G implica que 0s u,s sao zero. e

Demonstragao: Suponha por absurdo, que ;s sao linearmente dependente. Considere

a relacao nao trivial X!  u;0; = 0, com u; € C tal que o numero ¢ de u}s que sao nao
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nulo é minimo. Apds renumeragao podemos supor que:

Vg € G. Temos q > 2, pois os o}s sao nao nulos. Para g e h arbitrarios em G, temos que:
wo1(hg) + ... + ugo,(hg) = wio1(h)oi(g) + ... + ugo4(h)o,(g) =0

pois, hg € G e como uy01(g)+...+u,0,(g) =0, Vg € G, entdo uy04(hg)+...4u,0,(hg) = 0.

Se multiplicar a equacdo ui01(g) + ... + u40,(g)) = 0 por o1(h) temos:
UlO'l(h)O'l(g) + ...+ uqal(h)aq(g) =0.

Dai obtemos,

uyo1(h)o1(g) + ... + ugo1(h)o,(g) — wror(h)o1(g) — ... — ugoq(h)oy(g) =0

Assim,

u1(o1(h) = 02(h))o2(g) + ... + ug(o1(h) — o4(h))oy(g) = 0,

como esta igualdade é verdade Vg € G e ¢ foi escolhido tao pequeno quanto possivel,
segue-se que ug(oq(h) — o2(h)) = 0. Dai, o1(h) = o9(h), Vh € G, pois uy # 0, o que é

absurdo, pois por hipdtese os ;s sao distintos.

Teorema 2.9 Seja A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, L, uma
extensao de K de grau finito n e A" o fecho inteiro sobre A em L. Suponha que K € de

caracteristica zero. Entao A’ é um A-submddulo de A-mddulo livre de posto n.

Demonstracao: Seja {z1,...,x,} uma base de L sobre K. Cada z; é algébrico sobre K

e dal para todo i, temos uma equagao da forma

anT; + an,lx?_l +.i.+ag=0
com a; € A, Vj=0,....,n, pois L é uma extensao algébrica de K, ja que [L : K] é finito.

Podemos assumir que a,, # 0. Multiplicando a equagao acima a”~!, obtemos

a’ ta,at +a" a2 L a

n %

n_n n—1 n—1 n—1 .
a,x; +a, ap_1r;  +..+a a =0
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(an2i)™ + ap_1(anz;)" 4+ ... +a" rag =0

Logo, a,z; é inteiro sobre A. Pondo z, = a,x;, entdo {z,...z/,} é uma base de L sobre K
contido em A’ pois a,x; é inteiro sobre A. Sabemos que existe uma base {y,...,y,} de L
sobre K tal que T, (z}y;) = 6;;. Seja z € A’. Como {y1,...,y,} é uma base de L sobre K,
podemos escrever z = ¥7_,b;y;, com b; € K, pois z € A" = 2z € L ser um inteiro sobre
A e como {yi,,,Yn} ¢ uma base de L sobre K entao de fato temos z = X7_, (b;y;). Para
todo i, temos que xz € A’, pois x, € A’ e z € A. Logo, pelo corolario 4.1, T,.(z}z) € A.
Assim T,.(z}z) = T,(2;X7b;y;) = T,a(X1bsy;) = YT (7y;), pois b; € K.

Tr(xyz) = ¥ _1bi0i = b1on + ... + bidiy = b;

entdo podemos concluir que b; € A, Vi, pois Tr(x,z) € A. Isto implica que A" é um

submédulo do A-médulo livre ¥7_,a,;, poi 2’z € A', Vz € X7 _ja,; e Vo € A,

Corolario 2.11 Com as hipdteses do teorema 2.9 e supondo que A € principal, temos

que A" € um A-mddulo livre de posto n.

Demonstracao: Como A’ é um submddulo de A-médulo livre e A é principal, entao te-
mos pelo item (a) do Teorema 2.3, se A é um anel de ideais principais, M é um A-md6dulo
livre de posto n e M’ é um submédulo de M entao M’ é livre de posto < n. Dali, temos
que A’ ¢é livre de posto < n. Por outro lado, temos pela prova do Teorema 2.10 que A’
contém uma base de L sobre K. Assim, A’ possui uma base com n elementos. Portanto,

A’ é de posto .

2.7 A terminologia dos corpos numéricos

Defini¢ao: Qualquer extensao finita (e portanto algébrica) de Q é chamada um corpo de

numeros algébricos ou corpo numérico.

Definigao: Um corpo numérico de grau 2 (resp. 3) é chamado corpo quadratico (rep.

cibico). Para um corpo numérico K, [K : Q] denota o grau de K.

Observacao: Um corpo numérico sempre possui caracteristica zero, pois contém Q e
consequentemente Z. Os elementos de um corpo numérico K que sao inteiros sobre Z sao
chamados, os inteiros de K. Eles formam um subanel A de K pelo Corolario 2.7. Esse

anel A é um Z-modulo livre de posto [K : Q] pelo Corolario 2.11.
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Definicao: Os discriminantes das bases do Z-moddulo diferem pelo quadrado de uma

unidade de Z e portanto sao iguais. Este nimero é chamado discriminante de K

Definicao: Seja K um corpo. Um elemento £ € K tal que " = 1 é chamado uma raiz
n-ésima da unidade. Dizemos que £ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se £ =1 e

&M #1paral <m <n.

Lema 2.8 (Lema de Gauss) Seja A um anel de ideais principais, p um elemento primo
de Ae F(X)=X"+a, X" '+ .. +aX +a € AX] tal que p/a; (0<i<n-—1)e
p1ag. Entio F(X) € irredutivel sobre K, o corpo de fragioes de A.

Demonstrac¢ao: Suponha que F' = GH com G, H € K[X] e ambos polinémios moénicos.
As raizes de F' sao inteiras sobre A. Qualquer raiz de G ou H é uma raiz de F', portanto
inteiro sobre A. Os coeficientes de G (resp. H) sao somas de produtos de raizes de G (resp.
H), eles sdo portanto inteiros sobre A, pelo Corolario 2.7. Como A é um anel de ideais
principais, temos que A é integralmente fechado pelo Exemplo 2.7. Logo, G, H € A[X].
Agora considere ', G e H como sendo as imagens de F, G e H respectivamente em
(A/A,)[x], entao F = GH. Como por hipétese pla;, 0 < i < n — 1, temos que F = X",
pois Flz] = Yd;z’ — F(z) = Yd;z;. Como A/A, é dominio de integridade, a fatoracao
X" = GH é necessariamente da forma X" = X2X"7 (pois, G e H sdo monicos), assim
G =X%e H= X" Se G e H sdo ambos nao constantes, entdo p divide os termos
constantes de G e H. Logo, p? divide os termos constantes ag de F', mas isso contraria a
hipotese. Logo, ou G ou H ¢ constante e F' ¢ irredutivel.

Exemplo O polinémio X3 — 2X + 6 é irredutivel sobre Q. Basta tomarp=2e A =7

no Lema de Gauss.

2.8 Médulos Noetherianos e alguns preliminares sobre ideais

Definicao: Um A-médulo M é chamado Noetheriano se o mesmo satisfaz as seguintes
condicoes de equivaléncia:

(a) Toda colegao nao vazia de submddulos de M contém um elemento maximal;

(b) Toda sequéncia crescente de submédulos de M é estacionéria;

(¢) Todo submodulo de M é do tipo finito.

Um anel A é Noetheriano se, considerado como um A-maddulo, for um médulo Noetheriano.
Observacao: Quando consideramos um anel como um A-mddulo sobre si mesmo, seus
submddulos sao seus ideais, com isso e em virtude da condigao (c), dizemos que um anel

A é Noetheriano quando os seus ideais sao gerados por um numero finito de elementos

Exemplo: Todo anel de ideais principais é Noetheriano, pelo corolério 2.2
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Proposigao 2.20 Seja A um anel, E um A-mddulo e E' um submddulo de E. Para que
E seja Noetheriano é necessdrio e suficiente que E' e E/E’ sejam Noetherianos

Demonstragao: Suponha que E seja Noetheriano. Temos que toda sequéncia cres-
cente de submoédulos de E' é também uma sequéncia crescente de submddulos de FE.
Sendo E Noetheriano, toda sequéncia crescente de submdédulos de E’ é estaciondria. Dali,
toda sequéncia crescente de submdédulos de E’ é estaciondria. Logo, E’ é Noetheriano.
Considerando o homomorfismo canénico ¢ : £ — E/E’, o mesmo define uma cor-
respondéncia biunivoca que preserva a inclusao entre os submoédulos de F que contém
E’ e os submédulos de E/E’. Logo, toda sequéncia crescente de submédulos de E/E’,
corresponde através de o a uma sequéncia crescente de submodulos de E. Como toda
sequéncia crescente de submoédulos de E é estacionaria, temos que toda sequéncia crescente
de submédulos de E/E’ também é estacionaria. Logo, E//E" é Noetheriano. Reciproca-
mente, suponha que E’ e E/E’ sao Noetherianos. Seja (F,,),>o uma sequéncia crescente de
submédulos de E. Como E’ é Noetheriano, existe um inteiro ng tal que F,NE’' = F,, . 1NE’
para todo n > ng, pois F, N E' é uma sequéncia crescente de submdédulos de E’. Como
E/E’" é Noetheriano, existe um inteiro ny tal que (F, + E')/E" = (F,41 + E')/E’ para
todo n > ny, pois é (F,, + E')/E" uma sequéncia crescente de submdédulos de E/E’. Logo,
F,+FE' = F,;1+F paratodon > ni.Tome n > sup(ng, ny). Mostraremos que F,, = F,, 1,
para isto, é suficiente mostrar que F,, C F, 41, pois F,, C F, 11, ja que (F},),>0 é crescente.
De fato, seja x € F,, ;1 como F,, + E' = F,, ;1 + E’ temos que existem y € F,, ey, y" € F’
taisque x +y' =y +y’. Assim,x —y=y" —y' € F, 1NE =F,NE poisy"—y € E
e como x —y € F,,11. Como = — y e y pertencem a F,, temos que (z —y) +y € F,, isto
é, v € F,. Logo, F,11 C F,. Portanto, F,, = F, ;1 para todo n > sup(ng,n;). Logo, E é

Noetheriano.

Corolario 2.12 Seja A um anel e sejam E, ..., E, A-mddulos Noetherianos. Entdo o
A-mddulo produto 117, E; € Noetheriano.

Demonstracgao: Faremos inducao sobre n. Para n = 1 a afirmacao ¢ verdadeira, pois
E, é Noetheriano. Suponha que a afirmagcao é verdadeira para n — 1, com n > 2. Temos
que (B X ... x E,)/E, é isomorfo a F; X ... X E,_; que é Noetheriano por hipdtese. Logo,

pela Proposicao 6.1 temos que F; X ... X E, é Noetheriano.

Corolario 2.13 Seja A um anel Noetheriano e E um A-mddulo do tipo finito. Entao E
¢ um modulo Noetheriano e portanto todos os seus submaodulos sao do tipo finito.

Demonstracao: Seja £ = Azy + ... + Az, e ¢ : A — E e um homomorfismo dado
por p(ay,...,a,) = X a;x;. Assim, A"/ Ker ¢ ¢é isomorfo a . Como A é Noetheriano,
pelo corolario 6.1, temos que A” = A x ... x A é Noetheriano. Assim, pela proposicao 6.1

temos que A™/Ker ¢ é Noetheriano. Logo, £ é Noetheriano.
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Proposicao 2.21 Seja A um anel Noetheriano integralmente fechado. Seja K seu corpo
de fragoes, L a extensdio finita de K, A" o fecho integral de A em L. Suponha que K
tenha caracteristica 0. Entao A’ é um A-mddulo do tipo finito e € anel Noetheriano.

Demonstracao: Sabemos que A’ é um submddulo de um A-modulo livre de posto n
(Teorema 2.3). Entao A’ é um A-modulo do tipo finito ( proposigao 2.9), e, portanto, mo-
dulo Noetheriano. Por outro lado, os ideais de A’ sao um casos especiais de A-submddulo
de A’. Eles satisfazem a condicdo maximalidade Teorema 2.2 (a), entdo A’ é um anel

Noetheriano.)
Exemplo: O anel dos inteiros de um corpo de nimeros é Noetheriano (A =Z e K = Q)

Definigao: Um ideal p de um anel A é chamado primo se o quociente A/p for um dominio
de integridade. Equivalentemente, se x,y € A—p entao xy € A—p isto é, A—p é fechado

para a multiplicacao.

Definigao: Um ideal q de um anel A é chamado maximal se o quociente A/q for um
corpo. Equivalentemente, se para todo ideal p de A tal que g C p C A implicar que p = q
oup=A

Observacao: Todo ideal maximal é primo. A reciproca é falsa, pois o ideal (0) de Z é

primo, mas nao ¢ maximal.

Lema 2.9 Seja A um anel, p um ideal primo de A e A" um subanel de A. Entao p N A’
¢ um ideal primo de A’.

Demonstragao Seja ¢ : A’ — A a aplicacao de inclusao e 0 : A — A — p o homo-
morfismo canonico. Assim, a composta ¢ = g o p : A’ — A — p um homomorfismo tal
que Kerg={d € A|¢p(a') =0} ={d € Ald +p=0+p}={d € A|d € p}. Assim,
ker ¢ = A’ Np. Pelo teorema dos homomorfismos de anéis temos que A'/A' Np =~ im ¢.
Logo, A’//A"Np é um subanel de A/p. Como p é um ideal primo entdo A/p é um D.I.
Como um subanel de um D.J. é também um D.I. temos que A’/A'Np ¢ um D.I. E dai

A" Np é um ideal primo.

Definicao: Dados dois ideais a e b de um anel A, definimos o produto de a e b como o
conjunto de todas as somas finitas 37" ;a;b; de produtos de elementos de a por elementos
de b, isto é:

ab ={X ja;bijn € Z;n > 0,a; € aeb; € b}
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E claro que ab é um ideal de A. Além disso, ab Caeab Cbedaliab Canb,

mas nem sempre ocorre ab =aNb. Sea+ b = A entao ab=anNb.

E facil ver que multiplicacao de ideais é associativa e comutativa. A atua como

o elemento identidade no monoide.

Lema 2.10 Se um ideal primo p de um anel A contém um produto a;...a, de ideais, entao
p contém pelo menos um dos ideais a;.

Demonstragao: Suponha por absurdo que a; € p para todo ¢. Assim, existe z; € a; — p
para todo i. Logo, z1xs...x, & p, pois p é primo Mas, z1zy... 2, € a10y...a, C P que é

absurdo. Portanto, p contém pelo menos um dos ideais a;.

Lema 2.11 Em um anel Noetheriano todo ideal contém um produto de ideais primos.
Em um dominio de integridade Noetheriano A, todo ideal nao nulo contém um produto
de ideais primos nao nulos.

Demostragao: Suponha por absurdo que a familia ¢ dos ideais nao nulos de A que nao
contém um produto de ideais primos nao nulos é nao vazia. Como A é Noetheriano, ¢
contém um elemento maximal q. O ideal q nao pode ser primo, pois caso contrario ¢
nao pertenceria a ¢ . Assim, existem z,y € A — q tais que xy € q. Os ideais q + Az e
q + Ay contém ¢ como um subconjunto préprio, pois z € q+ Arex & q,y € q+ Ay
ey ¢ q. Como q é um elemento maximal da familia ¢ , temos que os ideais q + Az e
q+ Ay nao pertencem a ¢ . Logo, estes ideais contém produto de ideais primos nao nulos
pr.pn Cq+ Az ep ..p', C q+ Ay como xy € q entdo (q + Az)(q + Ay) C q. Logo,
p1--Pap’i.p’,, C q 0 que é absurdo, pois q € ¢ . Portanto, ¢ é vazia.

Agora seja A um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. Chamamos qualquer
A-submodulo I de K para o qual existe d € A — (0) tal que dI C A um ideal fraciondrio
de A ou de K com respeito a A. Isso significa que os elementos de I tem um denominador
comum d € A. Os ideais ordinarios de A sao ideais fraciondrios com (d = 1). As vezes
os chamamos de ideais inteiros para distingui-los entre os ideais fracionarios. Qualquer
A-submédulo I do tipo finito contido em K é um ideal fracionario. Isto segue do fato
que se {z1,...,x,} é um conjunto de geradores de I, os xs tem um denominador comum
d (o produto dos denominadores d;s onde z; = a;d; Lcom a;,d; € A) e d é um denomina-
dor comum para I. Reciprocamente, se A é Noetheriano, todo ideal fracionario I é um
A-médulo do tipo finito, pois I C d *A e d'A é um A-mddulo isomorfo a A. Como A é
Noetheriano, todo submédulo de A é do tipo finito. Logo, I é do tipo finito.

Definigao: Definimos o produto I1’ de dois ideais fracionarios I e I’ como o conjunto

das somas finitas Yx;1y; onde z; € [ e y; € I'.
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Observagao: Se [ e I’ sdo ideais fracionarios com denominadores comum d e d’ respec-
tivamente, entao os conjuntos I N I', I + I' e I1' sdo todos ideais fracionarios. Eles

sao claramente A-submddulos de K e tem como denominador comum d ou d’, d+d' e dd’
respectivamente. Os ideai fracionarios nao nulos de A constituem um monoide comutativo

sobre a multiplicagao, isto é, um semigrupo comutativo com unidade.

2.9 Anéis de Dedekind e norma de um ideal

Defini¢ao: Um dominio de integridade A é chamado um anel de Dedekind se o mesmo

é Noetheriano e integralmente fechado, e se todo ideal primo nao nulo de A for maximal.

Exemplo: Qualquer anel de ideais principais é um anel de Dedekind, pois o mesmo é

Noetheriano, integralmente fechado e todos ideal primo nao nulo seu é maximal.

Teorema 2.10 Seja A um anel de Dedekind, K seu corpo de fra¢oes, L uma extensao
finita de K, e A" o fecho inteiro de A em L. Assuma que K tem caracteristica zero.
Entao A" é um anel de Dedekind e um A-mddulo do tipo finito

Demonstracao: O anel A é integralmente fechado por construcao, é Notheriano e um
A-médulo do tipo finito pela Proposicao 4.1. Resta mostrar que todo ideal primo p’ # 0
de A’ é maximal. Para isso escolha um elemento z € p’ — (0) e considere uma equagao de

dependeéncia inteira de x sobre A, que possui menor grau possivel

"+ a, 2"+ Faxt+ag=0 (1)

, com a; € A. Assim, ag # 0, caso contrario = satisfaz uma equagao de dependéncia
inteira de grau menor que n. Pela equagao (1) temos que ap € A’z N A C p' N A, pois
ap = —z(z" ' +a, 12"+ ...+ a;). Portanto, p’N A # (0) Como p’'N A é um ideal primo
de A pelo Lema 4.1, temos que p’ N A é um ideal maximal de A, pois A é de Dedekind.
Portanto, A/p’N A é um corpo. Mas, A/p’ N A pode ser identificado como um subanel de
A'/p’ e este é inteiro sobre A/p’ N A, pois A’ é inteiro sobre A. Assim, A’/p’ é um corpo

pela Proposigao 4.1. Logo, p’ é maximal.

Teorema 2.11 Seja A um anel de Dedekind que nao é um corpo. Todo ideal mazimal de
A € invertivel no monoide de ideais fraciondrios de A, isto €, se a é um ideal mazimal de
A existe um ideal fraciondrio o' de A tal que aa’ = A

Demonstragao: Seja a um ideal maximal de A. Entao a # (0), pois A ndao é um corpo.
Ponha
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o« ={zreK|raC A} (2)

Claramente, a’ ¢ um A-submddulo de K, qualquer elemento nao nulo de a serve como um
denominador comum para os elementos de M’. Assim, a’ é um ideal fracionério de A.
E suficiente mostrar que aa’ = A. Pela equacio (2) temos que a’a C A, por outro lado,
A C o, pois sendo a um ideal maximal de A, dadoa € A, aa Ca C A = a € d. Assim,
a = Aa C d'a. Como a é maximal e a C d'a C A entdo a = d'a ou a'a = A. Dai, resta
mostrar que a = a’a nao pode ocorrer. Se da=aexr € a’ entdo za C a, z’a CraCae
x"a C a para qualquer n € N, por inducao. Assim, qualquer elemento nao nulo d € a é
um denominador comum para todas as poténcias z" de x, n € N. Segue-se que A[z] é um
ideal fracionario de A. Como A é Noetheriano, A[z] ¢ um A-mdédulo do tipo finito, assim
x é inteiro sobre A pelo Teorema 2.5. Mas, A é integralmente fechado, portanto = € A
e consequentemente a'a = a implica @’ = A. Dai, resta mostrar que a’ = A nao pode
ocorrer, para isso, tome um elemento nao nulo a € a. O ideal A contém um produto de
ideais primos nao nulos p;...p, pelo Lema 4.3. Podemos tomar n como o menor possivel.
Dai, temos a D Aa D p;...p, isto significa que a D p; para algum ¢ pelo Lema 4.2, digamos
1 = 4. Como p; é maximal, pois A é de Dedekind, temos que a = p;. Ponha q = ps...p,,
dai Aa D aq e Aa 2 g pois n é o menor possivel. Assim, existe b € q tal que b ¢ Aa.
Como aq C Aa temos que ab C Aa e consequentemente aba~! C A. De acordo com a
definicao de o', isso significa que ba™! € a’. Mas, como b ¢ Aa temos que ba~' ¢ A Assim,

a’ # A e consequentemente a’a # a. Logo, d'a = A como queriamos provar.

Teorema 2.12 Seja A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L uma extensao
finita de K, e A" o fecho inteiro de A em L. Assuma que K tem caracteristica zero.
Entao A" € um anel de Dedekind e um A-mddulo do tipo finito

Demonstracao: O anel A é integralmente fechado por construgao, é Notheriano e um
A-médulo do tipo finito pela Proposicao 4.1. Resta mostrar que todo ideal primo p’ # 0
de A’ é maximal. Para isso escolha um elemento = € p’ — (0) e considere uma equacao de

dependéncia inteira de x sobre A, que possui menor grau possivel

"t a, 2"+ Faxt+ag=0 (1)

, com a; € A. Assim, ag # 0, caso contrario = satisfaz uma equacao de dependéncia
inteira de grau menor que n. Pela equagao (1) temos que ag € A’z N A C p' N A, pois
ap = —z(z" ' +a, 12"+ ...+ a;). Portanto, p’ N A # (0) Como p’N A é um ideal primo
de A pelo Lema 4.1, temos que p’ N A é um ideal maximal de A, pois A é de Dedekind.
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Portanto, A/p’N A é um corpo. Mas, A/p’ N A pode ser identificado como um subanel de
A'/p" e este é inteiro sobre A/p’ N A, pois A’ é inteiro sobre A. Assim, A’/p’ é um corpo

pela Proposicao 4.1. Logo, p’ é maximal.

Teorema 2.13 Seja A um anel de Dedekind que nao é um corpo. Todo ideal mazimal de
A € invertivel no monoide de ideais fraciondrios de A, isto €, se a € um ideal mazimal de
A eziste um ideal fraciondrio a' de A tal que aa’ = A

Demonstragao: Seja a um ideal maximal de A. Entao a # (0), pois A ndao é um corpo.
Ponha

@ ={reK|raC A} (2)

Claramente, a’ ¢ um A-submdédulo de K, qualquer elemento nao nulo de a serve como um
denominador comum para os elementos de M’. Assim, a’ é um ideal fracionédrio de A.
E suficiente mostrar que aa’ = A. Pela equagao (2) temos que a’a C A, por outro lado,
A C o, pois sendo a um ideal maximal de A, dadoa € A, aa Ca C A = a € . Assim,
a = Aa C d'a. Como a é maximal e a C a’a C A entdo a = d'a ou d’a = A. Dal, resta
mostrar que a = a’a ndo pode ocorrer. Se da=aexr € a entdora Ca, x’aCraCae
x™a C a para qualquer n € N, por indugao. Assim, qualquer elemento nao nulo d € a é
um denominador comum para todas as poténcias 2" de x, n € N. Segue-se que A[z] é um
ideal fracionario de A. Como A é Noetheriano, A[z] é um A-mdédulo do tipo finito, assim
x ¢ inteiro sobre A pelo Teorema 2.5. Mas, A é integralmente fechado, portanto z € A
e consequentemente a’'a = a implica a’ = A. Dai, resta mostrar que @ = A nao pode
ocorrer, para isso, tome um elemento nao nulo a € a. O ideal A contém um produto de
ideais primos nao nulos p;...p, pelo Lema 4.3. Podemos tomar n como o menor possivel.
Dai, temos a D Aa D p;...p, isto significa que a D p; para algum i pelo Lema 4.2, digamos
1 =4. Como p; é maximal, pois A é de Dedekind, temos que a = p;. Ponha q = ps...p,,
daf Aa D aq e Aa D q pois n é o menor possivel. Assim, existe b € q tal que b ¢ Aa.
Como aq C Aa temos que ab C Aa e consequentemente aba™! C A. De acordo com a
definigao de o', isso significa que ba~! € a’. Mas, como b ¢ Aa temos que ba~' ¢ A Assim,

a’ # A e consequentemente a’a # a. Logo, a'a = A como queriamos provar.

Teorema 2.14 Seja A um anel de Dedekind e P um conjunto de ideais primos nao nulos
de A. Entao

a) Todo ideal fraciondrio nao nulo q de A, pode ser unicamente expresso na forma:
q
q = yepa™@ (3)

onde, para qualquer a € P, n,(q) € Z e para quase todo a € P, ny(q) =0



46

(b) O monoide dos ideais fraciondrios nao nulos de A € um grupo.

Demonstragao: Primeiro provaremos a existéncia do item (a), isto é, que qualquer ideal
fracionario ¢ é um produto de poténcias (< 0ou > 0) de ideais primos. Existe d € A—(0)
tal que dq C A, isto é, tal que q é um ideal inteiro de A, q = (dq)(Ad)~'. Sem perda de
generalidade, podemos provar (a) para ideais inteiros. Prosseguindo como no Lema 4.3,
considere a colecao ¢ dos ideais nao nulos em A que nao sao produto de ideais primos.
Suponha que ¢ nao é vazia. Como A é Noetheriano, ¢ possui um elemento maximal p.
Entao p # A, pois A é produto da colecao vazia de ideais primos. Assim, p esta contido em
um ideal maximal a, que é um elemento maximal na colecao de ideais nao triviais de A que
contém p. Seja a’ o ideal fraciondrio inverso de a. Como p C a temos que pa’ C ad’ = A.
Como a D A temos que pa’ D a’. De fato, pa’ # p, pois se pa’ =p e x € a’ entao xp C p,
a2 C p para todo n, x é inteiro sobre A e x € A. Mas, isso é impossivel, pois a’ # A, caso
contrario terfamos a’ = A e aa’ = a. Pela maximalidade de p em ¢ , temos que pa’ ¢ ¢
, assim pa’ = q,...a,. Multiplicando por a temos que p = aa,...a, o que é absurdo, pois
p € ¢ . Logo, todo ideal inteiro de A é produto de ideais primos. Provaremos agora a
unicidade em (a). Suponha que Iluepa™® = Icpa™®) isto é, Myepa™®—mF) = A Se
n(p) — m(p) # 0 para algum ideal primo a € P, podemos separar os expoentes positivos
e negativos escrever

at.al =t (4)

onde a;,a'; € P, oy > 0e f; >0, a; # a; para todo 7 e j. Assim, a; contém a’ﬁl...a’fk

pelo Lema 4.3, daf a; D o, digamos a; D a’y Mas, a; e a’y s@o ambos maximais, o que
implica a, = @}, 0 que ¢ uma contradigao, pois a; # a; para todo iej. Finalmente, temos

que aepa™@ é o inverso de Iluepa™ @, e isto prova (b).

Observagao: Temos abaixo algumas férmulas as quais n,(b) denota o expoente de p na

fatoragcao de b em um produto de ideais primos. Veja:

(5) ny(ab) = ny(a) + 1, (b)

(6) bC Ae ny(b)>0,VpeP
(7) aC b ny(a)>ny(b), VpeP
(8)  mp(a+b) =min{ny(a),n,(b)}
(9)  np(anb) =maz{n,(a),n,(b)}

Seja K é um corpo de nimeros, n o seu grau, e A o anel dos inteiros de K. Para simplificar

a notagao escreveremos N (x) no lugar de Ng g(x).

Proposigao 2.22 Seja K um corpo numérico, n seu grau e A o anel dos inteiros de K.
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Se x € um elemento nao nulo de A, entio |N(x)| = card(A/Ax).

Demonstracao: Sabemos que A é um Z-médulo livre de posto n e Az é um Z-submédulo
de A, também de posto n, pois a multiplicacdo por x implica A em Az isomorficamente.
Pelo Teorema 2.3 existe uma base {ey, ..., €, } do Z-mddulo A e elementos ¢; de N tais que
{c1€1...che,} é uma base de Ax. Além disso, o grupo abeliano A/Ax é isomorfo ao grupo
abeliano finito 11" ,Z/¢;Z, cuja a ordem é, c;...¢,. Escreva u para a aplicagdo Z-linear
de A em Ax definida por u(e;) = ¢;e;, para i = 1,...,n. Temos que det(u) = ¢;...c,, por
outro lado, {ze;... e, } é também uma base para Az. Existe assim um automorfismo v do
Z-médulo Ax tal que v(c;e;) = xe;. Entao det(v) é invertivel em Z, portanto det(v) = +1.
Mas, vu é uma multiplicagdo por x, e seu determinante é, por definicdo, N(z). Como
det(vu) = det(v)det(u) podemos concluir que N(x) = *c¢;... ¢, = £card(A/Ax).

Definicao: Dado um ideal inteiro ndo nulo a de A, chamamos o ndmero card(A/a) a

norma de a é denotada por N(a).

Observagao: Note que N(a) ¢ finita. De fato, se  é um elemento nao nulo de a entao
Ax C a e A/a pode ser identificado com um quociente de A/Ax. Assim, card(A/a) <
card(A/Azx), que é finita pela Proposi¢ao 5.1. Por outro lado, vemos que para um ideal
principal Ay temos N(Ay) = |N(y)|.

Proposicao 2.23 Seja K um corpo numérico, n seu grau e A o anel dos inteiros de K.
Se a e b sao ideais inteiros nao nulos de A, entao N(ab) = N(a)N(b).

Demonstracao: O ideal b se fatora em um produto de ideais maximais pelo Teorema 5.3,
daf é suficiente mostrar que N(am) = N(a)N(m) para m maximal. Como am C a temos
card(A/am) = card(A/a)card(a/am). Assim é suficiente mostrar que card(a/am) =
card(A/m). Agora a/am ¢ um A-modulo anulado por m, o qual pode ser considerado
como um espago vetorial sobre A/m. Seus subespagos sao seus A-submddulos, eles sdo da
forma q/am onde q ¢ um ideal tal que am C q C a. Mas, a férmula (iii) acima, implica
que nao existem ideais entre am e a. Portanto, o espaco vetorial a/am é de dimensao 1

sobre A/m. Logo, temos que card(a/am) = card(A/m).

2.10 Grupo das classes de um ideal.

Vimos que o monoide I(A) dos ideais fraciondrios nao nulo de um anel de Dedekind
é um grupo. Os ideais fraciondrios principais (i.e. aqueles da forma Az, x € K¥)
forma um subgrupo F(A) de I(A) (j4 que (Az)(Ay)~! = Azy~!'). O grupo quociente
C(A) = I(A)/F(A) é chamado o grupo das classe de ideais de A. Para que A seja um

anel de ideais principais é necessério e suficiente que C(A) consista de tinico elemento.



48

2.11 Imersao candnica em corpos de niimeros

Seja K um corpo de nimeros e n o seu grau. Vimos que existem exatamente K-
isomorfismo distintos g; : K — C. Seja a : C — C a conjugacao complexa. Entao, para
todoi=1,..,n, aoo; =0;,1 < j <n, o; =0, se esomente 0;(K) C R. Seja r; o niimero
de indices tais que 0;(K) C R. Entao n — 7, é um nimero par, que representaremos por
2ry. Podemos escrever

T+ 2ro =n

Vamos renumerar os o;s de modo que 0;(K) C Rparal <i <7y e 0gjy,,(x) = 0;(z) para
r1+1< 7 <7 +ry. Paraz € K definimos

o(z) = (o1(x), .o, Oy (2)) € R™ x C™

Chamaremos o de imersao canonica de K com R™ x C™ e observamos que ¢ um homo-

morfismo injetivo de anéis. Identificaremos frequentemente R™ x C™ com R".

Proposicao 2.24 Se M ¢é um Z-submddulo livre de K de posto n e se (z;)1<i<n € uma

Z-base de M, entio o(M) é um reticulado em R™, cujo volume é:
v(o(M)) =27"|det(oi(z;))], 1 <iej<n
Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] proposi¢ao 1 da pag. 56

Proposicao 2.25 Seja d o discriminante absoluto de K, Seja A o anel dos inteiros em

K, e seja a o ideal inteiro nao nulo de A. Entdo o(A) e o(a) sao reticulados. além disso
v(o(A)) = 277[d|"? e v(o(a)) = 27"2|d|'/*N(a)
Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] proposicao 2 da pag. 57

2.12 Finitude das classes de ideais de um grupo

Proposicao 2.26 Seja K um corpo de numeros, n o seu grau, r, e ry, 0s inteiros defi-
nidos acima, d o discriminante de K, e a o ideal inteiro nao nulo de K. Entdo a contém

um elemento nao nulo x tal que.

4. nl
N < (=)2—|d|'2N
! K/@(x)l_(ﬁ) nn\ | (a)

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] proposicao 1 da pag. 57

Corolario 2.14 Com as mesma notagoes, cada classes de ideais de K contem um ideal
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inteiro b tal que.

4., n!
IN(O)] < () |d]'

T

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] coroldrio 1 da pag. 58

Corolario 2.15 Seja K um corpo de numeros, sejan o seu grau, e seja d o discriminante

absoluto. Entao, para n > 2
T 3T

> (2D

)n—l

e n|(logld|) € majorado por uma constante independente de K

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] corolidrio 2 da pag. 58

Teorema 2.15 (Hemite-Minkowski) Para todo corpo numérico K # Q, o discriminante
absoluto d de K é # +1.

Demonstragao: Usando o coroldrio 10.1 da preposigao 10.1 nos vemos que |d| > (7/3)(3w/4)" 1.
Desde 7/3 > 1 e 3w/4 > 1, nés temos |d| > 1.

Teorema 2.16 (Dirichet). Para qualquer corpo de nimeros K, o grupo das classes de
wdeais € finito.

Demonstragao: Pelo corolario 2.14 da proposicao 2.26 , basta mostrar, para cada inteiro
positivo ¢, o conjunto de todos os ideais b de K que tém ¢ como sua norma é um conjunto
finito. Para tais ideais b temos card(A/b) = ¢. Como a ordem de qualquer elemento de
um grupo ¢ um divisor da ordem do grupo, temos que para toda classe a + b pertencente
a A/b, gla+b) =0+b =>b. Tomando a = 1, temos ¢(1 +b) = b, isto é, g+ b =">be
assim ¢ € B. Assim, os ideais b estdo entre os que contém Ag, e portanto so pode existir
um numero finitos de tais ideais.

Teorema 2.17 (Hermite) Em C hd apenas um nimero finito de corpos numéricos com
discriminante d.

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] teorema 3 da pag. 59.

2.13 O Teorema das unidades

Seja K um corpo de numeros e seja A o anel dos inteiros em K. Por abuso de linguagem,
usamos a expressao “unidades em K7 para referir as unidades do anel A. Lembremos que
as unidades A formam um grupo sob a multiplicacao. Representaremos este grupo por
A*.

Proposicao 2.27 Seja K uwm corpo de numeros e seja v € K. Para que x seja uma
unidade de K € mecessdrio e suficiente que seja um inteiro de K de norma +1

Demonstragao: Se x ¢ unidade em K, entao N(z) e N(z™!) pertencem a Z. Temos
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N(x)N(z™') = N(z.2™!) e assim N(z) = £1. Por outro lado, seja x um inteiro de K

com norma £1. Sua equacao caracteristica tem a forma

2 ta, 2" P+ +axtl1=0

1 ¢ inteiro de K,

com a; € Z. Portanto, (2" ' +a, 12" ?+ ...+ a;) =2 ' e, ja que ™
x ¢ uma unidade de K.

Teorema 2.18 (Dirichet) Seja K um corpo de nimeros, n o se grau, seja r1 € ry 0S
inteiros jd definido acima. Tomer =ri+19 — 1. O grupo A* é isomorfo a Z" x G, onde
G € um grupo ciclico finito composto pelas raizes da unidade contidas em K.

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] Teorema 1 da pag. 60.

2.14 A decomposicao de ideais primos em uma extensao

Nesta secao A denota um anel Dedekind de caracteristica zero, K seus corpo de fracao,
L uma extensao finita de K de grau n e B o fecho integral de A em L. Lembramos que

B também é um anel Dedekind (Teorema 2.2)

Seja p um ideal primo nao nulo de A. Entao Bp é um ideal de B e é expresso da forma
Bp =1, %B7 (1)
onde o B;'s sao os ideais primos distintos de B, os €s sdo inteiros positivos.

Proposigao 2.28 Os Bi's sao precisamente aqueles ideais primos ® de B tais que D N
A=p.
Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] preposi¢cao 1 da pag. 71.

A aplicacao f : A/p — B/®B,; dada por f(a+p) = a+B; é claramente injetiva
e portanto A/p pode ser identificado como um subanel de B/B; para todo i = 1,...,4.
A/p e B/B; sao corpos, desde que B é um A-modulo do tipo finito (Teor.7.1), B/%B; é
um espago vetorial de dimensao finita sobre A/p. Denotamos por f; a dimensao de B/B;
sobre A/p e chamamos f; de grau residual de B; sobre A. O expoente ¢; em (1) é chamado
de indice de ramificacao de ‘B, sobre A. Observamos finalmente que Bp N A = p e assim

B/Bp é um espago vetorial de dimensao finita sobre A/p.

Teorema 2.19 Com as notacoes anteriores
Yl eif;=[B/Bp:A/p]=n (2)

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] Teorema 1 da pag. 71.
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Proposigao 2.29 Com as notagées anteriores, o anel B/Bp é isomorfo ao anel 1I]_, B/B;".

~ , ,. . ’ . ’ . ~ . €;
Demonstragao: B; é o tinico ideal maximo de B que contém B’ entao B;* + B’ =B

para i # j
A proposigao agora segue de (1) e do Lema 2.2

2.15 O discriminante e ramificacao

Com as mesmas notagoes do paragrafo anterior dizemos que um ideal primo p de A se
ramifica em (B ou em L) se algum dos seus indices de ramificacao e; é maior que 1.
Usando a teoria do discriminante, vamos caracterizar aqueles ideais primos de A que se
ramificam em B. Em particular, mostraremos que apenas niimero finito de ideais primo

de A se ramifica em B.

Lema 2.12 Seja A um anel, seja By, ..., B, anéis contendo A que sao A-modulo livre do
tipo finito, e seja B =1I7_, B; o produto de anéis. Entao Dp/a = {_1Dp,/a
Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] lema 1 da pag. 73

Lema 2.13 Seja B um anel, A um subanel de B e a um ideal de A. Suponha que B é
um mddulo livre sobre A com a base (z1,...,x,). Para © € B seja T a classe residual de
x em B/aB. Entao (T1,...,T,) € a base de B/aB sobre A/a e

D(flw“afn) :D(m> (1>

Demonstracao: Seja x € B. Se a matriz da multiplicagao por x, com respeito a base
(1,...,xn) € a;; (a;;j € A), entdo para a matriz da multiplicagdo por T em relacdo a

base (Z1,...,Z,) é @;;. Entao, Tr(Z) = Tr(z). Tomando x = z;x;, obtemos T (7;z;) =

Tr(z;xj), e (1) segue tomando determinantes.

Lema 2.14 Seja K um corpo finito ou de caracteristica zero. Seja L uma K-algébra
(comutativa) de dimensdo finita. Para que L seja reduzido, € mecessdrio e suficiente

Dk # (0)

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] lema 3 pagina 73

Definigao: Seja K e L corpos de nimeros com K C L. Seja A e B os anéis de inteiros
de K e L respectivamente. O discriminante (ideal) de B sobre A (ou de L sobre K) é o
ideal de A gerado pelos discriminantes de base de L sobre K que estao contidas em B.

Notagao ®p/4 ou Dy k.

Observacao: Se (21, ..., ,) é uma base de L sobre K contida em B, entdo Trp /k(x;x;) €
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A assim D(xy,...,x,) € A. Portanto ®p/4 ¢ um ideal inteiro de A

Observagao: Quando B é um A-modulo livre (ex. se A for principal) nos ja definimos o
Dp/a como o ideal gerado por D(ey, ..., e,) onde (eq, ..., e,) é uma base do A-modulo B.
Nossa antiga defini¢ao coincide com a dada acima, uma vez para qualquer base (x;) de L

sobre K contida B vemos que x; = X;a;;¢; com a;; € A. Portanto

D(.Tl, cey .CIZn) = det(aij)QD(el, ceey €n)

Teorema 2.20 Com as mesma notacoes anteriores, para que um ideal primo p de A se
ramifique em B, € necessdrio e suficiente que contenha o discriminante Dp 4. Existem
apenas finitos ideais principais de A que ramificam em B

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] Teorema 1 pagina 74

2.16 Lei da reciprocidade quadratica

Dado um nimero primo p e um inteiro d relativamente primo com p como ja introduzido
que "d é um residuo quadrético mod p” (resp. ”d nao é um residuo mod p”) como signifi-
cando que a classe de residuos de d mod p é um quadrado (resp. nao é um quadrado) em

F;. Agora definimos o simbolo Legendre da seguinte forma:

(
(

) = +1,se d é um residuo quadratico mod p

TIAQAT I X

) = —1,se d nao é um residuo quadratico mod p.

d
Entende-se que (—) é definido apenas para inteiros d que sao relativamente primos para

p, i.e,d € Z — pZ.

Proposigao 2.30 O grupo multiplicativo F; sendo ciclico da mesma ordem p—1, os qua-
* *)2 7 ; * *\2 4 »
drados em F; formam um subgrupo (F)* de indice 2, e Fy/(Fy)* € isomorfo a {+1,—1}
Demonstragao: Claramente, o simbolo Legendre representa a composicao dos seguintes
homomorfismos:
7 —pL — Fy — Fr[(F3)? = {+1,-1}

Como consequéncia, existe a férmula:

ab a. b
—)=(=)(-), a,beZ — pZ
p) (p)(p)

(
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Proposicao 2.31 (Critério de Euler) Se p é um primo impar e se a € Z — pZ, entdo
a

(5) = a» Y2 (mod p)

Demonstragao: Escreva w para a raiz primitiva mod p. Entdo a = w’ (modp), com
0 <j <p-—1, uma vez que a classe de residuos w de w gera F. Claramente, a ¢ um

a .
residuo quadratico se e somente se j for o mesmo. Portanto, (=) = (—1)7. Por outro lado,
p

F; contém apenas um elemento de ordem 2; este elemento pode ser escrito como wr-1/2

ou-1. Em Z, nos temos —1 = w®Y/2 (modp). Assim,

p

Teorema 2.21 (”Lei de reciprocidade quadrdtica de Legendre-Gauss”) Se p e q saGo nimeros

distintos primos impares, entao

p — (_1\(-D(g-1)/4
( q)( )=(-1)

g
p

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] teorema 1 pagina 78

Proposicao 2.32 (7O complemento da formula”) Se p € um primo impar, entao
—1

() (=) = (-1 02 e
p

2\ e
(b) (p) (=1)

Veja a demonstragao em [Samuel, P. 2008] preposigao 2 pagina 80
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3 CORPOS QUADRATICOS

Definicao 3.1 Qualquer extensao de grau dois sobre o corpo Q dos nimeros racionais é

chamado um corpo quadrdtico.

Proposicao 3.1 Todo corpo quadrdtico é da forma Q(\/;l) onde d é um inteiro livre de
quadrado, ou seja d nao € divisivel por quadrados diferentes de 1, mais precisamente
d = —1 ou d € igual a mais ou menos o produto de primos distintos

Demonstracgao: Seja K um corpo quadratico, qualquer elemento x € K — Q é de grau
2 sobre @, assim é um elemento primitivo de K, isto é K = Qx| e (1,z) é uma base de
K sobre Q. Seja FI(X) = X2+ bX +c onde b, c € Q o polindmio minimal de tal elemento

-b 1
r € K. Resolvendo a equacao quadrética x2 + bz + ¢ = 0 obtemos x = 5 + 5\/ b? — 4e,

1
como —- e o ja pertence a @, temos que K = Q(v/b? — 4c). Agora b* — 4c é um niimero

) u o uv ) 1 )
racional — = — com u e v € Z . Dai, como — estd em Q temos que K = Q(y/uv). Com
v v

efeito é possivel escrever K = Q(v/d) onde d é um inteiro livre de quadrado, isto é, d é

mais ou menos o produto de primos distintos.

Observacao: O elemento v/d é a raiz do polinémio irredutivel X2 — d. Esse elemento

V/d possui um conjugado em K e este serd denotado por —v/d

Observacio: Existe um automorfismo o de K que leva v/d em —v/d. Dai, para qualquer
elemento de K da forma a + bv/d com a,b € Q temos

ola+bVd) =a—bVd.

Teorema 3.1 Seja K = Q(\/E) um corpo quadrdtico com d € Z livre de quadrado,
portanto nao congruente a zero modulo 4.
(a) Seja d = 2mod4 ou d = 3mod4, o anel A dos inteiros de K consiste de todos
elementos da forma a + bv/d com a,b € Z
(b) Se d =1mod4, A consiste de todos elementos da forma %(u + vVd) com u,v € Z de

mesma paridade.

Demonstragao: Vimos anteriormente que um automorfismo ¢ de K que leva vd em
V—d. Sex € Aentaoexistea; € Z,1=0,1, ..., n—1 tais que 2" +a, 12" ' +..+ax+ag =
0, portanto o(z)" + a,_10(x)" ' + ... + ap = 0, isto é, o(x) € A. Como A é um anel
z+o(z) € Aexo(x) € A Mas, se x = a+ bv/d, com a,b € Q entdo o pelo observacao
acima o (a + bvVd) = (a — bv/d) temos:

z+o(r)=a+bV/d+a(a+bVd) =a+bV/d+a—bV/d=2a
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zo(z) = (a+bvVd)(a — bW/d) = a® — d? € Q.

Como Z ¢ um dominio de integralmente fechado, segue-se do lema 2.6 que

20€6 ANQ =7

a>—d¥ c ANQ=7

. As condicoes acima sdo necesséria para que x = a + bv/d seja um inteiro sobre Z. E
sao suficiente, pois x é raiz de z* — 2ax + a* — db* = 0 que pertence a Z[z]. Ainda pela
estas condigoes podemos escrever que 4(a? — db*) € Z isto é, (2a)* — d(2b)? € Z. Como
2a € Z temos que (2a)? € Z e entao concluimos que d(2b)? € Z). Por outro lado, d é
livre de quadrado. Assim se 2b nao fosse inteiro, o denominador nao teria um fator primo
p. Esse fator primo teria que aparecer p* no denominador de (20)?. Multiplicando por d
nao valeria (2b)? em Z, pois p? { d. Logo, podemos concluir que 2b é um ntimero inteiro.
Resumindo podemos tomar a = 3 eb= g com u,v € Z. Dal pelas condicoes ja vistas

acima temos que:
u? — dv* € 47.

Se v é par entao u ¢é par pois, v = 2k implica u® = 4t — 4dk®> = 4(t — dk?) e dai
u? = 0mod4 e assim u é par. Se v é impar entdo u também é impar, pois v = 2k + 1
implica u? = 4t + 4(2k +1)? = 4t + 4k* + 4k + 1 e dafl u®> = 1mod4 e assim u é impar.
Portanto concluimos que u e v tem a mesma paridade.

2 —

Como u? — dv? € 47, temos que u? — dv? = mod 4, isto é, u?> = dv® mod 4.

Se d = 2mod4, temos que u? = 2v? mod 4. Entao, devemos ter u e v pares.

Se d = 3mod4 temos u? = 3v2mod4. Entao, neste caso devemos ter também u e v
pares. Portanto se d = 2mod4 ou d = 3mod4, o anel A dos inteiros de K consiste de

todos elementos da forma a + byv/d com a,b € Z.

Se d = 1mod4 temos que u? = 1(mod4). Entao, neste caso devemos ter u e v ambos

1
pares. Portanto se d = 1mod4, A consiste de todos elementos da forma §(u +vv/d) com
u,v € Z de mesma paridade.

observacao 3: No caso que d = 2mod4 ou d = 3mod4, (1,/d) é uma base para A
1
como Z-modulo. Se d = 1 mod4 temos que (1, 5(1 +/d)) é uma base para Z-modulo A.

1 1
De fato por (b) 1, 5(1 +Vd) € A. Para mostra, que §(u + vv/d) (com u,v € Z de
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1
mesma paridade ) é expresso como combinagao Z-linear de 1 e 5(1 + \/E), basta ver que
1 u v v u v 1 1
— — — —_ - - = . 1 _ 1 . L - ’ . .
2(u—|—v\/a) 5T 2\/3+ 5 % (2 2) +v2( ++/d). Logo 2(u+v\/a) é inscrito
como combinacao linear de 1 e 5(1 +/d).
Observacao: Se d > 0, Q(v/d) é chamado corpo quadrético real. Se d < 0, entdao Q(v/d)

¢ chamado corpo quadratico imaginario.

3.1 Unidades em corpos quadraticos imaginarios

Seja K um corpo quadratico imaginario. Entao r1 =0, 2rs =2, ro =1, r1 + 15 — 1 = 0.
Assim, as unicas unidades em K sao as raizes da unidade contidas em K, que é um grupo
ciclico finito (Teorema 10.1).

Seja K = Q[v/—m], onde m ¢é um inteiro positivo livre de quadrado. Lembrando que as

unidades de K sao numeros inteiros de norma 41 (proposi¢ao 10.1).

(1) Se m = 1(mod4) ou m = 2(mod4), o anel dos inteiros de K e da forma
Z+7Z+/—m (Teorema 3.1). Para x = a+by/—m com a,b € Z, temos N(z) = a®>+mb?* >
0. Para que z seja uma unidade, devemos ter a? + mb®> = 1. Se m > 2, Isso implica que
b=0ea==41, assim z = +1. Se m = 1, além da solucao x = £1, ha a solucao a = 0,
b= =41, ie z==i (comi*=—1).

(2) Se m = 3 (mod4) o anel dos inteiros de K é da forma Z + Z[(1++/—m) /2]
(Teorema 3.1). Para x = a+ (b/2)(1++/—m) com (a, b € Z), temos N(z) = (a+b/2)* +
mb?/4. Para que x seja uma unidade devemos ter (2a + b)? + mb* = 4. Se m > 7,
Isso implica que b = 0, assim 4a® = 4, a = +1, 2 = +1. Sem = 3, entdao b = £l e
(2a 1) = +1 o que implicam as solugoes adicionais x = %(il + /=3) (Os sinais sao
independentes).

Resumindo, provamos os seguintes resultados:

Proposicao 3.2 Se K ¢ um corpo quadrdtico imagindrio, o grupo G das unidades em K
€ composto das raizes quadradas das unidades +1 e —1, exceto nos dois casos sequintes:
(1) Se K = Qli] (1> = 1), G é composto de quatro raizes da unidade i, -1, -1,1

(2) Se K = Q[v/=3|, G é composto de seis raizes da unidade: [(1++/=3)/2)7, 5 =0,1,...,5

3.2 Unidades em corpos quadraticos reais

Esta secao sera consideravelmente mais interessante do que a anterior.
Seja K quadratico real. Com as notacoes usuais, temos 1 = 2 e r, = 0, assim r =
r1 +ry —1=1. O teorema 10.1 implica que o grupo de unidades de K ¢ isomoérfico ao

produto de Z com o grupo de raizes da unidade contida em K. Como K admite uma
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imersao em R, as uUnicas raizes da unidade em K sao +1. Assim, temos:

Proposicao 3.3 As unidades positivas de um corpo quadrdtico real K C R formam um
grupo isomorfo a 7.

Este grupo contém um e tnico gerador maior do que um, o qual chamamos de unidade
fundamental de K

Seja K = @[\/E], onde d > 2 é um inteiro livre de quadrado, e seja © = a + bv/d, com

1 —z e —27! sao unidades de K e como

N(z) = (a+bVd)(a—bvd) = +1 (proposicao 11.1 ), estes quatro ntimeros sio £a =+ bv/d.
1

a, b € Q uma unidade de K. Os nimeros z, £~
Para x # £1 apenas um dos quatro ntimeros =, x~!, —x ¢ —x~ ' é maior do que um, e é o
maior dos quatro. Assim, as unidades maiores do que um de K sao as da forma a + bv/d,
a,beZ coma>0,b>0.

(a) Suponha primeiro que d = 2 (mod4) ou d = 3 (mod4). Neste caso, anel de inteiros de
K ¢ da forma Z +Z+/d (Teorema 3.1). Como as unidades de K sao inteiros de norma =1
(proposicao 11.1), as unidades maiores que um de K sdo os numeros da forma a + bvd
com a,b e Zea>0,b>0 tal que

a? —db* =+1 (1)

Observamos que as solugdes ”em nimeros naturais” (a, b) da equagao (1) (chamada equagao
de Pell-Fermat) Sao obtidos da seguinte forma: tome a unidade fundamental a; + bivd
de K e coloque

ap + by Vd = (al—i-bl\/c_l)”,nz 1 (2)

A lista de sequéncia (ay,, b,) de todas as solugoes da equagao (1)

Observagoes: (1) Segue-se (2) que b, 1 = aib, + bia,. Ja que, ay, by, a, e b, sao todos
sdo positivos, a sequéncia (b,) é estritamente crescente. Assim, para calcular explicita-
mente a unidade fundamental a; + b;v/d basta escrever a sequencia (db®) para b € N,
b > 1 e para parar no primeiro niimeros db? desta sequéncia que difere por um quadrado
a? de £1. Entao a; + b1Vd é a unidade fundamental de K. Por exemplo, se d = 7, a
sequencia db? é 7, 28, 63 = 64— 1 = 82 —1, entao, tomando b; = 3 e a; = 8, nds vemos que
84 31/7 é a unidade fundamental de Q[v/7]. Vemos de forma semelhante que as unidades
fundamentais de Q[\/i], @[\/5] e (@[\/6] sdo 14+v2, 2+ V3 e 5+ 2V6.

Observacao:(2) Se a unidade fundamental for de norma um, a sequéncia (ay,,b,) de
solugoes apenas para a equagao (I’) a® — db® = 1; neste caso, a equagao (I”)a? —db? = —1

nao tem solucao em numeros naturais. Se a unidade fundamental tem norma -1, a solucao
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de (I") compreende a sequéncia (ag,, be,) € as de (I”) a sequéncia (az,+1, ban+1)
O primeiro caso ocorre quando d = 3, 6 ou 7, o segundo quando d = 2 ou 3 4+ /10 é a
unidade fundamental em Q[+/10].

1
(b) suponha agora que d = 1 (mod4). Os inteiros de K = Q[v/d] sdo os ntimeros E(a +

1
bv/d) com a,b € Z da mesma paridade (Teorema 3.1). Consequentemente, se §(a + bV/d)

¢ uma unidade de K, devemos ter
a®—db* =+4  (3)

Reciprocamente, se (a,b) é uma solugao inteira de (3), entao %(a + bv/d) é um ntimero
inteiro de K (Seu trago é uma e sua norma, por (3), é £1) e, portanto, uma unidade de
K. Como em (a), escrevendo a; 4 byv/d para a unidade fundamental de K, vemos que as
solugoes em pares de numeros naturais (a,b) de (3) compreender os valores da sequéncia

(Gp, by) com (n > 1) definidos pela configuracao

n + boVd = 21" (ay + by Vd)"  (4)

O céleulo de a; 4 b;v/d pode ser realizado como em (a). Por exemplo, a unidade fun-

1 1
damental de Q[v/5], Q[v/13] e Q[v/17] sdo 5(1 +/5), 5(3 +v/13) e 4 + /17, estas trés
unidades tém norma -1. Para a escolha do sinal +1 em (3), temos resultados semelhantes
aos obtidos em (a)

Observagao: No caso d = 1(mod4) a solugao da equagao de Pell-Fermat
a? —db* =+1  (5)

Correspondem a unidades a+bvd (coma,b > 0) que pertencem ao anel B = Z[/d]. Este
anel B é um subanel do anel A dos inteiros de K e as unidades positivas de B formam
um subgrupo G do grupo das unidades positivas de A. Seja u = %(a + b\/a) a unidade
fundamental de K. Se a e b sao ambos pares, entao u € B, de modo que G consiste das
poténcia de u (Este é o caso, por exemplo, quando d = 17). Se a e b sdo ambos {mpares,
entdo u® € B. (Para ver esta nota que 8u® = a(a? + 3b%d) + b(3a® + b*d)V/d). Ja que
a® — b?d = +4, a® + 3b*d = 4(b*d £ 1), que é um multiplo de 8, uma vez que b e d sio
fmpares. Similarmente 3a® 4 b?°d = 4(a® 4+ 1), que é novamente, porque a é impar, um
miiltiplo de 8. Nesse caso, G é composto por poténcia de u® (u? ¢ B, de outra forma

u = u?/u? € B). Isso acontece, por exemplo, quando d = 5 (resp. d = 13), nesse caso
u? =24 /5 (resp. u® = 18 + 51/13).
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3.3 A decomposicao de niimeros primos em corpos quadratico

Seja d € Z livre de quadrado, seja L o corpo quadratico @[\/E] Seja B o anel do inteiros
de L, e seja p um numero primo. Vamos estudar a fatoracao do ideal pB em um produto
de ideais primos de B

A formula X! e;f; = 2 (Teorema 13.1) implica ¢ < 2 e as seguintes possibilidades:

(a) g=2,e1 =ey =1, fi = fo = 1, neste caso dizemos que p se decompde em L

(b) g =1, e;1 =1, f1 = 2; Neste caso, dizemos que p permanece primo em L

(¢) g=1,e; =2, fy = 1; Neste caso dizemos que p se ramifica em L

Vamos primeiro considerar o caso em que p é impar. Nés sabemos que B = Z + Z+/d ou
B =7+ 7Z[(1++/d)/2], dependendo de d. Mas, se passamos para as classes residuo de B
modulo Bp, vemos no segundo caso que a + b[(1 ++/d)/2] com b impar é congruente com
a+ (b4 p)[l +V/d/2], que pertence a B = Z + Z+/d. Portanto, para qualquer d, temos
B/Bp = (Z 4 Z~/d)/(p). Também vemos isso

Z+7Vd > Z[X]/(X? - d)

assim

B/Bp = Z[X]/(p, X* — d) = (Z[X]/(p)/(X* — d)) = F,[X]/(X* — d)

onde d denota a classe residuo do d médulo p. Agora a afirmacéo de que p se decompoe
(respectivamente, permanece primo, ramifica) na interpretagao: B/Bp é o produto de
dois corpos (respectivamente, é um corpo, contém elementos nilpotentes ). Em outras
palavras, o polinomio X2 —d € F, ¢ produtos de dois polinomios lineares (respectiva-
mente, é irredutivel, é um quadrado). Isso acontece se d é um quadrado nao-nulo em F,
(respectivamente nao é um quadrado em F),, é zero em F,). Quando d é quadrado nao
nulo em F), (respectivamente nao é um quadrado em F},), nés dizemos que d é um residuo

quadrético (respectivamente, nao residuo) modulo p.

Agora considere o caso p = 2. Se d = 2(mod4) ou d = 3 (mod4), entdo B = Z + Z+/d,
e assim, como acima, temos B/2B = F5[X]|/(X? + 1). Nesse caso X? é igual a X2 ou a
X?+1=(X+1)% sendo assim, em qualquer caso, um quadrado. Portanto 2 se ramifica
em B. Sed = 1(mod4), (1++/d)/2 tem X?— X — (d—1)/4 como seu polinémio minimal,
e entdo, como acima, B/2B = [F,[X]/X? — X — 4], onde d ¢ a classe residuo modulo 2
de (d—1)/4. Parad = 1(mod8),§ =0e X? — X —§ = X(X — 1), de modo que 2 se
decompoe. Para d = 1(mod8),d=1e X* — X —§ = X*+ X + 1, que ¢ irredutivel em
F5[X], entdao 2 permanecem primo.

Em resumo, provamos o seguinte:
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Proposicao 3.4 Seja L = Q[\/E], o corpo quadrdtico associado ao inteiro livre quadrado
d.

(a) Os primos impares p para os quais d € residuo quadrado mod p se decompée em L. O
mesmo acontece com o primo 2, se d = 1(mod38).

(b) Os primos impares p para os quais d nao é um residuo quadrado mod p permanecem
primos em L, o mesmo acontece com o primo 2, se d = 5(mod?8)

(c) Os divisores primos impares de d se ramifica em L. O mesmo acontece com o primo
2 sed= 2(mod4) oud= 3(mod4)
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4 ALGUNS RESULTADOS SOBRE O GRUPO DAS CLASSES DOS COR-
POS QUADRATICOS

Neste capitulo, vamos provar o resultado principal contido no artigo, e que foi utilizado
como referéncia das técnicas na sua demonstracao. Primeiramente, veremos alguns resul-

tados importantes para o entendimento.

Teorema 4.1 Para cada inteiro n > 1, existem infinitos corpos quadrdticos imagindrios

com grupo de classes de ideais contendo um subgrupo isomorfo a Z/nZ x 7 /nZ.

Esse artigo é do YOSHIHIKO YAMAMOTO (Received September 8, 1969). Agora esten-
deremos o resultado, mostraremos que existem infinitos corpos quadraticos imaginarios
com o grupo das classes de ideias contendo um subgrupo isomorfo a Z/nZ x Z/nZ x

Z X Z/nZ, e além disso existem infinitos corpos quadréticos reais contendo um subgrupo
isomorfo a Z/nZ x Z/nZ.

Seja K um corpo de numeros quadratico com o discriminante D, assuma D # —3 e

D # —4 para simplificar nosso argumento a seguir. Entao, seja ¢ um automorfismo nao
a unidade fundamental de K se D > 0

trivial de K sobre Q. Defina € por € =

lse D < —4
Enunciaremos alguns lemas necessarios nessa demonstragao. A demonstracao pode ser
encontrada em YAMAMOTO) (1970) . Para uma melhor compreensao apresentamos a
prova de cada um deles abaixo.

Lema 4.1 Sejam z, y, z as solucoes em Z da equacdo Diofantina

X2 —Y?D =42" (1)

satisfazendo (x,z) = 1. Entdo eziste um ideal (ideal inteiro ) a de K tal que:
x4+ yvD
(a) <—y‘/_> —a"
2
(b) a e a® sdao relativamente primos, onde («) denota o ideal principal em K gerado por

um elemento o de K.

x—i—y\/ﬁ

Demonstracao: Seja a = entdo a é um inteiro em K pois, de (1), temos

que o +a’ = x e a.a = z". Temos assim (a)(a?) = (2)".

Por outro lado temos que
(a,a%) =1, jad que z, 2" € (a,a%) e (z,2) = 1. Decompondo o ideal (z) num produto de
ideais primos em K, obtemos («) = a” para algum ideal inteiro a.

A condigao (b) segue de (a,a”) =1
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Seja p um fator primo de n. Tome outro ntimero [ primo tal que
[ = 1(mod 2p) (2)

de modo que -1 é uma p-ésima poténcia modl (i.e —1 = xPmod]l)
Suponha que temos uma solucdo z, y, z da equagao (1) satisfazendo
(i) (z,2) =1

(ii) I/=

(iii) # nao é a p-ésima poténcia mod . .

¥ —y°D
Como z,y, z é solugao da equagao (1), temos que 2" = —y’ mais [/z, entao /2",

4
, «rz - y2D . . . 2 2 7 .
dai ———— = 0(modl), isso implica que z* = y°D (modl), além disso temos que

(y,1) = 1, pois caso nao fosse primos entre si, [ seria um multiplo de y, i.e, y = [k isso
implica y = 0(modl) e consequentemente x> = y>D = D(modl), entao 2> = 0(modl),
assim [/x?, como [ é primo, temos que [/, mas por hipétese [/z, portanto /(x,z) = 1,

absurdo. Conclusao, 22.(y%)™' = D(modl) e portanto D é um residuo quadrético mod .

()

Onde o lado esquerdo é o simbolo de Legendre. Pela lei de decomposicao dos primos
temos (1) = 777 onde 7 e 77 sdo ideais primos conjugados distintos em A, onde A é o anel

dos inteiros de K.

. :v+y\/5 o x—y\/ﬁ
Seja ¢ = ——— temos @ = ————

z+yvVD x—y\/ﬁ_ﬁ—DyQ_

edal a.a? =

2" Logo (a)(a?) = (2)", como I/z e (I) = 777 temos que 77%/(a)(a?).

Portanto, podemos supor que 7/(a”). Porem, 7 { () pois, pelo lema acima, («) e (a”)
sao relativamente primos. Entao temos o seguinte:

Lema 4.2 Se € é a p-ésima poténcia residuo modr, entao o ideal (o) ndo € a p-ésima
poténcia de qualquer ideal principal em K.

Demonstragao: Como o’ € 7, obtemos que z = y\/ﬁ(mod T) e consequentemente
a = x(modT). Portanto o é a p-ésima poténcia nao residuo mod 7, pois o corpo das
classe de residuo mod 7 é canonicamente isomorfo ao corpo principal Z/IZ. Assuma
(o) = (B)P com o ideal principal 8 em K. Como « é um inteiro em K, § é um inteiro em
K. Temos

o = FpP (4)

para algum k € Z. Assim segue de ov = £¢*P e da suposicao do lema que o é a p-ésima

poténcia de residuo mod 7. Isto é uma contradicao e dai segue-se o lema.

Seja
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n = pi'py..pe
a decomposigao de fatores primo de n. Para cada i (1 < ¢ < s), fixamos um nimero

primo [; satisfazendo
l; = 1(mod 2p;) (5)

Suponha que temos uma solugao z, y, z da equacao (1), satisfazendo as condigoes:

(i) (z,2) =1
(ii)’ l;/z, para i = 1,2,...... s

(iii)” = ndo é a p-ésima poténcia residuo modl; parai=1,...,s

Entao, tome

a:—l—y\/ﬁ
2

do lema (4.1) temos (a) = a” com a ideal em K, e cada [; é decomposto em K como

li = 77 em K. Assuma que 7;/(a”). Denotemos por [a] a classe de ideais contendo «.

Entao nés temos que [a]” = [(a)] =1

Proposicao 4.1 Considere as mesmas notagoes e suposicoes acima. Se € € a p;-€sima
poténcia residuo mod; para cada i (1 <i <'s), entao a ordem de [a] € igual a n
Demonstragio: Assuma que [a]™ = 1 para algum m (1 < m < n). E ébvio que
m é um divisor de n e portanto existe pelo menos um divisor primo p; de n tal que
mp;/n. Entdo, [a]"/?* = 1. Portanto existe um inteiro 8 em K tal que a™? = . Entdo,
(o) = a™ = (B)P:. No entanto isso é impossivel pelo lema (4.2). Portanto, temos [a]™ # 1
param = 1,2,...,n — 1. Segue-se que a ordem [a] é igual a n.
Observacao: No caso em que D < —4, nao exigimos a condigao sobre € do Lema 4.2 e
a Proposicao 4.1, uma vez que € = 1.
Tomaremos trés sistemas de numeros primos {[;}, {l!} e {I/}, cada um satisfazendo a
condigao (5). Além disso assuma [;, I} e [/ sao dois a dois distintos para cada i (1 < i < s)
Proposicao 4.2 Sejam x, z, o', 2/, " e 2" uma solugcao nao-trivial da equagao Diophan-
tine

X2 — 47" = X"? — 47" = X" —47"™ (6)

satisfazendo as condicoes:
(1) (x,2) = («/,2') = (2", 2") = 1
(i) l;)z, l.)2 ell]Z"

(111) x (resp. z',2") sao p;-ésima poténcia nao residuo modl; (resp. I,17

1771

(v) (x +2")/2 e (x + 2")/2 sdo p;-ésima poténcia residuo mod;
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(v) (x +2')/2 e (x 4+ 2")/2 sdo p;-ésima poténcia residuo mod
(vi) (' +2")/2 e (x + 2")/2 sdo p;-ésima poténcia residuo modl!,

para cada i (1 < i <s). Entao, o grupo das classes de ideais do corpo
K =Q(va?—4zn)

tem um subgrupo N, tal que

Z/nl X ZInZ X ZInZ se D < —4
| Z/nZ x Z/nZ se D >0

onde D ¢ o discriminante de K.
Demonstracao: Da equagao (5) temos que
x2_42n:$/2—4Z,n:I/,2—4Z/,n:y2D (7)

Para algum y € Z. Assim, temos

r? — 2D = 42" (8)
2 —y?D = 42" (9)
2" —y?D = 42", (10)

Portanto, obtemos trés solugoes (z,vy, 2), (2',y,2') e (2”,y",2") da Diofantina (5). Re-
sulta do Lema 4.1 que existem ideais a, @’ e a” em K, tal que (o) = a%, (¢/) = a™ e

(o) = a", onde

a_as+y\/5

_—2 ,

,_I’—l—y\/ﬁ

_—2 ,

. :c”+y\/5

o = —-
2

Sejam 7;, 7/ e 7/ (1 <i < s) ideais primos em A, tal que

(l;) = 77, i/ (),

(1) = 7l 71/ (),

i i 0 g

(1) = #0771 0"),
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Sejam R; (respe. R. e R]) os conjuntos de todos inteiros em A que sdo p;-ésima poténcia

de residuos mod; (resp. 7/ e 7). Uma vez que

/ 7
=xz(modT;), a = T (modT]), a = v (modT!")
/ / 7
o = :E—g$ (modT;), o/ =a'(modT}), o = ‘ ;x (modT!") e
" / "
o = e (modT;), o/ = v (modT!"), &" = 2"(mod /")

Segue das condigoes (iii) - (vi) da Proposi¢ao 4.2 que
a¢ R, a€R], acR!

o €ER;, o' ¢ R, o/ € R,

()

o"€R;, " €eR, "¢ R/
para cada i (1 <i <)

O caso em que D < —4.
Decorre da preposigao (4.1) que as classe de ideais [a],[@'], [a”] tem a mesma ordem.

Suponhamos que a seguinte equacao seja valida para m,m’,m” > 0 :
[a]™ o] [ = 1. (11)
Entéao, existe nimero 5 € A tal que
ama™a"™ = B (12)

Tomando o n-ésima poténcia em ambos os lados, obtemos

OémO/mIOé”m// _ :l:ﬁn (13)

Defina d; por p? || (m,m'm”), e e; por p¢ || n, (1 <14 < s). Afirmamos que d; > e; para

todo 7. Suponha que d; < e; para alguns 7, e tome

_d P ad ! no__,d, _d
m = p; Mo, M = P; My, M = P; My, L= P; Mo (14)

onde p;/ng. Decorre da equacao (14)

amoa’méa”mg — :lzﬁno, (15)
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desde que K nao contem raiz da unidade diferente de £1. Uma vez que /(™) € R;,
o"m0) € R; e 4™ € R;. Nos temos, o™ € R;. Porém, a ¢ R;, entdo temos que p;|my.
Da mesma forma, também temos que p;|my e p;|my. Consequentemente, de (14), temos
que pfiﬂ\(m, m’,m”). Isso contradiz a definigdo de d; e portanto, temos que d; > e; para
cada i. Temos portanto, n|m, n|m’, e n|m”. Seja N o subgrupo do grupo das classes de
ideais gerado por [a], [@'] e [a”]. Entdo N é isomorfo a Z/nZ x Z/nZ x Z/nZ.
O caso em que D > 0.
Seja

n=py'py..pe
decomposigao em fatores primo de n. Vamos mostrar que o grupos das classes de ideais
de K tem um subgrupo isomorfo ao Z/p“Z x Z/p“7Z (1 < i < s). Seja € uma unidade
fundamental fixada de K
Defina

I:{ilee Ri,1<i<s}
I':{ile€ R;,1<i<s}
I":{ilee R!,1 <i<s}

Entao, sejam m, m’ e m” as ordens das classes de ideais [a], [@] e [@”], respectivamente
(m/n,m’/n'em” /n"). Segue-se do lema (4.2) que m é um multiplo de IT;¢;p5*. Afirmamos
que m' e m” sdao multiplos de IL;¢;p;*. Assuma que p;m’/n, para algum i ¢ I. Portanto,

existe um nimero g € A tal que

Portanto, temos

o = +e*pPi, para algum k € Z.

Uma vez que o € R;, BP € R; e € ¢ R;, obtemos que p;/k. Segue-se que "3V € R,
Portanto, temos que a € R}. Isto é uma contradi¢ao. Segue-se que p;m’ 1 n, Vi ¢ I.
Portanto, m' é um miultiplo de Il¢;p;*. Similarmente, m” é miltiplo de ILgp;*. Pelo
mesmo raciocinio temos que

(Wigrps*)|m, (Wierps®)|m’ e (igpps?)|m”.
Além disso, temos

(Wigrnpi*)m, (Wigprpi?)|m’ e (Wiernpi)|m”.
Afirmamos que pjj divide pelo menos dois dos m, m’ e m”, para cada j.

Caso l—pjj { m. Sem perda de generalidade suponha que pjj { m para algum j. Nos
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sabemos que m é um multiplo de (ILi¢pp;*) e também é miltiplo de (IL¢;p;*). Portanto,

Pt (Wigppf*) e pi’ + (Wigrnpf?)

entao,
P |(Wicrpf) e py |(MWicrnpf?).

Isso implica que pj-j divide m’ (respectivamente m”), e que j esta contido em I (respecti-
vamente em [”).

Considere 72 := n/p;. Entéo, a classe de ideal [a’ ] ¢ [a"™] tém a mesma ordem, P,
Suponha que a seguinte equagao é valida para m’ > 0 e m” > 0:

1

[ @) [0 =1 (16)

Sabemos que uma unidade fundamental ¢ de K é um p;-ésima poténcia residuo médulo
/ !

T eT]. ) ]

Entao, podemos mostrar que o subgrupo gerado por [a/™] e [a”™] é isomorfo a Z/ pij X

Z/pij, da mesma forma que no caso em que D < —4.

€; .
Caso 2-p; divide m,m’ e m".
. €5 o . . ~ € N .
Assumiremos que p;” divide m, m’ em”. Considere n :=n/ p; . Por conveniéncia usaremos

as seguintes notagoes:

Entéo, a classes de ideais [a], [a] e [@”] tem a mesma ordem, Py

Sem perda de generalidade, suponha que ([a]) N ([a']) = 1. Entdo, o subgrupo gerado por
[d] e [a] é isomorfo a Z/p7 7 x L|p; L.

Suponha que ([a]) N ([a]) # 1, i.e, ([@") = ([@]%), para algum r (1 < r < e;). Isso
significa que o
(@] o] =1 (17)
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para algum inteiro s qualquer (s,p;) = 1. Entao, existe um nimero 5 € A tal que

i g’ = (B). (18)
Tomando a pgej =) é-sima poténcia em ambos os lados, obtemos
L s/ ('ej—r)
+ e"a’a’ = P (19)

Como e; > r, temos que +e"a® € Rj e "’ € R}. No entanto, o ¢ Rj e o’ ¢ R}, e entdo
temos que p; { k. Como o® € R}, o' € R e g € RY, nés temos que * € RY. Uma vez
que k é relativamente primo para p;, temos que € € Rj. Suponha que ([a]) N ([a") # 1,
i.e., ([a]"7) = ([@"]")), para algum ¢ (1 < ¢ < ¢,). Isso implica que

a5 [ =1, (20)
para algum ¢ relativamente primo com p;. Entao, existe um nimero v € A tal que

-
ap?t a//pj _ (7) (21)

Elevando em ambos os lados a p;j_T p-ésima poténcia em (21), obtemos

€;—T

J

+ ot = AP (22)

visto que e; > ¢, temos que ‘o’ € R e 2ela” € R]. Sabemos que € € R]. Portanto,
obtemos que o € R}. Entao temos uma contradicdo. Logo ([a]) N ([@']) = 1. Segue-se

que o subgrupo gerado por [a] e [a”] ¢ isomorfo ao Z/p;’Z x Z/p}'Z.

Em conclusdo, K tem um subgrupo isomorfo a Z/ pij X 7/ pij, para todo j, ou seja, K

tem um subgrupo isomorfo a Z/nZ x Z/nZ.

Seja

€1, € e
n=mp;py’..pS°

a decomposicao de fatores primo de n.
Precisamos de mais um lema antes de provarmos o teorema principal.
Lema 4.3 Para cada nimero primo p; # 2, existem infinitos niumeros primo 1, tal que

(a) | = 1(mod 2p;)
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(b) -1 é n-ésima poténcia residuo mddulo

(¢) 2 nao € a p; poténcia residuo modulo

Demonstragao: Defina F := Q(2'/7¢,&,,). Entdo, F é Galois sobre Q. Decorre do teo-
rema da densidade de Chebotarev que existem infinitos niimeros primos [, cuja os corpos
de decomposigao sao iguais em Q(&2,). Podemos deduzir que tais primos [ satisfazem as
condicoes do lema.

O lema abaixo é para o caso onde p; = 2, para alguns .

Lema 4.4 FEzistem infinitos numeros primos | tais que

(a) I = 1(mod4)

(b) o p?s e o -1 sdo n-ésima poténcia residuos mddulo

(c) pip3..p%> + 1 ndo € um quadrado mddulo |

Demonstragao: Defina F := Q(p2/", p2/", ..., p2/" &) e F = F(\/(p?p2.. 02 + 1)).
Entéo, F é Galois sobre Q visto que p?p3...p2 + 1 ndo é um quadrado médulo [ e é relativa-
mente primo para n, \/pips...p2 + 1 € F. Resulta do teorema de densidade de Chebotarev

que existem infinitos nimero primos [ cujo os corpos de decomposicao sao iguais a F'.

Teorema 4.2 Para cada inteiro n > 1, existem infinitos corpos quadrdticos real (resp.
imagindrio) com grupo de classes de ideais contendo um subgrupo isomorfo a Z/nZxZ/nZ

(resp. Z/nZ X Z/nZ x Z|nZ).

Demonstragao: Para cada p;, fixe o niimeros primos ;, I} e [/ satisfazendo as condigoes
do lema(4.3) e o lema(4.4). Vamos supor que todos os l;, I} e [ sao distintos. Por-
tanto, podemos encontrar um inteiro ¢; (resp.a;,b;) tal que ¢ = —1lmodl; (resp.al =
—1modl, b} = —1modl!) quando p; # 2. Se p; = 2 para alguns i, Podemos encon-
trar um inteiro ¢; (resp.a;,b;) tal que ¢ = —(pip2...ps)? modl; (respectivamente a? =
—(p1p2-.-ps)?modl; e b = —(pipa...ps)?> modl!). Pelo teorema chines do resto podemos

encontrar inteiros A, B e C' satisfazendo

A=0,B=1,C=c¢ (modl;) Vi,
A=a;,B=0,C=1 (modl) Vi, (23)
A=1,B=b,C=0 (modl!) Vi,

e
B=1,C=0 (modq) Vq€ Ds\{li},
C=0 (modq) Vq € Dp\{li}, (24)
C=1 (modq) Yq € Dpn_an,

Onde ©,, denota o conjunto de fatores primos de um inteiro m. (pode se verificar que
(A,B)=1e{l;} {l;} {7}, Da\{l;}, D\{li} € D (4n_pn) s@o conjuntos disjuntos.)
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Sempre que (A,B)=1e (C,B, — A,) = 1, temos

(A,B"—C")=1e (B,C" — A") =1 (25)

Caso 1 - Corpos quadraticos de niimeros reais.

Entao nds temos

r=A"+B"—-C" z=AB,
¥=—-A"+B"+(C", 2 = BC, (26)
2 =A"—- B"+C", ' =CA.

Entao, obtemos

A2y B4 O 2(AB) — 2(BO)" — 2(CA)" = 2? — 42" (27)
= 22— 4"
— 2y,

(modl;) sep; # 2,
pa..p:+1 (modl;) se p; = 2,

2 dl}) sep; # 2,
=9, modk) seps # z' =0 (modl;),
pips..ps +1 (modl) se p; =2,

" { 2 (TTlOd l;,) S€ Pi 7£ 27 = (modlé’),

pips..p; +1 (modl]) se pi =2,

para todo i (1 <i < s). Além disso, temos

x_i_x/:Bn’ x/+l,llzcn’$+x//
2 2 2

= A"

De (25), temos também (z,z) = (2/,2') = (2”,2") = 1. Daqui decorre que z, z, 2/, 2/, "

e 2’ é uma solucao da equacao Diofantine

X2 — 47" = X12 _4Zm — X//2 _4Z//n

Satisfazendo todas as condigoes da proposigao 4.2 (note que p;|n, para todo 1 < i < s).

Sempre que
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22 — 42" = A™ 4+ B4+ C* —2(AB)" — 2(BO)" — 2(CA)" (28)

e C' é determinado por uma condicao de congruéncia, Podemos deixar o valor 2% — 42" ser
positivo, escolhendo um C' adequado. Agora estabelecendo K = Q(v/22 — 427). Segue-se
da Proposicao 4.2, que o grupo das classes de ideais de um corpo um quadratico real K
tem Z/nZ x Z/nZ como um subgrupo. A propriedade infinita segue-se diretamente da
existéncia, do seguinte modo. Suponha que exista apenas um numero finito de tais K’s
e denote o conjunto deles por PR. Seja k o valor médximo do nuimero de classe de tais
K’s. Entao, podemos obter (nt)> > k, escolhendo um ¢ adequado. Seja K’ um corpo
quadrético real cujo o grupo das classes tem um subgrupo isomorfo a Z/ntZ x Z/ntZ.
Entao, K’ também estd contido em fR. Isso contradiz o Maximalidade de k. Portanto

temos o que queriamos.
Caso 2 - Corpos de nimeros quadraticos imaginarios
Seja t um multiplo do produto de todos os niimeros primos em:
{6} ALY {0 Dus-—ayr—c—ay), Dis-ay—(B-ay] € D(c—ay—(c-B)"]

De (A,B"—(C")=1e (B,C" — A") = 1, podemos verificar que:

Agora nés tomamos

2 =(A—t)"+ (B—t)" — (C—t)", 2= (A—t)(B - 1),
P = (A—t)" £ (B—t)"—(C—t)" 2= (B —1)(C —
2= (A=t + (B—t)" — (C— )", z = (A—t)(C —

, (30)
),

t
t



Entao, também temos

/ / 1 1
22 — 42" = 2% — 4 = g% 4

2 dl; i 7 2,

= 2.2 2 modl) sep: # z=0 (modl;),
pips..ps +1 (modl;) se p; =2,
2 1) sep; # 2,

.I'/ = - ) (mo z) sep 7£ 2/ —0 (mod 12)7

fL’” = 2 (mod l;/) SeEP; 7& 2, Z” _ 0 (mod lgl>7
pipR.p2+ 1 (modll) se p; =2,

para todo ¢ (1 <i < s). Além disso, temos
! ! " y
=B ;m — (-t T (At
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De (29), temos que (z,z) = (2/,7') = (2”,2") = 1. Resulta disto que =, z, 2/, 2/, 2", 2"

é uma solucao da equagao Diophantine (6), satisfazendo as condigoes da preposicao 4.2

(note que p;|n, para todo 1 <i < s). Uma vez que

2? — 42" = —3t*" + (Termos de menor grauemt)

(32)

Podemos tornar o valor 22 — 42" negativo tomando ¢ suficientemente grande. Agora de-
fina, K = Q(vx? —4z"). Segue-se da Proposicao 4.2 que o grupo das classes ideais de
um corpo quadratico imaginario K tem Z/nZ x Z/nZ x Z/nZ como um subgrupo. A

propriedade infinita pode ser mostrada de maneira analoga ao caso anterior. Portanto

temos o resultado desejado.
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5 CONCLUSAO

Portanto, concluimos que para um grupo finito abeliano nao ciclico G = Z/nZ x Z/nZ,
existem infinitos corpos quadraticos reais cujos os grupos das classes de ideais contém um
subgrupo isomorfo a G.

Sendo G = Z/nZ x Z/nZ x Z/nZ, entao existem infinitos copos quadraticos

imaginarios cujos os grupos das classes de ideais contém um subgrupo isomorfo a G.
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