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RESUMO

Modelar um conjunto de dados ¢ buscar uma representacao matematica fidedigna
para o fenomeno em estudo; o caso ideal seria especificar um modelo parcimonioso, ou
seja, aquele que envolva um ntimero minimo de parametros a serem estimados sem com-
prometer a explicacao do modelo escolhido. Os modelos clédssicos de regressao linear sao
frequentemente aplicados nas mais diversas areas do conhecimento, tais como: agrono-
mia, ciéncias sociais, administracao, engenharias, biologia, educacao, etc. Entretanto, em
situagoes em que os dados investigados possuem uma estrutura de agrupamento ou hier-
arquia, ou seja, que sao caracterizados pela presenca de unidades experimentais agregadas
em outras unidades maiores, estes dados necessitam de um tratamento diferenciado. Com
isso, as técnicas estatisticas que tem sido mais utilizadas sao as dos modelos multiniveis
que foram desenvolvidos para andlise de dados que possuem uma estrutura hierarquica,
ou seja, estrutura de grupo, pois levam em consideracao a dependéncia existente dentro
de cada nivel hierdrquico e entre os niveis. O presente trabalho tem por objetivo apre-
sentar a estrutura dos modelos multiniveis, além de comparé-los com os modelos classicos
de regressao linear. Sera utilizada uma aplicagao a partir dos microdados do SAEB com
edicao de 2011. Todos os procedimentos e implementacoes foram feitos usando o software

de cédigo livre R.

Palavras-chave: Estrutura hierarquica. Modelos lineares. Software R.



ABSTRACT

Model a dataset is to find a reliable mathematical representation for the phenomenon
under study, the ideal case would be to specify a parsimonious model, ie, one that involves
a minimum number of parameters to be estimated without compromising the explanation
of the chosen model. The classical linear regression models are often applied in various
areas of knowledge, such as agronomy, social sciences, management, engineering, biology,
education, and so on. However, in situations where the data have investigated a structure
hierarchy or grouping, or which are characterized by the presence of aggregated units in
other experimental larger units, these data need special treatment. Thus, a statistical
technique that has been most used are those of the multilevel models that have been
developed for the analysis of data that have a hierarchical structure, or group structure,
because they take into account the dependency within each hierarchical level and between
levels. This paper aims to present the structure of multilevel models, and compare them
with the classical linear regression models. An application from microdata Saeb with
the 2011 edition will be used. All procedures and implementations were done using the

software free R code.

Keywords: Hierarchical structure. Linear models. Software R.
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1 INTRODUCAO

O modelo multinivel (MM) ou modelo linear hierarquico (MLH) leva em consideracao
uma estrutura aninhada para os dados, combinando informacoes de variaveis de diferentes
niveis e reduzindo a perda de informac¢ao (GOLDSTEIN, 1995; BRYK; RAUDENBUSH,
1992).

Os modelos classicos de regressao sao muitos usados nas mais diversas areas de
pesquisa, um exemplo que pode-se citar é na area educacional quando se quer explicar a
proficiéncia alcangada pelos alunos a partir de variaveis como sexo, condi¢oes socioecono-

mica e experiéncia do professor.

Vale ressaltar que os modelos classicos empregam quatro suposi¢oes fundamentais para
as caracteristicas dos dados: linearidade, normalidade, independéncia entre as observagoes
e homocedasticidade. Porém, para dados com uma estrutura de hierarquia ou multinivel

a independéncia para as observacoes, ja nao se verifica.

No modelo de regressao tradicional assume-se a independéncia das observagoes, caso
essa suposigao seja violada (isso acontece quando tém-se dados hierarquicos) resultados
equivocados podem ser obtidos na andlise. Posteriormente serd abordado um exemplo
em que inicialmente nao se considera a estrutura hierarquica e em seguida considera-se,
assim evidenciando que os resultados sao diferentes (ver préxima se¢ao). De acordo Cruz
(2010), outra situacao possivel é quando os valores dos estimadores dos erros padrdes sao
bem menores em relagao ao modelo de regressao tradicional, tornando assim os resulta-
dos falsamente significativos. Além do mais uma consequéncia da dependéncia entre as

observagoes ¢ a subestimacao dos erros padroes dos coeficientes da regressao.

Um exemplo de estrutura hierdrquica pode ser visto na Figura 1. Para este caso, as
observagoes representam o nivel 1, os individuos representam o nivel 2 e as localidades

representam o nivel 3.
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Figura 1: Estrutura de dados hierarquicos

Local 1 Nivel 3

Individuo 1

Individuo 2

Individuo j Nivel 2

“Estruturas hierarquicas de dados sao caracterizadas pela presenca de unidades ex-
perimentais agrupadas em outras unidades maiores, em que as fontes de variabilidade se
encontram aninhadas” (Bogutchi, 2010, p.34). Para analisar esse tipo de estrutura citada
por Bogutchi existem os MM’s que passaram a ser usado a partir do final da década de

80, pois os modelos classicos nao levam em consideracgao a estrutura multinivel dos dados.

Modelos para esse tipo de dados apresentam diversas nomenclaturas na literatura
tais como: “modelo de coeficiente aleatério” Leeuw & Kreft (1986, apud Valente 2007),
“modelo de componente de variancia” Longford (1987, apud Valente 2007) e “modelo

linear hierdrquico” Raudenbush & Bryk (1992, apud Valente 2007).

Nos MM’s existem uma especificacao para cada um dos niveis de hierarquia e a in-
corporacao de efeitos aleatorios associado a cada um desses niveis. O presente trabalho
tem por objetivo apresentar a estrutura dos MM’s, além de compara-los com os modelos

classicos de regressao linear.

1.1 Motivacao

Os MM’s sao empregados para a analise de estudos que agrupam individuos dentro
de seus grupos ou contextos sociais, analisando os efeitos combinados tantos das variaveis
individuais como das variaveis de grupos, possibilitando a investigagao da interacao das
variaveis nos mais diferente niveis de agrupamento. As estruturas hierarquicas podem ser

encontradas nas mais diversas areas tais como: demografia, sociologia, saide, educagao,
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esporte e epidemiologia. A seguir serao ilustrados alguns exemplos.

Quando os especialistas desejam investigar de que forma as diferengas no desenvolvi-
mento da economia nacional podem interferir na relagao entre grau educacional dos adul-
tos e a taxa de fertilidade. Geralmente, essa investigacao combina indicadores econémicos
(como IDH, indice de Gini e outros) recolhidos a nivel nacional com as informagoes rela-
cionada a nivel domiciliar (como a educacao e a fertilidade). Desta maneira, se tem dois
niveis que sao paises e domicilios. Nessa drea, Demografia, pode-se citar Lobo (2007)
que faz uma aplicagao dos modelos multiniveis com enfoque bayesiano para analisar a

evolucao da mortalidade por doengas isquémicas do coracao, no estado do Rio de Janeiro.

Na Sociologia, Soares e Alves (2007) analisaram os impactos dos processos escolares
sobre os resultados dos alunos com o intuito de diminuir a diferenga de resultados escolares

entre grupos sociais, a partir de dados longitudinais.

Na satide, Cruz (2008) verificou a existéncia de estrutura hierdrquica na epidemiologia,
pois ao fazer uma investigacao examinou uma relacao de dependéncia entre a satide dos
individuos e as zonas geograficas onde habitam. Além do que pode-se ter a estrutura de
dependéncia como os tratamentos recebidos pelos pacientes e o servigo de saude. Sicheiri
e Moura (2009) utilizaram a regressao multinivel para verificar as variagdes no indice de
massa corporal (IMC) entre adultos segundo os fatores individuais e a caracteristica do

ambiente da cidade.

Na educacao, grande parte dos estudos relacionam a proficiéncia dos alunos com algu-
mas caracteristicas (tais como idade, géneros, estrutura da escola, experiéncia do professor
e etc). Além do mais, na literatura sdo considerados para esse tipo de estudo, trés niveis:
alunos (1° nivel), turmas (2° nivel) e escolas (3° nivel). Segundo Cruz (2010), esse tipo de
estudo pode acontecer quando o pesquisador tem interesse em investigar como as variaveis
professor, disciplina, habitacao (local onde vive) influenciam na classificagdo escolar do
aluno. Nesse mesmo contexto, cita-se Albernaz, Ferreira e Franco (2002) que desen-
volveram uma pesquisa para avaliar, por meio dos dados SAEB (Sistema Nacional de
Educagao Brasileira), o efeito de varidveis como a escolaridade do professor e a qualidade
da infraestrutura fisica no desempenho dos estudantes. O portugués Valente (2007) utili-
zou o MLH para estudar a relevancia do apoio das escolas nas perspectivas profissionais
dos alunos do 10° ano de escolaridade, sendo adotado um modelo com dois niveis: alunos
e escolas. Ainda na area da educagao, Murillo (2008) faz referéncia ao MM como uma
ferramenta fundamental, pois o0 mesmo relaciona os fatores escolares que podem afetar ou

estao associados ao rendimento dos estudantes.
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No esporte, Maia et al (2003) demonstraram a necessidade de considerar a estru-
tura hierarquica. Considerando isso, Lopes et al (2010) modelaram o desempenho da
coordenacao motora e valores de aptidao e atividade fisica, associados a saude de criancas
entre 6 a 10 anos de idade da Regiao Auténoma dos Agores (um arquipélago da Reptblica

Portuguesa).

A partir dos exemplos citados, observa-se que existem diversas razoes para a utilizacao
dos modelos multiniveis. Quando usados de forma correta, estes modelos possibilitam
obter melhores estimativas para os coeficientes de regressao do que com os modelos tradi-
cionais, além da sua grande flexibilidade no que se diz respeito a modelagem da estrutura
da variancia dos dados em funcao das variaveis explicativas, permitindo analisar dados
com a variancia nao homogeénea. Além disso, detalham melhor o comportamento da
variancia, a existéncia de variaveis correlacionadas, caracteristica dentro de cada nivel,

dissimilhancas, agrupamento ou cruzamento entre niveis.

Com o intuito de ilustrar a importancia do estudo dos modelos multiniveis, sera
apresentado a seguir um exemplo ficticio retirado de Chaves (2012), onde a autora se

baseada na ideia apresentada em Demidenko (2004).

Considera-se a relagdo entre descontos (x) e vendas (y). Seja (x;,y;), em que i =
1,..., N, uma amostra obtida a partir dos valores observados dos descontos concedidos
(%) e do ntimero de vendas (em milhares de unidades). Na Figura 2 (a) tém-se o grafico
de dispersao com a reta ajustada através dos minimos quadrados ordinarios, enquanto que
na Figura 2 (b) tém-se o mesmo gréafico e as retas ajustadas para cada tipo de mercadoria,
evidenciando um paradoxo. Esse paradoxo ocorre por que se desconsiderar a estrutura
dos dados conclui-se que as vendas tendem a diminuir com valores menores dos descontos
e se tal estrutura for considerada, as vendas tendem a aumentar com a diminuicao dos

descontos, o que nos parece ser uma medida plausivel.

Considerando o modelo de regressao cléssico, temos o seguinte modelo:

Y;‘ = 60+61Xi+8i Zzl,N, (11)

em que g; representa o erro aleatério com variancia (0?) constante, ou seja, assume-
se homocedasticidade para os erros e, consequentemente, para as mercadorias (varidveis
dependentes). Em outras palavras, assume-se que os dados sao coletados com “condigoes”

similares, homogéneas. A partir da Figura 2 (b), verifica-se que os diferentes tipos de
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mercadoria variam muito em termos de desconto e venda, caracterizando uma condicao

nao homogénea. Um modelo para representar tal situacao é dado abaixo:

)/i' = ﬁOj—f—Bleij'f_eij Z':]_,...,nj;jzl,...,(], (12)

em que Y;; representam a venda e X;; o desconto concedido, da 7 - ésima observacao da j-
ésima mercadoria, [3y; ¢ o intercepto da j-ésima mercadoria e 317 ¢ coeficiente de inclinacao

associados ao desconto concedido da i-ésima observacao da j-ésima mercadoria, €;; ¢ a

fonte de variagao associada a i-ésima observagao da j-ésima mercadoria , n; representa o
J
numero de observacoes da j-ésima mercadoria e N = E n;.
Jj=1

Figura 2: Relagao entre vendas e descontos, (a) a reta ajustada através dos minimos
quadrados ordindrios, (b) as retas ajustadas para cada tipo de mercadoria
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Fonte: Retirado de Chaves 2012

Assim sendo, ao desconsiderar a estrutura dos dados pode-se levar a conclusoes er-

radas.

1.2 Custos e beneficios

Antes de comecar a discutir sobre os modelos multiniveis, apresentamos alguns pontos

relevantes do emprego da regressao cléssica:

e Previsao para variaveis continuas e discretas;

e Inclusao de preditores categéricos, utilizado varidveis indicadores;
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e Modelagem de interagoes entre variaveis.

De acordo com Gelman e Hill (2007), com o uso dos modelos multiniveis é possivel:

e Incluir variaveis ao nivel dos individuos e dos grupos para estimagao dos coeficientes

de regressao;

e Modelar a variacao entre o nivel ao grupo e ao nivel individual. A modelagem
multinivel é conveniente quando queremos modelar a variacao desses coeficientes em
grupos, ou em conta a variacao de nivel de grupo em a incerteza para os coeficientes

de nivel individual,;

e Estimar os coeficientes de regressao para grupos especificos. Por exemplo, o prob-
lema de estimar os niveis de radao de medig¢oes em diversos municipios em Min-
nesota. Com um modelo multinivel, podemos obter razoavel estimativas, mesmo
para municipios com tamanhos de amostras pequenos que seria dificil por meio de

regressao classica.

Um modelo multinivel exige pressupostos adicionais além daqueles de regressao cléssica,
cada nivel do modelo corresponde a sua prépria regressao com seu préoprio conjunto de
pressupostos como aditividade, linearidade, independéncia, igualdade de variancia e nor-

malidade.

Uma alternativa bem simples para o uso da modelagem multinivel é a regressao
cléssica quando ignora-se a variagdo com rela¢ao ao nivel do grupo (estimagao de difer-
entes coeficientes) ou combina-se regressoes (uma tnica reta de regressao com individuos

e grupos).

Existe casos limitantes em que as abordagens classica e multinivel coincidem. Isso
acontece quando existe pouca variagao do nivel de grupo. O modelo multinivel reduz-se a
regressao classica sem indicadores dos grupos e, de forma inversa, quando os coeficientes
do nivel grupo variam significativamente (levando em consideragdo quando comparado
com os erros padroes estimados), a modelagem multinivel reduz-se a regressao tradicional

com indicadores dos grupos.

Quando se tem um ntmero de grupo pequeno e nao tem-se informacao suficiente para
estimar com precisao as variagoes com relacao ao nivel do grupo opta-se pelo uso dos

modelos lineares classicos.
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1.3 Plataforma computacional

Essa trabalho foi desenvolvido utilizando o sistema de tipografia livre IXTEX, pois
facilita o desenvolvimento da escrita e edigao do texto principalmente com notagoes
matematicas. Para maiores detalhes sobre o sistema de tipografia usado nessa mono-

grafia basta visitar o site http://www.latex-project.org/.

Os resultados numéricos apresentados nessa monografia foram obtidos usando o soft-
ware livre R, um ambiente de programacao e andlise de dados que pode ser obtido através
do site http://www.R-project.org. Esse software dispoe de pacotes com fungoes especi-
fica. Os pacotes lme4, nlme e multilevel foram usados para a manipulagao, andlise e

estimacao dos modelos multiniveis.
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2 MODELO MULTINIVEL

2.1 Introducao

O modelo linear hierarquico, ver por exemplo em Bryk e Raudenbush (1992), leva em
consideracao a estruturacao de agrupamento dos dados e certamente essa estruturacao
reflete na especificacao do modelo. Posteriormente, esse modelo aparece como modelo
multinivel (Goldstein, 1995). Como se sabe no modelo de regressao cldssico, o intercepto e
o coeficiente de inclinagao sao parametros fixos (efeitos fixos), porém no modelo multinivel
estes podem ser parametros aleatérios (efeitos aleatdrios) que sofrem influéncia do nivel

hierarquico mais alto.

De acordo com McCulloch et al.(2008), no contexto dos modelos multiniveis, os con-
ceitos de efeitos aleatérios e fixos sao de suma importancia. Segundo McCulloch et
al.(2008) os efeitos fixos sdo considerados fixos quando se querer inferir somente para os
niveis que foram inseridos no experimento ou considerados na avaliacao e sao aleatorios
quando os niveis usado em um experimento ou avaliagao sao oriundos de uma amostra

aleatoria de uma populacao de niveis e se deseja inferir para a populacao inteira.

Com o objetivo de ilustrar as diferencas entre a regressao tradicional e a multinivel
usaremos o exemplo retirado de Valente (2007) que considera uma amostra hipotética
de J escolas de uma populagao onde existem n; estudantes em cada escola j. Toma-se
o indice j para as escolas (j = 1,2,---J) e o indice i para os alunos individualmente
(t=1,2,---,n;). Comega-se, entdo, com o modelo de minimos quadrado ordindrios, e

também, por levar em consideragao uma tunica escola.

Inicialmente considere o modelo de minimos quadrados ordinarios e que nao haja
distingao entre as escolas, isto é, trataremos com um tnico grupo de tamanho n de alunos.

A abordagem é a de Regressao Linear Simples (RLS).

Seja Y; uma varidvel resposta que representa a resposta para o aluno ¢ pertencente a

uma qualquer escola j, X; uma varidvel explicativa associada a este aluno e ; um erro
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que provoca distorcao na variavel resposta. O modelo RLS é dado por:

sz:ﬁo—i_ﬁle—i_Ez 2217277n7 (21)
em que,

e [y ¢ intercepto;
e [, ¢é a alteracao no valor esperado de Y; quando X; é alterado em uma unidade;

o g ! N(0,0?). !

Segundo Valente (2007) este é um modelo individual em que a varidvel resposta s6
depende das caracteristicas individuais dada por X;, ou seja, ¢ ajustado um tunica reta
para todos os grupos (escolas) e sendo suprimida qualquer diferenga contextual que possa
ser importante. Além disso, nao serd possivel pelo identificar a escola a qual o aluno

pertence.

Conforme Aguerre (2003) existem limitagoes para o uso do método dos minimos
quadrados, pois esse método ignora algumas propriedades como a correlagao e a het-
erogeneidade. Por exemplo, quando se trabalha como os alunos, ignora-se o agrupamento
das escolas devido ao suposicao de auséncia de autocorrelagao. Ja ao trabalhar ao nivel

das escolas, ignora-se a heterogeneidade que pode existir nos alunos de uma escola.
Suponha agora se queria observar duas escolas. Desta forma, o modelo fica:
Yij = Boj + By Xij + €5, (2:2)
em que,

e Y;; ¢ a varidvel resposta do i-ésimo aluno para a j-ésima escola;

X;; ¢ a variavel explicativa medida no 4 - ésimo aluno agregrado na j-ésima escola;

Bo; € o intercepto da j-ésima escola;

B1; ¢ o coeficiente de inclinacao associada a varidvel explicativa X;; do ¢-ésimo aluno

da j-ésima escola;

1i.d.d = independentes e identicamente distribuidas
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e ¢;; ¢ afonte de variacao associada ao -ésimo aluno agregrado na j-ésima escola, com

Eij ™~ N(0,0‘z).

Diferente do modelo (2.1) agora o intercepto e o coeficiente de inclinagdo possuem o
indice j representado a variacdo de um grupo para o outro (de escola para escola), ou
seja, cada escola pode ter um intercepto fy; e um coeficiente de inclinacao /315, que serao

(ou poderao ser) diferentes para cada escola.

Considerando o intercepto (fy;) e o coeficiente de inclinagao (/31;) desconhecidos e
aleatdrios ¢ necessdrio desenvolver um modelo para predize-los. Considerando [By; ~
IN(700, To0), no qual 7py é a variancia populacional do intercepto e 81 ~ IN(719,711), nO
qual 77 é a variancia populacional do coeficiente de inclinagao, decompoem o modelo
ao nivel do grupo, como pode ser visto no modelo abaixo. Os coeficientes atuam como

variaveis resposta ao nivel 2:

Boj = o0 + oy, (2.3)

Brj = Yo + Uiy, (2.4)

em que,

® 7y € o intercepto médio para todas as escolas;
e 719 € o coeficiente de inclinacao médio para todas as escolas;

® uy; ¢ o erro aleatdrio para cada escola associado ao intercepto médio e tendo que

qu ~ N(O, Too);

e u;; ¢ o erro aleatério para cada escola associado ao coeficiente de inclinagao médio

e tendo que uy; ~ N(0,711).

Segundo Valente (2007) pode-se estimar um parametro suplementar a Cov(Sy;, 51;)-
Como a Cov(ugj,u1;) = To1, entdo similarmente, Cov(By;, f1;) = To1, em que Tp; € a
covariancia populacional entre fy; e 31; ao nivel da escola. Para os erros aleatdrios ug; e

uq; assume-se a independéncia com relacao a g;5, ou seja, Cov(y;, €;5) = Cov(T;, €;) = 0.

De acordo com Bergamo (2002), verifica-se, pelos modelos (2.3) e (2.4), que os co-
eficientes de regressao nao possuem o mesmo intercepto e nem o mesmo coeficiente de
inclinacao, essa possivel diferenca pode ser esclarecida através dos efeitos aleatérios ug; e

Uyy-
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Em termos praticos, pode-se ter trés situagoes diferentes para o modelo acima: as retas
de regressao para cada escola sdo diferentes somente no intercepto (Figura 3); somente
no coeficiente de inclinagao (Figura 4); diferem nos dois parametros, o que leva a pensar
em construir um modelo que considere os distintos niveis de hierarquia (Figura 5). Em

seguida estuda-se modelos em que se considera as trés situagoes citada acima.

2.1.1 Modelo de intercepto aleatorio

O modelo de intercepto aleatorio possui retas com diferentes médias e para uma

visualizacao melhor do comportamento desse modelo verificar na Figura 3.

Figura 3: Variacao do Intercepto

Para obtengao do modelo abaixo bastar substituir o modelo (2.3) que representa o
intercepto para o nivel 2 , no modelo (2.2) que representa o modelo para o nivel 1, onde
o coeficiente constante de regressao 3, serd agora denotado por 79, para indicar que ¢

um parametro fixo em todo o modelo. Entao, se obtém o seguinte modelo:

Yij = Yoo + 710X + uo; + €5 -
—_———

parte aleatéria

Existe quatro parametros para estimacao nesse modelo, sao eles: g9 € Y10, que sao
como os coeficientes de regressao miltipla cldssica e 1y e 02 sdo os parametros aleatérios.

A parte aleatoria associada ao intercepto tem variancia 7y, representado a variabilidade

do intercepto entre escolas. O erro de nivel 1 (g;;) possui varidncia o? e representa a

variabilidade intra-escola.
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2.1.2 Modelo de inclinacao aleatoria

Quando as retas de regressao variam somente no coeficiente de inclinagao, como pode
ser observado na Figura 4, o modelo para tal situacao ¢ chamado de coeficientes de

inclinacoes aleatorios.

Figura 4: Variando a inclinacao

Essa variacao no coeficiente de inclinacao acontece por causa do efeito de X;; que pode
variar de acordo com as escolas. Portanto, as escolas que apresentarem um coeficiente de
inclinacao ou coeficiente de regressao diferentes terao um coeficiente 3;; variando aleato-
riamente com rela¢ao ao nivel da escola. E para obter o modelo basta substituir (2.4) em

(2.2), ver modelo abaixo:

Yij = Boj + 101 Xij + w1; Xij + €45
————

parte aleatéria

em que, o intercepto constante fy; serd agora denotado por 7y, para indicar que ¢ um

parametro fixo em todo o modelo. Entao, o modelo é dado por:

Yij = Y00 + 710Xij + w1 Xoj + €45 -
——

parte aleatéria

2.1.3 Modelo de intercepto e inclinacao aleatorios

Quando as retas de regressao variam no intercepto e no coeficiente de inclinagao,

como pode ser observado na Figura 5, o modelo é chamado de modelo com intercepto e
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inclinagao aleatorios.

Figura 5: Variando intercepto e coeficientes de inclinagao

E[Y;;]

O modelo ¢é obtido ao substituir (2.3) e (2.4) em (2.2), resultando:

Yij = Yoo + 710Xi5 + voj + w13 Xij +€ij (2.5)

parte aleatéria

Este modelo possui variaveis que contém efeitos fixos e aleatorios, sendo designado por
modelo misto. O modelo (2.5) comporta a principal diferenca entre os modelos multiniveis
e os modelos de regressao classicos. Como pode-se observar que este modelo apresenta

trés variaveis aleatdrias:

® c;;, uma variavel aleatério no nivel do aluno;
® up;, uma varidvel aleatéria no nivel da escola;

o u;;X;; designado como uma interagao aleatéria entre os grupos e a varidvel explica-

tiva XZ]

Além da variacao do intercepto e inclinacao, pode-se verificar que as unidades dentro
de cada grupo - no caso em estudo os alunos - podem possuir similaridade, ou seja, o
efeito do grupo (turma ou escola) sobre as unidades individuais podem ser de grande
importancia. Assim sendo, as observagoes dentro de cada grupo nao serao independentes

e ao aplicar a regressao classica viola-se a suposicao de independéncia.

Como pode-se observar os alunos nao estao unicamente relacionados com a sua es-

cola, mas também possuem diferencas entre si. Logo, o objetivo nao é estudar uma
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Unica variavel explicativa, mas tudo que estd interligado com a causa da variagao. Com
isso, procura-se um modelo que leve em conta toda a variabilidade existente entre as
variaveis (escola) e com ela possa adicionar outras caracteristicas diversas de cada uma
delas e dos alunos, ou seja, um modelo que considere essa estrutura de dados de forma
hierarquica. Com isso, pode-se considerar que os modelos multiniveis sdo uma general-
izacao da regressao linear, em que intercepto e, possivelmente, inclinacao podem variar

de acordo com grupo.

2.2 Modelos multiniveis

Os modelos multiniveis sao extensdes dos modelos de regressoes lineares classica, no
qual se elaboram varias regressoes para todos os niveis em estudo. Com isso, o mod-
elo entre os niveis estao inter-relacionados, pois os coeficientes de inclinacao do nivel 1
estao adicionados num nivel 2 com varidveis explicativas. Antes de discutir sobre os
modelos multiniveis, deve-se ter nocoes de trés conceitos fundamentais como: correlacao

intraclasse, coeficiente fixo e aleatorio.

A correlagao intraclasse é o grau de dependéncia dos individuos, caso esse valor seja
muito proximo de zero, os individuos dentro do mesmo grupo sao distintos entre si como
0s que pertencem a outro grupo. Sendo assim, torna-se desnecessario o agrupamento dos

dados, ou seja, as observagoes sao independentes.

Nos modelos de regressao tradicionais, os parametros estimados sao coeficientes fixos,
isto é, comum a todos os individuos. Por outro lado, nos modelos multiniveis tém-se que
os coeficientes aleatdrios sao varidaveis que distribuem segundo uma funcao distribuicao
de probabilidade. Esses modelos sao formados por duas partes: uma geral, comum em
todos os grupos, que é conhecida como parte fixa e outra que representa a caracterizagao

de cada grupo, que varia e sua estimacao ¢é feita através da variancia nos diferentes niveis.

Segundo Ferrao (2003, apud Valente 2007) os modelos multiniveis acomodam de forma
natural e parcimonioso a estrutura hierarquica da populacao em estudo, tratando o in-
tercepto e coeficiente de inclinacao como variaveis aleatorias, permitido os estudos das

variagoes no grupo e intra grupo.

Nessa monografia serd considerado modelos com dois niveis, nos quais as observagoes
sao classificadas como unidades de nivel 1 e unidades de nivel 2. Além disso, os modelos
possuem uma varidvel resposta (Y') que é medida no nivel individual, uma varidvel ex-

plicativa (X) no nivel 1 e outra varidvel explicativa (W) no nivel 2. Os modelos podem
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ser considerados como um sistema hierarquico de equacgoes de regressao.

Apresentaremos o modelo multinivel com dois niveis comecando pela sua forma geral

e a partir dessa forma geral obteremos alguns modelos particulares.

2.2.1 Forma geral para modelo multinivel com 2 niveis

Considera-se que o modelo tenha () varidveis explicativas X no nivel 1, indicada
pelo indice ¢ = 1,2,...,Q) e P varidveis explicativas W no nivel 2, sendo indicada por

p=1,...,P. O modelo para o nivel 1 é dada por:

Y;‘j = BOj + ﬁlelij 4+ ...+ BQjXQij + 5ij~ (26)

E para o nivel 2 é dada por:

P

Bai = a0+ Wi+ .o+ 7pWpj + g = g0 + Z VapWps + s, (2.7)
p=1

emque,i=1,...,n;,j=1,...,J,¢=0,1,...,Qep=1,..., P.

Vale ressaltar que a inclusao de variaveis explicativas no nivel 2, com excecao daquela
que representa [3y;, resulta no surgimento de interacoes entre as varidveis dos dois niveis

do modelo.

2.2.2 Modelo multinivel com 2 niveis

No modelo multinivel com dois niveis tém-se que o indice ¢ representa o i-ésima
unidade do nivel 1 (dos individuos)(i = 1,...,n;) da j-ésima unidade do nivel 2 (do
grupo) (j = 1,...,J), ou seja, ocorrem n; unidades do nivel 1 para cada unidade j do
nivel 2. Na Figura 6 pode-se observar uma estrutura de dado para um modelo multinivel

com dois niveis.
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Figura 6: Estrutura dos dados para um modelo multinivel com 2 niveis

Nivel 2

Conforme Bergamo (2002), considerando o caso de uma varidvel resposta Y e uma
tnica varidvel explicativa do nivel 1, a partir do modelo (2.6). O modelo para o nivel 1 é
dada por:

Yij = Boj + b1 Xij + €ij, (2.8)

come:=1,2,....njegj=12...,J, em que

e Y; ¢ a variavel resposta do i-ésimo individuo do nivel 1 para o j-ésimo nivel 2;
e X;; ¢ a varidvel explicativa na sua medida original;

e [y ¢ o intercepto para a j-ésima unidade do nivel 2;

® Soj ~ N (700, T00);

e Ty ¢ a variancia populacional dos interceptos;

e [31; ¢ a inclinacao associada a varidvel explicativa X;; da i-ésima unidade do nivel 1

para a j-ésima unidade do nivel 2;
® [~ N(710,T11)
e 711 ¢ a variancia populacional das inclinagoes;

e ¢;; ¢ o erro aleatério associado a i-ésima unidade do nivel 1 associado a j-ésima

unidade do nivel 2;
e ¢, ~ N(0, %) e €;js sao independentes.

Para o modelo do nivel 2 sem varidvel explicativa para esse nivel (P=0), considera

que ¢ = 0,1 no modelo (2.7), e o modelo para esse nivel fica:

Boj = Yoo + Uoj, (2.9)

Bi; = 7o+ uiy,
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em que,

® 7y € o valor esperado dos interceptos nas unidades do nivel 2;

e 710 ¢ o valor esperado dos interceptos das inclinagoes na populagao de unidades do

nivel 2;
e ug; ¢ o erro aleatdrio da j-ésima unidade do nivel 2 em fy;;
e uy; ¢ o erro aleatdrio da j-ésima unidade do nivel 2 em f;;

e 7y ¢ a covariancia entre By e [3;.
Com as seguinte suposigoes:

e uo;~N(0,70) e uy;s independentes;
e u;~N(0,711) e u;s independentes;
o cov(ug;, u1j) = To;

® ug,s e uy;s sdo independentes dos &;s.

Considerando ¢ = 0,1 e P = 1 no modelo (2.7), entao tem-se a inclusdo da varidvel
explicativa W; no modelo associado ao nivel 2 para explicar a variabilidade entre as

unidades desse nivel. O modelo do nivel 2 com essa inclusao é dada por:

Boj = 7Yoo+ Yo Wj + oy, (2.10)

By = Yo+ yuWj + ugj,

em que,

® 7o ¢ o valor esperado do intercepto para Wj;
® 70 ¢ o valor esperado da inclinacao para W;

® 701 ¢ o coeficiente de regressao associado a varidvel explicativa W; do nivel 2 relativo

ao intercepto;

e 71 ¢ o coeficiente de regressao associado a varidvel explicativa W; do nivel 2 relativo

a inclinagao;
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ug; ¢ o erro aleatério da j-ésima unidade do nivel 2 em By; para Wj;

uy; € o erro aleatério da j-ésima unidade do nivel 2 em §;; para Wj;
e 7y ¢ a variancia populacional dos interceptos corrigida por Wj;

e 71; ¢ a variancia populacional das inclinacoes corrigida por W;.

2.2.2.1 Centralizacao das varidveis em estudo

Um aspecto muito importante é a centralizagao da variavel explicativa, com relacao ao
nivel 1 e 2, pois a centralizagao torna adequada a interpretagao do intercepto da regressao.
De acordo com Natis (2000) ao utilizar a varidvel explicativa X;; em sua escala original
pode-se ter um problema na interpretacao do intercepto fy;, pois se X;; fosse altura, nao
faz sentindo interpretar By; como o valor esperado para um individuo do grupo j com

altura igual a zero.

A centralizacao de variaveis é importante, pois a interpretacao dos parametros prin-
cipalmente de y; do modelo depende como as varidveis explicativas do nivel 1 sao con-
sideradas. Conforme Nezlek (2001) a centraliza¢do nos modelos MM’s pode ser tratada
com trés formas: nao haver centralizacao, centralizacao na grande média e centralizacao

na média do grupo. Como pode ser vista na Tabela 1:

Tabela 1: Centralizagao da varidvel em estudo
Condicao de Centralizagao Mudanca em fy, Interpretacao

X;; na escala original Boj = E(Y;;| X, = 0) Boj € o valor esperado da
varidvel resposta Y;; quando
X;; for igual a zero.

(X - X..) centralizada na fSy; = py, — f1; (Xi; - X.) Bo; ¢ interpretado com a

sua média geral média do j-ésimo grupo
do nivel 2 ajustado para a
variavel X.

(X;; - X,;) centralizada na Boj = py; Boj ¢é interpretado como
média do grupo a média nao ajustado da
varidvel resposta Y;;.

Fonte: Elaborada pela autora

De acordo com Bryk e Raudenbush (2002) nao existe nenhuma regra simples para
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representar todos os casos, portanto a decisao para a centralizagao é baseada na estrutura

dos dados e hipdteses de interesse.

2.2.3 Submodelos multiniveis

Os submodelos podem ser obtidos a partir do modelo multinivel com 2 niveis repre-

sentados pelos modelos (2.9) e (2.10) com a anulacdo de alguns termos. Nesta segdo

2

serd apresentados alguns submodelos, entre eles o Anova “ com 1 fator e efeito aleatdrio,

Regressao de médias como respostas, Anélise de Covariancia (ANCOVA) com 1 Fator e
Efeitos Aleatorios, Regressao com Coeficientes Aleatorios, Interceptos e inclinagoes como

respostas e Modelo com Inclinagdes Variando Nao Aleatoriamente.

2.2.4 Anova com 1 fator e efeito aleatorio

De acordo com Bryk e Raudenbush (2002), esse modelo é o mais simples, pois nao
possui varidveis explicativas em nenhum dos dois niveis, além disso, a inclinacao (;; no
modelo (2.8) do nivel 1 é nula, para todo j. Com isso, os modelos do nivel 1 e nivel 2 sdo

dados, respectivamente, por:

Yi; = Boj + €ij- (2.11)
Boj = Yoo + oy, (2.12)

em que,

® Yo ¢ a média da variavel resposta para a populacao;
, ) L. . . ii.d
e up; ¢ o efeito aleatério associado ao j-ésimo grupo e com ug; ~ N(0,7y), em que

COV(UQj, gij) = 0.

Para se obter o modelo combinado basta substituir (2.12) em (2.11):

Yii= 70 + woj+ . (2.13)
~ ——

parte fixa  parte aleatéria

A variancia de Y;; é dada por:

Var(Y;) = 700 + 02 (2.14)

2Andlise de Variancia
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Nota-se que a variancia de Y;; decompoe-se em duas partes independentes: a variancia
dos erros do nivel 1 (dos individuos) denotada por ¢;; e a variancia dos erros do nivel 2

(do grupo) representada por g, definidos por ug;.

O coeficiente de correlagao é um parametro de grande importancia, pois representa
a proporc¢ao da variancia da resposta explicada pela variabilidade entre as unidades do

nivel 2. Esse coeficiente é dado por:

Too
= — . 2.15
P oo B ( )

Os valores para esse coeficiente variam no intervalo [0, 1], p = 0 significa que toda
a variancia em Y deve-se ao nivel 1, nao sofrendo qualquer influéncia do nivel 2. Para
o caso em que p = 1, toda a variabilidade em Y ¢é devida as diferencas no nivel 2, nao

sofrendo qualquer influéncia do nivel 1.

2.2.5 Regressao de médias como respostas

Segundo Ramos (2009), nestes modelos sao adicionados variaveis explicativas no nivel
2, buscando explicar a variabilidade dos coeficiente y; entre as unidades do nivel 2. O
modelo de média em relagao ao nivel 1 é igual ao caso para Anova com 1 fator e efeito

aleatérios, ou seja, o modelo para o nivel 1 estd definido em (2.11) e nivel 2 é dado por:

Boj = Yoo + Yo1 W + oy, (2.16)

em que, y; ¢ o valor esperado da varidvel resposta de um modelo de regressao linear,
no qual as variaveis explicativas correspondem as caracteristicas do grupo j. No nivel 2,

tem-se a variavel explicativa W.

O modelo combinado é obtido ao substituir (2.16) em (2.11):

Yij =70 +7W;+ i . (2.17)
—_—— ~—
parte fixa parte aleatéria

No qual,

® 7o ¢ o intercepto médio dos grupos para quando W; for igual a zero;
e 7o ¢ a diferenca média entre os J grupos;

® up; ¢ o efeito aleatério do j-ésimo grupo sobre o intercepto para W; =0
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O coeficiente intra-classe continua sendo calculado da mesma forma e com a mesma
interpretacao do modelo Anova com 1 fator e efeito aleatérios, porém agora é chamado

de coeficiente intra-classe condicionado, pois esta corrigido pela varidvel W.

2.26 ANCOVA com 1 fator e efeitos aleatorios

Esse é um modelo no qual considera-se que as inclinagoes nao variam e nao sao afetadas

pelas caracteristicas do grupo. Com as seguintes restrigoes:

e Y91 = 0 e y;; = 0 para o coeficiente do nivel 2;

® Uy =0.

Entao, para esse modelo, nos niveis 1 e 2, respectivamente, temos:

Yij = Boj + b1 Xij + €i5. (2.18)
Boj = 7Yoo + Uoj- (2.19)
B1j = 7o (2.20)

O modelo combinado é dado por:

Yij = doo + 710X + i + uoj - (2.21)
Vv Vv
parte fixa parte aleatdria

O modelo apresenta somente uma variavel explicativa que esté associada ao coeficiente
Y10 que € considerado constante e sem nenhum efeito aleatério, para cada unidade de j

do nivel 2, ou seja, esse coeficiente é igual para o grupo.

2.2.7 Regressao com coeficientes aleatorios

Neste modelo consideram fy; e 31; como coeficientes aleatdrios, os interceptos e in-
clinagoes variando aleatoriamente. O modelo para o nivel 1 e para nivel 2, respectiva-

mente, é dado por:

Yij = Boj + B Xij + €5 (2.22)



Boj = Yoo + Uoj,

Bi; = Y10 + Uiy,

em que,
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(2.23)

(2.24)

Bo; € o intercepto para j-ésima unidade do nivel 2 e representa o valor esperado da

variavel resposta Y;; quando X;; = 0;

Bi1; € o coeficiente de inclinagao associado a varidvel explicativa X;; da i-ésima

unidade do primeiro nivel para a j-ésima unidade do segundo nivel,

Yoo ¢ o valor esperado dos interceptos dos J grupos;

Y10 € o valor esperado das inclinacoes dos J grupos;

up; ¢ o efeito aleatdrio da j-ésima unidade do segundo nivel em fy;;

uy; € o efeito aleatério da j-ésima unidade do segundo nivel em By;;
iid

qu ~ N(O,Too) € ulj %l N(O,Tll);

Cov(ugj, €ij) = 0 e Cov(u,e55) = 0.

Os efeitos ug; e ui; possuem uma distribuicao normal multivariada com uma matriz

de variancia e covariancia dados por:

qu

~ N,(0,€,)
ulj
Too To1
Qu = )
Tor T11

em que,

e Var(ug;) = Too;

o Var(uy;) = m1;

COV(UOj, ulj) = 701-

(2.25)

(2.26)

Os coeficientes 71y, 711 € To1 sao variancias e covariancias nao condicionais, pois o

modelo nao possui um preditor no segundo nivel.
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Para obtencao do modelo combinado basta substituir (2.23) e (2.24) em (2.22) :

)/;j = Joo + 710Xi31'+y0j + ulez'j + €45 . (227)

parte fixa parte aleatéria

O modelo acima ¢ formado por uma parte fixa yo9 + v10X;; como funcao de regressao
e outra parte aleatdria ug; 4+ u1;X;; + €;5, em que o componente ug; ¢ o efeito com relagao
ao j-ésimo grupo sobre a média, u;;X;; ¢ o efeito aleatério do j-ésimo grupo sobre f§;; e

gi; € o erro aleatério do nivel 1.

2.2.8 Interceptos e inclinacoes como respostas

Neste modelo é adicionada a varidvel (IW;) no modelo do nivel 2, pois esse variavel
ajuda a explicar a variabilidade tanto dos interceptos com das inclinagoes. Para a obtencao

desse modelo, basta adicionar a variavel W, nos modelos (2.23) e (2.24):

Boj = Yoo + Y01 W + uoy, (2.28)
B1; = mo + W + wy, (2:29)
em que,
® 7o ¢ o valor esperado do intercepto quando W; = 0;

® 1 ¢ o coeficiente de regressao associado a variavel explicativa W; do nivel 2 com

relacao ao intercepto;

e 11 ¢ o coeficiente de regressao associado a variavel W; do nivel 2 relacionado a

inclinacao;

e uy; ¢ o efeito aleatério da j-ésima unidade do nivel 2 sobre o intercepto quando

WJ:O,

e uy; ¢ o efeito aleatério da j-ésima unidade do nivel 2 sobre a inclinagao para W; = 0;

Com isso, pode-se escrever os efeitos aleatério da seguinte forma:

[“Oj ] ~ N,(0,Q), (2.30)

ulj
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Qo= ™| (2.31)

Tor T11

em que,

e Var(ug;) = 100 ¢ a variancia populacional dos interceptos corrigida por Wj;

Var(uy;) = 711 € a variancia populacional das inclinagoes corrigida por Wj;

o Cov(ug;,ui;) =10 = Cov(Soj, 1j);

COV(UOj, 5@']’) =0e COV(Ulj, gij) =0.

Para este modelo 7g9, 711 € To1 sa@0 componentes de variancia e covariancia residuais

em [y; e B1; quando W; é excluida.

O modelo combinado é dado por:

Yij = 700 + M0Xi; + 01 W5 + 711Xij%+y0j + ui; X5 + €45 . (2.32)
part:; fixa parte ;l;atéria

Verifica-se que o modelo envolve tanto a varidavel X;; do nivel 1 com a W; do nivel 2,
sendo uma parte fixa e outra aleatéria, além disso X;;W; é chamado interacao de nivel
cruzado com a fungao de permite que a inclinacao média de X;; varie com W;. De acordo
com Ramos (2009), as variaveis explicativas X;; e W; dos niveis 1 e 2, respectivamente,
podem ser consideradas centralizadas na média amostral global. Essa centralizacao das
variaveis explicativas na média amostral global ocorre quando os interceptos [p; nao

podem receber o valor zero.

2.2.9 Modelo com inclinacoes variando nao aleatoriamente

“O modelo com inclinacoes variando nao aleatoriamente é obtido quando a variancia
residual (u;) da inclinagao f31; é bem proxima de zero. Em outras palavras, apds o controle
de W;, pouca ou quase nenhuma variancia da inclinacao devera restar para explicar o
modelo” (Bryk e Raudenbush, 1992). Com isso, pode-se considerar que 77 = 0. Assim, o

modelo para os niveis 1 e 2, respectivamente, ¢ dado por:

Yij = Boj + b1 Xij + €i5. (2.33)

Boj = Yoo + Y10Wj + ;- (2.34)
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Bij =70 + W (2.35)

Substituindo o modelo (2.34) e (2.35) em (2.33), encontra-se o0 modelo combinado:

Yij = 00 + YoWj + v10Xs5 + 711WinJ;+ Uoj + €ij - (2.36)
part;,ﬁxa parte ;I,eatéria

Verifica-se neste modelo que as inclinacoes sofrem uma variacao de grupo para grupo,
mas nao de forma aleatéria. Isto pode ser visualizada pelo modelo (2.33), onde f;; varia

somente em funcao de Wj.
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3 INFERENCIA

3.1 Notacao matricial

A notacao matricial sera considerada nessa secao, pois a mesma facilita a manipulacao
para estimagao dos parametros. De acordo com Natis (2000) e Ramos(2009), o modelo

geral do nivel 1 com @) variaveis é dado por:

Yj:Xj,Bj+8j jzl,J, (31)

em que, Y, é o vetor resposta do nivel 1, X ; é a matriz das varidveis explicativas do nivel
1, B, é o vetor dos coeficientes do nivel 1 para o grupo j e €; é o vetor de erro aleatdrio.

Assim, sua notagao matricial é representada por:

Yij 1 Xllj Ce XQlj 60]' 81]'
Y2' 1 X12' XQ2 ﬁl' E9;

v,=| ¥ lx=| " Bols=| Y e T 62
Ynjj i 1 Xlnjj ce Xanj i i ﬁQj i i En,j i

Com relacao ao nivel 2, a sua representacao matricial é dada por:

Bj =Wy +uy, (3.3)

em que, vy representa o vetor de parametros fixos com v, = [0 Vg1 ... Vep), €M
que ¢ = 0,1,...Q , W; ¢é a matriz de varidveis explicativas do nivel 2 com W, =
1 Wy; Wy ... Wpj] e u; é o vetor de parametros aleatérios. Sendo assim, a sua

representacao matricial é dada por:



(W, 0 0 | [

0 Wy ... 0
Wj - . :2] : ’y -
00 .. Wy i

Yo
71

7Q |

qu

ulj

uQj |

Dessa forma, o modelo combinado na forma matricial é dada por:

Yj = XJWJ’Y —f-Xj’U,j —|—6j.
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(3.5)

Considerando agora A; = X ;W e substituindo no modelo (3.5) tém-se a férmula

abaixo:

Yj :Aj'y+Xjuj +€j.

(3.6)

Agora considerando todas as J unidades do nivel 2 para reescrever o modelo (3.6)

temos:
Y =Ay+Xu+e.
—Yl_ —Al 0 0_ —’)’0
Y 0 A, ... O
v=| *la=| T T 4=
Y, ] | 0 0 Ay ] Rz
-UQ- -61
U2 €2
u = ,E =
_UJ_ _EJ

X, 0
0 X,
0 O

Para o modelo (3.6) assume-se normalidade, pois ha necessidade para

tatisticos.

e;~N(O,R)  R=0%1,,

(3.7)

0s testes es-
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u; ~ N(0,G), (3.9)

em que, I,,, ¢ uma matriz identidade com dimensao n; e G é a matriz de variancia e

covariancia.

3.2 Meétodo de estimacao

De acordo com Bryk e Raudenbush (2002) existem trés parametros a serem estimados
em um modelo multinivel com 2 niveis, sao eles: efeito fixo, coeficiente aleatério do nivel 1
e componentes de variancia e covariancia. Diversas técnicas de estimagao sao utilizadas no
modelo multinivel, pois o mesmo possui diversos tipos de parametros como citado acima.
Os coeficientes 3; no nivel 1 pode ser fixos ou aleatdrios, os coeficientes 7 sao fixos no
nivel 2 e as variancias e covariancia entre os niveis 1 e 2 sao chamados de componentes de
variancia e covariancia. Em geral, sao necessarios processos interativos para a estimagao

desses parametros.

Atualmente, algoritmos tém sido implementados em softwares para a estimacao e o
ajuste dos modelos multiniveis. Os Minimos Quadrados Iterativos Generalizados (MQIG)
e os Minimos Quadrados Interativos Generalizados Restritos (MQIGR) sao exemplos

desses algoritmos.

Na secao a seguir, serao abordados topicos referentes a estimagao nos modelos multiniveis.
Para maiores detalhes teéricos sugerimos Littell et al (2006), Demidenko (2004) e McCul-
loch (2008). Para a estimacao dos parametros serd considerado, neste trabalho, o modelo
(3.7) e os métodos dos Minimos Quadrados Ponderados (MQP) ou Minimos Quadrados
Generalizados (MQG).

3.2.1 Estimacao dos efeitos fixos ()

Os minimos quadrados ponderados (MQP) ou MQG sao utilizados para estimar 7,

como ¢ visto abaixo:

= (AVIA)TAV Y, (3.10)

em que,
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V =var(Y) = XGX' + R. (3.11)

J

Com A representando uma matriz com dimensao N x J com N = E n;, V ¢é a
i=1

estimativa para V com G e R, sendo R uma matriz com dimensao N x N, onde G ¢ R

serdo substituido pelos seus estimadores de maxima verossimilhanga (MV). Os elementos
das matrizes G e R sdao chamados de componente de variancia e sdo estimados pela
méxima verossimilhanga restrita (MVR)! ou pela méxima verossimilhanca (MV), como

serd mostrado na se¢ao seguinte. A variancia de estimada 4 é dada por:

—

var(y) = (A'V'A)" (3.12)

3.2.2 Estimacao dos componentes de varidancias (R e G)

Caso o tamanho amostral n; seja iguais para todos os niveis, existe uma férmula de
forma fechada para estimar os parametros de variancia e covariancia. Quando o tamanho
amostral n; ¢ diferente usa-se métodos numéricos iterativos para obter as estimativas.
Geralmente, esses métodos sao baseados em técnicas de estimacao por MV. Os estimadores

de MV de R e G sao encontrados maximizando a funcao de log-verossimilhanca dada por:

1 N, N o
=l — 1 “Ir) — = |1+log=— 1
huv(GR) 5 og|V| 5 og(rV=—r) 5 [ + ogN} , (3.13)
em que,
r=Y - AAV A AV Y. (3.14)

Se o numero de unidades do nivel 2 (J) é grande, entdo, os estimadores gerados pela
MV sao aproximadamente iguais aos estimadores gerados pela MVR. Os estimadores
MVR dos componentes de variancia e covariancia sao baseados nos residuos, que sao
obtidos apds a estimacao dos efeitos fixos pelo MQP ou pelo MQG. Os estimadores de
MVR levam em consideracao o ntumero de graus de liberdade usado nas estimativas dos

efeitos fixos quando se estima os componentes de variancia e covariancia. Os estimadores

L. Patterson e Thompson (1971) apresentaram uma modificacio ao método de MV que passou a ser
denominado MVR por Harville(1997). O método MVR mantém as demais propriedades do MV. O MVR
é equivalente a ML para um conjunto de dados que tenham sido padronizados. Além disso, o MVR é
iterativo e, portanto, demanda grandes recursos computacionais.
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MVR de G e R sao encontrados maximizando a funcao de log-verossimilhanca seguinte:

1

1 (N —p)
2

v (GR) = 1og\V|—%1og(A’le)— log(r/Vlr)—w {1 + logi] |

(N —p)
(3.15)

emquer =Y — A(AVTAYA VY e p = rank(A).
3.2.3 Predicao dos efeitos aleatorios (u)

Os estimadores dos efeitos aleatérios podem ser obtidos quando se substitui (3.10) na

fungao obtida quando deriva-se [y, com relacao a 7y e u;. Deste modo, tem-se:
i, = GX'V Y — A%). (3.16)

3.3 Teste de hipdteses

Os teste de hipdteses, uniparamétricos e multiparamétricos, para os efeitos fixos e os
componentes de variancia e covariancia de um modelo multinivel serao apresentados nessa

secao.

3.3.1 Teste de hipdtese para efeito fixo

Neste teste, o interesse é investigar se os efeitos fixos estimados sao significativamente

diferentes de zero. A hipotese de interesse para testar um unico efeito fixo é dada por:

Hy i vqp = 0.

A estatistica de teste é calculada tomando a razao entre o estimador MV ou MRV e

o seu erro-padrao estimado e é dada por:

‘= Vpq 7
Var(vp,)

em que 7,, ¢ o estimador do efeito fixo (7,,)e \/@“(’yg,q) ¢ a variancia estimada de 7.

De acordo com Ramos(2009), a estatistica de teste possui uma distribuigao t-Student
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com J — P — 1 graus de liberdade para dados balanceados e para algumas situacoes de

dados nao balanceados.

No caso que se tenha mais de um efeito fixo simultaneamente, se faz necessario o uso
de contraste e o teste é realizado por meio da estatistica de Wald. A notacao usada nessa

segao serda baseada em Ramos (2009).

Suponha que o vetor de efeitos fixos é dada por:

'Y:('Vll Y12 Y21 722)/.

Entao, por exemplo, deseja-se testar a seguinte hipotese:

Hy :vi1 =722 = 0.

Reescrevendo a hipétese na forma matricial tém-se que:

Hy:C'y=0,

, 1000
em que C' = )
0 001

Sendo 4 o estimador do vetor de efeitos fixos 7 e VAV a variancia estimada de 4. Assim

sendo, a variancia é dada por:

Var(C'q) =C'VC = Vg,
e sob Hj a estatistica calculada para o teste de Wald ¢ dado por:

=1

H=4CV C4%,

em que, a distribuicao assintdtica para essa estatistica ¢ uma distribui¢ao x? (qui-quadrado)

com numero de graus de liberdade igual ao ntiimero de linha de C.
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3.3.2 Teste de hipotese para componente de wvariancia e co-
variancia

Segundo Ramos(2009) seja 7,, a variancia dos coeficientes u,; e para verificar se esse

coeficiente é fixo ou aleatdrio, pode-se testar a hipotese nula da seguinte maneira:

HO : qu :O,

em que 7,, ¢ um elemento de G. Para o caso da hipétese nula for rejeitada conclui-se que

hé variacao aleatéria nos ;. A estatistica para testar a hipétese acima é dada por:

—

= (3.17)
Var(Ty)

Para grande amostras tém-se que a estatistica (3.17) possui uma distribuigdo aprox-
imadamente normal e a estimativa de 7., é obtida através do inverso da matriz de in-

formagcao de Fisher.

Uma outra alternativa para testar a hipotese é usando as estimativas obtidas através
do método dos Minimos Quadrados Ordinédrios(MQO), ou seja, o mesmo método usado
para a estimacao dos modelos lineares classicos. Porém, esse teste s6 ¢ possivel de ser
usado caso todos ou pelo menos a maioria dos grupos possuirem dados suficientes para

calcular as estimativas de MQO. Dessa maneira, considera-se o seguinte modelo:

P
Baj = Yoo + Z VapWo;- (3.18)

p=1

Considerando o modelo em (3.18) a sua estatistica de teste é dada por:

= . (3.19)
=1 quj

Jj=

— Py P o
o i (Baj — ¥q0 — szl Yoo Wpj)?

Essa estatistica tem aproximadamente uma distribuicao x? com J — P — 1 graus
de liberdade. Para o caso que se queria testar mais de um componente de variancia e
covariancia simultaneamente, pode-se utilizar o teste de razao de verossimilhancas. Com

isso, na hipdtese nula tém-se que todos esses componentes sao nulos.

H: DQ - Dl, (320)
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em que Dy e Dy sao as “Deviance” relacionadas a cada um dos modelos testados. O Dy

e Dy sao calculados da seguinte forma, respectivamente:

DQ = —QZOQ(LQ),

D1 = —QZOQ(Ll),

em que Ly é o valor da verossimilhanca associada com a estimativa de MV do modelo
completo e Ly é o valor da verossimilhanga associada com a estimativa de MV do modelo

alternativo.

A estatistica de teste (3.20), sob Hy, possui distribuigao assintética x? com m graus

de liberdade, em que m ¢ a diferenca entre os graus de liberdade dos dois modelos.

3.4 Selecao de modelo

A escolha do modelo nem sempre é facil, pois leva-se em consideracao que o modelo
deve se adaptar da melhor maneira a descricao dos dados em estudo. Com isso, existem
critérios para fazer tal selecao, entre esses critérios tém-se o critério de informagao de

Akaike (AIC), o deviance e o coeficiente de determinagao (R?).

3.4.1 AIC

Esse critério é usado para comparar os modelos com os mesmos efeitos fixos, mas com
estruturas de covariancia diferentes. O AIC para modelo multinivel é dada pela seguinte

formulas

AIC = D + 2, (3.21)

em que D é o deviance e ¢ € o nimero de parametros estimados.

Assim, o modelo que apresentar o menor valor do AIC pode ser considerado o mais
apropriado para representar o fendomeno em estudo. Além disso, AIC é um indice de
qualidade de ajustamento que compara os modelos que estao sendo ajustado para um

mesmo conjunto de dados, utilizando o mesmo método de estimacao.
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3.4.2 Deviance

Na analise de dados deve-se considerar que quanto maior for o niimero de varidveis
explicativas em estudo incluida no modelo, menor sera o valor do deviance, ou seja, melhor
serd o modelo. Porém, o modelo deve ser parcimonioso em relacao ao niimero de variaveis
explicativas. Desta forma, faz-se necessario saber se as variaveis ou os parametros que
sao acrescentada ao modelo contribuem de forma significativa para o melhoramento do

ajuste ou nao.

3.4.3 Coeficiente de determinacao

O coeficiente de determinacao, denotado por R?, é a variabilidade total da varidvel
resposta que é explicada pelas varidveis explicativas no modelo. Nos modelos de regressao

classicos, ele mede a capacidade explicativa do modelo e sua estatistica é dada por:

B var(Y') — var <Y =D i ﬁij> 499
B var(Y) ’ (3:22)

em que, var (Y — 2?21 B X j> representa a variancia residual do modelo com variaveis
explicativas e var(Y'), a variancia do modelo nulo, ou seja, modelo sem varidveis explica-

tivas.

Segundo (Ferrao, 2003, p.56 apud Valente, 2007, p. 79), nos modelos multiniveis, nos
quais apenas o intercepto tem componente aleatério, a variancia total pode ser decomposta
em duas parcelas: em variancia de nivel 1 (¢2) e variancia de nivel 2 (¢2,). Com isso,
calcula-se o coeficiente de determinacio, que é representado por R? e R%. Assim, tém-se

a férmula para calcular R? e R? é dada por, respectivamente:
R = L_—cm) (3.23)

2 2
au0|b - UuO\m
2 )
0u0|b

Rs = (3.24)

2

em que, 052“) ¢ a variancia residual do nivel 1 para o modelo nulo e Om é a variancia

residual do nivel 1 para modelo de comparacao.

2

em que, 020|b ¢ a variancia residual do nivel 2 para o modelo nulo e To0lm é a variancia

residual do nivel 2 para modelo de comparacao.
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Como pode-se verificar, o R? é adaptado para modelos multiniveis, pois o mesmo
representa um indicador aproximado do percentual de variancia explicada em cada nivel
do modelo. Geralmente, o R? é usado com uma estatistica reserva para a selecao do

modelo ou tomada de decisao do modelo final.
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4 APLICACAO

Neste capitulo sdo apresentadas as andlises dos microdados do SAEB (Sistema Na-
cional de Educagao Brasileira). O banco de dados estd disponivel no site do Instituto
Nacional de Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP). Vale ressaltar que o SAEB
foi criado em 1988 pelo Ministério da Educagao e Cultura (MEC) com a finalidade de
avaliar o sistema educacional do Brasil. Encontra-se no site do INEP as edi¢oes do SAEB

para os anos de 90, 93, 95, 97, 99, 01, 03, 05 e 11.

Para melhor exemplificar a técnica de MM serd utilizado apenas os microdados da
edicao de 2011 do SAEB. Além disso, foram considerados somente os alunos que estu-
daram em escolas da capital cearense. Além do mais, os selecionados preencheram o
questiondrio socioeconémico (que também esté disponivel no site do INEP) e obtiveram
nota na prova de proficiéncia em matematica. Vale enfatizar que apenas algumas variaveis

foram utilizadas para a analise.

4.1 Banco de dados

O conjunto de dados contém uma amostra de 20491 alunos distribuidos entre 267
escolas da capital cearense. Para a utilizacao do modelo multinivel considerou-se dois
niveis, sendo o nivel 1 serd associado aos alunos e o nivel 2 para as escolas. Além do
mais, a proficiéncia em matematica foi considerada a variavel resposta e como variaveis
explicativas: sexo, idade, raga, tipo de rede de ensino e participacao em atividade contin-
uada feita pelo diretor da escola. Vale ressaltar que as variaveis em estudo fazem parte
do questionario socioeconomico dos alunos e diretores. Na Tabela 2 encontram-se a cod-
ificacao e a descricao com relagao ao banco de dados de cada varidvel que serd usada no

modelo.
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Tabela 2: Descricao e codificacao das variaveis em estudo
Variavel Descricao Codificagao

0-Masculino

Sexo Sexo do Aluno ..

1 -Feminino

. 0 -Branco
Raca Como o aluno se considera )
1 -Para as demais

8 a 15 anos

Idade Idade do aluno (Idade centralizada)
. . 0 -Publica
Rede Tipo de Rede de Ensino 1 Privada
. . .. .. N . 0 - Nao
AtivPartic Participou atividade de formagao continuada 1 -Sim

Profic Proficiéncia em Matematica 0 a 500

4.2 Softwares

Atualmente, existe um conjunto de ferramentas computacionais que podem ser usadas
para explorar, avaliar e compreender a ampla técnica dos modelos multiniveis. Para a
utilizagao dos MM’s alguns algoritmos foram implementados em diversos softwares, entre
eles HLM, MLwiN, SAS e R. No SAS, um programa computacional pago, pode-se destacar
o pacote PROC MIXED (ver em Littell et al (2006)) sendo um pacote adequado para o ajuste

e a estimagao dos modelos multiniveis.

Para ajustar os modelos propostos sera utilizado o software R, um programa com-
putacional livre e gratuito. Esse software disponibiliza diversos pacotes, para o ajuste
e estimacao dos MM'’s, tais como nlem, Ilmej e o multilevel. Os pacotes Imej e nlem
serao usados para a andlise, e as fungoes para especificar o modelo sao Imer() e Ime(),

respectivamente.

4.3 Modelo de regressao linear classico - MO

Considerando os dados do SAEB, uma opg¢ao inicial de modelagem ¢é através de um
modelo de regressao linear classico. Para a selecionar o melhor modelo foi utilizado a
fungao step(). Vale ressaltar que o comando seleciona o melhor modelo por meio do AIC.

Desta forma tém-se o modelo final resultante é:

profic; = [+ B1Sexo+ Poldade + P3Rede + ¢, 1=1,2,...20491.

Na Tabela 3 sao apresentadas as estimativas para os parametros do modelo de regressao
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classico. Verifica-se que todos os parametros sao significativos, ao nivel de significancia
de 5%.

Tabela 3: Estimativa dos parametros para o modelo final
Parametro Estimativa FErro padrao t valor Nivel descritivo

Tntercepto  204,2791 0,3847 531,03 < 0,001
Idade -5,5130 02094  -26,33 < 0,001
Sexo ~11,7480 0,5472  -21,47 < 0,001
Rede 39,1969 1,8539 21,14 < 0,001

O coeficiente de determinacao do modelo foi 0,0735, sendo proximo de 0. Essas estima-
tivas serao comparadas com as fornecidas pelo MM, considerando ja que existe indicagao
de dependéncia nas observacoes, pois ha um estrutura hierarquica no sistema educacional.
Além do mais, uma das suposicoes do modelo linear classico é que as observacoes nao po-
dem ter dependéncias. Com isso, uma solugao plausivel seria considerar a estrutura dos

dados na andlise, assim sendo o MM pode ser um boa alternativa para esse problema.

4.4 Modelos multiniveis

Nessa secao serao expostos alguns MM’s, considerando dois niveis. O indice ¢ repre-
senta e identifica o aluno e o indice j indica a que escola ele pertence. Com isso, serao

definidas as varidveis de cada nivel em estudo.

Variaveis explanatoérias para o nivel 1:

® Sexo;;: 0 sexo do i-ésimo aluno da j-ésima escola;
e Raca;;: a raca do i-ésimo aluno da j-ésima escola;

e Idade;;: a idade do i-ésimo aluno da j-ésima escola.
No nivel 2, escola, as variaveis explanatorias sao as seguintes:

e Rede;: tipo de rede de ensino da j-ésima escola;

o AtivPartic;: participagao de atividade do diretor da j-ésima escola.

A varidvel resposta considerada é Profic;;: a proficiéncia em matemética do i-ésimo

aluno da j-ésima escola.
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4.4.1 Modelo Anova com 1 fator e efeito aleatorio - M1

E considerado o modelo mais simples, pois nao existem variaveis explicativas em
nenhum dos dois niveis. A partir dele calcula-se o valor do coeficiente intraclasse. O

modelo M1 é apresentado abaixo:

PTOfZ'Cij = ﬁoj + &j 5z‘j ~ N(O, 0'2)

Boj = oo+ uo; ug; ~ N (0, To0)
Na Tabela 4 sao apresentadas as estimativas e o erro padrao para os estimadores.

Tabela 4: Estimativas dos parametros do modelo nulo (M1)

Efeito Fixo Estimativas FErro-padrao t valor Nivel descritivo
Y00 199,757 0,927 215,469 < 0,001
Efeito Aleatério  Estimativa
T00 204,6848
o? 1455,6294

De acordo com a Tabela 4a estimativa para o intercepto (efeito fixo) mostra que a
proficiéncia média dos alunos é 199,757 pontos, sendo significativamente diferente de zero,
uma vez que o nivel descritivo associado é < 0,001. Pode-se verificar que da variancia
total de 1660,3142; 204,6848 ¢é devido a variabilidade entre escolas e 1455,6294 é devido
a variabilidade intra escolas. Outra informacao obtida a partir da tabela acima é o

coeficiente intraclasse que é dado por:

o 204, 6348
02 + 10 1455,6294 + 204, 6848

p= = 10,1232

O coeficiente intraclasse de 0,1232 significa que aproximadamente 12% da variancia da
proficiéncia em matemaética pode ser atribuida a escola. Esse valor indica que a suposicao
de independéncia de regressao linear possivelmente nao é adequada para esses dados, assim
justificando o uso do MM. Porém, existe a necessidade de verificar se 7y € significativo, ou
seja, se existe variagao no intercepto, o que ¢é feito comparando os modelos com intercepto

aleatdrio e sem intercepto aleatorio. Essa comparacao pode ser vista na Tabela 5.
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Tabela 5: Teste de razao de verossimilhanca

Modelo gl AIC BIC logverossimilhanca T.R.V  valor-p
com intercepto aleatério 3  208024,5 208048,3 -104009,3
sem intercepto aleatorio 2 209803,1 209819,0 -104899,6 1780,6 < 0,001

Com o resultado do valor-p < 0,0001 rejeita-se a hipotese de que o componente de
variancias é nulo. Desta forma, tém-se que o intercepto aleatorio é significativo, ou seja,

existe uma variacao significativa entre as escolas.

4.4.2 Modelo com o intercepto aleatdéorio e varidveis explicati-
vas no nivel 1- M2

Para este modelo, adicionam-se as variaveis explicativas Sexo, Raca e Idade associadas
aos alunos no nivel 1, além disso considera-se o intercepto aleatério. Assim sendo, o

modelo M2 é dado por:

P’f’OfZ-CZ'j = ﬁOj + ﬁljSexolj + ngRacaij + ﬁgj[dadel-j + Eij

Boj = Yoo + Ug;

B i = 710
B2 i = 720
53j = 730

Na Tabela 6 temos os valores das estimativas para o M2:

Tabela 6: Estimativas para os parametros do M2

Efeito Fixo Estimativas FErro-padrao t valor  Nivel descritivos
Y00 204,8506 1,0405 196,8632 < 0,001
Y10 -11,4110 0,5275 -21,6293 < 0,001
Y20 0,6253 0,6466 0,9669 0,3336
Y30 -5,1758 0,2055 -25,1851 < 0,001
Efeito Aleatorio Estimativas
T00 180,2205
o? 1389,3284

Através da Tabela 6 pode-se verificar que apenas a variavel raga nao foi significativa
para o modelo. Embora as variaveis explicativas sejam associadas aos alunos, pode-se

verificar que a variancia intra escola, ou variancia entre alunos, sofreu reducao.
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4.4.3 Modelo com intercepto e inclinacoes aleatorios - M3

Considerando todos os coeficientes variando aleatoriamente, defini-se o M3 que pode

ser especificado da seguinte forma:

Profic;; = [o; + brjSexo;; + Bajldade;; + €5
Boj = Yoo + uo;
By = 70+ Uy
Baj = Y20 + ug;

A Tabela 7 contém as estimativas dos parametros do modelo e verifica-se ao nivel de

significancia de 5% que os coeficientes de efeitos fixos sao significativos.

Tabela 7: Estimativa dos parametros do M3

Efeito Fixo Estimativas Erro-padrao t valor Nivel Descritivo

Yoo 205,1944 0,9506 215,86 < 0,001

Y10 -11,4545 0,5474 -20,93 < 0,001

Va0 -5,2850 0,2189 -24,14 < 0,001

Efeito Aleatério Estimativas

Too 798,277

11 5,495

Too 1,616

o2 1387,786

4.4.4 Modelo com wvaridveis explicativas no nivel 2 - M},

Nesse modelo adiciona-se as variaveis explicativas Rede e Atividade pratica no nivel
2, com a finalidade de explicar a variabilidade das escolas. A estrutura do M4 é dada

abaixo:

Profic;; = poj + rjSexo;; + Bajldade;; + €5
Boj = oo+ Yo Redej + oo AtivPartic; + ug;
ﬁlj = 710
523‘ = 720
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Na Tabela 8 sao apresentadas as estimativas dos parametros do modelo e pela mesma
verifica-se que o nivel descritivo da variavel ativpartic nao foi significativo, ou seja, a

atividade continuada do diretor nao afeta a proficiéncia do aluno.

Tabela 8: Estimativa dos parametros do M4

Efeito Fixo Estimativas FErro-padrao t valor  Nivel descritivo
Yoo 202,1834 2,0965 96,4344 < 0,001
Y10 -11,4018 0,5272 -21,6232 < 0,001
Y20 -5,0996 0,2054 -24,8274 < 0,001
Yot 32,7330 3,5742 9,1579 < 0,001
Yoz 1,7951 2,2175 0,8095 0,4182
Efeito Aleatério  Estimativa
Too 132,0127
o? 1389,2710

4.4.5 Modelo com wvaridvel explicativa no nivel 2 - M5
Apoés a retirada dessa variavel obtém-se as estimativas apresentadas na Tabela 9:

Tabela 9: Estimativa dos parametros do M5

Efeito Fixo Estimativas Erro-padrao t valor = Nivel descritivo
Y00 203,7437 0,8251 246,9185 < 0,001
Y10 -11,4002 0,5272 -21,6208 < 0,001
Y20 -5,0998 0,2053 -24,8291 < 0,001
Yo1 32,6558 3,5774 9,1282 < 0,001
Efeito Aleatorio  Estimativa
T0o 132,4664
o2 1389,2624

4.4.6 Fscolha do modelo

A escolha do modelo final sera feita através do AIC, que é uma medida de ajuste do
modelo, ou seja, por meio dele pode-se concluir qual é o melhor modelo para representar
a natureza do banco de dados. Na Tabela 9 verifica-se o grau de liberdade e o valor do

AIC. Por esse critério, o modelo a ser escolhido é o que apresentar o menor valor para o
AIC.
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Tabela 10: AIC para os modelos ajustados
Modelo Grau de Liberdade AIC

MO D 208242,1
M1 3 208026,2
M2 6 2070579
M3 10 207034,4
M4 7 206986,9
Mb 6 206985,5

Pelo critério do AIC o modelo indicado é o M5 - que possui variavel rede no nivel 2 -
pois possui um AIC igual a 206985,5. O modelo selecionado para explicar a proficiéncia

em matematica do aluno i da escola j é:

Profic;; = o0 + o1 Rede; + vipSexo;; + vyaoldade;; + ug; + €45

Ao comparar as estimativas do modelo M5 com o MO verifica-se um redugao nessas

estimativas
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Os modelos multiniveis estao sendo muito usados nas mais diversas areas de estudo,
como por exemplo em Educacao, pois vém cada vez mais crescendo suas aplicagoes, funda-
mentacoes tedricas e ferramentas computacionais. Nesse trabalho, a teoria e aplicagao dos
modelos multiniveis foram apresentadas considerando os modelos lineares e que possuem

distribuicao normal.

Conforme os objetivos deste estudo, pode-se concluir que quando os dados estao orga-
nizados segundo uma estrutura hierarquica, é de suma importancia levar em consideracao
essa estrutura, uma vez que nao faze-la pode implicar em uma superestimacgao dos coefi-
cientes do modelo em estudo. Além disso, varios MM’s com 2 niveis foram apresentados,
desde os mais simples, em que nao existe nenhuma variavel explicativa, até os mais com-

plexos, em que existe variaveis nos 2 niveis do modelo.

Na modelagem com os microdados do SAEB pode-se verificar que ao desconsiderar a
estrutura hierarquica utilizado a regressao linear classica obteve-se estimativas um pouco
mais elevadas quando comparadas com as obtidas usado os modelos multiniveis. Além
disso, ao utiliza o modelo linear classico houve uma possivel subestimacao das estimativas
dos erros padroes, pois 0 mesmo nao considera as duas fontes de variagao encontradas nos

modelos multiniveis.

O software R mostrou-se muito 1til no ajuste dos modelos multiniveis e na estimacao
dos parametros envolvidos nos modelos, facilitando, assim, o desenvolvimento desse tra-

balho.

Como continuidade para deste estudo seria interessante:

e Adicionar mais variaveis ao modelo na tentativa de melhorar a explicacao da proficiéncia
dos alunos; uma variavel interessante a ser acrescentada no modelo seria o nivel so-

cioeconomico dos alunos;

e Fazer uma analise de diagndstico para testar as suposicoes do modelo, assim como

identificar pontos influentes. Para verificar mais detalhes ver em Nobre (2004),
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Hilden-Minton (1995) , Simonoff (2013) e Pires (2009);

e Usar uma modelagem com estimacao bayesiana. Para maiores detalhes verificar em

Natis (2000).
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ANEXO - COMANDOS NO R

# Pacote para a aplicagdo do modelo multinivel
require(1lme4)

require(nlme)

require(multilevel)

# Leitura dos dados

dados<- read.table(choose.files())
# Fixando o banco de dados
attach(dados)

# Visualizando os primeiros valores
head(dados)

# Nome das variaveis

names (dados)

# recodificando a varidvel idade
idade<-idade-mean(idade)

sexo<-factor(sexo)

rede<-factor(rede)

62
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raca<-factor(raca)

ativpart<-factor(ativpart)

# Modelo de regressdo linear cléssico

modre<-1lm(proficiencia~idade+ sexo+ raca +rede+ativpart)

step(modre,direction = c("backward"))

# Modelo de regressdo linear cléssico escolhido

modref<-lm(proficiencia ~ sexo + idade + rede)

summary (modref)

# Analise de variédncia

anova(modref)

# Modelo Nulo- N3o contém nenhuma variavel - Anova com 1 fator aleatdérios -Ml

mod1<-lme(proficiencia ~ 1, random = ~ 1 | escola, data=dados,method="ML")

# ML metodo de maximo verossimilhanga

summary (mod1)

# Estimativas as estimativas do componente de variancia

vcomp<- as.numeric(VarCorr(mod1) [, 1]); vcomp

# Coeficiene intral classe

tau.sq <- as.numeric(VarCorr(modl) [1,1])
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sigma.sq <- as.numeric(VarCorr(modl) [2,1])

icc<-tau.sq/(tau.sqg+sigma.sq); icc

# Verificando se existe intercepto aleatorio

mod.nulo.c<-lme(proficiencia™1, random= ~1|escola, data=dados)

mod.nulo<-gls(proficiencia™1, data=dados)

anova(mod.nulo.c,mod.nulo)

# Modelo com as variaveis explicativas com coeficiente aleatério- M2

mod2<-lme(proficiencia ~ 1 + sexo + raca + idade,

random = ~ 1 | escola, data=dados,method="ML")

summary (mod2)

# Estimativas as estimativas de componte de varincia

vcompl<- as.numeric(VarCorr(mod2)[, 1]); vcompl

# Coeficiene intral classe

tau.sq <- as.numeric(VarCorr(mod2) [1,1])

sigma.sq <- as.numeric(VarCorr(mod2) [2,1])

icc2<-tau.sq/(tau.sq+sigma.sq); icc2

# Modelo com intercepto e inclinagdo aleatorio

mod3<-lmer(proficiencia ~ 1 + sexo + idade +(sexo+idadelescola),

data=dados,REML=F)



summary (mod3)

# Estimativa do componente de variéncia

vcomp2<- as.numeric(VarCorr(mod3)[,3]); vcomp2

# Modelo com variadveis no segundo nivel

mod4<-lme(proficiencia ~ 1 + sexo + idade +rede+ ativpart,

random = ~ 1 | escola, data=dados,method="ML")

summary (mod4)

# Estimativa do componente de variéncia

vcomp3<- as.numeric(VarCorr(mod4) [,1]); vcomp3

# Modelo com variadveis no segundo nivel sem ativpart

modb<-1lme(proficiencia ~ 1 + sexo + idade + rede,

random = ~ 1 | escola, data=dados,method="ML")

summary (mod5)

# Estimativa do componente de variéncia

vcomp4<- as.numeric(VarCorr(mod5) [,1]); vcompd

#Escolha do modelo

AIC(modref ,mod1,mod2,mod3,mod4 ,mod5)
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