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RESUMO

A distribui¢dao Birnbaum-Saunders ¢ um modelo utilizado para analisar o tempo de vida de ma-
teriais sujeitos a algum dano cumulativo, sendo um exemplo de distribui¢do de tempo de vida
por fadiga. A distribui¢io tem recebido bastante aten¢do ultimamente, sendo tema para diversos
trabalhos, inclusive com uma proposta de uma forma reparametrizada como objeto de modela-
gem, em que a média da distribuicdo € utilizada como um dos seus pardmetros. Isto permite que
o ajuste de modelos de regressdo de maneira semelhante a realizada em modelos lineares ge-
neralizados (MLG) possam ser feitos para a distribui¢do Birnbaum-Saunders. O objetivo deste
trabalho consiste em discutir algumas propriedades da distribuicao Birnbaum-Saunders repara-
metrizada (BSR), assim como formas de estimag@o dos parametros da BSR, pelos métodos de
maxima verossimilhanca, momentos e momentos modificado. Modelos de regressao Birnbaum-
Saunders (MRBS) sdo apresentados, tratando do seu desenvolvimento e método de estimacao.
Além da abordagem cléssica, a abordagem Bayesiana da distribuicdo também serd discutida no
trabalho, tratando das distribui¢des a priori dos parametros e das estimativas obtidas com as
distribui¢des a posteriori, tanto para casos univariados como em modelos de regressao Bayesi-
anos. Um exemplo de aplicagdo serd feito em dados sobre o tempo de vida de pacientes com
leucemia, analisando o ajuste dos modelos de regressao com a distribui¢do Birnbaum-Saunders
aos dados. Com intuito de verificar a sensibilidade dos modelos no ajuste aos dados, neste
trabalho é realizada uma comparagao entre os métodos de andlise de diagndstico de influéncia
dos modelos, no MRBS cléssico e Bayesiano, verificando as similaridades e diferencas entre
ambos, obtendo entdo mais informagdes para decisdes de um modelo a ser adotado.

Palavras-chave: Distribuicao Birnbaum-Saunders. Modelos de regressdo. Andlise de diagnds-
tico.



ABSTRACT

The Birnbaum-Saunders distribution is a model used to analyze lifetime of objects that suffer
from a cyclic cumulative damage, consisting in an example of fatigue lifetime distribution. The
distribution has received great attention lately, serving as theme of many works, including one
proposal of reparametrization used in modeling, where the mean is used as one of its parame-
ters. This allows the regression model with the Birnbaum-Saunders distribution to be fitted in
a similar manner as a generalized linear model (GLM). The objective of this work is to dis-
cuss some properties of the Birnbaum-Saunders distribution, also estimation procedures: the
maximum likelihood, moments method and modified moments method. Birnbaum-Saunders
regression models (BSRM) are presented, with its development and estimation methods. Be-
sides the classical version, the Bayesian approach is discussed in the work, presenting priori
distributions of the parameters and estimatives obtained with posteriori distributions, for both
univariate case and Bayesian regression models. An application example is done in a dataset
about the lifetime of patients with leukemia, analyzing the adjustment of Birnbaum-Saunders
regression models for this data. With the concern to handle a sensitive analyses for the mo-
dels, influence diagnostic methods in the classic BSRM and the Bayesian model are compared,
verifying the similarities and differences of both methodologies in evaluating influential obser-
vations, obtaining then more information to decide which model to use.

Keywords: Birnbaum-Saunders distribution. Regression models. Diagnostic analysis.
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1 INTRODUCAO

A distribui¢do Birnbaum-Saunders € uma distribui¢do de suporte positivo utilizada
em analise de tempo de vida. Ela foi proposta inicialmente por Birnbaum e Saunders (1969a),
tendo sua forma gerada baseada em razoes fisicas do que ocorre com um objeto submetido a um
processo de fadiga, sendo posteriormente mostrados por Birnbaum e Saunders (1969b) métodos
de estimacao dos parametros por maxima verossimilhanca bem como algumas propriedades da
distribuicao.

Em relacdo a modelos de regressao, um modelo log-linear Birnbaum-Saunders foi
proposto por Rieck e Nedelman (1991), obtendo a distribui¢cdo log-Birnbaum-Saunders como
caso particular da distribuicdo Seno-Hiperbolico Normal. Modelos para tempo de vida ace-
lerado foram propostos por Owen e Padget (2000). Posteriormente, diversos trabalhos foram
realizados sobre modelos de regressao para esta distribuicdo, entre eles pode-se destacar Diaz-
Garcia e Leiva (2002) que propuseram uma extensao dos modelos anteriores, a distribuicao
Birnbaum-Saunders generalizada, em que distribui¢des de contornos elipticos podem ser utili-
zadas como nucleo da distribui¢do ao invés do modelo original que tem a Normal como nicleo
gerador. Barros, Paula e Leiva (2009) desenvolveram um pacote no programa R para andlise
para a distribuicdo Birnbaum-Saunders generalizada, considerando casos de dados com ou sem
censura, possibilitando uma maior aplicacdo da BS em dados de andlise de sobrevivéncia.

No referente a abordagem Bayesiana, Achcar (1991) realizou inferéncias para a dis-
tribui¢do Birnbaum-Saunders, comparando resultados obtidos pela metodologia Bayesiana com
os da abordagem cléssica da distribui¢do. Andlises de influéncia e diagndstico Bayesianos para
modelos de regressao Birnbaum-Saunders com ntcleo t-Student foram propostos por Cancho,
Ortega e Paula (2010). Uma andlise também foi feita por Farias e Lemonte (2011), para um
modelo Birnbaum-Saunders nao-linear Bayesiano, com avalia¢do de influéncia e diagndstico.

Novas parametrizagdes foram estudadas por Ahmed et al (2008), que avaliaram mé-
todos de estimacgao e performance de uma reparametrizagdo da distribui¢do. Na mesma linha,
também pode-se citar o trabalho de Santos-Neto ef al (2012), que avaliaram diversas reparame-
trizagdes e suas propriedades. Em relagdo a modelos de regressdo para uma das formas repara-
metrizadas, Leiva et al (2014) propuseram uma nova forma de modelagem para a distribui¢io
Birnbaum-Saunders.

O objetivo deste trabalho € apresentar o modelo proposto por Leiva et al (2014),
e apresentar uma nova abordagem para o mesmo utilizando a metodologia Bayesiana, compa-
rando ambas versdes. No Capitulo 2, serd apresentada a distribuicdo Birnbaum-Saunders na
sua versdo original, sendo mostradas suas principais propriedades e a demonstra¢do de alguns
resultados. No Capitulo 3, a versdo reparametrizada pela média serd introduzida, sendo mostra-
das propriedades da distribuicdo e formas de estimagdo dos pardmetros. O modelo de regressao
Birnbaum-Saunders proposto por Leiva et al (2014) serd abordado no Capitulo 4, sendo apre-
sentado sua forma, métodos de estimacdo e anédlise de influéncia. No Capitulo 5, serd proposta
uma abordagem Bayesiana para a versdo reparametrizada da distribui¢do e do modelo de re-
gressd@o. No modelo de regressdo Bayesiano também serd discutido métodos de comparagdo
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de modelos e de diagnostico de influéncia. No Capitulo 6, serd feito um exemplo de aplicagao
para os modelos de regressao Birnbaum-Saunders nas versdes cldssica e Bayesiana, sendo com-
parados ambos modelos, verificando também as semelhancas entres métodos de diagndstico de
influéncia sob ambas abordagens. Por tltimo, no Capitulo 7, serdo feitas as consideracdes finais
do trabalho e propostas para trabalhos futuros.

Nos capitulos 2 a 5 serdo feitas simulacdes dos modelos e distribui¢des avaliados,
sendo utilizado os programas R (R Core Team, 2014) e OpenBUGS (THOMAS et al, 2006),
ambos de codigo aberto e de licenga livre.
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2 DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS

A distribui¢ao Birnbaum-Saunders (BS) € uma distribui¢ido desenvolvida para mo-
delar tempo de vida por fadiga, a qual relaciona o tempo até a ocorréncia de falha devido a
algum dano cumulativo, que é assumido seguir uma distribuicao normal. Birnbaum e Saunders
(1969a) fizeram as seguintes suposicdes sobre o processo de fadiga:

1. Um material é submetido a um padrao ciclico de forga;

2. A falha do material ocorre devido ao desenvolvimento e ao crescimento de uma fissura
dominante no material, ou seja, quando o tamanho da fissura excede certo nivel de resis-
téncia, denotado por w, acontece a falha;

3. A sequéncia de tensdo imposta ao material € a mesma ciclo a ciclo;

4. A extensdo incremental da fissura X; resultante da aplicacao da i-ésima oscilacdo de carga
¢ uma varidvel aleatéria com uma distribui¢do que s6 depende da fissura atual causada
pela tensao neste ciclo;

5. A extensdo da fissura durante o (j+ 1)-ésimo ciclo é
Yiii=Xjm1+.. .+ Xjmri+ oo+ Xjmrm, J=0,1,...
em que X4, € a extensdo incremental da fissura apOs a i-ésima oscila¢do de carga do
(j+ 1)-ésimo ciclo;
6. As extensoes das fissuras em diferentes ciclos sdo independentes;
7. A extensdo total da fissura, Y}, devido ao j-€simo ciclo € uma varidvel aleatdria que segue

uma distribui¢io com média u e variancia 62, Vj € N.

Assim, a extensao total da fissura ap6s n ciclos € dada pela varidvel aleatéria

n
w,=Y Y,
j=1

Sob as suposicoes 6 e 7, para n grande, é possivel estabelecer pelo Teorema do
Limite Central, que

0,1),
no? )

em que ~ significa assintoticamente distribuido. Outras versdes para a distribui¢io de W, tam-
bém foram discutidas por Patriota (2012), em que foram apresentadas outras distribuicdes para
a extensao total da fissura com base na classe de misturas de escala da distribuicao Normal.

Seja N o nimero de ciclos necessdrios até que seja observado a falha, a funcdo de
distribui¢do acumulada (fda) € dada por

P(N <n)=P(W >w), 2.1)
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que significa que para termos até N ciclos até a falha, € preciso que a ruptura tenha atingido
pelo menos o nivel critico w que causa a falha.

Padronizando os termos da equacdo (2.1), tem-se que

W,—nu _ w—nu Wp—nu w—nu
P(N < = P > =1-P
(N<n) (G\/ﬁ _G\/ﬁ> (G\/ﬁ <G\/ﬁ)

- o) e [ ()] o)
()

em que P(.) representa a fungdo de distribui¢cdo acumulada (fda) da Normal Padrio.

= ¢

De acordo com Birnbaum e Saunders(1969a), se n for substituido por uma varidvel
real ndo-negativa ¢, entdo a va T € a extensdo continua de NN, representando o tempo total até
que ocorra uma falha. Assim, tomando

afdade T € pode ser reescrita como

F(t;a,B)=P(T <t)=®

L(58) o

emque & > 0e B > 0. Diz-se que T segue uma distribui¢ao Birnbaum-Saunders, com pardme-
tros o e 3, denotando por T ~ BS(«, 3).

Os pardmetros o e 3 sdo, respectivamente, parimetros de forma e escala. O para-
metro 3 também se trata da mediana da distribui¢ao Birnbaum-Saunders, propriedade essa que
pode ser verificada da seguinte forma,

()

implicando que 3 é a mediana da distribui¢éo, independentemente do valor de o, como pode ser
observado no gréfico da Figura 1, em que as linhas cheias demarcam as medianas das funcdes de
distribui¢do. A fun¢do densidade de probabilidade da distribui¢do Birnbaum-Saunders é dada

por,
, 32+ B) 1 [t B
f(t,a,ﬁ)——za o7p exp{——mz (E+7_2)}’ L) (0,00

cuja demonstracdo se encontra no Apéndice A.

:cp(o):l

F(B) = >

Através da andlise do grafico da Figura 2, pode-se observar que a medida que o
valor de « cresce, a distribui¢do fica mais assimétrica, e quando « tende a zero, mais simétrica
em torno de B a funcdo densidade fica.
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Figura 1: Gréfico da funcgdo de distribui¢do acumulada da distribuicdo BS(ct, ).
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Como a distribuicdo Birnbaum-Saunders foi desenvolvida para a andlise de tempo
de vida por fadiga, se tem interesse na probabilidade do objeto de estudo funcionar por um
tempo determinado, ou seja, que a falha ndo ocorra nesse periodo. A fungdo de sobrevivéncia

deT ¢
N I —

A distribui¢do BS possui a seguinte relacio estocdstica com a distribuicdo Normal

St)=1-F(@t)=1-®

2

2
T =8 O‘TZJF (%) +1]| (2.3)

em que Z ~ N(0, 1), e cuja demonstracdo se encontra no Apéndice B. A partir dessa relagao,

tem-se também que
1 T
=4 ({5-V%)
o B T

Utilizando a relacdo entre a distribuicdo BS e a Normal, pode-se obter uma expres-
sdo para o g-ésimo quantil de 7', dada por

2

2
t(q):F_l(q):ﬁ azz(q)+\/(az2(q)) +1| , O0<g<l,

em que z(q) é o g-ésimo quantil da distribui¢io normal e Fy'(g) é o inverso da fungio de
distribuicdo de 7" aplicada em gq.

A expressdo do r-ésimo momento de T ~ BS(a, 3) é dada por

P =p ) (22;;) 3 (Z) GO 2<5(S(T_+ ;f:)i!n)z’ 24

m=0 n=0

cuja demonstragdo se encontra no Apéndice C.

Utilizando a Equacdo (2.4), os quatro primeiros momentos de 7" sdo

E(T) — ﬁ(1+%2),
30t

E(T?) = B2 1—|—2a2+7},

9 15
HE(TS) = ﬁ3 1'+'§(124-9(X4'+'?ZIX6},

[ 105
E(TY = g* 1+8a2+30a4+60a6+7a8},



20
Com 1isso, as expressOes para a esperanca, variancia, coeficiente de assimetria e
coeficiente de curtose de 7', sao dados respectivamente por:

o2

E(T) = /3<1+7>,
Var(T) = E[(T - p)*) = (aB) (1 +¥) )
E[(T—u)’] 480+ 10403

T = =5 = arsapn
E[(T —p)Y 48+36002+633a*
wl) = = =T Grsa)

Pode-se observar que os coeficientes de assimetria e curtose da distribui¢do Birnbaum-
Saunders ndo dependem do pardmetros de escala B e sdo sempre positivas, sendo fungio so-
mente do parametro de forma «.

Outras propriedades interessantes da distribuicdo BS, é que esta é fechada sob re-
ciprocidade, ou seja, sua reciproca também possui distribui¢do Birnbaum-Saunders, alterando

! BSoc1
T ’B’

e também ¢ fechada sob proporcionalidade, em que para um nimero ¢ > 0, novamente somente
o valor de B € alterado,

somente o valor do parimetros f3,

cT ~BS(a,cB).

Essas propriedades também sao mantidas em outras parametriza¢des da distribuicdo
BS, sendo estes resultados provados na proxima secao, que terd como tema principal uma versao
reparametrizada da BS e suas propriedades, caracteristicas e conceitos.



21

3 DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS REPARAMETRIZADA

3.1 Definicoes

Santos-Neto et al (2012) propuseram uma nova parametrizagdo da distribui¢ao
BS, que foi reparametrizada pela média. Tomando os pardmetros de T ~ BS(«, ) como

_ du _\/5
P=iis ¢ *=V%

os novos parametros da forma reparametrizada da BS serdo

2
u:ﬁ(l+%) e 521.

o2

Pode-se observar que o parametro u se trata diretamente da média de 7', sendo
esta uma caracteristica importante da reparametrizacdo. A fda da distribuicdo BS dessa vez
reparametrizada por L e 6 é

o (1+0)t ou
\/;<\/ 5 —\/(1+5)t>], t>0,u>0,6>0. 3.1

No gréfico da Figura 3, tem-se a fun¢ado de distribuicao da Birnbaum-Saunders re-
parametrizada (BSR) para 0 fixo igual a 5 na Figura 3a, e para u fixo igual a 2 na Figura 3b.

F(t;u,0) =@

TETET
[=> R SR

(=]
[\*]
£
[s>]
@ 0
>
(=]
[\*]
£
[s>]
[+=]
>

Figura 3: Gréfico da funcao de distribuicao acumulada da BSR.
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Derivando a expressdo (3.1) obtém-se a fdp de T ~ BSR(u, d), em que

dF (t;u,8)  d 0 (14+06)t ou
- HW o 1+a>)]}
(14+9) o2 (14+0)t ou
2u t1/2 2 2(149) t3/2 su [ (1+6)
(1+96) 2u ou 1 A
2 (’ l/2+\/(1+5)\/ (1+o) 3/2> \/ﬁe"p{_z}’
sendo ¢(.) a fdp da Normal Padrdo e o termo A sendo dado por
. \/3 (1+8)y | éu
- 2 Su (1+8)t

_ s (arsyr [ty [au S
~ 2\ su su (o)  (1+o)

s ((1+8n ep
= 5( i +(1+5)t_2)’

I
N — A

2

logo,afdpde T é

. exp{6/2}V1+6 _ ou o0 ((1+0) ou
e e G ) e 1 e D U

O gréfico da Figura 3.2 da fdp da BSR, foi feito com 0 fixo igual a 5 na Figura 3.2a,
e para U fixo igual a 2 em 3.2b. Pode-se observar na Figura 3.2a que o parametro y mesmo
sendo a média da distribuicdo também se comporta como um pardmetro de forma, o que pode
ser devido ao fato desse parametro ser obtido utilizando os parametros de forma e escala da
distribui¢do Birnbaum-Saunders original. Na Figura 3.2b se observa que para valores pequenos
de 0 a distribui¢do BSR tem sua densidade mais afilada, destacando a influéncia também desse
parametro na forma da distribui¢@o.

3.2 Propriedades

Verificando as propriedades da BSR, tem-se que o valor esperado de T €

E(T) =B <1+%2> =, (3.3)
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=
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e}

= |3
n
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|
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02

00

e a variancia é

Var(T) = (af)? <1+
_ a2B2(Z—Zaz)z(zfaz)2<4+ja2)
2

_ g 2+ o 4o + 50t
N 2 4+ 402+ ot

_ 5(20+9)
s+
logo
20+5
Var(T) = uzﬁ- (3.4)

A variancia também pode ser expressa de uma outra forma, formada por uma fun¢do
da média e uma fungdo do pardmetro &, Var(7T) =V (u)h(9), tal que

(26 +5)

e (3.5)

Vip)=u* e h(8)=

A distribuicao (BSR) é fechada sob proporcionalidade, em que, paraa >0eY =aT,
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~

tem-seque T = ¢

F(y/a;p,8) =P(T <y/a) =

ou seja, Y ~ BSR(au,9).

Os demais momentos podem ser obtidos analogamente através dos momentos da
distribui¢do BS(«, ), sendo por exemplo

3
E[T3] = g _‘:5)3 (87 +98%+368 +60),

E[T4] = (8% 4168 +1208° + 3608 + 840).

(1+6)*

A distribui¢io BSR também ¢é fechada sob reciprocidade, em que, para X = +

T’
—1
tem-se que T = ¢ ¢

F(1/x;u,8) = P(T<1/x)

s [+

- 5(\/ 511 _\/1+5)>
WE § (1482 [(1+8)x 8

- ® \/;<\/(1+5x 521 \/ 1+5)>

ou seja, X ~ BSR ((6;2;)2 , 5).

Através das relacdes da distribui¢do Birnbaum-Saunders original, a distribuicao
BSR possui a seguinte relacdo estocdstica com a distribui¢do Normal

2

su | z ( z )2
= | =t/ —=) +1] , 3.6
5+1|vas  \\Vae G0

(6+1)T ué
us  \[ (8+1)T

A funcao quantil para a distribuicdo BSR € dada por

em que Z ~ N(0,1), e também que

z=4/2
2

2
_Su |29 2(9) \?
D=517 | Vas (E) e

em que z(q) é o g-ésimo quantil da distribui¢do Normal.
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3.3 Funcao de verossimilhanca

Através de uma amostra proveniente de uma populacdo que possa admitir uma dis-
tribuicdo Birnbaum-Saunders reparametrizada, € possivel construir sua fun¢do de verossimi-
lhanga, a qual serd util por exemplo para obter estimativas para os parametros e verificar quais
valores de u e 6 sdo mais provaveis para tal amostra.

A func@o de verossimilhanga L(u, d) da distribui¢do BSR é dada por

L(i.6) = _ﬁlf(r,-;m

I o) (250 )

eplnd/2(048)2 (o N
e (1) )

(14+68) & u &1
X eXp{ Z 1+8)Zt_}7

=1

e com isso, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca para uma observacao é dado por

5 1 1
| s\ 6+ &
1°g<t’)“°g(t'+5+1> 4 A1+ )
(5+1)—%log(167w)

(6+1) 82u
4u 4(14+6);’

le NS N W

1o
2
og(t;) +log (ot +1;+ ) —

sendo a funcdo de verossimilhanca da amostra

o
It 1, 8) = "7 - glog(5 +1)— glog(l6ﬂu)

™=

I(u,8) = ]

Z og(t; —I—Zilog Oti+t;+0u)— m —1ti_4(1+5)'

I\)IUJ
’c?;

_I_

[a—

~—

[=7]
\S]

=
1=
M=

Derivando /(u, 8) em relagdo a u, tem-se que

R L 5 RS A
o _ﬂ+i_zl(zi5+ti+5u)+ a2 ;”_4(6“);?
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Derivando /(u, d) agora em relagd@o a 9, tem-se que

al(u,d) n n ! (ti+ 1)

s 2 2(6+1)+Z(6t,+t,+6u)
1 & (28(6+1)—8)u ¢
- @Z”_ 4(1+95)? l.;t,-
B L (4 ) 1 5+2
B 5+1 ,Z1 (8ti+1;+8u)  4p = t 4(1+6)2 Z

Nao ¢ possivel obter os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) de forma
explicita na distribuicio BSR, assim como ocorre com a forma original da distribuicdo em
funcdo dos pardmetros f3 e «.

A derivada segunda de /(u,0) emrelagdoapea § é

U, 8) & (Si+i+8u)—(+8u)8 1 & (842 &1
ouds l; 5t,+t,+5u) +4u2i;t’_4(6+1)2i;5
2 1 & 8(6+2) ¢
- Z 5tl—|—t,—{—5,u) +4u22t_4(5+1)22

i=1

As esperangas das derivadas segundas de I(u, §) sdo

[2(u,8)] W[ 8 52

Bl e | = E_‘zu2‘<6+1>25(5)}
[%1(u,8)] & [ (82+35+1) u?
1595 | = X 2 _(5+1)43(5)]
[%(p,8)] & 1 Su

E_ adou | ,._Zl__zu(5+1)_(5+1)35(5)]

em que

J(8) = /Oexp{i/\Z}ﬁ\/ﬁ 3/2< (1(1“5))_1%[’{_461((1;u5)t+(li“6)t>}d['

As derivadas da funcdo de verossimilhanga sdo utilizadas para obter o vetor escore
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U= [U,,Us]", e a matriz de informagdo de Fisher J5, em que

o8 dlw,5)

U, =—"""/ S Unt )

H o O 95
91(,8) 921(u,8)

I — —E ou? —E Juds
T _p[ws) B [%1w.5)

N addu N ou?

Dessa forma, é possivel estimar o valor dos pardmetros i ¢ 6 pelo método Scoring
de Fisher, em que sendo 6 = [1,6]" o vetor de estimadores dos parAmetros no passo k do
algoritmo, novas estimativas sao obtidas por

ol = oW 4 9,1,

Sobre devidas condicdes de regularidade (ver Leite e Singer (1990)), tem-se que
é S N(eaj?_l)a

e com esse resultado € possivel construir intervalos de confianga para 6.

3.4 Estimadores pelo método dos momentos

Uma outra opcao de estimac¢do dos pardmetros da distribui¢do BSR € o método
dos momentos (EMM), sendo os EMM’s dados pela solu¢@o do sistema entre as expressoes da
média e do segundo momento populacional e os dois primeiros momentos amostrais.

Através das expressoes (3.3) e (3.4) tem-se que

2 2082
B(T?) = Var(T) + E2(1) = = 209) | o 2{(26:1;] u2(52+45+6)

(5+1)2 INCENE
Com isso, os EMM’s sdo obtidos através da solucao do seguinte sistema

1 -

52?:1ti:t:#;
1 2 pi28+45) | 2
ali=1l = (5+1)2 +u.
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Logo, o EMM de u é dado por fi =1, sendo entdo a seguinte igualdade da forma

226 +5) 1 &,

Grnz 0T n;li
(2645  1E, o
G - ”i;ti =5
(28+5) _ &,
G+12 2

(26+5) = k(8+1)>=k(8>+25+1)=k8>+2k6 +k
0 = k6>—(2—2k)6—(5—k)
0 = A8’—BS-C,

em que

SZ 2 2

S S

e com isso, 0 EMM de 0 é obtido através da solugdo da equagdo do segundo grau obtida no

sistema, sendo a sua raiz
5 B+ VB?+4AC
B 24A ’
pois deve-se ter 8 > 0. Caso fosse utilizado a outra raiz da solugio, teria-se um valor negativo

para a estimativa de 0, o que ndo faz sentido para este parametro.

172 52 52 52 52

S b L 220 ) 44l (5-2

252 ﬂ+\/( )* < fz)
1 r -

- —[ t2—2s2—|—\/4t4—|—12s2f2}

- —[252—2s2+2 f4+3s2£2}

P2+ VAT

2

Dessa forma,

On
Il

S

Os estimadores pelo método dos momentos por serem mais simples de serem cal-
culados podem ser utilizados como estimativas iniciais para a estima¢do no EMV quando for
usado o método de Scoring de Fisher.

3.5 Estimador pelo método dos momentos modificado

Levando em considerac@o os problemas com os estimadores pelo método dos
momentos convencional para a distribui¢do BS(c, 8), Ng, Kundu e Balakrishna (2003) propu-
seram outras formas de obtencdo de estimadores mais simples por um método dos momentos
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modificado, que utiliza o fato da distribuicao Birnbaum-Saunders ser fechada sob reciprocidade.

No caso da distribui¢do Birnbaum-Saunders reparametrizada, os estimadores de u
e 0 pelo método dos momentos modificado sdo obtidos através da solu¢ao do seguinte sistema

~1
sendo 7 a média amostral de uma populagio da varidvel aleatéria T ~ BSR(u,0), et = [l n 1 }

n ~i=1 Z
(6+1)?
8%u

a média harmonica de T, levando em consideragdo 1/7 ~ BSR < ,5). Dessa forma, os

estimadores pelo método dos momentos modificados sdo

Pela simplicidade da obten¢do das estimativas por esse método, ele também pode
ser utilizado como palpite inicial nos estimadores de mdxima verossimilhanga, assim como o
método dos momentos convencional.

3.6 Simulacoes

Um estudo de simulagdo foi realizado para comparar as estimativas obtidas
pelos diferentes métodos apresentados, método dos momentos (EMM), método dos momentos
modificado (EMMod) e médxima verossimilhangca (EMV). Valores aleatérios da distribui¢ao
BSR foram gerados no programa R a partir de valores gerados da distribuicio Normal padrao,
utilizando a relagdo da Equacdo (3.6). Foram geradas 1000 réplicas de valores de amostras com
tamanhos n € {10,20,50, 100}, para valores de u iguais a 2, 4 ¢ 6, com 0 =5 fixo, e também
com u = 2 fixo para os diferentes valores de 0 iguais a 2, 4 ¢ 6. Foram calculados a média, o
desvio-padrao (DP) e erro quadratico médio (EQM) das estimativas.

Na Tabela 1 estdo as estimativas obtidas para o parametro . Pode-se observar que
para tamanhos de amostra de 10 e 20, os métodos geram estimativas com valores proximos,
sendo 0 método com menor EQM e desvio padrao o EMV, com uma diferenga maior entre
os resultados para 4 = 6, em que o EMV tem menor EQM e desvio padrdo que os outros
dois, enquanto o EMM tem os maiores EQM e desvio padrdo, podendo entdo considerar a
performance do EMV melhor que os demais em tal situagdo. Para tamanhos de amostra maiores,
as estimativas e estatisticas sdo proximas para os trés valores de (1, sem grandes diferengas entre
os trés métodos.

Na Tabela 2 estdo resultados obtidos para a simulagdo da estimativa do pardmetro
0. Para um tamanho de amostra igual a 10, os resultados obtidos com 0 EMM mostram maiores
valores de desvio padrdo e EQM obtidos entre os trés métodos para os valores de 0 analisados,
e por outro lado, o EMMod tem os menores valores de desvio padrdo e EQM, indicando que



Tabela 1: Estimativas de diferentes valores de it com § = 5.
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EMM EMMod EMV

u n Média DP EQM | Média DP EQM | Média DP EQM
n=10 198 041 0,17 1,99 042 0,18 198 041 0,17

u=2 n=20 2,00 0,28 0,08 1,99 0,30 0,09 2,01 028 0,08
n =150 1,99 0,19 0,03 2,00 0,18 0,03 1,99 0,18 0,03
n=100| 201 0,13 0,02/ 200 0,13 0,02| 200 0,13 0,02

n=10 401 083 068 4,02 081 066| 4,05 082 0,68

u=4 n=20 4,03 0,56 0,31 398 058 034 | 4,01 059 035
n=>50 398 036 0,13 4,00 036 0,13 4,01 037 0,14
n=100| 4,00 026 0,07 400 026 007 4,00 026 0,07

n=10 6,02 1,26 1,60 | 6,05 1,21 1,48 6,07 1,29 1,68

u=6 n=20 6,01 0,88 0,78 597 087 0,76 | 598 085 0,72
n =150 6,00 0,55 030| 6,00 054 030] 598 052 0,27
n=100| 6,00 037 0,14| 6,01 038 0,15 6,00 039 0,15

Tabela 2: Estimativas de diferentes valores de 6 com p = 2.
EMM EMMod EMV

0 n Média DP EQM | Média DP EQM | Média DP EQM
n=10 3,72 230 824 | 285 1,71 3,63 292 1,83 421

60=2 n=20 2,85 1,29 2,38 241 085 090 | 238 084 0,86
n=>50 229 0,74 0,63 2,14 046 0,23 2,15 045 0,23
n=100| 2,17 053 0,31 2,05 0,29 0,08 2,06 031 0,10

n=10 6,77 4,53 28,17 590 3,59 16,45 5,65 3,18 12,81

6=4 n=20 524 2,19 6,33 478 1,75 3,67 | 4,83 1,80 3,92
n =150 450 1,23 1,77 | 429 094 097| 427 090 0,88
n=100| 4,23 087 080| 4,15 063 042| 4,12 0,60 0,37

n=10 9,96 7,09 66,03 8,52 5,17 33,08 8,86 5,69 40,59

0=6 n=20 7,68 3,18 1292 | 7,05 256 7,67 7,00 2,50 7,22
n=>50 6,66 1,66 3,18 6,34 1,35 1,93 6,43 139 2,11
n=100| 633 1,18 1,50| 6,16 086 0,77 6,20 0,93 0,90
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nesta situagdo este método pode ser mais eficaz que os demais. Para os demais tamanhos de
amostra, em geral tem-se que os resultados do EMM sdo piores que dos outros métodos, € o
EMMod e EMV apresentam comportamento semelhante, sendo seus valores de desvio padrao
e EQM préximos para n igual a 20 e 100, e com o EMV obtendo melhores resultados para n
igual a 50.

Nesta capitulo foi apresentada a distribuicdo RBS, com suas caracteristicas e méto-
dos para anélise de dados. Porém, em alguns casos o interesse pode ser de verificar a influéncia
de outros fatores em uma varidvel estuda através da distribuicdo RBS. Isso € possivel através de
modelos de regressao para a distribuicdo RBS, que serdo abordados no préximo capitulo.
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4 MODELOS DE REGRESSAO BIRNBAUM-SAUNDERS

4.1 Definicoes do modelo

Em uma situagdo na qual se possui uma amostra com uma varidvel de interesse e
varidveis explicativas (covaridveis) associadas, em que a distribuicio BSR possa ser utilizada
para andlise da varidvel resposta, o efeito das covaridveis na resposta pode ser estudado através
de modelos de regressao Birnbaum-Saunders.

Considere uma amostra aleatéria T1,...,7, de uma populacdo em que cada indivi-
duo tem distribuicdo BSR(u;,6),i=1,--- ,n, a fdp das varidveis é dada por

oo exp{/2VI14+8 3p( | S 6 ((1+0) oL
flis i 8) = 4T fi <t N )ex {_4 < Ol * (1+5)li> }

T (149)

Como mostrado anteriormente, essa nova reparametrizacdo possui um parametro
que € a prépria média da varidvel, em que IE(7;) = y;, e que Var(T;) =V (u;)/h(3), com V(u;)
sendo uma funcdo da média e 4(6) uma funcdo do parimetro d, considerado pardmetro de
dispersdo e constante para todas as observacdes. No modelo de regressdo Birnbaum-Saunders
(MRBS), proposto por Leiva et al (2014), a forma reparametrizada da distribuicao Birnbaum-
Saunders € utilizada para construir um modelo de regressdo semelhante a abordagem feita em
modelos lineares generalizados (MLG), no qual trabalha-se com uma fun¢do da média e com o
seguinte componente sistematico

— %R —n.
g(nul) =X; ﬁ =N

em que X; = (X;1,...,X;,) | € um vetor de varidveis explicativas, B = (fB1,...,[,) " é um vetor
de parametros a serem estimados e 7); € o preditor linear.

Como nesse caso uma funcao da média é que possui relagdo linear com as varidveis
explicativas e o vetor de pardmetros, tem-se que o valor esperado da varidvel resposta € dado por
u=g! (xlTﬁ), sendo g : R — R™ uma fungio de ligagdo estritamente mondtona e pelo menos
duas vezes diferencidvel. O logaritmo da fun¢do verossimilhanga do modelo para o vetor de
parametros @ = (B',5)" tem a seguinte forma

[(0) = log [ﬁf(uiﬁ)] = ili(n;mﬁ)-

Com o intuito de simplificar os cdlculos, pode-se trabalhar com o logaritmo da
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func¢do verossimilhanca para uma observacdo, dada por

li(ui, 8) = g + %log(S +1)— %log(l67rl~ii)
- glog(li) +log (fﬂr ;fil) - ti(i:j .- 4(16—?(;)0
_ g - %log(5 +1)— %log(167r.ui)
N glog(ti) +log (8t +1i + 6 14;) — ti(i:i 2= 4(15—?5)11"

4.2 Derivadas da func¢ao do logaritmo da funcao verossimilhanca

Assim como apresentado em Leiva ef al (2014), os estimadores de maxima
verossimilhan¢a do MRBS, podem ser obtidos derivando /(@) em relagdo aos pardmetros com-
ponentes de 6.

Sendo a derivada em relagao a u; do logaritmo da funcao verossimilhanga para uma
observacao dada por

81,-(,u,~,5) 1 o) ti(5—|—1) 52
—_— = — 4.1
d Ui 2[.L,~+ (8t +1;+ O ;) + 4,LLl-2 4ti(5—|—1)’ “.1)
a derivada da fungdo de /;(u;, §) para uma observacdo em relagdo a um pardmetro f3;, é dada
por
(Ui, 0)  Ii(ti; i, 0) IW; I,
Ip; p; I Ip;
1 5 4(8+1) 52 1
= |—5—+ + 7 Xij
2u;  (Oti+1i4+0M;) A 44;(6 +1) ] dni/dp
1 5 (6 +1) 52 1
= |-—=—+ + s — ———Xij.
2u; (Ot +1i+ O ;) 4u; 4i(6+1) | &' (i)
Dessa forma, os componentes do vetor escore para o vetor de pardmetros B serdo
L 1 5 (8 +1) 52 1 ,
Ug.(0) = - — iis =1,...,p.
5(6) ,; { 24 " (0t +1: + 6 w) i 4u?  An(8+ 1)} g)™ 7 F
SejaD(a),, , = diag{ai,...,a,}, com
ai= ! ) 4.2)
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—_—1+ 5 +t,~(5+1)_ 52
N 2u;  Oti+ti+OoU; 4:“1'2 4ti(6—|-1)7

4.3)

e X uma matriz de especificagio do modelo de dimensdo (n X p) onde a i-ésima linha € o vetor
da covaridvel XI-T, a forma matricial da funcéo escore de 8 é dada por

Up(0)  =X'D(a)z

px1

A derivada de [;(u;, 8) em relagdo a 6 é
81,-(,ul-,6) B o i+ U; t; 5(5-1—2)#,

96  2(8+1)  Snitnitow A 4n(6+1)72

logo a fungio escore de 6 é dada por
_ z”: ul,

Seja D(b) = diag{by,...,b,}, com

_ 9 fi+ i i S(8+2)w
b; = 261D S nom A G IR (4.4)

entdo podemos reescrever a fungio escore como

Us(0)1x1 =tr[D(b)].

Tomando a segunda derivada de /(0) em relagdo a B, e 5 tem-se que

821(9) . Z[azl u,, a,LL,' 8[;'([41',5) 0 8;1,] 8[1,'
dB;df; = &ul an; i Ju;dn;| In;

n 2 A 2 NaTh . .
_ Z[az i >(aul> | i, 8) <iaul>% .

S owt  \on dwi  \duidn;) In;

XijXil

ijXil

sendo

82li(ui,5) . 1 B 62 _tl(5+1) (4 5)
o'?,uiz - 2:“1'2 (5tl~+t,-+5u,-)2 2,ul.3 . .

Seja D(c¢) = diag(cy,...,cn), com

27.(11 A\ 2 (11 . .
= J°Li(Wi, 8) (I n oli(u;,6) (0 % %’ (4.6)
ou? an; I dp; dn; ) In;




entdo na forma matricial tem-se que a matriz hessiana para o vetor B serd
Lgg =X"D(c)X.

A derivada segunda de /() com respeito a 8; e a 0 ¢ dada por

921(0) Z821( ) OL; I
0Bids & Iwdd In; 9B,

mas sendo

U(0)  (Sutu+dw)—(i+ou)s i 8(5+2)

;08 (8ti+1;+ S u;)? 4uf 48+ 1)%

. t; " t; B 6(6+2)
(St +8)? 4?45 +1)2%

com esse resultado tem-se que

2°1(0
aﬁ,

M:

L 86+
— Xij.
= 5tl+rl+5u1) 4z HE+1)2] ' (w)

T

Sejam = (my,...,my) ", com

o li n i 6(6+2)
T Sttt ow)? A A+ 1)

entdo a forma matricial pode ser escrita como

L,BS = XTD(a)m

A derivada de segunda ordem de /(0) com respeito a 0 é dada por

i 9%1(pi, ) _ y L ()
& 06? S 12(6+1)2  (Sti+1+0w)* 24(5+1)3
Seja D(d) = diag(dy,...,d,), com
. 2 .
d; = 1 (it ) Hi

26 +1)2 (Stit+6+6w)? 26(8+1)3
a forma matricial sera

Lss = tr[D(d)].

Com isso a matriz hessiana do modelo, que também € a matriz observada de Fisher
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¢ dada por
Lgg Lps

" X'D(e)X X'D(a)m
Lo = i i = :
gs Lss

m'D(a)X tr[D(d)

A inversa de Lgg é dada por (ver Magnus e Neudecker (2007), por exemplo)

M 1+AE AT _AE!

i) =
66 EIA" E-!

em que

E = t[D(d)]-m'D(a)X[X'D(c)X] 'X'D(a)m
)]—m'D(a)XM X" D(a)m

=
=
o

eM=X'D(¢c)Xe A=M"'X"D(a)m.

4.3 Matriz de informacao esperada de Fisher

A matriz de informacdo esperada de Fisher € obtida a partir da esperanca da
matriz observada Lgg, sendo os seguintes resultados titeis nos calculos (SANTOS-NETO et al,
2012):

sendo
e R o)

Os dois primeiros resultados citados tratam da esperanca de uma varidvel aleatéria
T ~ BS(u,0) e da esperanga da sua reciproca.

O terceiro resultado pode ser obtido observando que, sob certas condi¢des de regu-
laridade, a esperanca da fungdo escore € igual a zero, como utilizado em Lemonte (2006), ou
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seja,
E[all(‘ulaé) 0
I
1 o ti(6+1) 52
E|-— - 0
|: 2,Ui+(5ti+ti+5.ui)+ 4[.Ll-2 4l‘,’(6—|—1)_
1 1 (6+1) 52 {1‘
. - E|-
2ul~+5E {(5&—’:—&—}-5%)}—1— 4:“1'2 Bl 406+1) |4 0
| Sw \ ' (8+1) 82 (5+1)
5t it i~ 0
TRRCESY (t+<6+1>> ]* a7 PTG e
5§ S\ 1
E|(1 —
(G+1) (’+<5+1>) | T o
[ S \ '] (5+1)
| (++ ) 258,
Tomando a esperanca de Lﬁ g, tem-se
E[igs] =F [XTD(c)X} = X"E[D(c)]X,
em que E[D(c)] = diag{E[c1],...,E[c,]}. Assim, a esperan¢a de um termo genérico c¢;,i =
1,...,n da matriz é dado por
(i, 8) (I \* | (i, &) (9 I\ I
El¢i] = E|———— —_
<) ou? (M-) T ow (fmanf) an;
21.(1: A 2 (U .
_ ]E{a ll(.ulaa)} (8Nl) +E{al’(“”6)} ( Jd dy
ou} o ou; i In;

Porém, como sob certas condi¢cdes de regularidade (ver Leite e Singer (1990)) a

derivada da fungdo escore € igual a zero, entdo

E {311’(#1'75)} o,
U




e por (4.5), tem-se que

1 52 H(8+1) 1 \?
ElC] = E — —
G [m? (0t +ti+0w)*  2u} Kg’(ui))
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B L ( L ow )2 (84 Du ( 1 )2
~ 2w e U 2w | \g)
5§ 1 52 1

= — — J(6).

YA R PRSI P A i

Seja agora
5§ 1 52 1
vi=—E|CG;| = + J(6),
Do wwr T e e
em forma matricial tem-se que D(v) = diag{vy,...,v,} e

Kgs = —E[Lgg] = —X"E[D(c)] X =X"D(v)X.

Tomando a esperanca de Lgg, tem-se

B [Lss| = E[tr[D(d)]] = tr[E [D(d)],

em que E[D(d)] = diag{E[d,],...,E[d,]}. Assim, a esperanca de um termo genérico d;,i =

1,...,n da matriz é dado por
9*1(w;, 8)
_ & R U o ) S
N 2(5+1)2 (5li+ti+5ui)2 2ti(5+1)3
B L T el B R
N 2(5+1)2 (5li+l‘i+5[li)2 2(8+1)3 ti
1 12 t;
o 2(8+1)? - [(5ti+ti+ 5#1)2} b {(5fi+ti+5l~li)2}
U 1 o (841)?
M Gt nrom?E]  2(6+17 us?
Tt et N B 2u; f ]
WGTIPE  BH12 | (s gy | BHIP | (g Sy

p—

2
_ Hi E
(0+ 1)2

ou;
(fi+5—f1)2]
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Agora, utilizando fracdes parciais, como realizado em Lemonte (2006), tem-se os

seguintes resultados
T
El——
&T+9ﬂ
e também que

il

TZ

(T +6)?

Com isso,

|

|

T+06

1 0

T+6

1

T+6

(=77a) | =lrva] o e

(T+06)?

[T )
A )]
[T T
]E_T+6}_9E[(T+6)2]
B2 | _o(e|-1 | -or
| T+6 T+6 (T +6)?
1 1 ) 1
I_QE[T+9}_0E[T+9]+6]ELT+9V}
_ el
1 2MEL4ﬂ}+9E{U+GV}
Sy 1 52u? 1 ]
1-2 — |+ - :
(6+1) (ti+§_ihl) (6+1)2 (ti+§_ﬁ)2
L S (8+1) 8w}
L2651 2me o ®)
52u?
6102 )
B 1] e 1 ]
(ti+56__€i1) (6+1) (li—i-g—_"_hl)z
N CES VR
s @41 )



Portanto,
82651 2 i [(8+1) Sw
Eld] = z(5+1)252‘(5+1)23(5)‘(5+1)2[ 210 _(5+1)j<5)}
R
T Grniean
52-6-1 1 u? 286u? 52u?
= 51 Bins 51120 5110 T G ®)
87 -5-1-2(6+1)8 52 28 p?
= 2(541)282 _[(5+1)2_(5+1)“]3(5)(5+1)2
(8% 438+1) [82-287-25487+25+1 16) u?
T 2(841)2682 (6+1) (0+1)?
(8 438+1) (5) u?
T 2(8+1)%82 (6+1)*
Seja
BT Ch L VI S
Ui = E[dl]_ 2(6+1)252 +j(5)(6+1)47
em forma matricial tem-se que D(u) = diag{uy,...,u,} e

Kss = —E [Lss] = —tr[E[D(d)] = tr[D(u)].
Tomando a esperanca de Lﬁg, tem-se

E[igs] = E [XTD(a)m} — X' D(a)E [m],

40

em que E[m] = diag{E[m,],...,E[m,]}. Assim, a esperanca de um termo genérico m;,i =
1,...,n da matriz é dado por

. t; t; 6(5+2)

E[ml] = b {(Sti+ti+5ui)2 + 4,u12 B 4(5+ 1)2l‘,’:|
o t 1 §(6+2) [1
B e R R s bl
(H (5+1)>
B 1 (5+1)+ gt (8) 1 (6+2)
(841?226 (8+1) dp; 4
1 1 6‘LL,
= w1 2ms @1
_ ! Oli_q5).

2ui(6+1)  (8+1)3
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Seja
1 S i
i=—Em|= J(6),
s mil =T T e ©)
em forma matricial tem-se que s = {s1,...,5,} ' e

Kps =Kjy = —E [XTD(a)m] — X'D(a)E[m] = X' D(a)s.

Com isso, a matriz de informacgdo esperada de Fisher € dada por

e 1 [Kgg Kgs ] [X'DWX X'D(a)s
Koo =-Elloo] = | 280 <[ TH0R e |

Realizando os procedimentos para encontrar a inversa de Kgg, tem-se que

D'+BR'B' —_BR!

Ky =
00 R 1B’ R1

em que

R = tr[D(u)]—s'D(@)XX D)X 'X'D(a)s
tr[D(u)] —s ' D(a)XD~'X"D(a)s
= tr[D(u)]—s'D(a)B,

eD=X"D(v)XeB=D"'X"D(a)s.

A matriz Ky pode ainda ser particionada de uma outra forma, como a forma qua-
dréitica de uma matriz do modelo e uma matriz de pesos,

Koo = XWX,

em que

X:{é H e WZ{S?S(;) trl?l()azf)] |

sendo 0 um vetor de zeros de dimensdo apropriada.
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Dessa forma, a estimacdo dos parametros do MRBS pode ser feita utilizando o
método Scoring de Fisher, como proposto em Leiva ef al (2014), sendo o algoritmo de estimacao

e(m—i—l)

emquem=1,2,... é o passo do algoritmo e

. < -1 | D(a)™ 0 Z(m)
2(m) — x@(m 4 (wim .
" ( ) 0" «w[Dm)]™

Com isso, a estimag@o de 0 € semelhante a realizada em um modelo linear genera-
lizado, através de minimos quadrados ponderados. Sob certas condi¢des de regularidade tem-se
que 6 ~ Npt1(0,Z9) e Zg ¢ a matriz de varidncia-covariancia de 8, que pode ser obtida de
KQQ.

4.4 Simulacoes

Um estudo de simulacéo foi realizado para o MRBS no programa R, verificando
a estimac¢ao de parametros para um modelo da forma

log(t;) = Bo+ Pixii+ Poxoi, i=1,....n

em que a funcdo de ligacdo € a logaritmica, n € o tamanho de amostra e os valores da covaridveis
x1; € xp; foram gerados das distribui¢des Uniforme(0, 1) e N(0, 1), respectivamente.

Foram tomados os valores de pardmetro By =2, 1 = 1,5, B, =0,5¢ 6 = 10. Os
tamanhos de amostra considerados foram n € {15,30,50}, e para cada tamanho de amostra os
valores das covaridveis foram gerados e mantidos fixos. Posteriormente, a varidvel resposta foi
simulada gerando 1000 valores aleatérios da distribuicdo BSR com média exp(xl-Tﬁ) e parame-
tro de dispersdo &, em que B = (Bo, B1,B2) " e x; = (1,x1;,x2;) . Foram calculadas a média, o
desvio-padrdo (DP) e erro quadratico médio (EQM) das estimativas dos parametros do MRBS,
contidas na Tabela 3.

Analisando os dados da Tabela 3, pode-se observar que as estimativas dos coefi-
cientes de regressdo sdo mais precisas que do parimetros 9, sendo os menores valores de DP
e EQM obtidos para 32. No contexto geral, verifica-se que o tamanho de amostra melhora as
estimativas obtidas, principalmente para &, que se tem uma redu¢do do EQM de 74,4 para 7,92.
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Tabela 3: Estimativas dos parametros do MRBS na simulagao.
Parametro n Média DP EQM
n=15 1,97 0,28 0,08
Bo n =730 1,98 0,16 0,03
n=50 200 0,11 0,01
n=15 1,52 048 0,24
Bi n =730 1,51 0,26 0,07
n=>50 1,48 0,20 0,04
n=15 0,50 0,13 0,02
B> n=30 050 0,08 0,01
n=50 050 0,07 0,01
n=15 1497 7,05 74,40
n=30 12,06 3,60 17,23
n=50 11,17 2,56 792

(o7}

4.5 Influéncia Local

O método de influéncia local foi proposto por Cook (1986) para analisar a
diferenca de um modelo adotado e outro sob perturba¢des nos dados, ou no modelo.

Sendo O um vetor de dimensdo p x 1 dos pardmetros do modelo, e 68,, o vetor de
parametros do modelo sob perturbagdes, pode ser obtida uma medida da influéncia ocasionada
pelo vetor de perturbacdo w C R", sendo n o nimero de observagdes,

LD(w) =2(1(6) — hy(9)),

em que /(0) é o logaritmo da fun¢@o de verossimilhanca para os dados ndo perturbados, /,,(0)
¢ o logaritmo da fungdo de verossimilhanga para o modelo sob perturbagio, sendo LD(w) uma
medida dos desvios na verossimilhanca causada por w.

Sendo wy um vetor de ndo perturbagdo tal que ,,(0) =1(0), segundo Paula (2013),
o método consiste em avaliar o comportamento de LD(w) em torno de wy. A anélise de influén-
cia é feita utilizando uma direc@o unitéria ||d|| = 1, e avaliando o grafico de LD(wq + ad) versus
a, a € R, sendo observadas as curvaturas normais Cy(0) em torno de a = 0.

A curvatura normal € dada por
C4(8) =2|d"ATL 4 Ad|,

sendo —L.gg a matriz observada de Fisher e A a matriz de perturbacio cujos elementos sio

0°1,,(0
Aj= £7
86,-8wj
avaliada em 6 = 0, com i = 1,....,pe j=1,....,n. Com isso, é considerada a dire¢ao d,,x

correspondente a maior curvatura Cy,,y, sendo esta tltima tomada como o maior autovalor de
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ATﬂgéA e dax seu autovetor correspondente. A andlise grafica de influéncia consiste em
avaliar o gréfico de d,,,4, versus a ordem das observagdes, podendo entdo serem observados os
pontos com maior influéncia no modelo perturbado. Para maiores detalhes ver Cook (1986) e
Paula (2013), por exemplo.

Ponderacao de casos

A andlise de influéncia local para o MRBS foi realizado por Leiva et al (2014),
sendo considerado diversos casos de perturbacdo. Na situacdo de ponderacdo de casos sdao
atribuidos pesos aos valores do logaritmo da funcdo de verossimilhanca de cada observagao,
sendo a verossimilhanca perturbada dada por

(@) = Y wil(tiu;,6)
i=1
“orwi 0w Wi 3w;
= Z[ — —log(6+1)— —log(16mu;) — — log(;) +w;log (6t; +1; + O ;) —
L2 2 2 2
_ Wil‘,'(6+l)_ w,ﬁzu,-
4u; 4(1+8)ll ’

sendo @ = (B7,8) " o vetor de pardimetros do MRBS e w; € R, i=1,...,n.

Avaliando as derivadas tem-se que

dl(@) & 1 1 N _ o NGRS
w2 Elog(5+ 1) 510g(167ru,) Elog(t,) +log (0t; +1;+ o) ™ SIS
h(8)  Fh(@)wm [ 1 5 1i(64+1) 52 1

Xijs

8w,-8[3j o 8w,-8u,- Eﬁj o 2,LL, + (5ti+li+6‘u,') + 41“12 B 4l‘i(5+ 1) g’(u,-)

821w(6) 6 i+ W t; 6(54‘2)#[

owidd  2(8+1)  Sni+ti+ow 4w Au(8+1)2

Com isso, tem-se que a forma matricial da matriz de derivadas dada por

A { X'D(a)D(2) 1

sendo 4, 2 e b os termos definidos em (4.2), (4.3) e (4.4), para o modelo adotado, tal que A tenha
dimensao p X n.
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Perturbacao na variavel resposta

A andlise de influéncia local para o caso de perturbacao na varidvel resposta também
foi obtida em Leiva et al (2014), sendo adotada uma perturbagdo aditiva da forma #;(w;) =
ti+wis(t;), em que w; € R é o peso utilizado e s(f;) é um fator de escala que pode ser tomado
como o desvio padrio da varidvel resposta, ou seja, s(t;) = \/r(W;)/h(8), como definido em
(3.5). Com isso, a verossimilhanga perturbada é dada por

(@) = Y Ly (ti(wi); i, 6)
i=1

= Y |5 - 31086+ 1)~ gloa(ionu) - S logiu(v)
. o @+Duw) S

+ 10g[f,(W;)(5+1)+5“l] 4‘ul 4(1+6)t,(w,) )

e sendo a derivada % = s(w;), entdo as derivadas do logaritmo da verossimilhanga sdo
o(8) _  3s)  (6+Ust)  (S+Dsw)  Swisln)
ow; N 21‘,‘(W,‘) l‘,‘(W,‘)((S—{— 1)—}—5[1,‘ 4u; 4(1 —|—5)[t,~(w,~)]2

= s(t) {_ (6+1) (641 82, ]
O 26(w)  aw)(SH ) +Ow A A1) (w2

9°1,(0) %4y (8) Wi M
8w,~8[3j a 8w,-8ui ni Bj

o 5(6+1) (6+1) 52 1
= s) [‘[ri<wi><a+1>+aul—]2+ 4p? +4<1+5>[a—<wl->12] ()7
c
o(0) — 1 85+ 1)
Iwids S(”){[ri<wi><6+1>+6u,-]2 4u,~+4<1+6>2[r,~<w,~>12]'
Definindo os seguintes termos @; = s(f;),
- 5(6+1) (6+1) 52
Vi Tl G+ D+ o T ap? a1+ 8)(w
c

— L IR R V)
li(wi) (8 4+ 1) +0m]> 4w 4(1+8)%[t(wi)]*

T =
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a matriz de derivadas é dada por

A_ | X'D@D(y)D(9)
¢

COl’nliI: (V?lv"'vlpn)—r’ T= (%la--w%n)
estimados para o modelo adotado.

Com a andlise de influéncia € possivel verificar como estd a qualidade do ajuste do
modelo com a distribuicdo BSR, verificando quais observagdes estdo afetando as estimativas
no procedimento chamado de andlise confirmatéria. Uma vez que o modelo ja tenha sido ajus-
tado e analisado, mas se deseje verificar outras op¢des de modelagem para o MRBS, outras
abordagens da distribuicdo podem ser consideradas. Neste trabalho foi proposta uma aborda-
gem Bayesiana da BSR, sendo abordada tanto o ajuste da distribui¢do como de modelos de
regressdo, oferecendo uma alternativa a abordagem cléssica de andlise de dados.
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5 ABORDAGEM BAYESIANA

5.1 Inferéncia Bayesiana

Na abordagem Bayesiana, assume-se que os paradmetros sobre os quais se deseja
realizar inferéncias estdo associados a uma distribuicao de probabilidade, sendo a distribui¢ao
dos mesmos definidas utilizando as informagdes adicionais que se possa ter sobre as quantidades
de interesse ou de estudos anteriores da populagdo estudada.

Analisando possiveis modelos que possam ser construidos para a distribui¢do Birnbaum-
Saunders reparametrizada, foram consideradas algumas distribui¢des a priori que poderiam ser
assumidas para os parametros sendo analisado também qual a mais adequada com base em
métodos de comparagdo de modelos.

5.1.1 Distribuicoes a priori gama

Como u e 6 assumem somente valores positivos, uma possivel suposicdo seria
assumir distribui¢des a priori gama independentes para ambos os parametros, em que a fdp a
priori seria

7(la,b) o " exp{—bu}

m(S|c,d) < 5! exp{—dd},
com a, b, c e d sendo positivos.
Dessa forma, a distribui¢io a posteriori conjunta é dada por
S 5u (48w 1 nd
N i (5+1)%5C—1exp{—bu—d5}. (5.1)

Observe que a distribuicdo a posteriori encontrada nio € uma distribui¢do de pro-
babilidade conhecida. Além disto, ndo existe forma fechada. Portanto, métodos de simulagdo,
como o MCMC (Monte Carlo via Cadeias de Markov) sdo utilizados para gerar amostras alea-
tdrias, e consequentemente realizar inferéncias sobre os parametros.

5.1.2 Distribuic¢ées a priori uniforme

Em algumas situacdes ndo temos informagao adicional sobre a populagdo es-
tudada e seus parametros, uma possibilidade € utilizar distribui¢do a priori uniforme para U
e 9, fornecendo um suporte largo o suficiente de forma a cobrir os possiveis valores que os



48

parametros possam assumir. Dessa forma, as fun¢des de densidade a priori sdo

1

1
7[(5‘C,d>°<ﬁ, c< 6 <d.

A distribuicdo a posteriori serd proporcional a funcdo de verossimilhanga, e amos-
tras aleatdrias dos parametros podem ser obtidas através de métodos de MCMC.

5.1.3 Distribuicoes a priori Log-Normal
Outra possibilidade de distribuicdo a priori para os parametros € a distribui¢ao

Log-Normal, a qual € utilizada para valores positivos e pode ser uma op¢ao para as distribuicdes
gama e uniforme. As fun¢des densidade a priori nesse caso serdao

1 b 5 1 d 5
m(wla,b) Hexp{ E(logu a)} e m(d]|c,d) gexp{ E(logS c) },

com a e ¢ sendo valores reais e b e d positivos. A fun¢do densidade a posteriori é dada por

S el ou
wwdy) = sl (v 2 )

(148G P K1 nd
" eXp{ BT A e b T2

b 2 4 2
2(logu a) 2(10g5 c)}

5.1.4 Simulacgoes

Para verificar a performance de cada distribui¢do a priori, um estudo de simu-
lacdo foi realizado utilizando os programas R e OpenBUGS. Amostras aleatérias da BSR foram
geradas no programa R, sendo entdo esses valores usados em modelos escritos em cddigos no
OpenBUGS, através do pacote R20penBUGS.

As mesmas distribui¢des a priori foram atribuidas aos mesmos parametros, e 0s
valores dos hiper-pardmetros a, b, ¢ e d foram escolhidos com o objetivo a garantir aproxi-
madamente valores de 10 e 100 respectivamente para a média e variancia das distribui¢des a
priori. Esses valores foram escolhidos de forma a representar uma situacio na qual nao se tem
conhecimentos anteriores dos valores U € 8, isto €, se tratam de distribui¢Oes a priori vagas. As
distribui¢des a priori foram Uniforme(0,50), Gama(1;0,1) e Log-Normal(1,9561;1,4426).
Amostras de tamnho 5000 foram geradas com técnicas de MCMC, descartando os primeiros
1000 valores no periodo de aquecimento (burn-in). Amostras de tamanho de 30 da distribui¢do
BSR(1,1) foram geradas em R.

Analisando os resultados nas Tabelas (4)-(6), pode-se observar que os modelos sdo
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bastante similares, apesar das diferentes distribuicdes a priori. Para o parametro i a diferenca
foi pequena, mas por outro lado, para 6 o melhor modelo foi o Log-Normal, com o valor
mais préximo de 1 e com o desvio padrdao proximo dos demais modelos. De acordo com o
componente do desvio, o melhor modelo foi o Uniforme, mas com pouca diferenca dos demais.

Tabela 4: Resultados usando priores Uniforme
real média DP 25% 25% 50% T75% 97.5%
u 1 1,64 056 094 1,26 1,51 1,87 3,02
0 1 0,80 0,21 044 0,65 0,79 093 1,25
desvio - 68,24 2,11 66,14 66,72 67,61 69,09 73,94

Tabela 5: Resultados usando priores Gama
real média DP 25% 25% 50% T75% 97.5%
u 1 1,65 058 094 1,27 1,52 1,87 3,08
0 1 080 021 044 065 0,78 0,93 1,26
desvio - 6824 222 66,14 66,69 67,58 69,08 74,06

Tabela 6: Resultados usando priores Log-normal
real média DP 25% 25% 50% T75% 97.5%
u 1 1,60 046 096 1,28 1,52 1,82 2,75
0 1 0,87 0,21 051 0,72 085 1,00 1,30
desvio - 68,15 2,03 66,14 66,69 67,53 69,01 73,65

5.2 Modelo de regressao

A constru¢do de modelos de regressdo Birnbaum-Saunders com enfoque Baye-
siano pode ser feita de maneira semelhante a realizada em modelos lineares generalizados Baye-
sianos. A modelagem em MLG Bayesiano é semelhante a abordagem frequentista, mas com a
diferenca dos parametros (coeficientes de regressio e parametro de dispersdo) possuirem uma
distribui¢ao de probabilidade associada.

No caso da distribui¢do Birnbaum-Saunders reparametrizada, considerando uma
amostra aleatéria t = (f1,...,t,)| como varidvel resposta, um vetor x de varidveis explicativas
e B um vetor dos seus coeficientes de regressdo associados, uma op¢do pode ser adotar um
modelo em que para cada individuo se tem a seguinte estrutura hierarquica

ti|ﬁ75 ~ BSR(g_l{XlTB}a(S)J: 17 N

ﬁ] ~ N(O,GZ),jZI,"',p
0 ~ Uniforme(a,b),

com n sendo o tamanho da amostra e p o nimero de coeficientes de regressdo. Nesse modelo, os
coeficientes de regressao siao considerados identicamente distribuidos com distribui¢cao normal,
sendo utilizado distribui¢des a priori independentes, podendo ser atribuida uma variancia o2
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alta no caso de se ter pouca informacgdo a respeito da relac@o entre as varidveis preditoras e a
variavel resposta. Nesse modelo também foi considerado que a distribuicdo de probabilidade
do vetor B € independente da distribui¢do do pardmetro de dispersdo 0, e foi utilizada uma
distribui¢do a priori ndo informativa para este, em que ndo se tendo informacdes adicionais
sobre tal pardmetro na populagdo de estudo, um largo comprimento para o intervalo (a,b) de
uma distribui¢do uniforme pode ser adotado a fim de cobrir os possiveis valores que & pode
assumir.

Em posse das distribuicdes a priori dos coeficientes de regressdo, assim como no
MLG frequentista, a média é obtida por 1; = g~ '(x/ B), sendo g(.) uma fungio de ligagio
estritamente mondtona e positiva. Com isso, as distribui¢des a posteriori dos parametros do
modelo sdo obtidas por

n(Bl6,t) o L(t,B,5)m(5)
n(8|B,t) o L(t,B,5)r(B)

sendo L(t,B,5) a funcdo de verossimilhanca dos dados, w(8) e m(B) as respectivas distri-
buicdes a priori de 6 e B, e também 7m(B|5,t) e m(5|PB,t), suas respectivas distribui¢oes a
posteriori.

5.2.1 Simulacgoes

Para verificar a performance do MRBS Bayesiano foram realizadas simulacdes
utilizando os programas R e OpenBUGS. A situacdo considerada foi a mesma da simulacio para
o MRBS frequentista apresentado no Capitulo 4, utilizando a fun¢ao de ligagdao logaritmica.
Assim como o MLG ¢ apresentado em GELMAN et al (2004), o modelo da distribuicdao dos
dados na BSR ¢ da forma

L(|B,8) = ﬁ eXP{5/2}mt—3/2 <z- 5€Xp(n,)> exp {—i <6(le:;)?r)’jl) 6(16)—(:){0‘?;)> } ’

i it
=1 4v/mexp(n;) (1+9)

em que n é o tamanho de amostra, B = (Bo,B1,82)" € o vetor de pardmetros e 1; = x; B é
o preditor linear da i-ésima observacdo. Os valores da covaridveis xi; € xp; foram gerados das

distribui¢des Uniforme(0, 1) e N(0, 1), respectivamente.

Novamente, foram tomados os valores de parametro By =2, B; = 1,5, B, =0,5¢
0 = 10. Os tamanhos de amostra considerados foram n € {15,30,50}, e para cada tamanho de
amostra os valores das covaridveis e varidvel resposta foram gerados, sendo tomado #;|8,5 ~
BS(exp{x;'B},5). Com os dados gerados, os valores foram usados no programa OpenBUGS
para construir os modelos de regressdo Bayesianos. As estimativas obtidas das distribuicdes a
posteriori dos pardmetros foram a média, desvio padrdo, mediana e percentis de ordem 2,5(P 5)
e 97,5(Py7,5). Os resultados do OpenBUGS também fornecem a medida MC error, ou erro de
Monte Carlo, que se trata de uma medida de incerteza da média a posteriori, sendo utilizado
para indicar que a média a posteriori € precisa em um intervalo de mais ou menos o MC error
(COWLES, 2013).
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Tabela 7: Estimativas dos parametros do MRBS Bayesiano simulado.
n Parametro Real Média DP MCerror P s Mediana Pyjs

Bo 2 1,891 0,6009  0,0587 0,05 2,068 2,37
n=15 Bi L5 1,344 0,844 0,08048 0,51 1,164 4,29
B2 0,5 0365 0,1499 0,0114 0,11 0,3535 0,73
0 10 18,83 8,823  0,8276 0,08 19,38 38,56
Bo 2 2,001 0,4279  0,0407 0,01 2,071 2,43
n =230 Bi 1,5 1,324 0,4235 0,0384 0,014 1,379 2,02
B> 0,5 0,582 10,2844 0,0258 0,026 0,5407 144
0 10 8,332 2983  0,2642 0,01 8,568 13,79
Bo 2 2,057 0,3696 0,0341 1,72 2,044 2,82
n =150 Bi L5 1,411 04991 0,0471 -0,002 1,536 2,01
B2 0,5 0527 0,1122 0,01006 0,03 0,5375 0,68
0 10 8,632 2,782  0,2544 1,179 8,84 13,24

Considerando os valores utilizados para gerar as amostras como 05 = (o =2, =
1,5,5,=0,5,6 = 10)T e analisando os dados da Tabela (7), pode-se observar que o estimador
de Bayes (média) se torna mais préximo dos valores de O a medida que n aumenta, ocorrendo
também uma diminuicdo dos valores de DP e MC error na maioria dos casos, sendo estes
indicios de melhora no ajuste para tamanho de amostra maior. Também se pode verificar que
todos os intervalos formados pelos percentis P> 5 € Py7 5 contém seus respectivos valores de 0.

5.3 Comparacao de modelos

Uma vez que uma distribuic@o a priori precisa ser escolhida para construir o
modelo, se ndo houver informacdes adicionais sobre a distribui¢ao dos parametros, uma forma
de escolher a melhor distribui¢do a priori € usar algum critério de comparacao entre os ajustes
feitos com cada modelo. Um desses critérios € o CPO (Conditional Predictive Ordinate), que
avalia o ajuste dos modelos com base na qualidade da predicdo de novos valores. O CPO
considera a probabilidade do modelo prever o valor de uma das observacdes usando todos os
dados exceto a observagdo predita, o que de acordo com Christensen et al. (2011) pode ser
calculado de uma amostra de pardmetros 8!,...,6° por
J 1

CPO;' ==y — —
l Si:z‘iﬁ(yﬂek,MM)

onde y; é o valor observado e M [l ¢ o valor atual do modelo,construido com todos os dados

exceto a i-€sima observacdo. Quanto maior for o valor de CPO;, melhor € o indicio de que o
modelo estd ajustando bem a observacdo considerada.

Dados dois modelos M| e M;, segundo Paulino et al. (2003) e Geisser e Eddy
(1979), os modelos podem ser comparados através do Pseudo Fator de Bayes (PFB), no qual
os valores de CPO(M;) e CPO(M;) sob os respectivos modelos sdo utilizados na verificagdo
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de qual realizou um melhor ajuste dos dados. Denotando-se por PFB(M),M>), essa medida é
calculada da forma

" CPO;(My)

PFB(My,Mp) = =1 ,
l:]CPOI(Mz)

conforme é apresentado em Farias e Lemonte (2011), sendo CPO;(M ;) o valor de CPO obtido
da i-ésima observac@o sob o modelo j. Caso PFB(M;,M,) < 1 o modelo M, é preferivel em
relacdo a My, e caso PFB(M1,M>) > 1, o modelo M é preferivel em relagdo a M.

5.4 Diagnostico de influéncia Bayesiano

Com o objetivo de verificar a presenca de observagdes influentes no modelo de
regressdo Bayesiano, Cho et al (2009) propuseram um método utilizando a medida de diver-
géncia de Kullback-Leibler (K-L) para identificar tais pontos.

Denotando D como o conjunto de dados completo e Dl o conjunto de dados sem a
1-€sima observacao, a divergéncia K-L é calculada por

(00) 1o

K(P,PI) = / 7(6]D)log {W

em que 0 € o vetor de pardmetros do modelo, P a distribui¢cdo a posteriori de 0 para os dados
completos e Plil 4 distribuicdo a posteriori para os dados sem a i-ésima observacdo. Os autores
Cho et al (2009) também mostraram que esta medida pode ser obtida através da expressao

K(P,P) = —log(CPO;) + Eg [log {f(1:|6)} D], (5.2)

em que g [.|D] representa a esperanca da distribui¢@o a posteriori de @ dado D. A expressdo
(5.2) possui grande utilidade, pois permite calcular a divergéncia K-L utilizando as amostras
de MCMC da distribui¢@o a posteriori de @ para os dados completos, assim como foi feito no
calculo do CPO.

Uma medida utilizada com a divergéncia K-L € a de calibracado, cuja defini¢dao pode
ser encontrada em McCulloch (1989). Dado que K(Q1,Q>) = k para duas distribuigdes poste-
riori Q1 e 2, 0 objetivo consiste em encontrar um valor g(k) tal que K [B(1/2),B(q(k))] = k,
em que B(p) representa uma distribuicdo de Bernoulli de pardmetro p. Segundo McCulloch
(1989) o valor de ¢g(k) é a medida de calibragdo de k, e permite observar a semelhanca das
divergéncias K-L entre as situagdes Q1 e Oz, e B(1/2) e B(¢(k)). Em um exemplo apresentado
por McCulloch (1989), se g(k) =~ 1, os modelos Q; e Q> sdo notoriamente diferentes, enquanto
se q(k) ~ 0,5, os modelos sdo bastante similares. Tomando ¢(k) como p;, segundo Cho et al
(2009), K (P, P!) pode ser medida através de

_ —log{4pi(1—pi)}
5 ,

K(P,P) = K(B(1/2),B(p;))
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no qual utilizando a medida de divergéncia para calcular p;, tem-se que

1+ \/1 —exp{—2K(P,Pl)}

Pi= > )

sendo neste caso 0,5 < p; < 1.

Com as técnicas de diagndstico de influéncia e comparagao de modelos, a verifi-
cacdo de qualidade do ajuste no MRBS através da abordagem Bayesiana pode ser realizada,
0 que complementa os métodos de modelagem apresentados no capitulo. Conjuntamente com
os conceitos na metodologia cléssica, a distribuicdo RBS pode ser utilizada em aplicacdes com
dados reais, o que serd feito no préximo capitulo, verificando como € realizada a modelagem
através das técnicas apresentadas e sua performance.
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6 APLICACAO

6.1 Pacientes com leucemia

6.1.1 Analise descritiva

Estes dados foram analisados inicialmente por Feigl e Zelen (1965) utilizando
modelos com distribui¢do exponencial, e consistem em dados sobre o tempo (em semanas)
de sobrevivéncia de 33 pacientes que faleceram devido a uma forma de leucemia aguda. Os
pacientes formavam dois grupos do fator AG, em relacdo a presenca de bastdao de Auer nas
células da medula (FEIGL e ZELEN, 1965). Além de AG, a outra varidvel explicativa do
modelo era o logaritmo do nimero de células brancas no sangue do paciente no momento do
diagndstico da doenga, em que segundo Feigl e Zelen (1965), quanto maior o nimero de células
brancas, menos tempo de vida o paciente tende a ter.

Denotando-se as varidveis tempo de vida e logaritmo do nimero de células brancas
por semanas e [W BC, respectivamente, na Tabela 8 estdao presentes algumas estatisticas descriti-
vas referentes as mesmas. Pode ser observado pela mediana de semanas que 50% dos pacientes
sobreviveram até 22 semanas, porém, o tempo médio de vida foi de 40, 87 semanas, um nimero
maior que a mediana devido a natureza assimétrica dos dados. Para a covaridvel [WBC, a assi-
metria das observagdes foi de —0, 08, revelando uma distribuicdo consideravelmente simétrica
da mesma. Em relacdo a covariavel AG, teve-se 16 pacientes com auséncia deste fator (tomados
como AG = 0, chamados de AG negativos), e 17 pacientes que apresentaram o fator AG nas
andlises da medula (tomados como AG = 1, chamados de AG positivos).

Tabela 8: Analise descritiva.

Variavel | Minimo Mediana Média Maximo CV Assimetria Excesso de Curtose

semanas 1 22 40,87 156 1,1424 1,11 -0,06
IWBC 6,62 9,25 9,52 11,51 0,1411 -0,08 -0,96

Na Figura 5a, pode-se notar que os pacientes AG positivos aparentam ter um tempo
de sobrevivéncia maior que os AG negativos, por outro lado, pela Figura 5b, ndo parece haver
relacdo entre as covaridveis AG e [IWBC.

Na Figura 6, pode ser observado que a medida que /W BC aumenta (maior nimero
de células brancas), o tempo de sobrevivéncia dos pacientes aparenta diminuir, sendo este tempo
de vida geralmente menor para os pacientes AG negativos, como observado em 5b.

6.1.2 Modelos de regressao classicos

Utilizando a distribuicdo Birnbaum-Saunders para modelar a varidvel semanas, foi



8 - : : |
| — | | i
| | i
3 :
1 o |
o 2
g |
B 0
® @
£ EE
@ -2
wn [=} .
o | T ! i
[Ie] 1 I 1
| o 1 |
| ! :
] ! ]
. : |
! ~ i
o L i
T T T T
0 1 0 1
(a) (b)

Figura 5: Boxplot das varidveis semanas e [W BC para cada nivel de AG.
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Figura 6: Gréfico de dispersao das varidveis semanas e [W BC para cada nivel de AG.
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ajustado um modelo da forma
g(w) = Mi = Bo+ BIIWBCi + BoAG;, i=1,...,33,

em que neste caso semanas; ~ BSR(u;,0) e foi utilizada uma funcgio de ligagdo logaritmica,
g(u;) = log(u;). Na Tabela 9 sdo apresentadas as estimativas do modelo.

Tabela 9: Estimativas do MRBS para dados de leucemia.

Parametro | Estimativa Erro padrao
Bo 7,9516 1,4124
B1 -0,5058 0,1435
B> 0,6736 0,3800
0 1,0727 0,2641

Pelos dados da Tabela 9, pode-se observar que a média da varidvel semanas tende a
decrescer a medida que a varidvel [WBC cresce, pois o tempo esperado de vida em semanas de
um paciente decresce 39,69% (ePr =0,3969) quando o logaritmo do numero de células brancas
no sangue aumenta em uma unidade, mantendo a Yariével AG fixa. Em relagdo a varidvel AG,
a presenca de deste fator aumenta em 96, 13% (ePr =1,9613) o tempo de vida esperado do
paciente, em semanas. Esses resultados vdo ao encontro das observacdes feitas por Feigl e
Zelen (1965) sobre os dados e pelas anélises das Figuras 6 e 5.

Na Figura 7 estdo dispostos os residuos versus os valores ajustados, que permite
verificar como estd a adequacdo do modelo ajustado. Pode-se observar que a grande maioria
dos residuos se encontram em torno de zero, na regido de £2, mas existem dois pontos que se
destacam dos demais, as observacdes #33 e #17, que podem se tratar de pontos influentes no
modelo.

Residuos
(s
[s]
Q
[=]

50 100 150 200

Ajustados

Figura 7: Gréfico dos residuos vs. os valores ajustados do MRBS para dados de leucemia.
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Outra forma de verificar a adequabilidade do modelo € através do grifico de en-
velope simulado (ver Cordeiro e Demétrio (2007) e Atkinson (1985), por exemplo). Neste
trabalho, a andlise de envelope simulado para o MRBS foi implementada no programa R, sendo
obtida a Figura 8. Pode-se notar que todos os pontos se encontram dentro das bandas de confi-
anca de 95%, o que € um indicio de que o modelo ajustado estd adequado.

Residuos de Pearson

Quantil da Normal Padréo

Figura 8: Grafico de envelope simulado para o MRBS dos dados de leucemia.

Na Figura 9 de d,,, versus os indices das observacdes, pode-se observar quais pon-
tos sdo influentes para o modelo sob o método de ponderagdo de casos, sendo a linha tracejada
dada por 2dax. Observa-se que os pontos #33 e #17 sdo os mais influentes para o modelo,
assim como foi observado no gréfico de residuos, porém outros pontos também se destacam, as
observagOes #31, #14 e #15.

6.1.3 Modelos de regressao Bayesianos

Utilizando os métodos apresentados no Capitulo 5, foi ajustado um modelo de re-
gressdo com abordagem Bayesiana para os dados, com as seguintes distribui¢des a priori para
as quantidades de interesse

semana;|f,8 ~ BSR(u;,8),i=1,---,33
ﬁj ~ N(0;0,001),j=1,---,3
0 ~ Log—Normal(1,9561;1,4426),

em que log(i;) = ni = B1 + B2IWBC; + B3AG;, sendo utilizada uma fungio de ligacdo loga-
ritmica para a média. As distribuicdes a priori escolhidas foram as utilizadas nas simulacoes,
sendo feita a op¢do pela distribuicdo Log-Normal para 6 por sua performance ter sido melhor
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Figura 9: Gréfico de influéncia local para o MRBS dos dados de leucemia.

do que as demais nas simulagdes, sendo os hiper-parametros escolhidos de forma a ter-se uma
distribuicdo a priori vaga, com alta varidncia para . As estimativas obtidas para o modelo
estdo apresentadas na Tabela 10.

Tabela 10: Predi¢des dos parametros do MRBS Bayesiano para os dados de leucemia.

Pardmetro Média DP P 5 Mediana  Py7 5
Bi 8,009 1,2968 5,518 8,004 10,550
B -0,511 0,1291 -0,763  -0,512  -0,262
B3 0,669 0,3659 -0,062 0,671 1,369
0 1,132 0,2523 0,682 1,116 1,662

Analisando os dados da Tabela 10, nota-se que as predi¢des sdo proximas das esti-
mativas obtidas no modelo clédssico, sendo as interpretacdes semelhantes. Nota-se que, a medida
que varidvel [WBC cresce, o tempo médio de sobrevivéncia dos pacientes tende a diminuir, en-
quanto que a medida que a presencga do fator AG no paciente tende a aumentar o tempo de vida
do paciente. Observa-se também que o zero estd incluido no intervalo de 95% de credibili-
dade para f33, sendo um indicio de que a varidvel AG nio teria tanta importincia para explicar
semanas, porém, este valor se encontra perto do limite do intervalo.

Analisando a Figura 10, tem-se as medidas de divergéncia K-L das observacdes,
indicando quais sdo as influentes para o modelo. Pode-se ver que as observagdes mais influentes
sdo as #33, #14 e #15, se destacando das demais. As observagdes #17, #21 e #31 também se
destacam no grafico de divergéncia K-L.

Na Tabela 11 estdo os valores de calibracdo para o modelo ajustado, em ordem
decrescente. Pode-se ver que a observacdo #33 tem um valor proximo de 1, indicando que esta
observacao ¢ bastante influente para o modelo assim como foi observado na Figura 10. Outros
valores altos também foram das observacdes #14 e #15, com k = 0, 8464.
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Figura 10: Gréfico da divergéncia K-L para o MRBS Bayesiano dos dados de leucemia.

Tabela 11: Calibragdo da divergéncia K-L dados de leucemia.
Observacao | K-L  Calibragdo
#33 0,7357  0,9388
#14 0,3271 0,8464
#15 0,3271 0,8464
#17 0,2478  0,8126
#21 0,1804  0,7752
#31 0,1512  0,7554
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6.1.4 Analise confirmatoria

As observagdes identificadas como influentes no modelo podem estar afetando
o valor das estimativas dos parametros (modelo cldssico) ou das predi¢cdes a posteriori (modelo
Bayesiano). Dessa forma, € necessaria uma anélise confirmatodria para verificar o impacto cau-
sado nas estimativas pela permanéncia de alguma dessas observagdes influentes, com o objetivo
de estudar a influéncia das mesmas e possivelmente obter um modelo menos influenciado por
observacdes atipicas.

Neste trabalho esta andlise sera feita conforme as abordagens clédssica e Bayesiana,
verificando e comparando os resultados de ambas, e para isso, as medidas de influéncia d;x €
K-L foram centralizadas no intervalo [0, 1] para que os valores obtidos em ambas pudessem ser
comparados. Nas Figuras 11a e 11b, pode-se observar que a observacao #33 € dada como in-
fluente em ambas abordagens. Por outro lado, na abordagem cldssica as duas observacdes mais
influentes foram #33, #17 e #31, enquanto que na abordagem Bayesiana foram as observagdes
#14 e #15.
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Figura 11: Comparacdo dos graficos de influéncia local e da divergéncia K-L.

Na Tabela 12 sdo apresentados os dados das observacdes diagnosticadas como in-
fluentes na Figura 11. Nas interpretacdes feitas nos modelos, a presenca do fator AG geralmente
leva a um tempo esperado de vida maior para os pacientes, porém, os pacientes #14 e #15 sao
AG positivos e apresentaram o numero minimo de semanas de vida observados, o que pode ter
levado essas observacdes a serem apontadas como influentes. Pode-se observar que os valores
da Tabela 12 possuem um valor préximo de /W BC, mas a observacdo #17 possui um nimero
de semanas bastante alto quando comparados com as demais observacdes. O mesmo ocorre
para as observacoes #31 e #33, que também apresentaram um alto nimero de semanas de vida,
porém, estas observagdes possuem AG = 0, e segundo as interpretacdes dos modelos, pacientes
AG negativos tendem a ter tempo de vida menor, e essa ligeira contradi¢do pode ter levado essas
observacdes a serem tomadas como influentes nas andlises feitas.
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Tabela 12: Observagdes influentes da Figura 11.

Observacdo | semanas [IWBC AG
#14 1 11,5129 1
#15 1 11,5129 1
#17 65 11,5129 1
#31 30 11,2772 0
#33 43 11,5129 0

Para verificar o efeito de cada observacdo, foram ajustados modelos com algumas
destas observagdes removidas e calculada a porcentagem da mudanca relativa na estimativa do
parimetro (no caso do modelo Bayesiano, o Estimador de Bayes) através de |(6 — 6[) /8] x
100%, em que 0 representa as estimativas com os dados completos e 61l sem um conjunto / de
observagdes, denotando-se por MR(%).

Tabela 13: MR(%) para as observagdes da Tabela 12 no MRBS cléssico.
Removida Bo Bi B 0

#33 815 19,69 43,12 18,09
#17 6,56 11,25 18,29 847
#31 295 7,64 19,44 6,15
#14 8,15 11,83 23,04 11,23
#15 8,15 11,83 23,04 11,23

#33,#17,#31 | 31,81 70,04 79,96 87,74
#33,#14,#15 | 16,36 17,72 94,03 62,99

Pode-se observar na Tabela 13 que a retirada da observacdo #33 € a que, indivi-
dualmente, causa as maiores mudangas nos pardmetros, chegando a 43% para f3,. Outro fato
interessante é que as observacoes #14 e #15 individualmente possuem um efeito maior na mu-
danca das estimativas do que as observagdes #17 e #31, porém quando estes pares sdo retirados
conjuntamento com #33, tem-se um resultado contrdrio, em que a retirada de #33, #17 e #31
tem um efeito consideravelmente maior do a retirada de #33, #14 e #15. Tal resultado pode
explicar porque as observacdes #14 e #15 sdo consideradas mais influentes do que #17 e #31
na divergéncia K-L, pois de fato individualmente o sdo, porém, em conjunto com com #33, o
efeito de maior influéncia fica como indicado para a andlise de influéncia local, com 0 dqy,
em que #17 e #31 s@o consideradas mais influentes. A mesma situagdo ocorre para os modelos
Bayesianos que foram ajustados, como mostrado nos dados da Tabela 14.

Denotando como M| o modelo sob o caso Cy, sem as observacoes #33, #17 e #31, e
M, o modelo sob o caso (5, sem as observacdes #33, #14 e #15, os valores de CPO para cada ob-
servacao sob cada modelo pode ser visto na Figura 12. Utilizando esses valores para calcular o
Pseudo Fator de Bayes para compara os modelos M| e M,, tem-se que PFB(M,M;) < 0,0001,
indicando que o modelo M, € melhor que o M1, mesmo tendo sido percebido na Tabela 12 que
tal modelo possui observagdes consideradas influentes.

Analisando os dados das Tabelas 15 e 16, € possivel notar algumas diferencas entre



Tabela 14: MR(%) para as observagdes da Tabela 12 no MRBS Bayesiano.
Removida B1 B> B3 0

#33 7,30 18,04 41,62 18,01
#17 545 9,28 20,27 10,29
#31 2,59 740 24,04 17,13

#14 8,60 12,07 28,70 10,66
#15 8,60 12,07 28,70 10,66

#33,#17,#31 | 30,48 67,15 78,82 80,39
#33,#14,#15 | 16,75 18,52 95,62 60,19
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0.10
1
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0.10
|

CPO

005
1

0.00
0.00

|
T T T T I T
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Figura 12: Comparacdo dos valores de CPO nos modelos M| (a) e M>(b)

Tabela 15: Estimativas dos casos Cj e C; sob enfoque cléssico

C (&)
Parametros | Estimativas DP | Estimativas  DP
Bo 10,481 1,243 6,651 1,352
Bi -0,860 0,130 -0,416 0,140
B 1,212 0,322 1,307 0,341
o 2,014 0,520 1,748 0,451
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Tabela 16: Estimativas dos casos C; e C; sob enfoque Bayesiano

Caso C
Pardmetro | Média  DP P,s  Mediana Py s
By 10,451 1,179 8,189 10,460 12,750
B -0,856 0,126 -1,095 -0,858  -0,608
B3 1,198 0,323 0,573 1,195 1,813
o 2,042 0495 1,178 2,004 3,116
Caso G
Pardmetro | Média  DP P,s  Mediana Py s
Bi 6,668 1,332 4,144 6,640 9,361
B2 -0,417 0,138 -0,688 -0,414  -0,149
Bi 1,310 0,326 0,663 1,311 1,945
o 1,814 0,449 1,041 1,779 2,804

os dois casos. Para C; tem-se o intercepto maior dos obtidos com (C;, indicando que sob a
primeira situacio os pacientes iniciam o estudo com um tempo de vida esperado maior do que
estimado sob C;. Outra diferenga notdvel entre ambos os casos € em relacdo ao efeito da varidvel
IWBC no valor esperado de semanas. Para o caso C; esse efeito é considerado maior que no
caso (.

Calculando os valores de AIC e BIC para os modelos comparados sob o enfoque
classico, o valor de AIC para os casos C; e C, sdo, respectivamente 253.7471 e 277.1419,
enquanto que os valores de BIC para M| e M; sdo, respectivamente 259.3519 e 282.7467.
Esses resultados indicam que, embora o modelo sob o caso C; tenha valores menores de AIC
e BIC, a diferenca entre deste para o caso C; ndo € tdo expressiva nos modelos cldssicos como
nos modelos Bayesianos pelo PFB. Dessa forma, o modelo a ser adotado poderia ser o M,
em que as observacgdes #33, #14 e #15 sao retiradas, uma vez que este poderia ser considerado
equivalente ao My, no caso de se utilizar a abordagem cléssica.

Com o resultado apresentado, os pontos a serem retirados diferem em relacdo as
estimativas nas abordagens cldssica e Bayesiana, no caso de serem retirados as 3 observacoes
mais influentes. Porém, ambas metodologias mostraram uma relacdo de equivaléncia como
observado na Figura 12, em que o conjunto de observagdes influentes € bastante semelhante (no
caso dos 6 pontos mais influentes o resultado foi o mesmo, sendo destacados os pontos #33,
#31, #17, #21, #14 e #15).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentada a distribui¢cdo Birnbaum-Saunders e uma exten-
sdo dela para modelos de regressdo. Uma forma reparametrizada da distribui¢do, foi discutida,
bem como métodos de estimagdo dos parametros e propriedades, e posteriormente uma aborda-
gem Bayesiana da distribuicao foi proposta. Modelos de regressao criados utilizando a distri-
bui¢ao BSR foram apresentados, sendo discutidos seu desenvolvimento, métodos de estimagao
e andlise de diagndstico. Uma abordagem Bayesiana do MRBS também foi proposta, sendo
desenvolvida uma abordagem diferente para modelar dados com o MRBS, discutindo métodos
de diagndstico e comparacao de diferentes modelos sob o aspecto Bayesiano.

Um exemplo de aplicagdo foi apresentado, analisando a influéncia da presenga do
fator AG (bastdo de Auer que pode estar contido em células da medula) e do valor de [WBC
(logaritmo do nimero de células brancas) no tempo de vida de pacientes com um determinado
tipo de leucemia. Diferentes modelos foram feitos sob as metodologias cldssica e Bayesiana,
verificando uma relacdo negativa entre o tempo esperado de vida dos pacientes e [WBC, en-
quanto que a presenca do fator AG tende a aumentar este tempo. Neste exemplo de aplicacio,
uma comparacgdo foi feita entre os métodos de diagnostico de influéncia cldssico e Bayesiano,
influéncia local e divergéncia de K-L, respectivamente. Observou-se que ambas metodologias
sdao equivalentes, porém, diferentes conclusdes podem ser obtidas dependendo da abordagem
adotada. Dessa forma, este trabalho apresentou duas diferentes formas de se utilizar a distribui-
cdo Birnbaum-Saunders reparametrizada em modelos de regressdo, sendo mais uma ferramenta
disponivel na modelagem de dados.

Como propostas de trabalho futuro, um modelo semiparamétrico poderia ser utili-
zado no modelo, no qual a flexibilidade de modelos livres de distribuicao poderia potencializar o
MRBS. A abordagem Bayesiana para modelos de regressdo nao-paramétricos também poderia
ser utilizada, sendo discutida métodos de inferéncia e diagndstico para tal modelo.
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APENDICE A - FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Através da relagdo entre a distribuicdo BS e a distribui¢do Normal, tem-se que

ofa (Vi A)] L e S

em que Z ~ N(0,1), e derivando tal equacéo em relacdo a t obtém-se a func¢do densidade de
probabilidade de 7',

) = 5 f m([ [)

1
o2l

1 . _L t
2/iB 2r3/2 1 20

_ 1P+ B) 1
 2a4/27B eXp{ 2062(

em que ¢’ representa a primeira derivada de ¢.
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APENDICE B - RELACAO ENTRE AS DISTRIBUICOES BS E NORMAL

Definindo a funcdo

Ct)y=1"7—¢712 >0,
tem-se que Fr(t) =® (L {(T/B)) e 2£(T/B) ~ N(0,1).

SejaX ~ N <0, O‘TZ>, pode-se ver que, em distribuicao,

2X = ¢(T/B).

Demonstragcdo. Sabe-se que

f(x) 2 { 2x2} <x<
x) = expl —— ¢, —0<x< oo
o2 Pl a2

ParaY = 2X,
Y d
X=3=h(X) e dx:%
Pelo método do jacobiano, pode-se obter
o) =0 ) 2] - e {2y (0,0
g X —_— T~ ~ .
g(y 7 P BT ;

Assim, tem-se que L {(1/B) ~ N(0,1), mas o interesse é em {(z/B). Tomando entio V =
£(t/B), tem-se

Cu/B) _ v {C(t/ﬁ)} W _av
o o o o
Pelo jacobiano obtém-se

(v) ! v <v<
V) = ———exXpy — = —oo Ly o0
8 oo P 202 [

2X 2 ¢(1/B)

Portanto,

Pode ser definida também uma fungdo p, tal que

PX)=X+V1+X2, X>0,
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em que, paray > 0,

2x = &)
2x = yl/z—y
2)cyl/2 = y—1
y—2xy1/2—1 = 0,

~1/2

e resolvendo a equacdo do segundo grau,

A=(2x)%—4(-1) = 4(*+1)

2x++/4(x2+1
5= x \/2(x+):xi

x2 41,

como /y >0ex < v1+x2, tem-se
=tV =p(

Com isso, definindo uma outra funcdo W que estd relacionada com as duas anterio-
res, de forma que

¥(x) = [p(x)] =y={""(2).

Com esses resultados, tem-se que

2X = {(T/B) = {1 (2X) = g ST = BCI(2X) = BE(X),

logo
T = B¥(X) = Blp(X)2 = B [1 +2x242x4/1 +x2] .

em que X NN(O,O‘TZ).
A partir deste resultado pode ser obtida a equacgao (2.3),

2
oz oz 2
T=p 7+ (7) +1| , Z~N(0,1).

Essa relacdo se deve ao fato de que, se a distribuicdo de X for padronizada, serd

obtida a seguinte igualdade
Z—X_O—ZX:>X—ZOC
a2« 27
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APENDICE C - MOMENTO DE ORDEM R DA DISTRIBUICAO BS

Através da equacdo (2.3) € possivel obter a expressao do r-€simo momento de 7" ~
BS(a,B).

2\ ” 2r

oz az\? oz az\?
E[T]=E B —5—*- (—5—) +1 =B"E 75'+’ (‘5‘) +1 ,

Utilizando o polindmio de Leibniz (MORGADO et al, 2006), tem-se que

E[T'] = B'E _k+,~2_2r <k2!rj>!z (aTZY ( (%Z)z . 1) j

el § () (%) (2)+)]

substituindo j na expressao por 2m e trabalhando com o somatdrio, obtém-se

() (D)

utilizando o polindmio de Leibniz novamente obtém-se

B[] = Br;o (;;)JE [<a72>2(rm)§6 (’:> (%2)2,1]

=P Z (22,;) i ('Z)]E [zz<r—m+n>} ( % )2<rm+n>'

m=0 n=0

B =p Y (5 ) |

m=0

Existe uma propriedade que permite calcular os r-ésimos momentos de uma dis-
tribui¢do normal, para r > —1, utilizando o fatorial duplo (ver Ross (2010)). Para a varidvel
Z ~N(0,1) essa propriedade é da seguinte forma

(7] = 0 se r for impar
| (r—1!!  ser for par
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em que o duplo fatorial, denotado por n!!.

O fatorial duplo possui uma relagao com o fatorial que é ttil na definicao da férmula
para o célculo dos r-ésimos momentos de uma distribuicdo Birnbaum-Saunders. Sendo n =
2k — 1, essa relagdo é

(2k)!

nll= (k=111 = 7.

Dessa forma, com as propriedades anteriores tem-se que E(7") pode ser reescrito
da seguinte forma

>2(r—m+n) E [Zz(r_mﬂ)}

=
Pﬂ

i
Il

=
~
1~
TN
P
S S
~
3

3
Il
o

2(r—m+n)
) 2(r—m+n)—1]11

3
Il
o

NIR N[R MR

)Z(Vm+n) 2(r—m+n)!
20r=mtn)(y —m4n)!

i
(e

Il
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01~
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APENDICE D - CODIGOS DO PROGRAMA R PARA A DISTRIBUICAO BSR

D.1 Modelos usando somente o R

S S S S S
# Funcdo para gerar valores aleatérios da BSR ###########

rRBS=function(t,m=1,d=1){
if (any(m <= 0)) stop(paste("mu deve ser positivo", "\n", ""))
if (any(d <= 0)) stop(paste("delta deve ser positivo", "\n", ""))
Z
r

rnorm(t)
(m*d/ (d+1))*(Z/sqrt (2*d) + sqrt((Z/sqrt(2xd))~2 + 1))"2

r

I
# Funcdo acumulada da dist. BSR ##############

pRBS=function(t,m=1,d=1){
cdf = pnorm( sqrt(d/2)*( sqrt((tx(d+1))/(d*m))-sqrt((d*m)/(tx(d+1))) ) )
cdf

I
# Funcdo densidade da dist. BSR ##############

dRBS=function(t,m=1,d=1){
if (any(m <= 0)) stop(paste("mu deve ser positivo", "\n", ""))
if (any(d <= 0)) stop(paste("delta deve ser positivo", "\n", ""))
fy = exp(d/2)*
sqrt ((1+d) / (16*pi*m) ) *
(t~(-.5) + (£~(-1.5)*d*m)/(d+1))*
exp( -(d/4)*( (t*x(d+1))/(d*m) + (d*m)/(t*(d+1)) ) )
ty

B i S s
# Funcdo quantil da dist. BSR #########H###H#H

gRBS=function(q,m=1,d=1){
if (any(m <= 0)) stop(paste("mu deve ser positivo", "\n", ""))
if (any(d <= 0)) stop(paste("delta deve ser positivo", "\n", ""))
if(q < 10~(-250)){resp = 0}
else{

gq=(d*m/(d+1)) * (qnorm(q)/sqrt(2*d) + sqrt(1+(gnorm(q)/sqrt(2*d))~2))"2
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A
# Fungdo para o Estimador pelo método dos momentos modificados
# da dist. BSR

modmeRBS = function(t){

th

mean(1/t)

mean (t)

mu

delta = 1/(sqrt(muxth) - 1)
list (mu=mu,delta=delta)
}

# t = rRBS(30,m=10,d=10)
# modmeRBS(t)

B S s s s
# Funcdo para o EMM da dist. BSR #####H#H#H#H#H##

mmeRBS = function(t){

mu = mean(t)

n = length(t)
s2 = (n-1)*var(t)/n

delta = ( mu™2 - s2 + sqrt(mu~4 + 3*s2*mu~2) )/s2
list(mu=mu,delta=delta)
}

# t = rRBS(30,m=10,d=10)
# mmeRBS(t)

g g g g g g g g g
# Funcdo para a matriz de informagdo da dist. BSR ###########

# Fungdo para calcular integral da matriz de informagdo
Idt=function(m,d){
if (any(m <= 0)) stop(paste("mu must be positive", "\n", ""))
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if (any(d <= 0)) stop(paste("delta must be positive", "\n", ""))
f.Idt=function(t){
exp(d/2)*
sqrt ((1+d) / (16*pi*m) ) *(t~(-1.5))*
(t + (d*m)/(d+1))~(-1) *
exp( -(d/4)*( t*(d+1)/(d*m) + d*m/(tx(d+1)) ) )
}
integrate(f.Idt,0,Inf)$value
}

B S s
# Funcdo para o EMV da dist. Birnbaum-Saunders ###########

mleRBS = function(y, n.iter=10){

# Derivadas da matriz de informacéo
dldm = function(mu,delta,y) sum( -1/(2*mu) + delta/(deltaxy+y+delta*mu) +
(delta+1)*y/(4*mu~2) - (delta~2)/(4*y*(delta+l)) )
d21dm2 = function(mu,delta,y) length(y)*( -delta/(2*mu~2) -

(delta~2)*Idt (mu,delta)/(delta+1)~2 )
dldd = function(mu,delta,y) sum( delta/(2*(delta+1)) + (y+mu)/(deltaxy+y+
delta*mu) - y/(4*mu) - muxdeltax(delta+2)/(4*y*(delta+1)~2) )
d21dd2 = function(mu,delta,y) length(y)*( -(delta~2 + 3xdelta + 1)/(2x
(delta+1)"2 * delta~2) - (mu~2)*Idt(mu,delta)/((delta+1)~4) )
d21dmdd = function(mu,delta,y) length(y)*( -1/(2*mux(delta+l)) -
delta*mu*Idt(mu,delta)/((delta+1)"3) )

# Vetor escore
VetEsc = function(mu,delta,y) c(dldm(mu,delta,y), dldd(mu,delta,y))

# Matriz de informagdo de Fisher
MatInf = function(mu, delta, y) - matrix(c(d2ldm2(mu,delta,y),
d21dmdd (mu,delta,y) ,d21dmdd (mu,delta,y) ,d21dd2(mu,delta,y)),2,2)

# Palpite inicial
BO = c(modmeRBS (y) $mu,modmeRBS (y) $delta)

for(i in 1:n.iter){

B = BO + solve(MatInf(BO[1],B0[2],y))%*%VetEsc(BO[1],B0[2],y)
BO = B

}

list (mu=B0O[1] ,delta=B0[2])

}

# t = rRBS(30,m=1,d=200)
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# mleRBS(t,n.iter=20)

g L g g g g e s G e
# Modelos de regressdo Birnbaum-Saunders ###########

regRBS = function(y,Xev,n.it=20){

# Funcdo de ligacdo logaritmica
g = function(x) log(x); dg = function(x) 1/x; gi = function(x) exp(x);
d2g = function(x) -1/(x"2)

# Funcdo de ligacgdo raiz
# g = function(x) sqrt(x); dg = function(x) 1/(2*sqrt(x)); gi = function(x) x~2

# Funcdo de ligacdo inversa
# g = function(x) 1/x; dg = function(x) -1/(x72); gi = function(x) 1/x

# Pacote necessario para o ginv
require (MASS)

# Valores iniciais para beta
beta = 1m(g(y) “Xev)$coef

# Valores iniciais para delta
delta = mleRBS(y)$delta

# Vetor de parametros
theta = c(beta, delta)

# Matriz de modelo
X = cbind(rep(1,dim(as.matrix(Xev))[1]),as.matrix(Xev))

# Matriz de modelo aumentada
Xt = rbind(

cbind (X,rep(0,dim(X) [1])),
cbind(t (rep(0,dim(X) [2])),1)
)

# Iterecdo de estimagdo
for(i in 1:n.it){



# Vetor da média
mu = gi(X%xJbeta)

HUSHHAHH R H AR
z = -1/(2*mu) + delta/(deltaxy+y+delta*mu) + (delta+l)x*y/(4*mu~2) -
(delta~2)/(4*xy*(delta+l))
HAeHBHHAHBHHAHBH
b = delta/(2x(delta+1)) + (y+mu)/(deltaxy+y+deltaxmu) - y/(4*mu) -
mu*deltax(delta+2)/(4*y*(delta+1)"2)
Db = diag(as.vector(b))
HUHHHHHHHAHHERH
a = 1/dg(mu)
Da = diag(as.vector(a))
HUSHHAH R H A
RIdt = sapply(mu, function(x) Idt(x,delta))
HAHBHHAHBHHAHEH
v = delta/(2*(mu*dg(mu))~2) + (RIdt*delta~2)/(((delta+1)*dg(mu))~2)
Dv = diag(as.vector(v))
HUHHHHHH R H AR
s = 1/(2*mux(delta+1)) + delta*muxRIdt/(delta+1)"3
HUHHHHHH R H AR
u = (delta”2 + 3*delta + 1)/(2*(deltax(delta+1))~2) + (mu~2)*RIdt/(delta+1)"4
Du = diag(as.vector(u))
HESHH AR
Dab = rbind(
cbind(Da,rep(0,dim(Da) [2])),
cbind (t(rep(0,dim(Da) [1])),sum(diag(Db)))

# Matriz de pesos aumentada
W = rbind(
cbind(Dv, Dal*%s),
cbind (t(s)%*%Da, sum(diag(Du)))

###### Estimagdo

# Variavel dependente
Z = XtY%*%theta + ginv(W)%x*}Dabl*%rbind(z,1)
theta.n = ginv(t (Xt) %x%Wi*%Xt) %*lt (Xt) %*x Wi %Z

# theta.n = theta + ginv(t (Xt)%*%Wi*x%Xt)%*%t (Xt) %*%Dabl%*)rbind(z,1)
beta = theta.n[1:length(theta)-1]

delta = theta.n[length(theta)]

theta = theta.n



s

dmi2 = (1/(2*mu~2) - (delta~2)/(delta*y+y+delta*mu) "2 - y*(delta+l)/(2+*mu~3))

dmu2x(a~2) + z*a
Dc = diag(as.vector(cv))
HAeHBHHAHBHHAHBH

Ccv

m = y/(delta*xy+y+delta*mu) "2 + y/(4*mu~2) - delta*(delta+2)/(4*yx(delta+1)"2)

HHHHHH R
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d = 1/(2*(delta+1)"2) - ((y+mu)~2)/(deltaxy+y+delta*mu) "2 - mu/(2*y*(delta+1l)"3)

Dd = diag(as.vector(d))

# Matriz hessiana

L = rbind(
cbind (t (X) %*%Dc¥x%X, t(X)%=*%Dal*%m) ,
cbind (t (m) %*%Da%=*%X, sum(diag(Dd)))

# Matriz de pertubacdo (ponderag3o de casos)
Mat.Pert = rbind(

t (X) %*%Dal*%diag(as.vector(z)),

t (b)

# Matriz de variadncia-covariincia
K = ginv(t(Xt)%*%Wi*%Xt)

# Residuo do tipo Pearson padronizado
Vy = (mu~2)*(2*delta+5)/(delta+1)"2

resid = (y-mu)/sqrt(Vy)

# Critérios de informagdo de Akaike e Bayesiano

logLik.i = function(mu,delta,y){ delta/2 - .5*xlog(delta+l) -

.5xlog(16*pi*mu) - 1.5%xlog(y) +
log(deltaxy+y+delta*mu) - y*(delta+1l)/(4*mu) -
(muxdelta~2)/(4*(1+delta)*y) }

loglik = sum(sapply(1:length(y), function(x) logLik.i(mu[x],delta,t[x])))

AIC = -2%loglLik + 2#*length(theta)
BIC = -2*loglLik + log(length(y))*length(theta)

return(list(beta = beta,delta = delta, vcov = K,
resid = resid, ajustados = mu, Mat.Hes =L,
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Mat.Pert = Mat.Pert, AIC=AIC, BIC=BIC))

s s
##H######E Envelope simulado para o MRBS ###########

envelope.MRBS = function(y,Xev, mod.BSR){

length(y)
sort(mod.BSR$resid) # residuos ordenados do modelo

QB
o

gnorm((c(1:n)-.375)/(n+.25)) # quantis da normal padr&o

# Matriz para guardar amostras geradas sob o modelo ajustado
Amostras = matrix(NA, 19, n)

for(i in 1:19){

Amostras[i,] = rRBS(n,m=mod.BSR$ajustados[i],d=mod.BSR$delta)
X

# Residuos dos modelos das amostras geradas
Res = matrix(NA,n,19)

for(i in 1:19){

ajust.envel = regRBS(Amostras([i,], Xev)

Res[,i] = ajust.envel$resid

}

Res2 = apply(Res,2,sort) # residuos ordenados dos modelos

# Construcdo do grafico de envelope simulado

Env = cbind(apply(Res2,1,max),apply(Res2,1,mean),d,apply(Res2,1,min))
matplot(z,Env,lty=c(1,2,0,1),type=c("1","1","b","1"),

col=c(1,1,1,1),pch=19,ylab="Residuos de Pearson",xlab="Quantil da Normal PadrZo")
}

D.2 Modelo usando conjuntamente 0 OpenBUGS pelo R2Z0penBUGS

# MBSR Bayesiano

# Pacote para utilizar o OpenBUGs com o R
library (R20penBUGS)

# Observagdes
y = semanas; x1 = 1.WBC; x2 = AG



N = length(y)

data = list("N","x1","x2","y")

# valores iniciais

inits = list(list(delta = 1.072715,beta = c(7.9516005,-0.5058312,0.6736365)))
# parametros do modelo

parameters = c("beta","delta")

# Modelo no OpenBUGs
modBayes = bugs(data = data, inits = inits, parameters.to.save = parameters,
model.file = "MRBS-sobrev.odc", n.chains = 1, n.iter = 10000,n.burnin = 1000)

# Resultados
modBayes$summary
modBayes$summary[,c(1,2,3,5,7)]

names (modBayes)
dim(modBayes$sims.matrix)
head (modBayes$sims.matrix)

p = dim(modBayes$sims.matrix) [2] - 1 # nlGmero de parametros
# Céalculo do CPO

# matriz para guardar as amostras dos parametros
sim.par.lnorm = modBayes$sims.matrix[,1:p]
dim(sim.par.lnorm)

# Fungdo para calcular a média estimada
mu.estim = function(beta,x) exp(betal*%x)

#matriz para guardar inversos das probabilidades

sim.inv.lnorm = matrix(NA,dim(sim.par.lnorm) [1],N)

X = cbind(rep(1,length(1.WBC)),1.WBC,AG) #matriz de modelo
for(j in 1:NM){

sim.inv.lnorm[, j] = mapply(function(x,m,d) 1/dRBS(x,m,d),
y[j]l,mu.estim(sim.par.lnorm[,1:(p-1)1,X[j,]),sim.par.lnorm[,p]l)
}

dim(sim.inv.lnorm)

# calculo da média harmdénica para obter o CPO
cpo.lnorm <- 1/apply(sim.inv.lnorm, 2, mean)

# Grafico: CPO x indice (verifica qualidade de ajuste de cada observagdes)
plot(1:N, cpo.lnorm, type = "h", xlab = "Indice da observagdo", ylab = "CP0")

# divergéncia de Kullback-Leibler
KL.1lnorm = -log(cpo.lnorm) + colMeans(log(l/sim.inv.lnorm))

80



81

plot(1:N, KL.lnorm, type = "h", xlab = "Indice da observag&o", ylab = "K-L")
identify(1:N,KL.1lnorm,n=6)

# Calibracgéo
calib.lnorm = .5x(1+sqrt( 1-exp(-2*KL.lnorm) ))

plot(1:N, calib.lnorm, type = "h", xlab = "Indice da observagdo", ylab = "calibrag&o")
identify(1:N, calib.lnorm,n=6)
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APENDICE E - CODIGOS DO PROGRAMA OPENBUGS PARA A DISTRIBUICAO
BSR

# Modelos de regressdo da BSR

model {

for (i in 1:N) {
dummy [i] <- O
dummy [i] ~ dloglik(logLikel[il)
# log(likelihood)
logLike[il<- 0.5 * (delta + log((delta+l) /
(16%PI*mulil)) ) - 1.5xlog(y[i]) + log( y[il +
delta*mul[i]/(delta+1l) ) - (delta + 1)x*y[il/(4*mu[i]) -
deltaxdeltaxmuli]/(4*(delta+1)*y[i])

# funcdo de ligagdo logaritmica para a média
muli] <- exp(betal[1] + betal[2]*x1[i] + betal[3]1*x2[i])
X

# Priores normal para os coeficientes de regresséo
for(j in 1:3){

betal[j] ~ dnorm(0, 0.001)

b

# delta ~ dunif (0, 50)

# delta ~ dgamma(0, 0.1)

delta ~ dlnorm(1.9561, 1.4426)

PI <- 3.141592





