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RESUMO

Em muitas situações práticas, o interesse reside em modelar dados oriundos de estudos

com medidas repetidas. Para este fim, é importante o desenvolvimento de técnicas para

modelar, ajustar e avaliar a qualidade do modelo utilizado para dados com estas carac-

teŕısticas. Grande parte do esforço empregado na análise de dados com medidas repetidas

está relacionado com a modelagem da estrutura de dependência intra-unidades experimen-

tais. Dentro da classe de estudos com medidas repetidas, vale ressaltar os estudos com

dados do tipo pré-teste/pós-teste. Modelos estat́ısticos para dados pré-teste/pós-teste

foram considerados por diversos autores. Tais modelos são caracterizados como estudos

longitudinais cujas observações são tomadas antes e após algum tipo de intervenção, um

tratamento, por exemplo, para seu estudo de efeitos ao longo do tempo. São diversas

as situações em que experimentos com dados pré e pós-teste são realizados e modelos

espećıficos para este tipo de abordagem já são muito consagrados. A partir do uso de um

conjunto de dados previamente analisado (Sef, 1999), dado a existência de observações

influentes e alavanca no contexto de modelos lineares mistos, conforme destacado em No-

bre e Singer (2007, 2011), propomos apresentar o uso dos modelos lineares mistos, no

contexto clássico e bayesiano, como uma das ferramentas mais utilizadas para modelar

dados do tipo pré-teste/pós-teste, com o objetivo de obter modelos mais robustos para

fins de predição.

Palavras-chave: Estudos longitudinais, Medidas repetidas, Dados pré-teste e pós-teste,

Modelos lineares mistos.



ABSTRACT

In many practical situations, the interest lies in modeling data from studies with repeated

measures. To this end, it is important to develop techniques for shaping, setting and

assess the quality of the data model used for these criteria. Much of the effort employed

in data analysis with repeated measures is related to the dependence structure modeling

intra-experimental units. Within the class of studies with repeated measures, it is worth

mentioning the studies with data type pré-teste/pós-teste. Statistical models for data

pré-teste/pós-teste been considered by several authors. These models are characterized as

longitudinal studies whose observations are taken before and after any type of intervention,

treatment, for example, to study their effects over time. There are different ways in

which experiments with data pre-and post-test are conducted and specific models for this

approach are already very devoted. From the use of two datasets previously analyzed

(Sef, 1999, Singer et al., 1988), given the existence of influential observations and leverage

in the context of linear mixed models, as highlighted in Noble and Singer (2007, 2011),

propose to introduce the use of mixed linear models, Bayesian and the classical context,

as one of the most used tools to model data type pré-teste/pós-teste, in order to obtain

more robust models for prediction.

Keywords: Longitudinal studies, Repeated measures, Experimental units, Pre-test and

post-test data, Linear mixed models, Flexible bayesian methodology.
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1.1 Análise de medidas repetidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.1 Experimentos com dados do tipo pré e pós-teste . . . . . . . . . . . 16
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Análise de medidas repetidas

Os experimentos com medidas repetidas distinguem-se dos demais experimentos

pelo fato de que uma sequência de medidas de uma ou mais variáveis respostas podem

ser obtidas em uma mesma unidade experimental em diferentes condições de avaliação,

constituindo um perfil dessa unidade. A importância do estudo com medidas repetidas

reside na modelagem da posśıvel correlação existente entre as observações intra unidades

experimentais. Tais experimentos diferenciam-se dos estudos do tipo transversal (que en-

volvem uma única observação, realizada num instante especificado, da variável resposta

por unidade experimental de cada população de interesse), pois permitem a realização de

análises dessa natureza necessitando de um número menor de unidades experimentais e

permitindo a avaliação de mudanças que ocorrem intra e entre essas unidades experimen-

tais.

Os estudos com medidas repetidas tem como principais vantagens os seguintes fatos:

requerem menos unidades experimentais do que planejamentos completamente casualiza-

dos, proporcionam condições mais adequadas para o estudo de covariáveis que possam ter

influência na variável resposta, melhoram, em geral, a precisão de contrastes associados às

diferenças entre os valores médios da variável resposta de diferentes tratamentos e permi-

tem o estudo da mudança do comportamento da resposta média da unidade experimental

nos diferentes tratamentos (incorpora informação sobre a variação individual na análise).

De acordo com Rocha (2004), as principais desvantagens de estudos com medidas repe-

tidas são: a primeira é que a análise é mais complicada por requerer que as correlações das

medidas realizadas no mesmo indiv́ıduo sejam modeladas. A segunda desvantagem está

relacionada com a posśıvel presença de dados incompletos ou omissos (“missing data”), o

que na prática ocorre com frequência em estudos dessa natureza.

Estudos com medidas repetidas são classificados como regulares em relação às condições
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de avaliação quando o intervalo entre duas medidas consecutivas é constante; em caso

contrário, são chamados de irregulares. Quanto ao planejamento, eles podem ser classifi-

cados como balanceados em relação às condições de avaliação se as medidas forem obtidas

nos mesmos instantes de avaliação em todas as unidades experimentais; em caso contrário,

são ditos não balanceados. Em relação às condições de avaliação, esses estudos são com-

pletos se não houver observações perdidas (dados omissos) e incompletos, se existirem.

Estudos com dados incompletos ocorrem quando, por alguma razão, as observações de

uma ou mais unidades de investigação, não são obtidas sob alguma condição de avaliação.

Dados oriundos de estudos com essas caracteŕısticas são apresentados através de veto-

res p-variados yij = (yij1, . . . , yijp)
⊤, i = 1, . . . , K e j = 1, . . . , ni, em que yijk representa a

variável resposta observada da j -ésima unidade (indiv́ıduo) do i -ésimo grupo na k -ésima

ocasião (dose, tempo, etc.). Na Tabela 1 apresenta-se, como ilustração, uma disposição

esquemática dos dados de estudos balanceados e completos com medidas repetidas.

Tabela 1: Disposição esquemática dos dados em estudos com medidas repetidas.

Grupos Unidade Experimental Condições de avaliação
1 2 . . . p

1 1 y111 y112 . . . y11p
1 2 y121 y122 . . . y12p
...

...
...

... . . .
...

1 n1 y1n11 y1n12 . . . y1n1p

2 1 y211 y212 . . . y21p
2 2 y221 y222 . . . y22p
...

...
...

... . . .
...

2 n2 y2n21 y2n22 . . . y2n2p

...
...

...
...

...
...

K 1 yK11 yK12 . . . yK1p

K 2 yK21 yK22 . . . yK2p
...

...
...

... . . .
...

K nK yKnK1 yKnK2 . . . yKnKp

Dentre os diversos métodos e modelos que tem sido propostos na literatura para

tratar dados dessa natureza, os modelos lineares e não-lineares mistos são os mais utili-

zados, como pode ser visto em Lindstrom e Bates (1990), Searle et al. (1992), Longford

(1993), Jones (1993), Vonesh e Chinchilli (1996), Verbeke e Molenberghs (2000), Pinheiro

e Bates (2000), Cox e Solomon (2003), dentre outros. Entretanto, segundo Wu e Zhang

(2006), em algumas situações os modelos paramétricos podem ser restritivos ou limitados.

Assim, para superar essa dificuldade, técnicas não-paramétricas para a análise de medidas

repetidas também tem sido desenvolvidas, vide por exemplo, em Härdle (1990), Wahba
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(1990), Green e Silverman (1994), Simonoff (1996), Eubank (1988, 1999), Efromovich

(1999), Härdle et al. (2000), Ruppert et al. (2003).

1.1.1 Experimentos com dados do tipo pré e pós-teste

Diversos planejamentos com medidas repetidas são corriqueiros, no entanto, o mais

usual são aqueles em que pesquisadores tomammedidas repetidas em diferentes tempos em

relação à mesma unidade experimental, tendo o objetivo de estudar o seu comportamento

no decorrer do tempo, caracterizando as medidas repetidas no tempo (ou planejamentos

longitudinais). Dentre os estudos longitudinais, vale ressaltar o estudo com dados do tipo

pré-teste/pós-teste que é definido como sendo uma abordagem experimental em que uma

medida é obtida antes, medida pré-teste, e após uma intervenção (um tratamento, por

exemplo), medida pós-teste, cujo objetivo é verificar o efeito de tal intervenção ao longo

do tempo.

Segundo Bonate (2000), há em geral dois tipos de experimentos envolvendo dados de

natureza pré-teste e pós-teste. O primeiro tipo ocorre quando um ind́ıviduo é mensurado

em duas ocasiões diferentes e o pesquisador tem interesse em avaliar se há diferença entre

a primeira e a segunda mensuração. Esse tipo de estudo é dito ser não-controlado, porque

não há grupo de controle a ser usado para comparação. Se houver diferença entre as

medidas pré-teste e pós-teste, é dif́ıcil determinar se tal alteração foi devido ao uso de

instrumento inapropriado para a medição ou devido a uma alteração real do indiv́ıduo em

estudo. O segundo tipo ocorre quando os indiv́ıduos são submetidos a uma intervenção

qualquer antes da medição do pós-teste, após a conclusão do pré-teste. Uma situação que

exemplifica o segundo tipo de experimento é a seguinte: Em um ensaio cĺınico, pacientes

esquizofrênicos são escolhidos aleatoriamente para receber um dentre dois tratamentos,

haloperidol ou um novo medicamento. A prinćıpio, a gravidade de cada paciente é avaliada

e, em seguida, cada indiv́ıduo recebe um dos dois medicamentos durante 6 semanas. No

final do estudo, cada indiv́ıduo é avaliado quanto a gravidade da sua doença. Neste

caso, a intervenção foi o medicamento utilizado. Este é um estudo controlado, em que o

tratamento de interesse é comparado com um tratamento de efeitos conhecidos. Note que

o grupo controle pode receber o tratamento padrão ou placebo.

A seguir, apresentaremos o exemplo que será utilizado ao longo desse trabalho.
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Exemplo 1 (́Indice de placa bacteriana): Um estudo longitudinal foi realizado na

Faculdade de Odontologia da Universidade de São Paulo, para comparar dois tipos de

escova de dentes, monobloco e convencional, (Parizzoto, 1999) com relação à eficácia na

remoção de placa bacteriana. Com esta finalidade, foram observadas 32 crianças em 4

sessões quinzenais, uma das quais correspondente à avalição inicial. As crianças foram

alocadas em dois grupos de tamanhos iguais, cada um submetido ao tratamento com uma

das escovas. Durante o peŕıodo de observação, cada criança utilizou a mesma escova que

lhe foi dada na primeira sessão. Em cada sessão de avaliação, mediu-se o ı́ndice de placa

bacteriana antes (pré-tratamento) e depois (pós-tratamento) da escovação. Os dados

referentes ao estudo encontram-se na Tabela 2 e mais detalhes podem ser encontrados

em Sef (1999) e Nobre (2004). Na Figura 1 apresenta-se as escovas do tipo monobloco,

que foram propostas para o estudo em questão. Na Figura 2 apresenta-se os gráficos de

dispersão entre os ı́ndices de placa bacteriana pré-tratamento (x) e pós-tratamento (y)

para os dois tipos de escovas em questão. Na Figura 3, os boxplots dos ı́ndices de placa

bacteriana pré/pós-tratamento para cada tipo de escova indicam a heterogeneidade dos

dados, dando ind́ıcios da existência de observações discrepantes.

Figura 1: Modelos de escovas do tipo monobloco utilizadas no estudo.

Fonte: http://www.redetec.org.br/inventabrasil/escmon.htm
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Tabela 2: Índice de placa bacteriana dentária.

1a Sessão 2a Sessão 3a Sessão 4a Sessão

Criança Escova Antes Depois Antes Depois Antes Depois Antes Depois

1 Convencional 1,05 1,00 1,13 0,84 1,15 0,86 1,13 0,94

2 Convencional 1,07 0,62 0,92 0,62 1,02 0,57 1,15 0,85

3 Convencional 0,82 0,62 1,52 1,07 1,39 0,97 1,78 1,39

4 Convencional 1,37 0,90 1,65 1,20 1,75 1,40 1,92 1,67

5 Convencional 1,97 1,52 1,30 1,07 1,50 1,15 1,65 1,37

6 Convencional 1,30 0,82 1,17 0,70 0,75 0,50 1,47 1,12

7 Convencional 1,61 1,19 1,52 1,13 1,22 1,00 1,63 1,22

8 Convencional 1,02 0,73 1,08 0,64 0,94 0,73 1,14 0,97

9 Convencional 1,62 1,25 1,45 1,10 1,10 0,75 1,70 1,32

10 Convencional 1,65 1,22 1,57 1,22 1,47 1,10 1,62 1,17

11 Convencional 1,02 0,78 0,60 0,47 0,88 0,75 1,36 1,08

12 Convencional 0,71 0,60 1,13 0,39 0,84 0,65 1,65 1,31

13 Convencional 1,70 1,55 1,85 1,37 1,87 1,55 1,60 1,30

14 Convencional 1,30 1,02 1,65 0,97 1,72 1,20 1,37 1,22

15 Convencional 1,40 0,80 1,83 1,03 1,76 1,38 1,96 1,15

16 Convencional 1,40 1,12 1,25 0,67 1,50 1,10 1,50 1,22

17 Monobloco 1,66 1,63 1,36 1,16 1,52 0,88 1,41 1,20

18 Monobloco 1,02 0,80 0,92 0,82 1,10 0,76 1,28 1,15

19 Monobloco 0,75 0,67 1,00 0,92 1,00 0,87 1,15 1,10

20 Monobloco 1,29 1,23 0,91 0,76 1,14 0,94 1,35 0,97

21 Monobloco 1,27 1,20 1,20 0,95 1,10 1,00 1,37 1,17

22 Monobloco 1,07 0,85 1,39 1,25 1,39 1,25 1,28 1,21

23 Monobloco 1,35 1,21 1,42 1,17 1,42 1,19 1,42 1,23

24 Monobloco 1,32 1,02 1,60 1,40 1,35 1,02 1,50 1,25

25 Monobloco 1,66 1,61 1,50 1,36 1,72 1,41 1,69 1,44

26 Monobloco 1,30 1,07 0,84 0,61 0,88 0,61 0,96 0,57

27 Monobloco 1,57 1,20 1,50 1,07 1,15 1,00 1,25 1,05

28 Monobloco 1,67 1,50 1,47 1,32 1,07 0,97 1,50 1,37

29 Monobloco 0,91 0,67 0,96 0,62 1,09 0,53 1,12 0,37

30 Monobloco 1,06 0,70 1,00 0,85 1,15 0,93 1,12 1,00

31 Monobloco 2,30 2,00 1,37 1,25 1,40 1,32 2,15 1,90

32 Monobloco 1,15 1,00 1,23 1,11 1,15 1,07 1,26 1,00
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Figura 2: Gráfico de dispersão múltiplo entre os ı́ndices de placa bacteriana pré e pós-
tratamento para as escovas convencional e monobloco.
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Figura 3: Boxplots dos ı́ndices de placa bacteriana pré/pós-tratamento para cada sessão.
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A análise estat́ıstica de dados dessa natureza é feita utilizando-se técnicas multi ou

univariadas. Como exemplos clássicos dessas técnicas de análise, vale ressaltar a análise

de perfis por meio de um modelo univariado e a análise de curvas de crescimento, através

de modelos lineares ou não lineares mistos, que permitem o uso de diversos tipos de

estrutura para as matrizes de variância-covariância, de forma a delinear o comportamento

dos perfis médios através de curvas. Dentre uma extensa gama de procedimentos usados

para abordar o estudo com medidas repetidas, podemos citar o uso das seguintes técnicas:

modelos lineares mistos (Crowder e Hand, 1990; Jones, 1993; Crowder e Hand, 1996;

Verbeke e Molenberghs, 1997; Vonesh e Chinchilli, 1997; Singer e Andrade, 2000; Diggle

et al., 2002; Davis, 2002; Demidenko, 2004), modelos lineares mistos eĺıpticos (Pinheiro

et al., 2001; Savalli et al., 2006; Osorio et al., 2007), modelos lineares mistos assimétricos

(Azzalini e Dalla Valle, 1996; Azzalini e Capitanio, 2003; Sahu et al., 2003) e equações

de estimação (Venezuela, 2003; Verbeke e Molenberghs, 2005; Venezuela et al., 2007;

Venezuela et al., 2010). O presente trabalho irá focar na utilização do modelos lineares

mistos, visto que tais modelos permitem a modelagem da matriz de covariâncias.
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2 ANÁLISE DE MEDIDAS

REPETIDAS

2.1 Introdução

Os experimentos com medidas repetidas distinguem-se dos demais experimentos

pelo fato de que uma sequência de medidas de uma ou mais variáveis respostas pode

ser obtida em uma mesma unidade experimental em diferentes condições de avaliação,

constituindo um perfil da unidade. A importância do estudo com medidas repetidas

reside na modelagem da posśıvel correlação existente entre as observações intra unidades

experimentais.

De acordo com Rocha (2004), as principais desvantagens de estudos com medidas repe-

tidas são: a primeira é que a análise é mais complicada por requerer que as correlações das

medidas realizadas no mesmo indiv́ıduo sejam modeladas. A segunda desvantagem está

relacionada com a posśıvel presença de dados incompletos ou omissos (“missing data”), o

que na prática ocorre com frequência em estudos dessa natureza.

Estudos com medidas repetidas são classificados como regulares em relação às condições

de avaliação quando o intervalo entre duas medidas consecutivas é constante; em caso

contrário, são chamados de irregulares. Quanto ao planejamento, eles podem ser classifi-

cados como balanceados em relação às condições de avaliação se as medidas forem obtidas

nos mesmos instantes de avaliação em todas as unidades experimentais; em caso contrário,

são ditos não balanceados. Em relação às condições de avaliação, esses estudos são com-

pletos se não houver observações perdidas (dados omissos) e incompletos, se existirem.

Estudos com dados incompletos ocorrem quando, por alguma razão, as observações de

uma ou mais unidades de investigação, não são obtidas sob alguma condição de avaliação.

Dados oriundos de estudos com essas caracteŕısticas são apresentados através de ve-

tores p-variados yij = (yij1, . . . , yijp)
⊤, i = 1, . . . , K e j = 1, . . . , ni, onde yijk é a res-

posta observada da j -ésima unidade (indiv́ıduo) do i -ésimo grupo na k -ésima ocasião
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(dose,tempo,etc.).

Tabela 3: Disposição esquemática dos dados em estudos com medidas repetidas.
Grupos Unidade Experimental Condições de avaliação

1 2 . . . p
1 1 y111 y112 . . . y11p
1 2 y121 y122 . . . y12p
...

...
...

... . . .
...

1 n1 y1n11 y1n12 . . . y1n1p

2 1 y211 y212 . . . y21p
2 2 y221 y222 . . . y22p
...

...
...

... . . .
...

2 n2 y2n21 y2n22 . . . y2n2p

...
...

...
...

...
...

K 1 yK11 yK12 . . . yK1p

K 2 yK21 yK22 . . . yK2p
...

...
...

... . . .
...

K nK yKnK1 yKnK2 . . . yKnKp

Dentre os diversos métodos e modelos que tem sido propostos na literatura para tra-

tar dados dessa natureza, os modelos lineares e não-lineares mistos são os mais utilizados

e embasam trabalhos desenvolvidos por Lindstrom e Bates (1990), Vonesh e Chinchilli

(1996), Verbeke e Molenberghs (2000), Longford (1993), Jones (1993), Pinheiro e Bates

(2000), Searle et al. (1992), Cox e Solomon (2003), dentre outros. Entretanto, segundo

Wu e Zhang (2006), em algumas situações os modelos paramétricos podem ser restriti-

vos ou limitados. Assim, para superar essa dificuldade, técnicas não-paramétricas para

a análise de medidas repetidas tem sido desenvolvidas, como pode ser visto em Wahba

(1990), Green e Silverman (1994), Eubank (1988, 1999), Härdle (1990), Simonoff (1996),

Efromovich (1999), Härdle et al. (2000), Ruppert et al. (2003), dentre outros autores.

2.2 Experimentos do tipo pré-teste e pós-teste

Um experimento com dados pré-teste/pós-teste é definido como sendo uma abor-

dagem experimental em que uma medida é obtida antes, medida pré-teste, e após uma

intervenção (um tratamento, por exemplo), medida pós-teste. Tais experimentos tratam-

se de estudos longitudinais com duas ou mais unidades de tempo distintas, cujo objetivo
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é verificar o efeito de tal intervenção ao longo do tempo.

Segundo Bonate (2000), há em geral dois tipos de experimentos envolvendo dados de

natureza pré-teste e pós-teste. O primeiro tipo ocorre quando um ind́ıviduo é mensurado

em duas ocasiões diferentes e o pesquisador tem interesse em avaliar se há diferença entre

a primeira e a segunda mensuração. Esse tipo de estudo é dito ser não-controlado, porque

não há grupo de controle a ser usado para comparação. Se houver diferença entre as

medidas pré-teste e pós-teste, é dif́ıcil determinar se tal alteração foi devido ao uso de

instrumento inapropriado para a medição ou devido a uma alteração real do indiv́ıduo em

estudo. O segundo tipo ocorre quando os indiv́ıduos são submetidos a uma intervenção

qualquer antes da medição do pós-teste, após a conclusão do pré-teste. Uma situação que

exemplifica o segundo tipo de experimento é a seguinte: Em um ensaio cĺınico, pacientes

esquizofrênicos são escolhidos aleatoriamente para receber um dentre dois tratamentos,

haloperidol ou um novo medicamento. A prinćıpio, a gravidade de cada paciente é avaliada

e, em seguida, cada indiv́ıduo recebe um dos dois medicamentos durante 6 semanas. No

final do estudo, cada indiv́ıduo é avaliado quanto a gravidade da sua doença. Neste

caso, a intervenção foi o medicamento utilizado. Este é um estudo controlado, em que o

tratamento de interesse é comparado com um tratamento de efeitos conhecidos. Note que

o grupo controle pode receber o tratamento padrão ou placebo.

Os dois exemplos apresentados anteriormente são caracterizados como longitudinais

do tipo pré-teste/pós-teste. O estudo realizado pela Faculdade de Odontologia da USP

para comparar a eficiência na remoção de placa bacteriana de dois tipos de escovas, é

caracterizado como um estudo longitudinal do tipo pré-teste/pós-teste pois é feito um

acompanhamento das mesmas unidades experimentais (crianças), antes e depois do uso

de umas das escovas em questão, ao longo das quatro sessões. No estudo realizado pelo

Instituto de Ciências Biomédicas da Universidade de São Paulo para avaliar o efeito

de MgSO4 na pressão arterial média (PAM) medida em mmHg de cães, tem-se uma

intervenção (aplicação de MgSO4) e uma população com dois estratos, que correspondem

aos dois tratamentos (indometacina e nifedipina). A seguir, apresentaremos o uso dos

modelos lineares mistos como forma mais usual de abordar e modelar experimentos dessa

natureza.
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3 MODELOS LINEARES

MISTOS

3.1 Introdução e Motivação

Com o objetivo de ilustrar a importância do estudo dos modelos lineares mis-

tos, será apresentado a seguir um exemplo fict́ıcio baseado na ideia apresentada em

Demidenko (2004). Vamos considerar a relação entre desconto (x) e venda (y). Seja

(xi, yi), i = 1, . . . , K, uma amostra coletada de vários produtos, em que foram observados

seus respectivos descontos concedidos (%) e número de vendas (em milhares de unidades).

Na Figura 4 (a) apresenta-se o gráfico de dispersão entre as variáveis, com o respectivo

ajuste, via mı́nimos quadrados ordinários, de um modelo linear padrão, enquanto que na

Figura 4 (b) apresenta-se o mesmo gráfico e as retas ajustadas (via mesmo modelo) para

cada tipo de mercadoria, evidenciando assim um paradoxo. Tal paradoxo ocorre porque

se desconsiderarmos a estrutura de unidades experimentais chegaremos a conclusão de

que as vendas tendem a decrescer com a diminuição dos descontos e se considerarmos

tal estrutura, as vendas tendem a aumentar com a diminuição dos descontos, o que nos

parece ser mais razoável.

Via modelo de regressão usual, temos o seguinte modelo:

yi = α + βxi + ei, i = 1, . . . , K, (3.1)

em que e1, . . . , eK representa uma sequência de variáveis aleatórias independentes e iden-

ticamente distŕıbuidas com média zero e variância σ2. Em outras palavras, assume-se

que as mercadorias são homogêneas. A partir da Figura 4 (b), pode-se perceber que as

mercadorias não são homogêneas e variam substancialmente em termos de desconto e

venda. Um modelo aparentemente mais adequado para traduzir a situação em questão é

o seguinte:

yij = αi + βixij + eij, i = 1, . . . , K; j = 1, . . . , ni, (3.2)
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em que yij(xij) representam a venda (em milhares de unidades) e o desconto concedido

(%), respectivamente, da j -ésima observação da i -ésima mercadoria, αi(βi) são os inter-

ceptos e os efeitos aleatórios associados a i -ésima mercadoria, eij é a fonte de variação

associada à j -ésima observação da i -ésima mercadoria e ni representa o número de ob-

servações da i -ésima mercadoria.

Figura 4: Relação entre vendas e descontos.

Em śıntese, desconsiderar a estrutura de unidades experimentais pode levar a con-

clusões erradas, logo se faz necessário a utilização de modelos que permitam modelar as

duas fontes de variação, intra e entre as unidades experimentais.

De uma forma geral, segundo Demidenko (2004), os modelos mistos podem ser usados,

por exemplo, para os seguintes fins:

• Para modelar dados longitudinais ou estruturas de agrupamento complexas;

• Para modelar dados com múltiplas fontes de variação;

• Para modelar variedade biológica e heterogeneidade;

• Para lidar com a multidimensionalidade de parâmetros;

• Para modelar formas e imagens.

Segundo McCulloch et al. (2008), dentro do contexto dos modelos lineares mistos,

alguns conceitos são de extrema importância.
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• Fatores: São classificações que identificam a “origem” de cada observação (Sexo,

Idade, Nı́vel de exposição ao sol, por exemplo). Os fatores são classificados, de

acordo com os seus ńıveis, de duas formas:

[i] Fatores de Efeitos Fixos: Os ńıveis do fator são fixados (escolhidos) pelo

pesquisador.

[ii] Fatores de Efeitos Aleatórios: Os ńıveis do fator é uma amostra aleatória

dos posśıveis ńıveis.

• Nı́veis: São as classes individuais de cada fator (Sexo: Masculino e Feminino, por

exemplo).

O interesse em classificar os indiv́ıduos em termos de fatores e ńıveis é verificar o

quanto cada ńıvel afeta a variável de interesse.

3.2 Especificações do modelo

O modelo linear misto mais frequentemente encontrado na literatura apresenta a

seguinte forma funcional:

yi = Xiβ + Zibi + ei, i = 1, . . . , K, (3.3)

em que yi representa um vetor (ni×1) de respostas da i -ésima unidade experimental, β é

um vetor (p×1) de parâmetros (efeitos fixos), Xi é uma matriz (ni×p) de especificação dos

efeitos fixos, bi é um vetor (q × 1) de variáveis latentes, comumente denominadas efeitos

aleatórios, que refletem o comportamento individual da i -ésima unidade experimental,

Zi é uma matriz (ni × q) de especificação dos efeitos aleatórios e ei é um vetor (ni × 1)

de componentes aleatórios. Tipicamente assume-se que os efeitos aleatórios bi e os erros

condicionais ei são independentes com

bi ∼ Nq(0, D); ei ∼ Nni
(0, ψi), (3.4)

em que D = D(θ) e ψi = ψi(θ) são matrizes de variância-covariância, associadas,

respectivamente, com a variabilidade entre e intra unidades experimentais.

A partir do modelo (2.3) obtém-se:

E(yi) =X iβ (3.5)

V(yi) = V i = ZiDZi
⊤ +ψi (3.6)
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Este modelo também pode ser interpretado como um modelo linear em dois

estágios como mostram Laird e Ware (1982). No primeiro estágio consideramos fixos

os efeitos aleatórios bi, de forma que:

yi|bi
ind∼ Nni

(X iβ +Zibi,ψi), (3.7)

enquanto que no segundo estágio assumimos que os vetores bi são independentes com

distribuição Nq(0,D) e consequentemente, o modelo marginal é dado por:

yi ∼ Nni
(Xiβ,ZiDZi

⊤ +ψi). (3.8)

Quando ψi = σ2Ini
, com Ij denotando uma matriz identidade j -dimensional , o mo-

delo é chamado de modelo de independência condicional homoscedástico, indicando

que as ni observações associadas à i -ésima unidade experimental são condicionalmente in-

dependentes a bi.

O modelo (2.3) pode ser escrito de forma mais compacta através da notação matri-

cial:

Y = Xβ + Zb+ e, (3.9)

em que Y = (Y ⊤
1 , . . . ,Y

⊤
K)

⊤, X = (X⊤
1 , . . . ,X

⊤
K)

⊤, Z = diag(Z1, . . . ,ZK) =
K⊕

i=1

Zi,

com
⊕

representando o operador de soma direta (Searle, 1982), b = (b⊤1 , . . . , b
⊤
K)

⊤,

e = (e⊤1 , . . . , e
⊤
K)

⊤.

3.3 Estruturas de covariância

O fato de uma mesma variável ser observada ao longo de p ocasiões num mesmo

indiv́ıduo resulta na existência de correlação entre as respostas yijk, assim modelos para

a análise de estudos com medidas repetidas devem apresentar estruturas de covariância

que incorporem essas correlações. No contexto dos modelos lineares mistos, permite-se a

consideração de formas especiais para a matriz de covariância, que buscam representar

a variabilidade dos dados da forma mais real posśıvel, ou seja, levam em consideração o

fato dos dados serem independentes, dependentes, correlacionados, etc.

Segundo Diggle (1988) e Diggle et al. (2002) a matriz de covariâncias deve ser suficien-

temente flex́ıvel para incluir no mı́nimo três fontes diferentes de variação aleatória, sendo



28

elas: (a) a variação devida a efeitos aleatórios, quando as unidades de investigação formam

uma amostra aleatória da população com a caracteŕıstica de interesse; (b) a variação que

pode ser explicada por correlação serial, em que se esperam observações próximas mais

fortemente correlacionadas que observações mais distantes e (c) a variação devida a erros

de medição. A seguir, serão apresentadas algumas estruturas de covariâncias descritas

na literatura, por intermédio de exemplos com ni = 4, mais detalhes sobre os processos

estocásticos que geram essas estruturas podem ser encontrados em Rocha (2004), por

exemplo.

1. Estrutura Uniforme

V i(θ) =




σ2 + τ τ τ τ

τ σ2 + τ τ τ

τ τ σ2 + τ τ

τ τ τ σ2 + τ



, τ > 0.

2. Estrutura AR(1)

V i(θ) = σ2




1 φ φ2 φ3

φ 1 φ φ2

φ2 φ 1 φ

φ3 φ2 φ 1



.

3. Estrutura ARMA(1,1)

V i(θ) = σ2




1 γ γφ γφ2

γ 1 γ γφ

γφ γ 1 γ

γφ2 γφ γ 1



.
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4. Estrutura Ante-Dependência de ordem 1

V i(θ) =




σ2
1 σ1σ2ρ1 σ1σ3ρ1ρ2 σ1σ4ρ1ρ2ρ3

σ1σ2ρ1 σ2
2 σ2σ3ρ2 σ2σ4ρ2ρ3

σ1σ3ρ1ρ2 σ2σ3ρ2 σ2
3 σ3σ4ρ3

σ1σ4ρ1ρ2ρ3 σ2σ4ρ2ρ3 σ3σ4ρ3 σ2
4



.

5. Estrutura Toeplitz

V i(θ) =




σ2 σ1 σ2 σ3

σ1 σ2 σ1 σ2

σ2 σ1 σ2 σ1

σ3 σ2 σ1 σ2



.

6. Estrutura Espacial ou Markov

V i(θ) = σ2




1 ρd12 ρd13 ρd14

ρd21 1 ρd23 ρd24

ρd31 ρd32 1 ρd34

ρd41 ρd42 ρd43 1



.

7. Estrutura Uniforme Heterogênea

V i(θ) =




σ2
1 σ1σ2ρ σ1σ3ρ σ1σ4ρ

σ2σ1ρ σ2
2 σ2σ3ρ σ2σ4ρ

σ3σ1ρ σ3σ2ρ σ2
3 σ3σ4ρ

σ4σ1ρ σ4σ2ρ σ4σ3ρ σ2
4



.

8. ARH(1)

V i(θ) =




σ2
1 σ1σ2φ σ1σ3φ

2 σ1σ4φ
3

σ2σ1φ σ2
2 σ2σ3φ σ2σ4φ

2

σ3σ1φ
2 σ3σ2φ σ2

3 σ3σ4φ

σ4σ1φ
3 σ4σ2φ

2 σ4σ3φ σ2
4



.
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9. Estrutura Toeplitz Heterogênea

V i(θ) =




σ2
1 σ1σ2ρ1 σ1σ3ρ2 σ1σ4ρ3

σ2σ1ρ1 σ2
2 σ2σ3ρ2 σ2σ4ρ2

σ3σ1ρ2 σ3σ2ρ1 σ2
3 σ3σ4ρ1

σ4σ1ρ3 σ4σ2ρ2 σ4σ3ρ1 σ2
4



.

10. Estrutura baseada em efeitos aleatórios

Para um modelo linear com coeficientes lineares e angulares aleatórios, (2.6) se reduz

a

V i = Zi

[
σ2
0 σ01

σ01 σ2
1

]
Zi

⊤ +ψi,

com

Zi
⊤ =

[
1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

]
.

11. Não Estruturada (NE)

Neste caso nenhuma restrição é imposta aos parâmetros. Para ni condições de

avaliação, o número de parâmetros é ni(ni + 1)/2.

V i(θ) =




σ2
1 σ12 σ13 σ14

σ12 σ2
2 σ23 σ24

σ13 σ23 σ2
3 σ34

σ14 σ24 σ34 σ2
4



.

12. Componentes de Variância (VC)

V i(θ) =




σ2 0 0 0

0 σ2 0 0

0 0 σ2 0

0 0 0 σ2



.
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3.4 Inferência Estat́ıstica

3.4.1 Estimação por máxima verossimilhança

Vários métodos de estimação dos parâmetros do modelo (2.3) estão dispońıveis na

literatura, dentre eles convém destacar os métodos de Máxima Verossimilhança (MV) e

Máxima Verossimilhança Restrita (MVR), proposto por Patterson e Thompson (1971),

Harville (1977b), Robinson (1991), Searle et al. (1992) e Jiang (1996), o método de

Mı́nimos Quadrados (MQ) e o método bayesiano detalhado em Tountenburg (1982), Ma-

ritz e Lwin (1989) e Searle et al. (1992). Supondo que D e ψi são conhecidas todos esses

métodos são equivalentes desde que no método bayesiano seja atribúıda uma distribuição

a priori não informativa para b (Robinson, 1991). Uma abordagem bayesiana para os

modelos lineares mistos será apresentada em detalhes posteriormente.

Como é conhecido, o método de máxima verossimilhança tem como base o compor-

tamento probabiĺıstico da fonte de variação associada ao modelo no caso dos modelos

lineares usuais ou no comportamento da variável de interesse nos modelos lineares gene-

ralizados. Sendo assim, não conhecer o comportamento probabiĺıstico impossibilita o uso

do método de máxima verossimilhança na sua forma direta.

O método de máxima verossimilhança utilizado (marginal) consiste em obter os es-

timadores dos parâmetros por meio da maximização do logaritmo da verossimilhança

marginal dos dados, nomeadamente

l(β,θ) = −1

2
log |V (θ)| − 1

2
(y −Xβ)⊤V −1(θ)(y −Xβ). (3.10)

Maximizando a verossimilhança dada em (2.10), sendo V (θ) conhecida , obtém-se os

estimadores dos parâmetros de interesse que são dados por:

β̂ = (X⊤V −1(θ)X)
−1
X⊤V −1(θ)y e σ̂2 =

(y −Xβ̂)⊤V −1(θ)(y −Xβ̂)
N

,

(3.11)

em que N =
K∑

i=1

ni. Em geral, V (θ) é desconhecida e deve ser estimada. Para tais

fins, podemos maximizar (2.10) com respeito a β e θ simultaneamente. O estimador do

vetor θ tem uma forma fechada para dados completos e balanceados e uma estrutura de

covariância de independência condicional para o erro condicional (Graybill, 1976; Laird et

al., 1987; Singer e Andrade, 2000). Como em geral, é comum o uso de dados omissos ou
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não balanceados, métodos iterativos são necessários para maximizar o logaritmo da ve-

rossimilhança restrita marginal. Dentre os métodos de otimização vale ressaltar o método

de Newton-Raphson, o método Scoring de Fisher e o método EM (Jennrich e Schluchter,

1986; Lindstrom e Bates, 1988).

O problema de maximização não-linear restrita complica muito os algoritmos numéricos.

Este problema tem sido abordado por muitos autores e dentre os métodos propostos pode-

mos citar o uso do método da máxima verossimilhança perfilada, ver Demidenko (2004).

Segundo Singer et al. (2012), a metodologia de máxima verossimilhança gera es-

timadores não-viesados para os efeitos fixos, mas produz estimadores viesados para os

parâmetros da matriz de covariâncias intra unidades experimentais por não levar em con-

sideração a perda de graus de liberdade na estimação dos primeiros. Para reduzir o viés

desses estimadores, que pode ser grande quando o número de parâmetros de localização é

grande em relação ao número de observações, muitos autores, como Laird e Ware (1982),

recomendam o uso do método de máxima verossimilhança restrita (MVR), tal método,

também conhecido como máxima verossimilhança residual, foi proposto por Patterson e

Thompson (1971).

Ainda segundo Singer et al. (2012), seja y o vetor referente à variável de interesse,

a aplicação do método consiste em maximizar a verossimilhança de uma transformação

linear do tipo y∗ = A⊤y em que A tem dimensão [N × (N − p)] e E(y∗) = 0, ou seja

A⊤X = 0. Assim, para os dados transformados temos que

E(y∗) = 0 e V(y∗) = AV (θ)A⊤.

Logo, y∗ ∼ N(N−p)(0,AV (θ)A⊤). Com base nessas definições, temos que o logaritmo

da função de máxima verossimilhança restrita é dado por:

lR(θ) = −1

2

{
log |X⊤V −1(θ)X|+ log |V (θ)|+ ê⊤ê

}

com ê = y−Xβ̃ e β̃ = (X⊤V −1(θ)X)−1X⊤V −1(θ)y e maximizando a verossimilhança

com relação aos parâmetros, obtém-se estimadores dados por:

β̂ = (X⊤V −1(θ)X)
−1
X⊤V −1(θ)y e σ̂2

REML =
(y −Xβ̂)⊤V −1(θ)(y −Xβ̂)

N − p
.

(3.12)

Contudo, nas situações práticas, as componentes de variância (θ) são desconhecidas.

Nesses casos, uma estratégia interessante e conveniente consiste em obter estimativas das
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componentes de variância. Dessa forma, deve-se substituir em (2.12) V (θ) por V (θ̂).

Mais detalhes podem ser obtidos em Demidenko (2004).

3.4.2 BLUE e BLUP

Por meio do teorema de Gauss-Markov para efeitos aleatórios (Harville, 1976) po-

dem ser obtidos o melhor estimador linear não-viesado (Best Linear Unbiased Estimator -

BLUE) para β e o melhor preditor não- viesado (Best Linear Unbiased Predictor -BLUP)

para o vetor de efeitos aleatórios b. Diferentes formas de obtenção do BLUP e BLUE,

tanto sob o ponto de vista clássico como bayesiano e aplicações podem ser encontradas em

Robinson (1991), Searle et al. (1992), Doganaksoy e Balakrishnan (1997), Jiang (1997)

ou McCulloch e Searle (2001), por exemplo.

Segundo Rocha (2004), os preditores para os efeitos aleatórios, b̂i, são importantes,

pois, a partir deles, podemos obter os reśıduos condicionais, ê = Y − X̂β̂ − Zb̂, que
são úteis na escolha da estrutura de covariância intra unidades experimentais. Henderson

(1975, 1984) obtém conjuntamente os preditores dos efeitos aleatórios e os estimadores

para os efeitos fixos por meio da função de distribuição conjunta dos efeitos aleatórios b

e das observações Y .

Os estimadores dos efeitos fixos e dos preditores para os efeitos aleatórios são encontra-

dos a partir da solução do sistema de equações (2.13) proposto por Henderson (1975), que

é uma extensão do método dos mı́nimos quadrados ordinários, considerando as matrizes

D e ψ conhecidas.

[
X⊤ψ−1X X⊤ψ−1Z

Z⊤ψ−1X Z⊤ψ−1Z +D−1

][
β̂

b̂

]
=

[
X⊤ψ−1Y

Z⊤ψ−1Y

]
,

Se as matrizes D e ψ são desconhecidas, o que normalmente ocorre na prática, deve-se

substitúı-las pelos seus respectivos estimadores, D̂ e ψ̂, na tentativa de encontrar uma

aproximação razoável para o BLUE de β e para o BLUP de b. Desse modo, geramos o que

chamamos de melhor estimador linear não viciado emṕırico (EBLUE) e melhor preditor

linear não viciado emṕırico (EBLUP) (Kackar e Harville (1984); Harville e Jeske (1992);

Verbeke e Lesaffre (1996b); Jiang (1998)). Dessa forma, o sistema (2.13) é reescrito da

seguinte forma:

[
X⊤ψ̂

−1
X X⊤ψ̂

−1
Z

Z⊤ψ̂
−1
X Z⊤ψ̂

−1
Z + D̂

−1

][
β̂

b̂

]
=

[
X⊤ψ̂

−1
Y

Z⊤ψ̂
−1
Y

]
,
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cuja solução é dada por:

β̂ = (X⊤V̂
−1
X)X⊤V̂

−1
Y e b̂ = D̂Z⊤V̂

−1
(Y −Xβ̂).

Lembrando que

V̂ = Zψ̂
−1
Z⊤ + D̂,

implicando

V̂
−1

= ψ̂
−1 − ψ̂−1

Z(Z⊤ψ̂
−1
Z + D̂

−1
)−1 +Z⊤ψ̂

−1
.

No contexto da inferência bayesiana, todos os parâmetros do modelo, sejam fixos

(incluindo os componentes de variância) ou aleatórios, são considerados como variáveis

aleatórias, conforme o conceito subjetivo de probabilidade (O’Hagan, 1994), pelo qual

essa quantifica a incerteza existente sobre eles. Utilizando uma generalização do teorema

de Bayes, informações a priori sobre os parâmetros são utilizadas em associação com os

dados amostrais (representados no teorema pela função de verossimilhança), possibili-

tando uma inferência a posteriori sobre aqueles (Box e Tiao, 1973). Se existe informação

a priori, a inferência bayesiana pode determinar intervalos de credibilidade mais estreitos

que os intervalos de confiança, além de testes mais poderosos. No entanto, é posśıvel

trabalhar com as chamadas distribuições a priori não informativas, quando for o caso. A

grande vantagem da inferência bayesiana, no contexto dos modelos mistos, é a relativa

facilidade de obtenção de desvios-padrão para os elementos de b (Gianola e Foulley, 1990).

Esses autores desenvolveram o método VEIL (Verossimilhança Integrada), que consiste

na maximização da densidade conjunta a posteriori dos efeitos, dado y. As distribuições

marginais dos parâmetros, sejam componentes de variância, β ou b, quando maximiza-

das, fornecem estimadores e preditores pontuais. Quanto aos componentes de variância,

esse método é superior ao REML, pois considera a perda de graus de liberdade não só

para a estimação de β como também dos componentes de variância. Ou seja, a incerteza

associada a tais componentes também é levada em conta.

3.4.3 Teste de hipóteses e Critérios de informação

Como pode ser visto em Nobre (2004) e Singer et al. (2012), os testes de interesse

são baseados no modelo marginal Y ∼ Nn(Xβ,ZDZ
⊤ + ψ) utilizam estat́ısticas de

Wald ou da Razão de Verossimilhanças (RV).
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Assintoticamente, sob a hipótese nula, a estat́ıstica de Wald tem uma distribuição X 2
r

com r representando a correspondente redução no número de parâmetros; tal estat́ıstica

não é apropriada para casos em que o tamanho da amostra é pequeno, a distribuição

dos efeitos aleatórios é assimétrica ou a hipótese a ser testada encontra-se na fronteira

do espaço paramétrico. Quando o interesse é testar contrastes do tipo Cβ = 0 com C

representando uma matriz de dimensão k1 × p, a estat́ıstica do teste é

ξW = (Cβ̂)⊤
[
CV(β̂)C⊤

]−1

(Cβ̂), (3.13)

e sua distribuição aproximada é X 2
posto(c). Dividindo-se (3.13) por posto(C), obtém-se uma

estat́ıstica com distribuição aproximada F
(posto(C),k)

, com o número de graus de liberdade

do denominador k sendo obtido através de aproximação. Diferentes aproximações para k

são discutidas em Fai e Cornelius (1996) e em Verbeke e Molenberghs (1997), por exemplo.

O teste da RV pode ser utilizado para testar a hipótese nula de que o modelo com

mais parâmetros não se ajusta significativamente melhor do que um modelo restrito (com

um número reduzido de parâmetros). A estat́ıstica da RV é dada por

ξRV = −2(L1 − L2) (3.14)

com L1 representando o máximo da log-verossimilhança sob o modelo restrito (encaixado)

e L2 a respectiva função correspondente do modelo com r parâmetros adicionais. Quando

o modelo reduzido não se situa na fronteira do espaço paramétrico, tem-se que ξRV ∼ X 2
r .

Self e Liang (1987) mostram que quando o modelo reduzido se situa na fronteira do espaço

paramétrico, então a distribuição assintótica de (3.14) é uma mistura de distribuições X 2.

O teste da RV não é apropriado para testar hipóteses referentes aos efeitos fixos quando

se utiliza a log-verossimilhança restrita, uma vez que ela exclui tais efeitos. Recente-

mente Verbeke e Molenberghs (2003) utilizaram o teste “Score” e observaram os mesmos

“problemas” dos testes de Wald e da RV.

Quando os modelos não são encaixados ou quando a hipótese de interesse situa-se

na fronteira do espaço paramétrico, podem-se utilizar alguns critérios de informação fun-

damentados na teoria da decisão que penalizam os modelos com um grande número de

parâmetros. Alguns desses critérios são baseados nas estat́ısticas AIC (Akaike Informa-

tion Criterion), o BIC (Bayesian Information Criterion) e o CAIC (Consistent Akaike´s
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Information Criterion) definidos como

AIC = −2l + 2d

BIC = −2l + n lnn

CAIC = −2l + d(lnn+ 1)

com l representando o máximo da log-verossimilhança (completa ou restrita), d o número

de parâmetros do modelo e n o número de observações. Quanto menor for o valor dessas

estat́ısticas, maior evidência favorável ao modelo em questão. Detalhes sobre testes de

hipóteses e critérios de seleção para modelos lineares mistos podem ser encontrados em

Bozdogan (1987), Andreoni (1989), Öfversten (1993), Stram e Lee (1994), Suyama (1995),

Christensen (1996), Verbeke e Molenberghs (1997), Pinheiro e Bates (2000), dentre outros.
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4 ANÁLISE DE DIAGNÓSTICO

4.1 Modelo normal linear

Segundo Lobato Júnior (2005), modelos estat́ısticos são geralmente descrições apro-

ximadas de processos bastante complexos, consequentemente podem levar a resultados

imprecisos, dáı surge uma importante motivação para o estudo de técnicas que avaliem

essa imprecisão. Um dos objetivos da avaliação de modelos ajustados, visa a detecção

de observações que apresentem um comportamento diferenciado das demais. Tais ob-

servações podem ser classificadas segundo Paula (2010), do seguinte modo:

• Pontos Aberrantes: são pontos que tem uma certa influência sobre os valores

ajustados, embora não estejam muito afastados dos demais pontos.

• Pontos de Alavanca: são pontos que estão mais afastados dos pontos no su-

bespaço gerado pelas colunas da matriz X. Estes pontos não influenciam de forma

significativa as estimativas dos parâmetros, porém fazem com que as variâncias dos

valores ajustados dos pontos próximos a ele sejam maiores do que as variâncias dos

valores ajustados correspondentes aos demais pontos.

• Pontos Influentes: são combinações dos pontos aberrantes e de alavanca.

4.1.1 Análise de Reśıduos

Segundo Singer et al. (2012), os reśıduos podem ser utilizados, no caso de mode-

los de regressão normal linear, para verificar homoscedasticidade, existência de pontos

discrepantes, normalidade e independência dos erros, como veremos a seguir.

O reśıduo para a i -ésima observação é definido como uma função do tipo ri = r(yi; µ̂i),

cujo o objetivo é medir a discrepância entre o valor observado e o valor ajustado da i -ésima
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observação. A definição mais usual é a de reśıduo ordinário dada por:

ri = yi − µ̂i.

Para r = (r1, r2, . . . , rn)
⊤, temos que, para o modelo de regressão normal linear,

r = y −Hy
= (I −H)y,

em que H é a matriz hat, H = X(X⊤X)−1X⊤. O i -ésimo elemento da diagnoal da

matrizH , denotado por hii, desempenha um importante papel na construção de técnicas

de diagnóstico. Sabendo que tr(H) =
n∑

i=1

hii e partindo do pressuposto que todos os

pontos exerçam a mesma influência sobre os valores ajustados, espera-se que o valor de

hii esteja próximo de p/n. Convém então examinar aqueles pontos tais que hii ≥ 2p/n,

que podem ser diagnosticados como pontos de alavanca e geralmente estão localizados

em regiões remotas no subespaço gerado pelas colunas da matriz X, Paula (2010). Em

relação ao modelo de regressão normal linear, temos que ri ∼ N (0, (1− hii)σ
2). Assim

pode-se obter os reśıduos studentizados, denotados por ti, dividindo-se cada ri pelo seu

respectivo desvio padrão amostral s(1 − hii)
1/2, em que s2 =

n∑

i=1

ri
2

(n− p)
, é o estimador

da variância σ2. Logo,

ti =
ri

s(1− hii)1/2
, i = 1, . . . , n.

Como ri não é independente de s2, ti não segue uma distribuição t de Student, como

se poderia esperar. Paula (2010) mostra que o problema da dependência entre ri e s2

pode ser contornado, substituindo s2 por s2(i) na expressão de ti anterior, onde s2(i) é o

erro quadrático médio correspondente ao modelo sem a i -ésima observação, dado por:

s2(i) = s2
(

n− p− 1

n− p− t2(i)

)
.

Dessa forma, temos que o novo reśıduo studentizado é dado pela expressão,

ti∗ = ti

(
n− p− 1

n− p− t2(i)

)1/2

.
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4.1.2 Análise de Sensibilidade

Ainda segundo Singer et al. (2012), a análise de sensibilidade visa avaliar o com-

portamento do ajuste de um modelo quando ele está sujeito a algum tipo de perturbação,

ou seja, sob alguma mudança nas hipóteses ou nos dados. Como cada observação não

tem a mesma influência em todas as caracteŕısticas do ajuste do modelo, é natural que

se defina aquela na qual se quer focar a análise. Se o objetivo for fazer previsões, então

é razoável medir a influência das observações nos valores preditos e não nos parâmetros

de localização, como mencionam Chatterjee e Hadi (1986, 1988). Dentre as abordagens

mais utilizadas na prática para medir influência em modelos lineares, destacam-se aquelas

baseadas em influência local considerada em Cook (1986) e aquelas obtidas por intermédio

da eliminação de observações (influência global).

4.1.2.1 Influência

Considere a função de verossimilhança para o parâmetro β a seguir:

lw(β,y) =
n∑

i=1

wil(β,yi)

em que l(β,yi) denota o logaritmo da função de verossimilhança correspondente à i -ésima

observação e wi é um tipo de perturbação, tal que 0 ≤ wi ≤ 1. Quando w1 = w2 = · · · =
wn = 1, significa que não há perturbação no modelo e quando wi = 0 significa que a

i -ésima observação foi exclúıda.

A medida de influência mais conhecida é a distância de Cook, definida por:

Dw =
(β̂ − β̂w)⊤(X⊤X)(β̂ − β̂w)

ps2

em que β̂w = (X⊤∆X)−1X⊤∆y e ∆ = diag {w1, w2, . . . , wn}. Esta medida mede

quanto a perturbação w = (w1, w2, . . . , wn)
⊤ afasta β̂w de β̂ segundo a métrica X⊤X.

Quando o i -ésimo ponto é exclúıdo, Paula (2010) mostra que a distância de Cook fica

expressa por:

Di =
(β̂ − β̂(i))

⊤(X⊤X)(β̂ − β̂(i))

ps2

= ti
2 hii

(1− hii)

1

p

Portanto, Di será grande quando o i -ésimo ponto for influente (ti grande) e/ou quando



40

hii for próximo de um.

4.1.2.2 Influência Local

O método de influência local é considerado um dos mais modernos dentro da análise de

diagnóstico (Paula, 2010). Proposto por Cook (1986) consiste em verificar a existência de

pontos que, sob modificações infinitesimais no modelo, causam variações desproporcionais

nos resultados do ajuste. Considerando o caso geral da distância de Cook Dw definida

anteriormente, queremos estudar as mudanças produzidas nesta medida quando wi →
1, ∀i. Expandindo Dw em série de Taylor até segunda ordem, em torno de w0 = 1, temos

que:

Dw ∼= Dw0 + (w0 −w)⊤D′
w0

+
1

2
(w0 −w)⊤D′′

w0
(w0 −w).

Pode-se mostrar que

D′′
w0

= diag(r)Hdiag(r),

em que diag(r) = diag {r1, . . . , rn}. Cook estuda a maior variação de Dw em torno de

w0, o que equivale a maximizar a forma quadrática

l⊤F l,

em que l = w0 −w, l⊤l = 1 e F = diag(r)Hdiag(r).

O máximo da forma quadrática l⊤F l corresponde ao maior autovalor da matriz F ,

denotado por λmax. As coordenadas do autovetor lmax, associado a λmax, contém as

influências locais das observações na direção que cause maior alteração. Assim, o gráfico

de |lmax| contra a ordem das observações pode revelar os pontos com maior influência na

vizinhança de w0, estes pontos podem causar mudanças substanciais nas estimativas dos

parâmetros sob pequenas perturbações no modelo.
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4.2 Modelos Lineares Mistos

4.2.1 Análise de Reśıduos

Segundo Nobre e Singer (2007), como os modelos lineares mistos tem duas fontes de

variação (e e b), tipos diferentes de reśıduos podem ser definidos e a análise correspondente

é mais complexa. Em modelos lineares mistos existem três tipos de reśıduos:

1. Reśıduos marginais: ξ̂ = y − Xβ̂, que é o preditor dos erros marginais ξ =

y − E(y) = y −Xβ.

2. Reśıduos condicionais: ê = y−Xβ̂−Zb̂ que é o preditor dos erros condicionais

e = y − E(y|b) = y −Xβ −Zb.

3. O BLUP, Zb̂, que é o preditor dos efeitos aleatórios, Zb = E(y|b)− E(y).

Segundo Pinheiro e Bates (2000), antes de quaisquer inferências, duas suposições de-

vem ser verificadas nos modelos lineares mistos: se os erros intra unidades experimentais

são independentes e identicamente distribúıdos seguindo uma distribuição normal com

média zero e variância σ2 e se são independentes dos efeitos aleatórios. A outra suposição

refere-se à normalidade dos efeitos aleatórios e são independentes para as diferentes uni-

dades experimentais.

No intuito de verificar o afastamento dessas suposições, Pinheiro e Bates (2000)

propõem o uso do gráfico de probabilidade normal dos reśıduos condicionais para avaliar

a suposição de normalidade e o gráfico dos reśıduos condicionais versus os valores ajus-

tados para avaliar a suposição de homoscedasticidade. Além disso, os reśıduos condicio-

nais também podem ser utilizados para identificação de pontos discrepantes. Entretanto,

Nobre (2004), com base na possibilidade dos elementos de ê apresentarem variâncias

diferentes, propõe uma padronização dos reśıduos condicionais dada por:

ê∗i =
êi

σ
√
qii

,

em que êi é o i-ésimo elemento de ê e qii é o i-ésimo elemento da matriz Q. A matriz Q

é definida como, Q =M −MX(X⊤MX)−1X⊤M , em queM = σ2V −1 = (ZDZ⊤ +

ψ)−1.

Segundo Costa (2010), o reśıduo condicional padronizado, ê∗, é mais eficaz na ve-

rificação de posśıvel afastamento da suposição de homoscedasticidade, fazendo uso do

gráfico de reśıduos condicionais padronizados versus valores ajustados.
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Quando o interesse é verificar a suposição de normalidade para o erro e, não é

aconselhável utilizar ê, porque ele é confundido por b; logo, quando b se afasta muito

da normalidade, ê pode não apresentar caracteŕısticas de normalidade, mesmo quando e

segue uma distribuição normal.

Sendo assim, Hilden-Minton (1995) citado por Nobre (2004) define a fração de

confundimento de êi como:

CFi = 1− U i
⊤QU i

U i
⊤QU i

em que U i é a i-ésima coluna da matriz In. A medida CFi é interpretada como sendo

a proporção de variabilidade de êi quando confundida por b̂. É um valor entre zero e

um e quanto mais próximo de um for o CFi maior é o confundimento. Dessa forma,

o autor propõe utilizar uma transformação linear, L⊤ê, de tal forma que L⊤ê tenha

confundimento mı́nimo. Denotando a i -ésima coluna da matriz L por li, l
⊤
i ê é dito ser

pouco confundido se:

πi =
l⊤i InQInQli

l⊤i InQInli

é máximo, sujeito a restrição que Var(li
⊤ê) ∝ li

⊤InQInli > 0. Assim o reśıduo com

confundimento mı́nimo, é obtido pela maximização da expressão acima gerando assim,

uma sequência de erros não correlacionados homoscedásticos com variância σ2 e fração de

confundimento mı́nimo, seu uso é mais eficiente na verificação da normalidade dos erros

condicionais por intermédio do gráfico de probabilidade normal com envelope simulado.

Cada tipo de reśıduo é útil para avaliar algumas suposições do modelo (2.3), assim

como sintetizado na Tabela 4, adaptada por Nobre e Singer (2007).



4
3

Tabela 4: Uso dos diferentes reśıduos na análise de diagnóstico.

Diagnóstico para Tipo de reśıduo Gráfico

Linearidade dos efeitos IE(y) =Xβ Marginal ξ̂i vs. Variáveis explicativas

Matriz de Covariância (V i) Marginal υ vs. Índices dos indiv́ıduos

Presença de observações discrepantes Condicional ê∗i vs. Índices das observações
Homoscedasticidade dos erros condicionais (ei) Condicional ê∗i vs. Valores ajustados

Normalidade dos erros condicionais (ei) Condicional QQ plot para os reśıduos de confundi-
-mento mı́nimo ou reśıduos do modelo

linear com bandas de tolerância

Presença de indiv́ıduos discrepantes EBLUP Mi vs. Índices dos indiv́ıduos

Normalidade dos efeitos aleatórios (bi) EBLUP QQ plot ponderado b̂i
Fonte: Nobre e Singer (2007)
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4.2.2 Análise de Sensibilidade

4.2.2.1 Eliminação de observações

Cook (1977) apresentou o método de eliminação de observações com o intuito de

identificar posśıveis pontos que estivessem influenciando, de forma desproporcional, na

estimatimação dos parâmetros. Nesta direção, há o que é denominado de fórmulas de

atualização que visam atualizar as estimativas dos parâmetros quando uma determinada

observação for exclúıda. Nos modelos lineares mistos a eliminação de observações não

se apresenta como uma tarefa simples dado que a estimação é realizada iterativamente,

sendo necessário aproximações para as fórmulas de atualização. A preocupação acerca da

eliminação de observações, segundo Cook e Weisberg (1980), é fundamentada na possi-

bilidade de que, ao se excluir uma determinada observação e analisar sua influência nas

estimativas, a influência causada por um conjunto de observações seja mascarada e com

isso observações, que conjuntamente com outras estejam influenciando as estimativas, não

sejam identificadas.

No que se trata da análise da influência de um conjunto de observações tomando

a ideia da eliminação desse conjunto, como pode ser visto em vários textos em muitas

estruturas de modelos distintas, a distância de Cook é a medida mais utilizada nesta

tarefa.

A distância de Cook para modelos lineares misto é dada por:

DI =
(β̂ − β̂I)

⊤(X⊤V −1X)(β̂ − β̂I)

c
=

(Ŷ − Ŷ I)
⊤V −1(Ŷ − Ŷ I)

c
, (4.1)

em que c é um parâmetro de escala e β̂I e Ŷ I são as estimativas de β e Y retirando o

conjunto de observações I.

Segundo Fung et al. (2002), a equação (3.1) pode ser utilizada para detectar tanto

observações como indiv́ıduos influentes, pois uma vez que I representa um conjunto de

observações e fazendo I todas as observações de um determinado indiv́ıduo, tem-se exa-

tamente a influência causada por este. Entretanto, Banerjee (1998) e Tan et al. (2001)

discutem limitações da distância de Cook dada na forma (3.1) na classe de modelos linea-

res mistos, pois tal medida pode não detectar observações ou indiv́ıduos influentes quando

estes apresentam grande influência em b̂.

No sentido de evitar a não detecção de posśıveis conjuntos de observações influentes,

Tan et al. (2001) propuseram a Distância de Cook Condicional que tem como fundamento



45

o uso do BLUE e do BLUP, sendo esta medida dada por:

Di
cond =

K∑

i=1

P⊤
j(i)P j(i)

w
,

em que P j(i) = (Xjβ̂ + Zj b̂j) − (Xjβ̂(i) + Zj b̂j(i)), sendo β̂(i) e b̂j(i) representam, res-

pectivamente, β̂ e bj obtidos quando eliminamos da amostra a i -ésima observação e

w = σ2[(N − 1)c+ p].

A distância de Cook condicional definida é útil para verificação de observações que

estejam influenciando as estimativas dos efeitos fixos e aleatórios. Nesse contexto, a

equação acima pode ser decomposta em três partes permitindo abordar a influência em

partes distintas do modelo ajustado. A decomposição é dada pela seguinte expressão:

Di
cond = D1i

cond +D2i
cond +D3i

cond,

em que

D1i
cond =

(β̂ − β̂i)
⊤(X⊤X)(β̂ − β̂i)

w
=

(Ŷ − Ŷ i)
⊤(Ŷ − Ŷ i)

w
,

D2i
cond =

(b̂− b̂i)⊤Z⊤Z(b̂− b̂i)
w

,

D3i
cond =

2(β̂ − β̂i)
⊤X⊤Z(b̂− b̂i)
w

,

Segundo Nobre (2004), o primeiro termo, D1i
cond, é uma medida útil para avaliar a

influência da i -ésima observação em β̂, não incluindo a padronização pela matriz de co-

variâncias de Y . O segundo termo, D2i
cond, é uma medida útil para avaliar a influência da

i -ésima observação em b̂ . Já o terceiro termo, D3i
cond, é uma medida de covariância, entre

a mudança nas estimativas do BLUE e BLUP, quando eliminamos a i -ésima observação.

Contudo, ao excluir o conjunto de observações referentes a um indiv́ıduo, tem-se

que a obtenção de alguns BLUP não é posśıvel. Com base nesse problema, Nobre (2004)

propõe utilizar a médias das distâncias ao invés da distância de Cook condicional definida
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que é dada por:

Di.
cond = (ni)

−1
∑

j∈I

Dj
cond,

com com I representando o conjunto das ni observações da i -ésima unidade experimental.

4.2.2.2 Pontos de Alavanca

No contexto dos modelos mistos, assumindo V conhecida, vamos definir a matriz

de alavancagem generalizada para os valores marginais ajustados, assim como definiram

Wei et al. (1998), da seguinte forma:

L1 =
∂ŷ

∂y⊤

=
∂X(X⊤V −1X)−1X⊤V −1y

∂y⊤⊤

= X(X⊤V −1X)−1X⊤V −1,

correspondendo assim, à matriz de projeção obĺıqua do subespaço formado pelas colunas

de X usando a distância induzida por V −1 e fornecendo informações sobre o grau de

alavancagem das observações com respeito aos valores marginais ajustados, como pode

ser observado em Fung et al. (2002) e Demidenko (2004). Por esta razão denomina-se de

matriz de alavancagem generalizada marginal.

A i -ésima unidade amostral da matriz de alavancagem generalizada marginal é a

i -ésima matriz bloco diagonal de L1, ou seja

L1i =X i(X i
⊤V −1X)−1X i

⊤V i
−1.

Uma vez que (i) possamos estar interessados em detectar o alto de grau de alavancagem

de observações pertencentes a uma mesma unidade amostral e (ii) há casos em que o alto

grau de alavancagem de uma certa observação não implica no alto grau de alavancagem da

unidade amostral correspondente, vamos definir a j -ésima observação da i -ésima unidade

amostral da matriz de alavancagem generalizada marginal como o j -ésimo elemento da

diagonal principal de L1i, denotando-o como L1i(jj).

Assim como definido em Nobre e Singer (2011), altos valores de L1i(jj) indicam alto

poder de alavancagem da j -ésima observação pertencente a i -ésima unidade amostral com

relação aos valores marginais ajustados. Embora, na prática, observações ou unidades

experimentais com alta alavancagem são definidas de maneira subjetiva (por inspeção
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visual dos gráficos de alavanca), alguns critérios objetivos tem sido sugeridos na literatura.

Por exemplo, dado que:

tr(L1) =
K∑

i=1

ni∑

j=1

L1i(jj) = p,

pode-se considerar a j -ésima observação da i -ésima unidade amostral como sendo de alta

alavancagem para os valores marginais ajustados se L1i(jj) ≥
2p

N
e considerar a i -ésima

unidade amostral como sendo de alta alavancagem para os valores marginais ajustados se

tr(L1)

ni

≥ 2p

N
,

como sugerido em Demidenko (2004).

Segundo Nobre e Singer (2011), uma observação pode afetar os valores marginais e

condicionais ajustados, é conveniente avaliar a influência conjunta de cada observação em

ambos. Vamos usar ŷ∗ =Xβ̂+Zb̂, ao invés de ŷ e vamos definir a matriz de alavancagem

generalizada conjunta como

L =
∂ŷ∗

∂y⊤
=

∂ŷ

∂y⊤
+

∂Zb̂

∂y⊤

= L1 +ZΓZ⊤Q

= L2V
−1 + [IN −L2V

−1]L1,

em que L1 é a matriz de alavancagem generalizada marginal, Γ = IK ⊗D e

L2 = ZΓZ⊤.

A matriz L2 representa o quanto da variabilidade intra unidades experimentais está sendo

explicada pela presença dos efeitos aleatórios.

Nobre (2004) e Demidenko e Stukel (2005) sugerem que

H2 = ZΓZ⊤Q,

poderia ser usada como uma matriz de alavancagem generalizada para o componente de

efeitos aleatórios dos valores ajustados condiconais. Dado que

H2 = L2V
−1 + [IN −L1],

depende da matriz de alavancagem generalizada marginal, os efeitos de ambos os compo-

nentes de efeitos fixos e aleatórios dos valores ajustados condicionais podem ser confun-
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didos.

A melhor alternativa para mensurar o grau de alavancagem de observações e de

indiv́ıduos nos componentes de efeitos aleatórios dos valores ajustados condiconais é usar

a matriz de alavancagem generalizada do componente aleatório L2 ao invés de H2. Ob-

servações que apresentam alto poder de alavancagem com relação ao componente de efeitos

aleatórios dos valores ajustados condiconais deve exercer um peso desproporcional na es-

timativa dos componentes da variância do modelo. Assim como está definido em Nobre

e Singer (2011), vamos definir a i -ésima unidade amostral da matriz de alavancagem

generalizada do componente aleatório como L2i = ZiDZi
⊤. A matriz de alavancagem

generalizada do componente aleatório correspondente a j -ésima observação da i -ésima

unidade amostral é L2i(jj) que por sua vez corresponde ao j -ésimo elemento da diago-

nal principal de L2i. A i -ésima unidade amostral é dita ter alto poder de alavancagem

com relação ao componente aleatório dos valores ajustados condicionais se (ni)
−1tr(L2i)

é “grande” (por exemplo, se (ni)
−1tr(L2i) ≥ 2tr(L2)/N) comparado com outros valores;

similarmente, A j -ésima observação pertencente a i -ésima unidade amostral é dita ter

alto poder de alavancagem com relação ao componente aleatório dos valores ajustados

condicionais se L2i(jj) é “grande” (por exemplo, L2i(jj) ≥ 2tr(L2)/N).

No caṕıtulo 5, serão aplicadas as técnicas aqui apresentadas.
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5 ABORDAGEM BAYESIANA

5.1 Introdução

A estat́ıstica clássica é fundamentada no crédulo de que toda a informação a respeito

do fenômeno aleatório que se deseja compreender é oriunda dos dados a serem obtidos

pelo pesquisador, ou seja, da amostra. Sendo assim, toda e qualquer inferência é emba-

sada apenas naquilo que se observou, seja através da obtenção de uma amostra ou da

realização de um experimento, ou naquilo que poderia ser observado caso o experimento

fosse repetido ou uma nova amostra fosse observada. Em um exemplo prático, de acordo

com o pensamento clássico, pode-se imaginar que o efeito médio que a aplicação de certo

tratamento em pacientes gravemente doentes tem sobre o tempo de sobrevida dos mesmos

é uma quantidade espećıfica, fixa, porém desconhecida.

A filosofia bayesiana, em contrapartida, acredita que os parâmetros de interesse, por

serem desconhecidos, se tratam de quantidades aleatórias. Desta forma, a especificação

de distribuições de probabilidade para os parâmetros é natural. Em exemplo análogo

ao anteriormente apresentado, o pensamento bayesiano considera que o efeito médio é

dotado de variabilidade, propondo que, a incerteza que se tem a seu respeito deva ser

representada por uma distribuição de probabilidade. É interessante proceder a associação

deste pensamento à dados que envolvem opinião pública, doenças, entre outros.

Por outro ponto de vista, então, os bayesianos consideram que não só os dados obtidos

são importantes para o processo inferencial, como também a informação, com correspon-

dente grau de incerteza (precisão), que o pesquisador carrega a respeito daquilo que está

estudando. Sendo assim, é aberto espaço para que o conhecimento e a experiência do

pesquisador no assunto possam contribuir com as inferências a serem realizadas. Este

conhecimento do pesquisador sobre os parâmetros de interesse é dito “conhecimento à

priori” e será representado pela “distribuição à priori”.

A informação à priori (distribuição à priori) será combinada com a informação presente

nos dados obtidos (função de verossimilhança) de modo que aquele que carregar um maior
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grau de certeza seja mais valorizado. O resultado final desta combinação de fontes de

informação é representado pela distribuição à posteriori e será a base para toda e qualquer

inferência que se fizer interessante.

5.2 Teorema de Bayes

O teorema de Bayes é uma proposição sobre probabilidades condicionais indiscut́ıvel

desde que se aceitem os axiomas de Kolmogorov (Box e Tiao, 1973) para definir medidas

de probabilidade. O que tem dado lugar a grande controvérsia é a sua interpretação e sua

aplicação a problemas de inferência estat́ıstica. Ocupando, como é óbvio, lugar crucial na

inferência bayesiana.

Seja θ uma quantidade de interesse desconhecida cujos posśıveis valores são perten-

centes ao espaço paramétrico Θ. O objetivo da inferência bayesiana pode ser a estimação

de θ ou o teste de alguma hipótese envolvendo valores de θ. Um dos principais ingredien-

tes para a realização de inferência bayesiana é a distribuição a posteriori, que representa

o conhecimento a respeito de θ após a observação dos dados x.

A distribuição a posteriori é obtida através do teorema de Bayes, isto é, definido da

seguinte forma (Box e Tiao, 1973):

Suponha que x⊤ = (x1, . . . , xn) é um vetor de n observações cuja distribuição de

probabilidade p(x|θ) depende dos valores de k parâmetros θ⊤ = (θ1, . . . , θk). Suponha

ainda que θ em si tem uma distribuição de probabilidade p(θ). Então,

p(θ|x) =
p(x|θ)p(θ)

p(x)
,

em que p(θ) e p(θ|x) são, respectivamente, a distribuição a priori e a posteriori de θ.

As informações sobre o vetor de parâmetros de interesse, θ, que são obtidas antes

da realização de um experimento podem ser representadas probabilisticamente através

das chamadas distribuições a priori. Portanto, essas distribuições expressam o estado de

conhecimento ou ignorância sobre o vetor de parâmetros θ antes dos dados serem obtidos

(Box e Tiao, 1973).

A distribuição a posteriori de um parâmetro θ contém toda a informação probabiĺıstica

a respeito deste parâmetro e um gráfico da sua função de densidade a posteriori é a me-

lhor descrição do processo de inferência. No entanto, algumas vezes é necessário resumir

a informação contida nesta posteriori através de alguns poucos valores numéricos. O caso
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mais simples é a predição pontual de θ onde se resume a distribuição a posteriori através

de um único elemento, θ̂.

5.3 Informações a priori

A distribuição a priori representa o conhecimento prévio do pesquisador antes de se

observar os dados. De acordo com Leandro (2001) devido, em geral, a subjetividade da

escolha das densidades a priori, estat́ısticos frequentistas se opõem ao uso desta informação

adicional e se sustentam no fato de que a função densidade de probabilidade a posteriori

ser bastante senśıvel a escolha de prioris distintas. Porém, os estat́ısticos bayesianos tem

apoio em alguns argumentos, por exemplo este feito por Gelman et. al. (1997): “Todos

os métodos estat́ısticos que usam probabilidades são subjetivos no sentido que se baseiam

em idealizações matemáticas do mundo”.

5.3.1 Distribuições a priori subjetivas

A distribuição a priori subjetiva é usada quando não existe nenhuma base teórica

objetiva para o ajuste do modelo. Nessas situações, a distribuição a priori representa a

expectativa subjetiva do pesquisador a respeito do parâmetro de interesse. Com isso, a

distribuição a posteriori para o parâmetro, obtida combinando essa distribuição a priori

e a função de verossimilhança, mostra como o conhecimento pessoal do pesquisador é

modificado pela informação dos dados (Box e Tiao, 1973). O problema de como quantificar

essa informação subjetiva e transformá-la em uma distribuição a priori que possa ser

usada na abordagem bayesiana, tem sido discutido abundantemente na literatura. Uma

interação entre o pesquisador e o estat́ıstico é fundamental para a determinação de tal a

priori.

5.3.2 Distribuições a priori conjugadas

A ideia de distribuição conjugada é que as distribuições a priori e a posteriori per-

tençam a mesma classe de distribuições e assim a atualização do conhecimento que se

tem sobre o parâmetro θ envolve apenas uma mudança nos parâmetros indexadores da

famı́lia de distribuições a priori, denominados hiperparâmetros, que diferem do parâmetro

θ. Neste caso, o aspecto sequencial do método bayesiano pode ser explorado definindo-se

apenas a regra de atualização dos hiperparâmetros já que as distribuições permanecem
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as mesmas. Pode-se definir a distribuição a priori conjugada da seguinte forma (Ehlers,

2007):

• Se F = {p(x|θ),θ ∈ Θ} é uma classe de distribuições amostrais então uma classe

de distribuições P é conjugada a F se

∀ p(x|θ) ∈ F e p(θ) ∈ P ⇒ p(θ|x) ∈ P.

Gamerman e Lopes (2006) ressaltam que a distribuição a priori conjugada deve

ser usada com cuidado, pois sua utilização está muitas vezes associadas às facilida-

des anaĺıticas nem sempre é uma representação adequada do conhecimento a priori do

parâmetro.

5.3.3 Distribuições a priori não-informativas

A priori não-informativa refere-se ao caso em que pouca ou nenhuma informação

é dispońıvel a priori, isto é, a informação a respeito dos parâmetros do modelo não é

significativa se comparada à informação proveniente da amostra.

Na literatura bayesiana, há várias razões para se utilizar prioris não-informativas,

dentre elas:

1. É posśıvel, de imediato, fazer uma análise bayesiana para o modelo, uma vez que

existem inúmeras prioris não-informativas propostas na literatura;

2. As prioris informativas, baseadas em métodos subjetivos, são frequentemente mais

dif́ıceis de aplicar na prática;

3. Ao formular um procedimento estat́ıstico alternativo ou para um estudo comparativo

entre metodologias estat́ısticas, este seria mais facilmente aceito se utilizássemos

prioris não-informativas;

4. Se há uma quantidade substancial de dados, a distribuição a priori terá pouco efeito.

Isto justificaria o uso de prioris não informativas.
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5.3.3.1 Priori Uniforme

A primeira ideia de não informação a priori que se pode ter é pensar em todos os

posśıveis valores de θ como igualmente prováveis, isto é, com uma distribuição a priori

uniforme. Neste caso, fazendo

p(θ) ∝ k

para θ variando em um subconjunto da reta, significa que nenhum valor particular tem

preferência.

5.3.3.2 Priori de Jeffreys

Uma conhecida priori não-informativa, que representa uma situação com pouca in-

formação a priori sobre os parâmetros, foi proposta por Jeffreys (1967). Seja X uma única

observação com função de (densidade) de probabilidade p(x|θ). A medida de informação

esperada de Fisher de θ através de X é definida como,

IF(θ) = E

[
−∂2 log p(x|θ)

∂θ∂θ⊤

]
.

Assim, a distribuição a priori proposta por Jeffreys é dada por:

h(θ) ∝ |IF(θ)|1/2.

Vale resaltar, que a priori de Jeffreys viola o prinćıpio da verossimilhança, já que a in-

formação de Fisher depende da distribuição amostral. Mas um importante ganho desta

distribuição a priori é o fato de que o parâmetro θ não precisa necessariamente pertencer

a um espaço limitado.

Bernardo (1989) chama a atenção para alguns aspectos da distribuição a priori de

Jeffreys:

• A principal motivação intuitiva da distribuição a priori de Jeffreys é ser invariante

a reparametrizações, a qual é uma condição necessária mas não suficiente, para

determinar uma referência senśıvel de distribuição a priori.

• A existência da distribuição a priori de Jeffreys requer condições de regularidade

fortes, como a normalidade assintótica da distribuição a posteriori de θ, conforme

Bernardo e Smith (1994).
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Detalhes sobre outras distribuições a priori não-informativas podem sem obtidos, por

exemplo, em Box e Tiao (1973), Berger (1985), Bernardo e Smith (1994), dentre outros

autores.

5.4 Metodologia inferencial

5.4.1 Predição pontual

A própria ideia de predição de parâmetros por pontos conduz no cenário bayesiano

a tomar como preditores pontos t́ıpicos da distribuição a posteriori, para o que se revela

útil a determinação das suas medidas de localização.

A escolha das estimativas bayesianas de θ depende naturalmente da forma de p(θ|x),

bem como dos objetivos do seu uso. As estimativas mais usadas são: a média a posteriori,

a moda a posteriori e a mediana a posteriori (de parâmetros escalares), cuja a definição

se apresenta a seguir (Paulino et. al, 2003):

• Média a posteriori

θ̂ = E(θ|x) =
∫

Θ

θp(θ|x)dθ.

• Mediana a posteriori

P

{
θ ≥ θ̂|x

}
≥ 1

2
e P

{
θ ≤ θ̂|x

}
≥ 1

2
.

• Moda a posteriori

θ̂ = Moda(θ|x) = max
θ∈Θ

p(θ|x) = max
θ∈Θ

L(θ|x)p(θ).

5.4.2 Funções de perda

Dentre as funções de perda mais comuns, destaca-se as seguintes:

1. Perda quadrática:

L(d, θ) = (d− θ)2.
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Encontrar um preditor bayesiano para θ, consiste em tomar a decisão d sob a pena-

lidade L(d, θ). Então, minimizando E [L(d, θ)], tem-se

E [L(d, θ)] = E(d− θ)2

= E(d2 − 2dθ + θ
2
)

= d2 − 2dE(θ) + E(θ2)

= (d− E(θ))2︸ ︷︷ ︸
≥0

+Var(θ)︸ ︷︷ ︸
>0

.

Então para d = E(θ), E [L(d, θ)] é mı́nima, logo d = E(θ) é a decisão ótima quando

a penalidade é perda quadrática.

2. Perda absoluta:

L(d, θ) = a|d− θ|, a > 0.

É posśıvel mostrar que sob perda absoluta o preditor bayesiano é a mediana a

posteriori, θ̂ = Med(θ, x).

3. Perda zero-um:

{
0 se, |d− θ| ≤ b, b é constante

1 se, |d− θ| > b

Aqui podemos mostrar que sob perda zero-um o preditor bayesiano será a moda a

posteriori, θ̂ = Moda(θ, x).

5.4.3 Predição Intervalar

Sob o ponto de vista bayesiano, a forma mais adequada de avaliar a informação

dispońıvel a respeito de parâmetros desconhecidos é por meio da distribuição a posteriori

(Migon e Gamerman, 1999). Ao resumir a distribuição a posteriori em um único valor,

não se tem uma medida da precisão da estimativa obtida. Uma alternativa para contornar

esta situação é obter intervalos de credibilidade para estes valores.

A definição de intervalo de credibilidade bayesiano é descrita a seguir:

Uma região C ⊂ Θ é um intervalo de credibilidade bayesiano 100(1− α)% para θ se

p(θ ∈ C|x) ≥ 1− α, em que 1− α é o ńıvel de credibilidade.
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Um tipo especial de intervalo de credibilidade, conhecido como HPD (“Highest Pos-

terior Density”), é constrúıdo de tal forma que a densidade de probabilidade dos pontos

dentro do intervalo é maior que a de todos os pontos fora dele e a probabilidade do ver-

dadeiro valor do parâmetro estar entre os limites definidos pelo intervalo é igual a 1− α

, onde 0 < α < 1 é escolhido arbitrariamente.

5.5 Abordagem bayesiana para modelos lineares mis-

tos

Para se fazer uma análise estat́ıstica através das técnicas bayesianas para o modelo

linear misto normal especificado em (2.3), primeiramente precisa-se definir a distribuição

a priori conjunta para os parâmetros desconhecidos, que são β, D e ψ. Ou seja, precisa-

se determinar a priori conjunta p(β,D,ψ). Usualmente, supoe-se independência a priori

entre estes parametros, tal que p(β,D,ψ) = p(β)p(D)p(ψ). Assumindo independência

a priori, necessita-se especificar distribuições para os parâmetros β, D e ψ separada-

mente. Note que o vetor de efeitos aleatórios b já tem sua distribuição de probabilidade

especificada pelas suposições do modelo.

Segundo a formulação do modelo misto visto como um modelo hierárquico definida

nas equações (2.7) e (2.8), as distribuições a priori p(β), p(D), p(ψ) correspondem a um

terceiro estágio da hierarquia.

A distribuição a priori conjugada usual para β é

β ∼ N (β∗,G),

em que β∗ é um vetor conhecido de dimensão p × 1 e G é uma matriz de variâncias e

covariâncias conhecida, de dimensão p × p. Segundo Wu e Zhang (2006), a matriz G

é flex́ıvel. Por exemplo, G = λIp, indica que os componentes de β são independentes.

Além disso, quando λ → ∞, tem-se que G−1 = λ−1Ip → 0. Isso indica que o limite a

priori de β é não informativo.

As distribuições a priori para D e ψ dependerão da estrutura de covariância adotada

para cada uma delas. Em modelos normais, o mais usual é parametrizar componentes de

variância e matrizes de variâncias e covariâncias como componentes e matrizes de precisão,

pois isto facilita os cálculos das distribuições a posteriori. Um componente de precisão

é o rećıproco do componente de variância correspondente, e uma matriz de precisão é a
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inversa da correspondente matriz de variância.

Se a estrutura de covariância VC (componentes de variância) é adotada para a dis-

tribuição a priori para os componentes e matrizes de precisão, então a distribuição Gama

pode ser usada como priori para cada um dos componentes de precisão da matriz, ou

seja, σ−2
w ∼ Gama(aw, bw). A priori não-informativa neste caso é obtida quando ,

aw, bw → 0. Outra distribuição a priori não-informativa que poderia ser obtida espe-

cificando σw ∼ U(0, cw), em que cw → 0. Neste caso, a distribuição de probabilidade para

σ−2
w tem densidade dada por

f(σ−2
w ) =

(σ−2
w )−3/2

2cw
, c−2

w ≤ σ−2
w < ∞.

Esta última tem sido considerada uma opção melhor que a priori Gama principalmente

para componentes de variância da matriz D.

Se uma estrutura AR(1) é usada para a matriz de variâncias e covariâncias, pode-se

especificar uma distribuição Gama para o componente de precisão σ−2 e uma priori para

o parâmetro ρ poderia ser ρ ∼ U(a, b), em que a < b e a ≥ −1 e b ≤ 1. Se a = −1 e b = 1

são especificados, então se obtém-se uma distribuição a priori não-informativa para ρ.

No caso da estrutura NE (não estruturada), não é necessário assumir uma priori para

cada componente de variância da matriz. As distribuições Wishart e Inversa-Wishart

são distribuições de probabilidade para, respectivamente, as matrizes de precisão e de

variâncias e covariâncias. Além disso, são prioris conjugadas para, respectivamente, a

matriz de precisão e de variâncias e covariâncias de uma distribuição normal multivariada.

Segundo Gelman et al. (1997), seW ∼ Wishart(ρ,S), em queW é uma matriz positiva

definida simétrica k × k, ρ é o número de graus de liberdade e S é uma matriz de escala

positiva-definida simétrica k × k, então a função densidade de probabilidade é dada por

fW (w) =

[
2ρk/2πk(k−1)/4

k∏

i=1

Γ

(
ρ+ 1− i

2

)]−1

|S|−ρ/2|w| (ρ+k+1)
2 exp

[
−1

2
tr(S−1w)

]
.

Da mesma forma, se W ∼ Inv-Wishart(ρ,S−1), então a densidade é dada pela seguinte

expressão:

fW (w) =

[
2ρk/2πk(k−1)/4

k∏

i=1

Γ

(
ρ+ 1− i

2

)]−1

|S|ρ/2|w|−(ρ+k+1)
2 exp

[
−1

2
tr(Sw−1)

]
.

A esperança da distribuição Wishart é ρS , e da Inversa-Wishart é (p− k − 1)−1S. Por

isso, nas aplicações bayesianas, quando se deseja atribuir uma priori Wishart para uma
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matriz de precisão, geralmente é parametrizada como Wishart {ρ, (ρD∗)−1}, em queD∗ é

uma matriz k× k. Assim, D∗ será a média a priori da matriz de variâncias que se deseja

estimar, e seus valores podem ser escolhidos conforme as expectativas para os posśıveis

valores da matriz de variâncias. Uma priori não-informativa tanto para a distribuição

Wishart quanto para a Inversa-Wishart é obtida quando ρ = k.

Após a especificação das distribuições a priori apropriadas para os parâmetros β, D e

ψ, levando em consideração as estruturas de covariância assumidas para as matrizes β e

D, o próximo passo seria a derivação da distribuição a posteriori. Porém, independente da

estrutura escolhida, não é posśıvel determinar analiticamente a distribuição a posteriori,

ou reconhecer o núcleo de alguma distribuição multivariada conhecida através do caminho

da proporcionalidade. O algoritmo Amostrador de Gibbs (Gamerman, 1997; Robert e

Casella, 1999) pode ser aplicado neste caso, já que, para os modelos mistos, é posśıvel

derivar as distribuições condicionais completas.

5.5.1 Relação entre o BLUE e o BLUP e os estimadores baye-
sianos

Segundo Wu e Zhang (2006), os melhores estimadores e preditores lineares não vici-

ados que maximizam (2.13), no contexto clássico, são iguais ao limite das esperanças a

posteriori quando G−1 → 0. Isto é:

β̂ = lim
G

−1
→0

E(β|y) e b̂ = lim
G

−1
→0

E(b|y)

Além disso, como G−1 → 0, as distribuições a posteriori são dadas pelas seguintes

expressões:

β|y ∼ N [β̂, (X⊤V −1X)−1],

b|y ∼ N (b̂,D −DZ⊤PVDZ),

e|y ∼ N (ê,ψ −ψPVψ), (5.1)

em que ê = y −Xβ̂ −Zb̂ e

PV = V −1 − V −1X(X⊤V −1X)−1X⊤V −1.

Note que β̂ e b̂ involvem as matrizes D e ψ que geralmente são desconhecidas. Subs-

tituindo essas matrizes pelos seus respectivos estimadores, os estimadores bayesianos,

β̂ e b̂ são usualmente conhecidas como estimadores emṕıricos bayesianos, embora a es-
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timação emṕırica bayesiana é convencionalmente aplicada somente ao efeito aleatório bi,

i = 1, . . . , q.

Como já falado anteriormente, as expressões (4.1) fornecem os limites a posteriori

de β, b e e, sob o enfoque bayesiano, quando G−1 → 0 ou quando a priori de β é não

negativa. Às vezes, é interessante conhecer as distribuições a posteriori de b e e quando β

é fornecido, isto é, β = β̂. Assim, como descrito em Wu e Zhang (2006), as distribuições

a posteriori de interesse são dadas pelas seguintes expressões:

b|y, β ∼ N [DZ⊤V −1(y −Xβ),D −DZ⊤V −1ZD],

e|y, β ∼ N [ψV −1(y −Xβ),ψ −ψV −1ψ].

Uma ideia semelhante da extensão do BLUP dentro do contexto bayesiano pode ser

encontrada em Lindley e Smith (1972); Dempfle (1977).

Segundo Robinson (1991), dentro da ideologia bayesiana, há pouca razão para se fazer

distinção entre os efeitos fixos e e os efeitos aleatórios. Todos os efeitos são tratados como

aleatórios no sentido de que as distribuições de probabilidade utilizadas para descrever a

incerteza não são tratadas de forma diferente das distribuições de probabilidade utilizadas

para descrever a variação.
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6 APLICAÇÃO

No presente caṕıtulo, serão apresentadas as análises estat́ısticas referentes ao estudo

já citado anteriormente, o estudo realizado pela Faculdade de Odontologia da Universidade

de São Paulo, para comparar dois tipos de escova de dentes (monobloco e convencional)

com relação a eficácia na remoção de placa bacteriana, cujo o conjunto de dados encontra-

se na Tabela 2.

6.1 Índice de placa bacteriana

De acordo com Singer e Andrade (1997), que analisaram um conjunto diferente de

dados proveniente do mesmo estudo, o modelo proposto é dado da seguinte forma:

y = βxδξ, (6.1)

em que x é o ı́ndice de placa bacteriana pré-escovação, y é o ı́ndice de placa bacteriana

pós-escovação, β > 0 é um coeficiente de placa bacteriana residual, δ é um coeficiente

de uniformidade da taxa de placa bacteriana residual esperada e ξ um erro aleatório

não-negativo.

Para os autores, modelos dessa natureza devem apresentar as seguintes caracteŕısticas:

1. Um ı́ndice pré-tratamento nulo implica um ı́ndice pós-tratamento também nulo;

2. Os ı́ndices pré-tratamento e pós-tratamento são não-negativos;

3. Os dados são possivelmente heteroscedásticos (pois são não-negativos e satisfazem

a desigualdade y ≤ x);
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4. A relação entre os ı́ndices pré-tratamento e pós-tratamento é possivelmente não-

linear;

5. As observações realizadas numa mesma unidade experimental são possivelmente

correlacionadas.

Com base no que foi proposto por Sef (1999), Nobre (2004) propôs o seguinte modelo

para os dados apresentados na Tabela 2:

yijk = βjkxijk
δjkξijk, (6.2)

com βjk > 0, i = 1, . . . , 32, j = 0, 1 e k = 1, 2, 3, 4, em que yijk(xijk) são os ı́ndices de

placa bacteriana pós-teste e pré-teste, respectivamente, para o i -ésimo indiv́ıduo avaliado

na k -ésima sessão com a j -ésima escova, βjk é o efeito fixo associado ao j -ésimo tipo de

escova na k -ésima sessão, δjk é o coeficiente de uniformidade do ı́ndice de redução de

placa bacteriana associado ao j -ésimo tipo de escova na k -ésima sessão, ξijk é um erro

aleatório não-negativo relativo à i -ésima criança com a j -ésima escova na k -ésima sessão

de avaliação.

Claramente o modelo multiplicativo acima é não-linear, mas pode ser linearizado por

uma transformação logaŕıtmica, o que resulta em:

ln(yijk) = ln(βjk) + δjk ln(xijk) + ln(ξijk),

podendo ser reparametrizado por

yijk
∗ = λjk + δjkxijk

∗ + ξijk
∗,

em que yijk
∗ = ln(yijk), λjk = ln(βjk), xijk

∗ = ln(xijk). Assumimos que ln(ξijk) = ξijk
∗ tem

distribuição normal com parâmetros a serem especificados. Para satisfazer a caracteŕıstica

(5), vamos considerar

ξijk
∗ = ϕi + εijk,

com ϕi ∼ N (0, τ 2) e εijk ∼ N (0, σ2), denotando respectivamente, o efeito aleatório da

i -ésima criança e o erro de medida.

Assim como citado em Nobre (2004) e Nobre e Singer (2007), a seguir descrevemos a

estratégia da análise utilizada para simplificar o modelo saturado (5.2):

1. Testar a homogeneidade entre os coeficientes de uniformidade para as duas escovas
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nas quatro sessões de avaliação (δjk = δ, j = 0, 1 e k = 1, . . . , 4), ou seja, reduzir o

modelo (5.2) para:

yijk = βjkxijk
δξijk; (6.3)

2. Testar a significância da interação e dos efeitos principais dos tipos de escova com

relação aos coeficientes de placa bacteriana residual, ou seja,

β01/β11 = β02/β12 = β03/β13 = β04/β14,

ou equivalentemente

λ01 − λ11 = λ02 − λ12 = λ03 − λ13 = λ04 − λ14,

e

βjk = βj ,

ou equivalentemente,

λjk = λj,

3. Ajustar o modelo que incorpora as conclusões obtidas em (1) e (2), ou seja, reduzir

o modelo para:

yijk = βjxijk
δξijk. (6.4)
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Figura 5: Ajuste do modelo final

As observações representadas por • referem-se às crianças que utilizaram escova do

tipo monobloco.

Baseando-se em todas essas considerações, usaremos o modelo assim para ilustrar os

procedimentos de diagnóstico. A Figura 6 (a), nos permite checar a linearidade dos efeitos.

Nesse caso, há ind́ıcios da veracidade da hipótese de linearidade, pois não se observa ne-

nhum tipo de tendência do reśıduo marginal conforme o valor de ln(xijk). Na Figura 6

(b), podemos perceber que a unidade experimental #29 apresenta um comportamento

diferenciado das demais unidades experimentais. Na Figura 7 apresenta-se o gráfico de

envelope simulado que não fornece ind́ıcios de afastamento da normalidade por parte do

reśıduo com confundimento mı́nimo. No gráfico que diz respeito ao reśıduo condicional

padronizado versus as unidades experimentais, podemos destacar a observação #12.2,

que diz respeito a segunda sessão da criança #12 e a observação #29.4, que diz respeito

a quarta sessão da criança #29. Na Figura 8, o gráfico com a distância de Mahalanobis,
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também destacamos a criança #29.
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Assim como apresentado em Nobre (2004), a seguir serão apresentadas as estima-

tivas dos parâmetros, bem como seus intervalos de confiança a um ńıvel de confiança de

95% para o modelo completo e para o modelo quando retiramos as unidades experimentais

#12 e #29 individualmente e simultaneamente.

Tabela 5: Estimativas dos parâmetros e intervalos de confiança a um ńıvel de confiança
de 95% ao eliminar as unidades experimentais #12 e #29.

Parâmetros β0 β1 δ τ2 σ2

Modelo completo 0,72 [0,70; 0,74] 0,81 [0,79; 0,82] 1,06 [0,96; 1,14] 0,007 [0,006; 0,022] 0,021 [0,016; 0,027]
Excluindo #12 0,72 [0,70; 0,74] 0,80 [0,79; 0,82] 1,06 [0,96; 1,15] 0,007 [0,006; 0,011] 0,015 [0,012; 0,020]

(0, 00%) (−1, 23%) (0, 00%) (16, 67%) (−28, 57%)
Excluindo #29 0,72 [0,69; 0,74] 0,83 [0,81; 0,84] 1,07 [0,97; 1,16] 0,001 [0,001; 0,025] 0,017 [0,015; 0,025]

(0, 00%) (2, 47%) (0, 94%) (−83, 33%) (−19, 05%)
Excluindo #12 e #29 0,72 [0,70; 0,74] 0,83 [0,81; 0,84] 1,07 [0,95; 1,15] 0,003 [0,002; 0,041] 0,012 [0,009; 0,015]

(0, 00%) (2, 47%) (0, 94%) (−50, 00%) (−42, 86%)

Segundo Nobre (2004) e Nobre e Singer (2007), conclui-se que as crianças #12 e

#29 são influentes no que diz respeito aos parâmetros de covariância, em particular, a

criança #12 é influente no que diz respeito a σ2 e a criança #29 com respeito à τ 2. Tais

resultados são compat́ıveis com as análises residuais. Uma descrição das caracteŕısticas

dos indiv́ıduos influentes segue:

#12: Essa criança utilizou a escova convencional e apresentou o segundo menor ı́ndice

de placa bacteriana pré-escovação (0,71) e pós-escovação (0,39), ambas na segunda sessão;

apresenta também um alto ı́ndice de placa bacteriana pós-escovação, entre as 25% contra-

dizendo o modelo ajustado, que prevê maiores ı́ndices de placa bacteriana pós-escovação

para crianças que utilizam a escova monobloco; essa criança também apresenta a maior va-

riabilidade entre os ı́ndices de placa bacteriana pós-escovação e a segunda maior variância

entre os valores de ı́ndice de placa bacteriana pré-escovação para as quatro sessões de
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avaliação além de apresentar o segundo menor ı́ndice de redução de placa bacteriana

(y/x);

#29: Essa criança apesar de ter utilizado a escova monobloco, apresentou todos

seus ı́ndices de placa bacteriana pós-escovação entre os 25% menores ı́ndices, inclusive o

menor (0,37) obtido na quarta sessão; este resultado contraria o esperado sob o modelo

ajustado, que prevê menores ı́ndices para crianças que utilizaram a escova convencional;

apresentou também dois entre os três menores, incluindo o menor, ı́ndices de redução de

placa bacteriana (y/x).

Assim, no exemplo considerado,a influência esperada na retirada de uma unidade

experimental é de (1/32) × 100 = ±3, 13%. Quando eliminamos a unidade experimental

#29 a estimativa de τ 2 decresce 83, 33%, implicando uma alta influência da respectiva

unidade experimental na estimativa da variância do efeito aleatório da criança. Toda

inferência realizada com base na amostra completa, continua válida, indicando que o

modelo ajustado é robusto.

A partir da análise do gráfico do modelo ajustado e da Tabela 5 referente a estimativa

dos parâmetros do modelo final, é razoável concluir que a escova convencional mostrou-se

mais eficaz na redução do ı́ndice de placa bacteriana, β̂0 < β̂1.

A seguir, será apresentada uma análise bayesiana do estudo em questão. A fim de

viabilizar a análise e facilitar a obtenção dos resultados desejados, fez-se uso do software

OpenBUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling).

Inicialmente, linearizando por meio de uma transformação logaŕıtmica, o modelo

(5.4) pode ser escrito da seguinte forma:

ln(yijk) = ln(βj) + δ ln(xijk) + ln(ξijk),

podendo ser reparametrizado

yijk
∗∗ = λj + δxijk

∗∗ + ξijk
∗∗,

em que yijk
∗∗ = ln(yijk), λj = ln(βj), xijk

∗∗ = ln(xijk) e ln(ξijk) = ξijk
∗∗.
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Assim como proposto anteriormente , tem-se que:

ξijk
∗∗ = ϕi + εijk

ϕi ∼ N (0, τ 2)

εijk ∼ N (0, σ2)

Dessa forma,

yijk
∗∗ ∼ N (µijk, ζ)

yijk
∗∗|λj, δ, τ

2, σ2 ∼ N (µijk, ζ)

ζ = Var(yijk
∗∗|λj, δ, τ

2, σ2) = Var(ξijk
∗∗)

= Var(ϕi + εijk)

ind
= τ 2 + σ2

Em śıntese, tem-se que:





yijk
∗∗ ∼ N (µijk, τ

2 + σ2)

λj ∼ p(λj)

δ ∼ p(δ)

τ 2 ∼ p(τ 2)

σ2 ∼ p(σ2)

em que p(λj), p(δ), p(τ
2), p(σ2) são as distribuições a priori adotadas para λj, δ, τ

2 e σ2,

respectivamente.

As distribuições a priori aqui propostas são prioris não informativas, visto que a in-

formação que se tem a respeito dos parâmetros do modelo não é significativa se comparada

à informação proveniente da amostra.

Foi considerada para λj uma distribuição a priori Normal com média zero e variância

igual a 1000. Para δ, τ 2 e σ2 foram adotadas distribuições a priori Gama e Exponencial

com variância suficientemente grande, com o objetivo de avaliar a sensibilidade de tais

prioris. A Figura 9 apresenta o gráfico com as distribuições a priori Gama e Exponencial.

Na Tabela 6, encontra-se as estimativas, média e mediana a posteriori e intervalos de

credibilidade de 95% do modelo final, obtidas via software OpenBUGS (Bayesian inference
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Using Gibbs Sampling), para diferentes distribuições a priori. Para a análise foram geradas

10.000 amostras para cada parâmetro de interesse, sendo as 8.000 primeiras descartadas

para evitar algum efeito de valores iniciais.

Figura 9: Distribuições a priori

Tabela 6: Estimativas, média e mediana a posteriori e intervalos de credibilidade de 95%
do modelo final.

Estimativas
Parâmetros Prioris Média Mediana IC(95%)

Gama(0,01; 0,01) 0,75 0,75 [0,71; 0,79]
β0 Exp(0,001) 0,75 0,75 [0,71; 0,79]

Gama(0,01; 0,01) 0,76 0,76 [0,72; 0,81]
β1 Exp(0,001) 0,76 0,76 [0,72; 0,80]

Gama(0,01; 0,01) 1,07 1,07 [0,94; 1,19]
δ Exp(0,001) 1,07 1,07 [0,94; 1,20]

Gama(0,01; 0,01) 0,015 0,009 [0; 0,031]
τ2 Exp(0,001) 0,006 0,002 [0; 0,0259]

Gama(0,01; 0,01) 0,016 0,021 [0; 0,042]
σ2 Exp(0,001) 0,025 0,027 [0; 0,037]
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Nas Figuras 10 e 11, são apresentadas as distribuições a posteriori e nas Figuras 12

e 13, são apresentadas as trajetórias completas da simulação, para checar a convergência,

dos parâmetros do modelo para as diferentes distribuições a priori adotadas.

Figura 10: Distribuições a posteriori dos parâmetros com priori Gama(0,01; 0,01)
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Figura 11: Distribuições a posteriori dos parâmetros com priori Exponencial(0,001)
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Figura 12: Trajetórias completas da simulação dos parâmetros com priori Gama(0,01;
0,01)
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Figura 13: Trajetórias completas da simulação dos parâmetros com priori Exponen-
cial(0,001)

A análise baseada na teoria bayesiana apresentou resultados muito próximos aos ob-

tidos via teoria clássica, dessa forma a conclusão de que a escova convencional apresentou

uma maior eficácia na redução do ı́ndice de placa bacteriana permanece inalterada.
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7 CONCLUSÃO

Os modelos lineares mistos tem sido um tema de crescente interesse em Estat́ıstica

nos últimos cinquenta anos, pois possibilitam a modelagem de correlação intra indiv́ıduo,

muitas vezes presente em dados agrupados. Medições feitas em um mesmo indiv́ıduo não

podem ser consideradas não correlacionadas e os modelos lineares mistos constituem uma

ferramenta conveniente para modelar essa dependência intra indiv́ıduos.

As análises e interpretações dos dois estudos aqui utilizados (Sef, 1999; Singer et al.,

1988) não foram esgotadas ao máximo, é de interesse, em pesquisas futuras, propor uma

maior flexibilização dos modelos adotados, bem como a implementação das técnicas de

diagnóstico bayesiano para ambos os estudos.
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REFERÊNCIAS

1. ANDREONI, S. Modelos de efeitos aleatórios para análise de dados longitudinais
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70. LOBATO JÚNIOR, D. Influência local em modelos de regressão. Dissertação (Mes-
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utilizando-se dois tipos de escova, com ou sem, dentifŕıcio e relação do desgaste das
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repetidas. 2004. Dissertação (Mestrado em Estat́ıstica) Instituto de Matemática e
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