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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo estudar uma família de distribuições de probabilidade

contínua definida no intervalo [0,1], que tem muitas semelhanças com a distribuição Beta, bem

mais simples de usar, especialmente em estudos de simulaçãodevido à forma fechada de ambas

as suas funções, a de densidade de probabilidade e a distribuição acumulada. Esta distribuição

foi originalmente proposta por Ponnambalam Kumaraswamy em1980, que foi um dos prin-

cipais hidrólogos da Índia, e desenvolveu a função de probabilidade duplamente limitada de

uma variável aleatória mista, adequada para variáveis físicas que são geralmente limitadas nos

extremos inferiores e superiores. Em 2009 Jones publicou umdos artigo funtamentais sobre a

distribuição de Kumaraswamy onde utilizou apenas parte contínua da distribuição original. Ku-

maraswamy mostrou um número de propriedades básicas da distribuição, mas não fez menção

alguma de sua comparação com a distribuição Beta, diferente de Jones (2009) que em seu ar-

tigo fez bastante comparações entre as duas distribuições,principalmente mostrando os pontos

fortes da distribuição de Kumaraswamy. Com isto este trabalho consiste em desenvolver deta-

lhadamente o artigo de Jones, demostrando com detalhes suasfunções matemáticas, bem como

uma aplicação em Hidrologia. Além disso fazer a divulgação desta distribuição que é pouca

conhecida entre os estudantes de graduação do curso de Estatística. Foi utilizado o SoftwareR

para obter os principais resultados computacionais dessa monografia.

Palavras-Chaves:função de probabilidade duplamente limitada. Kumaraswamy. SoftwareR.



ABSTRACT

The present work aims to study a family of continuous probability distributions defined on

the interval [0,1], which has many similarities with, simpler to use especially in simulation

studies due to the closed form Beta distribution of both its functions, the probability density

and cumulative distribution. This distribution was originally proposed by Kumaraswamy Pon-

nambalam in 1980, which was a major Hydrologists of India, and developed the function of

a doubly likely limited, suitable for physical variables that are generally limited in the lower

and upper ends mixed random variable. In 2009 Jones published a major article on the dis-

tribution of Kumaraswamy utlilizou where only part of the original continuous distribution.

Ponnambalam showed a number of basic properties of the distribution, but made no mention of

its comparison with the beta distribution, unlike Jones (2009) in his article that made enough

comparisons between the two distributions, mostly showingthe strengths of the distribution of

Kumaraswamy . With that this work is to develop in detail the article Jones, showing in detail

its mathematical functions as well as its application in hydrology. In addition to the disclosure

of this distribution, which is little known among undergraduate students of the Statistics course.

R software was used for the main computational results of thismonograph.

KeyWords: probability function doubly limited. distribution Kumaraswamy.R Software.
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1 INTRODUÇÃO

Segundo Balakrishnan (2003), a distribuição Beta é uma das mais usadas para modelar

experimentos aleatórios que produzem resultados no intervalo (0,1), desta maneira, uma de

suas principais aplicações está na modelagem das proporções. Dada a grande flexibilidade de

ajuste devido aos seus dois parâmetros de forma(a,b), esse fato a torna uma das mais flexíveis

famílias de distribuições de probabilidade. Diz-se que umavariável aleatóriaY tem distribuição

Beta se sua função densidade de probabilidade( f dp) é definida como

f (y) =
1

β(a,b)
ya−1(1−y)b−1 I(y)

(0,1)
. (1)

Em queβ(a,b) =
Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

é função beta completa, sendoΓ(.) a função gama, isto é

Γ(a) =
∫ ∞

0
ya−1e−ydy.

Além disso a distribuição Beta representada aqui porBeta(a,b), que segundo Bala-

krishnan (2003), é unimodal quandoa > 0 e b > 1 e não é unimodal quandoa < 1 e b < 1

ou (a− 1)(b− 1) ≤ 0, e possui propriedade de quase-simetria, isto é,Y ∼ Beta(a,b) então

1−Y ∼ Beta(b,a). Ela tem relação com várias das mais conhecidas distribuições. Balakrish-

nan afirma que muitas das distribuições finitas encontradas na prática podem ser facilmente

transformadas na distribuição Beta. Dentre as diversas formas assumidas por essa função den-

sidade de probabilidade, encontram-se a Uniforme quando seus parâmetros forem,(a= b= 1)

e um caso especial ocorre quandoa = b =
1
2

, obtendo-se a distribuição arcosseno, e quando

b = 1− a,0 < a < 1, tem-se a distribuição arcosseno generalizada. Outras transformações

ocorre quando tem-se

• Y ∼ Beta(a,b) então− ln(Y)∼ Exponencial(a)

• Y ∼ Beta(a,b) então
bY

a(1−Y)
∼ F(2a,2b)

Na Figura 1.1 encontra-se os gráficos da função densidade de probabilidade da distri-

buição Beta, para alguns valores dos parâmetros(a,b).
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Figura 1.1 - Gráficos da função densidade da Distribuição Beta, para alguns valores de(a,b).
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Fonte: produção do próprio autor.

Segundo Balakrishnan (2003), a função distribuição acumulada, da distribuição Beta é

definida como:

FY (y) =
βy(a,b)

β(a,b)
I(y)
(a,b)

+I(y)
(b,∞)

,

em queβy(a,b) =
∫ y

0
za−1(1−z)b−1dz, é a função Beta incompleta.

Na Figura 1.2 encontra-se os gráficos da função de distribuição da Beta(a,b), para al-

guns valores dos parâmetros(a,b).
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Figura 1.2 - Gráfico da Função Acumulada da Beta, para alguns valores de(a,b).
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Fonte: produção do próprio autor.

O r-ésimo momento da distribuiçãoBeta(a,b) pode ser obtido através da expressão

E(Yr) =
β(r +a,b)

β(a,b)
, r = 1,2,3, . . .

Dessa forma têm-se que a esperança e variância da distribuiçãoBeta(a,b) são dados por

E(Y) =
a

a+b

E(Y2) =
a(a+1)

[(a+b)(a+b+1)]

Pela definição tem-se queVar(Y) = E(Y2)− [E(Y)]2, logo obtém-se

Var(Y) =
ab

(a+b)2(a+b+1)

Os coeficientes de assimetria e curtose são dados respectivamente por

γ3 =
2(b−a)
a+b+2

√

a+b+1
ab

,
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e

K = 3+
6(a−b)2(a+b+1)

ab(a+b+2)(a+b+3)
−

6
a+b+3

.

Em 1980, Ponnambalam Kumaraswamy que foi um dos principais hidrólogos da Índia

propôs uma família de distribuições com dois parâmetros(a,b), que tem muitas semelhanças

com a distribuição Beta, sendo essa função de densidade de probabilidade mista. Segundo

Kumaraswamy (1980), ela é fielmente aplicável a variáveis aleatórias hidrológicas, mas esta

distribuição não foi criada somente para variáveis aleatórias hidrológicas, mas também para

outros processos aleatórios, cujos valores assumidos por estes processos são delimitados tanto

nas extremidades superiores e inferiores. Esta distribuição recebeu o nome de função densidade

de probabilidade duplamente limitada.

Jones (2009), publicou um dos principais trabalhos sobre a função densidade de pro-

babilidade duplamente limitada, onde ele usou a terminologia distribuição de Kumaraswamy

para se referir apenas a parte contínua desta distribuição,ou seja, ele desconsiderou a parte

discreta. Ponnambalam mostrou um número de propriedades básicas da distribuição, mas não

fez menção alguma de sua comparação com a distribuição Beta, diferente de Jones (2009) que

em seu artigo fez bastante comparações entre as duas distribuições, principalmente mostrando

os pontos fortes da distribuição de Kumaraswamy.

Com isso um dos objetivos do presente trabalho é apresentar asprincipais característi-

cas da Distribuição de Kumaraswamy, e um exemplo de aplicação em Hidrologia. A pesquisa

também consiste na divulgação desta distribuição que é pouca conhecida entre os estudantes de

graduação do curso de Estatística. Como fundamentação teórica foi utilizado como base para a

monografia, o artigo de Jones (2009). A aplicação da distribuição de Kumaraswamy na hidro-

logia foi feita com base no artigo do próprio Ponnambalam Kumaraswamy de 1980. O objetivo

foi estimar a precipitação máxima total anual para o município de Itaitinga, onde se localiza

o açude Gavião, um dos principais reservatórios que complementa a rede de abastecimento de

água potável para a cidade de Fortaleza-Ceará. Utilizou-se uma série de dados entre os anos

de 1990 e 2012 disponibilizados pela Fundação Cearense de Meteorologia e Recursos Hídricos

(FUNCEME). Utilizando-se séries anuais dos volumes totais das chuvas precipitadas durante

os respectivos anos de estudo, desta forma pôde-se inferir amagnitude da precipitação anual

para o município de Itaitinga, assim como as probabilidadesde excedência das chuvas.
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2 DISTRIBUIÇÃO DE KUMARASWAMY

Segundo Kumaraswamy (1980), as distribuição de probabilidade clássicas, como a Nor-

mal, Log-Normal, Beta, entre outras, não se ajustam bem em variáveis aleatórias hidrológicas,

tais como precipitação diária, o fluxo de corrente diária de um rio, capacidade de um reserva-

tório. Em 1980, o autor afirmava que as quatro estatísticas importantes: média, desvio padrão,

coeficiente de assimetria, e coeficiente de curtose, não eramobtidas de maneira precisa quando

estas variáveis eram obtidas através de simulações computacionais quando utilizava-se as distri-

buições citadas anteriormente. Com isso, em 1980 Kumaraswamy desenvolveu uma nova dis-

tribuição de probabilidade conhecida como função de densidade de probabilidade duplamente

limitada, onde afirma, que esta distribuição não é apenas utilizada para variáveis aleatórias hi-

drológicas, mas também para outros processos aleatóriosZ, cujo valores dos elementos são

limitados tanto nas extremidades inferior e superior. Tem-se que sua função de distribuição

acumulada é dada por:

F(x) = F0 I(x)
{0}

+(1−F0)[1− (1−xa)b] I(x)
(0,1)

+I(x)
[0,∞)

,

em que

x=
(z−zmin)

(zmax−zmin)

Tem-se que

z: variável aleatória do processo;

zmin: menor valor do processo;

zmax: maior valor do processo;

x: variável aleatória transformada;

F0: probabilidade de assumir o valor zero;

a, b: parâmetros;

F(x): probabilidade acumulada dex.
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DiferenciandoF(x) com relação ax tem-se

f (x) = (1−F0)abxa−1(1−xa)b−1 I(x)
(0,1)

+F0 I(x)
{0}

.

que é chamada de função de densidade de probabilidade duplamente limitada.

Segundo Jones (2009), a distribuição de Kumaraswamy tem a sua origem em termos de

estatísticas de ordem uniforme e tem distribuição particularmente simples e funções que não

dependem de cálculos especiais. Esta distribuição pode teruma grande variedade de formas e

pode substituir com sucesso a distribuição Beta, principalmente na parte de simulações devido

a forma fechada da função densidade cumulativa e de fácil inversão, e tem sido cada vez mais

empregada como uma alternativa à distribuição Beta, por exemplo, Andrade e Gosling (2011)

a utilizaram para representar o conhecimento a priori dos profetas da chuva na região Nordeste

do Brasil. Além disso, Fletcher (1996) a utilizou para modelar o volume de armazenamento de

reservatório hídrico.

2.1 Função Densidade de Probabilidade

Uma variável aleatóriaX possui distribuição de Kumaraswamy se suaf dpé dada por

f (x) = abxa−1(1−xa)b−1 I(x)
(0,1)

. (2)

ondea> 0 eb> 0

Notação:X ∼ Kw(a,b)

No Apêndice A encontra-se a demostração da prova da legitimidade desta função de

probabilidade, onde pode-se verificar facilmente que a equação (2) é uma legítima densidade de

probabilidade.

Segundo Jones (2009), pode-se observar na Figura 2.1 que os parâmetros da distribui-

ção de Kumaraswamy(a,b) tem as mesmas características de forma, iguais aos parâmetros da

distribuição Beta(a,b), portanto tem-se que, quandoa > 1 e b > 1 à função densidade será

unimodal, e quandoa< 1 eb< 1 não será unimodal, quandoa> 1 eb≤ 1 à função densidade

será crescente, e quandoa≤ 1 eb> 1 será decrescente. Na Figura 2.2 encontra-se os gráficos
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da densidades para alguns valore de(a,b). Onde pode-se observar o grande número de formas

que ela pode assumir, dependendo dos valores de seus dois parâmetros(a,b).

Figura 2.1 - Gráficos da função densidade da distribuição de Kumaraswamy.
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Figura 2.2 - Gráficos de algumas formas da densidade da distribuição de Kumaraswamy para diferentes valores

dos parâmetros.
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2.2 Função de Distribuição

A função de distribuição acumulada é um dos pontos fortes desta distribuição, pois,

possui forma simples, fechada e de fácil inversão, isso é muito favorável em termos de simpli-

cidade com relação àBeta(a,b) que possui uma função distribuição que não assume uma forma

fechada, somente em alguns casos, facilitando assim os estudos de variáveis aleatórias contínua

definida no intervalo (0,1) em que se utilizaria a função de distribuição.

F(x) =
[

1− (1−xa)b
]

I(x)
(0,1)

+ I(x)
[1,∞)

. (3)

No Apêndice A encontra-se a demonstração da equação (3). Na Figura 2.3 encontra-se

os gráficos da função de distribuição, para alguns valores de(a,b).

Figura 2.3 - Gráficos da função acumulada da Kumaraswamy.
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Fonte: produção do próprio autor.
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2.3 Inversão da Função de Distribuição

Como já foi mencionado anteriormente, uma das suas principais característica da dis-

tribuição de Kumaraswamy é ter uma função acumulada de probabilidade de fácil inversão,

permitindo que esta distribuição tenha uma vantagem se vista da perspectiva de modelagem.

Segundo Jain (1991), dada uma variável aleatóriaX, com uma função acumulada igualF(x),

a variávelU = F(X) é uniformemente distribuída entre 0 e 1. Assim, os valores deX po-

dem ser obtidos gerando-se números aleatórios uniformemente distribuídos e computando-se

x= F−1(u).

X =
[

1− (1−U
1
b)
] 1

a
. (4)

OndeU ∼ ∪(0,1).

Segundo Jones (2009), não há nenhuma outra família de distribuição com dois parâme-

tros definida no intervalo(0,1) que possua uma forma tão simples como esta, e com um bom

comportamento desse tipo, isto facilita a geração de números aleatórios para essa distribuição,

que é muito favorável comparado com os principais algoritmos sofisticados para gerar amostras

aleatórias da distribuição Beta. No Apêndice A encontra-se ademonstração da equação (4).

2.4 Quantil de Ordem p da Distribuição de Kumaraswamy

Devido a forma fechada da função distribuição de Kumaraswamy, pode-se determinar

com facilidade a função geral do quantil de ordemp, que é dada por

xp =
[

1− (1− p)
1
b

] 1
a
, ∀ 0< p< 1 (5)

No Apêndice A encontra-se a demonstração da equação (5). Assim o primeiro quartil,

mediana e terceiro quartil, são dados respectivamente por:

x0,25 =
[

1− (1−0,25)
1
b

] 1
a
=
[

1− (0,75)
1
b

] 1
a
.

x0,5 =
[

1− (0,5)
1
b

] 1
a
.
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x0,75 =
[

1− (0,25)
1
b

] 1
a
.

2.5 Moda da Kumaraswamy

A moda da distribuição de Kumaraswamy é dada por

Mo =

(
a−1
ab−1

) 1
a

. (6)

em quea> 1, b> 1 eab> 1. No Apêndice A encontra-se a demonstração da equação (6).

2.6 r-ésimo Momento da Kumaraswamy

SeX ∼ Kw(a,b), o r-ésimo momento em relação à origem deX é dado por:

E(Xr) = bβ(
r
a
+1,b). (7)

Para todos or >−a.

No Apêndice A encontra-se a demonstração da equação (7). A esperança é dada quando

r = 1 substituindo na equação (7), portanto

E(X) = bβ(
1
a
+1,b).

A variância é dada porVar(X) = E(X2)− [E(X)]2, logo

E(X2) = bβ(
2
a
+1,b)

Portanto à variância da distribuição de Kumaraswamy é dada por

Var(X) = bβ(
2
a
+1,b)−

[

bβ(
1
a
+1,b)

]2

.
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2.7 Assimetria e Curtose

Outras caracterizações importantes da forma da curva da função de densidade de proba-

bilidade são dadas pelas medidas de assimetria e curtose, ambas baseadas em valores acumula-

dos de potências superiores a 2. A principal medida de assimetria é denominada coeficiente de

assimetria, enquanto a de curtose é dada pelo coeficiente de curtose. A assimetria é dada por:

γ3 = E

[(
X−µ

σ

)3
]

=
E (X−µ)3

[

E (X−µ)2
] 3

2

=
E(X3)−3E(X2)µ+2µ3

[

E (X−µ)2
] 3

2

Logo a assimetria é dada por:

γ3 =

[
bβ(3

a +1,b)
]
−3
[
bβ(2

a +1,b)
][

bβ(1
a +1,b)

]
+2
[
bβ(1

a +1,b)
]3

{

bβ(2
a +1,b)−

[
bβ(1

a +1,b)
]2
} 3

2

Uma medida de quão pontiaguda ou achatada é a curva da função de distribuição de

probabilidade em torno da média, pode ser calculada pelo coeficiente de curtose. Esse número

adimensional é formalmente definido por:

K =
E (X−µ)4

[

E (X−µ)2
]2 =

E(X4)−4µE(X3)+6µ2E(X2)−3µ4

[

E (X−µ)2
]2

Portanto a curtose é expressa

K =

[
bβ(4

a +1,b)
]
−4
[
bβ(3

a +1,b)
][

bβ(1
a +1,b)

]

{

bβ(2
a +1,b)−

[
bβ(1

a +1,b)
]2
}2 +

+
6
[
bβ(2

a +1,b)
][

bβ(1
a +1,b)

]2
−3
[
bβ(1

a +1,b)
]4

{

bβ(2
a +1,b)−

[
bβ(1

a +1,b)
]2
}2

2.8 r-ésimo Momento da i-ésima Estatísticas de Ordem

Segundo Ross (2010), sejaYi:n a i-ésima estatística de ordem retirada de uma amostra

aleatória de uma determinada distribuição contínua, pode-se mostrar que a função densidade de
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Yi:n é dada por:

gYi(y) =
n!

(i−1)!(n− i)!
[F(y)]i−1 [1−F(y)]n−i f (y). (8)

SejaX1,X2, . . . ,Xn uma amostra aleatória de tamanhon de uma distribuiçãoKw(a,b),

pela equação (8) tem-se que a i-ésima estatística de ordemXi:n é dada por:

gXi:n(x) =
ab

β(i,n+1− i)
xa−1(1−xa)b(n+1−i)−1

[

1− (1−xa)b
]i−1

I(x)
(0,1)

Portanto or-ésimo momento da i-ésima estatística de ordem da distribuição de Kuma-

raswamy (a,b) é dado por:

E(Xr
i:n) =

ab
β(i,n+1− i)

n

∑
l=n+1−i

(
i−1
n− l

)

(−1)l−(n+1−i)β
(

bl,1+
r
a

)

(9)

No Apêndice A encontra-se a demonstração da equação (9). No software EstatísticoR

foi implementado a função do r-ésimo momento da i-ésima estatística de ordem da distribuição

de Kumaraswamy, para estudar seu comportamento e ter uma melhor ideia de suas proprieda-

des. Nas tabela 1, 2, e 3, encontra-se os valores gerados pelaimplementação, para amostras de

tamanho 30 dasKw(0,4;0,7), Kw(3;5) eKw(2;2) respectivamente.

Tabela 1 - Valores dos 4 primeiros momentos das 4 primeiras estatísticas de ordem de uma amostra de tamanho 30

de umaKw(0,4;0,7).

@
@

@
@@

r

i
1 2 3 4

1 0,00135 0,00464 0,01025 0,01846

2 0,00002 0,00009 0,00030 0,00077

3 0 0 0 0

4 0 0 0 0

Fonte: produção do próprio autor.
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Tabela 2 - Valores dos 4 primeiros momentos das 4 primeiras estatísticas de ordem de uma amostra de tamanho 30

de umaKw(3;5).

@
@

@
@@

r

i
1 2 3 4

1 0,16782 0,22477 0,26346 0,29414

2 0,03186 0,05358 0,07211 0,08899

3 0,00662 0,01343 0,02042 0,02763

4 0,00148 0,00351 0,00597 0,00878

Fonte: produção do próprio autor.

Tabela 3 - Valores dos 4 primeiros momentos das 4 primeiras estatísticas de ordem de uma amostra de tamanho 30

de umaKw(2;2).

@
@

@
@@

r

i
1 2 3 4

1 0,11370 0,17128 0,21503 0,25199

2 0,01639 0,03307 0,05003 0,06730

3 0,00277 0,00702 0,01245 0,01892

4 0,00059 0,00161 0,00328 0,00557

Fonte: produção do próprio autor.

2.9 L-Momentos

SejaX uma variável aletória real com função de distribuição acumuladaF(x) e função

quantil x(F), e sejamX1; . . . ;Xn as estatísticas de ordem da amostra aleatória de tamanhon
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obtidas a partir da distribuição deX. Segundo Viola (2004), os L-momentos de ordemr deX é

definido por:

λr =
1
r

r−1

∑
k=0

(−1)kCr−1,kE (Xr−k:r)

Greenwood et al. (1979), introduziram os momentos ponderados por probabilidades

(MPP), os quais são definidos pela seguinte expressão geral:

Mp,r,s = E{Xp [FX (x)]r [1−FX (x)]s}=
∫ 1

0
[x(F)]pF r (1−F)sdF

Viola afirma que os MPP,M1,0,s e M1,r,0 podem ser expressos como combinação linear

de L-momentos e, assim, os procedimentos baseados em L-momentos e MPP são equivalentes.

Segundo Viola (2004), os L-momentos possuem a vantagem sobre os momentos con-

vencionais de serem capazes de caracterizar distribuiçõescom caudas longas e, quando estima-

dos por uma amostra, de serem menos influenciados na presençade outliers nos dados. Além

disso, simulações mostram que os L-momentos comparados aosmomentos convencionais, são

menos sujeitos aos vícios na estimação. Viola (2004), afirmatambém que os parâmetros esti-

mados utilizando-se os L-momentos são algumas vezes, mais precisos em amostras pequenas,

do que as estimativas obtidas utilizando-se o Método de Máxima Verossimilhança. Segundo

Jones(2009), a forma geral do L-momento parar ≥ 2 de uma variável aleatóriaX com função

de distribuiçãoF(x) é definido por:

λr =
1
r

r−2

∑
j=0

(−1) j
(

r −2
j

)(
r

j +1

)

J(r −1− j, j +1).

Onde,

J(i1, i2) =
∫ 1

0
[F(x)]i1 [1−F(x)]i2 dx. (10)

SeX ∼ kw(a,b) então a equação (10) fica:

J(i1, i2) =
i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)kb(k+ i2)β
(

b(k+ i2),
1
a
+1

)

= b
i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)k(k+ i2)β
(

b(k+ i2),
1
a
+1

)
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e o L-momento de ordemr da distribuição de Kumaraswamy (a,b), que é apresentado à seguir

λr =
b
r

r

∑
l=1

(−1)l−1l

(
l + r −2

r −1

)

β
(

bl,
1
a
+1

)

(11)

No Apêndice A encontra-se a demonstração da equação (11). Nosoftware Estatístico

R foi implementada a função dos L-momentos, para que pudesse fazer diversos testes desta

função.

2.10 L-Assimetria e L-Curtose

Segundo Naghettini (2007), o L-momentoλ1 é equivalente a média e, portanto uma

medida populacional de posição, para ordens superiores a 1,os quocientes de L-momentos são

particularmente úteis na descrição da escala e forma das distribuições de probabilidades, Como

medida equivalente ao coeficiente de variação convencional, define-se o coeficienteτ, dado por:

τ =
λ2

λ1
=

β
(1

a +1,b
)
−2β

(1
a +1,2b

)

bβ
(1

a +1,b
)

O qual pode ser interpretado como uma medida populacional dedispersão ou de escala. Ana-

logamente aos coeficientes de assimetria e curtose, que são conhecidos na literatura estatística

como L-assimetria e L-curtose, e que podem ser definidos, segundo Naghettini (2007) como,τ3

e τ4 respectivamente, portanto tem-se que L-assimetria é dada por

τ3 =
λ3

λ2

=
β(1+ 1

a,b)−6β(1+ 1
a,2b)+6β(1+ 1

a,3b)

β(1
a +1,b)−2β(1

a +1,2b)

E a L-curtose é dada por

τ4 =
λ4

λ2

=
β
(
1+ 1

a,b
)
−12β

(
1+ 1

a,2b
)
+30β

(
1+ 1

a,3b
)
−20β

(1
a +1,4b

)

β
(1

a +1,b
)
−2β

(1
a +1,2b

)
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Segundo Naghettini (2007), em relação aos momentos convencionais, os L-momentos

apresentam diversas vantagens, entre as quais destacam-seos limites de variação deτ, τ3 eτ4. E

afirma que se X é uma variável aleatória não negativa, demonstra-se que 0< τ< 1. Quanto aτ3 e

τ4, é um fato matemático que esses coeficientes estão compreendidos no intervalo[−1,+1], em

oposição aos seus correspondentes convencionais que podemassumir valores arbitrariamente

mais elevados.

Dado a complexidade das equações da L-assimetria, L-curtose, assimetria, e curtose.

Desenvolveu-se a implementação destas funções no softwareEstatísticoR, para que assim seja

possível fazer estudos dos seus comportamentos, e compará-las entre si. Na Tabela 4 encontra-

se as principais estatísticas descritivas da distribuiçãode Kumaraswamy, que pode-se observar

que realmente as medidas de L-Assimetria e L-Curtose são menores que as medidas de assime-

tria e curtose convencionais.

Tabela 4 -Estatísticas da distribuição de Kumaraswamy.

Amostras Média Variância moda Assimetria Curtose L-Assimetria L-Curtose
Kw(0,4;0,7) 0,38931 0,11219 0,63394 0,41543 1,74068 0,14444 -0,04823
Kw(0,3;0,8) 0,29342 0,09837 0,76024 0,83993 2,34059 0,28489 0,00289
Kw(0,7;0,4) 0,65391 0,10590 0,28631 -0,60963 1,97478 -0,20732 -0,02568
Kw(0,8;0,3) 0,73804 0,09068 0,18848 -1,01464 2,72088 -0,33472 0,03485
Kw(0,5;0,5) 0,53333 0,12190 0,44444 -0,13531 1,53860 -0,04762 -0,07143
Kw(1;0,6) 0,62500 0,09014 0,00001 -0,46259 1,94686 -0,14286 -0,00840
Kw(1;3) 0,25000 0,03750 0,00001 0,86066 3,09524 0,20000 0,07692
Kw(1;14) 0,06667 0,00389 0,00001 1,63501 6,45378 0,30233 0,14321
Kw(1;70) 0,01408 0,00019 0,00001 1,91723 8,35805 0,32701 0,16176
Kw(0,4;1) 0,28571 0,08503 0,9999 0,86453 2,50267 0,27273 0,02098
Kw(3;1) 0,75000 0,03750 0,9999 -0,86066 3,09524 -0,20000 0,07692
Kw(14;1) 0,93333 0,00389 0,9999 -1,63501 6,45378 -0,30233 0,14321
Kw(70;1) 0,98592 0,00019 0,9999 -1,91723 8,35805 -0,32701 0,16176
Kw(3;7) 0,45277 0,02381 0,46416 -0,04582 2,52084 -0,01107 0,09390
Kw(7;3) 0,77955 0,01369 0,84198 -0,82256 3,60662 -0,15223 0,11458
Kw(60;5) 0,96285 0,00037 0,97331 -1,24489 5,52114 -0,19602 0,14545
Kw(5;60) 0,40404 0,00845 0,42197 -0,27598 2,87932 -0,05160 0,11370
Kw(2;2) 0,53333 0,04889 0,57735 -0,12530 2,18005 -0,02937 0,05882
Kw(5;5) 0,65039 0,01909 0,69883 -0,49564 2,96239 -0,09391 0,10664

Kw(50;50) 0,91424 0,00053 0,92438 -1,04588 4,92900 -0,16087 0,14530

Fonte: produção do próprio autor.
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2.11 Distribuições Limite

Jones (2009) em seu artigo mostra que a distribuição de Kumaraswamy possui rela-

ções com outras distribuição quando realiza algumas transformações e quando um dos seus

parâmetros tendem ao infinito, portando nesta seção será demonstrada detalhadamente tais ca-

racterísticas desta distribuição.

Distribuição de Weibull

Segundo Jones (2009), a distribuição limite da transformação ZY = b
1
aX, ondeX ∼

Kw(a,b), obtendo-se a função densidade 12, e quando o parâmetrob → ∞, esta densidade

tende para uma Weibull (b,1).

g(y) = aya−1
[

1−

(
ya

b

)]b−1

I(y)
(0,b

1
a )

. (12)

Demonstração. Pela equações (2) e (3) tem-se:

G(y) = P(Y ≤ y) = P(b
1
aX ≤ y)

= P

(

X ≤
y

b
1
a

)

= FX

(
y

b
1
a

)

= 1−

[

1−

(
y

b
1
a

)a]b

Derivando-se a equaçãoG(y), obtém-se

g(y) = aya−1
[

1−

(
ya

b

)]b−1

I(y)
(0,b

1
a )

Portanto quandob→ ∞, tem-se:
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lim
b→∞

g(y) = lim
b→∞

aya−1
[

1−

(
ya

b

)]b−1

I(y)
(0,b

1
a )

= aya−1 lim
b→∞

[(

1−
ya

b

)b−1
]

lim
b→∞

I(y)
(0,b

1
a )

lim
b→∞

g(y) = aya−1I(y)(0,∞) lim
b→∞

(

1−
ya

b

)b

lim
b→∞

(

1−
ya

b

)

︸ ︷︷ ︸

1

= aya−1I(y)(0,∞) lim
b→∞

(

1−
ya

b

)b

︸ ︷︷ ︸

e−ya

= aya−1e−ya
I(y)
(0,∞)

.

que é uma distribuição de Weibull (b,1).

Distribuição Exponencial Generalizada

Segundo Jones (2009), a distribuição limite da transformaçãoZ = a(1−X), ondeX ∼

Kw(a,b), quandoa→ ∞ obtem-se uma exponencial generalizada, com função densidade dada

por

g(z) = be−z(1−e−z)b−1
I(z)
(0,∞)

.

Demonstração. Para 0< z< a, tem-se:
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G(z) = P(Z ≤ z) = P(a(1−X)≤ z) = P
(

X ≥ 1−
z
a

)

= 1−P
(

X ≤ 1−
z
a

)

= 1−FX

(

1−
z
a

)

= 1−

{

1−
[

1−
(

1−
z
a

)a]b
}

=
[

1−
(

1−
z
a

)a]b

DerivandoG(z), encontra-se

g(z) = b
[

1−
(

1−
z
a

)a]b−1
[

−a
(

1−
z
a

)a−1
](

−
1
a

)

= b
(

1−
z
a

)a−1[

1−
(

1−
z
a

)a]b−1
I(z)(0,a)

Quandoa→ ∞ tem-se

lim
a→∞

g(z) = lim
a→∞

b
(

1−
z
a

)a−1[

1−
(

1−
z
a

)a]b−1
I(z)(0,a)

= b lim
a→∞

(

1−
z
a

)a
lim
a→∞

(

1−
z
a

)

︸ ︷︷ ︸

1

lim
a→∞

[

1−
(

1−
z
a

)a]b−1
I(z)(0,a)

= bI(z)(0,∞) lim
a→∞

(

1−
z
a

)a

︸ ︷︷ ︸

e−z

{

1−
[

lim
a→∞

(

1−
z
a

)a]}b−1

= bI(z)(0,∞)e
−zI(z)(0,∞)







1− lim
a→∞

(

1−
z
a

)a

︸ ︷︷ ︸

e−z







b−1

= be−z(1−e−z)b−1 I(z)
(0,∞)

.

Esta distribuição segundo Jones (2009), também pode ser encontrada utilizando a trans-
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formaçãoY =− ln(X), ondeX ∼ beta(1,b), sabe-se que sua densidade é dada por

f (x) = b(1−x)b−1 I(x)
(0,1)

.

Pode-se demostrar que a transformaçãoY =− ln(X), ondeX ∼ Beta(1,b), é uma expo-

nencial generalizada, primeiramente deve-se encontrarx expresso em termos dey,

y=− ln(x) =⇒ x = − ln(y)

−x = ln(y) =⇒ e−x = y

x = e−y =⇒ h(y) = e−y.

Em seguida encontra-se a derivada deh(y) e aplica-se o modulo

h′(y) = −e−y

∣
∣h′(y)

∣
∣ = e−y

Portando tem-se que

g(y) = fX [h(y)]
∣
∣h′(y)

∣
∣ I(y)
(0,∞)

= fX(e
−y) I(y)

(0,∞)

= be−y(1−e−y)b−1I(y)
(0,∞)

Distribuição Kappa

Segundo Jones (2009), a distribuição limite da transformação Z = a(1− b
1
aX), onde

X ∼ Kw(a,b) quandoa→ ∞ eb→ ∞ é uma distribuição Kappa, com densidade dada por:

g(z) = e−ze−e−z
I(y)
(R)
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Demonstração

G(z) = P(Z ≤ z) = P
(

a(1−b
1
aX)≤ z

)

= P
(

b
1
aX ≥ 1−

z
a

)

= P

(

X ≥
1− z

a

b
1
a

)

= 1−FX

(
1− z

a

b
1
a

)

Deriva-seG(z)

G
′
(z) = g(z) = − fx

(
1− z

a

b
1
a

)(

−
1

ab
1
a

)

= ab

(
1− z

a

b
1
a

)a−1[

1−

(
1− z

a

b
1
a

)a]b−1 1

ab
1
a

I(z)
(a(1−b

1
a ),a)

= b
(

1−
z
a

)a−1 1
(

b
1
a

)a−1

[

1−

(
1− z

a

)a

b

]b−1
1

b
1
a

I(z)
(a(1−b

1
a ),a)

=
(

1−
z
a

)a−1
[

1−

(
1− z

a

)a

b

]b−1

I(z)
(a(1−b

1
a ),a)

Primeiramente desenvolve-se o limite do indicador, para encontrar o novo intervalo para

variávelz, portanto quandob→ ∞ tem-se:

lim
b→∞

I(z) = I(z)
(

lim
b→∞

a(1−b
1
a), lim

b→∞
a
)

= I(z)(−∞,a)
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Pela continuidade da função, aplica-se o outro limite quadoa→ ∞

lim
a→∞

I(z)(−∞,a) = I(z)(
−∞, lim

a→∞
a
)

= I(z)
(−∞,∞)

Apos calcular o novo intervalo paraz, pode-se continuar a demostração, com isso tem-se

que quandoa→ ∞ obtém-se

lim
a→∞

g(z) = lim
a→∞

(

1−
z
a

)a−1
[

1−

(
1− z

a

)a

b

]b−1

I(z)
(−∞,∞)

= lim
a→∞

(

1−
z
a

)a

︸ ︷︷ ︸

e−z

lim
a→∞

(

1−
z
a

)

︸ ︷︷ ︸

1










1−

lim
a→∞

(

1−
z
a

)a

︸ ︷︷ ︸

e−z

b










b−1

I(z)
(−∞,∞)

= e−z
(

1−
e−z

b

)b−1

I(z)
(−∞,∞)

Pela continuidade, aplica-se o outro limite quandob→ ∞

lim
b→∞

g(z) = lim
b→∞

e−z
(

1−
e−z

b

)b−1

I(z)
(−∞,∞)

= e−zI(z)(−∞,∞) lim
b→∞

(

1−
e−z

b

)b

︸ ︷︷ ︸

e−e−z

1
︷ ︸︸ ︷

lim
b→∞

(

1−
e−z

b

)

= e−ze−e−z
I(z)

(−∞,∞)

Segundo Jones (2009), uma das mais obvias transformação comrelação a distribuição

de Kumaraswamy é dada quando tem-seY =
X

1−X
, que é uma extensão natural deZ=

Y− ( 1
Y)

2
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estas transformações mantém à potência das caudas da distribuição de Kumaraswamy. Também

como alternativa pode-se utilizar as transformações(Y =− ln(1−X),Z = lnY), cada transfor-

mação diminui os pesos das caudas. em particular, esta distribuição é uma alternativa interes-

sante para as distribuições F, e Pareto generalizadas que possuem caudas pesadas. Portanto a

densidade da transformação é dada por

g(y) = ab
ya−1

(1+y)ab+1 [(1+y)a−ya]b−1 I(y)
(0,∞)

(13)

Demostração. Primeiramente encontra-sex expresso em termos dey

Y =
X

1−X
=⇒ x =

y
1−y

(1−y)x = y=⇒ x−xy= y

x = y+xy=⇒ x= y(1+x)

y =
x

1+x
=⇒ h(y) =

y
1+y

Encontra-se o modulo da derivada deh(y)

h′(y) =
1

(1+y)2

∣
∣h′(y)

∣
∣ =

1
(1+y)2

portando tem-se que
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g(y) = fx(h(y))
∣
∣h′(y)

∣
∣

= ab(
y

1+y
)a−1

[

1−

(
y

1+y

)a]b−1 1
(1+y)2 I(y)

(0,∞)

= abya−1 1
(1+y)a+1

[

1−
ya

(1+y)a

]b−1

I(y)
(0,∞)

= abya−1 1
(1+y)a+1

[
(1+y)a−ya

(1+y)a

]b−1

I(y)
(0,∞)

= abya−1 1
(1+y)a+1

[(1+y)a−ya]b−1

(1+y)ab−a I(y)
(0,∞)

= ab
ya−1

(1+y)ab+1 [(1+y)a−ya]b−1 I(y)(0,∞)

2.12 Família de distribuições Kw generalizadas

A partir das obras de Eugene et al. (2002) e Jones (2009), Cordeiro e Castro (2010)

construiram uma nova classe de distribuiçõesKw generalizadas(Kw−G). Considere a função

de distribuiçãoG(x) arbitrária, então a função acumuladaF(x) da distribuiçãoKw−G, que

segundo Cordeiro e Castro (2010) é definida por:

F(x) = 1− [1−G(x)a]b , (14)

em que segundo os autores, a > 0 e b > 0 são dois parâmetros adicionais, cujo papel é o de

introduzir a assimetria e variar os pesos da cauda. Devido à função de distribuição tratada em

(14), a distribuiçãoKw−G pode ser utilizada de forma bastante eficaz, mesmo que os dados

sejam censurados, correspondentemente, a função de densidade desta família de distribuições
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será dada por

f (x) = abg(x) [G(x)]a−1{1− [G(x)]a}b−1 , (15)

Enquanto que, a densidade da distribuição Beta generalizadaé dada por

f (x) =
1

β(a,b)
g(x) [G(x)]a−1{1− [G(x)]a}b−1 ,

Segundo Cordeiro e Castro (2010), a nova densidade em (15) tem uma vantagem so-

bre a classe de distribuição Beta generalizada ( Eugene et al.(2002)), uma vez que não en-

volve qualquer função especial. Com isso, Cordeiro e Castro desenvolveram novas generali-

zações especiais a partir daKw−G tomandoG(x) na expressão (15) como sendo a função

acumulada de uma distribuição qualquer. Por exemplo, no artigo eles geraram as distribui-

çõesKw−normal(KwN), Kw−Weibull(KwW), Kw−gama(KwGa), Kw−Gumbel(KwGu)

eKw−Frchet(KwF), onde todas são obtidas tomandoG(x) como sendo a função acumulada da

Normal, da Weibull, da Gamma, da Gumbel e da Fréchet, respectivamente. Segundo Cordeiro

e Castro (2010), um dos principais benefícios da famíliaKw de distribuições generalizadas é a

sua capacidade para ajustar dados assimétricos que não podem ser adequadamente ajustados por

distribuições usuais, permitindo uma maior flexibilidade das suas caudas e pode ser aplicada em

muitas áreas da engenharia e biologia. Lembrando que sua densidade será mais tratável quando

a f da G(x) e a f dp g(x) tiverem expressões analíticas simples.

2.13 Estimação pelo método de Máxima verossimilhança

Uma amostra aleatória(x1,x2, . . . ,xn), retirada de uma população com uma função de

densidade de probabilidadef (x,θ), a qual depende do vetor de parâmetrosθ
:

, tem uma função

de densidade de probabilidade conjunta dada por

n

∏
i=1

f (xi ,θ).

Isto é, a função de densidade de probabilidade conjunta é simplesmente o produto das
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densidades avaliadas em cada uma das observações,

f (x1,θ) f (x2,θ) f (x3,θ) . . . f (xn,θ).

Antes da retirada da amostra, cada observação é uma variávelaleatória cuja função de

densidade de probabilidade é igual a função de densidade de probabilidade da população, é

neste sentido que dize-se que na função de densidade conjunta, antes de retirada a amostra, que

θ é fixo exi é variável. Uma vez que tenha sido obtida uma amostra específica,x′is tornam-se

fixos e a função de densidade de probabilidade conjunta, pode-se então ser reinterpretada como

sendo uma função do vetor de parâmetrosθ, que se torna variáveis. Para uma dada amostra

(x1,x2, . . . ,xn) a função de densidade de probabilidade conjunta vista como função do vetor

de parâmetros desconhecidosθ, é denominada de função de verossimilhança, representada por

L(θ) = L(θ;x1,x2, . . . ,xn), cujo o objetivo consiste em obter-se o vetorθ̂ que maximiza esta

função. O estimador de máxima verossimilhançaθ̂ é o vetor que faz;

L(θ̂,x)> L( ˆ̂θ,x).

ondeˆ̂θ é qualquer outro estimador deθ.

Matematicamente a implementação deste procedimento é simples, pois tudo que tem-se

a fazer é maximizar a função de verossimilhança com respeitoa θ̂. Para tanto, basta igualar

a zero as derivadas parciais da função de verossimilhança e achar o vetorθ̂ que resolve este

conjunto de equações. Na maioria dos casos trabalha-se com ologaritmo natural da função

de verossimilhança(lnL), pois maximizar o logaritmo natural de uma função é em geral mais

simples e produz os mesmos resultados da maximização da função original. Portanto tem-se

que derivando o logaritmo natural da função de verossimilhança em relação aos seus parâme-

tros obtêm-se à função escore que é definida segundo Kalbfleisch (1985), para o caso de dois

parâmetros como

U(θ) =




U1(θ)

U2(θ)



=






∂ lnL
∂θ1

∂ lnL
∂θ1





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Para encontrar(â, b̂), deve-se resolver o par de equações simultaneamente.

U1(a,b) = 0; U2(a,b) = 0

Segundo Kalbfleisch (1985), no caso de um parâmetro a condição de máximo relativo é

queU ′(θ̂) < 0. Agora a função de informação é uma matriz simétrica dois por dois, também

chamada de matriz de informação observada é dada por:

j(a,b) =




j11(a,b) j12(a,b)

j21(a,b) j22(a,b)



=






−
∂2l(a,b)

∂a2 −
∂2l(a,b)

∂a∂b

−
∂2l(a,b)

∂a∂b
−

∂2l(a,b)
∂b2






ondeθ
:

= (a,b). Para ter um máximo relativo, a matrizj(â, b̂) deve ser positiva definida, isto é

ĵ11 > 0; ĵ22 > 0; ĵ11 ĵ22− ĵ212 > 0.

Com isso sejaX1,X2, . . . ,Xn uma amostra aleatória da variávelX ∼ Kw(a,b), ondea e

b são parâmetros desconhecidos. Logo a função de verossimilhança da distribuição de Kuma-

raswamy é dada por

L(a,b;x
:

) =
n

∏
i=1

abxa−1
i (1−xa

i )
b−1I(xi)(0,1) = anbn

n

∏
i=1

xa−1
i

n

∏
i=1

(1−xa
i )

b−1
n

∏
i=1

I(xi)(0,1),

Logo o logaritmo natural da função de verossimilhança deθ
:

= (a,b) é dado por

l(θ
:

;x
:

) = lnL(θ
:

;x
:

).

Tem-se que

l(a,b) = nlna+nlnb+(a−1)
n

∑
i=1

lnxi +(b−1)
n

∑
i=1

ln(1−xa
i ).

Deriva-se o logaritmo da função de verossimilhança em relação aos seus parâmetros

obtêm-se à função escore, que agora é um vetor com dois componentes. Para encontrar(â, b̂),

deve-se resolver o par de equações simultaneamente.

Em muitas situações, deseja-se realizar inferências em um determinado modelo envol-
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vendo alguns, mas não todos os parâmetros. Nesse caso, diz-se que os parâmetros sobre os quais

a inferência seria feita, são os parâmetros de interesse e osdemais parâmetros são de perturba-

ção. Quando o número de parâmetros de perturbação é grande, pode ser mais adequado basear

as inferências sobre o parâmetro de interesse em uma função de verossimilhança marginal ou

condicional, que são verossimilhanças genuínas.

Uma outra solução é utilizar uma pseudo-verossimilhança, que é uma função dos dados

que depende apenas do parâmetro de interesse, como se fosse uma verossimilhança genuína. A

ideia comumente utilizada é substituir o vetor de parâmetros de perturbação por uma estimativa

consistente deste na verossimilhança original. A função resultante é conhecida como função de

verossimilhança perfilada. Esta função não é deduzida de umafunção densidade e, portanto,

não é uma verossimilhança genuína. Entretanto, possui propriedades interessantes que a fazem

parecer com uma verossimilhança verdadeira. De fato, a função de verossimilhança perfilada

pode ser tratada como uma função de verossimilhança genuína. Porém, tal procedimento pode

conduzir a alguns problemas, como, por exemplo, inconsistência e ineficiência dos estimadores.

Usar a função de verossimilhança perfilada assemelha-se a tratar o parâmetro de pertur-

bação como se fosse conhecido. É claro que isto não é razoávelquando os dados não fornecem

muita informação sobre o parâmetro de perturbação, o que usualmente ocorre quando a di-

mensão do vetor de parâmetros de perturbação é grande. Isto pode prejudicar a qualidade das

aproximações envolvidas nas inferências que se baseiam em resultados assintóticos. Portanto,

ajustes para a função de verossimilhança perfilada são necessários para reduzir os problemas

provenientes do fato desta função não ser uma função de verossimilhança genuína.

Para a distribuição de Kumaraswamy, por se tratar de uma distribuição biparamétrica,

pode-se considerar dois casos. O primeiro caso ocorre quando o parâmetrob é o parâmetro de

interesse e o parâmetroa é o parâmetro de perturbação. No segundo caso, a situação é inversa,

ou seja, os parâmetrosa eb da distribuição são considerados como parâmetros de interesse e de

perturbação, respectivamente. Tem-se portanto que a função escore para o parâmetrob é dada

por

U(b) =
∂l(a,b;x

:

)

∂b
=

n
b
+

n

∑
i=1

ln(1−xa
i )
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Portanto pode-se derivar a função escore em relação ao parâmetrob, obtendo:

U ′(b) =−
n
b2

Observa-se queU ′(b) < 0, logo possui um máximo relativo. Para encontrar o possível

ponto de máximo, deve-se igualar à derivada do logaritmo da função de verossimilhança a zero,

quando tem-se o parâmetroa conhecido, assim:

U(b̂) =
∂l(a,b;x

:

)

∂b
= 0

⇒
n

b̂
+

n

∑
i=1

ln(1−xâ
i ) = 0

⇒
n

b̂
=−

n

∑
i=1

ln(1−xâ
i )

Finalmente

b̂=−
n

∑n
i=1 ln(1−xâ

i )
. (16)

A função escore para o parâmetroa é dado por

U(a) =
∂l(a,b;x

:

)

∂a
=

n
a
+

n

∑
i=1

lnxi − (b−1)
n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i

=
n
a
+

n

∑
i=1

lnxi −b
n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i
+

n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i

=
n
a
+

n

∑
i=1

lnxi

(

1+
xa

i

1−xa
i

)

−b
n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i

=
n
a
+

n

∑
i=1

(
lnxi

1−xa
i

)

−b
n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i
.

Derivando à função escore em relação ao parâmetroa, e assumindo que o parâmetrob

conhecido, encontra-se:
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U ′(a) = −
n
a2 − (b−1)

n

∑
i=1

[
xa

i (lnxi)
2(1−xa

i )+(xa
i lnxi)

2

(1−xa
i )

2

]

= −
n
a2 − (b−1)

n

∑
i=1

{
xa

i (lnxi)
2 [1−xa

i +xa
i ]

(1−xa
i )

2

}

= −
n
a2 − (b−1)

n

∑
i=1

[
xa

i (lnxi)
2

(1−xa
i )

2

]

Logo para encontrar um possível ˆa, deve-se igualar à função escore a zero, dado que o

parâmetrob é conhecido, com isso tem-se que:

U(â) =
n
â
+

n

∑
i=1

(
lnxi

1−xâ
i

)

− b̂
n

∑
i=1

xâ
i lnxi

1−xâ
i

= 0

Sabe-se quêb=−
n

∑n
i=1 ln(1−xâ

i )
e substituindo na equação (17), tem-se que

S(a) =
n
â
+

n

∑
i=1

(
lnxi

1−xâ
i

)

+
n∑n

i=1
xâ

i lnxi

1−xâ
i

∑n
i=1 ln(1−xâ

i )
= 0. (17)

Segundo jones (2009), têm-se que os lim
a→0

S(a) > 0 e lim
a→∞

S(a) < 0, e assim, devido à continui-

dade deS(a), existe pelo menos um zero na equação (17) no intervalo(0,∞).

A solução da equação (17) não pode ser obtida algebricamente, neste tipo de caso usar-

se procedimentos numéricos, como o método de Newton-Raphson. Que segundo Bolfarine

(2001), o método de Newton-Raphson tem como objetivo estimaras raízes de uma função, para

isso, toma-se um ponto qualquer da função, calcula-se a equação da tangente (derivada) da fun-

ção nesse ponto, calcula-se o intercepto da tangente ao eixodas abcissas, calcula-se o valor da

função nesse ponto, e repete-se o processo, que deve tender auma das raízes da função rapida-

mente, ou não tender a nada, deixando isso logo claro. Em notação matemática representa-se

desta forma, lembramdo-se que a função escore utilizada, é afunção escore perfilada:

θ̂ = θ0−
U(θ0)

U ′(θ0)
.
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Com isso obtém-se o procedimento interativo de Newton-Raphson

θ j+1 = θ j −
U(θ j)

U ′(θ j)
.

Que é iniciado como o valorθ0 e então um novo valorθ1 é obtido, e assim por diante até que o

processo se estabilize, ou seja, para um dadoε pequeno,
∣
∣θ j+1−θ j

∣
∣< ε. Nesse caso, o pontôθ

em que o processo se estabiliza é tomado como o estimador de máxima verossimilhança deθ.

No nosso casoU(θ) =U(a). Assim tem-se que

g(a) =
n
a
+

n

∑
i=1

(
lnxi

1−xa
i

)

+
n∑n

i=1
xa

i lnxi
1−xa

i

∑n
i=1 ln(1−xa

i )

g′(a) =−
n
a2 +n







[

∑n
i=1

xa
i lnxi
1−xa

i

]

[∑n
i=1 ln(1−xa

i )]+
[

∑n
i=1

xa
i lnxi

(1−xa
i )

]2

[∑n
i=1 ln(1−xa

i )]
2







−
n

∑
i=1

xa
i (lnxi)

2

(1−xa
i )

2

Com isso, foi desenvolvido o algoritmo de Newton-Raphson paradistribuição de Ku-

maraswamy. Este algoritmo foi implementado no software EstatísticoR, onde foram feitas si-

mulações pela semente 609, de 1000 amostras de tamanho 10, 20, 30, 60, 100, 1000, da própria

distribuição, o valor inicial atribuido ao foi à média da amostra estuda, e o critério de parada

fosse quandoε for menor ou igual a 10−10.

2.14 Matriz de informação observada e esperada

O termo j12 = j21 da matriz de informação observada é dado por:

∂2l(a,b)
∂a∂b

=−
n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i

Mas tem-se quej12 =−
∂2l(a,b)

∂a∂b
, logo obtém-se:

j12 =
n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i

Derivando-se a função escore em relação ao parâmetrob, pode-se obter o termoj22 da
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matriz de informação observada.

U ′(b) =−
n
b2

Portanto

j22 =
n
b2

Derivando à função escore em relação ao parâmetroa, encontra-se o termoj11 da matriz

de informação observada.

U ′(a) = −
n
a2 − (b−1)

n

∑
i=1

[
xa

i (lnxi)
2(1−xa

i )+(xa
i lnxi)

2

(1−xa
i )

2

]

= −
n
a2 − (b−1)

n

∑
i=1

{
xa

i (lnxi)
2 [1−xa

i +xa
i ]

(1−xa
i )

2

}

= −
n
a2 − (b−1)

n

∑
i=1

[
xa

i (lnxi)
2

(1−xa
i )

2

]

Portanto

j11 =
n
a2 +(b−1)

n

∑
i=1

[
xa

i (lnxi)
2

(1−xa
i )

2

]

Em resumo têm-se que os elementos da matriz de informação observada, são dados por

j22 =
n
b2 ; j12 =

n

∑
i=1

xa
i lnxi

1−xa
i

; j11 =
n
a2 +(b−1)

n

∑
i=1

[
xa

i (lnxi)
2

(1−xa
i )

2

]

.

Para simplificar as equações, tem-se queX ∼ Kw(a,b) eY = Xa, portantoY ∼ β(1,b),

com isso obtém-se

j22 =
n
b2 ; j12 =

1
a

n

∑
i=1

yi lnyi

1−yi
; j11 =

n
a2 +

(b−1)
a2

n

∑
i=1

[
yi(lnyi)

2

(1−yi)2

]

.

Para obter os elementos da matriz de informação esperada basta aplicar a esperança nos

elementos da matriz de informação observada, portanto tem-se que

E( j22) = E
( n

b2

)

=
n
b2
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E( j21) = E

(

1
a

n

∑
i=1

Yi lnYi

1−Yi

)

=
1
a

E

(
n

∑
i=1

Yi lnYi

1−Yi

)

=
n
a

E

(
Y lnY
1−Y

.

)

Sabe-se queY ∼ beta(1,b), portanto tem-se que

E

(
Y ln(Y)
1−Y

)

=
∫ 1

0

Γ(1+b)
Γ(1)Γ(b)

yln(y)
1−y

(1−y)b−1dx

=
∫ 1

0

bΓ(b)
Γ(b)

yln(y)(1−y)b−2dx

= b
∫ 1

0
yln(y)(1−y)b−2dx

Segundo Medina (2009), derivando a função Beta em relação ao parâmetroa obtém-se

β′(a,b) =
∫ 1

0
xa−1(1−x)b−1 ln(x)dx

=
Γ′(a)Γ(b)Γ(a+b)−Γ′(a+b)Γ(a)Γ(b)

[Γ(a+b)]2

MasΓ′(a) = ψ(a)Γ(a) portanto

β′(a,b) = Γ(b)

{

ψ(a)Γ(a)Γ(a+b)−ψ(a+b)Γ(a)Γ(a+b)

[Γ(a+b)]2

}

= Γ(b)
[

ψ(a)Γ(a)−ψ(a+b)Γ(a)
Γ(a+b)

]

∫ 1

0
xa−1(1−x)b−1 ln(x)dx =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

[ψ(a)−ψ(a+b)] (18)
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portando obtém-se

E

(
Y ln(Y)
1−Y

)

=
bΓ(2)Γ(b−1)
Γ(2+b−1)

[ψ(2)−ψ(2+b−1)]

=
bΓ(b−1)
Γ(b+1)

[ψ(2)−ψ(b+1)]

=
bΓ(b−1)

bΓ(b)
[ψ(2)−ψ(b+1)]

=
1

b−1
[ψ(2)−ψ(b+1)]

Logo tem-se

E( j12) =
n
a

E

(
Y lnY
1−Y

)

=
n

a(b−1)
[ψ(2)−ψ(b+1)]

E( j11) = E

{

n
a2 +

(b−1)
a2

n

∑
i=1

[
Yi(lnYi)

2

(1−Yi)2

]}

= E
( n

a2

)

+E

{

(b−1)
a2

n

∑
i=1

[
Yi(lnYi)

2

(1−Yi)2

]}

=
n
a2 +

n(b−1)
a2 E

[
Y(lnY)2

(1−Y)2

]

=
n
a2

{

1+(b−1)E

[
Y(lnY)2

(1−Y)2

]}
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mas,

(b−1)E

[
Y(lnY)2

(1−Y)2

]

= b(b−1)
∫ 1

0

y(lny)2

(1−y)2(1−y)b−1dy

= b(b−1)
∫ 1

0
y(lny)2(1−y)b−3dy

derivando a equação (18) em relação ao parâmetroa obtém-se,

∫ 1

0
xa−1(1−x)b−1(lnx)2dx =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

[ψ(a)−ψ(a+b)]2+
[
ψ′(a)−ψ′(a+b)

] Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

=
Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

{

[ψ(a)−ψ(a+b)]2+
[
ψ′(a)−ψ′(a+b)

]}

Portanto,

b(b−1)
∫ 1

0
y(lny)2(1−y)b−3dy = b(b−1)

Γ(2)Γ(b−2)
Γ(b)

{

[ψ(2)−ψ(b)]2−
[
ψ′(b)−ψ′(2)

]}

=
b

b−2

{

[ψ(2)−ψ(b)]2−
[
ψ′(b)−ψ′(2)

]}

Com isto conclui-se que,

E( j11) =
n
a2

{

1+
b

b−2

{

[ψ(2)−ψ(b)]2−
[
ψ′(b)−ψ′(2)

]}
}

Em resumo têm-se que os elementos da matriz de informação esperada são dados por:

E( j22) =
n
b2 .

E( j21) =
n
a

E

(
Y lnY
1−Y

)

.

E( j12) =
n

a(b−1)
[ψ(2)−ψ(b+1)] .
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E( j11) =
n
a2

{

1+
b

b−2

{

[ψ(2)−ψ(b)]2−
[
ψ′(b)−ψ′(2)

]}
}

Utilizando o software EstatísticoR, foi possível demonstrar que essa matriz de informa-

ção observada é positiva definida, ou seja, ela possui máximos relativos. Na Tabela 5 encontra-

se as médias das estimativas dos parâmetros(a,b). Pôde-se observar que o algorítimo foi capaz

de fazer estimações razoáveis, principalmente para amostra de tamanho maior ou igual a 30.
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Tabela
5

-
M

édias
das

estim
ativas

dos
parâm

etros
(a,b)

obtidos
pelo

m
étodo

de
N

ew
ton-R

aphson
para

1000
am

ostras
de

tam
anhos

10,20,30,60,100,1000.
Parâmetros estimados para amostras de tamanhos

Amostras n=10 n=20 n=30 n=60 n=100 n=1000

Kw(0,4;0,7) (0,57868;0,93371) (0,46169;0,78259) (0,43477;0,73567) (0,41012;0,6933) (0,40952;0,70757) (0,40197;0,70188)

Kw(0,3;0,8) (0,46811;0,99094) (0,35793;0,80994) (0,30134;0,6633) (0,31343;0,83089) (0,30917;0,81918) (0,3014;0,80228)

Kw(0,7;0,4) (1,08581;0,51899) (0,85339;0,4435) (0,78988;0,42352) (0,72413;0,41154) (0,72941;0,40726) (0,70365;0,39915)

Kw(0,8;0,3) (1,36477;0,43444) (1,03531;0,38631) (0,95518;0,35822) (0,86272;0,30847) (0,85968;0,34536) (0,8052;0,29898)

Kw(0,5;0,5) (0,73895;0,66168) (0,59762;0,55852) (0,55725;0,53314) (0,52829;0,51636) (0,51871;0,50988) (0,50284;0,50116)

Kw(1;0,6) (1,42073;0,81045) (1,17368;0,67473) (1,10288;0,64232) (1,05129;0,62088) (1,03438;0,61275) (1,00524;0,6015)

Kw(1;3) (1,21386;5,32545) (1,09456;3,74529) (1,05919;3,41359) (1,03048;3,19897) (1,02189;3,12856) (1,00321;3,01505)

Kw(1;14) (1,10472;22,14157) (1,06563;19,00485) (1,04691;17,42408) (1,02573;15,74644) (1,01905;15,11773) (1,00263;14,12613)

Kw(1;70) (0,85867;37,9292) (1,07514;159,2080) (1,0483;108,7546) (1,0240;86,1786) (1,0182;80,1708) (1,0025;71,0633)

Kw(0,4;1) (0,57732;1,39445) (0,44974;1,1202) (0,42493;1,03106) (0,41636;1,04208) (0,41132;1,02641) (0,40172;1,00314)

Kw(3;1) (3,93934;1,44936) (3,39914;1,15155) (3,24194;1,0857) (3,12272;1,04208) (3,08488;1,02641) (3,01291;1,00314)

Kw(14;1) (18,38361;1,44936) (15,86266;1,15155) (15,12903;1,0857) (14,57271;1,04208) (14,39607;1,02641) (14,06022;1,00314)

Kw(70;1) (91,91804;1,44936) (79,31328;1,15155) (75,64529;1,0857) (72,86355;1,04208) (71,98037;1,02641) (70,3011;1,00314)

Kw(3;7) (3,57156;19,37784) (3,24955;9,63806) (3,15832;8,41305) (3,0818;7,66269) (3,05939;7,42958) (3,00844;7,04894)

Kw(7;3) (8,51976;5,61023) (7,66193;3,74529) (7,41431;3,4136) (7,21339;3,19897) (7,15325;3,12856) (7,02246;3,01504)

Kw(60;5) (65,12611;6,89636) (63,52785;6,03408) (62,65982;5,70989) (61,63558;5,39915) (61,21449;5,2639) (60,17653;5,03074)

Kw(5;60) (4,96203;63,40353) (4,97186;62,71154) (4,88979;60,73749) (5,00774;62,75838) (4,67226;59,45057) (5,01232;60,87016)

Kw(2;2) (2,48171;3,35059) (2,20836;2,4107) (2,12917;2,23024) (2,0663;2,11178) (2,04715;2,07174) (2,00702;2,00848)

Kw(5;5) (5,99368;11,60435) (5,43335;6,59289) (5,2737;5,86739) (5,1413;5,41136) (5,10228;5,26671) (5,0147;5,03073)

F
onte:

produção
do

próprio
autor.
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3 COMPARAÇÃO COM A DISTRIBUIÇÃO BETA

3.1 Relações com a Distribuição Beta

Segundo Emiliano et al. (2010), um modelo é a representação simplificada de algum

problema ou situação da vida real destinado a ilustrar certos aspectos do problema sem se ater

a todos os detalhes. Não raro, mais de um modelo pode descrever um mesmo fenômeno, haja

vista que cada pesquisador tem a liberdade de modelar o fenômeno seguindo a metodologia

que julgar mais adequada. Com isso, falar da distribuição de Kumaraswamy, ou estudar dados

que estão definidos no intervalo (0,1), lembra-se sempre da distribuição Beta, já que as duas

distribuições possuem funções de densidades de probabilidade semelhantes e são definidas no

mesmo intervalo. Mas o quanto as duas diferem uma da outra em relação a adequação com os

dados? Será que uma é melhor que a outra? Este capítulo tem porintuito tentar responder estas

perguntas, e principalmente, fazer comparações entre estas duas distribuições de probabilidade.

As primeiras relações que pode-se observar é que:

• beta(1,b) = Kw(1,b);

• X ∼ beta(1,b) eY = X
1
a entãoY ∼ Kw(a,b)

O primeiro item não precisa ser demostrado já que é intuitivo, portanto só será demos-

trado o segundo item, com isso tem-se que a função densidade de uma distribuiçãobeta(1,b) é

dada por:

f (x) =
1

β(1,b)
(1−x)b−1 I(x)

(0,1)

=
Γ(1+b)
Γ(1)Γ(b)

(1−x)b−1 I(x)
(0,1)

=
bΓ(b)
Γ(b)

(1−x)b−1I(x)
(0,1)

= b(1−x)b−1I(x)
(0,1)

Portanto tem-se

GY(y) = P(Y ≤ y) = P(X
1
a ≤ y)

= P(X ≤ ya) = FX(y
a)
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DerivandoGY (y) obtém-se

gY(y) = aya−1F ′
X(y

a)

= a
Γ(1)Γ(b)
Γ(b+1)

ya−1(1−ya)b−1

= abya−1(1−ya)b−1I(y)
(0,1)

LogoY ∼ Kw(a,b)

3.2 Relação Gráfica Entre as Distribuições Kumaraswamy e Bet a

Pode-se observar na Figura 3.1 os gráficos das densidades dasdistribuições Beta e Ku-

maraswamy, onde observa-se que existe semelhança nas formas que as densidades das duas

distribuições assumem para os diferentes tipos de parâmetros.

Na Figura 3.2 pode-se observar graficamente à adequabilidade das duas distribuições

quando as duas assumem os mesmos parâmetros. Para isso utilizou-se o softwareR, onde foram

simuladas amostras aleatórias de umaKw(0.5,0.5), Kw(2,5), Kw(1,3), Kw(2,2), Kw(6,2) e

Kw(0.5,2), cada uma de tamanho 1000 , e plotado os seus respectivos histogramas, e em cima

dos histogramas foram plotados em forma de linha as densidades da distribuição Beta para os

respectivos parâmetros da distribuição de Kumaraswamy. Observa-se que quando os dados são

gerados de umaKw(1,3) a Beta se ajusta quase que perfeitamente, já que são iguais como

mencionado anteriormente.
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Figura 3.1 - Gráfico das densidades da Kumaraswamy e Beta.
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Fonte: produção do próprio autor.
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Figura 3.2 - Gráfico da relação Kumaraswamy e Beta.
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3.3 Utilizando os Critérios de Informação Para comparação

Um problema encontrado na pratica é, qual modelo se ajusta melhor para os dados es-

tudados, ou seja, quais das distribuições melhor representa os dados definidos entre o intervalo

(0,1)? Segundo Emiliano et al. (2010), é importante selecionar modelos baseando-se em prin-

cípios científicos. Dentre as diversas metodologias utilizadas para este fim, utilizou-se neste

trabalho uma análise comparativa dos critérios de informação de Akaike (AIC), Akaike Corri-

gido (AICc) e Bayesiano (BIC), quanto a sua performance na seleção de modelos. Tais critérios

são comparados via simulação de dados oriundos das distribuições Beta.

Critérios de Informação

Segundo Emiliano et al. (2010), se uma boa estimativa para a log verossimilhança espe-

rada puder ser obtida através dos dados observados, esta estimativa poderá ser utilizada como

um critério para comparar modelos. Assim um modo de compararnmodelos,g1(x|θ1) , . . . ,gn(x|θn),

é simplesmente comparar as magnitudes da função suporte maximizadaL
(
θ̂i
)
. Mas tal método

não fornece uma verdadeira comparação, haja vista que, não se conhece o verdadeiro modelo

g(x), primeiramente o método da máxima verossimilhança estima os parâmetrosθi de cada

modelogi (x), i = 1,2,3, . . . ,n, e posteriormente são utilizados os mesmos dados para estimar

EG
[
log f

(
x|θ̂
)]

, isto introduz um viés emL
(
θ̂i
)
, sendo que, a magnitude deste viés varia de

acordo com a dimensão do vetor de parâmetros. Deste modo, Emiliano et al. (2010) afirma

que os critérios de informação são construídos para avaliare corrigir o viés(b(G)) da função

suporte.

Critério de informação de Akaike - AIC

Akaike (1974), mostrou que o viés é dado assintoticamente por p, em quep é o número

de parâmetros a serem estimados no modelo, e definiu seu critério de informação como

AIC=−2logL
(
θ̂
)
+2(p)
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Critério de informação de Akaike corrigido - AICc

Bozdogan (1987), propôs a seguinte correção para o AIC

AICc=−2logL
(
θ̂
)
+2(p)+

2p(p+1)
n− p−1

Critério de informação bayesiano - BIC

o Critério de Informação Bayesiano(BIC) , proposto por Schwarz em 1978 é dado por

BIC=−2logL
(
θ̂
)
+(p)log(n),

ondep corresponde ao número de parâmetro do modelo, en o tamanho da amostra em questão.

Os dois critérios apresentados, AIC e BIC, têm como objetivo segundo BOZDOGAN

(1987), medir a complexidade do modelo no critério de seleção, pois são critérios que penali-

zam a função de verossimilhança, portanto o melhor modelo corresponde aos menores AIC e

BIC. Para testar à adequabilidade dos dados, utilizou-se o teste de aderência de Kolmogorov-

Smirnov, a um nível de significância de 0,05. A estimação dos parâmetros para as duas distri-

buições, é dada segundo o algoritmo iterativo de Newton-Raphson definido no Capítulo 2.

Para ilustrar a comparação das distribuições Beta e Kumaraswamy, gerou-se 1000 amos-

tras de tamanho 5, 20, 40, e 1000 no softwareR, de uma distribuição Beta com diferentes

parâmetros, a partir da semente 609. O objetivo é saber qual omodelo paramétrico que se apre-

senta mais apropriado para descrever os dados provenientesde amostras pequenas, e amostras

grandes. Dando prosseguimento, foram aplicados os critérios de seleção de modelo AIC, AIC

corrigindo (AICc) e BIC. As tabelas 3.1, 3.2, 3.3, e 3.4 apresentam as médias dos resultados

referentes a estes métodos, e a médias dos valores p do teste de aderência de Kolmogorov-

Smirnov, obtidos a partir de 1000 amostras de tamanho 5, 20, 40, e 1000. Foi-se utilizado o

testes de Wicoxon-Mann-Whiteney para comparar as médias provenientes das amostras gera-

das, já que estas não apresentaram normalidades a um nível designificância de 5%.

De acordo com o teste de Wicoxon-Mann-Whiteney a um nível de significância de 5%,

Pôde-se observar, para as 1000 amostras de tamanho 5 e 20 , Tabela 6 e 7, que das 20 distribui-

ções geradas 15 não apresentam diferenças significativas entres as médias dos AIC, e somente 5

amostras apresentaram diferença significativa, que forambeta(1,70), beta(5,60), beta(60,5),
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beta(60,5) ebeta(10,10). Destas 5, a distribuição de Kumaraswamy obteve duas com menores

AIC, beta(1,70) ebeta(60,5).

De acordo com o teste de Wicoxon-Mann-Whiteney a um nível de significância de 5%,

Pôde-se observar, para as 1000 amostras de tamanho 40, Tabela 8, que das 20 distribuições

geradas 10 não apresentam diferenças significantes entres as médias dos AIC, principalmente

nos caso em quea = 1 e 0,5 < b < 50. 10 amostras apresentaram diferenças significativas

entres as médias dos AIC. Destas 10 amostras, 6 obtiveram AIC menores quando ajustado a

distribuição Beta, onde esta seria melhor ajustada, ou teriaum menor AIC quanto,a < 1 e

a< b< 1. Quandoa= 1 e 9< b< 14, outro caso é quandob= 1 e 0,1< a< 0,7, também

tem-se quandoa> 5 eb> 9.

Na Tabela 9 encontra-se as médias dos AIC, AICc, BIC e dos valoresp do teste e

Kolmogorov-Smirnov, obtidos a partir de 1000 amostras de tamanho 1000. Pode-se observar

que das 20 distribuições geradas a partir das 1000 amostra detamanho 1000, obteve-se quase

os mesmos resultados a partir das 1000 amostra de tamanho 40,em que 10 não apresentam

diferenças significantes entres as médias dos AIC, e 10 se ajustam melhor a distribuição Beta.

Vale lembrar que as distribuições geradas foram Betas, já quena pratica muitos pesqui-

sadores a utiliza, com isso, espera-se mesmo que a Beta tenha resultados melhores. Portanto

a pesquisa mostrou que pode-se utilizar a distribuição de Kumaraswamy, em muitos caso que

seria utilizada a distribuição Beta, sem muita perda de informação. Que segundo Jones (2009),

distribuição de Kumaraswamy possui as seguintes vantagenssobre a distribuição Beta:

• Uma formula simples para sua função de distribuição que nãoenvolve funções especiais;

• Função quantil simples;

• Como consequência da simplicidade da função quantil, uma fórmula simples para geração

de variáveis aleatórias;

• Formula explicita para L-momentos;

• Formula simples para os momentos da estatística de ordem.
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Amostras Valor p do KS.test AIC AICc BIC Valor p do KS.test AIC AICc BIC

beta(0,4;0,7) 0,77942 -2,52344 3,47656 -3,30457 0,77359 -2,70760 3,29240 -3,48872

beta(0,3;0,8) 0,77483 -7,35199 -1,35199 -8,13312 0,76226 -7,79653 -1,79653 -8,57766

beta(0,7;0,4) 0,76738 -2,71712 3,28288 -3,49824 0,77359 -2,70760 3,29240 -3,48872

beta(0,8;0,3) 0.76022 -8.18056 -2.18056 -8.96169 0.76226 -7.79653 -1.79653 -8.57766

beta(0,5;0,5) 0,77826 -0,65437 5,34563 -1,43549 0,78102 -0,74736 5,25264 -1,52848

beta(1;0,6) 0,77904 0,06564 6,06564 -0,71548 0,78122 0,06149 6,06149 -0,71964

beta(1;3) 0,79853 -2,78680 3,21320 -3,56792 0,7859 -2,83975 3,16025 -3,62088

beta(1;14) 0,80235 -14,89775 -8,89775 -15,67887 0,79261 -15,17358 -9,17358 -15,95471

beta(1;70) 0,75484 -29,14732 -23,14732 -29,92845 0,66779 -28,58832 -22,58832 -29,36944

beta(0,4;1) 0,78785 -4,19059 1,80941 -4,97171 0,77302 -4,18089 1,81911 -4,96202

beta(3;1) 0,78598 -2,84124 3,15876 -3,62236 0,78598 -2,83975 3,16025 -3,62088

beta(14;1) 0,78746 -15,30159 -9,30159 -16,08271 0,79261 -15,17358 -9,17358 -15,95471

beta(70;1) 0,59287 -28,41720 -22,41720 -29,19832 0,66779 -28,58832 -22,58832 -29,36944

beta(3;7) 0,79801 -4,05020 1,94980 -4,83132 0,79107 -4,38779 1,61221 -5,16892

beta(5;60) 0,63377 -15,05992 -9,05992 -15,84105 0,72680 -16,95421 -10,95421 -17,73534

beta(7;3) 0,79683 -4,33195 1,66805 -5,11308 0,79107 -4,38779 1,61221 -5,16892

beta(60;5) 0,75169 -18,39297 -12,39297 -19,17410 0,72680 -16,95421 -10,95421 -17,73534

beta(2;2) 0,79385 0,33379 6,33379 -0,44733 0,78788 0,29952 6,29952 -0,48161

beta(5;5) 0,80216 -3,05648 2,94352 -3,83761 0,79749 -3,26472 2,73528 -4,04584

beta(10;10) 0,78705 -5,64282 0,35718 -6,42395 0,79606 -6,33136 -0,33136 -7,11249

F
onte:

produção
do

próprio
autor.
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kumaraswamy Beta

Amostras Valor p do KS.test AIC AICc BIC Valor p do KS.test AIC AICc BIC

beta(0,4;0,7) 0,73413 -7,93261 -7,22673 -5,94115 0,74493 -3,90230 -3,19642 -1,91083

beta(0,3;0,8) 0,65670 -2,65833 -1,95244 -0,66686 0,62779 -0,58760 0,11829 1,40387

beta(0,7;0,4) 0,73015 -13,43403 -12,72814 -11,44256 0,74493 -3,90230 -3,19642 -1,91083

beta(0,85;0,36) 0,70649 -22,30180 -21,59592 -20,31034 0,68983 -10,65779 -9,95191 -8,66633

beta(0,5;0,5) 0,75271 -7,59747 -6,89159 -5,60601 0,75728 -7,64689 -6,94101 -5,65543

beta(1;0,6) 0,76478 -4,14363 -3,43775 -2,15217 0,76960 -4,14881 -3,44293 -2,15735

beta(1;3) 0,78287 -15,28491 -14,57902 -13,29344 0,77050 -15,29105 -14,58517 -13,29958

beta(1;14) 0,79579 -66,51635 -65,81047 -64,52489 0,77543 -66,57039 -65,86451 -64,57892

beta(1;70) 0,71388 -126,54248 -125,83660 -124,55102 0,55123 -124,97341 -124,26753 -122,98195

beta(0,4;1) 0,73477 -14,47185 -13,76596 -12,48038 0,72330 -16,05394 -15,34805 -14,06247

beta(3;1) 0,76758 -15,29529 -14,58941 -13,30382 0,77050 -15,29105 -14,58517 -13,29958

beta(14;1) 0,77077 -66,57087 -65,86499 -64,57941 0,77543 -66,57039 -65,86451 -64,57892

beta(70;1) 0,42838 -124,24838 -123,54249 -122,25691 0,55123 -124,97341 -124,26753 -122,98195

beta(3;7) 0,78036 -21,71362 -21,00774 -19,72216 0,77596 -21,87110 -21,16522 -19,87964

beta(5;60) 0,35147 -71,08027 -70,37439 -69,08881 0,64656 -77,52168 -76,81580 -75,53022

beta(7;3) 0,77582 -21,80136 -21,09548 -19,80990 0,77596 -21,87110 -21,16522 -19,87964

beta(60;5) 0,76596 -79,97143 -79,26555 -77,97996 0,64656 -77,52168 -76,81580 -75,53022

beta(2;2) 0,77570 -2,99210 -2,28622 -1,00064 0,77334 -3,00598 -2,30010 -1,01452

beta(5;5) 0,78768 -17,29716 -16,59128 -15,30570 0,78463 -17,44920 -16,74332 -15,45774

beta(10;10) 0,77027 -29,53046 -28,82458 -27,53899 0,78540 -30,08267 -29,37679 -28,09121

F
onte:

produção
do

próprio
autor.
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kumaraswamy Beta

Amostras Valor p do KS.test AIC AICc BIC Valor p do KS.test AIC AICc BIC

beta(0,4;0,7) 0,73060 -12,85172 -12,52739 -9,47396 0,74398 -21,38422 -21,05989 -18,00646

beta(0,3;0,8) 0,46483 91,71474 92,03906 95,09250 0,47837 68,95700 69,28132 72,33476

beta(0,7;0,4) 0,74358 -29,08723 -28,76291 -25,70947 0,74398 -21,38422 -21,05989 -18,00646

beta(0,8;0,3) 0,71452 -42,37825 -42,05393 -39,00049 0,65032 1,77528 2,09960 5,15303

beta(0,5;0,5) 0,75679 -16,88428 -16,55996 -13,50652 0,76497 -16,96821 -16,64388 -13,59045

beta(1;0,6) 0,76345 -10,01979 -9,69547 -6,64203 0,76899 -10,02371 -9,69939 -6,64596

beta(1;3) 0,78509 -32,29186 -31,96753 -28,91410 0,77264 -32,29520 -31,97088 -28,9174

beta(1;14) 0,79523 -133,29973 -132,97541 -129,92197 0,77482 -134,4761 -134,15173 -131,09829

beta(1;70) 0,66881 -256,21007 -255,88574 -252,83231 0,43131 -253,24747 -252,92314 -249,86971

beta(0,8;1) 0.76585 -0,06876 0,25557 3,30900 0,76361 -0,06930 0,25503 3,30846

beta(3;1) 0,76883 -32,29528 -31,97095 -28,91752 0,77264 -32,29520 -31,97088 -28,9174

beta(14;1) 0,77050 -134,47412 -134,14979 -131,09636 0,77482 -134,4760 -134,15172 -131,09829

beta(70;1) 0,27637 -251,7909 -251,46662 -248,41319 0,43131 -253,24746 -252,92314 -249,86970

beta(3;7) 0,77254 -45,8431 -45,51876 -42.46533 0,78093 -46,17989 -45,85557 -42,80213

beta(5;60) 0,1635 -145,90477 -145,58045 -142,5270 0,56989 -158,49674 -158,17242 -155,1189

beta(7;3) 0,7753 -46,02631 -45,70198 -42,64855 0,78093 -46,17989 -45,85557 -42,80213

beta(60;5) 0,7657 -162,21553 -161,89121 -158,83777 0,56989 -158,49674 -158,17242 -155,1189

beta(2;2) 0,78240 -8,06925 -7,74493 -4,69149 0,77880 -8,10397 -7,77965 -4,72621

beta(5;5) 0,76875 -35,71347 -35,38914 -32,33571 0,77870 -33,76067 -33,43635 -30,38292

beta(10;10) 0,74612 -61,15694 -60,83262 -57,77918 0,78397 -62,07496 -61,75064 -58,69721

F
onte:

produção
do

próprio
autor.
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kumaraswamy Beta

Amostras Valor p do KS.test AIC AICc BIC Valor p do KS.test AIC AICc BIC

beta(0,4;0,7) 0,69003 -821,86253 -821,85049 -812,04702 0,75097 -822,64895 -822,63692 -812,83344

beta(0,3;0,8) 0,69149 -973,58618 -973,57414 -963,77067 0,74370 -1924,31271 -1924,30067 -1914,49720

beta(0,7;0,4) 0,72682 -739,57291 -739,55954 -729,96812 0,76070 -739,92701 -739,91363 -730,32222

beta(0,6;0,6) 0,72180 -212,70615 -212,69278 -203,10136 0,75308 -213,02080 -213,00742 -203,41601

beta(1;0,6) 0,75454 -307,82261 -307,81057 -298,00710 0,76073 -307,82388 -307,81184 -298,00837

beta(1;3) 0,77793 -862,12096 -862,10893 -852,30545 0,76555 -862,11751 -862,10547 -852,30200

beta(1;14) 0,78896 -3076,55481 -3076,54143 -3066,95002 0,76930 -3076,57905 -3076,56568 -3066,97426

beta(1;70) 0,08622 -5843,35864 -5843,34526 -5833,75385 0,00004 -5779,31763 -5779,30425 -5769,71284

beta(0,8;1) 0,75821 -51,05751 -51,04547 -41,24199 0,75567 -51,05799 -51,04595 -41,24247

beta(3;1) 0,76121 -862,11395 -862,10192 -852,29844 0,76555 -862,11751 -862,10547 -852,30200

beta(14;1) 0,76716 -3418,55671 -3418,54467 -3408,74120 0,77266 -3418,55191 -3418,53988 -3408,73640

beta(50;1) 0,01917 -5835,31750 -5835,30546 -5825,50199 0,10220 -5843,05599 -5843,04396 -5833,24048

beta(3;7) 0,44262 -1184,79135 -1184,77931 -1174,97584 0,78193 -1193,62225 -1193,61021 -1183,80674

beta(4;40) 0,00000 -3409,38439 -3409,37236 -3399,56888 0,75294 -3593,84373 -3593,83169 -3584,02822

beta(10;2) 0,69034 -1921,91572 -1921,90368 -1912,10021 0,77516 -1923,39731 -1923,38528 -1913,58180

beta(60;5) 0,35511 -4093,58849 -4093,57645 -4083,77298 0,00179 -4034,50554 -4034,49350 -4024,69003

beta(2;2) 0,73663 -247,39227 -247,38023 -237,57676 0,76958 -247,94568 -247,93365 -238,13017

beta(5;5) 0,43259 -949,67341 -949,66138 -939,85790 0,73413 -94,36244 -94,35041 -84,54693

beta(10;10) 0,19732 -1569,66507 -1569,65303 -1559,84956 0,78885 -1593,82006 -1593,80802 -1584,00455

F
onte:

produção
do

próprio
autor.
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4 IMPLEMENTAÇÃO DA KUMARASWAMY

Neste capitulo será mostrado todos os comandos utilizados na criação e desenvolvimen-

tos da funções matemáticas da distribuição de Kumaraswamy no software EstatísticoR, cujo

o objetivo é ensinar e mostrar aos alunos do curso de Estatística como desenvolver suas pró-

prias implementações, mas vale lembrar que não será ensinado como se utiliza o programa, ou

seja, o aluno terá que ter um conhecimento básico sobre o mesmo, e de programação. Toda

a parte computacional utilizada nesta monografia sobre a distribuição de probabilidade em es-

tudo, foi desenvolvida pelo autor, mas já existe pacote computacional desenvolvido noR, o

pacote VGAM, neste encontra-se as principais funções matemática da distribuição de Kumu-

raswamy como:

dkumar(x, parâmetro 1, parâmetro 2, log = FALSE)

pkumar(q, parâmetro 1, parâmetro 2)

qkumar(p, parâmetro 1, parâmetro 2)

rkumar(n, parâmetro 1, parâmetro 2)

Onde

x, q : vetor de quantis;

Selog = TRUE , a função retorna o logaritmo da densidade de probabilidade.

p : vetor de probabilidades;

n : número de observações.

Com isso em resumo têm-se que,dkumar dá a densidade,pkumar dá a função de distribuição,

qkumar dá a função quantil erkumar gera valores aleatórios. Também neste pacote o autor T.

W. Yee, desenvolveu uma função para estimar os parâmetros pelo método de máxima verossi-

milhança, a função para isso é dada por:

kumar(lshape1 = "loge", lshape2 = "loge",

ishape1 = NULL, ishape2 = NULL, grid.shape1 = c(0.4, 6.0),

tol12 = 1.0e-4, zero = NULL)

Onde
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lshape1, lshape2 : Função de ligação para os dois parâmetros de forma e positivos;

ishape1, ishape2 : Valores iniciais opcionais para os dois parâmetros de forma positiva;

tol12 : Numérico e positivo. Tolerância para testar se o segundo parâmetro é 1 ou 2;

grid.shape1 : Limites inferior e superior para encontrar o primeiro parâmetro;

zero : Argumento comum da família VGAMff.

Esta função é um objeto da classevglmff , que é usado por funções de modelagem, tais

como vglm e VGAM. Para um melhor entendimento veja o exemplo disponibilizado pelo o

autor:

shape1 <- exp(1); shape2 <- exp(2);

kdata <- data.frame(y = rkumar(n = 1000, shape1, shape2))

fit <- vglm(y ~ 1, kumar, kdata, trace = TRUE)

c(with(kdata, mean(y)), head(fitted(fit), 1))

coef(fit, matrix = TRUE)

Coef(fit)

summary(fit)

Depois de visto o que o pacoteVGAMtêm sobre a distribuição de Kumaraswamy, pode-

se agora mostrar a objetividade deste capitulo, que é mostrar cada implementação utilizada na

monografia.

4.1 Principais Funções

dkuma = function(x,a,b){a*b*x^{a-1}*{1-x^{a}}^{b-1}}

dkuma(x,a,b)

pkuma = function(q,a,b){1-(1-q^{a})^{b}}

pkuma(q,a,b)

qkuma = function(p,a,b){(1-(1 - p)^{1/b})^{1/a}}

qkuma(p,a,b)
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rkuma=function(n,a,b){(1-(1-runif(n,0,1))^(1/b))^(1 /a)}

rkuma(n,a,b)

Onde

x, q : vetor de quantis;

p : vetor de probabilidades;

n : número de observações. Onde é necessário umn≥ 1.

4.2 Gráficos

Nesta seção mostra como foi criado os gráficos gerados nesta monografia, vale lembrar

que não será explicado cada comando existente no softwareR, como por exemplo oplot ou

lines , isso fica a gargo do leitor. Portanto tem-se os comandos dos gráficos:

Gráfico Função densidade

plot(x,dkuma(2,1),type=’l’, lwd=2, main="dkumaunção De nsidade da

Distribuição de Kumaraswamy", ylab="dkumax(x)",

xlab="x",xlim=c(0,1.5),ylim=c(0,2.3)) lines(x,dkuma( 0.5,0.5), type=’l’,

lwd=2, col=2) lines(x,dkuma(1,3), type=’l’, lwd=2, col=3 )

lines(x,dkuma(3,5), type=’l’, lwd=2, col=4)

legend(1,1.8,c("kw(2,1)","kw(0.5,0.5)","kw(1,3)","k w(3,5)"),lwd=2,lty=1,

col=1:4, bty="n")

Gráfico da Função de Distribuição

plot(x,pkuma(2,5),type=’l’, lwd=2, main="pkumaunção Di stribuição",

ylab="pkumax(x)", xlab="x")

lines(x,pkuma(0.5,0.5), type=’l’, lwd=2, col=2)

lines(x,pkuma(1,3), type=’l’, lwd=2, col=3)

lines(x,pkuma(2,2), type=’l’, lwd=2, col=4)

lines(x,pkuma(5,1), type=’l’, lwd=2, col=5)

legend(1.1,2,c("k(2,5)","k(0.5,0.5)","k(1,3)","k(2, 2)","k(5,1)")
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,lwd=2,lty=1, col=1:5, bty="n")

Gráfico das Diferentes Formas da Kw(a,b)

par(mfrow=c(3,2)) plot(x,f(2,3),type=’l’, lwd=2, main= "Unimodal",

ylab="fx(x)", ylim=c(0,3),xlab="x",col=4)

lines(x,f(4,5), type=’l’, lwd=2, col=9)

legend(0.1,2.8,c("Kw(2,3)", "Kw(4,5)"),lwd=2,lty=1, c ol=c(4,9), bty="n")

plot(x,f(0.2,0.6),type=’l’, lwd=2, main="Uniantimodal ",

ylab="fx(x)",xlab="x",col=4)

lines(x,f(0.4,0.9), type=’l’, lwd=2, col=9)

legend(0.6,5.5,c("Kw(0.2,0.6)", "Kw(0.4,0.9)"),lwd=2 ,lty=1, col=c(4,9),

bty="n")

plot(x,f(3,0.4),type=’l’, lwd=2, main="Crescente",

ylab="fx(x)",xlab="x",col=4)

lines(x,f(6,0.5), type=’l’, lwd=2, col=9)

legend(0.2,5.5,c("Kw(3,0.4)", "Kw(6,0.5)"),lwd=2,lty =1, col=c(4,9),

bty="n")

plot(x,f(0.7,5),type=’l’, lwd=2, main="Decrescente",

ylab="fx(x)",xlab="x",col=4)

lines(x,f(0.8,2), type=’l’, lwd=2, col=9)

legend(0.6,8.5,c("Kw(0.7,5)", "Kw(0.8,2)"),lwd=2,lty =1, col=c(4,9),

bty="n")

plot(x,f(1,1),type=’l’, lwd=2, main="Constante", ylab= "fx(x)", xlab="x")

legend(0.6,1.3,"Kw(1,1)",lwd=2,lty=1, col=1, bty="n")

4.3 Moda

modk=function(a,b){((a-1)/(a*b-1))^{1/a}}

modk(a,b)
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4.4 Função do r-ésimo Momento

mkw=function(r,a,b){b*beta((r/a)+1,b)}

mkw(r,a,b)

4.5 r-ésimo Momento da i-ésima Estatística de Ordem

imeo = function(a,b,r,i,n){d=0

m= function(a,b,r,i,n){((b)/(beta(i,n+1-i)))*choose( i-1,n-e)

*((-1)^{e-n-1+i})*beta(b*e,1+(r/a))}

for(e in (n+1-i):n){d = m(a,b,r,i,n)+d};d}

imeo(a,b,r,i,n)

4.6 Função dos L-Momentos

LMkw = function(L,a,b){d=0

v = function(a,b,L){((b)/(L))*((-1)^{e-1})

*e*choose(L,e)*choose(L+e-2,L-1)*beta(b*e,1+(1/a))}

for(e in 1:L){d=v(a,b,L)+d};d}

LMkw(L,a,b)

4.7 Assimetria e Curtose

Asskw=function(a,b){(mkw(3,a,b)-3*mkw(2,a,b)*mkw(1, a,b)+2*(mkw(1,a,b))

^{3})/(sqrt((mkw(2,a,b)-(mkw(1,a,b))^{2}))^3)}

Asskw(a,b)

Ckw=function(a,b){(mkw(4,a,b)-4*mkw(3,a,b)*mkw(1,a, b)+6*mkw(2,a,b)*((mkw

(1,a,b))^{2})-3*mkw(1,a,b)^{4})/(sqrt((mkw(2,a,b)-( mkw(1,a,b))^{2}))^4)}

Ckw(a,b)
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Onde

a e b : os parâmetros da Distribuição;

r : r-ésimo momento;

i : i-ésima estatística de ordem;

L : L-ésimo momento;

n : tamanho da amostra.

4.8 Função de Newton-Raphson

estK = function(x,a0,parada){d=0;s=0

g=function(a){(length(x)/a) + (sum(log(x)/(1 - (x^a)))) + (length(x)*

((sum(((x^a)*log(x))/(1 - (x^a))))/(sum(log(1 - (x^a))) ))) }

glinha = function(a){(-(length(x)/a^2)) + length(x)*

((sum(((x^a)*(log(x))^2)/((1 - (x^a))^2)))*(sum(log(1 - (x^a))))

- ((sum(((x^a)*log(x)/(1 - (x^a)))))^2))/((sum(log(1 - ( x^a))))^2)

+ (sum(((x^a)*((log(x))^2))/((1 - (x^a))^2)))}

while(d == 0){a1 = a0 - (g(a0)/glinha(a0))

if(abs(a1 - a0) <= parada){d = d + 1}else{a0 = a1

s = s + 1}}

b=-length(x)/sum(log(1-x^(a1)))

tab = rbind(c("a","b","Número de iterações"),c(a1,b,s))

return(tab)}

estK(x,a0,parada)

Onde

x = amostra; a0 = chute inicial; parada = critério de parada.
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4.9 Função para calcular a Média dos parâmetros

MestK = function(v,q,n,a,b){

set.seed(v)

x= matrix(rkuma(q*n,a,b),nrow=n)

estK = function(x){

d=0;s=0;a0= mean(x); parada = 10^{-10}

g=function(a){(length(x)/a) + (sum(log(x)/(1 - (x^a)))) + (length(x)*

((sum(((x^a)*log(x))/(1 - (x^a))))/(sum(log(1 - (x^a))) ))) }

glinha = function(a){(-(length(x)/a^2)) + length(x)*

((sum(((x^a)*(log(x))^2)/((1 - (x^a))^2)))*(sum(log(1 - (x^a))))

- ((sum(((x^a)*log(x)/(1 - (x^a)))))^2))/((sum(log(1 - ( x^a))))^2)

+ (sum(((x^a)*((log(x))^2))/((1 - (x^a))^2)))}

while(d == 0){

a1 = a0 - (g(a0)/glinha(a0))

if(abs(a1 - a0) <= parada){

d = d + 1

}else{

a0 = a1

s = s + 1}}

b=-length(x)/sum(log(1-x^(a1)))z=c(a1,b)

return(z)}

ak=0;bk=0

for(i in 1:length(x[1,])){

ak[i]=estK(x[,i])[1]

bk[i]=estK(x[,i])[2]}

tab = rbind(c("Média do 1 Par kuma","Média 2 par kuma"),roun d(c(mean

(ak),mean(bk)),5));return(tab)}

MestK(v,q,n,a,b)
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onde: v = semente;

q = quantidade de amostras;

n = tamanho das amostras;

a e b = parâmetros da distribuição.

4.10 Função para calcular as Médias dos AICs e BICs

cskb = function(v,q,n,a,b){

set.seed(v)

x= matrix(rbeta(q*n,a,b),nrow=n)

asb=apply(x,2,function(x0){

log.verossimilhanca <- function(teta,y){

p = teta[1]; q = teta[2]

logl <-sum((p-1)*log(y)+(q-1)*log(1-y)+log(gamma(p+q ))-log(gamma(q))

-log(gamma(p)));return(-logl)}

optim(theta <- c(1,1),fn =log.verossimilhanca,y=x0,met hod="L-BFGS-B",lower=

c(0.001,0.001),upper = c(40,40))})

AICb = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(1/beta(a,b)) +(a-1)*sum(log(x))+

(b-1)*sum(log(1- x)))+ 4}

AICcb = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(1/beta(a,b) )+(a-1)*sum(log(x))+

(b-1)*sum(log(1 -x)))+ 4+ (12/(length(x)-2-1))}

BICb = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(1/beta(a,b)) +(a-1)*sum(log(x))+

(b-1)*sum(log(1- x)))+ 2*log(length(x))}

saicb=0;ksb=0;saiccb=0;sbicb=0

for(i in 1:length(x[1,])){

saicb = AICb(x[,i],asb[[i]]$par[1],asb[[i]]$par[2])+s aicb

saiccb = AICcb(x[,i],asb[[i]]$par[1],asb[[i]]$par[2]) +saiccb

ksb=ks.test(x[,i],pbeta,asb[[i]]$par[1],asb[[i]]$pa r[2])$p.value + ksb

sbicb = BICb(x[,i],asb[[i]]$par[1],asb[[i]]$par[2])+s bicb}
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maicb = saicb/length(x[1,])

maiccb = saiccb/length(x[1,])

mbicb = sbicb/length(x[1,])

mksb=ksb/length(x[1,])

as=apply(x,2,function(x1){

log.verossimilhanca <- function(teta,y){

p = teta[1];q = teta[2]

logl <-length(y)*log(p)+length(y)*log(q)+(p-1)*sum(l og(y))+(q-1)*

sum(log(1-y^(p)))

return(-logl)}

optim(theta <- c(1,1),fn = log.verossimilhanca,y=x1,met hod="L-BFGS-B",

lower = c(0.001,0.001),upper = c(40,40))})

saic = 0;saicck =0;sbick=0;ksk=0

pkuma = function(x,a,b){1-(1-x^{a})^{b}}

AICk = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(a)+length(x) *log(b)+(a-1)*

sum(log(x))+(b-1)*sum(log(1-x^(a))))+ 4}

AICck = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(a)+length(x )*log(b)+(a-1)*

sum(log(x))+(b-1) *sum(log(1-x^(a))))+ 4 + (12/(length( x)-2-1))}

BICk = function(x,a,b){-2*(length(x)*log(a)+length(x) *log(b)+(a-1)*

sum(log(x))+(b-1)*sum (log(1-x^(a))))+ 2*log(length(x ))}

for(i in 1:length(x[1,])){

saic = AICk(x[,i],as[[i]]$par[1],as[[i]]$par[2])+saic

saicck = AICck(x[,i],as[[i]]$par[1],as[[i]]$par[2])+s aicck

sbick = BICk(x[,i],as[[i]]$par[1],as[[i]]$par[2])+sbi ck

ksk=ks.test(x[,i],pkuma,as[[i]]$par[1],as[[i]]$par[ 2])$p.value + ksk}

mksk=ksk/length(x[1,])

maicck = saicck/length(x[1,])

maic = saic/length(x[1,])

mbick = sbick/length(x[1,])
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tab = rbind(c("valor p ks.test kuma ", "Média AIC Kuma",

"Média AICc Kuma","Média BIC Kuma","valor p ks.test Beta ",

"Média AIC Beta","Média AICc Beta","Média BIC Beta"),c(mk sk,maic,

maicck,mbick,mksb,maicb,maiccb,mbicb));return(tab)}

cskb(v,q,n,a,b)

onde: v = semente

q = quantidade de amostras

n = tamanho das amostras

a e b = parâmetros da distribuição Beta

Todas as funções foram testadas e comparadas com as encontradas no pacoteVGAM, e

mostrou-se que não exite diferença significativas entre elas, mesmo na parte de estimação. Tes-

tes e exemplos foram feitos no decorrer da monografia, em seusrespectivos assuntos. Portando

espera-se que os estudantes e pesquisadores interessados possa replicar e melhorar as funções

implementadas, e como o objetivo principal criar novos pacotes para as novas distribuições.
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5 APLICAÇÃO DA KUMARASWAMY

Segundo Barbosa Jr. (2010), regime hidrológico ou a produçãode água de uma re-

gião (bacia hidrográfica) é determinado por fatores de natureza climática ou hidrometeorológica

(precipitação, evaporação, temperatura, umidade do ar, vento, etc.) e por suas características fí-

sicas, geológicas e topográficas. Temperatura, umidade e vento são importantes pela influência

que exercem na precipitação e evaporação. A topografia é importante pela sua influência na

precipitação, além de determinar a ocorrência de lagos e pântanos e influi (juntamente com o

solo e a vegetação) na definição da velocidade do escoamento superficial. As características

geológicas, além de influenciarem a topografia, definem o local do armazenamento (superficial

ou subterrâneo) da água proveniente da precipitação.

Para o hidrologista, a precipitação corresponde à água proveniente do vapor d’água da

atmosfera que se deposita na superfície da terra sob diferentes formas, como chuva, granizo,

neve, neblina, orvalho ou geada. Neste capítulo trata-se daprecipitação sob a forma de chuva,

por ser incomum a ocorrência de neve no Brasil e pelo fato de queas demais formas pouco con-

tribuem para o regime hidrológico de uma região. Segundo Barbosa Jr. (2010), a precipitação

é um processo aleatório, e a sua previsão, na maioria dos problemas, é realizada com base na

estatística de eventos passados, os estudos estatísticos permitem verificar com que frequência

as precipitações ocorreram com uma dada magnitude, estimando as probabilidades teóricas de

ocorrência das mesmas. Ele afirma que, o conhecimento estatístico das características das preci-

pitações apresenta grande interesse de ordem técnica na engenharia, por sua frequente aplicação

nos projetos associados ao aproveitamento de recursos hídricos. Por exemplo, o conhecimento

da magnitude das enchentes que poderiam ocorrer com uma determinada frequência é importan-

tes para: a) projetos de vertedores de barragens; b) dimensionamento de canais; c) definição das

obras de desvio de cursos d’água; d) determinação das dimensões de galerias de águas pluviais;

e) cálculo de bueiros, etc. Por outro lado, nos projetos de irrigação e de abastecimento de água,

é necessário conhecer também a grandeza das estiagens que adviriam e com que frequência

ocorreriam.

Com isso o presente capítulo tem por objetivo estimar as precipitações totais máxima e

mínima anual, assim como as suas probabilidades de excedência para o município de Itaitinga,

onde se localiza o açude Gavião, um dos principais reservatórios que complementa a rede de
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abastecimento de água potável para a cidade de Fortaleza-Ceará.

5.1 Material e Métodos

Os dados de chuvas totais anuais foram obtidos da Fundação Cearense de Meteorologia

e Recursos Hídricos (FUNCEME), pelo o link <http://www.funceme.br/index.php/

areas/tempo/download-de-series-historicas>, a estaçãopluviométrica, da qual obteve-se os da-

dos para a realização deste estudo, está localizada na latitude 357 e longitude 3831 sendo a

mesma situada na zona urbana do município de Itaitinga. Utilizou-se para análise, séries his-

tóricas das precipitações totais anuais das chuvas, ocorridas entre os anos de 1990 e 2012,

constituindo uma amostra de 23 anos de observações consecutivas.

Para a análise estatística utilizou-se a distribuição de Kumaraswamy, já que a proporção

de zeros contidas nos dados é nula. Os parâmetros foram estimados pelo método de máxima

verossimilhança. Para testar à aderência, foi utilizado o teste de Kolmogorov-Smirnov a um

nível de significância de 5%. Segundo Kumaraswamy (1980), pode-se estimar o máximo e

mínimo de precipitação para uma determinada região, apartir das formulas:

Zmin = z̄−Rx̄ (19)

e

Zmax= Zmin+R (20)

onde

R=
s(z)
s(x)

z: variáveis aleatórias do processo;

x: variáveis transformada para o intervalo (0,1);

s(z): desvio padrão das variáveis aleatórias do processo;

s(x): desvio padrão da distribuição de Kumaraswamy ;

z̄: média das variáveis aleatórias do processo;
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x̄: média da distribuição de Kumaraswamy.

5.2 Resultados

Na Tabela 10 encontraram-se as seguintes estatísticas resultantes das chuvas totais anu-

ais do município de Itaitinga

Tabela 10 - Estatística das chuvas totais anuais do município de Itaitinga.

Valor mínimo observado = 407,6 mms(z) = 428,51 mm

Valor máximo observado = 2216 mm z̄= 1104 mm

Fonte: produção do próprio autor.

Usando o algoritmo de Newton-Raphson, pôde-se estimar os valores dos dois parâ-

metros, onde os valores encotrados para estes forama = 1.851 eb = 4.318. Pelo teste de

Kolmogorov-Smirnov a distribuição de Kumaraswamy mostrou-se adequada para representar

os dados coletados ao nível de significância 5%, em que o valorp obtido foi de 0,378, ou seja,

não rejeita-se a hipótese que esses dados seguem essa dististribuição. Utilizando-se as equações

(19) e (20) têm-se portanto queZmin = 238,052 eZmax= 2588,728. Logo testa forma pode-se

inferir que o município de Itaitinga não terá uma quantidadetotal de chuva anual menor que

238,052 mm, e maior que 2588,728 mm.

Pode-se observar na Tabela 11, que segundo Kumaraswamy (1980), o município de

Itaitinga tem uma chance de 70% de que a chuva total anual exceda ou iguale a 836 mm, e

somente 0,5% que ela iguale ou exceda 2187 mm.
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Tabela 11 - Probabilidade de excedência das chuvas anuais totais.

Probabilidade de excedência (%)Total de chuvas anual(mm)

0,5 2187

1 2110

2 2015

5 1855

10 1696

20 1489

30 1333

50 1076

70 836

Fonte: produção do próprio autor.
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi demonstrado detalhadamente todas as funções matemáticas menci-

onadas por Jones em seu artigo ”Kumaraswamy’s distribution: A beta-type distribution with

some tractability advantages”, onde este foi um dos principais artigos sobre a distribuição de

Kumaraswamy. Também foram feitas implementações computacionais destas funções para que

assim fosse possível replicar todos os cálculos feitos, como também criar novas implementa-

ções. Observa-se que esta distribuição de probabilidade apresenta como um bom atrativo para

os alunos iniciantes na parte de probabilidade contínua, pois como visto no Capitulo 2, ela

possui muitas funções simples de demonstrar, como também possui funções difíceis, ou seja,

é uma distribuição que vai do fácil ou difícil se estudada porcompleto. Espera-se com isso,

que os alunos possam obter um material capaz de guia-los e auxilia-los em seus estudos sobre

distribuições de probabilidade.

Na parte de aplicação no Capitulo 5, foi possível estimar a quantidade total anual de

precipitação para o município de Itaitinga-Ceará, e a probabilidade de excedência das chuvas

anuais, para isso utilizou-se o método proposto pelo próprio criador da distribuição, Ponnam-

balam Kumaraswamy. O método é pouco utilizado nos dias atuais, ou pelo menos não foram

encontradas referências que o utilize, fazendo com que tal pesquisa fosse de suma importân-

cia para o meio acadêmico, pois estaria o divulgando. Mas esse não foi o principal objetivo

alcançado, e sim ter concluído com êxito as estimações das precipitações, e as probabilidades

de excedêcia paro o município, pois são de suma importância para agricultura e construção, e

melhoramento das barragens.

Mesmo que tenha sido feito neste trabalho um estudo sobre boaparte da distribuição

de Kumaraswamy, se faz necessário um estudo detalhado dela na parte Bayesiana, assim como

o estudo sobre suas generalizações. Um estudo mais minucioso deve ser feito no método de

estimação da precipitação máxima e mínima de um determinadolugar, pois este não foi feito

no trabalho.
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APÊNDICE A - DEMONSTRAÇÕES

Legitimidade da Função Densidade da Kumaraswamy

I =
∫ 1

0
abxa−1(1−xa)b−1dx,

Para simplificar os cálculos considere a mudançau= xa , o que implicadu= axa−1dx, agora

tem-se um novo intervalo de integração, ou seja, quandox= 0⇒ u= 0 e quandox= 1⇒ u= 1.

Portanto fica: ∫ 1

0
b(1−u)b−1du,

Fazendo-se outra mudança de variávelz= 1−u⇒ dz= −du, encontra-se um novo intervalo

de integração, ou seja, Quandou= 0⇒ z= 1, quandou= 1⇒ z= 0. Logo obtém-se:

∫ 0

1
−bzb−1du=

[
−bzb

b

]0

1
= 1.

Verifica-se portanto que é uma legitima densidade de probabilidade, ou seja,X ∼ Kw(a,b).

Função de Distribuição da Kumaraswamy

FX(x) =







0 sex≤ 0

1− (1−xa)b se 0< x< 1

1 sex≥ 1

Será demonstrado somente a função no intervalo 0< x < 1, pois os demais são con-

sequência das propriedades da função de distribuição. Portanto tem-se:

79
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FX(x) = P(X ≤ x) = P(0< X ≤ x) =
∫ x

0
abta−1(1− ta)b−1dt,

faz-se a mudançau= ta ⇒ du= ata−1dt.

Mudando os limites de integração tem-se que quandot = 0⇒ u= 0 et = x⇒ u= xa, obtém-se

∫ xa

0
b(1−u)b−1du,

Sejaz= 1−u⇒ dz=−du.

Mudando os limites de integração tem-se que quandou= 0⇒ z= 1 eu= xa ⇒ z= 1−xa

Com isso obtém-se

∫ 1−xa

1
−bzb−1dz=

[

−
bzb

b

]1−xa

1
= 1− (1−xa)b,

Portanto

F(x) =
[

1− (1−xa)b
]

I(x)
(0,1)

+ I(x)
[1,∞)

.

Inversão da Função de Distribuição

u = 1− (1−xa)b ⇒ 1−u= (1−xa)b

(1−u)
1
b = 1−xa ⇒ xa = 1− (1−u)

1
b

x =
[

1− (1−u)
1
b

] 1
a
.

Portanto tem-se que

Q(x) = F−1(x) =
[

1− (1−x)
1
b

] 1
a
, 0< x< 1.
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logo

X =
[

1− (1−U
1
b)
] 1

a
.

OndeU ∼ ∪(0,1).

Quantil de Ordem p da Distribuição de Kumaraswamy

SeF(x) ≥ p, ondex ∈ R, para 0< p < 1, diz-se o quantil de ordemp xp para o caso

contínuo é cálculado por:

X = F(xp) =
∫ xp

−∞
f (x)dx= p.

Para o nosso caso utiliza-se a função de distribuição estudada, portanto:

F(xp) = 1− (1−xa
p)

b = p

(1−xa
p)

b = 1− p

1−xa
p = (1− p)

1
b

xa
p = 1− (1− p)

1
b

xp =
[

1− (1− p)
1
b

] 1
a

Moda da Kumaraswamy

Lembrando que:

f (x) = abxa−1(1−xa)b−1I(x)
(0,1)

,

fazendo-seg(x) = ln f (x), pois maximizarf (x) é o mesmo que maximizarg(x) = ln [ f (x)]

portanto:

g(x) = lnab+ lnxa−1+ ln(1−xa)b−1

Deriva-seg(x)

g
′
(x) =

a−1
x

−
a(b−1)xa−1

1−xa
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Derivando a segunda vez para determinar se é ponto de máximo

g
′′
(x) =−

(a−1)
x2 −

a(b−1)(a−1)xa−2(1−xa)−a2x2a−2(b−1)
(1−x2)2 ,

g
′′
(x) =−

[
(a−1)

x2 +
a(b−1)(a−1)xa−2(1−xa)+a2x2a−2(b−1)

(1−x2)2

]

Nota-se que,g
′′
(x)< 0 ∀x∈ (0,1), logo a derivadag

′
(x) = 0 é ponto de máximo.

g
′
(x) =

a−1
x

−
a(b−1)xa−1

1−xa = 0

(1−Ma
o)(a−1)−aMo(b−1)Ma−1

o

Mo(1−Ma
o)

= 0

(1−Ma
o)(a−1) = aMo(b−1)Ma−1

o

(1−Ma
o)(a−1) =

aMo(b−1)Ma
o

Mo

a−1−aMa
o +Ma

o = abMa
o −aMa

o

abMa
o = a−1+Ma

o

Ma
o (ab−1) = a−1

Ma
o =

a−1
ab−1

⇒ Mo =

(
a−1
ab−1

) 1
a

.

em quea> 1, b> 1 eab> 1.

r-ésimo Momento da Kumaraswamy

E(Xr) =
∫ 1

0
xrabxa−1(1−xa)b−1dx

Faz-se a mudançau= xa ⇒ du= axa−1dx, ondex= u
1
a .

Mudando os limites de integração tem-se que Quandox= 0⇒ u= 0 ex= 1⇒ u= 1.,Portanto:
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E(Xr) =
∫ 1

0
bu

r
a(1−u)b−1du

= bβ(
r
a
+1,b).

para todos osr >−a.

r-ésimo Momento da i-ésima estatística de ordem

Lembrando queF(x) = 1− (1− xa)b e f (x) = abxa−1(1− xa)bI(x)
(0,1)

, Substituindo na

equação (8), encontra-se a função densidade em relação a i-ésima estatística de ordem

gXi:n(x) =
n!

(i−1)!(n− i)!

[

1− (1−xa)b
]i−1{

1−
[

1− (1−xa)b
]}n−i

abxa−1(1−xa)bI(x)
(0,1)

Colocando os termos comum em evidência, encontra-se:

gXi:n(x) =
abn!

(i−1)!(n− i)!
xa−1(1−xa)b(n+1−i)−1

[

1− (1−xa)b
]i−1

I(x)
(0,1)

Tal que
n!

(i−1)!(n− i)!
=

Γ(n+1)
Γ(i)Γ(n+1− i)

=
1

β(i,n+1− i)

Logo tem-se que a função densidade da i-ésima estatística deordem da distribuição de Kuma-

raswamy é dada por

gXi:n(x) =
ab

β(i,n+1− i)
xa−1(1−xa)b(n+1−i)−1

[

1− (1−xa)b
]i−1

I(x)
(0,1)

A demonstração dor-ésimo momento da i-ésima estatística de ordem é dada a seguir:

E(Xr
i:n) =

ab
β(i,n+1− i)

∫ 1

0
xa−1(1−xa)b(n+1−i)−1

[

1− (1−xa)b
]i−1

dx

para facilitar os cálculos deve-se fazer uma transformaçãode variável. Seja,

w= 1−xa =⇒ x= (1−w)
1
a
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dw=−axa−1dx=⇒ dx=−
dw

axa−1

os limites de integração ficam invertidos, com isso temos

E(Xr
i:n) =

b
β(i,n+1− i)

∫ 1

0
(1−wb)i−1wb(n+1−i)−1(1−w)

r
adw

para simplificar mais os cálculos, precisa lembrar do binômio de Newton, que é dado pela

formula

(1−a)n =
n

∑
j=0

(
n
j

)

(−1) ja j

com isso temos que(1−wb)i−1 =
i−1

∑
k=0

(
i−1

k

)

(−1)kwbk

Portanto obtém-se

E(Xr
i:n) =

b
β(i,n+1− i)

i−1

∑
k=0

(
i−1

k

)

(−1)k
∫ 1

0
wb(k+n+1−i)−1(1−w)

r
adw

︸ ︷︷ ︸

β(b(k+n+1−i),1+ r
a)

E(Xr
i:n) =

b
β(i,n+1− i)

i−1

∑
k=0

(
i−1

k

)

(−1)kβ
(

b(k+n+1− i),1+
r
a

)

fazendo outra mudança de variável

l = k+n+1− i ⇒ k= l − (n+1− i)

mudando os limites do somatório

k= 0⇒ l = n+1− i e k= i−1⇒ l = n

logo

E(Xr
i:n) =

b
β(i,n+1− i)

n

∑
l=n+1−i

(
i−1
n− l

)

(−1)l−(n+1−i)β
(

bl,1+
r
a

)

L-Momentos de ordem r

Segundo Jones(2009), a forma geral do L-momento parar ≥ 2 de uma variável aleatória

X com função de distribuiçãoF(x) é definido por:

λr =
1
r

r−2

∑
j=0

(−1) j
(

r −2
j

)(
r

j +1

)

J(r −1− j, j +1).

Onde,
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J(i1, i2) =
∫ 1

0
[F(x)]i1 [1−F(x)]i2 dx.

SeX ∼ kw(a,b) então a equação (21) fica:

J(i1, i2) =
∫ 1

0

[

1− (1−xa)b
]i1

(1−xa)bi2dx

Faz-se a mudançaw= 1−xa ⇒ x= (1−w)
1
a , sendo quexa−1 = (1−w)

a+1
a = (1−w)1− 1

a

edw=−axa−1 ⇒ dx=−
dw

axa−1 Com isso tem-se que

dx=−
(1−w)

1−a
a dw

a
⇒ dx=−

(1−w)
1
a−1dw

a

Assim, obtém-se

J(i1, i2) =
∫ 0

1
(1−wb)i1wbi2(−

1
a
)(1−w)

1
a−1dw

=
1
a

∫ 1

0
(1−wb)i1wbi2(1−w)

1
a−1dw

Mas,

(1−wb)i1 =
i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)kwbk

Portanto,

J(i1, i2) =
1
a

∫ 1

0

[
i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)kwbk

]

wbi2(1−w)
1
a−1dw
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Invertendo a ordem do somatório pela integral obtém-se

J(i1, i2) =
1
a

i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)k
∫ 1

0
wb(k+i2)(1−w)

1
a−1dw

︸ ︷︷ ︸

β(b(k+i2)+1, 1
a)

=
1
a

i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)kβ(b(k+ i2)+1,
1
a
)

Mas sabe-se que,
1
a

β(b(k+ i2)+1,
1
a
) =

1
aΓ(b(k+ i2)+1)Γ(1

a)

Γ(b(k+ i2)+1+ 1
a)

Em que,

Γ(1+
1
a
) =

1
a

Γ(
1
a
)

Logo,

Γ(b(k+ i2)+1) = b(k+ i2)Γ(b(k+ i2))

Com isso, tem-se

1
a

β(b(k+ i2)+1,
1
a
) =

b(k+ i2)Γ(b(k+ i2))Γ(1
a +1)

Γ(b(k+ i2)+1+ 1
a)

1
a

β(b(k+ i2)+1,
1
a
) = b(k+ i2)β(b(k+ i2),

1
a
+1)

Portanto,

J(i1, i2) =
i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)kb(k+ i2)β(b(k+ i2),
1
a
+1)

= b
i1

∑
k=0

(
i1
k

)

(−1)k(k+ i2)β(b(k+ i2),
1
a
+1)

Finalmente pode-se demostrar o L-momento de ordemr da distribuição de Kumaraswamy(a,b),

que é apresentado à seguir
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λr =
1
r

r−2

∑
j=0

(−1) j
(

r −2
j

)(
r

j +1

)

J(r −1− j, j +1)

=
1
r

r−2

∑
j=0

(−1) j
(

r −2
j

)(
r

j +1

)

b
r−1− j

∑
k=0

(
r −1− j

k

)

(−1)k(k+ j +1)β(b(k+ j +1),
1
a
+1)

=
b
r

r−2

∑
j=0

r−1− j

∑
k=0

(−1) j+k
(

r −2
j

)(
r

j +1

)(
r −1− j

k

)

(k+ j +1)β(b(k+ j +1),
1
a
+1)

Faz-se a mudança,l = k+ j +1 ⇒ k+ j = l −1

Realizando-se o estudo da variação do somatório que está em funçãok em relação a

l . Quandoj e k forem mínimos, sabe-se pela transformação quel ≥ 1, ou seja, quandok = 0

e j = 0 ⇒ l ≥ 1. Quandoj e k forem máximos, tem-sel ≤ r. Para simplificar, deixa-se um

somatório em função dej, assimk+ j = l −1⇒ j = l −1−k≤ l −1, mas,j ≤ r −2, portanto

tem-se que,j ≤ min(l −1, r −2). Assimλr fica:

λr =
b
r

r

∑
l=1

(−1)l−1l

[
min(l−1,r−2)

∑
j=0

(
r −2

j

)(
r

j +1

)(
r −1− j
l − j −1

)]

β(bl,
1
a
+1)

Sabe-se que
(

r −1− j
l − j −1

)

=

(
r −1− j

l − j −1− (l − j −1)

)

=

(
r −1− j

r − l

)

Assim

λr =
b
r

r

∑
l=1

(−1)l−1l

[
min(l−1,r−2)

∑
j=0

(
r −2

j

)(
r

j +1

)(
r −1− j

r − l

)]

β(bl,
1
a
+1)

Lembrando que

(
r

j +1

)(
r −1− j

r − l

)

=
r!

( j +1)!(r − j −1)!
(r − j −1)!

(r − l)!(l −1− j)!

Multiplicando e dividindo porl !
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r!
l !( j +1)!

l !
(l −1− j)!(r − l)!

=

(
r
l

)(
l

j +1

)

Com issoλr fica

λr =
b
r

r

∑
l=1

(−1)l−1l

(
r
l

)[min(l−1,r−2)

∑
j=0

(
r −2

j

)(
l

j +1

)]

β(bl,
1
a
+1)

Segundo Feller (1970), tem-se que

min(l−1,r−2)

∑
j=0

(
r −2

j

)(
l

j +1

)

=
min(l−1,r−2)

∑
j=0

(
r −2

r −2− j

)(
r
l

)(
l

j +1

)

=

(
l + r −2

r −1

)

Portanto,

λr =
b
r

r

∑
l=1

(−1)l−1l

(
l + r −2

r −1

)

β(bl,
1
a
+1)




