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RESUMO

O presente trabalho € uma exposicao voltada a verificacdo da irracionalidade de
certos nimeros reais, a constru¢ao de certos numeros transcendentes (em especial,
0s numeros de Liouville) e a transcendéncia de e,m e outros numeros. O
entendimento das demonstragdes presentes nesse trabalho envolve alguns
conhecimentos basicos em teoria dos numeros (divisibilidade, maximo divisor
comum, ndameros primos, etc), teoria dos conjuntos (enumerabilidade), Célculo
Diferencial e Integral em uma variavel real, um pouco de funcdes de duas variaveis e
alguns fatos sobre convergéncia de sequéncias e séries. Como consequéncia,
veremos a solucdo do antigo problema da quadratura de um circulo, isto é, a
possibilidade ou ndo da construcdo com régua e compasso de um quadrado, cuja

area equivale-se a area de um circulo de raio dado.

Palavras-chave: NUmeros racionais e irracionais. NUmeros algébricos e

transcendentes. O nimero de Euler (e). O niumero . Niameros de Liouville.



ABSTRACT

This present work is an explanation orientated for the check of the irracionality of
some real numbers, for the construction of some transcendents numbers (in
especial, the Liouville’s numbers) and for the transcendency of e,m and anothers
numbers. The understanding of the presents demonstrations in this work involves
some basics knowledge in theory of numbers (divisibility, highest divisor common,
number prime, etc), theory of conjunct (enumerate), Differential and Integral
Calculation in a real variable, a few of functions of two variables e some facts about
convergence of sequences and series. As a consequence, will be seen the solution
of the old problem of the quadrature of a circle, that is, a possibility ou not of the
construction with ruler and compass of a square, whose area be equal to area of a
circle radius gived.

Keywords: Racional and irracional numbers. Algebraic and transcendent numbers.

The Euler’s number (e). The number . Liouville’s numbers.
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N Conjunto dos numeros naturais
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1 INTRODUCAO

Desde meados do século XVIIlI, o estudo dos numeros transcendentes
forma uma area central da teoria dos numeros: a teoria dos numeros
transcendentes. Essa teoria vive um grande paradoxo: se quase todos os numeros
sao transcendentes, por que demonstrar a transcendéncia de um dado numero é,
em geral, uma tarefa tdo complicada?

E possivel afirmar que a teoria dos nUmeros transcendente é pouco
conhecida, apesar de ser uma area onde grandes matematicos deram contribuicéo,
como por exemplo, Euler, Liouville, Cantor, Weierstrass, Lindemann, Hermite,
Hilbert, Siegel, Lambert, Gelfond, Schneider, Hurwitz, Borel, Mahler, Markoff e
Veblen. Isso provavelmente é devido ao fato de que seus métodos sao dificeis e,
além disso, falta a existéncia de teoremas fundamentais como os que aparecem em
outras &reas da Matematica.

Espera-se que esse material seja uma continuagcdo natural do livro
Numeros Irracionais e Transcendentes do professor Djairo Guedes de Figueiredo, o
qual € mencionado nas Referéncias Bibliograficas.

A palavra transcendente, frequentemente atribuida a Leibniz, significa,
segundo Euler, que o0s numeros transcendentes extrapolam (excedem,
transcendem) ao poder de serem obtidos através de simples operagdes algébricas.

O estudo dos numeros transcendentes provém de diversos problemas,
tais como: a antiga questdo grega da quadratura do circulo; as pesquisas de
Liouville e Cantor; investigacbes de Hermite sobre a fungdo exponencial; o sétimo
problema da famosa lista dos 23 problemas de Hilbert e as formas lineares em
logaritmos devidas a Baker.

A teoria dos numeros transcendentes vive um intrigante dilema:
enquanto que, essencialmente, todos os numeros sdo transcendentes, estabelecer a
transcendéncia de um numero particular é uma tarefa bastante complicada. O
principal obstaculo é que um numero transcendente € definido ndo pelo que ele é,

mas pelo que néo é.
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2 0OS NUMEROS INTEIROS ALGEBRICOS

Definicao 1) Um namero real a é dito um inteiro algébrico se for solucao

de uma equacao polinomial da forma

(21) x"+ap_.x"1+-+a,.x+a,=0

onde os coeficientes ay, a4, ..., a,—; S840 numeros inteiros e n > 1. Ou seja, a é raiz
de um polinbmio f(x) ndo nulo, ménico e pertencente ao anel de polinémios Z[x].
Assim, qualquer numero inteiro b € um inteiro algébrico, pois é a raiz do polinémio

(22) f(x)=x-b

Exemplo 1) Se p € um ndmero inteiro primo, entdo os ndmeros irracionais

Jp e —/p sdo inteiros algébricos, pois so as raizes do polindmio

(2.3) f(x)= x*—p.

Exemplo 2) Se p e g sdo numeros inteiros primos, entdo o numero
irracional /p + \/E € um inteiro algébrico, pois é uma raiz do polinémio
(2.4) f(x)=x*-2p.x%+ (p? — q).

Apesar de nos restringirmos ao estudo dos inteiros algébricos que sejam

numeros reais, podemos expandir essa definicdo para os niumeros complexos.

Exemplo 3) Os Numeros complexos i = v—1 e seu simétrico —i sao

inteiros algébricos, pois sao as raizes do polindbmio
(25) f(x)=x*+1

uma vez que i satisfaz a condigdo de i? = —1 em sua defini¢ao.
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Teorema 1) Seja a um numero real. Se a € um inteiro algébrico, entao «

é um nUmero inteiro ou a € um numero irracional.

Demonstracdao: Seja aum inteiro algébrico. Suponhamos, por

contradicédo, que a = s, onde p€Z q€N, q>1, p eq primos entre si. Isto é, a é

um namero racional que nao é inteiro (¢ € Q e a ¢ Z). Como a € uma solucao de

uma equacao do tipo (1.1), aplicando a = s em tal equacéao, temos:

n-1

n
(2.6) Z—n ta, =4+ a1-§ + a, = 0, de onde obtemos

qTL—l

(2.7) p"=-ap1.P""".q— Gy p" % q* — - —a.p.q""' —a,.q" , ou ainda

(28) p"=q.(—ap-1.p" P —ay_2.p" 2 q - —a.p.q""* —ae.q" ).

Como (—ap_1.p" ' —an_,.p"2%.q——a.p.q" % —ae.q*1) é um
namero inteiro, entdo g divide p™. Seja r um fator primo de g.Obviamente, r #1 e
r =q se q for primo. Assim, r € nimero primo e r divide p™". Pelos teoremas de
divisibilidade da Aritmética, r divide p. Com isso, r divide p e g, contrariando o
fato deles serem primos entre si. O absurdo provém de admitirmos que « € Q com
a ¢ 7. satisfizesse a equagéao (2.1). Portanto, se a é um inteiro algébrico real, entdo «

€ um numero inteiro (a € Z) ou a € um ndmero irracional (a € (R— Q)). m
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3 AIRRACIONALIDADE DO NUMERO DE EULER ( ¢)

O numero e, conhecido como numero de Euler, que aparece no

estudo da funcao logaritmica, é definido como o Unico nimero real satisfazendo a

x dt

igualdade log e = 1, visto que a fungao log : (0, ») —» R, dadapor logx = |, ;

€ bijetiva. A constante e pode também ser escrita como um limite, uma série e um
namero que faz a delimitacdo de uma regido plana cuja area tem valor numérico

igual a 1.
n
o e =lim,,, (1+%)
. 1 1 1 1

® e =)n; =T+ 5+ 5+

e ¢ = numero real, maior que 1, cuja regiao plana limitada pelos
e 1
gréficos da curva f(x) = ~ para x> 0O edasretas y=0, x=1 e x=e tenha

area igual a 1.

No estudo de séries de funcdes e em textos de calculo temos que
2 3

(3.1) e*=1+>4+4>4+Z 4., —w0<x<oo. Emparticular, obtemos que
1! 2! 3!

(32) e=1+=4— + 24
1 o2 o3

Suponha que e fosse um numero racional, isto é, e =§ onde,p,g€ N e

séo primos entre si. De (3.2) segue-se

p 1 1 1 o 1
(33) a'(1+i+a+...+a)= j=q+1ﬁ'

Agora, faremos uma estimativa do segundo membro de (3.3) :
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(3.4)

j=q+1j! @' \g+1  (@+1(q+2) ¢ ‘q+1 (q+D?

A expressao entre parénteses no ultimo membro de (3.4) é uma série

it 1 . .z
geométrica da forma Y-, r",onde r = o © portanto tem soma igual a 1% , ja

que 0<r < 1. Dai, ﬁ =qi e usando este fato em (3.4) obtemos a relacéo

(3.5)

=1 1
2 7 <@
=q+

Q| R

Aplicando a estimativa (3.5) na equacéao (3.3) temos que
1

0< S— (1+%+%+... + = ) <

- o % Multiplicando ambos os membros por g!

segue-se a expressao
(3.6) 0 < ¢.§—1 ————— e —=) <

Observando a relacdo (3.6), notamos que o termo intermediario € um

nuamero inteiro, pois q! cancela todos os denominadores das fragdes ai presentes.
. - , . 1 ~ .. JORT e
Mas isso € impossivel, pois sendo " < 1 arelagao (3.6) diria que o termo médio é um

nuamero inteiro estritamente positivo e menor que 1. O fato absurdo provém da
hipétese feita inicialmente que e fosse um numero racional. Portanto, e é um
nuamero irracional.m

A irracionalidade de e pode também ser concluida do fato mais geral, (a

ser provado no Capitulo 7), que e € um numero transcendente.
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4 A IRRACIONALIDADE DO NUMERO =

Mostraremos neste capitulo que m € um numero irracional. A
irracionalidade de m foi, possivelmente, demonstrada pela primeira vez pelo francés
J. H. Lambert, em 1761, usando fracbes continuas. A demonstracdo de
irracionalidade de m , que daremos a seguir, € devida a I. Niven, em artigo publicado
no Bulletin of the American Mathematical Society, 53 (1947), pag. 509, o qual usou
um método desenvolvido por Hermite para provar a transcendéncia do numero e;
conforme veremos no Capitulo 7 do presente trabalho.

Apresentaremos a seguir dois resultados envolvendo derivadas
sucessivas da fungdo f: R— R definida por

_xta-xxt

(4.1) f(x) — onde n é um numero inteiro positivo fixo.

Afirmacéo 1) Seja D*f a fungdo que representa a k-ésima derivada de f

onde D°f = f. Entao, D¥f (0) € um nGimero inteiro para qualquer k = 0,1,2,...

Demonstracao: Nos cursos de Célculo, utilizamos a chamada férmula de

Leibnitz para as derivadas de um produto de duas fungdes, g e h:

(4.2)
Kk
o
D*(g.h) = ;)(j).DJg.Dk I h

onde k=0,1.2,...

A demonstragdo da formula (4.2) pode ser feita sem muita dificuldade

através do Principio de Inducao Finita. Vale lembrar que (’]‘) sdo os coeficientes do

Bindbmio de Newton, definidos por (") = , 0S quais sdo sempre numeros

j jlL(k=)!
naturais positivos.

Aplicando (4.2) para a fungéo definida em (4.1) temos



(4.3)
D*f =% ,Z, (f).mx" DET (1 —x)"

onde k =0,1,2,...e n € N fixo.

Observemos as seguintes derivadas:

nn-1)..n—j+1).x"J sej<n
(4.4) Dig=1{n! sej=n
0 sej>n
para g(x) = x™.
-1)/nm-1.(n—j+1).1—-x)" sej<n
(4.5) D'h = {(-1)"n! sej=n
0 sej>n

para h(x) = (1 —x)™.

sej=n

. |
De (4.4), obtemos que D’/ g(0) = {g sej #n

eD/g(1) € Z,.

(=D™.n! sej=n

De (4.5), obtemos que D’/h(1) = {0 sej#n

De (4.3) e das escolhas de g(x) e h(x) acima temos

k
1 e |
D"fzﬁ.Z().ng.D"‘fh
VL

onde k=0,1,2,...e n € N fixo.

Se j # n, temos D’ g(0) = 0.

e D/h(0) € Z.

19

Dai, D¥f(0) = ni .(5).nt. D¥= h(0) = (X).D¥=" h(0) € Z, desde que k > n.
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Caso tenhamos k < n, como j € {0,1,...,k}, temos j < n e logo D/g(0) = 0
paratodo j € {0,1,...,k}. Assim, D*f(0) = 0 € Z. Portanto, em qualquer caso, temos
que D*f(0) € Z paratodo k =0,1,2,..m

Afirmacdo 2) Seja D*f a fungdo que representa a k-ésima derivada de

fonde D°f = f. Entdo, D*f (1) é um nimero inteiro para qualquer k = 0,1, 2, ...

Demonstracao: Utilizando (4.6) e fatos decorrentes de (4.4) e (4.5), se k
—j # n temos D/ h(1) =0 e logo D¥f(1) = %.(k'in).Dk""g(l).(—l)n.n! =
(-~ ).D*¥ " g(1) = (—D)™(¥).D* " g(1) €Z, desde que k = n.

Caso tenhamos k < n, como j € {0,1,...,k}, temos j < n e logo k — j
€ {0,1,..,k}. Dai, k—j <k <n,ouseja, k—j#n eassimD*/ h(1) =0 para todo
j € {0,1, ..., k}. Portanto, D¥f(1) = 0 € Z. Com isso, em qualquer situagdo, temos que
D¥f(1) € Z paratodok =0,1,2,.. =

Agora, de volta ao nosso objetivo, suponha que =m fosse um numero

racional. Assim, 72 também é um nimero racional, ou seja, 72 = g ondep,q €ENe

sao primos entre si.

Defina a fungdo F: R—R pela expressao
(4.7) F(x) = q"{ (" f(x) — m?2.D?f(x) + -+ (=) 1.2 D¥"2f(x) +

(=DM D f(x)} = q". T~ (=1L 2D D% f(x) onde n € N é fixo.

k
Notemos que g% = qn.2 = ¢q"*.pk € N, se k < n.
g o

Este fato e as Afirmacdes 1 e 2 garantem
(4.8) F(0) e F(1) sdo numeros inteiros.

Adotando a representacdo ' e " para as derivadas primeira e segunda de
F(x),isto é, F' = D'F e F" = D?F, obtemos
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(4.9) {F'(x).sinmx — m.F(x).cosmx} = F (x).sinmx + w2. F(x).sinmx =

= {F'(x) + n% F(x)}. sinmx.

Efetuando um calculo imediato obtemos as igualdades:
n

F'00 + 12 F () = g ) (~DL w200, D2 F(x) + 12 F(x) =
i=0

=q". Y (=1L 2D DAF(x) + w2 F(x) =
=q".m?m . f(x) + (1" g™ 1.D?"*2 f(x) =
=p".m? f(x)

pois g™ =p" e D?™*2 f(x) = 0 ja que f(x) & um polinbmio de grau 2n.

Consequentemente,
(4.10) {F'(x).sintx — m. F(x).cosmx} =p™.m? f(x).sinmx.

O Teorema Fundamental do Calculo Diferencial e Integral diz: “Se g:[0,1]
— R é uma fungdo continuamente derivavel em [0,1], entdo folg’(x).dx =g() -

g(0)”. Usando esse teorema para a fungdo g(x) = F'(x).sinmx — m. F(x).cosmx €

usando a relacéo (4.10) obtemos

f g'(x)-dx=f p™.m? f(x).sinmx.dx
g(1) —g(0) = p".nz.f f(x).sinmx . dx

p”.nz.f f(x).sinntx.dx = w.F(1) — mn.F(0)
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(4.11)

n.p".f f(x).sinmx.dx = F(1) — F(0) € Z
0

Observemos que o lado direito de (4.11) é um namero inteiro em virtude
de (4.8) e a igualdade é verdade para todo n € N.

Note quepara0<x < 1,temosque 0<x"<1lel0<(1—-x)"<1.

x™(1-x)"

Logo, 0 < x™ (1 —x)" < 1, implicando em 0 < — < % , OU seja,
(4.12) 0 < f(x) <$ para todo n € N.

Vejamos agora a igualdade da integragéo

(4.13)
T 1 1 2
f sintx.dx = — — .[cosmx]} = — —.[cosm — cos0] = —
0 I T
Usando as desigualdades (4.12) e a integracao (4.13) em (4.11) temos
(4.14)
1 n 1 2.pn
0<n.p”.f fQ).sinmx.dx < np—f sinx.dx = P :
0 n! J, n!

pn
E:

Como lim,_, 0, podemos escolher convenientemente um n €N tal

que 2;%” < 1. Portanto, existe n € N tal que . p" .fol f(x).sinmtx.dx = F(1) - F(0) €Z

e satisfaz a desigualdade
(4.15) 0< Tr.p”.fol f(x).sinmx.dx =F(1) - F(0) <1

Desta forma, chegamos a um fato absurdo, proveniente da hipétese inicial

que © fosse um numero racional. Assim, m € um numero irracional.m
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5 0S NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES

Definicao 1) Dado a € R, diz-se que @ é um numero algébrico se existir
um polindbmio P(x) = a,.x" +a,_1.x"1+--+a;,.x+a, onde os coeficientes
ay, aq, ...,a, € Z tal que P(a) = 0. Ou seja, a é algébrico se pudermos construir uma

equacao polinomial com coeficientes inteiros da qual « seja raiz.

Qualquer numero racional, a = s onde p,q € Z, € um numero algébrico,

pois « € raiz da equagédo q.x —p = 0.

Na verdade, a Definicdo 1 pode ser estendida para um nimero a € C.
Assim, 0 niumero complexo « =i € um numero algébrico, pois a é raiz da equacao
x2+1=0 jaquei?= —1.

Um numero que nao seja algébrico é chamado de transcendente.

A existéncia de numeros transcendentes pode ser demonstrada como fez
o matematico G. Cantor. Para tal demonstracdo, necessitamos de alguns conceitos
e resultados sobre conjuntos enumeraveis, 0s quais enunciaremos a seguir, sem

que nos debrucemos sobre esses fatos.

Definicao 2) Um conjunto A é dito enumeravel se seus elementos
puderem ser postos em correspondéncia biunivoca com os numeros naturais. Ou
seja, A é enumeravel se existir uma funcao bijetiva f:N - A.

A funcdo f(n) = 2n é uma bijecdo de N no conjunto dos niumeros pares
positivos.

A funcdo f(n)=2n-—1¢é uma bijecao de N no conjunto dos numeros
impares positivos.

1, sen=20
A fungdo f:Z — N definida por f(n) = 2.n, sen>0 € uma
—2.n+1 sen<0

bijecdo, mostrando que Z é enumeravel.
O conjunto Q dos ndmeros racionais e o conjunto Q dos numeros

algébricos reais sdo também exemplos de conjuntos enumeraveis.



24

Agora, enunciaremos alguns resultados referentes a enumerabilidade de
conjuntos, os quais sao usados na verificacao da afirmacao anterior, por exemplo. O
leitor interessado nas demonstracoes pode encontra-las no livro Nimeros Irracionais

e Transcendentes mencionado nas Referéncias.

Teorema 1) A enumerabilidade de conjuntos satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) A unidao de um conjunto finito com um conjunto enumeravel é um
conjunto enumeravel.

(ii) A unidao de dois conjuntos enumeraveis € um conjunto enumeravel.

(iii) A unidao de um numero finito de conjuntos enumeraveis é um
conjunto enumeravel.

(iv) A unidao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos € um
conjunto enumeravel.

(v) A unido de um conjunto enumeravel de conjuntos enumeraveis é um
conjunto enumeravel.

(vi) Se Aé um conjunto enumeravel e B < A é um conjunto infinito,

entdo B € um conjunto enumeravel.
Teorema 2) O conjunto R dos numeros reais ndo € enumeravel.

Teorema 3) O conjunto de todos os numeros reais algébricos é

enumeravel.
Demonstracao: Dado um polinémio com coeficientes inteiros

(5.1) P(x)= ap.x"+a,_1.x"1+--+a;.x+a, definimos sua altura como sendo

0 nUmero natural
(5.2) [Pl = lay|+ -+ lasl + lag| +n.

O Teorema Fundamental da Algebra nos diz que P(x) =0, com P(x) =

Ap. X"+ ap_1.x" 1+ -+ a,.x+a, , tem n raizes complexas, contando-se com a
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multiplicidade de cada raiz, as quais todas, algumas ou nenhuma delas podem ser
reais. Observe que a inclusdo da parcela n, na definicdo da altura em (5.2), garante
a existéncia de um numero finito de polinbmios do tipo (5.1) que tenham uma dada
altura fixada. De fato, sem inclusdo de n, o grau do polinémio P(x) ficaria livre para
assumir qualquer valor natural, ja que sua altura dependeria apenas de seus
coeficientes. Portanto, as raizes de todos os polinbmios de uma dada altura fixa
formam um conjunto finito. Ou seja, se H; € o conjunto de todas as raizes de todos
os polinébmios de altura j, entdo H; € um conjunto finito. Com isso observamos que o

conjunto de todas as raizes de todos os polindmios de todas as alturas é dado por

H = UjZ, H;, que € um conjunto enumeravel, pois € a unido de um conjunto

enumeravel de conjuntos finitos. Mas H € exatamente o conjunto de todos os
numeros algébricos em C. Em particular, o conjunto dos numeros reais algébricos é

enumeravel, concluindo o teorema.m

Teorema 4) Existem numeros transcendentes.

Demonstracao: Do Teorema 3 temos que o conjunto dos numeros
algébricos reais € enumeravel. Suponhamos que o conjunto dos numeros
transcendentes reais fosse enumeravel. Entdo, o conjunto R seria a unido de dois
conjuntos enumeraveis, que pelo Teorema 1 item (ii), garantiia que R €& um
conjunto enumeravel, contrariando o Teorema 2. Logo, 0 conjunto dos numeros

transcendentes reais € ndo enumeravel, mostrando que ndo é vazio.m

Agora faremos um comentario sobre as operag¢des aritméticas entre
numeros algébricos reais. Novamente, o leitor interessado nas demonstragcdes pode
encontra-las no livro Numeros Irracionais e Transcendentes mencionado nas

Referéncias.

Teorema 5) Sejam «,y € R dois numeros algébricos. Entdo, as
seguintes propriedades sdo verdadeiras:
(i) Asoma a+ y é um numero algébrico.
(ii) O produto ay € um numero algébrico.

(iii) O simétrico aditivo -a € um numero algébrico.
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(iv) O inverso multiplicativo ! é um nGmero algébrico, onde a # 0.

Cabe observar que as propriedades relacionadas no Teorema 5 mostram
que o conjunto dos numeros algébricos reais formam um subcorpo do corpo R dos

ndmeros reais.
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6 OS NUMEROS DE LIOUVILLE

No capitulo 5, o Teorema 4 garante a farta existéncia de numeros
transcendentes reais, apesar de ndo nos dar nenhuma técnica para reconhecé-los e
nem exemplo sequer de algum desses numeros. Em 1851, o matematico francés J.
Liouville, estabeleceu um critério para que um namero real seja transcendente. Esse
€ o conteudo do Teorema 5 desse capitulo e, com ele, sera possivel escrever

explicitamente alguns numeros transcendentes.

Definicao 1) Diz-se que um namero algébrico a € de grau n se ele for
raiz de uma equacao polinomial de grau n com coeficientes inteiros, e se nao existir

uma equacao desse tipo, de grau menor, da qual a seja raiz.

Como exemplo, temos que 0s numeros racionais sao precisamente 0s
nuameros algébricos de grau 1. Também é facil ver que se t € N é um nlumero
primo, entdo +t é um nimero algébrico de grau 2, jaAque +t ¢ Q e+t éraizdo

polindmio P(x) = x?> —t € Z[x].

Definicao 2) Um numero real « é dito aproximavel na ordem n por

. . . o i . . . .
racionais, se existirem ¢ >0 e uma sequéncia (q—’) de racionais distintos, onde
J

p;,q; € Z, com q; >0 e mdc(p),q;) = 1, tais que satisfagam

E claro que, se um nimero « for aproximavel de ordem n, entdo ele é

aproximavel em qualquer ordem k, onde k < n. De fato, se k < n temos que q%
J

ﬁ < ¢ mostrando a relagéo
J

(6.2) |a:— Pl < e,

4aj
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0 que garante que a sequéncia (q]-) ndo se mantém limitada, isto €, q; > oo.

Realmente, se (q;) é limitada = 3reNtalque q; <r =gq; €{1,..,1} = #{q;} <

qmz(&
aj

Pj

r=>#{p)= @ = (p;) ndo & limitada = [p;| » e = |2
J

) nao é

N
a1l

- o = 3IjeN talque .| > c
]

limitada = (a - %) nao é limitada = |a —%
j j

contrariando a relacéo (6.2). Logo, (q]-) n&o se mantém limitada, isto €, q; > .

Agora, da relagao (6.1), obtemos que 0 < lim;_, |a —% < limj%oq% =
J J

=0 = limjﬁoo% = q. Assim, conseguimos
j

. Dj
0 = lim;, |a o
J

O fato de tomarmos racionais todos distintos na Definicdo 2 implica, em

particular, que possamos toma-los diferentes de «, mesmo no caso de a ser

. Dj . s . Di :
racional. De fato, se a« € Q, podemos ter a = q—’ para algum j Unico, pois % = p—f =
J

q; qi
i = j. A seguir, citamos algumas relagdes entre os conceitos nas definicbes 1 e 2

acima.

Teorema 1) Todo numero racional (ou seja, algébrico de grau 1) é

aproximavel na ordem 1 e n&o é aproximavel na ordem k, para k > 1.

Demonstracdo: Seja s um nGmero racional, com p,q€Z , q>0 e

mdc(p,q) = 1. Assim existem x,, y, € Z tais que ocorre
(6.4) pxy—qy, = 1.

Na verdade, a equacao seguinte

(6.5) px—qy=1

tem um namero infinito de solucdes. A saber
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(6.6) x=xo+qt; y.=yo—pt
para qualquer t € Z satisfazem (6.5). De fato, é facil ver que vale
(6.7) px;—qy:=1.

Fixando k € N, tal que k > _Tx" considere as sequéncias (x;), (y;) definidas, a partir

de (6.6), por
(6.8) x;=x0+qk+)); yj=yo+p(k+j)com;jeN.

Pela restricdo posta em k, temos x; > qj e dai x; > 0, pois q > 0. De fato,
temos qk>-xy = x0+qk>0=>x,+qgk +qj >qj=> xo+qlk+j)>qi= x>
qj-

Agora, mostraremos que

(6.9) y—’:;tii,sej;ti.

i
x] i

Yi _Yi —
5 i Logo, x;y; =x;y; =

i

Suponhamos que ocorra a igualdade

(xo + q(k + i))()’o +p(k +f)) = (xo+qlk + )D)(yo +plk + 1) = x5y + k(pxy +
qyo) + xopj + Yoqi = xo¥o + k(pXo + qYo) + XoPi + Yoqj = Xopj + Yoqi — Xopi —
Yoqji = 0= j(pxo —qyo) —i(pxo—qye) =0=>j—i=0=>j=1i.

Portanto, se j # i, temos 2 = %,
x] Xi
Da igualdade (6.7), para qualquer j € N, temos px; — qy; = 1. Logo, os
x;'s e y;'s, definidos em (6.8), satisfazem & desigualdade

1 11 1 2 1
=—=-—<—<—,Umavezqueqz=1 e;<1. Desta

axj  axj  Xj J

pxXj—qyj|l _
qxj

1

|2_& _
qxj

q Xj

forma, usandoc=2,n=1¢ea =§ para a igualdade (6.1), mostramos que a = 2 é

aproximavel na ordem 1.
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Notemos que, para qualquer racional § = 5 onde v,u € Z e u > 0, tal que

- g , isto é, pu — qu # 0,tem-se
6.10) 23| = [romet =
q u qu qu qu

Agora, se a = g fosse aproximavel na ordem 2, teriamos a existéncia de

A . . . Vi .y .
uma constante ¢ > 0 e de uma sequéncia de racionais (—1) distintos, tais que

]

Usando (6.10) e (6.11) nos elementos da sequéncia (Z—J) segue-se que
]
1<

quj

p_Y
a uj

< uc—z ou seja, u; < qc. Deste modo, a sequéncia (v;) é limitada, o que
]

€ um absurdo, pois u; » . Logo, a = s nao € aproximavel na ordem 2, e portanto,

também nao é aproximavel em nenhuma ordem superior.m

Teorema 2) Todo numero irracional a é aproximavel na ordem 2, isto é,

. . h -
existe uma constante ¢ > 0 tal que a desigualdade |a - k—f < kc—z se verifica para
] ]

, v e . . h; v
um numero infinito de racionais k—’ distintos.
J

Demonstracao: Seja @ um namero irracional e n € N. Representemos
por [x] a parte inteira de um ndmero real x, isto €, o maior inteiro menor ou igual a x.

Considere agora os n + 1 numeros reais
(6.12) ay =0,a, = a— [a] ,a, = 2a — [2a], ...,a, = na — [na]
0s quais pertencem ao intervalo [0,1) = {x € R/0 < x < 1}. Considere em seguida a

particdo do intervalo [0,1) em n intervalos, disjuntos dois a dois, construidos da

forma seguinte:
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6.13) |£,2%) onde j = 0,1,..,n - 1.

)
n n

Usando o Principio da Casa dos Pombos, é claro que, pelo menos, dois
dos numeros reais em (6.12) estdo em um mesmo intervalo do tipo em (6.13).
Digamos que eles sejam a,, =n;a —[na] e a,, = na—[n,a], com 0<n; <

n, < n, para 0s quais temos entao
1
(6.14) |an2 - an1| = [n,a — [na |-nya + [ma ]| < "

Sejam agora k =n, —n;e h=[n,a] —[na], 0s quais sdo nlmeros

inteiros, com k>0 e h > 0. Logo, (6.14) pode ser escrito como |ka — h| <% ou

h 1 1 1
|a—;| <—. Como0<k<n =-< de onde se segue

(6.15) o -2 <t=21cl

k nk  nk k2

Resumindo, mostramos que, para cada n € N, existe um racional da

forma % com k < n, para o qual (6.15) se verifica. Agora, afirmamos que (6.15) se

ier , . e s . . h 4. 4
verifica para um namero infinito de racionais - distintos. De fato, suponhamos que tal
afirmacdo ndo seja verdade, ou seja, ha apenas um numero finito de racionais

distintos satisfazendo (6.15), digamos, % % Seja
1 T

. h h P . v
€= mm{|a —k—l |a —k—T } 0 qual é positivo, j& que a € Q. Tomemos n € N tal
1 T
1 . . . h h
que ~ <. Pelo que fizemos em (6.15), existe um racional - tal que |a _E| <

1 11 1 h h; . I .~ .
— =—-s-<e Portanto, i k—l para todo i = 1,...,r. Isso é uma contradi¢édo, pois
l

% satisfaz (6.15). m

Observe que o Teorema 2 nos diz que um numero irracional é
aproximavel, pelo menos, na ordem 2. Dependendo do numero irracional, ele podera

ser aproximavel numa ordem superior a 2.
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Hurwitz mostrou que a menor constante ¢ que serve para todos os

. . . . . e 1 . 1 ~
irracionais na desigualdade do Teorema 2 acima é N Ou seja, se A< = entao

1 A . . Dj
Pil > .= bara todos os racionais q—’
j j

existe um numero irracional «a tal que |a— p
j

exceto para um numero finito deles.

Teorema 3) Seja a« um numero algébrico real de grau n. Entado, existe

uma constante A > 0 tal que, para todo racional s, é valida a relacao

(6.16) |a - §| > L

Aql’
Para o caso particular de n =1 (equivalentemente, se a € Q), basta

tomar g + a para todos € Q.

Demonstracdo: Seja @ uma solugéo de uma equagao polinomial da forma
(6.17) f(x) = apx™+ ap_x™ 14+ a;x+ a;=0.
Agora, seja d > 0 tal que, no intervalo [a¢ — d,a + d] a Unica raizde f(x) =0 ¢é a. (A
existéncia de tal valor d se segue do fato de a equacao polinomial ter no maximo n
raizes reais: portanto d pode ser qualquer niumero menor que a menor das
distancias de a as demais raizes reais). A seguir observamos que a derivada f'(x) €

um polinbmio de grau n — 1, e, portanto, ela é limitada em qualquer intervalo finito:

seja, entdo, M > 0 tal que
(6.18) |f'(x)| <M ,parax € [a —d,a+d].

Agora, para qualquer racional p/q (com q > 0) em [a — d, a + d] temos, aplicando o

Teorema do Valor Médio, que

fl@)—f/q) =(a— p/pf' (&),

onde £ € (a —d,a+d).Como f(a) = 0, obtemos
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(6.19)

FC)| == Eiror=mia- 2

onde usamos a estimativa (6.18) no ultimo passo. Para obter a desigualdade

buscada, necessitamos de uma estimativa inferior para f(p/q):

Como
a ¢§ €Ela—d a+d] ﬁf(%) 0 =

2| app™ + apo1qp™ 4 agq"| €N S |apt 4 apqp" T 4+ apq" 212

(6.20)

Anp" + Gnoaqp" T+ o+ aeq”| 1
q" Cqr

@I

Portanto, (6.19) e (6.20) nos daréao a desigualdade

=<l() .
— < |f(=)| < Mla—- —|
qn fq | q
ou seja
D 1
- —>
|a ql  Mq"

para Z € [a—d,a+d].Se S n&o estiver nesse intervalo teremos, entao,

|a—£>d
q

ecomog >1temosq=>1= ¢q">1 :>qin51 z%sdﬁ
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. 1. P 1 =
Tomamos, finalmente, " igual ao menor dos numeros ~ede obtemos a relacao

(6.16) para todos os racionais g. Notemos que

Exercicio: Mostre que para x € [a —d,a + d], temos |x| < |a| + d. Use

essa desigualdade para provar (6.18) a partir da forma explicita de f'(x).

Solucao: Utilizando a Desigualdade Triangular, se x € [a —d,a +d] =

Ix —a|<d =2|x|-|la<|lx—a|<d=>|x|=-|a|<d=|x| < |a| +d

Utilizando a derivada de f(x) e a Desigualdade Triangular, temos que

If' ()] = Ina,x™t+ (n— a1 x™ 2 + -+ 2a,x* + a4|

IA

< nlay| %™ + (0= Dlan_1 2|72 + - + 2] ay| x| + |ay| <

< nlay|(lal+d)" ™ + (n = Dlan—[(al + dI"72 + - + 2|az|(la] + d) + |a4] -

Tome M > 0 onde M é maior que o ultimo termo da desigualdade acima e obtemos
If'(x)|]<Mparax € [a—d,a+d].m

Corolario 1) Se @ é um numero algébrico real de grau n , entdo a nao

€ aproximavel na ordem n + 1.

Demonstracao: Por contradicdo, suponha que existe ¢>0 e uma

sequéncia (%) de racionais distintos, onde pj,q; € Z, com q; > 0 e mdc(p;,q;) = 1,
J

tais que satisfagam

(6.21)




35

Para tais racionais, seguir-se-ia, de (6.16) e (6.21), que

1 < c
Agj g

ou q; <Ac

Mas a ultima desigualdade n&o pode ocorrer, pois q; — +o. Portanto, a

nao é aproximavel naordem n+ 1. m

Uma versao mais forte do Teorema 3, decorrente de um teorema de Roth-
Siegel-Thue, estabelece o resultado a seguir.

Teorema 4) Seja ¢ um numero algébrico real. Se houver uma infinidade

de racionais distintos s, com mdc(p,q) =1, q > 0, satisfazendo a desigualdade

1 ~
|go—§|sq— entdo v < 2.

v

Segue-se do Teorema 4 que se s > 2, entdo ha apenas um numero finito

1

de racionais Ssatisfazendo a desigualdade |<p— §| Sg para todo numero

algébrico ¢. Esse resultado gera mais uma consequéncia que relatamos a seguir.

Dados um numero algébrico ¢ e um numero & > 0, existe uma constante D > 0 tal

D . .
que |(p — §| > 7 Para qualquer nimero racional s.

Vale alertar que o Corolario 1 n&o diz que um numero algébrico de grau n

deva ser aproximavel na ordem n .

Definicao 3) Um numero real a € chamado um numero de Liouville se

s A . Di . . g
existir uma sequéncia (q—’) de racionais todos distintos, onde pj,q; € Z, com
]

q; >0 e mdc(p;,q;) = 1, tais que satisfagam

1
< —.
q;j’

6.4) |a- 2

4aj
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Observe que a poténcia de q; é j, ou seja, &€ um valor variavel e ndo fixo
(igual a n) como na Defini¢gdo 2. Além disso, o numerador da fragédo do lado direito €

ovalor ¢ =1.
Teorema 5) Todo numero de Liouville é transcendente.

Demonstracao: Suponhamos, por contradigdo, que um certo nimero de

Liouville a seja algébrico, digamos de grau n. Entao, pelo Teorema 3, segue-se que

a relacao (6.3) é vélida para todo racional. Em particular, para os % da Definicao 3.
J

< |a— Pil < L de onde tiramos que

q; q;/

Assim, obtemos as desigualdades

qun
qu‘” < A. Como q; — =, existe j suficientemente grande tal que q; >Aej =n+
1. Para tal j vale que qu‘” > q; > A, de onde chegamos ao fato absurdo de
A < ;77" < A. Portanto, o nimero « é transcendente.m

1 i ,
< —j,onde (ﬁ> é

uj uj

s - . ’ Vi
Corolario 2) Seja @ um numero real tal que |a - u—f
]

uma sequéncia de racionais, todos distintos com wu; > 0, onde agora nao exigimos a

condigdo de mdc(v;,»;) = 1. Entdo, @ € um ndmero de Liouville.

Demonstracdo: Considere a sequéncia (Z—’) com q; > 0 e mdc(p;,q;) =
J

. Dj Vi i P 1 1
1 definida por -2 = - Neste caso, temos q; < w; = ¢q/ <y’ = — < —.
qj u; ] ] ujJ qj]
~ Dj vj 1 1 . p . .
Entao, |a o |a — | < = < —;, provando que a é um nimero de Liouville. m
aj uj ui/ gy

Exemplo 1) Considere o numero a definido pela expresséao

1
= Z 10!
k=1

Mostre que a é um numero de Liouville.

Demonstracao: Considere a sequéncia de racionais definida por
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j

ﬁ_z 1

w, Za10K

T k=1

. Vj j 1 ~ . - I

Assim, ==}, _, — corresponde a uma soma de fragdes cujo minimo multiplo
uj 107

comum (mmc) é igual a 10/*, ou seja, u; = 107"

Temos que

vl o 1 1 . 1 1
a - wl = Z 10K — 10G+D! ( + 10G+2)!-(+1)! + 10G+3)!-G+1)! + )
T k=it
A expressao em parénteses é majorada por 1+ il =l , pois
10 102 9

corresponde a soma infinita dos termos de uma progressao geométrica.

1 1
10U +D)! (10]'!)].10]! ’

Como (j+1D!'=(G+1).j!=j.j!+j!, temos
Logo, a igualdade acima sofre a seguinte majoracao:
Yj

a__
Uj

= Z 10k = 10U+D! -(1 + 10U+D=G+1)! + 100+ -G D! + ) <
k=j+1

< 1 10 < 1
(10/%)/.10/* " 9 (10/t)J

1 1 i
— ,umavez que u; = 107",

Enfim, chegamos a |a -l 2 7= 5,
(107w

Uj

Pelo Corolario 2,

1
= Z 10¢
k=1

é um numero de Liouville.m

Observe o formato que o numero acima adquire:

—il—l+1+1+1+
“7 4107 T 101107 106 107

ou
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1
@ = ZW = 0,110001000000000000000001 ...
k=1

Exemplo 2) Qualquer nimero da forma a= Y,— onde a ¢

qualquer um dos algarismos de 1 a 9, € um numero de Liouville.

Demonstracao:

onde a €{1,2,..,9}. Considere a sequéncia de numeros racionais definida por

J
Y _ Z 2
u] 10k!
k=1

Analogamente ao que fizemos no Exemplo 1, majoramos

o (1 1 ! 9.9 _ 10
( 00 o—G+t T 19Ge—GD! +) <79 =

Assim, obtemos

v, > a 1 1 1
a=2= Z 10 — 10G+D)! '9'(1 + 10G+D=G+1)! + 10G+3)!-G+1)! + ) <
TH k=it
1
<aonr1or 0 @y

1 1
— , uUma vez que

. Uj
Enfim, novamente chegamos a |a — = < — =
(10]!)-] uj]

Uj

u; = 10/'. Pelo Corolario 2,

= a
a= Z 10!
k=1

é um numero de Liouville.m

Observe o formato que o niumero acima adquire:
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ou

5]

Il
s
Uy
o’s:

o = 0,aa000a00000000000000000a ...

Os exemplos acima sdo os Unicos numeros reais cuja transcendéncia foi
demonstrada. Nos préximos capitulos, faremos a verificacdo de que os numeros

irracionais e e m sao transcendentes.
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7 A TRANSCENDENCIA DO NUMERO e

O nuamero de Euler e mencionado no Capitulo 4 e no qual verificamos sua
irracionalidade, é agora questionado sobre sua transcendéncia. Saber se um
namero é transcendente, é, em geral, uma questdo muito dificil. Talvez por isso
mesmo a questdo se torna desafiadora, e, via de regra, a solucao é um belo arranjo
matematico. No Capitulo 9, veremos que nenhum segmento cujo comprimento seja
um numero transcendente (e também muitos segmentos cujos comprimentos sejam
nuameros algébricos) pode ser construido com régua e compasso. Esse fato nos da
uma aplicacao pratica a questao da transcendéncia de um dado numero.

A transcendéncia do numero e permaneceu sem solugao até o século XIX,
quando em 1873, o matematico francés C. Hermite marcou época ao demonstrar
esse fato. A demonstracao original de Hermite sofreu simplificacdes sucessivas por
matematicos famosos como Jordan (1882), Markhoff (1883), Rouché (1883),
Weierstrass (1885), Hilbert (1893), Hurwitz (1893) e Veblen (1904). A demonstracao
que apresentaremos a seguir é baseada na realizada por Hurwitz.

A demonstracdo de que e € um numero transcendente seguird uma
sequéncia de exercicios propostos a seguir, acompanhados de suas devidas
solucdes ou referéncias para suas justificativas.

Exercicio 1) Seja P(x) um polinémio de grau r. Defina a fungéo
(71) F(x) =P(x) + P’(x) 4 ot P(r)(x)

onde P representa a derivada de ordem r de P(X). Mostre que

d —-x —_ X
a(e F(x))= —e™*.P(x)

Demonstracdo: F'(x) = P'(x) + -+ PM(x), pois PT+V(x) = 0.
Note que F'(x) = F(x) — P(x). Assim, temos que

%(e‘x.F(x)) = —e *F(x)+ e™*F'(x) = —e*.F(x)+ e ™*.[F(x) — P(x)]

Portanto,
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d —-X — —-X
E(e Fx)= e ™. P(x).m

Exercicio 2) Use o Teorema do Valor Médio para a funcao
G(x)= e ™. F(x)
e mostre que
(7.2) F(k) —e*.F(0) = —k.e*(1=0) P(k.6,)
para todo k > 0, onde 6, € umnumero entre 0 e 1.

Demonstracao: G(x) é uma fungdo continuamente derivavel em R.
Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo [0, k] com k € N, temos que existe
9, com 0 < 6, <1 tal que G(k) —G(0) = (k — 0). G'(0+ 6,.(k — 0)) =k.G'(k. 6y).
Logo,

e ®*.F(k) —F(0) = —k.e7*%_ P(k.0),)
Multiplicando por e* temos

F(k) — ek .F(0) = —k.e*(1=90) p(k.6,)
paratodok >0 e 0<6,<1.m

Exercicio 3) Considere a expressao

(7.3) & = —k.e¥1=% P(k.0,) ondek =1,...,n.

Suponha que e seja um numero algébrico, isto €, existem nameros inteiros

Co» C1, -, C, (POdemos tomar ¢, > 0) tais que
(74) c,.e™+ -+ cr.et+ =0

Mostre que vale a igualdade
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(7.5) ¢y . F(O)+ ¢ . F(1)+-+ c,. F(n) = ¢;.6+ -+ cp.&p

Demonstracao: De (7.2) temos ¢,= - k.e*3=%_ P(k.8,) = F(k) - e¥. F(0),
isto é, F(k) - g = e*. F(0), para todo k > 0. Assim,

[co-F(O) + ¢;. F(1) + -+ . F(n)] — [cq.&1 + -+ Cp-€n]
=c,. [Fn)— ]+ -+ ¢ . [F(1) — &]+ ¢o.F(0)
= cp.e™F(0)+ 4 c;.e.F(0) + ¢o.F(0)
= F(0).[cp.e"+ -+ ci.e+¢c] =F(0).0=0

donde segue-se a igualdade (7.5).m

Considere o polindmio

(7.6) P(x) =

o X (- 0P.2—x)? ... (n—x)?, sendo p um ndmero primo

talque p>n, p>c¢,,onde n e ¢, sdo dados em (7.4). A ideia agora é demonstrar
que para tal polindbmio P(x), o lado esquerdo de (7.5) € um nUmero inteiro nao
divisivel por p, enquanto o lado direito € menor que 1 em valor absoluto. Isso sera
um absurdo.

Exercicio 4) Seja Q(x) = Yj_,a;.x/ um polindmio com coeficientes

inteiros e p < r um numero natural. Mostre que

(7.7)

1
(r-1)!

Utilizando (7.7), mostre que para i >p obtemos QW) no

formato de um polinbmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.
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Demonstracao: A férmula (7.7) € obtida sem dificuldades pela
aplicacao do principio de inducéo finita e deixamos a cargo do leitor. Agora, sejam

peENcomp <i <r eje({i.. ,hr} Logotemos

1 )
® =
CEEE QW (x)
-3
(p— 1)' G-
=Z P J! . p()axj‘i
/i.p. (p— DLG—rY 4
j=i j=i
Note que (/) €Z , i..p €Z eofator p aparece pelo menos uma vez no

produto i..p, pois p <i.Assim, i..p.(}).a; s@o inteiros divisiveis por p. Ou

seja, os coeficientes de - . Q@ (x) s&o inteiros divisiveis por p.m

1)'

Exercicio 5) Considere o polinbmio P(x) definido em (7.6). Mostre que

P(x) é da forma

- p-1 bo P ...
(7.8) P(x) = 1)' xPT 4 oo ¥ +

Mostre que valem:

(7.9) PO(k) =0 parak=1,..,n ei<p

(7.10)  P@V(0)=(n!)? e POO)=0 parai<p—1.

Demonstracao:

P(x) =

(p _1 1! xPL (1—x)P. 2=-x)P..(n—x)P =

= e 1)!_xp—1 (1P +).(nP+) =
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= xP"1 1P . nP + bo xP 4. =
(- 1! (p— D!
n)P b by
= (p(—)l)' Pl 4 e _01)' xP 4+ 4 (p"-_p 11)' _xptnp-1

concluindo (7.8).
Agora temos

i

( - D! Z C) DI [xP71). DH((1 = %) .. (1= 2))"]
j=0

PO(x) =

Se i<p>i<p-1=i—j€{0l,...p—1}= D[((1-x)..(n—

x))p] contém o fator (1 — x) ... (n — x) em sua derivagao, pelo menos uma vez. Logo,

P@(k)=0 parak=1,..,n ei<p,concluindo (7.9).

P-D(y) = (p\P 4+ —F0 14 .. 4 o1 onp i
Observe que P (x) = (n) +(p_1)!.x + +(p_1)!.x .Dai,

chegamos a PP~V (0) =(n!)? .
Sei<p-1=i<p-—-2>= j<i<p-2>= D/[xP"'] contém o fator
x em sua derivagdo, pelo menos uma vez. Logo, D/[xP~1](0) = 0 para todo

j=0,1,..,i. Portanto, PY(0) = 0 parai <p—1, finalizando (7.10).m

Exercicio 6) Use os Exercicios 4 e 5 para mostrar que F(k), para
k=1,..,n, éum inteiro divisivel por p. Mostre também que F(0) € um inteiro ndo
divisivel por p. (Use o fato que (n!)? nao € divisivel por p, umavezquep>n e pé

primo.

Demonstracao: Seja Q(x) = xP"L. (1 —x)P.(2—=x)P...(n —x)? . Assim,
temos Q(x) =nl.xP~t + bo.xP + -4 by _q. xPFP1 € Z[x] onde

9Q = grau(Q(x)) =n.p—1:=7 >p. Logo, Q(x) satisfaz o Exercicio 4 e P(x) =

1
(p-1!

1
(r—1)!

.Q(x) naequacdo (7.8). Parai =p, PO(x) = .Q®(x) é um polinémio

com coeficientes inteiros divisiveis por p. Donde, para i > p, P®(k) é um nimero
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inteiro divisivel por p, para todo k € Z e, em particular, para k =1, ...,n. Porém,
parai <p, PO(k) =0 para k=1,..,n . Qualquer que seja o caso, temos que
P@ (k) é um namero inteiro divisivel por p, parak =1,..,n onde 0 <i <r:=p+
n.p —1.

Logo, F(k) = P(k) + P'(k) +---+ P™M(k) é um numero inteiro divisivel
por p,Vke({l,..,n}

Agora, F(0) = P(0) + P'(0) + --- P®~2(0) + P®~D(0) + PP(0) + - +
P™M(0) . Pelo Exercicio 5, F(0)= (n))? +P®(0) +---+ P™(0). Sabemos que
P®(0) é um namero inteiro divisivel por p, parai > p e k = 0 no que vimos acima.
Portanto, p divide P®(0) + ---+ P™(0), uma vez que p divide P®(0),...,PM(0).
Mas, como p nao divide (n!)P, pois p € primo e p > n, entdo p nao divide (n)? +

P®(0) +---+ P™(0) . Ou seja, F(0) é um inteiro ndo divisivel por p.m

Exercicio 7) Utlize o Exercicio 6 e a maneira como o primo p foi
escolhido para mostrar que ¢,. F(0) + ¢;. F(1) + ... + ¢,. F(n) é um namero inteiro

nao divisivel por p.

Demonstracao: Como pl|F(1),...,F(n) =2plc.FQ1),..cp.F(n) =
plc.F(1) + -+ c,.F(n). Fizemos a escolha de p primo com o<c, <p. Se
supormos que p | ¢o. F(0) + ¢;. F(1) + -+ ¢,.F(n), entdo p | ¢,. F(0), acarretando
que plcy ou p | F(0). Mas, pelo Exercicio 6, p t+ F(0), restando a possibilidade de
p | ¢y, impondo a condicdo de p < ¢,. Isso € um absurdo, pois o < ¢, < p. Portanto,

co-F(0) +c¢i.F(1) + ... + c,. F(n) € um namero inteiro n&o divisivel por p.m

Exercicio 8) Observe que os ¢, definidos em (7.3), e calculados para o

polinbmio P(x), definido em (7.6), tém a forma

(7.11) g = —k.ek(1=01), (p_;l) (k.0,)PL.(1—k.0)P.(2 = k.0,)P ....(n — k.6,)P.

Usando (7.11) e o fato de que 0 < 6, < 1, mostre que vale

e".nP.(n)P

(7.12) lal < S8

,parak =1,..,n.
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Demonstracao: Aplicando x = k.6, no polinébmio P(x) de (7.6) e

substituindo esse valor em (7.3), obtemos a expressao desejada

g = —k.ek1-0K) .
" (p— D!

(k.0,)P 1. (1 —k.6,)P. (2 — k.0)P ... (n — k.6,)P.

Temos1 <k <nel<f,<1 =20<kb, <k <n=>-k< —k.6,<0
20< k—k60, <k <n = ek*k < em Além disso, como —k.0, <0 = j—
k.6, <j,paraj=1,..,n Com isso, temos a relagcdo (1 — k6;)P.(2 — kB )? ....(n —
k6, )? = [(1 —k6,)(2 —kB) ...(n — kB, )]P < (1.2..n)P = (n)P. Além disso, kO, <

n = (k6,)P~1 < nP~1, Agora, chegamos nas expressoes:

leel = |— kl. [e*-60)]. |( 1),| k.0, P2 |1 — k. 6| ... |0 — k.0, |7
lex| = k.ek‘k'gk.(p_ll)! k.0, P L1 — k. 6P ... In — k. 6, |P
le] < 2 ”” 1P 2P P = 22 "” ((2.m)) = 25 ()P, para

(r-1 (p— 1)')

Exercicio 9) Mostre que se p for um numero primo suficientemente

grande, entdo vale

(713)  lci.e1+ ...+ cp.eql < 1.

Demonstracao: Sabemos que fixado a € N, temos hmq%o = 0. Por

(7.12), vemos que |g| < E(p(”l’;") (n.n)P~1 'parak =1,..,n onde n é um nimero

natural fixo e p é qualquer primo satisfazendoa p>n ep > c,.

Tomando a =n.n! e q=p—1 chegamos a
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e™.nP e™. (n.n!)
lim .(nH? = lim .(n.n)P71 =
oo ((p— 1) ©((p—1")
n.n)P-1 al
=e" (n.n!). lim Q = e™ (n.n!). lim —
p—>©0 (p _ 1)' q— 0 q'
=e"(nn!).0=0
Dai,
n nP
0 < lim|gg| < lim——.(nH)P =0
pggol il pgg((p_l)!) (nh)
e logo lim,_ .le| =0 ,ou seja, lim,,,& =0 para k=1,..,n. Assim, fixado
k € {1, ...,n}, existe um primo p, suficientemente grande tal que |g| < ﬁckl . Seja

p = max{py, ..., Pn}, iSto é, p € 0 maior entre esses primos. Usando a desigualdade
triangular e o primo p, temos |c;.&; + -+ cp.&nl < legl leg] + 4 eyl len] <
1 1 1 1

|C1|.m+"'+ |Cn|.m = Z+"'+ Z_ 1.m

Portanto, utilizando o Exercicio 7, a equacao (7.5), juntamente com
lci.eq + -+ ¢, <1, temos que cy.&, + -+ cp.ep = 0. LOgo, plcy.eg + -+
Cn-€n =P | co.F(0) +¢;.F(1) + -+ + ¢,.F(n), 0 que € um absurdo pelo que vimos no
Exercicio 7. Tal contradicdo € proveniente do fato de supormos que e seja um

numero algébrico. Concluimos, entao, que e é um nimero transcendente.
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8 POLINOMIOS SIMETRICOS

Se ty,...,t, € C e sao raizes de um polindmio P(x), entdo esse polinbmio

é da forma

(8.1) P(x)=(x—ty),..,(x —t,).

Claro que podemos supor que o coeficiente lider de P(x) é igual a 1.

Desenvolvendo o produto indicado em (8.1) obtemos

(8.2) P(x) = x™— s;x™ 1+ s,x" 2 + -+ (=1)s, ,

j=1

(8.3.2)
SZ = tit]

i<j

(8.3.3)
S3 = Z titj tk
i<j<k
(8.3.n) STL = tltZ . tn
Os polinbmios (8.3.1), (8.3.2), ..., (8.3.n) sdo chamados os polinémios

simétricos elementares emt,, ..., t, .

Exemplos:
1) (n = 1). Neste caso, ha um unico polinémio simétrico elementar,

Sl = tl'
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2) (n = 2). Os polinbmios simétricos elementares neste caso séo

S1=t tt;, Sy; = 4ty

3) (n = 3). Neste caso os polindbmios simétricos elementares sao

S1 = tl + tz + t3, S, = tltZ + t1t3 + t2t3, S3 = t1t2t3

Uma permutacdo dos inteiros 1, 2, ...,n, € uma funcao bijetiva (isto é, 1-1 e

sobre) do conjunto {1, 2, ..., n} nele préprio:

0:{1,2,..,n} > {1,2,..,n} j - a(j)

Exemplos:

1) Se n = 1 existe apenas uma permutagao 1—1.

2) Se n = 2 existem duas permutacoes,

01:1->1, 0,:1->2

202 2-1

3) Se n = 3 existem seis permutacoes,

o.:1-1, 0,:1-2, 03:1-53 o0,u:1-1
222 2-3 2-1 2-3
353 3-1 3-2 3-2

05:1->2, 041-3
2-1 2-2
3-3 3-1

O leitor pode ver que, em geral, existem n! permutacées dos inteiros

{1,2,..,n}.
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Consideremos agora polinbmios em t,, t,, ..., t, com coeficientes em um
conjunto A. (Neste capitulo, A sera sempre o conjunto Q dos racionais, ou Z dos
inteiros). Por exemplo, os dados em (8.3.1), (8.3.2), ..., (8.3.n). Outros exemplos:

@O G+ )
G @+ + t);
(iii) 3t tits.

Uma expressdao como a (iii) acima é chamada um mondémio. A forma
geral de um mondémio é

(8.4) atieke ke

n
onde os k; s@o inteiros maiores ou iguais a 0, e a € A € seu coeficiente. O grau do
mondémio (8.4) e, por definigdo, o numero inteiro Y7_, k;. Define-se, também, o peso
do monémio (8.4) como o inteiro 7_, jk;. Desta  forma, o grau do monémio (iii) é
4, e seu peso é 12.

O grau de um polinbmio é o maximo dos graus dos monémios que 0O
formam. Analogamente, o peso de um polinbmio é o maximo dos pesos dos
mondmios que o constituem. Assim, o grau do polinémio (i) é 3, e do polindémio (ii)
é 2. O peso do polinémio (i) é 3n, e do polindmio (ii) é 2n. A expressao geral de um

polinémio de grau m com coeficientes em A é

— k k
[t i tn) = Qiyky .oy, z t, 1 ..t
ki+-kpsm

onde os coeficientes ay,,. x, €stdo em A, além de ay i, x, Nao serem todos nulos
quando ocorrer de k; + -+ k,, = m.

Seja o uma permutacdo dos inteiros 1,..,n. Dado um polinbmio
f(ty, ..., ty), a ele associamos um outro polinbmio, que representamos por

fo(ty, ..., t,) , assim definido
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(8.6) fo(ty, ... tn) = f(to) - rtom))-

Exemplos:

1) Considere n = 2 e a permutacao o, , definida acima. Se

f®)=t3 +2t4t,+0,3 ¢,

entao fo2(t) = t3 + 2t,t; + 0,3 ¢;.

Se tomarmos o polinémio

(8.7) f(ty,ty) = (ty+t)*

entéo fo2(ty,t,) = (L+t)* .

2) Considere n = 3 e a permutacao os , definida acima. Se

fty, ty,t3) = t8+ 0,5 tyts + 4 t,t5t8

entao fo5(ty, ty, t3) =8+ 0,5 tyts + 4 t,t3t8

Se tomarmos o polinémio

(8.8) f(ty,ty,t3) = tity, + tits + tyts

entdo fo(ty, t,, t3) = tyt; + tyts + tits. Logo, f(ty, ty, ts) = fo5(t, s, t3) .
Um polindmio f(ty, ..., t,) € chamado simétrico se

(8.9) fo(ty,....t) = f(ty, -, ty)

para todas as permutacdes o dos inteiros 1, ..., n.
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Exemplos:
1) Os polinbmios (8.7) e (8.8) sdao simétricos.

2) Os polinbmios simétricos elementares (8.3.1), (8.3.2),...,(8.3.n)

sao simétricos.

3) Qualquer polinbmio g(sy,...,s,) nos polinbmios simétricos

elementares sy, ...,s,, com coeficientes em A, € um polinbmio simétrico em

t1, .-, ty. ASSim, para n = 2, 0 polinémio

f(ty,t) = (4 + t)° + 4tyt,
¢ simétrico, pois é equivalente ao polindmio g(s;,s,) = s3 + 4s, nos polindmios
elementares s, s,.
Nosso objetivo a seguir sera provar a reciproca do exemplo 3 acima. Isto
€, qualquer polinbmio simétrico em t,, ..., t, € um polinbmio em s, ..., s,

Vejamos mais alguns polinémios que satisfazem a este fato.
Exemplos:

1) (n = 2). O polinbmio f(t;,t,) = t? + tZ + 6t,t, &€ simétrico, e

vemos que

t? +t2 + 6tyt, = (t; + t3)? + 4tyt,

Logo, o polindmio g(s;,s,) nesse caso serd g(s;,s,) = s + 4s,.

2)(n=3). O polinbmio f(ty,ty, t3) = t7 +t5 + t3 + tityt; €

simétrico, e podemos checar que

t2 + t2 +t2 + tytyty == (g + tr+t3 )% — 2(tyty + tits + tyts) + tityts
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Logo, o polindmio g(sy, s,, s3) nesse caso sera g(sy, sy, 53) = s2 — 2s, + s.

Teorema 1) Seja f(t,..,t,) um polinbmio simétrico de grau d com
coeficientes em A. Entdo, existe um polinbmio g(s, ..., s,) de peso menor ou igual a
d com coeficientes em A, onde s, ...,s, sd0 0s polinbmios simétricos elementares
definidos em (8.3.1), ..., (8.3.n), tal que

(8.10) f(tq, ..., tn) = g(Sq, o) Sp)-

Demonstracao: (Por inducdo em n). Para n = 1, o teorema é 6bvio, pois
nesse caso s; = t;. Suponhamos, agora, que o teorema seja valido para polinémio
em t,,..,t,_,. Representemos por s, ...,5,_; 0S polindmios simétricos elementares

emty, .., ty_q:

(8.11.1)
n—-1
j=1
(8.11.2)
(8.11.3)
§3:Ztitjtk1 1Sl<]<k§n—1
(8.11.n'1) §TL—1 = tl . tn—l

0S quais podem ser obtidos das expressdes correspondentes, em (8.3.1), ..., (8.3.n)
fazendo-se t,, = 0.

Agora, para provar que o teorema vale para polinbmios em tq, ..., t,,
procedemos por indugédo nos graus d desses polinbmios. Para d = 0, o resultado é
trivial, pois teriamos apenas os polindmios constantes. Suponha que o resultado
seja valido para polinbmios de grau menor que d, e provemos que ele se verifica

para polinbmios de grau d. Seja, pois, f(t,,...,t,) um polinbmio de grau d. Pela
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hip6tese de indugédo, existe um polinbmio de peso menor ou igual a d,

91(51, .., Sp—1), tal que
(812) f(tl' ey t‘l’l—l' O) = gl('§1' ""'§Tl—1)

Assim g,(sq, ..., Sp—1) € um polinbmio em t,, ..., t,, cujo grau é menor ou
igual a d. E facil verificar que g;(sy, ..., Sp—1) € um polindmio simétrico em t;, ..., t,.

Logo,

(8.13) fi(ty, s tn) = f(ty, o tn) — g1(S1, s Sp_1)

€ um polindbmio simétrico em t,, ..., t,. Provaremos agora que f; (ty, ..., t,) é da forma
(8.14), abaixo, com f, de grau menor que d, para entdo usarmos a hip6tese de
inducdo. Vejamos: se fizermos t,, = 0 em (8.13), obtemos, em virtude de (8.12), que

fl(tll "'ltn—ll 0) =0

Consequentemente, t, € um fator comum em f;(t,, ..., t,). Agora, do fato
que fi(tq,...,t,) € simétrico em t,, ..., t,, segue-se que t;, para todo j =1,...,n, é

fator comum de f; (¢4, ..., t,). Logo, como s,, = t;t; ... t,, , temos

(8.14) fi(ty, o) ty) = tity oo ty. fo(ty, s ty) = Spfa(ty, o) ty)

e dai se segue que o grau de f, é <d —n < d. Aplicando a hip6tese de inducéo,

temos que existe um polinémio g, (s, ..., s,) de peso menor ou igual a d — n, tal que

(8.15) f5(ty, o) ty) = g2(S1, ) Sn)

Finalmente, de (8.13), (8.14) e (8.15) obtemos

f(ty, o tn) = 5,92(81, o, Sp) + G1(51, evs Sp—1)
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o que mostra que f(ty,..,t,) € igual a um polindbmio simétrico em

S1y ey St G(S1, o0 Sp) = Spg2(S1, oy Sp) + 91(51, oy Sp—1). O peso de g(sqy,...,s,) €

menor ou igual a d. Assim, a demonstracao do Teorema 1 esta concluida.m

Observacao: Nos cursos de Algebra, vemos que o conjunto de todos os
polinémios f(t, ...,t,) com coeficientes em Q, representado por Q[ty, ..., t,], forma
um anel. O conjunto dos polinbmios simétricos forma um subanel. O Teorema 1
mostra que esse subanel é gerado pelos polinbmios simétricos elementares.

Nosso objetivo sera, agora, provar alguns fatos que serdo usados no

decorrer do Capitulo 9.

Teorema 2) Sejam «4, ..., @, nameros algébricos, tais que os polinbmios

simétricos elementares

(8.16.1)
n
S = Zaf]
j=1
(8.16.2)
S, = Zala], 1<i<j<n
(8.16.n) Sp = Aq, .., Ay

sejam numeros racionais. Considere agora 0s (’2’) nuameros algébricos
(817) Bl]=a1+a],1Sl<]Sn

Entdo, os polindbmios simétricos elementares associados aos f;;’s sdo também

ndmeros racionais.

Demonstracao: Em virtude do Teorema 1, basta provar que os

polindbmios simétricos elementares nos f;;’s s&o polindmios simétricos nos a;’s.
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Portanto, seja ¢ uma permutacao dos inteiros 1, ...,n. A expressao (8.6) define uma
funcéo do conjunto dos polinémios nele préprio, funcédo esta associada de . Vamos

representar essa fungéao também pela letra o. Assim, por (8.6) temos
(818) O’((lj) = aa-(j), ] = 1, e, N

Agora, se tivermos um polindmio qualquer em ay, ..., a, com coeficientes

racionais, segue-se de (8.6) que a acéao de o sobre ele é

(8.19)
= Z (o(@)] ... [o(a,)]kn

Ak 1ky..kn

onde os somatoérios sdo tomados sobre todos os inteiros k4, ...,k, =0, e tais que
ki + -+ k, <m, m sendo o grau do polindbmio. A seguir, observemos que ¢ induz

uma permutagao 6 dos f;;’s assim definida

(8.20) 6() = 6(a;+ @) 2 a(a) + o(a)).
Logo,

(8.21) 6(Bi;) = a(Bij)-

Para verificar que o primeiro polinbmio simétrico elementar S; dos g;;’s €

simétrico nos a;’s devemos provar que o(S;) = S;. Vejamos:

(8.22)

a(8,) = Z o(Bij) = 25(&7) =6(5) =5
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onde utilizamos, na Ultima igualdade, que S; € simétrico nos g;;’s. Para os demais

polinbmios simétricos elementares, S,, ..., S,, procedemos de modo analogo ao que

se fez um (8.22). Desta forma, completamos a demonstracdo do Teorema 2. m
O Teorema 2 implica imediatamente no resultado seguinte.
Corolario 1) Suponha que a4, ..., a,, sejam raizes de um polindémio

P(x)= x"+ ayx" T+ a,x" %2+ +a,

n

2) nameros a; + a;,

cujos coeficientes ay, ..., a, sdo numeros racionais. Entao, os (

n

2) com coeficientes racionais.

1 <i<j<n,sao asraizes de um polinbmio de grau (

Demonstracao: A demonstragéo do Corolario 1 consiste em observar que

se ay, ..., @, Sa0 as raizes de um polindmio de grau n, entao o polindmio é da forma
P(x) = x™— spx™ 1 5,02 — oo+ (—1)"sy,

onde os coeficientes s; sdo dados por (8.16.1), ..., (8.16.n).

Logo, s; = (—1)’.a; € Q.
Realmente, como «; € algébrico, paratodo 1 <j<n,entdo B;; = a;+ a;; 1<i<
j <n é algebrico. Pelo Teorema 2, os polinémios simétricos elementares associados
aos f;;’s sédo também numeros racionais. Seja {91, 0,, ...,9(2)} = {ﬁij =a+ a; 1<

n
2

01,0, ..., O(7) OS polinbmios simétricos elementares associados aos 6;s, 0s quais

i<j<n} o conjunto dos ()numeros algébricos definidos acima. Sejam

~ . . Ve ~ Ve . n . n n —
s30 todos racionais. Dai, 0s 6.s sdo as raizes do polindmio T(x) = x&) — g,xG)~1 +

n

sz(?)—z—---+(—1)(§)a(g) onde T(x) € Q[x]. Logo, os (2

)numeros algébricos
’ ~ , A n
Ors = Pij’s = a; + a; sdo as raizes de um polindbmio T(x) de grau (2) com

coeficientes racionais.m
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Do mesmo modo, provamos o Teorema 3 e seu Corolario que enunciamos

a seguir,comj =3, ..., n.

Teorema 3) Sejam a4, ..., a, numeros algébricos, tais que os polinbmios

simétricos elementares, dados em (8.16.1), ..., (8.16.n), sejam racionais. Considere

agora os (1) nameros algébricos

Bkl---kj = ak1 + ...+ a’k]. ) 1< k1 << kj <n

entdo, os polinbmios simétricos elementares associados a esses f’s sao também

numeros racionais.

Corolario 2) Se os numeros algébricos «;, ..., a,, do teorema anterior sdo
as raizes de um polindbmio de grau n, com coeficientes racionais, entdo os (])

nuameros algébricos

Biey.te; = Qg + et @y, , 1<k < <kjsn

- , o n . .
séo raizes de um polindbmio de grau (]) com coeficientes racionais.
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9 A TRANSCENDENCIA DO NUMERO =«

O método usado por Hermite para demonstrar a transcendéncia de e foi
estendido por Lindemann, em 1882, para demonstrar a transcendéncia do niumero .
Como consequéncia desse fato, fica provado que o problema da quadratura do
circulo tem resposta negativa. Esse problema é conhecido desde a antiguidade e
consiste em saber se é possivel, com régua e compasso, construir um quadrado
cuja area seja igual a de um circulo dado. Debalde, os gregos e matematicos, por
geracOes, tentaram resolver esse problema. Agora, podemos explicar porque tal
construcao nao é possivel.

A demonstracdo da transcendéncia de m, que daremos a seguir, €
baseada naquela de R. Moritz, em Annals of Mathematics, Vol. 2 (1901), a qual,

por sua vez, foi inspirada na prova de Hurwitz para a transcendéncia do niumero e.

O Teorema do Valor Médio, como aplicado no Capitulo 7, diz o seguinte:
“Seja f:[a,b] >R a uma funcao real continua definida em um intervalo fechado [a,b]
com a, b € R. Suponha que a derivada f’'(x) existe para todo x no intervalo aberto

(a,b). Entdo, existe A€ R com0< A< 1 talque
fB)—f(@=0B-a).f'(a—Ab-a))

Para obtermos um Teorema de Valor Médio para fungbes complexas,
necessitamos de alguns fatos elementares sobre essas fung¢des. Nesse ponto,
deixamos de usar apenas técnicas do calculo diferencial e integral de uma variavel,
e utilizaremos algo sobre fungbes de duas variaveis. Representamos por C o
conjunto dos numeros complexos, isto é, numeros da forma z = x + iy, onde x,y €
R. Para nao delongar essa exposi¢cdo, vamos admitir que o leitor saiba operar com
numeros complexos. Uma fungdo f:C— C tem derivada no ponto z se o limite

abaixo existe

(9.1) f'(2) = lim, (M) |

Zo
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onde z, € C, e f'(z) é chamada a derivada de f em z. Se uma fungao f
tiver derivadas em todos os pontos de C, entdo dizemos que ela é analitica em C.

Sejam u(x,y) e v(x,y) as partes real e imaginaria de f(z), isto &,

9.2) f(2)=f(xy) =ulx,y)+iv(x,y),ondez=x+iy.

Suponhamos que f(z) seja analitica em C e calculemos a derivada

definida em (9.1) usando valores reais para z,, digamos z,= h, obtendo

1) = }Li_I)I(l) <u(x +h, 3;1) —u(x, y)> iy }g% <v(x +h, Z) - v(x,y))l

ou seja,
(93) f'(2) = ux(x,y) + ive(x,y)

(u, e v, representam as derivadas de u(x,y) ev(x,y) com relagdo a primeira
variavel x, respectivamente).

A seguir calculemos a derivada (9.1) usando valores imaginarios puros
para z,, digamos z, = ik, obtendo

o e (uln y+E) —uly)) L (vl yt+k, y)—v(xy)
f(z)—}lgr&( ik >+l;1<‘l%< ik )

ou seja,

9.4) f'(2) = —iuy(x,y) +v,(x,y) =v,(x,y)— iu,(x,y)

(uy, e v, representam as derivadas de u(x,y) ev(x,y) com relagdo a segunda
variavel y, respectivamente).

Identificando (9.3) e (9.4), obteremos as equagdes de Cauchy-Riemann

U (x,y) =vy (£,y), uy (0,¥) = —v(x,¥) ,



61

para qualquer z = x + iy em C. Resumindo: se f for analitica em C, entdo as

equagdes de Cauchy-Riemann valem em qualquer ponto de C.

Se f: C - C for uma funcao analitica em C e se z, e z; forem nimeros

complexos, nao é verdade, em geral, que exista A € R ,0 < A < 1 tal que

(9.5) f(z2) —f(z1) = (22 —z1) .f' (Z1 + A(z, — Z1)) ;

e isso parece ser o que Moritz usa em sua demonstragéo. Que esse “Teorema de
Valor do Valor Médio” é falso, podemos ver através de um contra-exemplo. Seja
P(z) = (z2 —2z+ 2)(z> + 2z + 2) cujas raizes sdo z; = 1+i,z, =1 —1i,2z3 = —1 + i,
z, = —1 —i. Aplicando (9.5) aos pares de pontos (z;, z,), (2, 23), (23, 24), (24, Z1)
concluiriamos que P’'(z) teria 4 raizes distintas.

De fato, obteriamos as igualdades:

P’(Z1 + Az, — Z1)) = P’(Zz + pu(zz — Zz)) = P’(Zs + @(z4 — Zs)) = P'(Z4 +y(z — Z4))
=0

onde A,u, @,y sdo numeros reais pertencentes ao intervalo aberto (0,1). Vejamos

que os valores onde P’ esta aplicado acima sao 2 a 2 distintos. Sem perda de

generalidade, suponhamos que ocorresse a igualdade:
(Z1 + Az, — Z1)) = (Zz + u(zz — Zz))
Logo, teriamos

A-1D.(z,—2z) =923 —2,) > (A—1).(=2i) = p(-2+2i) >
220+i(—2¢p—-21+2)=0=> 2¢0=0

e 20—-21+2=0=>¢=0e —-24+2=0=>1=1 .

Absurdo, pois 0 < 1 < 1.
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Analogamente, vemos que as outras possiveis igualdades também nao
ocorrem. Como P(z) é um polinémio de grau 4, temos P’(z) um polinémio de grau 3.
Porém, isso contraria o teorema fundamental de algebra que diz que um polinémio
de grau 3, no caso P'(z), tem exatamente 3 raizes complexas.

Portanto, temos de abrir mao da igualdade no Teorema do Valor Médio.
Em seu lugar, mostraremos um resultado que chamamos de “Desigualdade do Valor
Médio”.

Teorema 1) Seja f: C » C uma funcgéo analitica e sejam z,,z, € C. Entao,

(9.6) |f(z) —fz)|I <2z, — lesup{ |f’(zl+ A(z, —zl))|;0 <A1<1},

onde |z| representa 0 médulo do complexo z = x + iy, isto &, |z| =

x2 + y2.
Demonstracao: Demonstraremos primeiramente que
9.7)  1f(20) — f(O)| < 2lzolsup{lf'(Azo)| ; 0 <A <1}
Isso feito, (9.6) segue-se facilmente pela aplicacdo de (9.7) a funcao

g(z) =f(z+z) e ao ponto z, =z, — z;. De fato, g(z) = f(z+ z;) é uma fungéo

analitica e g'(z) = f'(z + z,) pela regra da cadeia. Logo temos
19(20) — g(O)| < 2|z0] sup{lg'(Azp);0 =21 <1} =
If (z2) — f(z)| < 2|z; — zy| sup{lf'(Azo + z);0 <A< 1} =
f (z2) — f(z0)| < 2|z, — z,| sup{lf'(z, + Az, —2,));0 <A < 1}

Sejam u e v as partes real e imaginaria de f(z). Dado z, = x, + iy,,

definaas fungbes @ : R—> R e ¥ : R — R pelas expressoes

(1) = u(Axo, Ayo),
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Y(A) = v(Axg, Ayo).
Aplicando o Teorema do Valor Médio as fungdes reais @ e ¥ obtemos
(9.8) @(1) — @(0) = @'(4,), 0<; <1,
(9.8) ¥(1) — w(0) = ¥'(Ay), 0<2, <1,

Para calcular as derivadas de @ e ¥, usamos o Teorema de Derivacao
das Funcbes Compostas. Assim, de (9.8) e (9.8’), obtemos

u(x9,y0) — u(0,0) = u,(A1x9, 41Y0)x + uy()qxo,lﬂ’o)}’o,
v(x0,¥0) — v(0,0) = v, (A0, 12Y0) %0 + vy, (A2%0, 12Y0) Y0,
e dai
f(20) = £(0) = u, (A1%0, A1) xo + uy(l1xo’ﬂl3’o)3’o
(9.9) +i{v,(Ax0, A2¥0)%0 + vy, (A2%0,22Y0) Y0} -
Agora usaremos a desigualdade
lz| < [x]| + |yl
Ou seja, o0 médulo de um namero complexo z = x + iy € menor ou igual

que a soma dos valores absolutos de sua parte real e imaginaria, bem como a

desigualdade de Cauchy-Schwarz

la,b; + ayb,| < Ja,? +a,? . /blz +b22
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onde ay,a,, by,b, Sa40 numeros reais quaisquer. O leitor podera reconhecer na
desigualdade de Chauchy-Schwarz um fato que ele conhece: “dados dois vetores
(a4, a), (b1, by) do plano, o valor absoluto do produto escalar desses dois vetores é
menor ou igual que o produto de seus moédulos”. Utilizando essas duas

desigualdades em (9.9) obtemos

f (z0) = fO)] <

(9.10)

< \[u,%(llxo,llyo) + u2(A1x0,11Y0) -/ X0% + Yo?

+ \[Ua? (A2x0, A2¥0) + VE(A2%0, A2¥0) -/ X0? + Vo2

Observe que, em virtude de (9.3), (9.4) e das equacdes Chauchy-
Riemann, os radicais em (10), envolvendo u e v sao precisamente o modulo de f'(z)

calculado nos pontos 4,2z, e 4,z, , isto €,

1f (o) = FO) < |f"(A120)| |zol + |f"(A220)] |20] -

Como
0<Ap A <1 = |f'(A.29)l < sup{lf'(Az)); 0 <A< 1)

|f"(A2.20)| < sup{|f'(4.20)[; 0 <A <1}

Portanto, |f(z,) — f(0)| < 2|zol sup{lf'(Az,)|; 0 < A <1}

Mostrando a desigualdade (9.7) acima. Com isso, o Teorema 1 fica

demonstrado.m
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Demonstracao da transcendéncia de .

Suponhamos, por contradicdo, que m seja um numero algébrico. Logo, im,

onde i= v—1, seria também algébrico como um produto de dois numeros
algébricos, conforme Capitulo 5. Entdo, im seria raiz de uma equagéo polinomial de

grau n = 2 com coeficientes inteiros, digamos:
(9.11) P;(x) =0

Representemos as raizes de (9.11) por a; = im, a5, ..., a, . Como e = —1,
segue-se que:

(9.12)

n
1_[(1 +e%)=0
j=1

pois 1+ e% =0
Se desenvolvermos o produto indicado em (9.12), obteremos uma

expressao da forma: 1 + somatério de exponenciais cujos exponentes sao:

(9.13.1) ay, Ay, e, Ay

(9.13.2) a; + @;, paratodosi<j
(9.13.3) a; + aj + ay, paratodosi<j<k
(9.13.n) a, ++a,

Observe que o numero de termos em (13.1) é(%}) =n, em (9.13.2) é (3),

m (9.13.3) é (3) ., €m(9.13.n) é (n) =1, onde (m) sao os coeficientes binomiais,

. , n n!
isto e, (m) = it para0 <m <n.
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Agora, do fato de que a, ..., a, satisfazem uma equacédo polinomial de
grau n com coeficientes inteiros, juntamente com os resultados do Capitulo 8,

segue-se as citagdes a partir do item b abaixo. Assim, obtemos que:

a) Os numeros em (9.13.1) satisfazem, obviamente, uma equacao
polinomial de grau (’I)=n com coeficientes inteiros, dada em (9.11), que

reenumeramos
(9.14.1) Pi(x)=0;

b) Os niumeros em (9.13.2) satisfazem uma equagao polinomial de grau

com () coeficientes inteiros
(9.14.2) P,(x) =0;

c) Os numeros em (9.13.3) satisfazem uma equacao polinomial de grau

(%) com coeficientes inteiros
(9.14.3) P;(x) =0,

e assim sucessivamente. Em resumo, os numeros em (9.13.1), (9.13.2), ..., (9.13.n)

satisfazem a equacao polinomial

(9.15) P;(x) .. B,(x) =0

n
2

nameros em (9.13.1), ..., (9.13.n) podem se anular, podemos supor que m deles

com coeficientes inteiros cujo grau é n + ( ) + -4+ (Z) = 2" —1. Como alguns dos

sejam diferentes de zero e representemo-los por g, ..., Bm - LOgo, simplificando de
(9.15) os fatores da forma x4, para q >0, caso haja, (e os havera se 2™ — 1 >m),

obtemos que g4, ..., B, S80 raizes de uma equacgao

(9.16) R(x) = cx™+ cpogx™ 14+ + x4+ ¢, =0,
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com coeficientes inteiros, onde ¢ = ¢, € o coeficiente lider de R(x).

A seguir, efetuamos o produto de (9.12) e obtemos
(9.17) k+ efr+..4 efn=0 onde k =2"—-m.

De fato, temos a igualdade

n
(1+eY)=0=>0+e)(1+e*)..(14+e%™)=0
=1

J
=14+ (e +e%2+e%+ - +e%)

+ (ea’1+0»’2 + oo e®1tan 4 pQ2taz 4 ) + - 4 ea1+a2+~~+an) =0
Temos ao todo 2" termos, dos quais m desses expoentes sao diferentes

de zero e o restante (2™ — 1) — m sdo expoentes nulos, isto é, a exponencial deles é

igual a 1. Logo, encontramos a equacéao (9.17) abaixo

n
1_[(1+ea1')=1+ efit ot Pt 1414t 1
j=1

=1l+efr+ ot et (QP—1)-m=k+ efr+.+ efn=0
onde k = 2" —m.

Considere o polinbmio

(9.18) P(x) = (pc_sl)! X’ YR

onde s =mp —1 e p € um numero primo a ser escolhido posteriormente. O grau de

P(x) € r=p—1+mp=s+p. Sejaagora
(9.19) F(x) = P(x) + P'(x) + -+ + PG*P)(x),

Segue-se do Exercicio 1 (Capitulo 7) que
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(9.20) ;—x (e™*F(x)) = —e™*P(x)

Aplicando o Teorema 1 a fung¢do analitica f(z) = e %F(z), nos valores

B;, 0 € C temos
(9.21)
£(8;) = £ (@) = [e™P1F(8;) = F(0)] < 2|;| sup{le™P(28;)]: 0 < 2 < 1)

paraj =1,..,m (j fixo).

De fato, f'(0+ 1.(8; = 0)) = f'(A.5;) = —e™*#i.P(A. ;)

paraj =1,..,m (j fixo). Fazendo
(9-22) & = 2|B;| sup{le® =V P(2B;) | ;0 < 2 <13
obtemos de (9.21) que
(9.23) |F(B;) — eP F(O)| < ¢ .
De fato,
IF(8) — e FO)| = |ePilleF(8,) — F(O)
< [e®[218)| sup{le=#1P(25))]; 0 < 1 < 1)

= 2|B;| sup{le® PP P(2B;)|;0 < A <1} =g

Usando (9.17) e as expressodes (9.23) paraj = 1, ...,m obtemos
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(9.24)

m

IkF(0) + iF(ﬁj)l < Zs]-
=1

J=1

De fato,

KF(0) + Z F(8,)| =
=1

= |kF(0) + Z efi F(0) +Z F(B) - Z ePi F(0) |
j=1 j=1 j=1

= [F(O)[k + efr + -+ ebm] +Z[F(ﬁ]-) —efi F(0)]| =
j=1
= D IFB) —eh PO < ) g

Jj=1 Jj=1

O objetivo a partir deste momento é mostrar que o lado esquerdo de
(9.24) é um numero inteiro ndo nulo, e que o lado direito, para p conveniente, é
menor que 1.

Devemos, pois, calcular varias derivadas de P(x) nos pontos 0,84, ..., Bm -
Para as derivadas de ordem i < p, procedemos como no Exercicio 5 (Capitulo 7). O
polinbmio P(x) definido em (9.18) é da forma

N

Cc
P(x) = E;j:jfﬂ-{chp‘1-+ byx? + -+ b,x"}
onde
r=mp—1+p=s+p>p
Logo, temos
(9.25) P®0)=0,parai<p—1 e PP V(0) = c5.c}.

Por outro lado, segue-se diretamente de (9.18) a relagédo
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(9.26) PO(B)=0i<p,j=1,..,m

uma vez que nas derivadas P®(x), para i < p, a expressédo R(x) é fator comum, e
R(B)=0 paraj=1,..,m.

Para derivadas de ordem i > p, usamos, primeiramente, o Exercicio 4
(Capitulo 7) para concluir que os coeficientes de P®(x) sdo inteiros divisiveis por p.
Como, obviamente, esses coeficientes sédo divisiveis por c® (veja (9.18)), concluimos

que
(9.27) os coeficientes de P®(x) sdo inteiros divisiveis por pcs, sempre que i > p.

Para ver isso, considere Q(x) = c5xP~* + b,xP + .-+ b,x" € Z[x], que é

um polindmio de graur =mp+p —1=s+p > p. Logo, Q(x) satisfaz o Exercicio 4

1
(p-1!

CS

® ;
(p—1)! Q"(x). Mas, para i =

(Capitulo 7) e P(x) = Q(x) . Assim, PO (x) = ¢

1

= QW(x) é um polindbmio com coeficientes inteiros divisiveis por p. Portanto,

b,

P@(x) é um polinémio com coeficientes inteiros divisiveis por pc®.
Logo, de (9.25) e (9.27) obtemos

T
F(0) = Z P®(0) =0+ -+ 0+ PP=Y(0) + Restante(Multiplo de pc®)
i=0

valendo entao
(9.28) F(0) = cscg + pciky, ,

onde k, € um inteiro, cujo valor ndo importa para os nossos propdésitos. Para os

demais F(p;) observamos que
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(9.29)
iF(b’,) - Z > pogy = iP”)(ﬁ,-)
~ =k & &
Agora observe a expressao
(9.30)
i POS)
=

para cada i fixado, com p<i<s+p=r. Por (9.27) o polinémio P® tem
coeficientes inteiros divisiveis por p.c®. Além disso, como P tem grau s+p =r,
segue-se que PO temgrau s +p —i < s, pois p < i. Logo, a expressao (9.30) pode

ser escrita como

(9.31)

ZP(l)(’B]) — pcs Q(ﬁl, ---:,Bm)'
=1

onde Q(By,...,Bm) € um polinbmio nos B;’s de grau menor ou igual a s, com
coeficientes inteiros. E imediato que Q(By, ..., Bn) € um polindmio simétrico no B;’s
com coeficientes inteiros. Logo, pelo Teorema 1 do Capitulo 8, existe um polindbmio
G(oy,...,0,) de grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros e onde oy, ..., 0,
sdo os polinbmios simétricos elementares em By, ..., m, (confira as expressdes
(8.3.1), ..., (8.3.n) do Capitulo 8), tal que

(932) Q(ﬁl' " ,ﬁm) = G(O-l, ey O-m)
Por outro lado, observe que

— -1 — -1 — -1
(9.33) 0, = c ey, 02 = ¢ repeg, ey O = CMcg .
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Logo, de (9.31), (9.32) e (9.33) segue-se que a expressao (9.30) é um

inteiro divisivel por p. Para ver isso, observemos que

m
D PO@)) = pes QBu v ) = PE G011, Om) = DES D gy iy 55 0
j=1

onde ay, x, €EZ €ky+--+k, <s.Dai, temos

m

D POB) =) iy e, () (e )

j=1
=D Gy sy () (g ) = pd,

onde d; €Z, pois ay, g, ¢S kit tknd (¢ )41, (cp)*n  s&o todos numeros
inteiros.

Voltando a (9.29) concluimos que

(9.34)

> P = phy
=

onde k; € um inteiro cujo valor € irrelevante para nossos propositos. A seguir,

usando (9.28) e (9.34) obtemos que o lado esquerdo de (9.24) é um inteiro da forma
(9.35) |kcScyP + pT|
onde T = cky + k.

De fato,

m
IkF(0) + Z F(B,)] = |kesc? + kpcsko + phy| = |keSc? + pT
=1
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onde T = kc’ky + k,. Agora escolhemos o numero primo p de modo que ele seja
maior que k,cec,. Portanto, o inteiro (9.35) ndo € divisivel por p, e,
consequentemente, € um inteiro ndo nulo. Realmente, se p dividisse kc®c,? + pT,
como p divide pT, entdo p dividiria kc®cy?, implicando que p divide k ou p divide c ou
p divide c¢,. Porém, a escolha de p torna isso impossivel.

Para concluir a demonstracdo, necessitamos fazer a estimativa do termo
no lado direito de (9.24). Seja

M = maX{|ﬁ1|; Ly |,8m|}
Logo,

(9.36)

N

(p—1)!

g <2MeM sup{ |AB;/P"*R(AB;)IP; 0 < 1 < 1}

onde usamos que 0 < 1 < 1. Seja, a seguir,

N = max{|R(2)|;|z|] < M}
Obs: |R(z)|é limitado,se |z| <M

a qual usada em (9.36) fornece

(9.37)

< 2MeM el

< MP-1ND
g (p—-1)!

Como o fatorial domina qualquer exponencial, isto é,

ATL
lim—=0
n-oo n!

para qualquer A > 0, segue-se que, para p suficientemente grande,

1
podemos fazer & < —— . Logo,
m+1
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(9.38)

m
<L _m
E.
Z I T m+1
j=1

A expressao (9.38) juntamente com o fato que o lado esquerdo de (9.24)
€ inteiro nao nulo resulta em um absurdo. Logo,  é transcendente.m

A demonstracdo de que m é transcendente e alguns fatos sobre a
construcdo de segmentos com régua e compasso, 0s quais citaremos abaixo, dara
solucdo ao problema da quadratura do circulo. As demonstracées das afirmacoes
feitas nas linhas posteriores podem ser vistas no de L. H. Jacy Monteiro, “A Teoria de
Galois”.

Dado um segmento unitario, podemos construir a partir dele, usando
apenas régua e compasso, segmentos de comprimento igual a qualquer nimero
racional. Além disso, podemos construir va, onde a é qualquer inteiro positivo.
Assim, segmentos cujo comprimento seja p + gva onde p,q € Qe a € N, podem
ser construidos. Os numeros da forma p+qJa onde p,geQ e a€Nsdo
conhecidos como “surdos”. Finalmente, pode-se provar que os Unicos segmentos

passiveis de serem construidos com régua e compasso sao aqueles cujo

comprimento seja um ndmero surdo, ou um ndmero da forma  p+qvb onde
p,q € Q e b € um numero surdo, ou finitas combinagdes sucessivas dessa forma.
Assim, todos os segmentos passiveis de serem construidos com régua e compasso
tém comprimento igual a um numero algébrico. Em verdade, nem todo numero
algébrico pode ser o comprimento de um determinado segmento.

Agora, voltando ao problema da quadratura do circulo, se fosse possivel
construir com régua e compasso o lado do quadrado cuja area € igual a area do
circulo unitario de raio 1, entdo, tal quadrado teria area igual a m. Logo, o lado do
quadrado seria um segmento de comprimento +/m. Ou seja, v/m seria um segmento

passivel de ser construido com régua e compasso. Desta forma, +/m seria um

. - 2 ] : .
nimero algébrico. Portanto, como = = (V)" obteriamos que m seria um numero

algébrico. Absurdo, pois m € transcendente.
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10 O 72 PROBLEMA DE HILBERT

O Segundo Congresso Internacional de Matematica, realizado em Paris
no ano de 1900, ficou célebre na histéria da Matematica, porque foi nele que David
Hilbert pronunciou uma conferéncia, na qual apresentou uma lista de 23 problemas
que, a seu ver, ocupariam os matematicos das geracdes seguintes. Nao é exagero
dizer que, de fato, o desenvolvimento da Matematica no século XX foi moldado pelo
programa delineado por Hilbert naquela reuniao.

Hilbert foi produto de uma época de grande brilhantismo da Matematica
alema. Dotado de uma inteligéncia fina e enorme capacidade de trabalho, fez
contribuicdes marcantes nas areas de Algebra, Geometria, Andlise e Fundamentos
da Matematica. Portanto, quando expbés em Paris seus 23 problemas, nas mais
diversas areas, ele o fazia com a autoridade respeitada e incontestada de um dos
mais capazes matematicos da época.

Apbs enaltecer o esforco e dedicacdo necessarios a pesquisa em
Matematica, Hilbert enunciou apenas 10 dos 23 problemas. A relacdo de todos eles
estavam no manuscrito que ele preparara com antecedéncia.

O 7° problema, o quarto apresentado oralmente, consistia em estabelecer

se certos numeros eram transcendentes. Assim, por exemplo, ndo se sabia na

época se 2V2 era transcendente ou algébrico. A inclusdo desse problema na lista dos
23 revela bem a importancia que Hilbert a ele atribuia. Ele sentia que o ataque a
esse problema pelos matematicos do século XX contribuiria para um

desenvolvimento salutar da Matematica.
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Em 1929, Gelfond provou que numeros como 2V-2 =212 g3p
transcendentes. Em seguida, Siegel provou que 2¥2 é transcendente. Mais alguns
anos e Gelfond (1934) e Schneider (1935), independentemente, provaram um
teorema que decide a transcendéncia dos nimeros mencionados acima e muitos

outros. A seguir, enunciamos esse resultado, cuja demonstragdao nao é simples.

Teorema 1) (Gelfond-Schneider) Sejam a e [ numeros algébricos
(reais ou complexos). Se a#0, a+1 e B nao for um namero racional (real),

entdo af é transcendente.

O Teorema de Gelfond-Schneider encerrou a questao sobre a natureza
aritmética da potenciacdo de dois algébricos, visto que se a € {0,1} ou se B € Q,
entdo af é algébrico. No entanto, ndo é conhecido um resultado similar para o caso
af, onde a e B sdo transcendentes. Em vista do Teorema de Gelfond-Schneider,
somos levados a crer que o resultado dessa potenciacdo deveria ser um
transcendente, porém e e log2 sdo transcendentes, mas e!°82(=2) é algébrico.
Agora o caso a = 8, parece ser mais intrigante: o nimero a* pode ser algébrico,
para algum a transcendente? Uma resposta negativa para essa questao implicaria,
de imediato, a transcendéncia de e® e n™. No entanto, a resposta &€ “Sim” e é

decorrente do Teorema 2 que citaremos mais a frente.

Exemplo 1) Os nimeros 2VZ, 2i, i, V2, (v2)' e 2V-Z=2iV2

satisfazem as hipdteses do Teorema 1 e, portanto, sdo transcendentes.
Corolario 1) O numero e™ é transcendente.

Demonstracdo: Como e™ = Cos(m) +i.Sen(w) = —1 (relagdo de

Euler), entdo (e’”')_i = (—=1)"% Logo e™ = (e”")_i = (=1)"! é transcendente, pelo

Teorema de Gelfond-Schneider.

O numero e™ é chamado de constante de Gelfond. Quanto aos

numeros m¢, e®e w™ ainda ndo é sabido se sdo transcendentes.
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Teorema 2) O conjunto dos numeros algébricos da forma tf, com ¢t

-1
transcendente, é denso no intervalo [e? +oo[.

Aproveitamos a ocasiao para lembrar que, mesmo depois de mais de
120 anos da prova da transcendéncia de e e m, até hoje a natureza aritmética (isto &,
se € racional, irracional, algébrico ou transcendente) de em e e + m permanece
desconhecida. No entanto, pelo menos um desses niumeros (provavelmente ambos)
é transcendente, pois e e m sdo raizes do polindmio x2—(e+m)x+emr e Q é
algebricamente fechado. Realmente, se er e e +m fossem algébricos, entdo as
raizes do polindmio x? — (e + m)x + emr (no caso, e e m) também seriam nimeros
algébricos. Na verdade, de maneira mais geral, através de um raciocinio analogo,
temos o seguinte resultado: se @ e B sdo numeros transcendentes, entdo, pelo

menos um dos numeros a + B ou af também é transcendente.
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11 CONCLUSAO

O estudo dos numeros irracionais e transcendentes mostra a existéncia
de uma area da Matematica ainda com muitas questées em aberto, sendo algumas
delas bem antigas. Apesar de serem investigados ha um bom tempo, os problemas
dessa natureza vém desafiando matematicos por geracdes. A natureza de numeros
como em,e + m,e€ e ©™ continua ainda sem resposta no que diz respeito a ser um
numero algébrico ou transcendente.

No decorrer dessa monografia, temos consciéncia da grande quantidade
de célculos envolvidos nas demonstracées dos principais resultados. Muitas vezes,
lemos e relemos, parece nao ter fim, sé nos resta perseverar. Porém, para aqueles
que vivenciam a Matematica no seu dia a dia, em suas pesquisas ou na sala de
aula, sabem da satisfacdo em galgar degrau a degrau para ao final sentir o sabor de
sua realizacéo.

Neste trabalho, usamos algumas propriedades aritméticas e com muita
frequéncia ferramentas do célculo diferencial e integral. Provavelmente, muitos
problemas em aberto necessitem de técnicas mais elaboradas como Teoria de
Galois e Teoria das Fungbes de Variaveis Complexas. Talvez, novos ramos da
Matematica devam surgir para que possamos ver as solugdes de tais questdes; ou
velhos ramos devam se reinventar. Seja como for, provavelmente, técnicas mais

elaboradas fardo parte, cada vez mais, da resolugédo desses problemas.
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