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“Deus criou os nimeros naturais. O resto € obra

dos homens.”

Leopold Kronecker



RESUMO

A Teoria dos Numeros e a Andlise Combinatéria sdo duas areas importantes da Matematica que
possuem alguns de seus conceitos abordados no ensino fundamental e médio, onde sdo cobrados
em avaliacOes externas como, por exemplo, o Exame Nacional do Ensino Médio e a Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas. A Teoria dos Numeros, de modo simples, trata
dos nimeros inteiros e suas propriedades e a Combinatdria, por sua vez, trata da existéncia de
certos eventos e, se possivel, determina quantos deles existem. O presente trabalho apresenta a
aplicacdo de conceitos combinatdrios na obtencdo de varios resultados em teoria dos numeros.
Apresentam-se Principios Combinatdrios, como os principios bijetivo, aditivo, fundamental da
contagem, da inclusdo-exclusao e da casa dos pombos. Por fim, dar-se provas combinatdrias do
pequeno teorema de Fermat e do teorema de Wilson. Deste modo, pretende-se despertar o aluno

para a importancia desses assuntos, facilitando assim o processo de ensino-aprendizagem.

Palavras-chave: Combinatéria. Teoria dos Numeros. Aplicagdes.



ABSTRACT

The Number theory and Combinatorics are two important branches of mathematics that have
some of their basic concepts addressed in elementary and high school. In Brazil, these areas of
mathematics are the subject covered in several assessment exams, such as the Brazilian
Mathematical Olympiad of Public Education, and the Brazilian National High School Exam.
The Number theory studies the integers and their properties, while Combinatorics studies the
occurrence of certain events and determines how many of them exist, when possible. This work
applies combinatorial concepts in the derivation of several results from the Number theory. In
this study presented several combinatorial principles, such as the bijection principle, the
addition principle, the multiplication principle, the inclusion—exclusion principle, and the
pigeonhole principle. At least, they are presented proofs of the Fermat’s little theorem and the
Wilson’s theorem using combinatorial principles. This work seeks to arouse students’ interest
to the importance of these subjects, thus facilitating and paving the way to teaching-learning

process.

Keywords: Combinatorics. Number Theory. Applications.
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1 INTRODUCAO

O ensino de Matemaética pode tornar-se dificil as vezes, pois a maioria dos alunos
demonstra certo desinteresse pela disciplina. De tal modo, uma proposta interessante para atrair
a atencdo dos estudantes € apresentar conexoes e aplicacdes existentes entre temas distintos da
Matemadtica como a Andlise Combinatéria e a Teoria dos Numeros que sempre sdo cobrados no

Enem (Exame Nacional do Ensino Médio) e também em olimpiadas de Matematica.

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns resultados da teoria dos ndmeros
justificados por conceitos, ideias e métodos combinatdrios, fortalecendo os aspectos tedricos e
colocando a combinatdria em prética através de exemplos ligados a teoria dos nlimeros que vao

desde assuntos basicos aos mais sofisticados.

Inicialmente, apresentamos os principios de inducao e o principio da boa ordenacao,
que constituem ferramentas imprescindiveis na obten¢do de varios resultados combinatdrios e
aritméticos. Em seguida, abordamos defini¢des, propriedades e resultados sobre o conjunto dos
numeros inteiros (divisibilidade, méximo divisor comum e nimeros primos) com destaque para

o Algoritmo da Divisdo e o Teorema Fundamental da Aritmética.

Por fim, abordamos alguns principios e conceitos combinatorios como 0s principios
bijetivo, aditivo e fundamental da contagem com evidéncia para a férmula que calcula o nimero
de divisores positivos de um niimero inteiro, os nimeros binomiais e o bindmio de Newton com
destaque para a prova do pequeno teorema de Fermat, o principio da inclusao-exclusao utilizado
para calcular o niimero de inteiros positivos menores ou iguais e relativamente primos com um
inteiro positivo, o principio da casa dos pombos empregado na solugdo de alguns problemas de
existéncia e finalmente damos provas combinatdrias para o pequeno teorema de Fermat baseada
na contagem de certas pulseiras construidas usando-se p pérolas de n cores diferentes e também
para o teorema de Wilson, baseada na contagem do niimero de diferentes poligonos estrelados

que podemos construir com p pontos distribuidos em um circulo.
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2 INDUCAO FINITA

O principio de indugao finita € um método eficiente para demonstrar fatos referentes
a nimeros naturais, sendo utilizado na obten¢do de muitos resultados importantes. Seguiremos

Muniz Neto [1] no desenvolvimento das se¢des 2.1 e 2.2.
2.1 Primeiro Principio de Inducéo Finita

Seja A um subconjunto dos ndmeros naturais N = {1,2,3, ...}, tal que 1 € A e para
todo k € A, temos que k + 1 € A. Entdo, 1 € A assegura que 2 € A. Logo, 2 € A implica que
3 € A e assim por diante. Logo, podemos concluir que A contém todos os nimeros naturais e,
portanto, A = N. Essa ideia estd formalizada no seguinte axioma.

Axioma 2.1.1 (Primeiro Principio de Inducao Finita) Seja A um subconjunto de N tal que:

(i) 1 €A4;
(ii) Sek € A,entio k + 1 € A.

Entdo A = N.

Seja P(n) uma propriedade do natural n, cuja a veracidade desejamos mostrar para
todon € N. A aplicacio do axioma 2.1.1 como ferramenta de demonstracao consiste em definir
o subconjunto A como A = {k € N | P(k) é verdeira} e observando que

A =N & P(n) é verdadeira para todo n € N,

vemos que, para demonstrar que P(n) é verdadeira para todo n € N, basta mostrar que A = N,

ou seja, pelo primeiro principio de indugao, que

(i) 1€ 4;
(iDkeAdA=k+1€A.

E pela definicdo de A, mostrar os dois itens acima equivale mostrar que
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(i) P(1) é verdadeira;
(ii) P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

Essas ideias nos permitem estabelecer a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.1 Dada uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n) verdadeira para todo

n € N se e s6 se as duas condi¢des a seguir forem satisfeitas:

(i) P(1) é verdadeira;
(ii) P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

Exemplo 2.1.1 Prove que, para todo n € N, temos

Prova. Para provarmos, por inducio, a validade da propriedade

n—1
P(n): Zzi =2"-1
i=0

temos de verificar que

(i) P(1) é verdadeira;
(ii) P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

A verificagio de (i) é imediata, pois

[N
|
=

0
Z =1=2'-1.

i=0

...
I
o

Para provarmos (ii), supomos que P(k) é verdadeira, isto é, que
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142422+ +2k1=2k_1

e queremos deduzir que P(k + 1) também € verdadeira, isto é, que

14242% 4+ 42k 4 2k = 2k+1 1

Mas desde que estamos supondo a validade de P(k), segue que

1424224+ 2k1 42k =2k _ 142k

=2.2k—1

— 2k+1 —1.

Portanto, por indu¢éo, P(n) é verdadeira para todon € N.

2.1.1 Forma geral do primeiro principio de inducdo finita

Uma forma mais geral do primeiro principio de indugdo € o seguinte axioma.

Axioma 2.1.2 Sejaa € N e A um subconjunto de {a,a + 1,a + 2, ... } tal que:

(i) a € A.
(ii)Sek € A entaio k + 1 € A.

Entio A ={a,a+ 1,a+2,...}.

Dada uma propriedade P(n) do natural n, cuja veracidade desejamos provar para
todo natural n = a, analogamente ao axioma 2.1.1, a aplicacdo do axioma 2.1.2 como método
de demonstrag@o consiste em definirmos o subconjunto A como A = {k € N | P(k) é verdeira}

e observar que
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A={a,a+1,a+2,..} © P(n) é verdadeira para todo n = a natural.

Assim, podemos estabelecer uma forma mais geral para a proposi¢do 2.1.1 como a seguir.

Proposic¢ao 2.1.2 Dados a € N e uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n) verdadeira

para todo natural n > a se e s6 se as duas condicdes a seguir forem satisfeitas:

(i) P(a) é verdadeira;
(ii) P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

Exemplo 2.1.2 (OBM) Para cada nimero inteiro n > 2, mostre que existem n naturais dois a

dois distintos, tais que a soma de seus inversos € igual a 1.

Prova. Facamos inducio sobre n > 3. Para verificar o caso inicial, basta notar que

N| =
_|_
Wl =
+
[
Il
—_

Agora, suponhamos, por hipétese de inducdo, que para certo k > 3 natural existam

naturais x; < x, < -+ < X, tais que

1 1 1
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por 2 e somando %2 a ambos os membros
da igualdade resultante, obtemos entao

1 1 1 1
2 2xy 2x, 2Xy

Agora, como 2 < 2x; < 2x, < -+ < 2Xx3, obtivemos k + 1 naturais dois a dois distintos com

soma dos inversos igual a 1, completando assim nossa prova por indugdo.
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2.2 Segundo Principio de Inducao Finita

Existe outra forma importante de induc¢@o, o segundo principio de indu¢io também

chamado de principio de indug¢do forte ou principio de inducao completa.

Este método consiste em considerar um subconjunto A de N tal que 1 € A e para
k € N, suponhamos que se {1, ..., k} é um subconjunto de A, entio k + 1 € A. Como, 1 € A
temos que {1} c A e, portanto 2 € A. Sendo assim, {1,2} € A e entdo, 3 € A e assim por diante.
Podemos concluir entdo que A contém todos os nimeros naturais e, portanto, A = N. Essa ideia

estd formalizada no seguinte axioma.

Axioma 2.2.1 (Segundo Principio de Inducio Finita). Seja A um subconjunto de N tal que:

(i) 1€ A.
(ii) Se {1, ...,k} c A, entdo k + 1 € A.

Entdo A = N.

Dada uma propriedade P(n) do natural n, cuja veracidade desejamos provar para
todon € N. A aplicacdo do axioma 2.2.1 como ferramenta de demonstrac¢do consiste em definir
o conjunto A como A = {k € N | P(k) é verdeira} e observando que

A =N & P(n) é verdadeira para todo n € N,

vemos que, para demonstrarmos que P(n) é verdadeira para todo n € N, basta mostrarmos que

A = N, ou seja, pelo segundo principio de inducio, que

(i) 1€ 4;
() {1, .. kK}CA=k+1€EA

E pela definicdo de A, mostrar os dois itens acima equivale a mostrar que

(i) P(1) é verdadeira;
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(ii) P(1), ..., P(k) verdadeiras = P(k + 1) verdadeira.
Podemos entdo estabelecer a seguinte proposi¢ao.

Proposic¢ao 2.2.1 Dada uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n) verdadeira para todo

n € N se e s6 se as duas condi¢des a seguir forem satisfeitas:

(i) P(1) é verdadeira;
(ii) P(1), ..., P(k) verdadeiras = P(k + 1) verdadeira.

Exemplo 2.2.1 Considere a sequénciaa, = 1,a, = 3ea, = a,_q1 + a,_,, paran = 3. Prove

7 n
que a, < (Z) ,paratodon = 1.

n
Prova. Considere a propriedade P(n): a,, < G) . Note que P(1) e P(2) sdo verdadeiras, pois

1 2
a1=1<z=(z) ea2=3<£=(z)
4 4 16 4

Agora, suponhamos P(n) vélida para todon = 1,2, ..., k. com k > 2. Desse modo, segue que

e 7
“k+1:“k+“k-1<(z> +(z)

-0 G
- &)

k-1

<G G

2
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Logo, P(k + 1) é verdadeira. Portanto, pela proposi¢do 2.2.1, temos P (n) verdadeira para todo
n € N.

2.2.1 Forma geral do segundo principio de indugdo finita
Uma forma mais geral do segundo principio de inducdo € o seguinte axioma.
Axioma 2.2.2. Seja a € N e A um subconjunto de {a,a + 1,a + 2, ...} tal que:

(i) a € A.
(ii)Se{a,a+1,a+2,..,k} c A entdio k + 1 € A.

Entio A ={a,a+ 1,a+2,...}.

Dada uma propriedade P(n) do natural n, cuja veracidade desejamos provar para
todo natural n = a. Analogamente ao axioma 2.2.1, a aplicacdo do axioma 2.2.2 como método
de demonstracéo consiste em definir o subconjunto A como A = {k € N| P(k) é verdeira} e
observar que

A={a,a+1,a+2,..} © P(n) é verdadeira para todo n > a natural.

Assim, podemos estabelecer uma forma mais geral para a proposi¢ao 2.2.1 como a seguir.

Proposicao 2.2.2 Dados a € N e uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n) verdadeira

para todo natural n = a se e s6 se as duas condic¢des a seguir forem satisfeitas:

(i) P(a) é verdadeira;
(ii) P(a),P(a + 1), ..., P(k) verdadeiras = P(k + 1) verdadeira.

Exemplo 2.2.2 Considere a sequénciaa, = 2,a, =3ea, = a,_q1 + a,_,, paran = 3. Prove

n
que a, < (%) , paratodon > 4.
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n
Prova. Considere a propriedade P(n) : a, < (%) , paratodo n = 4. Observe que P(4) e P(5)

sao verdadeiras, pois

1419857 (17)5

4
= —) eas =13 <
10000 100000 10

83521 17
a, =8< = (
10

Agora, suponhamos P(n) vélida para todo n = 4, ..., k. com k = 5. Desse Modo, segue que

k-1

17\ /17
A1 = A + a1 < (1—()) + (1_O>

() Ga+)
() (&)
<M @

-(w)

Logo, P(k + 1) é verdadeira. Portanto, pela proposicédo 2.2.2, temos P(n) verdadeira para todo

n=4.

2.3 Principio da Boa Ordenacao

O Principio da Boa Ordenagdo (PBO) é um recurso muito util na prova de resultados
em matematica. Um fato interessante é que o PBO, o primeiro principio de inducdo e o segundo
principio de inducao finita sdo equivalentes. A seguir, provaremos o PBO partindo do primeiro
principio de inducio, o segundo principio de inducdo a partir do PBO e o primeiro principio de

inducdo a partir do segundo principio de inducao, seguindo Lima [2].
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Teorema 2.3.1 (PBQO) Todo subconjunto ndo vazio de N possui um menor elemento.

Prova. Sejam A um subconjunto de N que ndo possui um menor elemento e X o conjunto

X={neN|[,bnA=0},

ondel, ={p € N|1<p <n},ouseja, I, ={1,..,n}

Note que 1 € X, pois do contrario I; N A # @, isto é, {1} N A # @, entdo 1 € A e,
portanto, A teria um menor elemento, o que € uma contradicao ja que A € um subconjunto de N

que nao possui um menor elemento.

Agora,se k € X,entdo [ N A =0, istoé,1,..,.k € A.Sek+1€ A, entdao k + 1
seria o menor elemento de A, novamente uma contradi¢cdo, deste modo k + 1 € A. Sendo assim,
1., kkk+1¢A,istoé, I,,; NA=0,logok + 1€ X eentdo, pelo axioma 2.1.1, temos que
X = N. Consequentemente A = @. Portanto, todo subconjunto nio vazio de N possui um menor

elemento.

Teorema 2.3.2 PBO = Segundo Principio de Inducdo Finita.

Prova. Seja A um subconjunto de N tal que:

(i) 1 €A.
(ii) Se {1, ...,k} c A, entdo k + 1 € A.

Se A # N, entdo o conjunto X = N — A é um subconjunto ndo vazio de N. Dat, pelo
PBO, X possui um menor elemento, digamos x. Assim, todos os nimeros naturais menores do
que x pertencem a A. Logo, por (i), tem-se x € A, o que é uma contradi¢do. Portanto A = N.

Teorema 2.3.3 Segundo Principio de Inducdo Finita = Primeiro Principio de Indug¢do Finita.
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Prova. Seja A um subconjunto de N tal que:

(i) 1€ A4;
(ii) Se k € A, entio k + 1 € A.

Suponhamos que {1, ..., k} € A, entdo k € A. Logo, por (ii), segue que k + 1 € A.

Portanto, pelo segundo principio de inducgdo finita, A = N.

3 FUNDAMENTOS DE TEORIA DOS NUMEROS.

Abordaremos nesse capitulo algumas defini¢des e resultados sobre o conjunto dos
nimeros inteiros Z = {..., —3,—2,—1,0, 1, 2, 3, ... }, onde o subconjunto {1, 2, 3, ... } ¢ chamado

conjunto dos inteiros positivos e {0, 1, 2, 3, ... } é dito conjunto dos inteiros néo negativos.

3.1 Divisibilidade

A nocao de divisibilidade é fundamental em teoria dos nimeros, pois € o objeto de

varios resultados importantes. Iniciamos com as defini¢des abaixo que seguem Muniz Neto [3].

Definicao 3.1.1 Dados a, b € Z, a # 0, dizemos que a divide b, e escrevemos a|b, se existir

¢ € Z tal que b = ac. Caso a ndo divida b, escrevemos a t b.

Definicao 3.1.2 Seja a um inteiro ndo nulo. Se a divide b, dizemos que a € um divisor de b,
que b é divisivel por a ou ainda que b ¢ um muiltiplo de a. Se a divide b e a > 0, entdo a é

um divisor positivo de b.

Proposicao 3.1.1 Sejam a, b e c, inteiros positivos e x, y inteiros quaisquer.

(i) Sealb,entio a < b.
(ii) Sealb e bla, entdo a = b.
(iii) Se a|b e a|c, entdo a|(bx + cy).

(iv) Se a|b e b|c, entdo a|c.
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Prova.

(i) Se a]b, entdao b = am, comm € Z. Como a, b > 0, segue que m > 0. Logo m > 1. Entdo,

am = a e como am = b, segue que a < b.

(ii) Se a|b e b|a, temos, pela proposi¢do 3.1.1 (i), que a < b e b < a. Portanto, a = b.

(iii) Se a|b e a|c, entdo existem m,n € Z tais que b = am e ¢ = an, entdo

bx + cy = (am)x + (an)y = a(mx) + a(ny) = a(mx + ny),

Como (mx + ny) € Z, temos que a|(bx + cy).

(iv) Se a|b e b|c, entdo existem m,n € Z tais que b = ma e ¢ = nb, logo ¢ = n(ma), entdo

¢ = (nm)a e, portanto a|c.

Proposicao 3.1.2 Sejam a, by, ..., b, nimeros inteiros e positivos, tais que a | by, ..., b, entdo

a | (byxq + -+ + byx,) para todos x, ..., X, € Z.

Prova. Se n = 1, o resultado segue da proposicéo 3.1.1 (iii), parab = b;, x = x; ey = 0. Se

n = 2, o resultado segue da proposicdo 3.1.1 (iii), parab = by, c = by, x = x; ey = X5.

Agora, suponhamos o resultado valido paran = k.Se a | by, ..., by, by 41, temos que
a | by, ..., b. Assim, por hipétese de inducéo, a | (b;x; + -+ + by x;) para todos x4, ..., Xy € Z.
Como a | by, temos, pela proposicao 3.1.1 (iii), que

al[l-(bixy + -+ brxy) + bpy1Xp+1] = a | (bixg + -+ + +bpxy + bry1Xk+1)

para todos Xy, ..., Xx, Xx+1 € Z. Logo, o resultado vale paran = k + 1. Assim, pela proposi¢ao

2.1.2, temos que a | (b;x; + -+ + by x,) para todos Xy, ..., X, € Z.
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Exemplo 3.1.1 Se a e b sao inteiros positivos, tais que

+1EZ
b )
proveque a = b = 1 ou 2.
Prova. Seja k € Z tal que
+1—k
a b
Logo,
1 a+b
E+E=k=> > =k=a+b=abk=b=abk—a= b =a(bk—1)= a|b.

Analogamente, b|a. Portanto, pela proposic¢do 3.1.1 (ii), segue que a = b. Assim sendo, temos

2
—+—=k=>-=k=ka=2=al2=a=1oua=2.
a a a

3.2 Algoritmo da Divisao

Sejama,b € Z,b # 0. Se b|a, entdo a = bq, q € Z.Porém, se b t a, qual a relacio

entre a e b? A proposicao a seguir, conhecida como algoritmo da divisao, respondera isso.

Proposicao 3.2.1 (Algoritmo da Divisao) Dados a, b € Z, com b > 0, existem Unicos q,r € Z

taisquea = bq +r,com0 <r <b.

Prova. Seja g o maior nimero inteiro tal que bq < a. Entdo bq < a < b(q + 1), de modo que

0<a—bg<b,eassim,r=a—bgétalquea=bgq+r,com0<r <b.

Agora, supondoa = bq +r =bq' +r',ondeq,q',r, v €Ze0 < r,r' < b, temos

que r —r' = b(q' — q). Supondo, sem perda de generalidade, r = ', temos 0 < r —r' <be
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assim, 0 < b(q' —q) <becomob > 0,tem-se, 0 < (q' —q) < 1,entdo q' — q = 0, ou seja,
q =q'.Dessemodo,r —r'=b(q' —q) =b-0=0e, portanto r = r'.

Definicao 3.3.1 Os inteiros q e 7, obtidos na proposi¢do 3.2.1, sdo chamados, respectivamente,

de quociente e de resto da divisao de a por b.

Proposicao 3.2.2 Sejam a, b e n inteiros, com n > 0. Se a e b possuem restos iguais na divisao

por n, entdo n|(a — b).

Prova. Se a e b possuem restos iguais na divisdo por n, entdo, pela proposicao 3.2.1, segue que
a=nq+reb=nq +r,comq,q €Z.Logoa—b =n(q—q’),ouseja, n|(a— b) ja que
(g—q') €L

3.3 Maximo Divisor Comum

Definicao 3.3.2 O maximo divisor comum de dois nimeros inteiros e positivos a e b, denotado

por mdc(a, b), é o maior inteiro que divide a e b.

Definicao 3.3.3 Dois inteiros positivos a e b sdo ditos primos entre si, ou relativamente primos,

se mdc(a,b) = 1.

Proposicio 3.3.1 Para todo inteiro positivo n, temos que mdc(n,n + 1) = 1.

Prova. Seja d = mdc(n,n + 1), logo, pela defini¢do 3.3.2, temos que d = 1,d|ned|(n + 1).

Assim, pela proposicao 3.1.1 (iii), temos que d|(n + 1 — n), ou seja, d|1. Dai, pela proposi¢do

3.1.1 (i), segue que d < 1 e, portanto d = 1.

Teorema 3.3.1 Sejam a e b niimeros inteiros e positivos, entdo existem inteiros x e y tais que

mdc(a,b) = ax + by.
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Prova. Seja S = {am + bn | am + bn > 0; m,n € Z }, um subconjunto nédo vazio de N, jd que
a-1+b-0=a €S.Deste modo, pelo PBO, S possui um menor elemento ¢ = ax + by e pelo
algoritmo da divisdo, existem inteiros q e r tais que a = qc + r, com 0 < r < c. Entdo

r=a—qc=a—q(ax+by) =a(l—qgx)+ b(—qy).

Ser > 0,entdor € S, pois 1 — gx, —qy € Z, o que é uma contradi¢do, pois r < c e ¢ € 0o menor

elemento de S. Portanto, 7 = 0 e assim, a = qc, ou seja c|a. De maneira andloga, c|b.

Agora, seja d = mdc(a,b), entdo d|a e d|b, dai,a = hd e b = kd, com h, k € Z.
Logo

¢ =ax + by = hdx + kdy = d(hx + ky) = d|c.

Dai, pela proposi¢io 3.1.1 (i), d < ¢ e como c|a, c|b e d é o maior inteiro que divide a e b, s6

nos resta d = c, isto é, mdc(a, b) = ax + by.

Proposicao 3.3.2 Sejam a, b e c inteiros positivos. Se a|bc e mdc (a,b) = 1, entdo a|c.

Prova. Como mdc(a, b) = 1, pelo teorema 3.3.1, existem inteiros x e y tais que ax + by = 1,

logo acx + bcy = c. Como a|a e a|bc, temos, pela proposigao 3.1.1 (iii), que a|(acx + bcy),

ou seja, alc.

3.4 Numeros Primos

Definicao 3.4.1 Um inteiro p > 1 € chamado de nimero primo, ou simplesmente primo, se seus

Unicos divisores positivos sdo 1 e p, um inteiro n > 1 que ndo € primo é denominado composto.

Proposicao 3.4.1 Sejam p e q primos e a e b inteiros positivos quaisquer.

(i) Seplq,entiop =q.
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(ii) Sep t a, entio mdc(p,a) = 1.
(iii) Se p|ab, entdo p|a ou p|b.

Prova.

(i) Sep|q,entdop = 1 oup = q, pois q é primo. Sendo p primo, temos p > 1. Logo, p = q.

(ii) Sendo p primo, seus unicos divisores positivos sdo 1 e p. De tal modo, mdc(p,a) = 1 ou

mdc(p,a) = p. Como p t a, ndo podemos ter mdc(p, a) = p, portanto mdc(p,a) = 1.

(iii) Por hipdétese, p € primo. Se p + a, pela proposi¢io 3.4.1 (ii), temos que mdc(p,a) = 1e
como p|ab, pela proposicao 3.3.2, segue que p|b.

Proposicao 3.4.2 Sejam p, py, ..., p, NUmMeros primos € ay, ..., @, inteiros positivos quaisquer,

para todo inteiro n = 2.

(i) Sepla, - ay, entdo p|a; para algum i = 1,2, -+, n.

(ii) Se p|p;1 *** pn, entdo p = p; paraalgum i = 1,2, -+, n.

Prova.

(i) Facamos indugdo sobre n = 2, sendo o caso n = 2 verdadeiro pela proposicao 3.4.1(iii).

Agora, suponhamos o resultado vélido para n = k. Se p|a, -** axay+1, segue que
pl(ay -+ ag)ag41. Como p é primo, pela proposicio 3.4.1(iii), temos que p|a; *** ay ou p|ay4q.
Pela hipétese de indugdo, se p|a, -~ ai, entdo p|a; para algum i = 1,2, -+, k. Caso contririo
plaks,. Dai, temos que p|a; para algum i = 1,2, -+, k, k + 1. Portanto, pela proposicao 2.1.2,

segue o resultado.

(ii) Se p é primo € p|p; - Py, entdo, pela proposicao 3.4.2 (i), p|p; para algum i = 1,2, ,n.

Como p; € primo, pela proposi¢do 3.4.1(i), temos que p = p; para algum i = 1,2, -+, n.
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Proposicao 3.4.3 Se um inteiro n > 1 é composto, entdo existem a, b € Z tais que n = ab, com

1<ab<n.

Prova. Se n é composto, entdo existe um inteiro positivo a, diferente de 1 e n, tal que a|n. Pela
proposi¢do 3.1.1 (i), temos que 1 < a < n. Mas, se a|n, entdo existe um inteiro positivo b tal
quen = ab.Seb =1oub =n,entdoa = noua = 1, que contradiz 1 < a < n. Assim, segue

quel <b<n.

Teorema 3.4.1 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero inteiro n > 1 se escreve

de modo tnico como um produto

n=p;-p,

onde r > 1 é um inteiro e p; < +-+ < p,- S0 primos.

Prova. Facamos indu¢do completa sobre n > 2, sendo o caso n = 2 vdlido, pois parar = 1 e

p1 = 2 temos uma e Unica escrita.

Agora, suponhamos o resultado valido para todo inteiro menor do que n e provemos
que vale para n. Se n € primo, entdo r = 1 e p; = n garantem a escrita ¢ de modo Unico. Se n
€ composto, pela proposicao 3.4.3, temos n = ab,com a,b € Ze 1 < a,b < n. Pela hipédtese

de indugdo, podemos escrever

a=pipeeb=qq,

onde 1 <k, l€Z p <---<pgeqs<--<q sdo primos. Portanto, n = p; - prq,---q; €

ordenando esses r = k + [ primos em ordem crescente, obtemos a escrita.

Suponhamos agora, quen =p; *p, =q1 " qs,com1 <7r,s€Z,p; < - <p,e
q1 < -+ < g, primos. Logo, p1|q; *** g5 € pela proposi¢io 3.4.2 (ii), tem-se p; = q; para algum
i=12,--,s5.Comoqq < - < qs, temos p; = q,. Analogamente temos q; = p;, de modo que
p1 = q1. Entdo, p, - p, = q5 - 5. Como p, -+ p,- < n, por hipdtese de indugdo, temos r = s

ep; = q; paratodo i = 2,---,s.
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Agrupando em poténcias os nimeros primos repetidos que figuram na escrita tnica,

apresentada no teorema fundamental da aritmética, temos

— %1 (4473
n_pl ...pk

onde k, ay, ..., @) = 1sdointeiros e p; < -+ < py sdo primos. Essa representacio de um inteiro
n > 1 como um produto de poténcias de primos distintos € dita sua fatoracao ou decomposicao

candnica em fatores primos.

Proposicao 3.4.4 Sejam p, e p, primos distintos e a1, @, = 1 inteiros quaisquer. Entao
mdc(pfl,pgz) =1.

Prova. Sejad = mdc(pf 1 pg 2). Se d > 1, pelo teorema fundamental da aritmética, existe um
primo q tal que g|d. Como d|p;* e d|p,? temos, pela proposigdo 3.1.1 (iv), que q|p;* € q|p,>
e entdo, pela proposi¢io 3.4.2 (ii), temos q = p, € ¢ = p,, de modo que p; = p,, 0 que é uma
contradi¢@o, pois por hipétese, temos p; # p,. Logo, d = 1 e, portanto mdc(p;r L p;‘ 2) = 1.

Proposicao 3.4.5 Sejan = pf Lo p,lzk a decomposicdo candnica do inteiro n > 1 e d um inteiro

positivo. Entao
din = d = Pfl “‘P:k, com 0 < a; < b;,paratodoi =1,---, k.

Prova. Seja d um inteiro positivo que divide n. Se d = 1, entdod = pf Lo p,f", coma; =0

paratodoi =1, k.

Se d > 1, entdo, pelo teorema fundamental da aritmética, existe um nimero primo
p tal que p|d. Como d|n, pela proposicédo 3.1.1 (iv), temos que p|n, ou seja, p|pf1 p,lc”"'. Dai,
pela proposicao 3.4.2 (i), p|pfi paraalgumi = 1,--, k. Logo, pela proposi¢do 3.4.2 (ii), temos

p = p;paraalgumi = 1,---, k. Logo, os fatores primos de d pertencem ao conjunto {p, ..., Pi},
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podendo ocorrer que p; + d para um ou mais valores de i = 1,---, k. Portanto, d = pf Lo p,f",

coma; = 0paratodoi =1,--, k.

Agora, seja piai paraalgumi =1,---, k. Se a; = 0, temos que a; < b;, pois b; = 1
paratodo i = 1, -, k. Portanto, temos d = pfl ---pgk, com0 < qa; < b;,paratodoi =1,k

tal que a; = 0.

Agora, suponhamos a; > 0. Como plfl ‘|d e d|n, pela proposi¢do 3.1.1 (iv), decorre
que piai|pi71 p,lzk. Mas, pela proposi¢ao 3.4.5, mdc(plfl",plb’) = 1 paratodo i # l. Logo, pela
proposi¢do 3.3.2, segue que pfi |pibi. Dai, pela proposi¢ao 3.1.1 (i), temos que pf" < pibi e assim

a; < b;. Portanto, d = Pfl "'p,(clk, com 0 < a; < b;,paratodoi =1, -, k.

Reciprocamente, seja m = plc1 ---p;", com ¢; = b; —a; para todo i =1, -, k.
Como 0 < a; < b;,temosque ¢c; = b; —a; = 0paratodoi = 1,---, k. Dessa forma, temos que

m € Z en = md, ou seja, d|n.

4 COMBINATORIA APLICADA A TEORIA DO NUMEROS

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos, métodos e principios combinatorios
que permitem a contagem de determinados subconjuntos de um conjunto finito, sem a explicita
necessidade de listd-los, ou que assegurem a existéncia de determinados subconjuntos, também,

sem a explicita necessidade de exibi-los, exemplificando suas aplicagdes na teoria dos ndmeros.
4.1 Principio Bijetivo

Contar € uma das acdes primitivas do ser humano, por exemplo, existem indicios
historicos que os pastores de ovelhas contavam os rebanhos utilizando pedrinhas, separando em
uma bolsa uma pedrinha para cada ovelha que era solta para pastar. No retorno dos animais, o
pastor retirava da bolsa uma pedra para cada ovelha que retornava. Dessa forma, se sobrassem
pedrinhas na bolsa, o pastor saberia que perdeu ovelhas, se faltassem pedrinhas, ele saberia que

outras ovelhas se juntaram ao rebanho.
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Em linguagem matemética moderna, a correspondéncia feita pelo pastor de ovelhas
ao separar uma pedrinha para cada ovelha é dita uma bijec@o entre conjuntos, que € um tipo de
funcdo. Conforme Muniz Neto [4], dados dois conjuntos ndo vazios X e Y, informalmente, uma
funcdo f de X em Y € uma regra que associa a cada x € X um tnicoy € Y. Escrevemos f: X —
Y para denotar que f € uma funcdo de Xem Y. Nesse caso, o elemento y € Y associadoax € X

por f é denotado por y = f(x).

As seguintes defini¢des e resultados sdo fundamentais para o desenvolvimento dos

principios de enumerac¢do combinatoria.

Definicao 4.1.1 [4] Uma funcdo f: X — Y € dita:

(a) Injetora, ou injetiva ou, ainda, uma injecao, se, para todo y € Y, existir no madximo um

x € Xtalque f(x) = y.

(b) Sobrejetora, ou sobrejetiva ou, ainda, uma sobrejecao, se, para todo y € Y, existir pelo

menos um x € X, tal que y = f(x).

(c) Bijetora, ou bijetiva ou, ainda, uma bijecao, se for ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.

Definicao 4.1.2 [4] Dadas as fungdes f: X — Y e g:Y — Z, a funcdo composta de f e g
(nessa ordem) € a func@o g o f: X — Z definida, para cada x € X, por (g o f)(x) = g(f(x)).

Proposicao 4.1.1 [4] Sejam f: X — Y e g:Y — Z fungdes dadas. Se g e f sdo bijetoras, entdo
g ° f é bijetora.

Definicdo 4.1.3 [4] Seja f: X — Y uma bijecdo. A funcio inversa de f é a funcdo f~1:Y — X
tal que, parax € X,y € Y, temos f~1(y) = x & y = f(x).

Proposicao 4.1.2 Conforme Lima [5], uma func¢do f: X — Y possui inversa se, e somente se,

€ uma bijecao.

Definic¢ao 4.1.1 [5] Denotaremos por I,, o conjunto {1, ..., n} dos nimeros naturais de 1 até n,
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mais precisamente, dadon € N, temos I, ={p e N |1 < p < n}.

Definicao 4.1.2 [5] Um conjunto A4 € finito quando € vazio ou quando existe, para algum n €

N, uma bijecdo

f:1, — A.

No primeiro caso, diremos que A possui zero elementos. No segundo caso, diremos que n € N

€ o numero de elementos de A, ou seja, que A possui n elementos.

Denotaremos por |A| o nimero de elementos de um conjunto finito. Agora, temos

bagagem suficiente para enunciar e provar o principio bijetivo, seguindo Muniz Neto [6].

Proposicao 4.1.3 (Principio Bijetivo) Se A e B sao conjuntos finitos e ndo vazios, entdo

|A| = |B] se e s se existe uma bijecdo f: A — B.

Prova. Suponhamos que |A| = |B| = n, entio, pela defini¢ao 4.1.2, existem bijecoes

g:l,—>Aehl, — B.

Logo, pelas proposicdes 4.1.2 e 4.1.1, a funcio f = ho g~': A — B é uma bijecio de A em B.

Reciprocamente, suponhamos que exista uma bijecio f: A — B. Se |A| = n, existe

uma bijec¢ao g: I, — A.Dali, f o g: I, — B também ¢ bije¢ao, de modo que |B| = n e, portanto

|Al = |B.

4.2 Principio Aditivo

Uma consequéncia do principio bijetivo € o principio aditivo da contagem, que nos

diz como contar o nimero de elementos da unido de dois conjuntos finitos e disjuntos, ou seja,

conjuntos cuja intersec¢ao é vazia.



35

Proposicao 4.2.1 (Principio Aditivo) Se A e B sido conjuntos finitos, disjuntos e ndo vazios,

Entao
|AU B| = |A| + |B].
Prova. Sejam A e B conjuntos finitos e ndo vazios com |A| = m, |B| = n e bijecdes
gy —Aeh: I, — B.
Consideremos a fungio f: I, — AU B, dadapor f(x) = g(x),se 1 <x <me
fm+x) =h(x),se1 <x <n.ComoANB =0, féuma bijecio e, pelo principio bijetivo,

segue que

|AUB| = |lynl =m+n=|A| + |B|.

4.2.1 Extensdo do principio aditivo

Podemos generalizar o principio aditivo da contagem para n conjuntos finitos e dois

a dois disjuntos, como na proposi¢ao a seguir.

Proposicio 4.2.2 Sejam Ay, ..., Ay, conjuntos finitos tais que A; N A; = @, paratodo i # j, entdo

n

U

i=1

n
= ZIAil-
i=1

Prova. Facamos inducdo sobre n > 2, sendo o caso n = 2 valido pela proposicao 4.2.1. Agora,

suponhamos, por hipétese de inducdo, que

k

s

i=1

k
= 14l
i=1

paratodo k € Ntalque 2 < k <n — 1. Agora, como
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e por hipétese de inducdo, temos que

n

4

i=1

:@A |>+|A |,

€ portanto

n

| J4

i=1

n
= 144,
i=1

4.3 Principio Fundamental da Contagem
Uma consequéncia do principio aditivo € o principio multiplicativo ou fundamental
da contagem (PFC), que nos diz como contar o nimero de elementos do produto cartesiano de

dois conjuntos finitos e ndo vazios.

Definicao 4.3.1 Dados A e B conjuntos finitos e ndo vazios, seu produto cartesiano € o conjunto

A X B, formado por todos os pares ordenados (a, b) tais que a € Ae b € B, isto é,
AXB ={(a,b)|a € A, b € B}.
Proposicao 4.3.1 (PFC) Se A e B s@o conjuntos finitos e ndo vazios, entdo

|A % B| = |4l - |B|.
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Prova. Seja B = {by, ..., by}, para algum n € N, ou seja,

B = LnJ {b;}.

Logo

A><B=A><<O {bi}>=0 (A X {b;}),
1 i=1

i=
que € uma unido disjunta, e assim, pela proposicao 4.2.2, temos

n

|J axep

=1

n

= 1% (bl

i=1

|A X B| =

No entanto |A X {b;}| = |A| para todo i = 1,2, -+, n. Portanto,

n n
Ax Bl =) |Ax (b} = ) || = [4] -n = |A] - B.
i=1 i=1

4.3.1 Extensdo do principio fundamental da contagem

Definicao 4.3.2 Dados A4, A, ..., 4, conjuntos finitos e ndo vazios, seu produto cartesiano € o
conjunto A; X A, X -+ X A,, formado por todas as n-uplas (a4, a,, ..., a,), tais que a, € A,,
a, € A,,...,a, € A,. Isto &,

Al X A2 X e X ATl = {(al, a,, ...,an)lal € Al’ a, € Az, e, Ay € An}

Proposicao 4.3.2 (Extensao do PFC) Se A4, ..., 4,, sdo conjuntos finitos e ndo vazios, entdo

n
Ay x Al = | 14
i=1
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Prova. Facamos indug@o sobre n > 2, sendo o caso n = 2 vélido pela proposi¢do 4.3.1. Agora,

suponhamos, por hipétese de inducdo, que

k

s x x4l = | 14

j=1

paratodo k € Ntalque 2 < k <n —1esejad, ={ay, .., a,}, m € N. Segue que

m
- @
i=1
Logo
A1X"'XAn_1XAn=A1X"‘xAn_1X<U {a }) U (Al 'XAn_1X{CLl})
que € uma unido disjunta, e assim, pela proposi¢ao 4.2.2, temos

|Ay X - X Ap_q X Ayl = XX Ap_q X {a;})

m
= Z|A1 XX Ap_g X {a}.
i=1

No entanto |A; X -+ X Ap_q X {a;}| = |A; X -+ X A,_1| paratodo i = 1,2,-+, n. Portanto,

m

|Ay X - X Ap_q1 X Ayl = ZzlA1 X X Ap_ql,

i=1

e, por hipétese de inducao, podemos concluir que

m n-1 n-1 n—-1 n
g x Ay x Al = ([ [Iad )= ([ [l )-m = (] [lail )14l = | [l
i=1 \ j=1 j=1 j=1 j=1
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Proposicao 4.3.1 Se n = pf Te. p,lzk ¢ a decomposi¢ao candnica de um inteiron > 1 e d(n) é

o seu nimero de divisores positivos, entao

k

d(n) = H(bi +1).

i=1

Prova. Pela proposi¢ao 3.4.5, os divisores positivos de n = pf Tee p,lz" sao da forma pf Lo pf{lk,
com 0 < a; < b; paratodo i = 1, ..., k. Entdo, para cada a; temos b; + 1 possibilidades e pelo

PFC, temos que

k
dn) = (by+1) (b +1) = ﬂ(bi +1).

7z

Exemplo 4.3.1 Pela proposi¢io 4.3.1, o nimero de divisores positivos de 360 = 233251, ¢

dB360)=CB+1)2+1)(1+1)=4-3-2=24.

Exemplo 4.3.2 (ENEM 2014 - Adaptada) Durante a Segunda Guerra Mundial, para decifrarem
as mensagens secretas, foi utilizada a técnica de decomposicao em fatores primos. Um nimero
N é dado pela expressao 2* - 5¥ - 7%, na qual x, y e z sdo nlimeros inteiros ndo negativos. Sabe-

se que N é multiplo de 10 e ndo é multiplo de 7.

O numero de divisores positivos de N, diferentes de N, é

A)yx-y-z
By(x+1)-(yv+1)
Ox-y-z—-1

D)(x+1)-(y+1)- -z
EEx+1) - (y+1)-(z+1) -1

Solucdo. Como N ndo é multiplo de 7, temos que z = 0. Desse modo, pela proposicao 4.3.1, o
nimero de divisores positivos de N, diferentes de N, é (x + 1) - (y + 1) — 1. Entretanto, como

z = 0, segue que
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x+D)- v+ (z+1)-1=x+1)-(y+1)—-1.

Portanto, a alternativa correta € o item E.

Proposicao 4.3.2 Seja A um conjunto finito e ndo vazio com n elementos. Entdo, hd exatamente

n(n—1) - (n— k + 1) escolhas ordenadas de k elementos distintos de A.
Prova. Temos n modos de escolher qual elemento de A serd o 12. Tendo escolhido o 12, temos
n — 1 modos de escolher qual elemento de A serd o 22 e sucessivamente, n — k + 1 modos de
escolher qual elemento de A serd o k2. Portanto, pelo principio fundamental da contagem, temos
n(n—1) - (n — k + 1) escolhas ordenadas de k elementos distintos de A.

4.4 Nameros Binomiais

Os niimeros binomiais t€ém um papel importante na combinatdria, € também, como

veremos, na teoria dos numeros. Eles utilizam a no¢do de fatorial, que apresentamos a seguir.

Definicao 4.4.1 Dado um inteiro ndo negativo n, o fatorial de n, € o nimero

1, sen =0.
n-1
nt = n(n—k),senz 1.
k=0
Assim,
0ol=1;
2
1! = 1-k)=1-0=1;
k=0
1
2! = 2Q-k=2-02-1)=2-1=2;
k=0
2
3l = B-kH=B-0B-1)B3-2)=3:-2:-1=6.

k=0
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Mais geralmente, temos que

(n+ 1)! = (n+ 1) - n!, para todo inteiro n > 0.

Proposicao 4.4.1 Seja A um conjunto finito e ndo vazio com n elementos. Entdo, hd exatamente

n! modos distintos de ordenar os elementos de A.
Prova. Temos n modos de escolher qual elemento de A serd o 12. Tendo escolhido o 12, temos
n — 1 modos de escolher qual elemento de A serd o 22 e sucessivamente, 1 modo de escolher
qual elemento de A serd o ultimo. Portanto, pelo principio fundamental da contagem, temos
nn—1)--2-1=n!

modos distintos de ordenar os elementos de A.
Proposicao 4.4.2 Para todo inteiro n > 2, existem n inteiros consecutivos € compostos. Isto €,
existem lacunas arbitrariamente grandes na sequéncia dos nimeros primos, chamadas desertos
de nimeros primos.
Prova. Dado um inteiro n > 1, a sequéncia

m+D!'+2,n+D+3,...,(n+ D'+ (n+1).
De niimeros inteiros positivos é formada por n nimeros consecutivos, todos compostos, pois k
divide (n + 1)! + k, paratodo k € Ntalque 2 < k <n + 1.
Exemplo 4.4.1 Pela proposicdo 4.4.2, a sequéncia de inteiros positivos

(10° + 1)!'+2,(10% + 1! + 3,...,(10° + 1)! + (10° + 1),

E formada por um milhdo de nimeros consecutivos, todos compostos.
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Definicao 4.4.2 Dados inteiros n e k, com 0 < k < n, definimos o niimero binomial (Z) por

I
() =ma—mr

Proposicao 4.4.3 (Relacao de Stifel) Se n e k sdo naturais tais que 1 < k < n, entdo

W= )+ ()

Prova. Pela defini¢do de nimero binomial, segue que

n—1 n—-1 (-1 (n—1)!
( K >+(k—1)_k!(n—l—k)!+(k—1)!(n—k)!

B n—-k)(n—-1)! k(n—1)!
S m—m—k-D!  kk=Dln—k)

-k -1! k(n-1)!
T kl(n—k)! +k!(n—k)!

[(n—k)+k](n—1)!
k!(n—k)!

_n(n—-1! n! _(n
_k!(n—k)!_k!(n—k)!_(k)'

Proposicao 4.4.4 Para todos os inteiros n e k tais que 0 < k < n, temos que (Z) € N.
Prova. Se k = n, segue que

k! K k!
(Z):(Iiz):k!(k—k)!:k!O!zﬁzleN'
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Se k = 0 < n, segue que

! L ql
(o) = (6) = 0!(nn—0)! :0711! :%: LeN.

Se 0 < k < n, facamos indug¢do completa sobre n = 2, sendo o caso n = 2 vélido,

. L, . . . . o~ 2 (2
pois o tnico nimero binomial nessas condi¢des é (1) =2€eN.

Agora, suponhamos, por hipdtese de inducdo, que (n : 1) € N, para todo inteiro i

n—1
k—1

(=" )+ y)en

talque 0 < i <n — 1. Logo, (n ; 1) e ( ) sdo naturais e pela relacdo de Stifel, segue que

Exemplo 4.4.2 Prove que, para todo n € N, o niimero n3 + 5n é um miiltiplo de 6.
Prova.Sen = 1,ention®+5n=13+5-1 =1+ 5 = 6, que é um multiplo de 6.

Sen=2,entdion3+5n=2%+5-2 =8+ 10 = 18, que é outro miiltiplo de 6.

Se n = 3, pela proposi¢ao 4.4.4, temos que (711) , (721) , (g) € N, isto é,

n n! n(n—1)!

(1)= -l D "N
n n! nn—1)n-2)! nn-1)
(2):2!(71—2)!: 221~ 2 N

(n) n! _n(n—l)(n—Z)(n—S)! _n(n—l)(n—Z) c

3) " 3In-3) 6(n— 3)! - 6 N.

Desse modo,
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o[5) 4 () ()] = o 22 2 = D0

¢ um multiplo de 6. Dai,
6n+3nn—1)+nn—-1Mn-2) =
nf6+3n-1D+nm-1)(n-2)] =
nf6+n—-1)B+n-2)] =
nf6+n—-1n+1)] =

n[6 + n? — 1] = n[n? + 5] = n3 + 5n é um miiltiplo de 6.

Exemplo 4.4.3 Prove que o produto de k naturais consecutivos € sempre divisivel por k!.

Prova. Seja P = (m+ 1)(m + 2) -- (m + k) o produto de k nimeros naturais consecutivos,

para todo inteiro nao negativo m. Entao

m![((m+1)(m+2)---(m+ k)]
! =

P=k klm!

(m+ k)!
P=k k!'m!

m+k
P=k!( . ):>k!|P,

m+k

. )eN.

pois, pela proposi¢ao 4.4.4, temos que (

Proposicao 4.4.5 Se p € primo, entdo p | (Z) para todo inteiro k talque 1 < k <p — 1.
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Prova. Decorre, da defini¢do de nimero binomial, que

(i) =#!_k)!=>p! =kl - (p).

Dai, p divide k! (p — k)! (z), pois p divide p!. Logo, pela proposic¢do 3.4.2 (i), temos que p|k!

oup|(p—k)!oup| (i)

Suponhamos que p|k!, entdo, pela proposicao 3.4.2 (i), temos que p|r para algum

inteiro r tal que 1 < r < k < p — 1, um absurdo pela proposi¢ao 3.1.1 (i). Portanto, p t k!.

Analogamente, p + (p — k)!,jdque 1 < p — k < p — 1. Portanto, p | (i)

4.5 Combinacao Simples

Definicdo 4.5.1 Seja A um conjunto finito com n elementos. Uma combinagdo simples dos n

elementos de A, tomados k a k, com 0 < k < n, é um subconjunto de A com k elementos.

Definicao 4.5.2 Denotamos o nimero de combinagdes simples de n elementos tomados k a k,

com 0 < k <n, por ck.
Proposicio 4.5.1 Para quaisquer inteiros n e k, tais que 0 < k < n, temos que C¥ = (Z)

Prova. Seja A um conjunto finito com n elementos. Se k = 0, entdo C2 = 1, pois @ é o tinico

subconjunto de A com 0 elementos. Por outro lado, (:)l) = 1 e, portanto C¥ = (Z) nesse caso.

Agora, suponhamos que 0 < k < n. Pela proposi¢ao 4.3.2, o nimero de escolhas

ordenadas de k elementos distintos de 4 é

nn—1)--(m—k+1).
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Por outro lado, k! C,’f ¢ também o numero de escolhas ordenadas de k elementos distintos de A,
pois dado um subconjunto de A com k elementos, pela proposi¢do 4.4.1, podemos ordend-lo de

k! modos e como existem C¥ subconjuntos de A com k elementos, o total é k! C¥. Portanto,
kKCk=n(n-1n-k+1) =

Crll{=n(n—1)---k('n—k+1):>

ck — nn—1)-(mn—k+1)(n—-k)!
n = K (n—k)! =

I
=1 (nn— I (Z)

Observamos que, em outras palavras, a proposicao 4.5.1 calcula o nimero de modos

de se escolher k objetos distintos entre n objetos distintos dados.
4.6 Binomio de Newton

Nessa se¢ao, apresentaremos uma expressao para o desenvolvimento de (a + b)",
para todo n € N, conhecida como férmula do bindmio de Newton, que possui vérias aplicacdes

importantes em teoria dos ndimeros.

Teorema 4.6.1 (Binomio de Newton) Para todo n € N, temos que

n

(a+b)" = Z (Z) a™kpk,

k=0

Prova. Facamos indugdo sobre n > 1, sendo o caso n = 1 valido, pois

1 1 1
Z (k) al~kpk = (O) abh® + (1) a’h!=a+b=(a+ b

1
k=0
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Agora, supondo o resultado vélido para n e observando que
(a+ b))t =(a+b)(a+b)"=ala+b)*+ b(a+ b)",

temos, por hipétese de inducao, que

n
— N+l z n n+1—kbk
amtt + 2, (1) e

n

b(a + b)" = bz (7) avibi

j=0

(n) i pitt
]

I
.M:

-
Il
o

S
=

(n> an—jbj+1 + (Tl) aObn+1
j n

-
Il
o

I
NgE

(k z 1) an+1—kbk + bn+1

=
=

onde j = k — 1. Desse modo, temos que

n n
(a + b)n+1 = q"t! 4+ Z (Z’) attl-kpk + Z (k E 1) attli-kpk + pntl
k=1 k=

1
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n

— an+1 + z [(Z) + (k E 1)] an+1—kbk + bn+1_

k=1

Assim, pela relacdo de Stifel, segue que

(a + b)n+1 _ an+1 + Z (n + 1) n+1—kbk + bn+1
n+1

+1
_ Z (n . )an+1—kbk_

k=0

Ou seja, o resultado vale também para n + 1 e, portanto, vale para todo n € N.

[ ]
Exemplo 4.6.1 [3] Prove que, para todo k € N, o nimero 10% — 1 é um muiltiplo de 9.
Prova. Pelo teorema 4.6.1, temos que
K k-1 k-1
k — k _ k- — K\ gk-j _ K\ gk—j-1
10" =1= (94+1)* - 9k~J —1 = j91—9 j91 .
j=0 j=0 j=0
Novamente um multiplo de 9, pois
k-1
( )9" JmleN
j=0
. . k
vistoque 0 < j < k — 1 e desse modo (]> € N.
[ ]

Proposicao 4.6.1 Para todo n € N, temos que

O )+ (e (-2
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@ ()= ()0 () =0

Prova.

(i) Pelo teorema 4.6.1, temos que

n n

2 =aent= ), (=3 ()= (o)« () + -+ ()

k=0 k=0
(ii) Pelo teorema 4.6.1, temos que

n

0= (0 = Y () rrent =) (0= ()= () 4 0 2

k=0 k=0

a Ak - .~ Ae . .
Exemplo 4.6.2 Prove que, se n = p; " - p,* é a decomposi¢do candnica de um inteiro n > 1,

2k—1

entdo n pode ser escrito como produto de dois nimeros relativamente primos de modos.

Prova. Sejan = ab, com mdc(a,b) = 1ej € Ztal que 0 < j < k. Se exatamente j primos de
{p1,p2, ..., Px} figuram na decomposic¢do candnica de a, entdo todos os outros k — j figuram na
decomposig¢io candnica de b, pois mdc(a, b) = 1. Assim, é suficiente contar de quantos modos
podemos escolher j primos distintos entre k primos distintos, para formarem o nimero a, o que
pode ser feito, pela proposi¢ao 4.5.1, de C ,i modos. Portanto, paratodo j € Ztalque 0 < j < k,

esse total de modos, pela proposicao 4.6.1 (i), é

(-0 ()=

k
=0

J

Porém, nessa contagem, para cada produto n = ab também contamos n = ba. Portanto, n pode

ser escrito como produto de dois niimeros relativamente primos de (2%/2) = 2*¥~1 modos.
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Exemplo 4.6.3 (Pequeno Teorema de Fermat) Se p € um primo e n um inteiro positivo, entao

pl(n? —n).
Prova. Fagcamos indugdo sobre n > 1, sendo o caso n = 1 vélido, pois 17 —1 = 0 e p|O0.

Agora, supondo o resultado valido para n, iremos prové-lo paran + 1. Pela férmula

do Binomio de Newton, temos

(n+1)p—(n+1)=np—n+(zi)np_1+---+(pp 1)n.

Como, por hipétese de indugio, p|(nP — n) e, pela proposi¢io 4.4.5, p divide (Zl)) JEITN (p 2 1),

p
1

divide (n + 1)? — (n + 1), o que conclui nossa prova por indug¢ao finita.

temos, pela proposicdo 3.1.2, que p divide (n? —n) + ( )np"l + -+ (p 2 1) n. Portanto, p

4.7 Principio da inclusido-exclusao
O principio da inclusdo-exclusdo € uma extensao do principio aditivo da contagem,
pois determina o nimero de elementos da unido finita de conjuntos finitos, ndo necessariamente

disjuntos dois a dois.

A proposic¢do a seguir diz como calcular o numero de elementos da diferenca de um

conjunto finito € um subconjunto.

Proposicao 4.7.1 [6] Se A é um conjunto finito e B C A, entdo |A\B| = |A| — |B]|.

Prova. Como A = B U (A\B) é uma unido disjunta, temos pelo principio aditivo que
|Al = |B U (A\B)| = |B| + |A\B| =

|A\B| = |A| — |BI.
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A forma mais simples do principio da inclusdo-exclusdo, que calcula o niimero de

elementos da unido de dois conjuntos finitos, consta na seguinte proposi¢ao.

Proposiciao 4.7.2 [6] Se A e B sdo conjuntos finitos, entdo |A U B| = |A| + |B| — |A N B].

Prova. Como A e B\A sdo conjuntos disjuntos e tais que A U B = AU (B\A), temos

AU B| = |A] + |B\A|.

Por outro lado, temos também a unido disjunta B = (A N B) U (B\A), donde segue que

IB| = |An B| + |B\AI.

Substituindo essa relagdo na expressédo para |A U B|, obtemos

JAUB| = |A| + |B] — AN BI.

Para a unido de trés conjuntos finitos A, B e C, temos, pela proposicdo 4.7.2, que

JAUBUC|=|(AuB)uUC|=|AUB|+|C|—-|(AUuB)NnC]|.

Como (AUB)NC =(ANC) U (BnNC),pelaproposi¢do 4.7.2, temos que

JAUBUC|=|AUB|+|C|—|(ANnC)U(BNCOC)|

=|AUB|+|C|=(|JAnC|+|BnC|—]|(AnC)n(BnNC)|.

Como (ANC)N(BNC)=AnNBnNC, pela proposicido 4.7.2, segue que

JAUBUC|=|A|l+|B|—-|AnB|+|C|—(|AnC|+|BnC|—|ANnBNC|)

=|A|+ [B|+|C|=|ANnB|—=|AnC|—=|BNnC|+|[AnBNC|.
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Entdo, motivados pela proposicao 4.7.2 e pela relacdo obtida acima, o Principio da

inclusdo-exclusdo para a unido de n conjuntos finitos € o resultado do préximo teorema.

Teorema 4.7.1 (Principio da inclusao-exclusao) Se A, 4,, ..., A, sdo conjuntos finitos, entdo

A, UA, U UA,|= Z|Ai1| — Z |4, N4, + Z |4, N A;, N A,

1Si1£n 1Si1<i2$7’l 1Si1<i2<i35n
—e+ (DA, n A, N N4, (4.1)

Prova. Sejaa € (A, U A, U ---U A,) tal que a pertenca a exatamente p dos conjuntos A;, A,,
... » A,. Mostremos que a é contado exatamente uma vez pelo segundo membro de (4.1). Pela

Proposicdo 4.5.1, a € contado exatamente:

(I;) vezes em Z |Al-1|;
1<i;<n

(g) vezes em Z |Al-1 N A,

15i1<i25n

(g) vezes em z |4, N A;, N A,

15i1<i2<i357’l

p
(p) vezes em z |Ai1 NA;, NN Al-p ;

15i1<i2<"'<ip5n

E claramente, nenhuma vez em

Z |4, n A, NN 4,

1<i;<ip<ix<n

para todo inteiro k tal que p < k < n, pois a intersecdo de mais de p conjuntos ndo contem a.



Logo, o nimero de vezes que a é contado pelo segundo membro de (4.1) € igual a

(D-0)+ @)+ ).

Mas, pela proposi¢do 4.6.1 (ii),

B)-0)+0) -+ ()-0=
B)-10)-C)+ Qv ()] -0
0=+ ()0 ()-(0)

0)-0)+ )+ ()
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Definicao 4.7.1 Dado um inteiro positivo n, denotamos por ¢ (n) o nimero de inteiros positivos

menores ou iguais a n que sdo relativamente primos com n.

a 247002 .~ A e . . ~
Teorema 4.7.2 Se n = p;* -+~ p, © é a decomposi¢do candnica de um inteiro n > 1, entdo

i=1

Prova. Seja I,, o conjunto dos inteiros positivos menores ou iguais a n € A; o conjunto dos

elementos de I, que sdo multiplos de p;, para todo inteiro i tal que 1 < i < k. Como

I)\(A; U4, U---UA,) ={1<a<n|mdc(an) =1}

e p(n) = |{1 < a <n|mdc(a,n) = 1}|, temos, que

d(n) = [I,\(A; U A, U U Al
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Logo, pela proposi¢do 4.7.1, segue que
¢(M) = In| = [A; UA, U U 4| =
¢(n)=n—1A; UA, U U Al (4.2)

Agora, observando que

n n
A= {Pi,zpi' Zpl} = |4;] = p_;

i

n
AiNA; = {Pipj,ZPin' ---.rmpipj} = |Ai n Af| =

l

i+ j);
pipj /

n

Ay NA; N NA| =———-
! 2 “ P1b2 " Pk

Temos, pelo teorema 4.7.1, que (4.2) equivale a

n n n n
¢(n)=n_(_+_+...+_)+< + - )_
b1 P2 Pk p1D2 Pr-1DPk

n

+ (—1)"—
P1D2 " Pk

Exemplo 4.7.1 Pelo teorema 4.8.2, ¢(n) paran = 360 = 23325, ¢
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oo 300113

=360 (3) () (g) = 56
- 2/\3/\5)
Ou seja, existem 96 inteiros k, tais que 1 < k < 360 e mdc(k,360) = 1.

4.8 Principio da Casa dos Pombos

O Principio da Casa dos Pombos (PCP) tem um enunciado simples e bem intuitivo,
mas permite resolver varios problemas, especialmente os que tratam de provar a existéncia de

certos elementos ou subconjuntos.

Teorema 4.8.1 (Principio da Casa dos Pombos) Se n + 1 pombos sao colocados em n gaiolas,

entdo pelo menos uma gaiola conterd mais de um pombo.

Prova. Se cada uma das gaiolas contiver, no mdximo, 1 pombo, o niimero total de pombos nelas
colocados serd, no maximo n, o que € uma contradi¢do, pois foram colocados n + 1 pombos.

Exemplo 4.8.1 Mostre que todo inteiro positivo n tem um multiplo que se escreve apenas com

os algarismos 0 e 1.

Solucao. Considere a sequéncia 1,11,111,1111,...,11...1, formada por n + 1 ndmeros, onde
o dltimo nimero tem n + 1 algarismos 1. Dividindo-os por n, pela proposicdo 3.2.1, os restos

dessas divisdes s6 podem ser iguaisa 0,1,2,...,n — 1.

Agora, pensando nos nimeros como pombos € nos restos como gaiolas, temos, pelo
PCP, que pelo menos dois niimeros dessa sequéncia t€m restos iguais na divisao por n, digamos
11...1 (p algarismos) e 11...1 (q algarismos), com p < q. Assim sendo, pela proposi¢ao 3.2.2,
a diferenca desses nimeros ¢ um multiplo de n, escrito como 11...10...0, com p algarismos 0

e q — p algarismos 1.
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Exemplo 4.8.2 Mostre que todo inteiro positivo n, primo com 10, possui um multiplo que se

escreve apenas com algarismos 1.

Solu¢io. Pelo exemplo 4.8.1, n possui um multiplo da forma 11...10...0, com p algarismos 0
e q — p algarismos 1, ou seja, n divide 11...1 X 10P. Como n ¢ relativamente primo com 10,
temos que mdc(n, 10P) = 1, o que implica, pela proposicéo 3.3.2, que n divide 11...1, ou seja,

11...1, com q — p algarismos 1, € um multiplode n .

Exemplo 4.8.3 Mostre que todo subconjunto de {1, 2, ..., 2n}, com n + 1 elementos, possui um

par de elementos consecutivos e consequentemente primos entre si.

Soluc¢ao. Como {1,2,...,2n} = {1,2} U {3,4} U ---U {2n — 1, 2n}, que é uma unido disjunta
de n subconjuntos (gaiolas), temos, pelo PCP, que ao tomarmos n + 1 elementos (pombos) de
{1, 2, ..., 2n}, acabamos por escolher os dois elementos de pelo menos um desses subconjuntos,

0s quais sdo consecutivos e, pela proposi¢cao 3.3.1, primos entre si.

Exemplo 4.8.4 Mostre que todo subconjunto de {1, 2, ..., 2n}, com n + 1 elementos, possui um

par de elementos tais que um deles divide o outro.

Solucdo. Primeiro, observamos que todo inteiro a pode ser escrito na forma a = 2¥b, sendo b
um ndmero impar e k um inteiro nao negativo, com k > 0, caso a seja um nimero pare k = 0,
caso a seja um nimero impar. Desse modo, se a € {1, 2, ...,2n}, entdo a = 2kb onde b s6 pode
um dos n inteiros impares 1, 3, 5, ..., 2n — 1. Dai, ao tomar-se n + 1 elementos de {1, 2, ..., 2n},
temos, pelo PCP, que pelo menos dois deles terdo o mesmo b. Sejam a; = 2"b e a, = 2°b tais

ndmeros, onde r < s. Segue entdo, que a, = 2°7" a4, ou seja, a|a,.

Exemplo 4.8.5 Prove que em qualquer conjunto de 52 inteiros existe um par de inteiros cuja

soma ou cuja diferenga € divisivel por 100.

Solu¢ao. Dividindo os 52 inteiros por 100, temos, pela proposi¢do 3.2.1, que os possiveis restos

s80 0,1, 2, ...,49,50,51, ...,98,99. Organizando esses restos em 51 gaiolas como abaixo

{0},{1,99},{2,98},...,{49,51}, {50},
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Temos, pelo PCP, que hé dois inteiros dentre os 52, que t€ém restos numa mesma gaiola. Se essa
gaiola for {0} ou {50}, entdo a soma e a diferenca desses nimeros serd divisivel por 100. Se a
gaiola for qualquer uma das outras, entdo a diferenca serd divisivel por 100, se os restos forem

iguais e a soma serd divisivel por 100, se os restos forem diferentes.

Exemplo 4.8.6 Mostre que qualquer conjunto com n inteiros possui subconjunto cuja soma dos

elementos € divisivel por n.
Solucdo. Seja A = {a4, a,, ..., a,} um conjunto de n inteiros e considere as n somas abaixo

Sl=a1
S2:a1+a2

53:a1+a2+a3
Sp=a;ta,+az+--+ a,

Se alguma dessas somas for divisivel por n, ndo ha mais o que mostrar. Suponhamos
agora, que nenhuma dessas somas seja divisivel por n. Segue entdo, que nenhuma pode ter resto
nulo na divisdo por n, ou seja, os Unicos restos possiveis sdo, 1, 2, ..., n — 1. Como existem n
somas e apenas n — 1 restos possiveis, pelo PCP, pelo menos duas delas, digamos S; e S;, com

i < j, possuem restos iguais na divisdo por n. Logo, pela proposicdo 3.2.2, temos que
S] - Si =Qaj4q + Aiyo + -+ aj

€ divisivel por n e, portanto, {ai+1, Airy on) aj} € o subconjunto procurado.

Exemplo 4.8.7 Seja n um inteiro positivo impar, mostre que existe um inteiro positivo k tal que

k
2.2

=0

¢ divisivel por n.

Solucdo. Considere as poténcias 2°, 21,22, ..., 2™, Dividindo-as por n, temos, pela proposi¢io



58

3.2.1, que os possiveis restos sao 0,1, 2, ...,n — 1. Como temos n + 1 poténcias (pombos) e n
restos (gaiolas), temos, pelo PCP, que pelo menos duas poténcias, digamos 2" e 2%, comr < s,
possuem restos iguais na divisdo por n. Logo, pela proposi¢ao 3.2.2, segue que n | (25 — 27),
ouseja, n | 27 (257" — 1). Mas, como n é impar, temos que mdc(n, 2") = 1, de modo que, pela
proposi¢do 3.3.2, n | (257" — 1). Por fim, observando que, para n > 1, temos s # r + 1, pois
do contrdrio, n | (257" — 1) = (2"*17" — 1) = 2 — 1 = 1, 0 que é uma contradicio; e também,

pelo exemplo 2.1.1, tem-se

s-r-1
25T —1 = 2 2L,

i=0

Portanto, k = s —r — 1 € o inteiro positivo procurado.

Teorema 4.8.2 (Generalizacio do PCP) Se nk + 1 pombos sdo colocados em n gaiolas, entao

pelo menos uma gaiola devera conter pelo menos k + 1 pombos.

Prova. Se cada gaiola contiver no maximo k pombos, como sio n gaiolas, no maximo nk terao

sido distribuidos, o que € uma contradi¢do.

Exemplo 4.8.8 Selecionam-se oito nimeros distintos no conjunto {1, 2, ...,15}. Mostre que ha
pelo menos trés pares de nimeros selecionados com a mesma diferenga entre o maior € 0 menor

ndmero do par.

Solug¢ao. Como os nimeros sdo escolhidos no conjunto {1, 2, ...,15}, os valores possiveis para
a diferenca de dois nimeros sdo 1, 2, ...,14 (ou seja, ha 14 valores possiveis). Por outro lado,
os oito niimeros formam CZ = 28 pares. Destes, no maximo 1 resulta em uma diferenca igual
a 14 (quando formado por 1 e 15). Em consequéncia, ha pelo menos 27 pares cujas diferencas
pertencem ao conjunto {1, 2, ...,13}. Como 27 = 13 - 2 + 1, pelo teorema 4.8.2, hd pelo menos
uma gaiola (diferenca) contendo pelo menos 2 + 1 = 3 pombos (pares). Assim, ha pelo menos

trés pares de nimeros em que a diferenga entre o maior € o menor niimero do par € a mesma.

Exemplo 4.8.9 Do conjunto 4 = {1, 2, ...,99, 100}, escolhemos ao acaso 55 niimeros. Mostre

que entre os nimeros escolhidos existem dois cuja a diferenca € 9.
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Solucao. Consideremos as gaiolas numeradas 0, 1, 2, ..., 8, onde o nimero n € A é colocado na

gaiola i se, e s se, o resto da divisdo de n por 9 € i. Desse modo, temos as gaiolas:

Gaiola 0 = {9, 18,27, 36,45, 54, 63,72,81,90,99};

Gaiola 1 = {1, 10,19, 28,37,46, 55,64, 73,82,91,100};

Gaiola 2 = {2,11, 20, 29, 38,47, 56, 65, 74,83, 92},

Gaiola 3 = {3,12,21,30,39,48,57,66,75,84,93};

Gaiola 4 = {4,13,22,31,40,49,58,67,76,85,94};

Gaiola 5 = {5,14,23,32,41,50,59,68,77,86,95};

Gaiola 6 = {6,15, 24, 33,42,51, 60,69, 78,87,96};

Gaiola 7 = {7,116, 25,34,43,52,61,70,79,88,97};

Gaiola 8 = {8,17, 26, 35,44,53,62,71, 80, 89,98}.

Como 55 =9 - 6 + 1, pelo teorema 4.8.2, ha pelo menos uma gaiola contendo pelo menos 6 +

1 = 7 dos 55 niimeros escolhidos. Mas em cada gaiola hd no mdximo 12 nimeros. Entao, pelo

exemplo 4.8.3, hd dois nimeros sucessivos em tal gaiola, isto €, dois ntimeros cuja diferenca €

9.

4.9 Os Teoremas de Fermat e Wilson

A Teoria dos Nuimeros possui varios resultados importantes sobre niimeros primos,
dentre eles, o Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Wilson. Nesse capitulo, provaremos

esses dois teoremas empregando técnicas combinatorias.

No exemplo 4.6.3, provamos o Pequeno Teorema de Fermat por Indugao, utilizando

o Bindmio de Newton. A seguir, apresentamos outra prova, seguindo Santos [7] e Andrews [8].
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Teorema 4.9.1 Se p é um primo e n é um inteiro positivo, entdo p|(n? — n).

Prova. Suponhamos que desejamos formar correntes com p pérolas coloridas cada uma e que
possuimos, em maos, pérolas suficientes que nos permitem o uso ilimitado de cada uma das n
cores. Desse modo, pelo PFC, o nimero de correntes que podemos formar é nP, pois cada pérola
pode ser escolhida de n maneiras e sdo p escolhas para cada corrente. A Figura 1 ilustra o caso

emquen=3ep = 3.

Figura 1 — As vinte e sete correntes de trés pérolas com trés cores possiveis.

Fonte: Andrews.

Das n? possibilidades, exatamente n correntes possuem pérolas de apenas uma cor.
Colocando estas a parte e, de maneira ilustrada na Figura 2, juntamos as duas extremidades de

cada uma das n? — n correntes formando n? — n pulseiras.

Figura 2 — A formacgdo de uma pulseira a partir de uma corrente

Fonte: Andrews.
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Nés podemos alterar qualquer corrente de pérolas, removendo uma pérola da parte
de cima e colocando-a na parte de baixo. Tal alteracdo produz uma corrente diferente sem alterar
a pulseira resultante. Quandon = 3 e p = 3, as 24 correntes multicoloridas podem ser reunidas
em 8 grupos de 3 correntes que podem ser obtidas, uma das outras, por uma ou mais repeti¢des
da alterac@o que descrevemos. Veja os oito primeiros grupos da Figura 1. Observamos que, para

cada um destes oito diferentes grupos corresponde uma pulseira distinta (veja Figura 3).

Figura 3 — As oito pulseiras de trés pérolas com trés cores possiveis (pulseiras de uma cor excluidas).

Agora, seja k o menor nimero de vezes que esta alteracao pode ser repetida até que

Fonte: Andrews.

a corrente original seja reproduzida. Assim, temos k > 1, pois excluimos todas as correntes em
que todas as pérolas sdo de uma mesma cor. Observe que ap6s 2k alteragdes a pulseira original
serd reproduzida novamente e, de forma semelhante, ap6s 3k, 4k, etc. pelo algoritmo da divisao

(Proposicdo 3.1.2) existem her taisque p = hk +r,com 0 < r < k.

Como uma corrente é reproduzida apds hk alteracdes e é também reproduzida apds
p alteracdes, serdo necessdrias r alteracdes, apés a hk? alteracdo para se obter a reproducido da
coloracdo inicial. Como r < k e k é o menor nimero inteiro positivo de alteracdes necessarias
para a obten¢do de uma reproducio, entdo r = 0. Dai, p = hk, ou seja, k|p e, portanto, k = p,
jaque k > 1 e p é um primo. Consequentemente, as n” — n correntes podem ser agrupadas em

grupos de p correntes cada, e € claro que cada grupo gera uma pulseira diferente.

Portanto, o nimero de pulseiras N multiplicado por p fornece o nimero de correntes
que ndo sao formadas de uma unica cor, que é n? — n. Logo, pN = n? —n, isto é, p|(n? —n).
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A prova do teorema de Wilson, apresentada a seguir, segue [7] e [8].
Teorema 4.9.2 (Wilson) Se p € primo, entdo p | [(p — 1)! + 1].

Prova. Se p = 2, O resultado € evidente. Suponhamos entdo, que agora p seja um primo impar.
Consideramos p pontos em um circulo distribuidos de tal forma que eles dividem o circulo em
p arcos iguais. Quantos poligonos podemos formar unindo estes pontos (cruzamentos de arestas
sdao permitidos)? Estes poligonos sdo chamados p-agonos estrelados pelo fato de seus vértices
serem os vértices de um poligono regular convexo de p lados. E de se esperar que o total de tais
poligonos, seja p! Isto porque temos p escolhas para o primeiro vértice, (p — 1) para o segundo
e assim sucessivamente. Observe, entretanto, que podemos descrever cada um destes p-4gonos
de 2p maneiras diferentes, isto €, iniciando em qualquer um dos p vértices e escolhendo um ou
outro dos dois segmentos naquele vértice como inicial. Portanto, obtemos, na realidade, p!/2p

diferentes p-agonos. A Figura 4 mostra os doze pentdgonos estrelados.

Figura 4 — os doze pentdgonos estrelados.

S An
L IV
X L

Fonte: Andrews.

Dos p!/2p p-dgonos, exatamente (p — 1) /2 ficam inalterados quando submetidos
a uma rotacgdo de 27 /p radianos. Estes chamam-se p-dgonos estrelados regulares uma vez que
sdo “estrelas” de p pontos onde cada ponto € o vértice de um angulo de (2k + 1)7/p radianos,

onde0<k<(p—1)/2.
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No caso p = 5, hd duas de tais figuras, mostradas na terceira linha da Figura 4. No

caso p = 13 as seis figuras estdo ilustradas na Figura 5.

Figura 5 — Os seis 13-dgonos estrelados regulares

Fonte: Andrews.

Os restantes p!/2p — (p — 1) /2 p-dgonos estrelados pertencem, naturalmente, a
conjunto de p elementos onde os componentes de cada conjunto podem ser obtidos de um tnico
elemento por sucessivas rotacoes de 27 /p radianos. A observagido de que existem p elementos
em cada conjunto pode ser verificada como na demonstracdo do Pequeno Teorema de Fermat,
onde mostramos que cada pulseira provém de p grupos de pérolas. Quando p = 5, existem dois
de tais conjuntos que constituem a primeira e segunda linhas da Figura 4. Desta forma, o niimero

total de conjuntos, é

' p—1
2p 2 _(@-D'-(-1
p 2p

Portanto, 2p | [(p — 1)! — p + 1]. Consequentemente, p | [(p — 1)! + 1], como desejado.
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5 CONCLUSAO

Despertar o interesse dos alunos para a Matematica nao é uma tarefa facil e na busca
pela exceléncia no processo de ensino-aprendizagem se empregam vdrias estratégias. Com esse
intuito, nossa proposta apresenta uma tdtica diferenciada para trabalhar anélise combinatdria e

aritmética.

Acreditamos que o ensino de Matematica possa resultar em uma aprendizagem real
e significativa para os estudantes, e para que isso ocorra, € fundamental a precisdo da linguagem
matematica, as demonstracdes, as conexdes e aplicacdes entre diferentes temas mateméticos e
por isso, foi priorizado nesse trabalho a construcao precisa dos conceitos e também a prova dos

resultados apresentados sobre combinatdria e aritmética.

A Andlise Combinatdria causa, comumente, um certo temor nos alunos, pela visdao
de possuir apenas problemas mecanicos envolvendo férmulas. No entanto, trata-se de uma parte
fascinante da Matematica que contém problemas de enunciado extremamente simples, mas que

exigem, as vezes, para sua solugdo, raciocinios perspicazes e engenhosos.

A Teoria dos Numeros, tida como a rainha das matematicas, € outra parte fascinante
da Matemédtica que contém problemas muito interessantes, no entanto ainda € pouco trabalhada

em sala de aula apesar de sua importancia no Enem e em olimpiadas matematicas.

Portanto, as aplicacdes combinatdrias a teoria dos nimeros nos fornecem caminhos
alternativos para se abordar esses temas importantes em sala de aula e desse modo exercer um

fascinio nos estudantes, despertando-os para o prazer que é a Matematica.
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