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RESUMO

Neste trabalho serdao apresentadas trés caracterizacoes da esfera. Primeiramente, serd
mostrado que dada uma hipersuperficie compacta e orientada M™ e x : M — Q"' uma
imersao isométrica, onde Q"*! é uma forma espacial simplesmente conexa, isto é, uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante ¢, z(M) é uma esfera geodésica
em Q" se, e somente se, a (r + 1)-ésima curvatura média H,,; é uma constante nao
nula e o conjunto dos pontos que sdo omitidos em Q" pelas hipersuperficies totalmente
geodésicas (QF), tangentes a x(M) é nao vazio. Como segundo resultado, seja uma
hipersuperficie compacta, conexa e orientdvel M do espaco euclidiano R**!, com funcao
suporte nao negativa e integrando de Minkowski . Sera provado que a fungao curvatura
média « da hipersuperficie é solucao da equacao de Poisson A¢ = o se, e somente se, M
é isométrica a n-esfera S"(c) de curvatura média c¢. Uma caracterizagao similar é provada
para uma hipersuperficie com a curvatura escalar satisfazendo a mesma equacao. Para
o terceiro resultado é considerado uma imersao isométrica z : M — Q"' onde M ¢é
uma hipersuperficie compacta tal que x(M) é convexa, e serd provado que, se alguma
curvatura r-média é tal que H, # 0 e existem constantes nao negativas C1, Cy, ..., C,_1
tais que H, = Z:;ll C;H;, entao x(M) é uma esfera geodésica, onde Q"+ ¢ R* 1 HH!

n+1
ou Si™.

Palavras-chave: r-ésima curvatura média. Equacao de Poisson. Esferas Geodésicas.

Hipersuperficies.



ABSTRACT

In this work we present three characterizations of the sphere. Initially, it will be shown
that given a compact and oriented hypersurface M™ and = : M — Q"' a isometric
immersion, z(M) is a geodesic sphere in Q" if, and only if, H,,; is a nonzero constant
and the set of points that are omitted in Q"™ by the totally geodesic hypersurfaces
(QF), tangent to x(M) is non-empty. As a second result, let M be an orientable compact
and connected hypersurface with non-negative support function of the Euclidean space
R™* and Minkowski’s integrand o. We prove that the mean curvature function o of
the hypersurface M is the solution of the Poisson equation A¢ = ¢ if, and only if, M
is isometric to the n-sphere S™(c) of constant curvature c¢. A similar characterization is
proved for a hypersurface with the scalar curvature satisfying the same equation. For
the third result we consider an isometric immersion z : M — Q"' where M is a
compact hypersurface such that z(M) is convex, and it will be proved that if any r-mean
curvature is such that H, # 0 and there are nonnegative constants C7, Cs, ..., C,_1 such
that H, = S./_} C;H;, then (M) is a geodesic sphere, where Q! is R*** H"+! or ST+

Keywords: r-mean curvature. Poisson equation. Geodesic spheres. Hypersurfaces.
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1 INTRODUCAO

Caracterizar esferas entre as hipersuperficies compactas é uma das fascinantes
areas da geometria. Neste trabalho, veremos trés resultados de caracterizagao para a
esfera.

Sejam Q"' uma forma espacial simplesmente conexa, isto é, uma variedade
Riemanniana de curvatura seccional constante ¢, e z : M™ — Q7! uma imersao isométrica
de uma variedade Riemanniana compacta orientada M". Sejam também Ay, ..., \,, os auto
valores da segunda forma fundamental B associados aos vetores ey, ...,e,. As funcoes

simétricas elementares associadas ao operador forma A sao definidas por

Sy = Sr(Ay ey Ap) = Z Aiy oo Aip,  com 1 <y, ... 0. <,

11 <. <l

e a r-ésima curvatura média é definida por

H, = H,(\1, .o, \) = —3S,,

com So = Hy=1e S, = H. =0,ser ¢ {0,1,....n}. As fun¢oées Hy, Hy ¢ H, sdo
conhecidas como curvatura média, escalar e de Gauss-Kronecker, respectivamente. A

r-ésima transformacao de Newton P, : T,M — T,M ¢é definida, indutivamente, por
POZIGPT:STI—APT_l, 7”2 1.

Associado a transformacao de Newton P,, temos o operador diferencial de
segunda ordem L, : C*(M) — R, chamado de operador linearizado L,, que é definido
por

L.f =tr(P,V?f).

Quando o ambiente é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional cons-

tante, foi provado por H. Rosenberg em [15] que L, pode ser escrito como

L.f = div(P.Vf).

O vetor posi¢io X com respeito apy € QU+, é dado por X (z(p)) = S.(s(p))Vs(p),

onde S, é a solugao da equagao y” + cy = 0, com condigdes iniciais y(0) = 0 e ¢'(0) = 1,
isto é,
s;¢c=0
SC(S) — sen(s\/c) | c>0

\/E )

senh(s\/—c) .
— Y i ¢< 0
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e Vs é o gradiente da funcdo distancia s(-) = d(-,po) em Q. Também denotamos
S'(s(p)) = 0.(s(p)) e X7 a componente de X tangente a M.

Sao conhecidas algumas caracterizacoes da esfera que envolvem a curvatura

r-média. Um exemplo de tais caracterizagoes estd em [7], onde é mostrado que se a

(r — 1)-ésima curvatura média de M é sempre nao nula e a razao Hilil é constante para
r=2,..,n, entdo (M) é uma esfera geodésica. Outro exemplo conhecido é o Teorema
de Alexandrov, que afirma que uma hipersuperficie compacta n-dimensional mergulhada
ou no espac¢o FEuclidiano ou no espago hiperbdlico ou num hemisfério aberto da esfera
unitaria com r-ésima curvatura média constante, para algum r = 1,...,n, deve ser uma

hiperesfera geodésica (uma demonstragao pode ser encontrada em [12]).

Para o primeiro resultado, sera usada a formula

/ [Hrec + Hr+1<X7 77>] =0,
M

que vale para ¢ € R qualquer, ond X ¢é o vetor posi¢ao, n ¢ um campo normal unitario da

hipersuperficie, para mostrar o

Teorema 1.1 (Alencar e Colares) Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta ori-
entada e x : M — Q" wma imersdo isométrica com curvatura H, ., constante nao nula,
onde 0 <r <n-—1. Sec> 0, assuma que x(M) estd contido em um hemisfério aberto

de Q"'. Entdo o conjunto dos pontos

W= - @,

peEM

que sao omitidos em Q" pelas hipersuperficies totalmente geodésicas (Qm), tangentes a

x(M) € nao vazio se, e somente se, x(M) é uma esfera geodésica em Q.

O teorema de Alencar-Colares se assemelha ao Teorema de Alexandrov, porém
tem como hipétese uma propriedade geométrica da hipersuperficie, ao invés da hipdtese

topoldgica de a hipersuperficie ser mergulhada.

O segundo método de caracterizar a esfera exposto neste trabalho envolve uma
importante equacao diferencial: a Equacao de Poisson. Teoremas de caracterizacao da
esfera utilizando equagoes diferenciais j& sao conhecidos, como podemos ver em [8] e [9].
A importancia da equacao de Poisson é muito conhecida na Fisica; é fundamental para
a FEletrostatica, Mecanica dos Fluidos e muitas outras areas. E interessante o fato de

que, em uma variedade Riemanniana M, a equagao de Poisson Ay = p (A é o operador
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Laplaciano, p é uma funcdo conhecida e ¢ é desconhecida) possui uma tnica solucao, a
menos da adigdo de uma constante [6]. Neste caso, a fungao p deve ter integral igual a 0.

Dada uma hipersuperficie M do espaco euclidiano R"*! com funcao suporte
p = (¢, N) e curvatura média «, o integrando de Minkowski definido por ¢ = 1 + pa
possui integral igual a zero, onde v : M — R™™! é a imersdao, N é campo normal unitdrio
e (,) é métrica Euclidiana em R™"!, como serd visto adiante. Entdo é natural considerar
a equacao de Poisson Ap = ¢ em uma hipersuperficie compacta e orientada M do espaco
euclidiano R

Para uma n-esfera S"(c) de curvatura ¢ em R a fungao suporte é uma
constante positiva e, por valer fM (14 pa) =0, tem-se ¢ = 0. Como « é uma constante,
Aa = 0, logo, a equacao de Poisson ¢ satisfeita.

Este fato suscita a seguinte pergunta: uma hipersuperficie compacta, conexa e
orientada do espaco euclidiano R"™!, com funcao suporte nao negativa e curvatura média
a satisfazendo a equagao de Poisson Ay = o, necessariamente é isométrica a esfera S™(c)?

A resposta para tal pergunta serd respondida, baseada em [4], pelo seguinte teorema:

Teorema 1.2 Seja M uma hipersuperficie compacta, conexa e orientdvel com fungao
suporte nao negativa de R"™. A curvatura média o de M ¢é solucio da Equacao de
Poisson Ap = o (o € o integrando de Minkowski) se, e somente se, M € isométrica a

n-esfera S™(c) de curvatura média constante igual a c.

Uma caracterizagao semelhante também vale usando a curvatura escalar, acres-

centando algumas hipoteses:

Teorema 1.3 Seja M uma hipersuperficie compacta, conexa e orientdvel de R™™ com
curvatura escalar S limitada superiormente pela constante n(n — )AL, onde \ = supp?
e p € a funcao suporte. Entao a curvatura de Ricci na dire¢ao do campo vetorial VS é
nao negativa e a curvatura escalar S é a solugao da equagdo de Poisson Vo = o (0 € o
integrando de Minkowski) se, e somente se, M € isométrica a n-esfera S™(c) de curvatura

constante igual a ¢ = \7*

O terceiro método de caracterizar esferas exposto neste trabalho envolve, como
o primeiro, a curvatura r-média. Tal método tem como hipdtese que as curvaturas r-
médias sao linearmente relacionadas e a que a hipersuperficie é convexa (para garantir a

positividade das r-ésimas curvaturas médias):

Teorema 1.4 Sejam M wuma hipersuperficie compacta e orientdvel imersa em Q"' e

Y M — Q" sua imersdo, onde QU é R H™ ! ou S'T. Assuma que (M) é



convexa. Se H,. # 0 e existem constantes ndao negativas Cy, Cs, ...

r—1
H,=> CiH,
i=1
entdo x(M) € uma esfera geodésica.

Tal resultado estd contido em [13] e generaliza [7].

,Ch_1 tais que

13
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados conhecidos de Geometria Ri-
emanniana que serao utilizados no decorrer do texto e uma série de lemas e proposigoes
que nos serao Uteis nas demonstragoes dos teoremas principais. Os resultados mais co-
nhecidos terao suas provas omitidas, pois podem ser encontradas facilmente na literatura,

como, por exemplo, em [5].

2.1 Métricas Riemannianas

Neste trabalho, estudaremos variedades como objetos munidos de uma nocao
de distancia; esta dada por um elemento chamado de métrica, que nada mais é do que

um produto interno introduzido em cada espaco tangente.

Defini¢ao 2.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma vari-
edade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um
produto interno (,) (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago
tangente T,M, que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se © : U C R* — M

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,%s,....,x,) = q € x(U)

e (%(q) = dz(0,...,1,...,0), entao <a%i(q),%(q))q = gij(%1,....,T,) € uma fungao dife-

rencidvel em U.
Sempre que nao houver possibilidade de confusao, deixaremos de escrever o
indice p em (, ), para nao carregar desnecessariamente a nota¢ao, mas sempre lembrando

que a métrica estd sendo considerada no espaco tangente do ponto dado.

Definicao 2.2 Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana € cha-

mada de variedade Riemanniana.

Definicao 2.3 Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N (isto €, f é uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uwma iso-

metria Se:
<u7 U)p - <dfp<u)v dfp(“))f(P)?

para todo p € M,u,v € T,M.

Exemplo 2.1 Variedades imersas. Uma aplicacio f : M™ — N™* ¢ uma imersdo, se
[ € diferencidvel e df, : T,M — Ty, N € injetiva para todo p em M. Chamamos k de

codimensao da imersao. Se N tem uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura
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Riemanniana em M por (u,v), = (dfy(u),df,(v)) sy, u,v € T,M. Como df, € injetiva,
(,)p € positivo definido. As demais condigoes da Definicao 2.3 sao facilmente verifica-
das. A métrica de M ¢é chamada, entao, de métrica induzida por f, e f € uma imersao
1sométrica.

Quando a codimensao da imersao é 1, ie., f : M" — MnJrl;f(M) C Mé

chamada de hipersuperficie.

2.2 Conexoes Afins; Conexao Riemanniana; Geodésicas

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M

e por C*°(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 2.4 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao
V:iX(M)xX(M)— X(M),

a qual indicaremos por (X,Y) — VxY, que satisfaz as sequintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

iii) Vx(fY) = fOxY + X ()Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M).

A préxima proposicao mostra que a escolha de uma conexao afim V em M d&

origem, de forma bem definida, a uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas.

Definicao 2.5 Um campo de vetores V' ao longo de uma curva c: I — M € uma corres-

pondéncia que associa a cada t € I um vetor V(t) € ToyM.

Definicao 2.6 Dizemos que um campo de vetores V ao longo de uma curva é diferencidvel

se, para toda func¢ao f em M, a fungdo t — V(t)f é uma curva diferencidvel em 1.

Proposicao 2.1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

v

direncidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial =

ao longo de c, denominado covariante
de V' ao longo de c, tal que:

a) 2(V+W) =50+ 2F
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b) %(fV) = %V + f%, onde W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma
funcao diferencidvel em I.

c) Se'V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e., V(t) = Y(c(t)), entdo
 =VeY.

Definicao 2.7 Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. Um
campo vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado de paralelo quando

%:O, para todo t € 1.

Proposicao 2.2 Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V. Seja
c¢: I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty), to € 1
(i.e., Vo € T,4)M ). Entao existe um tnico campo de vetores paralelo V' ao longo de c,
tal que V (to) = Vo, (V(t) € chamado de o transporte paralelo de V (to) ao longo de c).

Definicao 2.8 Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se e SO se

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,Vx2),

para todo X,Y,7Z € X(M).

Definicao 2.9 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando

VxY — Vy X = [X, Y],

para todo X, Y € X(M), onde [X,Y] = XY —YX.

Teorema 2.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica co-
nexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V é simétrica;

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é chamada de conexao de conerao de
Levi-Clivita ou conexao Riemanniana de M. A partir daqui, V indicarda a conexao de

Levi-Civita e M serda uma variedade Riemanniana munida de sua conexdao Riemanniana.

Definicao 2.10 Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se

% (‘jl—Z) = 0 no ponto ty. Se v € geodésica em t, para todo t € I, dizemos que vy €

uma geodésica. Se [a,b] C I e~ : I — M € uma geodésica, a restri¢io de vy a [a,b] €
chamada (segmento de) geodésica ligando ~y(a) a y(b). E comum, por abuso de linguagem,

chamarmos de geodésica a imagem y(I) de uma geodésica 7.
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Definigao 2.11 Um segmento de geodésica v : [a,b] — M é chamado de minimizante se
[(v) <l(c), ondel(.) denota o comprimento de uma curva e ¢ é quaquer curva diferencidvel

por partes ligando v(a) a v(b).

Definicao 2.12 Um conjunto S C M é chamado de fortemente convexo se para quaisquer
dois pontos p,q do fecho de S existe uma unica geodésica minimizante vy ligando p a q,

cujo interior estd contido em S.

E possivel provar que todo ponto p € M possui uma vizinhanga fortemente
convexa.
O proximo resultado permite que o conceito de aplicagao exponencial seja

introduzido.

Proposicao 2.3 Dado p € M, existem uma vizinhan¢a V de p em M, um nimero ¢ > 0

e uma aplicagao diferencidvel,
v (=2,2) xU — M,

onde U = {(p,w) € TM;p € V,w € T,M,|w| < €}, tal que t — ~v(t,p,w),t € (=2,2), é
a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por p com velocidade w, para cada
peV ecadaw e T,M, |lw| <e.

Sejam p € M e d C TM um aberto dado pela proposicao anterior. Entao a
aplicagao exp : U — M, dada por

v
exp(p.v) = (L p,0) = 7 (|v|,p, —) (p.0) €U,

]
¢ chamada de aplicagao exponencial em U.
A aplicacao exponencial é diferenciavel e usaremos a restricao da erp a um

aberto do espaco tangente T),M, isto €, definiremos
exp, : B.(0) C T,M — M

por exp,(v) = exp(p,v). Indicaremos por B.(0) a bola aberta de centro na origem 0 de
T,M e deraio e. Além da exp, ser diferencidvel, temos que exp,(0) = p. Geometricamente,
expy(v) é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a |v], a partir de p,
sobre a geodésica que passa com velocidade igual a .

o]

Proposigao 2.4 Dado p € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0) C T,M — M ¢é um
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difeomorfismo da bola B.(0) de centro na origem de T,M e raio € sobre um aberto de M.

. e = a deriwacao covariante coincide com a usual. sstm, as
Exemplo 2.2 Se M R™ a d t d I. A ,
geodésicas sao retas parametrizadas propoporcionalmente ao comprimento de arco e a

exponencial € a identidade.

Lema 2.1 (de Gauss) Sejam p € M e v € T,M tal que exp,v esteja definida. Seja
weT,M~T,(T,M). Entdo

((deapp)y(v), (dexpy)s(w)) = (v, w).

Seja V' C T,,M uma vizinhanca da origem tal que exp,|y é um difeomorfismo.
O conjunto U = exp,(V') é denominado de vizinhanga normal (ou geodésica) de p. Se
B,(0) é a bola de centro na origem de T, M e raio €, entao B(p) = exp,(B(0)) ¢ de-
nominado bola normal (ou geodésica) de centro p e raio e. Decorre do lema de Gauss
que a fronteira de uma bola normal S.(p) = exp,(9B(0)) é uma hipersuperficie em M
ortogonal as geodésicas que partem de p, a qual denominamos esfera geodésica de centro

P e raio e.

Agora vamos definir o referencial geodésico, que nos sera util mais tarde.
Seja p € M e U uma vizinhanca fortemente convexa de p. Fixada uma base
ortonormal {es,...,e,} para T,M, existem n campos de vetores diferencidveis Fj, ..., E,
tais que
a) F;(p) = e;(p), para todo i € {1,...,n};
b) {Ei(q), ..., En(q)} é uma base ortonormal para T, M, para todo ¢ € U;
¢) Vg E; =0, para todo i,j € {1,...,n}.
Para construir tais campos, dado ¢ € U, considere uma geodésica minimizante ~y ligando p
a q. Seja E;(q) o transporte paralelo de e; ao longo de . Pode-se mostrar que os campos
E; construidos dessa forma satisfazem as condicoes a), b) e ¢). Entao {E1(q), ..., En.(q)} é

chamado de referencial geodésico.

Definigao 2.13 Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se, para
todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, i.e., se as

geodésicas y(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do parametrot € R.

Definicao 2.14 Um subconjunto B de uma variedade Riemanniana completa M é cha-
mado de convero quando, para quaisquer p,q € M, existe uma unica geodésica minimi-

zante ligando p a q, cuja imagem esteja contida inteiramenta em B. Uma hipersuperficie
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imersa ¥ : N™ — M™ compacta é chamada de convera quando € fronteira de um sub-

conjunto convexo de M.

2.3 Divergente, Gradiente, Hessiano e Laplaciano

Defini¢ao 2.15 Sejam M uma variedade Riemanniana, f € C*°(M) ep € M. Definimos

o gradiente de f como o campo vetorial V f em M definido por
(Vf(p),v) = dfy(v) =vf, pe M,veT,M.

Defini¢ao 2.16 Sejam M uma variedade Riemanniana, X € X(M) e p € M. Definimos
divergéncia de X como a fung¢ao divX : M — R dada por divX(p) = trago da aplicagdo
linear Y (p) — Vy X (p).

Definigao 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana. Defina um operador A : C*°(M) —
C>(M), chamado de o Laplaciano de M, por

Af =div(Vf), f€C®(M).

Definicao 2.18 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma apli-

acacao multilinear

T X(M) x ... x X(M) = C®(M).

[\ J

TV
rfatores

Definigao 2.19 Seja f € C°(M). O tensor de ordem 2, denotado por V2f, em M dado
por

VX, Y) = XY(f) = VxY(f),

para todo X, Y € X(M) € chamado de Hessiano de f.

Proposigao 2.5 Dada f € C®(M), o Hessiano V2f € um tensor simétrico, isto é,
V2f(X,Y) = V2f(Y, X).
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Prova:

VX Y) = V(Y. X) = (XY =YX)(f) + (VyX = VxY)(f)
J(f) + ¥, X](f)
1) = X, YI(F)

(X, Y](f
= [X,Y](f

= 0.

O
Existe outra maneira de calcular o Hessiano de uma funcgao f, que é dada pela

proposicao seguinte.

Proposicao 2.6 Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita.
Entao

V2f(X,Y) = (VxVFY).
Prova: Basta fazer a simples manipulacgao:
VIX,Y) = XY(f) - VxY(f)

= (VxVLY)+(Vf,VxY)—(Vf,VxY)

O
Observagao 2.1 Dada uma base ortonormal {ei, ..., e,} para T,M, podemos escrever o

laplaciano Af da sequinte maneira:

Af = div(Vf)
= D (Ve Vie)

k
= ZVQf(ek,ek).
k
Observacgao 2.2 Podemos ver o Hessiano como o operador

vif: T,M —T,M
X = V(X)=VxVf
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Proposicao 2.7 Seja {E;}, i € {1,...,n}, um referencial geodésico em p € M. Entdo

vale

Af(p) = ZE (Ei(f)) (p).

Prova: Como {E;} é uma base ortonormal, temos:

Vip) =D aip)Eip) = ai(p) = (Vf(p), Ei(p))-

)

Mas por definicao,

Assim,

0 que prova a primeira igualdade. Para a segunda igualdade, temos
Af = div(Vf)

= div (ZE(”E)
= Z<VEj <Z Ez(f)El) ,Ej)

_ Z<Ei(f)(VE;EZ‘)‘f‘Ej(Ei(f))Ei:Ej)

= S EEGE E)

Proposicao 2.8 Sejam f,g € C*(M) e X € X(M). Vale:
a) div(fX)=(Vf,X)+ [ divX,
b) A(f-g) = fAg+gAf+2(Vf,Vyg).

Teorema 2.2 (Teorema da Divergéncia) Seja Q € R™ um dominio compacto e conside-

remos M = OS2 a hipersuperficie compacta formada pela fronteira de Q. Se Z : Q) — R+t

¢ um campo de vetores diferencidvel sobre 2 e N € o campo normal unitdrio interior de
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M, entao

/ divZdV — — / (Z, N)dA.
Q M

Corolério 2.1 Sejam ¢ : M — R™! uma hipersuperficie compacta sem bordo, orientada
e X € X(M). Entao

/ divXdA = 0.
M

Em particular, fM AfdA =0, para toda fungio f € C*(M)
2.4 Curvaturas

Definicao 2.20 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixyZ, Z € X(M),

onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observagao 2.3 Se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,7Z € X(R™). Com
efeito, se indicarmos por Z = (z1,...,z,) as componentes do campo Z nas coordenadas

naturais do R™, obteremos que
VxZ =(Xz,....,Xz,),

de onde
VYVXZ = (YXZl, ...,YXZn),

o que 1mplica que

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z =0,

como afirmado.

Proposicao 2.9 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes pro-
priedades:
(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,
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R(fX1+gX2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X3, Y1),
R<X17 f}/l + 93/2) = fR(XlaYi) +gR(X17}/2)7

f?.g € COO<M)7 Xl’X2’Y'17Y'2 € %(M)
(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
linear, 1isto €,

RIX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
RIX,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

fec=(M), X,Y € X(M).

Observacao 2.4 Dado um espaco vetorial V', indicaremos por ||z A y|| a expressao

VIelPlyl? = (2, 9)?,

que representa a drea do paralelogramo bi-dimensional determinada pelo par de vetores
r,y e V.

Proposicao 2.10 Seja o C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(x,y)z,y)

K —
S FYNE

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Definicao 2.21 Dado uwm ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T,M o
nimero real K(x,y) = K(o), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado de cur-

vatura seccional de o em p.

Lema 2.2 Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina um
aplicagao trilinear R' : T,M x T,M x T, — T,M por

<R,<X7KW)7Z> = <X> W><K Z> o <Y> W><X> Z>7

para todo X,Y, Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se,

e somente se, R = KqR', onde R € a curvatura de M.

Definicao 2.22 Dada uma variedade Riemanniana M e p € M, consideramos uma base

ortonormal {z1,...,z,} de T,M. Entdo, para quaisquer X,Y € T,M definimos o tensor
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de Ricci, denotado por Ric, como o tensor do tipo (0,2) dado por

Ric(X,Y) =Y (R(X, %)Y, z) .

i

Além disso, se | X|| =1, entao Ric(X,X) é chamado de curvatura de Ricci na dire¢ao

de X.

E vélido observar que esta definicao nao depende da escolha da base ortonormal

escolhida para T,M.

Definicao 2.23 Dada uma variedade Riemanniana M e p € M, consideramos uma base

ortonormal {z1, ..., z,} de T,M. Definimos a curvatura escalar S em p por

S(p) = Z<R(Ziazj)ziazj> :

ij

2.5 Segunda Forma Fundamental

Seja f: M™ — M wma imersio. Para cada p € M, existe uma vizi-
nhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isso nos diz que existe
um difermorfismo ¢ : U — V C R¥ em um aberto V' C R¥, tais que ¢ aplica difeomorfica-
mente f(U)NU em um aberto do subespaco R” NR¥. Isso nos permite identificar U com
f(U) ecadav € T,M,p € U com df,(v) € Ty M, de modo a facilitar a notagao. Também
identificamos para estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de ve-
tores de M a um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M. Dessa forma, para
cada p € M, T,M ¢ considerado um subespago vetorial de TPM de dimensao n. Assim,
se considerarmos o espago m-dimensional (T,M)* = {v € T,M; (u,v) = 0,Yu € T,M},
podemos escrever

T,M =T,M @ (T,M)*.

O espago (T,M)* ¢ chamado de espago normal & M em p. Assim, dado
v E TPM, p € M, podemos escrever

v=0v"+oN, o e T,M, vN € (T,M)".

A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sao campos
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locais de vetores em M, e X e Y sao extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY)".

Nao é dificil verificar que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica

induzida de M. Temos entao:

VY = (V)T + (V)N = VY + (VY)Y

Definicdo 2.24 Sejam X e Y sdo campos locais de vetores em M, e X e Y extensoes

locais a M. Definimos a sequnda forma fundamental da imersao f como sendo a aplicacao

B:X(M) x X(M) — X(M)* definida por

B(X,Y) = (VgY)" = VxY — VyY.

Proposigao 2.11 A sequnda forma fundamental B : X(M) x X(M) — X(M)* definida
por

B(X,Y) = (VxY)" =VxY — VyY

€ bilinear e simétrica.

Definigao 2.25 Seja n € (T,M)™ . A seqgunda forma fundamental e a n fica associada
uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,M — T,M definida por

(Ay(2),y) = (B(x,y),n),

que chamamos de operador forma (shape operator). Quando ndo houver perigo de con-

fusdo, indicaremos A, (X) por AX.

A matriz de A com respeito a base ortonormal {ey, ...e, } é dada por

(hZJ) = ((Veiej,n)) 7i,j = 1, ...1n.

Proposigao 2.12 Sejamp € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local de
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n normal a M. Entao

Observagao 2.5 Se a codimensao da imersao for 1, isto é, f : M"™ — M enN for

uma extensao local de n tal que (N, N) =1, entdo
0= X(N,N)=2(VxN,N)

= (VxN,N) = 0= VxN¢€ tangente & M = (VxN)' = VxN.

Sejape M en e (T,M)*,|n| =1. Como A, : T,M — T,M é simétrica, existe
uma base ortonormal de autovetores {ey, ..., e,} de T,M com autovalores reais Ay, ..., A,
ie., A,(e;) =\, comi € {1,....,n}. Se M e M sdo orientdveis, escolhendo uma orientacio
para ambas, o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos que {ey, ..., e,, 1} seja
uma base na orientacdo de M, se {ey,...,e,} for uma base na orientacio de M. Neste

caso, chamamos os e; de direcoes principais e os A; de curvaturas principais de f.

Definicdo 2.26 Uma imersio f : M — M ¢é geodésica em p € M se, para todo n €
(T,M)*, a sequnda forma fundamental € identicamente nula em p. A imersao f € dita
totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M. A razao dessa terminologia é
que [ ser geodésica em p € equivalente a dizer que toda geodésica v de M partindo de p é

geodésica de M em p.

Defini¢ao 2.27 Sejam M uma variedade Riemanniana, p € M, {ey,...,e,} a base orto-
normal de T,M de direcoes principais de f e A, ..., \, suas curvaturas principais. Entao

definimos a curvatura média, denotada por a(p), no ponto p por

alp) = %(A1+...+)\n).

Observagao 2.6 Como o traco de um operador independe da base na qual escrevemos,

temos que

1
a=—trA
n

em qualquer referencial ortonormal em uma vizinhanca de p que diagonalize o operador

forma A em p.
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Sejam M uma hipersuperficie e ¢ : M — R"*! sua imersao. Seja F : U C
R*" — R, com M C U, e f = F. Assim como denotamos por V e V as conexoes
de R"*! e M, respectivamente, também denotaremos por vQ, V2, A e A o Hessiano e o
Laplaciano em R"*! e M, respectivamente. Vamos escrever expressoes explicitas para o
calculo de V? e A em funcao de V' edeA. Para isso, para cada p € M associamos uma
base ortonormal {ey,...e,, N}, de modo que N seja normal a M em p. Temos que V f

coincide com a componente tangencial de VF'| isto é,

Vf(p) = (VF(p)" =VF(p)— (VF(p),N(p))N(p).

Entao, se X,Y € X(M), temos:

V2F(X,Y)=(VxVLY) = (VxVEY)— (Vx((VF,N)N),Y)
= V'F(X,Y)— (X((VE,N)N + (VF,N)VyN,Y)
= V'F(X,Y)+ (VF,N)(AX,Y).

Se consideramos {ey, ...,e,} como sendo as dire¢oes principais associadas as

curvaturas principais Ay, ..., A, em T, M, obtemos:

AF = Y V'F(ei,e) + VFA(N,N)

= D (V3 f(en i) = (VE N){Aei,er)) +V°F(N,N)

= Af —na(VF,N) +V F(N,N).

Exemplo 2.3 Consideremos F : R™™" — R dada por F(z) = $||z — c||?, para um certo
ponto fizo c € R e f = Fjyy. Dadov € T,M ea: 1 — M tal que a(0) =p e o/(0) = v,

temos:

TF0) = Gl (500 - can - )

= (@(0),0(0) — ¢)
= (r—c,v), isto ¢,

VF = z—c
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V'F(X,Y) = (VxVEY)
= (Vx(z—0¢),Y)
= <X’ Y>7

Vf=(r—c)—{(x—¢,N)N = (z —¢)"

V2F(X,Y) = (X,Y) +(AX,Y){x — ¢, N).

E comum o uso sistematico das letras latinas X,Y, Z, etc., para indicar os
campos diferenciaveis, tanto em M quanto em M, desde que fique claro que estaremos
considerando suas respectivas extensoes, e as letras gregas n,&, (, etc., para indicar os

campos diferenciaveis de vetores normais.

Proposicao 2.13 (Equagao de Gauss) Sejam f : M™ — M uma imersao, B a se-
gunda forma fundamental, X,Y, Z,T campos diferencidveis, R e R as curvaturas de M e

M, respectivamente. Entdo vale:

(RIX,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T),B(X, Z)) + (B(X,T),B(Y, Z)).

Dados X e 7, ja vimos que a componente tangente de Vxn é dada por
(Vxn)T = —A,(X). A componente normal de V7 é chamada de conexdo normal da

imersdo e é denotada por V+. Explicitamente,
Vxn = (Vxn)¥ = Vxn = (Vxn)" = Vxn + A, (X).

Verifica-se facilmente que a conexao normal V+ possui as propriedades usuais

de uma conexao, isto é, é linear em X, aditiva em 7, e

Vx(fn) = fVxn+X(f)n, feC>(M).

4

Dada uma imersao isométrica, é conveniente denotar por X (M)~ o espago dos

campos diferenciaveis de vetores normais a M. Podemos considerar a segunda forma
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fundamental da imersao como um tensor
B:X(M) x X(M) x X(M)*+ = C>(M)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

Podemos definir a derivada covariante deste tensor da maneira natural:

(VxB)(Y,Z,n) = X(B(Y, Z,n)) — B(VxY., Z,n) — B(Y,VxZ,n) — B(Y, Z,Vxn).

Proposicao 2.14 (Equagao de Codazzi) Com a notagdao acima, vale

<F(X7 Y)Zv 77> = (vYB)(Xv Zﬂ?) - (vXB)(K Z, 77)~

Observacao 2.7 Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacdo

de Codazzi se escreve como
(VxB)(Y,Z,n) = (VyB)(X, Z,n).
Se a codimensao da imersao é 1, pela observac¢ao 2.5, temos

V)l(ﬁ = vxﬁ - (vxﬂ)T = vxﬁ - vxﬁ = 0.

Dat,
(VxB)(Y,Z.n) = X(B(Y,Z.n)) - B(VxY,Z,n) — B(Y,VxZ,n)
= X(B(Y,Z),n) — (B(VxY,Z),n) — (B(Y,VxZ),n)
= X(AY,Z) — (A(VxY),Z) — (AY,Vx Z)
= (Vx(AY),Z) — (A(VxY), Z) e, analogamente,

(VyB)(X, Z,n) = (Vy(AX), Z) — (A(VyX), Z).
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Portanto, temos

(VxB)(Y,Z,n) = (VyB)(X,Z,n)
= (Vx(AY), Z) = (A(VxY),Z) = (Vy(4X),Z) — (A(VyX), Z)
= (Vx(4Y) = Vy(4X),Z) = (A(VxY) - A(VyX),Z)
= (Vx(4Y) = Vy(4X),Z) = (A(VxY - VyX), Z)
= (Vx(AY) = Vy(4X),Z) = (A([X,Y]),2).

Portanto,

Vi (AY) — Vy(AX) = A([X,Y]).

Definicao 2.28 Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conerdao Riemanniana.
Diz-se que uma imersao & : N* — M"™ 1 € totalmente umbilica se, para todo p € N, a

sequnda forma fundamental B de x em p satisfaz
(B(X,Y),n)(p) = Mp)(X.Y), A(p) €R, (1)

para todo X,Y € X(M) e todo campo unitdrio n normal a x(N). Aqui estamos usando

(,) para indicar a métrica em M e a métrica induzida por x em N.

Teorema 2.3 Sejam M wuma variedade Riemanniana, V sua conexao Riemanniana e
x: N" — M"Y uma imersao totalmente umbilica. Se M tem curvatura seccional cons-
tante, \, dado em (1), nao depende de p. E ainda, se M = R"™ N for compacta e

coneza e A # 0, entio ©(N) é uma n-esfera S"(\) C R"™! de curvatura igual a \.
Prova: Sejam X,Y,T € X(M). Veja que, em p, temos

MXY) = (BX,Y)n) =(VxY — (VxY)",n) = (VxY,n) = X(Y,n) — (Vxn,Y)
= —(Vxn,Y)=XX,Y) e, analogamente,
—(Vrn,Y)=XNT,Y).

Derivando a primeira equacao em relacao a 7' e a segunda em relagao a X,

obtemos

—(VyVxn,Y) = (Vxn, VrY) =TA\)(X,Y) + \T(X,Y) e, analogamente,  (2)
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—(VxVrn,Y) —(Vn, VxY) = X(A\(T,Y) + \X(T,Y). (3)

Subtraindo (2) de (3), obtemos

(VeVxn — VxVn,Y) = —(Vyn, VYY) + (Ve VxY) — (T(A)X — X(ANT,Y)
“NT(X,Y) + AX(T,Y)
— (V0 VaY) + (Ve ViY) — (TO)X — X(VT,Y)
—MVrX,Y) = MX,VrY) + MVxT,Y) + MT,VxY)
= —(Vxn,VrY)+ (V) VxY) = (T(NX = X(NT,Y)
—(B(VrX,Y),n) — (B(X,VrY),n) + (B(VxT,Y),n)
+(B(T,VxY),n)
—(Vxn, VoY) +(Vn, VxY) = (T(\)X — X(N)T.,Y)
—(A(VrX),Y) - (AX, V1Y) + (A(VxT),Y)+ (AT, VxY)
—(Vxn, V1Y) +(Vrn, VxY) = (T(N)X = X(N)T.Y)
(A(VxT —V7X),Y)+ (Vxn,VrY) — (V) VxY)
—(T(N)X = XNT,Y) — (A[X,T],Y)
—(T(N)X = XNT,Y) = (Vixan, Y)

+

Dad,
(VeVxn = VxVn+ Vixmn,Y) = —(T(NX - X(NT,Y)

= (R(X,T)n.Y) = —(T(\)X — X(\T.Y) (4)

Como a curvatura seccional de M é constante e igual a, digamos, um certo
K € R, temos

(R(X,T)n,Y) = K ((X,n)(T,Y) = (T, n)(X,Y)) = 0.
Portanto, de (4), temos
—(T(\N)X — X(NT,Y) =0, para todo Y € X(N), ou seja,

TN)X — X(\)T = 0.

Supondo T e X linearmente independentes, obtemos X(\) = 0 para todo
X € X(N), de onde segue que A é constante.
Agora, considere a aplicacao y : N — R"*! dada por
n(p)

y(p) = z(p) + O PEN.
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Sejam T, N € X(N). Observe que
— n
(Vry,Y) = (Vo (a+7).7)
1
= (Viz,Y) + 5 (VoY)

_ (YY) - 2Ty

A
= (1Y) - {(BT.Y).0)
= (1Y) — %)\(T, Y)
= my)-{TY)
= 0.

Como Y é arbitrério, isso implica que y(N) é constante, ou seja, reduz-se a

um unico ponto, digamos, xy. Dai,

v =y(p) = a(p) + "

n(p)

= z(p) —xo = Ty
1
= |lz(p) — 20|* = R isto é,

z(N) estd contida em uma esfera de centro zo e raio . Mas N é compacta e conexa,

logo, x(N) é a prépria esfera.
[
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3 RESULTADOS FUNDAMENTAIS UTILIZADOS

3.1 Transformagao de Newton, r-ésima Curvatura Média e Operador Lineari-
zado L,

Definigao 3.1 Sejam x : M™ — N™" uma imersao de uma variedade Riemanniana M™
na variedade Riemanniana N1 e A operador forma. Sejam i, ..., \, 0s autovalores de
A associados aos autovetores {eq,...,e,}. As fungoes simétricas elementares associadas a

A sao definidas por

Spi= S (M) = D> N, com 1<y, i, <,

11 <. <l

e a curvatura r-média € definida por

Hr = Hr()\la ceey /\n) = —ST,

com Sy = Hy=1e€S, = H, =0, ser ¢ {0,1,...,n}. Observe que as func¢oes Hy e
Hy sao a curvatura média e escalar, respectivamente. H, ¢ conhecida como curvatura de

Gauss-Kronecker.

Definicao 3.2 A r-ésima transformacao Newton P, : T,M — T,M ¢ definida, indutiva-
mente, por
P():I QPT:STI—APT_h TZ 1.

Proposicao 3.1 A r-ésima transformacdao de Newton P, e o operador forma A comutam.
Prova: A prova sera por inducao. O resultado vale para Py, = I. Suponhamos que
AP._y = P,_1A. Assim

AP, = A(S,I— AP,_;)
— A(S,] - P,_,A)

— S,A—AP,_,A
= (S, —-AP,_)A
~ PA

Proposicao 3.2 A r-ésima transformacdao de Newton P, € auto adjunta.

Prova: A prova sera feita por inducao. O resultado vale para Py = I. Suponhamos que
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P,_1 é auto adjunta e sejam X,Y € X(M). Entao

(P(X),Y) = ((S,]—AP,.1)X.Y)
$X,Y) = (AP 1(X).Y)
S,X,Y) — (P,_y(X), AY)
X,5,Y) = (X, AP (V)
X, (8,1 — AP,_)Y)

B (Y)).

XY
XY

{
{
{
=
{
(X,

O
Da definicao de P,, é imediato ver que uma base que diagonaliza A também

diagonaliza P,.

Se A1, ..., A, sao autovalores de A, denotamos

ST(A’L) = Sr()\la X3 )\ifla )\’i+1> B )\n)

Proposicao 3.3 Seja A, ..., \, 0s auto valores de A. Fizado \;, temos
ST(Al) = Sr - Aer—l(Az)

Prova: Podemos escrever S, como a soma de duas parcelas; uma onde \; aparece e outra

onde \; nao aparece:
S, = A+ \C.

A é exatamente S,.(4;) e C' é a soma cujas parcelas sdo somas de todos os produtos de

(r — 1) curvaturas principais, exceto \;, ou seja, S,_1(A4;). Dali,
Sr = Sr(Az> + )\ZSrfl(Al)

O
Proposicao 3.4 Para cada 1 <r <n—1, tem-se:
a) P.(e;) = S-(Aei, i € {1,....,n}, onde{ey,...,e,} € uma base que diagonaliza A em
D;
b) tr(P.) = (n—r)S,;
c) tr(AP,) = (r +1)S,41;
d) tr(A%P,) = 515,41 — (r +2)S,40.

Prova:
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a) A prova é por indugdo sobre r. Para n = 1, temos P, = S;I — A, logo,
Pi(e;) = Sie; — Ale;) = (S1— Ny)ei = S1(A))e;.
Supondo que o resultado é valido para n — 1, temos
P.(e;) = Sre; — AP,_i(e;) = Spe; — A(S,—1(As)e;) = (Sr — Sr—1(Ai)Ni)es = S (As)es.

b)

tr(P) = > (Pules), )

i=1

= Z Sy (A)

= D (S — NiSeoi(A)

i=1
= nS, — Z Aisrfl(Az)
i=1

= (n—r)S,.
¢) Daigualdade P, = S,1I — AP,, temos
AP, = Syl — Py
Dali,
tr(AP,) = tr(S,y1l) —tr(Pry1) =nS,1 — (n—r —1)S,41 = (r+1)S,41.
d) Temos que
tr(APuy) = tr(A(Spad — AP,)) = tr(S,1 Al) — tr(A*P,),

ou seja,

t?“(AZPr) = Slsrﬂ — tT(APrJrl)

e, usando o item (c), obtemos

tT(AQPr) = 515T+1 - (T‘ + 2)5r+2- [
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Agora, vamos ver um lema que serd util para provar importantes desigualdades
envolvendo a curvatura r-média. Tais demonstragdes podem ser encontradas em [3], e

constam aqui para melhor comodidade na leitura.

Lema 3.1 Se um polinomio f € R[X] possui k > 1 raizes reais, entio sua derivada f’
possui ao menos k — 1 raizes reais. Em particular, se todas as raizes de f forem reais,
entdo as raizes de f' também serdo reais.

Prova: Podemos considerar k > 1. Sejam 1, ..., x, raizes reais de f, com x; < ... < x, e
multiplicidade myq, ..., m,, respectivamente, tais que my + ... + m, = k. Entao, cada z; é
raiz de f’, com multiplicidade m; — 1, se m; > 2. Veja também que, entre z; e x;,1 ha,
pelo Teorema de Rolle, pelo menos uma outra raiz de f’, de modo que contabilizamos ao
menos

(mi—1)+.+m—-1)+(r—-1)=k-1

raizes reais para f’. !

Proposigao 3.5 Para 1 < r < n, vale H> > H,_y - H,.y. Além disso, se a igualdade
ocorre, entao \; = ... = \,.
Prova: A prova sera por indugao sobre a quantidade n dos niimeros reais Ay, ..., A,. Para

n = 2, temos
2 1 ? 2
Hl >Hy -H & 5 ()\14‘)\2) > A A2
1
<~ Z()\%+2)\1>\2+)\2 —4/\1)\2) >0
& (M — >\2)2 > 0,

com igualdade se, e somente se, Ay = )\y. Agora, suponha a desigualdade vélida para
(n — 1) ndmeros reais, com igualdade ocorrendo para H,.; # 0, se, e somente se, 0s

(n — 1) ntimeros reais forem iguais. Para n > 3 nimeros reais Ay, ..., A,, seja

= H()In + (n> Hll’n_l + ...+ <n) Hn
1 n

Dali,
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Pelo lema anterior, existem yq, ...4,_1 tais que
flx) =nlz—y)..(x —yp1) = nz S (yi)a" "

-1
=0
n—1 e
( )Hr(yi)x" L
0

n—1
r

n
r

Como (n —r)(") = n(""), obtemos H,(\;) = H,(y;), para 0 < r < n — 1. Assim, pela

hipdtese de inducao, segue que, para 0 < r < n — 2,

HX(N) = H(vi) > He—1(y) - Hea(ys) = Heoa(yi) - He ().

Além disso, se tivermos a igualdade para os A;, com H,,1()\;) # 0, entdo também teremos
igualdade para os y;, com H,.1(y;) # 0. Novamente pela hipdtese de indugao, segue que
Y1 = ... = Yn_1 &, dai, A\y = ... = A\,,.

Agora, vejamos o caso em que 7 = n — 1. Se algum \; = 0, a desigualdade é

6bvia. Se nao, H, #0 e

2
& (n—1) ok > 2 !
n i y > 2n /\i)\j.

1<j

Denotando «o; = %, temos que a desigualdade anterior é equivalente a
T

n Z Oéi> — (Z ai> — QnZ a;a; > 0
i=1 i=1 i<j
S 2 n 2
& n (ZO") —22041-04]- — (Zai) >0
| \i=1 i<j i=1

que ¢é verdade pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Também nesse caso, vé-se que ocorre
a igualdade se, e somente se, todos os «; (e portanto os \;) forem iguais. O caso r =n é
6bvio, desde que H,,y = H,.1 = 0. O

Proposicao 3.6 Se Hy, Ho, ..., H._1 sdo nao negativas e H, € positivo para algum 1 <
1 1

r < mn, entao Hy > Hy > ... > Hy. Além disso, se a igualdade ocorrer para algum

1< g5 <r, entao Ay = ... = \,.
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Prova: Observe que H; > HZ% segue da proposicao anterior. Suponha entao valida para
algum 2 < k < r. Entao assumindo H,, Hs,...Hr > 0 e Hi1 > 0 segue, pela proposigao
anterior, que Hy > 0. De fato, H, = 0= 0> H,_1-H,_1 = H,_1 =0 = H,f =0=
0-Hy11 = Hy_1-Hyy1,isto é, H* = H? = Hy_1-Hgy1 com Hy,q # 0, logo, pela proposicao
anterior, A = \; = ... = \,,, dai, \* = H, =0, (%onde A =0 e, portanto, Hy,; = 0, o que

1 1
¢ uma contradi¢ao. Assim, Hy > Hy > ... > H} e, entao
) [
H;>Hp1-Hpn > H* - Hyqo,

1
. 1 T . . : . 1
ou ainda H* > H;7. Segue imediatamente das desigualdades acima que, caso H% =

1
H}) para algum 1 < k < n, entdo H? = Hy_ - Hy11. Dai, a proposigao anterior garante

que \; = ... \,. O

Definigao 3.3 Associado a transformagdo de Newton P,., temos o operador diferencial
de sequnda ordem L, : C*°(M) — R, chamado de operador linearizado L, e que € definido
por

L.f = tr(P,V?f).

Em particular, quando r = 0, tem-se Lof = Af. Por este motivo, dizemos que o operador

L, generaliza, em certo sentido, o Laplaciano.

Observacao 3.1 Quando N"' ¢ uma variedade Riemanniana de curvatura seccional

constante, foi provado por H. Rosenberg em [15] que L, pode ser escrito como
L.f =div(P.Vf).

Dai, seque do teorema da divergéncia que

| Lr=o

Definigao 3.4 Sejam Q"' uma forma espacial simplesmente coneza, isto €, uma vari-
edade Riemanniana de curvatura seccional constante ¢, e x : M™ — Q"™ uma imersao
1sométrica de uma variedade Riemanniana orientada M™. O wvetor posicao X, com res-
peito a py € Q' € dado por X (x(p)) = S.(s(p))Vs(p), onde S. € a solu¢io da equacdo
y" + cy =0 com condigdes iniciais y(0) =0 e y'(0) = 1, isto é,

s;¢=0

Se(s) = —se”\%ﬁ); c>0
senh(sv/—c) .
— Y i ¢< 0
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e Vs € o gradiente da funcdo distancia s(-) = d(-, po) em Q"L. Denotaremos S'(s(p)) =
0.(s(p)). Também definimos a funcao suporte da imersio x : M — Q" no ponto py para
o campo vetorial normal unitdrio n por p = (X, N). A partir daqui, X sempre denotard

o vetor posicao, a menos que se diga explicitamente o contrdrio.

Veja que se ¢ = 0, i.e., Q" = R"" entao s(z) = d(x,po) = |x — po|. Dados
r € R e v € T,R"™ seja a : [a,b] — R™ uma curva suave, tal que a(0) = z e
a/(0) = v. Dal,

(Vs(z),v) = ds;(v)

d
= d—|t:o<soa><t>
= |t 0\/ — po, a(t) — po)
1 /
= 2\/ ool o) -2(d/(t), a(t) — po)|i=o
= —< — Do,V >

|z — pol

Portanto,

__ T —p
Vs(z) = |x—p(0)|'

Assim, X(z) = z — py. Tomando py como sendo a origem de R™!. temos
X (z) = z. Entao, dada a imersao ¢ : M — R™""! temos

X(¥(p)) = ¥(p), (5)

isto é, podemos interpretar a imersao ¢ como o vetor posicao da hipersuperficie.

No caso em que ¢ > 0, vamos supor, sem perda de generalidade, que ¢ = 1 e,
portanto, Q" é a esfera unitaria S"*! em R"™. Neste caso, para qualquer ponto py €
S"*1 a funcao distancia s(-) = d(-, py), dada pelo comprimento da geodésica minimizante,

é diferencidvel em S"* — {py, —po}. Assim, o vetor posi¢do com origem em p, dado por
X (p) = sinsVs(p)

s6 é diferenciavel em S"™ —{py, —po}. Como a esfera é unitaria e s(p) = d(p, py), obtemos
que o angulo s corresponde ao arco de py a p com vetor tangente Vs, i.e., <(p,po) = s e
sin s é igual ao raio do circulo (paralelo) que passa por p.

Visto que Vs(p) é o vetor velocidade da geodésica que parte de py, entdo Vs(p)
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Figura 1: Vetor posicao na esfera

é ortogonal a p. Logo, podemos decompor py da seguinte maneira:
po = ap + Vs(p),

coma, f € R. Daf, a = (po, p) = |pol-|p| cos s e B = (po, Vs(p)) = [po|-[Vs(p)| cos(s+75) =
—sins(p). Assim,

po = cos s(p)p — sins(p)Vs(p).

Como (p,n(p)) = 0, temos

(po,n(p)) = —sins(p)(Vs(p),n(p)) = —p(p),

onde p é a funcao suporte. Dai,

1p(p)| = [{po, n(p))!. (6)

No caso em que ¢ < 0, vamos utilizar o modelo do hiperboldide para o espaco
hiperbédlico. Para isto, denotaremos as (n + 2) coordenadas de um ponto x € R""? por

(0, T1, ..., Tny1). Seja L"2 o espago vetorial R"*2 munido com a métrica

((,)) R xR =R
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dada por

<<ZL‘, y>> = ZToYo + T1Y1 + ... + TnlYn — Tnt1Yn+1-
Esta métrica, que é um exemplo do que chamamos de métrica pseudo Riemanniana (forma
bilinear simétrica, nao degenerada, mas nao necessariamente positiva definida), é chamada
de métrica de Lorentz e L2 ¢ chamado de espaco de Lorentz.

O espaco hiperbdlico real de curvatura seccional constante —1 pode ser visto

como a hipersuperficie de "2 definida por
™ = {o € L™ o] = —1, 201 2 0},

com a métrica positiva induzida pela métrica de Lorentz de L."*2. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que py = e,,2 = (0,...,0,1). Os vetores pg, p e Vs(p) estdo num
mesmo plano e nao sao colineares, portanto, podemos escrever p, como combinacao linear

dos outros dois vetores, isto é,

po = ap — BVs(p),

com «, 3 € R. Observamos que, como ({(Vs(p),p)) =0,
—1=pol* = ?|Ip|* + B Vs(p)||* = —a* + 5.
Dai, a = cosh s(p) e B = sinh s(p) e, portanto,

po = cosh s(p)p — sinh s(p)Vs(p).

Seja n(p) o vetor normal a M em p. Como ((p,n)) =0,

{(po,m) = coshs(p)((p,n(p))) — sinhs(p){(Vs(p), n(p)))
= ((sinh s(p)Vs(p), n(p)))
= ((X;n(p)))
= —p(p)

Assim,

lp(p)| = [{(po; M) (7)
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Figura 2: Vetor posicao no espaco hiperbdlico

Proposigao 3.7 Se X,Y € X(Q""), entdo

(VxVs,Y) = Z— ((X,Y) = (Vs, X)(Vs,Y)),

c

onde s € a fungdo distancia em X(Q"1).
Prova: Inicialmente, veja o caso em que ¢ = 0. Sejam X,Y € X(R"") e s: R"™ - R a

funcao distancia dada por
r(p) = d(p,po) = |p — pol, po € R"*".
Como s> = |p — po|* = (p — po,p — po), temos que
Y (s?) = 2(Y,p — po) = 25(Vs,Y),

isto é,

{Y;p —po) = s(Vs,Y).
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Derivando em relacao a X a equacao acima, obtemos

(VxY,p—po) +(X,Y) = (Vs, X)(Vs,Y) + 71 ((VxVs,Y) + (Vs,VxY)) .
Como sVs = p — py, obtemos

(VxY,p—po) +(X,Y) = (Vs, X)(Vs,Y) +5(VxVs,Y) + (p—po, VxY),

ou seja,
- = 1
<VXVSa Y> =

S

((X,Y) = (Vs, X)(Vs,Y)).

Visto que S, = s e 0, = 1 em R*"!, estd provado o resultado para este caso.

No caso em que ¢ = 1, consideremos X,Y € X(S"!). Derivando a igualdade

po = cos s(p)p — sin s(p)Vs(p)

em relacao a X, obtemos

0 = —sins(p)(Vs(p), X)p + cos s(p) X — cos s(p)(Vs(p), X)Vs(p) — sins(p)VxVs(p),

ou seja,

VxTs(0) = ~(Ts(0). Xp-+ Sl (X = (Fs(p), X Ts(0).

Visto que, em S"™, S, = sins(p) e 6. = cos s(p), concluimos a prova neste caso.
Finalmente, para o caso em que ¢ = 1, seja X,Y € X(H"'). Derivando a

igualdade
po = cosh s(p)p — sinh s(p)Vs(p),

em relacao a X, obtemos
0 = sinh s(p){(Vs(p), X)p + cosh s(p) X — cosh s(p)(Vs(p), X)Vs(p) — sinh s(p)Vx Vs(p),

ou seja,
VxVs(p) = (Vs(p), X)p +

Como (p,Y) =0,

(VxVs(p),Y) = % ((X,Y) — (Vs(p), X)(Vs(p),Y).

Como S, = sinh s(p) e 0. = cosh s(p), concluimos a demonstragao. O
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Lema 3.2 Seja M™ — Q"' uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
orientada M™ em uma forma espacial Q". Entdo temos as sequintes identidades:
a) Ve, X =0.(s)e;
b) Ve, Ve, X = 0.(s)hyjn — c(X, e;)e;
¢) Ve Ve, (X,n) = —0.(s)hij — Y iy (Veohij) (X, ex) — h; (X, m), onde n é o campo
vetorial normal unitdrio e {ey, ...e,} € um referencial geodésico em M.

Prova: Primeiramente, veja que

V., Vs=Y (V.Vs,e)e, (8)
j=1
Pela proposicao 3.7, temos
: o oy bels) -
Vs(X,Y) = (VxVs,Y) = 50 [(X,Y) — (Vs, X)(Vs,Y)].
Fazendo X =e¢; e Y = ¢;, obtemos
: o .y _ bls) o e
\% S(ei7€j) = (VeiVs,eﬁ = g (8) [<6i76j> - <V$,€Z’><VS,€]'>] .

TTe = 3 [ e~ T @)
— gcc(? 4 <@ijej>ej—Z(VS,Q)(?S,Q)Q‘]

- (ei — (Vs,e;)Vs).

Para o item (b), primeiramente veja que, como S, satisfaz a equagao y"+cy = 0,



ie., S/ +cS. =0, temos que ¢, = —cS.. Entao

Ve Ve, X = V,(0.(s)e;)
= Hc(s)veiej + 6’;(3)<73, €i)€;
= 0c(s) ((Ve,e5.mn + Ve,e5) — cSe(s)(Vs, ei)e;
= echiﬂ] — C<X, €i>€j,

onde (h;;) é a matriz da segunda forma fundamental B com respeito a e;.

Finalmente, para o item (c), temos

Veivejn - vei Z<vejn’ek>ek)

k

= vei - Z<v6]’ €k, 7]>€k)
k

= V., |- Z hjk€k>
k
= — Z ez-(hjk)ek - Z hjkveiek
k

k

= — ei(hir)er — h; Veie, + Ve
Zk:(yk)k: Zk:gk(( ko 1)) Ok)
= _Zei<hjk)ek_zhjkhikn
2 2
= = eilhjp)er — him.
2

Dai, usando os itens (a) e (b

~—

veivej <X7 77) = €& (<ver’ 77) + <X’ veﬂﬁ)

= —O(s)hig = ) en(hi) (X, ex) — W3 (X, ),

o
—
»
N~—

>
S
=
|
)
=
\.('b
<
@
<
=
~
—+
—
>
o
—
»
~—
@
<
<
o
=
~
+
—
>
o
—
»
N—
D
<
Ky
=
~
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pela observacao 2.7. O

A prova para o préximo lema pode ser encontrada em [14], pdgina 489, Lema
A.

Lema 3.3 Seja (h;j) wma matriz simétrica n x x de fun¢oes diferencidveis reais em um
conjunto aberto do R™. Seja S; a j-ésima funcgdao elementar simétrica dos autovalores de
(hij) € hy; o (k,1)-ésimo elemento da r-ésima poténcia da matriz (h;;). Entdo, para todo

vetor x no dominio de (h;;), vale

VS = Z (Va(P)i)

i7j

onde (P,);; = (P(e;), €j).

Proposigao 3.8 Seja M™ — Q"' uma imersdo isométrica de uma variedade Rieman-

niana orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entao
Lo(X,m) = —(r +1)S:410.(s) — (818041 — (1 + 2)Spp2) (X, 1) — (VSrp1, X).

Prova: Consideremos um referencial geodésico {es, ..., e,}. Veja que

Zek X?]

Ve V(X)) = V.
= Z €; 6k X 77 €k+ek<X7n>veiek] ’
k

Pelo item (c¢) do lema 3.2, temos

Ve V(X.p) = ) [_9C<S)hikek — > (Vehie) (X, e)er — hi (X, m)ex + ex(X,n)(Ve,ex, mn
P 1



Dai,

(Ve V(X n), Brlei) =
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= —0,(s)tr(AP,) — (X, n)tr(A*P,) — tr (Z Vezhzkp (X, 61))

= —(r+1)S,410.(s) —

(SIST—H (7’ + 2>Sr+2><X7 77>

—tr (Z (Ve hinPr) (X, 6l>> )

l

pela proposicao 3.4. Para concluir a demonstragao, basta mostrar que

—tr (Z (Ve haP) (X, e,>> = (S, 11, X).

l

Com efeito, o lema 3.3 nos da

rvel Sr+1 =

Como tr(AP,) =

T‘Vel S?"-i—l =
k

= veltr(APT) —

= (r + 1)v€zsr+1

Logo,

velSr—&-l

(r +1)S,11, temos V. tr(AP,) = (r +

> ey -

=tr ((V.

1)V, 1. Assim,

> (e,
Z 6[()%)/\7];
k
tr (Vehir (Pr)y)) -

zhik ((Pr)zk)) :
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Assim,
! (Z (VehinFr) (X, 61)) = (VS11, X),
I

o que conclui a prova. [

3.2 Férmulas de Minkowski, Equacao de Poisson em Hipersuperficies Com-

pactas

Definigao 3.5 A funcgdio suporte da imersdio ¢ : M — Q"' no ponto py para o campo
vetorial normal unitirio N € definida por p = (X, N). No caso em que ¢ = 0, isto €,

quando M for uma hipersuperficie do espago euclidiano, temos, por (5):

p= (¢, N). (9)

Observacao 3.2 Decompondo a imersao nas componentes normal e tangente, que vemos

como o vetor posicao, temos
Y =4 + (Y, N)N,
isto €,
¢ =T+ pN. (10)
Proposigao 3.9 Se QU™ = R""! entdo VxT = X + pAX, para X € X(M) qualquer.

Prova: Tomando a derivada covariante de (10) em relacao a X € X(M), temos

vxl/J = vwa—va(pN)
= Vx¢ = B(X, ") +Vxy! + (Xp)N +p VxN
= Vxy! = Vx¢—B(X,¢") - (Xp)N —p VxN. (11)

Tomando arbitrariamente Y € X(M), de (11) nds temos:

(Vxy'Y) = (Vx— B(X,¢") = (Xp)N — p VxN,Y)
= (Vx¢—p(VxN)",Y)
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dai

Vxd! = Vxt+pAX

= X+ pAX.
0
Proposigao 3.10 Se Q' = R""! | entdo vale Vp = —A(yT).
Prova: Dado X € X(M), temos
(Vp,X) = Xp
= X(¥,N)
= &N > <¢T +9t, VxN)
e
= —<¢T7AX>
0

Teorema 3.1 (Fdrmula de Minkowski) Seja M wma hipersuperficie compacta, orientada

e : M — R sua imersdo isométrica. Entao vale

/ (1+ a{y, N))dM =0,

onde N € um campo normal unitirio e v € a curvatura média de M.
Prova: Considere f : M — R dada por f(p) = 1[|¢(p)|* e uma base de dire¢des principais

{e1,...,en} em T,M associada as curvaturas principais Ay, ..., \,. Pelo exemplo 2.3, temos

V2f(ei, ) = (e, e) + (0, N)(Aey, ;) = 1+ (b, N){Aey, e;).

Assim,

Af = Y (14 @, N)(Ae,e))

= n+ Z (¢, N){Aei, e))
= n+na(y,N)
= n(1+ a(y,N)). (12)
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Integrando (12), pelo corolario 2.1 do teorema da divergéncia, obtemos

/ n(1+ a{th, N))M = 0

:>/ (14 afy,N))dM =0,

o que prova o afirmado. O

Observagao 3.3 Pela teorema anterior, é licito considerarmos a Equacao de Poisson

Ay =0, onde o € o integrando de Minkowski definido por o = 1 + pa.

Veja que se definirmos a derivada covariante
(VA)(X,Y) =VxAY — A(VxY),
onde X,Y € X(M) e A é operador forma, vale
(VA)(X,Y) = (VA)(Y, X), (13)
pois

(VA)(X,Y) — (VA)(Y,X) = VxAY — A(VxY) — VyAX + A(VyX)
= VyAY — VyAX + A(Vy X — VyY)
= A(X,Y]) + Ay, X])
= A(X,Y]) - A([X,Y])
=0 ,

pela observacao 2.7.

Proposicao 3.11 Dado um referencial geodésico {ey,...,e,} em uma vizinhanga de p €

M, podemos escrever, no ponto p, o gradiente da curvatura média como

nVa = Z(VA)(@,-, €i).
Prova: Como o referencial é geodésico, temos (VA)(ej,e;) = Ve, Ae; — A(V,e;), logo,
——

0
por (13)

VejAe,- = (VA)(GJ', 6,’) = (VA)(ei,ej) = VeiAej.



Dali,

nVao

nZ(Va, e;)e;

J
nz ej(a)e;

j=1
Y ej(naje;
7j=1
Z €, <A€i, €i>€j
ij=1
Z (<VGJA61" 6i> + <Aei7 Ve~7ei>> €5
by ——
0

Z (VejAei, €i>€j
ij=1
> (Ve Aejene
ij=1
Z ei{dej, e;) — (Ae;, Ve,e) | ¢
= Y
D (eiAej,e)) e
ij=1
S (extAen ) e
ij=1
| (Vedei ) + (A6, Vee) | e
ij=1 g
> (Ve e e)e
ij=1

zn: VeiAeZ-
=1
i (velAei - A(Zeﬁ))

n

Z(VA)(% ei)

=1

51
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Proposicao 3.12 A curvatura escalar S de uma hipersuperficie ¢ : M — R € dada
por

S =n%a® — ||A])*.

Prova: Sejam R e R’ as curvaturas de M e R"! respectivamente. Pela equacao de

Gauss e pelo fato de que a curvatura seccional de R"*! é zero, temos

Seja {eq, ...,e,} um referencial ortonormal em uma vizinhanga de p. A escolhemos de

modo que diagonaliza A em p. Temos

S(p) = Z(R(ei,ej)ei,ej>

0]

= Y (Bleieg), Blej. ) — (Bler e1), Blej.e))

0]

= D AN

i#]
Dai,

n n 2 n
S= M) = (Z Ai> =) A =nPa’ - A

i=1 =1

A demonstracao do teorema seguinte pode ser encontrada em [6].

Teorema 3.2 (Solug¢io da equagio de Poisson) Seja M uma variedade Riemanniana
compacta. Se o é uma funcao diferencidvel tal que fMU = 0, entao existe uma solugao

da equagcdo Ay = o, unica, a menos da adicao de uma constante.

Lema 3.4 Sejam M uma hipersuperficie compacta e orientada de R™™ e o o integrando

de Minkowski. Entao a solugao ¢ da Equagdo de Poisson Ay = o satisfaz:

/M(<VU,V90>—I—02):06/M(t,00+||V<,0||2):0.

Prova: Se ¢ é uma solugao da Equagao de Poisson, temos, pelo item (a) da proposigao
2.8:
div(oV ) = (Vo, V) + cAp = (Va, V) + o2,

e integrando ambos os lados, chegamos a [, ((Vo, V) + %) = 0, pelo corolario 2.1 do

Teorema da divergeéncia.
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Para a segunda igualdade, pelo item (b) da proposicao 2.8, temos

Ap* = oAp+ pAp+2(Vf,Vg)
= 2¢p0 + [|[Vy]?
1
= 500" = go+|[Vel?

Integrando ambos os lados da igualdade, obtemos

1
| o sivel’) =5 [ ag =0
M M

novamente pelo corolario 2.1 do Teorema da divergéncia. 0

Teorema 3.3 (Férmula de Bochner) Seja M uma variedade Riemanniana e f : M — R.
Entao

SAIVAIP = Ric(V £.V1) + VI + V£, V(AL

Prova: Seja {e;} um referencial geodésico em p € M. Primeiramente, veja que pela

proposicao 2.7 temos:

1 1

§AHVfH2 = §;€i€i<vfavf>
= %Zel (<V62Vf, Vf> + <Vf, vezvf»
= Z 6i<veiva vf>

= Zeiv2f<ei,Vf>
= > aVif(Vie)
= Zei<vvafuei>

7

= Z <VeiVvaf7 6i> + <VVfo, V5i€i>
i 0

= D (Ve VoV = Vo VeV + VgV + Vo VeV = Vire V)

)

= > (R(Vf,e)Vf e) + ZWWV@W, &) +Z<v[eimw, &) . (14)

i

Agora, também pela proposicao 2.7, perceba que

\Y [ \Y e;i(fle;€i = €; Veiei =UuU. 15
vf Yeilf) > el (15)

0



o4

Assim,

;<Vvaein,ei> = Xijwweiw,e»—<vein,vwei>
0

= Vf me, e;)

= V> eV e)—(Vf, Veer)
0

= szeiei(f)
— viaf
= (Vf,V(Af)) . (16)

Também temos que

> VireVie) = Z VE([ei, V], €)

= > VXV, Vf-Vyseie)

= Z v2(€i, Vezvf)
= Y (V. VS,V V)

= V£ (17)
Finalmente, substituindo (16) e (17) em (14), obtemos a igualdade desejada. O

Corolario 3.1 (Férmula de Bochner para hipersuperficies) Sejam M uma variedade Rie-
manniana, S sua curvatura escalar e Ag o operador hessiano da fun¢ao curvatura escalar.
Entao

[ ((Rie(v5.99) + 5] - (857) =0

Prova: Integrando a férmula de Bochner do teorema anterior e tomando f = S, obtemos:

/M(Rz'c(VS,VS)Jr|!As||2+<VS,V(AS)>) :%/MAHVSHZ:(). (18)
0

Fazendo f = AS e X = V.S no item a) da proposi¢ao 2.8, temos:

0= /M div (AS(VS)) = /M (AS) + /M (V(AS), VS)
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:>/ (V(AS),VS) :—/ (AS)? (19)

Substituindo (19) em (18), obtemos o resultado afirmado. O
O nosso proximo objetivo é estabelecer trés igualdades envolvendo os objetos
definidos neste capitulo e, como consequéncia dessas, generalizar a Formula de Minkowski,
provada do Teorema 3.1, para as variedades Riemannianas de curvatura seccional cons-
tante R*T! Sttt e HHL,
No Teorema abaixo, denotaremos por V a conexdo de R™*! e por V a conexio

Riemanniana de qualquer hipersuperficie M" de R™"*!,

Teorema 3.4 Seja M wma hipersuperficie orientdvel imersa em R™™, ) : M — R
sua imersao e N um campo normal unitdrio de vetores sobre M. Entao, parar =0, ...,n—

1, vale
Lo([¢11*) = 2[(n =), + (r + 1)S,1 (¥, N)]. (20)

Prova: Dado p € M, sejam {e1(p), ..., en(p)} uma base ortonormal de T, M que diagona-
liza Aem p, e A\q, ..., A\, os autovalores de A associados a {e1(p), ..., e,(p)}, respectivamente.
Denotamos por {eq, ..., e,} o referencial geodésico que estende a base {e1(p), ...,e,(p)} a

uma vizinhanga de p em M.
Como V.e; = 0, Vi € {1,...,n}, entdo B(e;) = Ve,e; — Ve,e; = Vee, ie.,
~——

0
V.. € X(M)*t. Dai, existe a; € R tal que

Assim,
a; = a;|N|* = (N, N) = (Vei, N) = (Bei,e), N) = (Aey, e) = Nillei]|* = N,

e, portanto,
Ve-ei = )\ZN (21)

Dado X € X(M), temos
X[wl* = X, v) = 2(Vxt,9) = 2(X, ), logo,
XX|[lI* =2 ((VxX, ¥) + (X, Vxv)) = 2| X|]* + 2(y, Vx X)

= XX|[9|* = 2| X|* + 2(, Vx X). (22)

Vimos que P, é auto adjunto. Denotamos por A} o autovalor de P, associado

a e;(p).
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Assim,

Li([0l*) = tr [PV2][y]?]

= Y (BV|[¢lPe; e

- Z<Pr(veiv||¢||2),6i>
= D (Ve VI[eI* Poe)
=1

= D MV, VI[W|* e)
=1

proposigio 2.7 — = Y A[(V,, (Zej(||¢||2)ej>aei>
i=1 Jj=1

= Y NO | glllP Vee; +eleslwl)e; | e
=1 j=1 Y
= > Neeil|[y[?
=1
(22) » = Z)\?(2\|€z‘”2+2<¢avei€i>
=1
(21) = = 2) A +2) A (Y, \LN)
=1 i=1

= 2D N4 W, N) D> NN
i=1 i=1
= 2tr(P.) + 2tr(AP,){¢, N)
proposi¢ao 3.4 — = 2(n—71)S, + 2(r +1)S,11{(¢, N)

O

Corolario 3.1 Sejam M uma hipersuperficie compacta orientdavel imersa no espago eu-
clidiano R"', ¢ : M — R"" sua imersao e N um campo de vetores normal unitdrio

sobre M. Entao, parar =20,...,n — 1, vale

/M (Hr + Hya (¥, N)) = 0.

rli(n—r—

Prova: Multiplicando a igualdade de (20) por Tl), onde r =0,...,n — 1, obtemos

rl(n—r—1)
n!

L (|[9]1%) = 2(H, + Hys1 (1, N)). (23)



57

Integrando (23), temos

[ty =200 e <o,

pela observacao 3.1. U

Agora, uma versao do teorema (e de seu coroldrio) anterior para o espago
hiperbdlico.

Seja M uma hipersuperficie compacta e orientavel imersa no espaco hiperbélico
H**! e o) : M — H""! sua imersao. Podemos ver 1 como uma aplicacao v : M — L2,
com [|[Y||*> = =1 e ¥, > 0, como também podemos ver um campo normal unitdrio
correspondendo a 1) como a aplicacio N : M — L""2 com ||[N|*>=1e (¢, N) = 0.

Tomando a € L."*? arbitrario, definimos as funcoes F' : H*** — Re f: M — R
por

F={(z,a)e f=(,a). (24)

Como f é a restricao de F' a hipersuperficie M, temos
Vf=PyVF),

onde Py (VF) denota a projecao do gradiente de F' no plano tangente correspondente em
M.
No seguinte teorema, denotaremos como V, V, V as conexdes Riemannianas

de M, H"*! e L""2, respectivamente.

Teorema 3.5 Seja M uma hipersuperficie orientdvel imersa em H" ', o : M — H*!
sua 1mersao e N um campo normal unitario de vetores sobre M. Entao, parar =0, ...,n—

1 eacRI2, vale
Le((¢,a)) = (n = 7)5: (¢, a) + (r + 1)Sp41(N, a). (25)

Prova: Sejam F e f as fungoes definidas em (24). Se X € X(H"™'), entdao XF =
X{r,a) = (Vxx,a) = (X,a), logo VF = Pygn+1(a), onde Pygni1 representa a projecio de

a € R" no plano tangente correspondente de H"!'. Assim

Vf = Pu(VFE) = Py (Par(a))



Dados X,Y € X(M

<vaf7 Y> -

isto é,

(VxVY) = (4,

Tomando um referencial ortonormal {e, ...

Ly ((¢, a))

o que prova o afirmado.

), temos:

= > (V. V(a)P

= (n—r)
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x Py (Pan+1(a)),Y)
x (Pan+i(a) = (Panii(a), N)N),Y)
xPiunt1(a) + Vx ({(=Pyni1(a), NYN),Y)
xPgni1(a),Y) + (Pgn+1(a), N)(—VxN,Y)
+ (@, )¥),Y) + (a, N){AX,Y)
<wa Y) +(a, N)(AX,Y)
(X,Y) + (a, N){AX,Y),

< <I| < 4 <«

>

\/\//‘\

Q

2
X

o~ o~ o~ o~ o~~~

S

a)(X,Y) + (N, a)(AX,Y). (26)

,en} de T,M que diagonaliza A em p, temos

= tr [PTV2 (1, a)]

n

= Y (Ve V(i a)),e)

i=1
n

»(ei)

i=1

- Zn:/\;(veivw,a),ei)
= ZAT (v, a)
_ ;A;(<w,a>+Ai<N,a>)
= <w,a>§;kl~"+ N

_ (.a)ir(P) + (N

a)(Ae;, e;))

(e, e;) + (N,

a)y A
=1
,a)tr(AP,)

ST@/)’ a> + (T‘ + 1)ST+1<N7 a>>

O

Corolario 3.2 Sejam M uma hipersuperficie compacta orientdvel imersa no espago hi-

perbolico H™ L, o : M — H" ! sua imersao e N um campo de vetores normal unitdrio
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sobre M. Entdo, parar =0,....n —1 e a € RT*? arbitrdrio, vale

/]\4 (HT‘<¢7 CL> + Hr+l<N7 a)) =0.

Prova: Multiplicando a igualdade de (25) por T!(";fl), onde r = 0,...,n — 1, obtemos

ri(n—r—1)

nl L.((¢,a)) = H.(¢,a) + H,11(N, a). (27)

Integrando (27), temos

ri(n —r—1)

/Z\/[ (HT<¢7a> + HT+1<N7 CL>) = Tn')/j\/llﬁ"((d}aa) = 07

pela observacao 3.1. O

Seja M uma hipersuperficie compacta e orientdvel imersa em S"*! e ) : M —
S™*! sua imersao. Podemos ver ¢ como uma aplicagao v : M — R"2 com [[¢||*> =
1, como também podemos ver um campo normal unitario correspondendo a v como a
aplicacio N : M — R"™2 com ||[N|?=1¢e (b, N) = 0.

Tomando a € R™™2 arbitrario, definimos as funcoes F : S"™! - Re f: M — R
por

F={pa)ef= (4 a) (28)

Como f ¢ a restricao de F' a hipersuperficie M, temos
Vf=Py(VF),

onde Py;(VF) denota a projegao do gradiente de F' no plano tangente correspondente em
M.
No préximo teorema, denotaremos como V, V, V as conexdes Riemannianas

de M, S"* e R™"*2 respectivamente.

Teorema 3.6 Seja M uma hipersuperficie orientdvel imersa em S*, ¢ : M — S sua
mmersao e N um campo normal unitdrio de vetores sobre M. Entao, parar =0,...,n —1

e a € R"2 vale

Lo((6,)) = (r + 1)Sys1(N.a) — (n — )5, (), a). (20)

Prova: Sejam F e f as fungoes definidas em (28). Se X € X(S"*!), entao XF =
X{(p,a) = (Vxp,a) = (X,a), logo VF = Psut1(a), onde Psa+1 representa a projegao de
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a € R"?2 no plano tangente correspondente de S"*!1. Assim

De modo andlogo ao calculo feito na demonstracao do teorema 3.5, dados X,Y € X(M),

temos:
(VxV£Y) = <YX (Psnr1(a) = (Psnsr(a), N)N),Y)
= (Vx(a—{a,9)¢) = (Psnt1(a), N)(VxN,Y)
= —(a, V)X, Y) + (a, N){AX,Y),
isto é,

Tomando um referencial ortonormal {ey, ..., e, } de T,M que diagonaliza A em p, temos
LT(<¢: a)) = tr [Prv2<¢v aﬂ
= D BV V({,0),e)

i=1
n

— Z(veivw,a% P.(e:))

= ZAz<veiv<w,a>,ei>
(30) = = ZAT a)(Ae;, e;) — (¥, a)(e;, )
= ZA:()\Z<N76L>_<¢7@>>

= <N7a>z>‘:)‘l - (%a)Z)\:
=1 =1

— (N, a)tr(AP,) — (¢, a)tr(P,)
= (Pt DSV, a) — (n — 1)S, (8, a),

0 que prova o afirmado. O

Corolario 3.3 Sejam M uma hipersuperficie compacta orientavel imersa na esfera unitdria

St p : M — S™ sua imersao e N um campo de vetores normal unitdrio sobre M.
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Entao, parar =0,...,n — 1 e a € R"™2 arbitrdrio, vale

/M (H, (t,a) — Hur (N, a)) = 0.

(n—r—1
. ("n,r ) onde r =0,...,n — 1, obtemos

Prova: Multiplicando a igualdade de (29) por

rl(n —r—1)
n!

Ly(($,a)) = He(¢, a) = Hy 41 (N, a). (31)
Integrando (31), temos

ri(n—r—1)

[ ) = Heaa) = R [ L <o

pela observacao 3.1. U

Agora, vejamos duas proposicoes que serao usadas para provar uma Versao

conveniente da férmula de Minkowski, na qual aparece o termo 6..
Proposicao 3.13 Seja x : M™ — N"t! uma imersao isométrica. Seja ' : N — R

uma fungao suave e consideremos f = Fox : M — R. Para um referencial ortonormal

{e1,...,en} numa vizinhanga U C M, temos
Lif =) V?F(e;, Pole:) + (r+1)S 1 (VF, ),
i=1

onde 1 denota o campo vetorial normal unitdrio da imersao e V € o gradiente em N.
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Prova: Temos

n

L.f = Z<Velvf7p7‘(el)>
- ZW&'W_ VeV =V V], Poles))
- ZWQW—B(@,W),PT(@))

= ) (V. VI Pes)

_ Z VF (60, Pu(er)) émxm ). (e
_ Z VP (e, Po(er) — i«w Vo, By(er)
- z_; V2F (e;, P.(e;)) — (VF,n) i(—Aei, P(e:))
— zn; V2F (e;, Pr(e;)) + (VF,n) Zn;<PTA6i, €i)

= ZVQF(% P.(e;)) + (VF,n)tr(AP,)

_ Z V2F (e;, Po(e;)) + (n+1)S,41 (VE, 1)

0

Prova: Considere F' = .05 na proposicao 3.13 e seja {e1, ..., €, } um referencial

ortonormal numa vizinhanca U C M. Entao

Lrec = Z vzec(s)(eia Pr(ez)) + (T + 1)Sr+1<vec(s)a 77)
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Agora veja que

V20(s)(ei Prler)) = (Ve,VOc(s), Pr(ei))
= (Ve0u(s)Vs, Pr(e:))
= 0.(s)(Ve, Vs, Po(es)) + 00 (s){(Vs, ) Vs, Pr(e:))
= 0u(5)V7s (es, Prles)) + 02(5)(Vs, €5)(Vs, Pr(es))
= —cS(5)V?s (€5, Po(e3)) — cB:(5)(Vs,e)(Vs, Po(e;)),

pois S, ¢ a solugao da equacdo y” + cy = 07, i.e., temos que S?(s) + ¢S.(s) = 0, de onde
obtemos 0, = —cS.(s) e §/(s) = —cl.(s). Da proposigao 3.7, temos

V20e(s)(ei, Prer)) = —cb [(ei, Prle:)) — (Vs, e0)(Vs, Po(ei))]
—cl(s)(Vs, e:)(Vs, P (e:))
= —cbe(s)(ei, Pr(e:)).

Assim,

n

Lrec = —CQC(S) : <€i7 Pr(ei» + (T + 1>Sr+1<v90(3)777>

(8)tr(Py) + (1 +1)S,41(0.(5) Vs, m)

= —cl.(s)tr(P,) + (r +1)S,11(—cS.(5)Vs, n)
(s)tr(P:) — c(r +1)Sp1 (X, )
e(8)(n—7)S — c(r +1)51(X, n)

O

Teorema 3.7 Seja x : M™ — Q"' wma imersao isométrica de uma variedade Rieman-
niana compacta orientada M™ em uma forma espacial Q"'. Entdo, para qualquer c,

vale
/ [H0.+ H,11(X,n)| dM = 0.
M

Prova: Integrando a igualdade da proposicao 3.14, obtemos

0= /M L.6. = —C/M [(n —7)S,0.(s) + (r +1)S,41(X, n)]

= [ 1= 1)88u(5) + (r+ DS, (X)) = 0
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:>(n—r)<:>/MHT96(8)+(T+1)(T:1_1> /M<X,77)HT+1—0

- / H0.(s5) + / (X, ) Hooy = 0,
M M

pois

(r+1)( " ): (r+1) n - n S S L (n—r)(
r+1 (r+D(n—(r+1)! rl(n—(r+1))! ri(n —r)!

Agora se faz necessario enunciar resultados semelhantes ao teorema 2.3, que
serao de fundamental importancia. Tais resultados encontram-se demonstrados com de-
talhes em [11].

Teorema 3.8 Seja M™ uwma variedade Riemanniana completa. Se x : M™ — St ¢
uma imersao totalmente umbilica, entao x(M) € uma esfera euclidiana n-dimensional e,
consequentemente, x(M) é uma esfera geodésica de S™.

Teorema 3.9 Seja M™ uma variedade Riemanniana completa. Se x : M™ — H" ¢
uma imersao totalmente umbilica, entao x(M) € a interse¢io de H™™ com um n-plano
ou uma n-esfera de R"*1. Mais do que isso, as hipersuperficies umbilicas compactas do

espaco hiperbolico sao as esferas geodésicas.
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4 TEOREMAS DE CARACTERIZACAO DA ESFERA

4.1 Caracterizagao via hipersuperficies com H,,; constante cujas hipersuperficies
totalmente geodésicas tangentes omitem um conjunto nao vazio do ambi-

ente

Teorema 4.1 (Alencar e Colares) Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta ori-
entada e x : M — Q" uma imersdo isométrica com curvatura H, ., constante nao nula,
onde 0 <r <n-—1. Sec> 0, assuma que x(M) estd contido em um hemisfério aberto

de Q™. Entdo o conjunto dos pontos

w=qrt - U@,

peEM

que sao omitidos em Q" pelas hipersuperficies totalmente geodésicas (QT), tangentes a
x(M) € nao vazio se, e somente se, x(M) é uma esfera geodésica em Q.

Prova: Primeiramente, observemos que se W é nao vazio, entao existe um ponto py € W.
Tal ponto é tal que (X, n) nunca se anula. Isso decorre das expressoes da fungao suporte,
dadas em (5), (6) e (7). Outra observagao importante é que existe p € M tal que todas
as curvaturas principais de x tém o mesmo sinal.

Com efeito, considere a hiperesfera de centro py e raio r, em Q":

S™(r)={p € Qi ;s(p) =r}.

Entdo o campo normal (interior) & S*(r) é N = —Vs. A proposicao 3.7 afirma que
_ 0, _ _
(VxVs,Y) = A ((X,Y) — (Vs, X)(Vs,Y)) .

Tomando X,Y € X(S™(r)), obtem-se

0.

(A(X),Y) = (-VxN,Y) = (VxVs,Y) = &

(X,Y),

S,

tomando ¢ € M como sendo o ponto onde a funcao s(p) = d(p, pp) atinge o méximo, a

o que diz que todas as curvaturas principais de S™(r) sdo constantes e iguais a —. Agora,

C
Se
Assim, para a escolha apropriada do vetor normal 7, podemos assumir que

hipersuperficie M é mais curvada que a esfera S"(r), isto é, \; > — > 0, em p.

H,.1 >0 em p e, por ser constante, H,; > 0 em M.
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Pela proposicao 3.6, temos H, > HE, 1 <r <n—1, onde a igualdade
ocorre somente nos pontos umbilicos. Assim, H, > 0. Dai, fazendo r = 0 no teorema 3.7,

obtemos

| (b + 1 (X)] =0
= 0,(s) + Hi(X,7) =0
= 0=0.(s)+ Hi(X,n) > H(X,n)
= (X,n) <0,

pois H; > 0 e 6. > 0, para qualquer ¢, desde que, para ¢ < 0 tem-se S. = cosh s{/—c > 0,
para ¢ = 0 tem-se . = 1 e para ¢ < 0, podemos trocar py por —pg, se necessario, pois se
po € W, entao —pg € W, e as fungoes suporte correspondentes possuem sinais opostos.

Pelo teorema 3.7 e pela proposicao 3.6, temos que

T / 0.dM < / H,0.dM = —H, 1, / (X, n)dM
M M M

_1 1
& —Hp / (X,m)dM > H 7" - Ho / b dM
M M

r+2

& —HT / (X, n)dM > H, / 0.dM
M M

iz
& —Hr+1/ 0.dM > H / (X,n)dM. (32)
M M
Podemos integrar a igualdade da proposigao 3.8 e, pelo teorema da divergéncia, temos
/ {—(T’ -+ 2)”r+2HT+2 -+ 7’L7’Lr+1H1HT+1}<X, ?7>dM = —<7" —+ 1)nT+1Hr+1/ Hch (33)
M M
Usando a desigualdade (32) em (33), obtemos
42
/ {=(r+2)n 2l io +nn g HiHen X, mydM 2> (r+ Dnen Hy | (X m)d M. (34)
M

M

Se denotarmos

obtemos

n! n!
(rt2me =+ ) e s~ v D= o T
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n! n n! n
= = ) 1A= ) 1)
(r+Dnp = (r+1) " - - = ).

(r+D!n—>C+D)  rln—(r+1)

Assim, a expressao (34) pode ser escrita como

n r+2

() HyHy} (XM = () [ (X,
r -+ 1 M

/M{—c(r +1)H, 2 +n

Multiplicando tal desigualdade por (r + 1), temos

r4+2

/M{_(T + De(r+ 1)Hyyo +ne(r)HiHyyq — (r+ De(r)H,H HX, nydM > 0.

Mas em [2], pagina 392, Alencar, do Carmo e Rosenberg mostraram que

r+2

—(r+1)c(r+1)Hyyo +ne(r)HyHpyy — (r + 1)c(r)HE > 0.

Desde que (X,n) < 0, deve valer a igualdade. Mas a igualdade ocorre nos pontos

umbilicos, logo, z(M) é uma esfera geodésica.

4.2 Caracterizacao via equagao de Poisson em hipersuperficies compactas

Teorema 4.2 (Deshmukh) Seja M uwma hipersuperficie compacta, conexa e orientdvel
com funcdo suporte nao negativa de R"'. A curvatura média o de M € solugcio da
Equagdo de Poisson Ap = o (0 € o integrando de Minkowski) se, e somente se, M é
isométrica a n-esfera S™(c) de curvatura constante igual a c.

Prova: Suponha que a curvatura média « é solugao da Equagao de Poisson Ay = ¢ da

hipersuperficie M. Definimos a fun¢ao diferenciavel f : M — R dada por
F = ol (3)
- 2n '
Seja X € X(M). Entao, por definigao, temos:

(Vf,X) = Xf

1
= x(gil?)

1 2
= 5 (XIvP)
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1

1 —

= 0 H(Vxy, 1)
el

= n Y, X)

— n—l( T+¢L’X>

= (n ", X),

isto é, o gradiente de f é dado por
Vf=n1y". (36)

Dai, dado um referencial ortonormal {e, ..., e,} em um vizinhanca de p, que escolhemos

de modo que diagonalize A em p, temos:

Af = div(Vf)
= div(n ")
= n'div(y’)
= n_l Z<vei¢T’ €i>
= n! Z<€i + pAe;, e;)

= n! 2(1 + p(Ae;, e;))

= nt <n—|—pZ<Aei,ei>)

= n ' (n+ pna)
= 1+ pa

—= 0"

ou seja, f € solucao da Equagao de Poisson. Pelo Teorema 3.2, existe ¢ € R tal que

a = f + c e, consequentemente, Va = V(f + ¢) = n~ T, o que nos da
_ T
nVa =" . (37)
Agora, considere o Hessiano como o operador

Vif: T,M —T,M
X = Vi(X)=VxVf.
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Denotando o operador Hessiano da curvatura média o por A,, e tomando X € X(M),

temos o seguinte:

nAL(X) = nVia(X)
= nVxVua
= Vx(nVa)
(37) = = Vxy'
proposi¢ao 3.9 - = X 4 pAX
— (14 pA)(X),

isto é,
nA, = I + pA.

Consequentemente,

nA, =1+pA = nAA,= A+ pAA
= ntr(AA,) =trA+ ptr(AA)
= ntr(AA,) = na + p||Al]? (38)

Agora, considere o campo A(Vea). Calculamos seu divergente:

div (A(Va)) = Z(VeiA(Voz%ei)
= Z (es(A(Va),e) — (A(Va), Ve,e))
— Z (e{Ae;, Va) — (A(Va), Ve,e))
- Z (Ve Ae;, Va) + (Ae;, Ve, Va) — (A(Va), Ve,e))
_ Z ((VA(es, ) + A(Ve,€:), Va) + (Ae;, Vo, Va) — (A(Va), Ve,e;))
_ Z ((VA(es, €), Va) + (A(V,ei), Va) + (Ae;, Ve, Va) — (A(V,.e), Va))

= n(Va,Va) + Z<A€i7 Aales))

= n||Val®+ Z<AAO¢(€7L); ei)

n||Va||® +tr(AA,),



onde a sétima igualdade é justificada pela proposicao 3.11. Dali, temos

div (A(Va)) = tr(AA,) + n||Va|?
= ndiv (A(Va)) = ntr(AA,) +n?|Val?
= /M ndiv (A(Va))dM = /M (ntr(AAL) 4+ n?||Val?) dM

~
0

= /M (ntr(AA,) + n*||Vall?) dM =0
(38) » = /M (no+ p||Al]* + n*||Va*) dM = 0
Do Lema 3.4, temos o seguinte:
/ (a0 + [ Val?) dbM =0
M
= [ (ali+pe) + [ValP) b =0
= [ (aped) +Val?) ar =0
= [ (@t ped)+ [ValP) dar =0
= /M (na +npa?®) + nl|Val?) dM = 0
Subtraindo (40) de (39), obtemos:

| GIA = npe? 4 02 Val* = nf|Val?) dar =0
M

= /M (p (AN = no®) + n(n — 1)|[Val?) dM = 0.

Agora, considerando a norma de operadores (A, B) := tr(A - B'), veja que
[trA| = [tr(A-I)| = [[tr(A- I)|| = (A, I < A = | AV,
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, onde A é o operador forma. Dai,
n[[A* > (trA)* = (na)* = n’a?,

isto é,
JAI? > na

70

(40)

(41)
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Desta maneira, como a fungao suporte p é ndo negativa, a igualdade (41) nos da:
p (JJA]> = na®) =0 e Va = 0.

Note que nao pode ocorrer p = 0, pois isso entraria em contradicao com a férmula de
Minkowski (teorema 3.1). Entao nds temos que ||A]|> — na? = 0 e a é constante. Agora
observe que em (42) vale a igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz se, e somente

se, A = A, para algum X\ € R. Vemos que
A= X = ||A|? = M|I|* = \n.

Dai, \?n = ||A]|? = na? = N =a? = |\ = |a] Assim, [|A||?> =na? = A = |all.
Portanto, M ¢é uma hipersuperficie totalmente umbilica. Pelo teorema 2.3, M ¢ isométrica

2

a n-esfera de raio igual a ﬁ, isto é, curvatura igual a ¢ = @, como queriamos mostrar.

A reciproca é trivialmente satisfeita, tendo em vista que, se M é uma esfera
de raio r, sua curvatura média « é constante e igual a —% (escolhendo a orientagao dada

por um campo normal exterior unitario), logo, Aa = 0. Também temos que
p={(,N)=r|N|*=r,

ou seja,
1
c=1+pa=1—r—=0.
r

Entao, vale Aa = o. O

Teorema 4.3 Seja M uwma hipersuperficie compacta, conexa e orientdvel de Rt com
curvatura escalar S limitada superiormente pela constante n(n — 1)\, onde X\ = supp*
e p € a fungao suporte. Entao a curvatura de Ricci na dire¢ao do campo vetorial VS é
ndao negativa e a curvatura escalar S é a solugdo da equagdo de Poisson Vo = o (0 € o
integrando de Minkowski) se, e somente se, M € isométrica a n-esfera S™(c) de curvatura
constante igual a ¢ = \7*

Prova: Suponha que a curvatura escalar S é solugao da Equagao de Poisson Ay = ¢ da

hipersuperficie M. Definimos, como na prova do teorema anterior, a funcao diferenciavel

f: M — R dada por
1
f =5l (13)

J4 sabemos que Vf = n~19T e que f satisfaz a equacao de Poisson Ay = o, logo, pelo
Teorema 3.2, existe ¢ € R tal que S = f+c e, consequentemente, V.S = V(f+c) = n~ 17,
o que nos da

nVvSs =y’ (44)
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Denotando o operador Hessiano da curvatura escalar S por Ag, e tomando

X € X(M), temos o seguinte:

nAg(X) = nV2S(X)
= nVxVS
= Vx(nV59)
(44) » = Vxy©
proposi¢ao 3.9 - = X 4 pAX
— (14 pA)(X),

isto é,

Dai,

n?|As|? = [nAs]?
= tr(nAg)?
= tr(I + pA)?
= tr(I +2pA + p*A?)
= n+2pna+ p?|| Al

o que, integrando sobre M, nos da

1
[asipanr = o [ o+ 2pna AR dar
M M

n2

1
- —2/ (P*|AII? + 2pna + 2n — n) dM
n=Jm

| , 2
teorema 3.1 —» = —2/M P Al — —l—a/M(lepa)dM,

-~

0

isto é,

1
/ | As|® = —2/ (Pl A]? = n) dM.
M n* Jm

(46)
(47)

(48)
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Também temos (AS)? = 0% = 1 + 2pa + p*a?. Logo,

/ (AS)*dM = / (1+ 2pa + p*a®) dM
M M
= / (24 2pa — 1+ p*a®) dM
M

= 2/ (1+pa)dM—l—/ (p*a® — 1) dM,
IM ., M

-~

0

isto é,
/ (AS)*dM = / (p’a® — 1) dM. (50)
M M
Agora, substituindo (49) e (50) na férmula de Bochner para hipersuperficies:
/ ((Ric(VS, VS) + || As|® — (AS)?) dM =0,
M
temos
/ Ric(VS,VS)dM + / | As|*dM — / (AS)2dM
M M M
/ Ric(VS,VS)dM + %/ (P*| A —n) dM —/ (p*a® —1)dM
M n=Ju M
= / Ric(VS,VS)dM + iz/ (P*| AP = n — n*p*a”® +n*) dM
M n=Jm
1
/M Ric(VS,VS)dM + E/ (P*(J|A]]? = n*a®) — n +n®) dM

M

= / Ric(VS,VS)dM + %/ (—=p°S —n+n?)dM
M n

M

= /M <Ric(VS, VS) + % (n(n—1) — p28)) dM = 0. (51)

Note agora que se tivéssemos A = supp? = 0, terfamos p? = 0. Mas isto niao pode

acontecer, pois o teorema 3.1 afirma que

/ (1+ pa)dM = 0.
M
Entdo temos A = supp? > 0. A desigualdade S < n(n — 1)A™! nos d4

28 < N N —-1). 52
p*S < n(n ),0<1 <n(n—1) (52)

Como a curvatura de Ricci na direcao do campo vetorial VS é nao negativa, a equagao
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(51) nos da
Ric(VS,VS)=0e p*S =n(n—1). (53)

Dessa forma, a desigualdade de (52) fica
nin—1)=p*S <nn -1’2 <nn-1)

=1<p’A <,

ou seja, p> = \, o que nos diz que p é constante. Por sua vez, a segunda equacao de (53)

nos diz que a curvatura escalar S é constante. Agora, usando a equagao (45), nés temos

nAs = I+ pA
=0 = [+pA
=A = —p!
= A = —/\‘%],

o que, pelo teorema 2.3, mostra que M é isométrica a n-esfera de curvatura igual a c = A7,
como queriamos mostrar.

A reciproca é trivialmente satisfeita, tendo em vista que, se M é uma esfera,
sua curvatura escalar S é constante, logo, AS = 0. Repetindo o argumento usado no

teorema anterior, o = 0. Entao, vale AS = o. O

4.3 Caracterizacao via hipersuperficies com curvaturas médias linearmente

relacionadas

Teorema 4.4 (Onat) Sejam M uma hipersuperficie compacta e orientdvel imersa em
n+1 . n+1 ; ~ n+1 g mn+l n+1 n+1

Q" ey : M — Q"' sua imersdo, onde Q" éR™, H" ou ST . Assuma que (M)

¢ convexa. Se H, # 0, com r < n, e existem constantes nao negativas C1,Cs, ..., C._1 tais

que
r—1

H,=) CH,
1=1

entao x(M) € uma esfera geodésica.
Prova: Como M é convexa, entao o operador forma é definido positivo. Isto implica que
as curvaturas principais sao positivas e, consequentemente, as curvaturas r-médias sao

positivas.
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Caso 1: Considere Q"' = R"*!. Veja que a igualdade obtida no corolario

3.1 pode ser escrita como

/MHrldM—/M(—Hr(w,]\U)dM,

assim como a desigualdade da proposi¢ao 3.5 pode ser escrita como

Hr > Hr—&—l’
Hrfl o Hr

o que nos diz que vale
Hi HT
> Y
H,_y = H,_

para 1 <14 < r < n ou, equivalentemente,

Hi Hz'fl
> ,
Hr - Hrfl

(54)

(55)

(56)

se, e somente se, todas as curvaturas principais forem iguais. Da hipdtese e da desigual-

dade (56), temos
r—1
H, =Y CH,
i=1
A e S A
= 1= ZICF > izlciﬂr—l

r—1
= H,_; > ZCiHifl
i=1

r—1
= H,1— ZOiHiA > 0.

=1

Integrando a desigualdade (57) e usando (54) para 1 < i < r < n, temos

r—1
H, | — Z CiHi1> dM

i=1

r—1
=1

r—1

—H,+ Y O,-HZ) (1, NYdM

=1

I
N

= <_Hr+Hr> <¢>N>dM

I
=

bl

(57)
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portanto,

isto é,

Assim, temos

isto é,

H;  H;_ H, H;_
So (o gL e Mo
: H., H,_ H., H,_
Entao a desigualdade (56) trata-se, na verdade, de uma igualdade, isto é, todas as cur-
vaturas principais sao iguais. Entao, (M) é totalmente umbilica, logo, é uma esfera
geodésica, pelo teorema 2.3.

Caso 2: Considere Q"1 = H""'. Veja que a igualdade obtida no coroldrio

3.2 pode ser escrita como

/M H,_1 (¢, a)dM = /M (—H,(N,a)) dM.

Assim,
/Hr1<1p,a)d]\/[ = — HT<N,a>dM
M M
r—1
= —/ > CiH{(N,a)dM
M =1
= —/ 01H1<N,a>dM—/ 02H2<N,a>dM——/ Or_lHT_1<N7CL>dM
M M M
= /Ong(w,a>dM+/ CQH1<w,a>dM+...+/ Co_1H,_1 (h, a)dM
M M M
r—1
= /ZCiHi1<w7a>dMa
M =1
portanto,

r—1
/ (HH -y CiHH) (1h, a)dM = 0.
M i=1
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Se tomarmos a = (1,0, ...,0) € R?™2 (1), a) ndo muda de sinal em M. Daf,
r—1
H,_1 =3 CiH..
i=1

Pelo mesmo argumento do caso 1, ¥(M) é totalmente umbilica e, pelo teorema (3.9),
(M) é uma esfera geodésica.
Caso 3: Considere Q"' = S7*!. Veja que a igualdade obtida no corolério 3.3

pode ser escrita como

/MHT_I(@Z),@dM:/M(HT<N,a>)dM.
Assim,

/ H,_($,a)dM = | H,(N,a)dM
M M
r—1

_ /M " CuHi(N, a)dM

i=1
r—1
i=1 M
r—1

= > G| Hii(,a)dM

i=1 M
r—1

= /M Z CiH; 1 (¥, a)dM,

i=1

portanto,
r—1
Hr, — CZHl, w,a dM = 0.

Como M esta na semi esfera Sﬁ“, podemos tomar um vetor a € STI tal que (¥, a) nao

muda de sinal em M. Dali,

r—1
Hyy = CiHlii.
1=1

Pelo mesmo argumento do caso 1, 1)(M) é totalmente umbilica e, pelo teorema 3.8, 1) (M)

é uma esfera geodésica. O
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram demonstrados quatro teoremas para caracterizagao de
esferas, que sao os resultados do capitulo 4. Com eles temos como conclusao quatro
maneiras distintas de verificar se uma hipersuperficie compacta imersa em uma forma
espacial é uma esfera geodésica.

O primeiro resultado mostra que dada uma hipersuperficie compacta e orien-
tada M™ e z : M — Q" uma imersao isométrica, onde Q"' é uma forma espacial
simplesmente conexa com curvatura seccional constante ¢, (M) é uma esfera geodésica
em Q"' se, e somente se, a (r + 1)-ésima curvatura média H,,; é uma constante nio
nula e o conjunto dos pontos que sao omitidos em Q" pelas hipersuperficies totalmente
geodésicas (Q7), tangentes a x(M) é nao vazio.

O segundo resultado mostra que se M é uma hipersuperficie compacta, conexa
e orientavel do espaco euclidiano R"*!, com funcao suporte nao negativa e integrando de
Minkowski o, entao a funcao curvatura média o da hipersuperficie é solucao da equacao
de Poisson A¢ = o se, e somente se, M é isométrica a n-esfera S"(c) de curvatura média
c.

O terceiro resultado mostra que se M é uma hipersuperficie compacta, conexa
e orientével de R"*! com curvatura escalar S limitada superiormente pela constante n(n—
)AL, onde A\ = supp® e p é a fungao suporte, entdo a curvatura de Ricci na direcao do
campo vetorial V.S é nao negativa e a curvatura escalar S é a solucao da equagao de
Poisson Vo = ¢ (0 é o integrando de Minkowski) se, e somente se, M ¢é isométrica a
n-esfera S™(c) de curvatura média constante igual a ¢ = A7

Finalmente como quarto resultado, dada uma imersao isométrica x : M —
Q"*!, onde M ¢ uma hipersuperficie compacta tal que z(M) é convexa, entao se alguma
curvatura r-média é tal que H, # 0 e existem constantes nao negativas C1, Cy, ..., C._1
tais que H, = Z::_ll C;H;, devemos ter que z(M) é uma esfera geodésica, onde Q™! é
Rn+17 H"*! ou SZ—H'

Tais teoremas sao muito interessantes, como também os resultados desenvol-
vidos e utilizados nas provas desses sao de grande valia. Por exemplo, as férmulas de
Minkowski (coroldrios 3.1, 3.2, 3.3 e o teorema 3.7), que relacionam varios dos objetos

definidos no trabalho e que podem ser utilizadas em varios outros contextos.
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