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RESUMO

Esse trabalho estd dividido em duas partes. A primeira delas esta relacionada ao es-
tudo de féormulas tipo-Bochner para métricas criticas do funcional volume em variedades
compactas com métrica fixada no bordo (estas sdo conhecidas como métricas criticas
de Miao-Tam). Como aplicagao, estabeleceremos uma férmula integral que permitird
generalizar o resultado obtido por Miao e Tam em 2011| para o caso Einstein, mais preci-
samente, provaremos que métricas criticas de Miao-Tam com curvatura de Ricci paralelo
sao isométricas as bolas geodésicas em um espaco forma simplesmente conexo R"™, S™ ou
H". Se nos restringirmos as variedades com dimensao 3, veremos que tais estruturas se
mostram ainda mais rigidas, a saber, provaremos que métricas criticas com curvatura
seccional nao-negativa sao precisamente as bolas geodésicas de R3 ou S?. Além disso,
generalizamos o resultado obtido por Kim e Shin (2016) substituindo condi¢ao de harmo-
nicidade do tensor de Weyl pela hipdtese que o tensor de Weyl tem divergente de segunda
ordem nulo (i.e., divW = 0). Mais precisamente, mostraremos que métricas criticas de
Miao-Tam em dimensao 4, com bordo isométrico a esfera S? e satisfazendo div:W = 0,
sao isométricas as bolas geodésicas em um espaco forma simplesmente conexo R*, S* ou
H*. Concomitantemente, obtemos resultados de rigidez para triplas estaticas positivas.
Na segunda parte do trabalho, estudaremos o espago-tempo estatico no vacuo, o qual
pode ser visto como um caso especial das métricas V-estaticas para variedades completas
com curvatura escalar nula. Neste caso, restringiremos nosso estudo a quarta dimensao
e provaremos que nao existem multiplos buracos negros em um espago-tempo estatico no

véacuo com a parte autodual do tensor de Weyl harménico (i.e., diviW* = 0).

Palavras-chave: Funcional volume. Métricas criticas. Ricci paralelo. Espacgo-tempo

estatico. Buraco negro.



ABSTRACT

This work is divided in two parts. In the first one we prove a Bochner type formula
for critical metrics of the volume functional on compact manifolds with fixed metric on
boundary (such critical metrics are called Miao-Tam critical metrics). As an application,
we derive an integral formula that will be crucial to deduce a generalization of a result
obtained by Miao and Tam in [2011] for the Einstein case. More precisely, we prove that
a Miao-Tam critical metric with parallel Ricci curvature must be isometric to a geodesic
ball in a simply connected space form R", S™ or H". Furthermore, in dimension 3, we
prove that critical metrics with non-negative sectional curvature are precisely geodesic
balls of R? or S®. Moreover, we generalize a result due to Kim and Shin (2016), replacing
the harmonic Weyl tensor condition by the second order divergence free Weyl tensor con-
dition (i.e., div’W = 0), which is weaker that the former. To be precise, we shall show
that a 4-dimensional Miao-Tam critical metric, with boundary isometric to a standard
sphere S* and satisfying div?W = 0 is isometric to a geodesic ball in a simply connected
space form R*, S* or H*. At the same time, we get some rigidity results for positive static
triples. In the second part, we study static vacuum space-times, which can be seen as a
special case of the V-static metrics for complete Riemannian manifolds with null scalar
curvature. In this case, we focus our attention on four dimensions. We prove that there

are no multiple black holes on static vacuum space-times with half harmonic Weyl tensor
(i.e., divi¥ ™ = 0).

Keywords: Volume functional. Critical metrics. Parallel Ricci tensor. Static space-

times. Black holes.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho é dividido em duas partes. No que segue, forneceremos um
breve desenvolvimento histérico dos problemas estudados, bem como os resultados obtidos
nos ultimos anos. Além disso, descreveremos nossa contribuicao nos problemas aqui
apresentados.

No primeiro momento do trabalho, abordaremos um problema em geometria
que vem ganhando destaque nos ultimos anos. Em poucas palavras, este se refere ao estudo
de métricas V-estdticas. No que segue (M", g) representa uma variedade Riemanniana
conexa. Seguindo a terminologia usada por Miao e Tam (2009) bem como Corvino,
Eichmair e Miao (2013), dizemos que g é uma métrica V -estdatica se existe uma fungao
suave f e uma constante x satisfazendo ao sistema de equacoes

Ly(f) = —(Af)g + Hess f — fRic = kg, (1)

g

onde Ly é o L*-adjunto formal da linearizacao do operador curvatura escalar L,, o qual se
destaca em problemas relacionados a funcao curvatura escalar prescrita. Aqui, Ric, A e
Hess representam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano e a Hessiana
sobre M"™. Uma tal funcao f é chamada potencial V -estdtico.

Métricas V-estaticas sao importantes para entender a relagao entre volume e
curvatura escalar. Deste modo, fica estabelecido o problema de encontrar pontos esta-
cionarios para o funcional volume sobre o espaco das métricas cuja curvatura escalar é
igual a uma constante dada; confira, por exemplo, os trabalhos de Miao e Tam (2009)
e (2011)), assim como, Corvino, Eichmair e Miao (2013), e Yuan (2016). Em geral, a
curvatura escalar nao é suficiente para controlar o volume. Entretanto, Miao e Tam
(2012) provaram um resultado de rigidez para o hemisfério superior com respeito a cur-
vatura escalar e volume nao-decrescente. Por outro lado, Corvino et al. (2013)) foram
capazes de mostrar que, quando a métrica g nao admite solugao nao-trivial para a Eq.
, podemos encontrar simultaneamente uma pertubacao prescrita da curvatura escalar,
compactamente suportada em um dominio limitado €2, e uma pertubacao prescrita do
volume por uma pequena deformacao da métrica em Q. Destacamos que uma métrica Ri-
emanniana g para a qual existe uma fungao nao-trivial f satisfazendo tem curvatura
escalar constante R (cf. Proposi¢ao 2.1 em (2013) e Teorema 7 em (2009)).

O caso em que k # 0 em e a funcao potencial f anula-se sobre o bordo foi
estudado por Miao e Tam (2009). Nesta abordagem, uma métrica critica de Miao-Tam
é a tripla (M", g, f), onde (M™, g) é uma variedade Riemanniana compacta com bordo

suave OM e dimensao maior ou igual a trés, e f : M™ — R é uma fungao suave tal que
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f710) = OM e f satisfaz a equagao

Ly(f) = ~(Af)g + Hess f — [Ric =g 2)

Miao e Tam (2009) mostraram que essas métricas surgem como pontos criticos do fun-
cional volume sobre M", quando restrito a classe de métricas g com curvatura escalar
constante e métrica Riemanniana ~ perscrita sobre o bordo, g|,,,, = 7. Alguns exemplos
explicitos de métricas criticas de Miao-Tam estao na forma de produtos warped; esses
exemplos incluem a métrica espacial de Schwarzschild e métricas adS-Schwarzschild (cf.
Corolérios 3.1 e 3.2 em Miao e Tam (2011)).

No artigo de Miao e Tam (2011, os autores questionam se existem métricas
criticas de Miao-Tam com curvatura seccional nao constante sobre variedades compactas
cujo bordo é isométrico a esfera padrao. Nesse sentido, inspirados nas ideias desenvolvi-
das por Kobayashi (1982) e Kobayashi e Obata (1962), eles provaram que uma métrica
critica de Miao-Tam sobre uma variedade compacta M™, simplesmente conexa, localmente
conformemente plana e com bordo isométrico a esfera padrao S~ ! torna a variedade
isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa R"™, H" ou
S".

Em [2015, Barros, Didégenes e Ribeiro Jr., baseados em técnicas desenvolvidas
em um trabalho de Cao e Chen de 2013, provaram que se uma métrica critica de Miao-
Tam sobre uma variedade compacta M de dimensao 4, simplesmente conexa, com bordo
isométrico a esfera padrao S? satisfaz & condicao Bach-flat, entao M* deve ser isométrica a
bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa R*, H* ou S*. Além disso, eles
mostraram que, em dimensao 3, o resultado ainda é verdadeiro se trocarmos a condi¢ao
Bach-flat pela afirmacao mais fraca de que M? tem tensor de Bach com divergéncia nula.

Paralelamente, Miao e Tam (2011) estudaram tais métricas criticas sob a
condicao Einstein. Neste caso, eles conseguiram remover a condi¢ao do bordo ser isométrico

a esfera canonica. Mais precisamente, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Miao e Tam, 2011) Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
sobre uma variedade Einstein, compacta e com bordo suave OM. Entdo, (M™, g) € isométrica

a uma bola geodésica em uma forma espacial simplemente conexra R™, H" ou S™.

’

E importante lembrar que toda variedade Riemanniana com tensor de Ricci
paralelo tem tensor curvatura harmonico. Mas a reciproca nao é verdadeira em geral, veja
por exemplo Derdzinski (1980) e (1982)) para mais detalhes. De fato, existem exemplos de
variedades Riemannianas compactas e nao-compactas com tensor curvatura harmonico
mas que nao possuem tensor de Ricci paralelo. Destacamos agora que, como o tensor
métrico ¢ paralelo, imediatamente obtemos que variedades Einstein possuem tensor de

Ricci paralelo, entretanto a reciproca deste fato é falsa, como podemos constatar com o
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Exemplo 2.1 (veja Capitulo [2{ Secao 2.3 para mais detalhes). Motivados por esse desenvol-
vimento historico sobre o estudo de métricas criticas do funcional volume, mostraremos
no Capitulo [3| que a afirmacao sobre a variedade ser Einstein no resultado de Miao-Tam
(cf. Teorema pode ser enfraquecida para condicao do tensor de Ricci ser paralelo.
Para provarmos este fato, estabeleceremos uma férmula integral para métricas criticas de

Miao-Tam; mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2 Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com (M", g) compacta,

orientada, conexa e bordo OM suave. Entdo, temos:

R
/ fldivRm|2dM, + L/ | Ric — —g|2dMg—|—/ F(A|Ric|? — |V Ric|?)dM, = 0.
M n—1Ju n M

Como consequéncia do teorema acima, juntamente com a desigualdade classica

de Kato, provaremos o seguinte resultado de rigidez.

Corolario 1.1 Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade
compacta, orientada, conexa, com tensor de Ricci paralelo e bordo suave OM. Entdo

(M™, g) € isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conezxa
R"™ H", ou S™.

Conforme vimos anteriormente, variedades Einstein M"™, n > 3, tém tensor
de Ricci paralelo. Portanto, o coroldrio acima claramente melhora o Teorema [I.1] Além
disso, vale destacar que nossos argumentos para a prova do Teorema diferem signifi-
cativamente dequeles de Miao e Tam (2011)).

Prosseguindo, observamos que a equagao pode ser vista como uma gene-
ralizagao da equagdo estdtica L}(f) = 0 (cf. os trabalhos de Ambrozio (2015)) e Corvino
(2000))), a saber, k = 0 em Eq. . Relembramos que uma tripla estdtica positiva € uma
tripla (M™, g, f), consistindo de uma variedade suave M de dimensao n, conexa e com
fronteira OM (possivelmente vazia), uma métrica Riemanniana completa g sobre M e uma
fungao potencial nao-trivial f € C*°(M) que é nao-negativa, anulando-se precisamente

na fronteira OM e satisfazendo a equagao estatica
LZ(f) = —(Af)g+ Hess f — fRic = 0. (3)

Agora, é importante relembrar um classico exemplo de tripla estatica positiva com fron-

teira nao-vazia.

Exemplo 1.1 Um exemplo de tripla estdtica positiva com fronteira conera é obtido es-
colhendo (S%(r), g), onde S".(r) € o hemisfério superior aberto de raio r em R™™, dotado

com a métrica Euclidiana g. Assim, OM = S"71(r) € o equador, a fungdo altura f sobre
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S (r) € positiva, anula-se precisamente sobre OM = S""*(r), e satisfaz a Eq. (@)

Foi conjecturado que o tinico espago-tempo estatico no vacuo, com constante
cosmoldgica positiva e horizonte de eventos conexo é o espago de de Sitter de raio r.
Esta conjectura é conhecida como cosmic no-hair conjecture (abaixo) e foi formulada por
Boucher, Gibbons e Horowitz em [1984. Devemos enfatizar que existem triplas estaticas
positivas com bordo duplo, como por exemplo, o espaco de Nariai. Assim, a conexidade
da fronteira é essencial para a Conjectura ser verdadeira. Em outras palavras, os

autores citados propuseram a seguinte conjectura.

Conjectura 1.1 (Cosmic no-hair conjecture, 1984) O Exemplo € a unica tripla

estdtica positiva com horizonte simples (i.e., bordo conexo) e curvatura escalar positiva.

Nas ultimas décadas, foram obtidas algumas respostas parciais para a Conjec-
tura . A saber, se (M™, g) é uma variedade Einstein, entao basta aplicar o teorema tipo
Obata obtido por Reilly em [1977| (veja também o artigo de Obata (1962))) para concluir
que a Conjectura é verdadeira. Além disso, Kobayashi (1982)) e Lafontaine (1983)
provaram de forma independente que tal conjectura ¢é valida sob a condicao da variedade
ser conformemente plana.

Mais recentemente, Ambrozio (2015]) obteve alguns resultados de classificagao
para variedades estaticas de dimensao 3 com curvatura escalar positiva. Para isto, ele
provou uma férmula tipo Bochner para triplas estaticas positivas de dimensao 3 envol-
vendo o tensor sem trago do operador de Ricci e o tensor de Cotton. E importante
destacar que, de modo similar, Batista et al. (2017)) obtiveram uma férmula tipo Bochner
para variedades Riemannianas de dimensao 3 satisfazendo . Destacamos que essas
formulas podem ser usadas para excluir alguns possiveis novos exemplos. Neste trabalho
de tese, estenderemos tais férmulas tipo Bochner para uma classe mais geral de métricas

em dimensoes arbitrarias n > 2. Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.3 Seja (M", g, f, k) uma variedade Riemanniana suave conera, e f uma

funcao suave sobre M"™ satisfazendo a equacdo V -estdtica . Entao:

1 -2 .
SAiV(fV|Ricl?) = (Z —1Cil? + |VRz'c\2)f + ”_”1|R¢c|2
2 I 2n o 3
+<ER|R20| +— QtT(RZC )>f
n—2
3 WiitaVifCijie — 2 f Wi R R, (4)

onde C' representa o tensor de Cotton, W o tensor de Weyl e Ric o tensor de Ricci sem

traco.

Relembre que, em uma variedade Riemanniana de dimensao 3, o tensor de
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Weyl é nulo. Portanto, é imediato verificar que o Teorema [1.3| é uma generalizagao, para
qualquer dimensao, do Teorema 3 do trabalho de Batista et al. (2017), assim como da
Proposicao 12 do trabalho de Ambrozio (2015).

Antes de apresentar algumas aplicagoes da féormula obtida acima, devemos
lembrar que uma variedade Riemanniana (M™, g) tem curvatura de Weyl radial nula com

respeito a uma funcao potencial f sobre M se

Essa classe de variedades inclui o caso das variedades localmente conformemente planas.
Além disso, tal condigao tem sido usada para classificar solitons de Ricci gradientes, bem
como variedades quasi-Einstein (cf. Petersen e Wylie (2010), Catino (2012)), He, Petersen

e Wylie (2012)). Aqui, usaremos essa hipdtese para obter o seguinte corolario.

Corolario 1.2 Seja (M", g, ) uwma métrica critica de Miao Tam sobre uma variedade
compacta, conexa e orientada, com curvatura escalar positiva e funcdo potencial nao-
negativa f. Suponha que:

o M™ tem curvatura de Weyl radial nula, e

o [Ric]? < 255
Entao M™ € isométrica a uma bola geodésica em S™.

Nao ¢ dificil notar que o resultado acima generaliza o Coroldrio 1 em Batista

et al. (2017). Prosseguindo, obtemos a seguinte consequéncia para o caso estatico.

Corolario 1.3 Seja (M™, g, ) uma tripla estatica positiva sobre uma variedade com-
pacta, conexa e orientada, com curvatura escalar positiva. Suponha que:

o M"™ tem curvatura de Weyl radial nula e

e |Ric> < n(:;il).
Entao, uma das sequintes afirmacoes € verdadeira:

1. M™ € equivalente a um hemisfério padrao de S™; ou

2. |Roic|2 = n(rjjil) e (M"™, g, f) € recoberta por uma tripla estdtica que € equivalente ao

cilindro padrao.

Observagao 1.1 Vale a pena observar que o Coroldrio pode ser visto como uma
resposta parcial para a Conjectura n

Prosseguindo, relembremos um classico lema obtido por Berger, a qual ga-
rante que qualquer 2-tensor simétrico T' sobre uma variedade Riemanniana (M", g) com

curvatura seccional nao-negativa deve satisfazer

(ViV,Tiy — V;VTy)Tj > 0. (6)
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De fato, temos
(ViViTa = ViViT) T = ) Rijig(\ = 3y)°,
i<j
onde os \; sdo os autovalores do tensor 7' (cf. Lema 4.1 no trabalho de Cao (2007))). Aqui,
usaremos esta informacao, juntamente com o Teorema (1.3, para deduzir um resultado de
rigidez para métricas criticas de Miao-Tam em dimensao 3 com curvatura seccional nao-
negativa (veja também a Proposicao na Sec¢ao , para dimensao arbitraria). Mais

precisamente, estabeleceremos o seguinte resultado.

Teorema 1.4 Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade de
dimensao trés, compacta, conexa, orientada, com bordo suave OM e curvatura seccional
ndao-negativa. Além disso, assuma que f é nao-negativa. Entao, M? € isométrica a uma

bola geodésica em uma forma espacial simplemente conexa R ou S3.
Analogamente, obtemos o seguinte resultado para o caso estatico.

Teorema 1.5 Seja (M3, g, f) uma tripla estdtica positiva de dimensdo trés, com cur-
vatura seccional ndo-negativa e curvatura escalar normalizada R = 6. Entdo, M? ¢
isométrica a wm hemisfério padrao S% ou a um cilindro padrao sobre S*, munido com

a métrica produto.

Antes de apresentar o préximo resultado, lembremos que Kim e Shin (2016)
provaram que se uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade compacta M*
de dimensdo 4, simplesmente conexa e com bordo isométrico & esfera padrao S® satisfaz
a condigdao de Weyl harmonico (i.e., diviW = 0), entdao M* deve ser isométrica a bola
geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa R*, H* ou S*. Destacamos que tal

harmonicidade é definida, para qualquer (0, 4)-tensor F, por
diVF(Xl, Xo, Xg) = tTg{(Y, Z) — VyF(Z, X1, Xo, Xg)},

onde g é a métrica de M?. Ao mesmo tempo, Catino, Mastrolia e Monticelli em (2016)
obtiveram uma importante classificacao para sélitons de Ricci gradientes com condicoes
de nulidade de quarta ordem sobre o tensor de Weyl. Mais precisamente, eles provaram
que qualquer soéliton de Ricci gradiente shrinking de dimensao n, com tensor de Weyl

tendo divergéncia de quarta ordem nula, i.e.,
divi = ViV;ViViWiin = 0,

é Einstein ou um quociente finito de N*=* x R¥, (k > 0), o produto de uma variedade
Einstein N"=* com o séliton shrinking gaussiano R*. Assim, inspirados nesses trabalhos,

classificaremos as métricas criticas de Miao-Tam sob a condigao de que o tensor de Weyl
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tem divergéncia de segunda ordem nula, i.e.,
diVW2 = VZ-VZWUM = 0.

Tal condigao claramente generaliza o caso localmente conformemente plano em Miao e
Tam (2011)), assim como o caso Weyl harmonico apresentado por Kim e Shin (2016). Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.6 Seja (M*, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade de
dimensao quatro, compacta, simplesmente conexa, com tensor de Weyl tendo divergencia
de sequnda ordem nula, e bordo isométrico a esfera S®. Entdo, (M*,g) é isométrica a bola

geodésica em uma forma espacial simplemente conera R*, H* ou S*.

Na segunda parte deste trabalho de tese, abordaremos um problema fundamen-
tal em geometria, que é o estudo de espagos-tempo estaticos no vacuo, isto é, uma métrica
V-estatica com k = 0 na Equagao (1f), onde M™ representa uma variedade completa com
bordo nao-vazio e curvatura escalar nula (R = 0).

Uma questao fundamental neste assunto, estd relacionada com a unicidade
de buracos negros, assim como com a nao-existéncia de multiplos buracos negros em
espagos estaticos. Neste contexto, em um célebre artigo, Israel (1967) deu a primeira
resposta para a unicidade de buracos negros. Mais precisamente, ele provou que um
buraco negro estéatico e topologicamente esférico é descrito pela métrica de Schwarzschild
ou pela métrica de Reissner-Nordstrom. Algum tempo depois, inspirados nos trabalhos
de Gibbons (1974)), Israel (1967) e Muiller e Seifert (1973), Bunting e Masood-ul-Alam
(1987)) estudaram tal problema em um espago-tempo assintoticamente plano. Em geral,
muitos autores investigaram este problema e forneceram importantes contribuicoes para
o desenvolvimento desta teoria; recomendamos ao leitor os trabalhos de Heusler (1966)),
Holland (2012)), Hawking e Ellis (1973) e Qing e Yuan (2013) para uma visao geral dos

progressos alcangados neste assunto.

Definigao 1.1 Uma variedade Riemanniana (M", g), n > 3, € dita um espago-tempo
estdtico no vacuo se existe uma func¢ao f: M — (0,+00) satisfazendo a equagdo estdtica

no VACcuo

Hessf = fRic e Af=0. (7)

Um calculo simples garante que R = 0, onde R representa a curvatura escalar
de g. Além disso, é bem conhecido que se a variedade é completa (sem bordo), a tnica
solugao para a equacgao estatica no vacuo , com f > 0, é a métrica plana com f =
constante (cf. Anderson (1999)).
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Prosseguindo, dada uma métrica estdtica
g=g— [l (8)

sobre M = Mm X s R (cf. Hawking e Ellis (1973), Lichnerowicz (1955), Kobayashi e
Obata (1980} [1981) e Qing e Yuan 2013), é bem conhecido que:

e Ricg(X,Y) = Ricy(X,Y) — %Hessgf(X, Y),
o Ricy(V,H) = —g(V,H)2 e
o Ricg(X,V)=0,

onde Hess, e A, sao, respectivamente, a Hessiana e o operador Laplaciano calculados na
métrica ¢g. Além disso, X e Y sdo campos de vetores horizontais, enquanto H e V' sao
campos de vetores verticais (veja Besse (2008) e O'Neill (1983)). Dai, M é Ricci-flat, se,
e somente se, a funcao f satisfaz ([7)).

Neste trabalho, consideramos solucoes nao-triviais da equacao estatica no
VAacuo @ Além disso, assumimos que f~1(0) = OM é compacto, e que a métrica
g e a funcao f extendem-se suavemente para OM. Lembremos agora que o conjunto
OM = f71(0) é chamado de horizonte, o qual corresponde aos dominios que cercam
uma colecao de buracos negros. Dizemos que nao existem multiplos buracos negros em
(M™, g) quando o horizonte OM = f~1(0) é conexo. Para mais detalhes, veja o trabalho
de Arderson (1999).

Ja é bem conhecido que variedades de dimensao 4 sao especias. Por exemplo,
destacamos que o fibrado de 2-formas sobre uma variedade de dimensao 4 orientada e
compacta pode ser invariantemente decomposto como soma direta (cf. os livros de Besse
(2008)) ou Dillen e Verstralen (2000)). Além disso, sobre uma variedade Riemanniana
orientada (M?*, g), o tensor de curvatura de Weyl W é um endomorfismo do fibrado de
2-formas A* = A2 @ A%, tal que

W=Wtow-,

onde W% : A2 — A% sdo chamadas as partes autodual e antiautodual de W. Métricas
semi-conformemente planas sao também conhecidas como autoduais ou antiautoduais se
W+ =0ou W~ =0, respectivamente.

Antes de prosseguir, convém recordar que uma variedade Riemanniana (M™, g)

tem curvatura f-fracamente harmonica se o tensor de Ricci Ric, satisfaz
dPRic,(Vf,-,Vf)=0

para uma funcao f : M — R, onde d” é o operador diferencial de primeira ordem do
espaco das secoes dos 2-tensores simétricos C(S2M) em C*(A\*T*M @ T*M), definido
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por
d°w(X,Y,Z) = Vxw(Y, Z) — Vyw(X, Z).

Com estas notagoes, recentemente Hwang, Chang e Yun (2016) estudaram as
métricas estaticas no vacuo satisfazendo a condigao de curvatura f-fracamente harmonica.

Mais precisamente, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 1.7 (Hwang-Chang-Yun, 2016) Seja (M", g, f) um espaco-tempo estdtico
no vacuo, com curvatura f-fracamente harmonica. Entao, ndo existem mailtiplos buracos

negros em M™.

Assim, inspirados neste recente trabalho, mudaremos a condicao de curvatura
f-fracamente harmonica no resultado de Hwang-Chang-Yun pela hipotese de que o tensor

W™ seja harmonico sobre M. Mais precisamente, estabeleceremos o seguinte resultado.

Teorema 1.8 Seja (M4, g, f) um espago-tempo estdtico no vacuo com a parte autodual
do tensor de Weyl harmoénica (i.e., div W+ = 0). Entao nao existem multiplos buracos

negros em M*.

Obviamente se mudarmos a condicao div W' = 0 pela condicao div W~ = 0
a conclusao do Teorema [1.8| serda a mesma. Ademais, enfatizamos que nao existe relacao
entre curvatura f-fracamente harmonica e a condi¢ao de que a variedade tenha tensor
W+ harmonico. Destacamos, ainda, que a condicao div W+ = 0 pode ser vista como uma

generalizacao da condicao Einstein.
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2 PRELIMINARES

Ao longo deste capitulo forneceremos algumas notagoes basicas bem como alguns fatos
relacionados as métricas V-estaticas dos quais faremos uso posteriormente. Para mais
informagoes, indicamos como referéncia (O’NEILL| (1983), Chow, Nu e Li (2006), veja
também os trabalhos de Miao, Shi e Tam (2010) e, Corvino, Eichmair e Miao (2013).

No que segue, seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n, com métrica
g e conexao de Levi-Civita V. Denotaremos por X(M) o espago dos vetores suaves de M.
Além disso, o espago das fungoes suaves sobre M sera denotado por C*°(M). Deste modo,
recordemos que o tensor curvatura de Riemann é o (1, 3)-tensor Rm : X(M) x X(M) x
X(M) — X(M) definido por

Rm(X, Y)Z = VXVyZ - VYVXZ - V[ny}Z,

para todo X,Y,Z € X(M). Ademais, podemos ver este tensor como um (0, 4)-tensor,
Rm : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C>(M), pela seguinte identidade

Rm(X,Y,Z,W) = (Rm(X, Y)W, Z).

Tomando o traco do tensor de Riemann obtemos o bem conhecido tensor de Ricci, que

para um referencial ortonormal {e;} pode ser expressso na seguinte maneira

Ric(X,Y) =Y Rm(X,e;Y,e).

i=1

Temos também a funcao curvatura escalar, obtida simplesmente tomando o trago do
tensor de Ricci.

Para nossos propésitos lembremos ainda a identidade de Bianchi, que para
XY, Z, W,V € X(M), é dada por

VEm(X,Y,Z, W, V)+ VEm(Y,Z, X, W, V)+ VERm(Z, X, Y, W, V) = 0. (9)
Em coordenadas isto é equivalente a
ViRjkim + VjRiiim + Vi Rijim = 0.
Como consequéncia, deduzimos a seguinte igualdade
(divRm) i = ViRiju = ViRj — V| Rj. (10)

Além disso, segue das férmulas de comutatividade da derivada covariante (identidade de
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Ricci), que para qualquer variedade Riemanniana M™ temos
ViV;Ry — V;ViRy = RijisRs + Rijis Ris, (11)
para mais detalhes veja CHOW] (2007)).

2.1 Alguns tensores importantes

Agora, relembraremos alguns tensores para uma variedade Riemanniana (M™, g) de di-
mensao n, os quais serao vistos em coordenadas locais para facilitar o entendimento do
proximo capitulo. Comecamos com o tensor de Weyl W, este é definido para n > 3, pela

seguinte decomposicao:

1
Wik = Riju — m(Rikgjl + Rjgik — Rugjk — Rjrga)
R
S O ) (919 — gagir) (12)

onde R denota o tensor de curvatura de Riemann (R = Rm(e;, e, ek, €)) e Rij
denota o tensor de Ricci. Outro tensor importante é o tensor de Cotton C, definido como

Cijk = ViRj, — V,; Ry, — ViRgjr. — ViRgir). (13)

5
2(n—1)
Nao é dificil verificar que o tensor de Weyl e o tensor de Cotton estao relacionados pela
seguinte identidade

(n—3)
ViWiik = ——Cijk. 14
Wignt = = (=5 Clae (14)
Além disso, é importante lembrar algumas propriedades do tensor de Cotton, este é anti-

simétrico nos dois primeiros indices e tem traco nulo em quaisquer dois indices, isto é,
Cz’jk = _Cjz’k € ngz'jk =g Cijk =0. (15)

Prosseguindo, temos o tensor de Schouten A, definido por

1 R

J n_2(RJ 2(n—1)g]) (16)
De e concluimos que
Rijii = (A® 9)ijrr + Wijni, (17)

onde @® representa o produto Kulkarni-Nomizu, o qual é definido por

(A® B)iji = AixBj + AjBi, — AuBji, — Ajx By
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Por fim, relembremos o tensor de BACH]| (1921)) sobre uma variedade Rieman-
niana (M™, g), n > 4, este é definido em termos da componente do tensor de Weyl W,

Ccomo segue

1 1
B = —— Wik RyWikit, 18
i = 3 VeViWig + — RuWiky (18)
enquanto para n = 3 o tensor de Bach é dado por
Bij = ViChj. (19)

Destacamos, que em dimensao 4, as métricas que tem tensor de Bach nulo (neste caso
dizemos simplesmente Bach-flat) sdo precisamente os pontos criticos do funcional confor-

memente invariante

W(Q) :/M|Wg|2dM97

definido no espaco das métricas Riemanniana. Além disso, ressaltamos que métricas
conformemente planas ou Einstein sao sempre Bach-flat.

Para nossos propositos, deduziremos uma expressao para
(RijRjxRir — RijuRjiRix)

em qualquer variedade Riemanniana (M™, g). Tal expressao, como veremos no Capitulo ,
desempenha um papel fundamental na conclusao de alguns dos resultados principais deste
trabalho que estao relacionados as métricas criticas de Miao-Tam, assim como, as triplas

estaticas positivas.

Lema 2.1 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana. Entdo temos:

n

1 o 5
Rinijik — RijklelRik = mR|RZC|2 + 2tT(R’iC3) — WijklRikle-

n —

Demonstragao: Usando a defini¢ao do tensor de Riemann teremos

n
RijRj Ry, — RijuRyRi, = mRinijz‘k — Wi R,

(2n —1) 19 R?
— RIR
=D o) R e a Ty
isto é,
mn
RijRj Ry, — RijuRuy Ry, = mRinijik — WijuRjuRi
(2n—1) 12 1 3

_ RIRic? - —— R 20

(n—1)(n—2) | Ric] n(n — 2) (20)
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Por outro lado, como RU = Ry; — £g;;, entdo obtemos

. R, .
RinikRjk = Rz]R’Lk’R]k‘ + 5|ch|2
.. 2 R?
= Ry;RyR;. + —R|Ric|* — -
n n
R3
n?

o o 3 .
RijRyRj, + = R|Ric|* +
n

Portanto, substituindo esta tltima expressao em obtemos o resultado desejado.
O

2.2 Produtos warped Riemanniano

Nesta secao apresentaremos uma classe particular de variedades Riemannianas que sao
naturalmente munidas com um campo vetorial conforme. Para fazer isto, considere M
uma variedade Riemanniana de dimensao n, orientada e conexa, I C R um intervalo da
reta e f: I — R uma fungao suave e positiva. Seja M =1 x M a variedade produto
e considere 7 e my; como as projecdes sobre os fatores I e M, respectivamente. Em M

defina a métrica

(U V)p = ((m0).U, (7). V) + £ (0){(m0) U, (701): V),

para todo p € M e todos U,V € TPM. A variedade Riemanniana a qual nos referimos é

o par (M, (,)) que sera representada simplesmente por

——n+1
M =1x;M",
e sera chamada de produto warped Riemanniano.
Um caso particular destas variedades é obtido considerando a funcao warped
identicamente 1, tais variedades Riemannianas sao conhecidas como espagos produtos
Riemanniano (ou simplesmente como produto simples).

Para finalizar esta secdo, seja U,V € X(M) e considere a decomposicio
U=U"+(U,0t)ot e V =V*4+(V, 0t)ot,

onde U* e V* representam a projegao sobre a fibra M. Com estas consideracoes relem-
bremos algumas propriedades do tensor de curvatura de M que podem ser encontradas
detalhadamente no livro do O’Neill (1983) (ver Proposicao 7.42).

(i) R(U*, V*)ot = 0;

(i) R(U*,0t)V* = —(U", V*>f7”8t = (U, V) — (U, at\(V, at>)f7”at;
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(iii) R(U*,0t)0t = —HU* = f—H(U — (U, 0t)0t);

_ f f
(iv) R(0t,0t) = 0.
Tais formulas serao importantes, principalmente no final da proxima secao,
onde descreveremos propriedades geométricas de dois espagos bem conhecidos no estudo

de rigidez e classificacao das triplas estaticas positivas.

2.3 Métricas V-estaticas

O objetivo desta secao ¢é fornecer algumas propriedades das métricas V-estaticas as quais
serdo estudadas no Capitulo [3, bem como apresentar a caracterizagao variacional para
tais estruturas, fato este que pode ser encontrado, por exemplo, no artigo de Corvino,
Eichmair e Miao (2013).

O estudo de métricas V-estaticas foi desenvolvido inicialmente em casos par-
ticulares, como podemos constatar nos trabalhos de Miao e Tam (2009), nos quais os
autores estudam pontos criticos do funcional volume restrito ao espago das métricas Ri-
emannianas com curvatura escalar constante e métrica prescrita no bordo, assim como,

nos trabalhos de Miao, Shi e Tam (2010) onde o interesse se voltou para o funcional

Fylg) = /6 Hod,

onde H, é a curvatura média de OM em (M, g) com respeito ao normal unitério apontando
para fora de M, do é o elemento de volume de OM e ¢ é uma funcao suave prescrita sobre
o bordo 0M. Miao, Shi e Tam mostraram que neste caso os pontos criticos do funcional
acima sao precisamente as métricas estaticas, tais casos serao tratados de modo mais
especifico nas segoes subsequentes (cf. Segéoe. Posteriormente, Corvino, Eichmair
e Miao em (2013)), fornecem uma abordamente unificada destes dois casos particulares
iniciando o estudo das métricas V-estaticas.
Antes de fazermos alguns comentéarios sobre o carater variacional de tais métricas,

recordemos a definigao de métricas V-estaticas.

Definicao 2.1 Uma métrica V-estdtica é uma variedade Riemanniana (M™,g) com uma

solugdo nao trivial (f, k) do sequinte sistema
—(Af)g+ Hessf — fRic = kg,
onde Kk é uma constante.

Por simplicidade, denotaremos (M, g, f,x) como sendo tais métricas. Em particular,
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podemos reescrever a expressao acima na linguagem tensorial como
— (Af)gi; + ViV f — fRij = Kgij. (21)

Tomando o trago em obtemos que as métricas V-estaticas satisfazem

f+ —0. (22)

Além disso, se T=T- 8T ¢ denota o tensor sem traco associado a T, a partir de 1}

chegamos a
5 R
fRic = f(Ric— Eg)
R
= Hessf—Afg—/{g—ng. (23)

Dali, substituindo em , obtemos a seguinte identidade

. -1
fRic = Hessf—Afg—i—nTAfg

= Hessf—gg
n

= Hess f.

Uma propriedade fundamental das métricas V-estaticas é que, se estas admi-
tem solucao nao-trivial para , entao tal estrutura deve ter curvatura escalar constante,
tal fato pode ser verificado derivando ambos os membros da equagao fundamental ,
isto é,

0 = Vi(=(Af)gi + ViV;f — fRy)
= —ViAf+V;ViV,f = V;(fRij),

que usando a identidade de Ricci juntamente com a segunda identidade de Bianchi con-

traida duas vezes podemos reescrever a expressao acima como

1

1
= —5fVikk,

ou seja,
fVR=0

em M. Agora, escolhendo coordenadas especiais (a saber, coordenadas harmoénicas) con-

cluimos que f e g sdo analiticas (veja por exemplo a Proposi¢do 2.1 no artigo de Cor-



26

vino, Eichmair e Miao (2013)), veja também o trabalho de Corvino (2000) e Miao e Tam
(2009)), consequentemente f nao pode se anular em um aberto de M. Portanto, devemos
ter VR = 0 e entao a curvatura escalar é constante sobre M, isto prova a afirmacao.
Devemos destacar que uma das motivacoes para o estudo de tais métricas se
deve ao seu carater variacional. Afim de enterdermos melhor esta descricao, seja M"
uma variedade suave com bordo suave OM e seja v uma métrica Riemanniana em OM
fixada. Considere M como o espaco das métricas Riemannianas sobre M, e M¢ C M o
subconjunto das métricas Riemannianas com curvatura escalar constante c. Além disso,

considere também o espaco
M., = {g métrica Riemanniana em M; g|ron = 7}

Seja h um (0, 2)-tensor simétrico sobre M. Com esta notagao, lembremos que a linea-

rizacao da curvatura de Ricci é dada pela seguinte expressao

9 1 . .
= (Rilyw) = 5( — Ahy; + Vi(divh); + V,(divh); — V.V, (trh)

_2Rim’thq + Riphpj + ijhpi>7

onde g(t) é uma curva sobre M tal que g(0)=g e ¢’(0) = h. Tal férmula pode ser en-
contrada com todos os detalhes no livro do Chow, Lu e Ni (2006]) ou ainda nas notas de
tépicos de geometria do Viaclovsky (2011). Consequentemente, desde que a curvatura

escalar é o trago do tensor de Ricci, temos que

0 . 0

aRQ(t) = E ]Rij + g]aRij

= _<giphpngj)Rij - Agﬂ’gh + dngdngh

= —Agtryh + divydivyh — h - Ricy,

onde ¢ denota a matriz inversa da métrica g;;. Assim, a linearizagao L, da aplica¢ao

curvatura escalar R : M — R é dada por
L,(h) = —=A,(tryh) + div,divyh — h - Ric.
Além disso, seu L?—adjunto formal tem a seguinte expressao
Lyf = —(Agf)g+ Hessyf — fRic(g)

(aqui, convencionamos que A, f = tr,(Hess,f)). Em seguida, consideramos o funcional

volume V : M — (0,00), onde para cada métrica g € M associa o volume da variedade
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Riemanniana M. Agora lembremos que a variacao do funcional volume é dada por

1

DV, (h) = —/ tryhdps.

2 Jm

Assim, definindo ©(g) = (R(g),V (g)) temos imediatamente que
Sg(h) = DOy(h) = (Lg(h), DVy(h)).
Ademais, seu adjunto formal é entao
* * a
Sg(f7 CL) = Lgf + 597

para mais detalhes veja Corvino, Eichmair e Miao (2013). Isto permite concluir que
potenciais V-estaticos correspondem precisamente a elementos nao-triviais no nicleo de

S, . Além disso, o sistema de equagoes

L,f =rg (24)

é equivalente a S; (f,—2rk) = 0. Com essas notagoes em mente o seguinte teorema unifica
em um contexto geral o Teorema 5 do trabalho de Miao e Tam (2009) e o Teorema 2.1
de Miao, Shi e Tam (2010).

Teorema 2.1 (Corvino, Eichmair e Miao, 2013) Seja k uma constante e seja ¢ uma
funcgao suave sobre OM. Assuma que k # 0 ou que ¢ nao € identicamente nula. Considere

o funcional sobre

M ={g€ MR, =c}

dado por

g Ees(9) =rkV(g) — Hodo, (25)
oM

onde V(g) € o volume de (M,g) e do é a forma volume de ~. Suponha g € MS € uma
métrica suave tal que o operador A, + —% tem espectro positivo (Dirichlet). Entdo g ¢é
um ponto critico de Ey 4(-) sobre M, se, e somente se, existe uma fungdo suave definida
sobre M com

Lyf =rkgem M e f= ¢ sobre OM. (26)

Demonstragao: Seja {g(t)}¢<c C M um caminho continuamente diferenciavel tal que
g(0) = g. Seja h = ¢’(0). Para o que segue, denote por H(t) a curvatura média sobre o
bordo OM calculada com respeito ao campo normal unitario apontando para fora de M.

Além disso, relembremos a seguinte relagao (o leitor pode encontrar mais detalhes sobre
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esta identidade no artigo de Miao e Tam (2009), veja Eq. (34) do referido artigo)
2H'(0) = (V,trgh,v) — divgh(v) — div, X — (11, h, ),

onde v é o campo normal unitario apontando para fora de OM em (M,g(0)), X é o
campo de vetor dual da 1-forma h(v,-)|ron sobre (OM,~), div,X é o divergente de X
sobre (OM, ), (-, ) é a métrica produto sobre (OM, ), e II representa a segunda forma
fundamental de 0M. Usando que h|rsy = 0, segue que

d

2—| E.4= / ktryhdM — d[(Vytrgh,v) — divy,h(v) — div, X]do. (27)
dt l+=0 ’ M OM

Agora, como

divy(fVgtryh — trghV, f) = fAtrgh — trghA f,
tomamos a integral em ambos os lados para obter

tTghAgfdM—/MngtTghdM— trghg—fda. (28)

oM v

— ¢(Vytryh,v)do = /

oM M

Por outro lado, note que

/flengVghdM = /fVZV]hUdM
M M
M M

= ¢divyh(v)do — /]V[(Vj(vz’fhij) = V;Vifhij)dM

oM

= ¢div,h(v)do — /

h(V,f,v)do + / (Hess, f, hydM,
oM oM

M
ou seja,

¢div,h(v)do = / fdiv,divyhdM — / (Hessyf, hydM
M M

oM

+ /aM h(V,f,v)do. (29)

Dai, substituindo e na expressao chegamos a

d
9"
dt

By = / (ktrgh + fl=A(tryh) + div,div,hl]
0 M

(A f)trgh — (Hess, f, h>) dM

+/8M (h(’/a Vof) = h(v,V,f) - trﬁl%)dd. (30)
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Prosseguindo, levando em conta a seguinte decomposigao
Vof =V f +(Vyfiv)v

e lembrando que h|rgy = 0, obtemos

of
h(v,Vyof) —h(v,V,f) = (Vof,v)h(v,v) = trghg'
Consequentemente, a equacao pode ser reescrita como

d
2=| E., = /(h,kg—L;ﬁdM, (31)
M

dt lt=0

onde usamos o fato que {g; };<c C M¢ implica que
L,(h) = =A,(tryh) + div,divyh — (h, Ricg) = 0.

Assim, se f é solugao de (26), entao g é ponto critico do funcional Ej 4(-) sobre M.
Reciprocamente, assuma que g é ponto critico de E, 4(-) e considere a tnica
solugao f do problema de fronteira
(n—1)A,f+cf =—nk, em M;
{ f=o, sobre OM.

Seja h um (0, 2)—tensor simétrico, suave, arbitrario e com suporte compacto

c
n—1

em M. Desde que o primeiro autovalor de Dirichlet de A, + é positivo, segue da
Proposi¢ao 1 em (2009) que existe tg > 0 e € > 0 tal que, para todo t € (—¢,€), existe
uma tnica fung¢ao suave positiva u(t) sobre M com |u(t) — 1] < € tal que u(t) = 1 sobre
oM, g(t) = u(t)%(g + tﬁ) € M<, e {u(t)}|ji<s, ¢ diferenciavel em ¢ = 0 com u(0) = 1.
Agora, devemos notar que a curva g(t) satisfaz h = ¢'(0) = ﬁu'(O)g +h. Assim, de 1}

juntamente com o fato que f é solucao do problema de fronteira acima, temos que
0= / (ﬁ, fRic,+ (Ayf)g — Hess,f + kg)dM.
M

Como h foi escolhido arbitrariamente, concluimos que f satisfaz 1) Isto finaliza a prova
do teorema. 0

Encerraremos o capitulo considerando alguns casos especiais das métricas V-
estaticas. O primeiro deles, é o caso kK = 1 na Eq. , o qual é conhecido como métricas
criticas de Miao-Tam.

Inicialmente, recordemos que Miao e Tam (2011), baseados nas técnicas de-
senvolvidas nos trabalhos de Kobayashi e Obata (1981) e Kobayashi (1982), estudaram
tais métricas criticas sobre a condi¢ao da variedade ser localmente conformemente plana.

Mais precisamente, eles provaram o seguinte resultado
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Teorema 2.2 (Miao e Tam, 2011) Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
sobre uma variedade de dimensao n, compacta, simplesmente conexa, localmente confor-
memente plana e com bordo isométrico a uma esfera padrao S"~'. Entdo, (M™,g) deve

ser isométrica a bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa R™, S™ e H".

Este resultado foi generalizado por Barros, Digenes e Ribeiro Jr. (2015)), para as di-
mensoes 3 e 4 sobre a hipdtese da variedade ser Bach-flat, que como ja vimos esta é uma
condicao mais fraca que localmente conformemente plana. Destacamos que para obter tal
resultado, Barros et al. estudaram os conjuntos de niveis da funcao potencial e obtive-
ram propriedades interessantes sobre a geometria de tais niveis e os reflexos causados na
geometria da variedade ambiente. Mais precisamente, eles provam o seguinte resultado

de rigidez.

Teorema 2.3 (Barros, Diégenes e Ribeiro, 2015)) Seja (M*, g, f) uma métrica cri-
tica de Miao-Tam sobre uma variedade de dimensao 4, simplesmente conexa, Bach-flat e
com bordo isométrico a esfera padrio S®. Entao, (M*, g) é isométrica a uma bola geodésica

em uma forma espacial simplemente conexa R*, H* ou S*.

Observacao 2.1 Vale resaltar que, para demonstrar o teorema acima, 0s autores dedu-
ziram, em particular, um resultado de rigidez para as métricas criticas de Miao-Tam em
dimensao 4 sobre a condi¢do de curvatura de Weyl radial nula (i.e., Wi;uVif = 0), a
saber, se (M*, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam satisfazendo a condi¢io de cur-
vatura de Weyl radial nula entao esta deve ser localmente conformemente plana e, como
ja conhecemos a classificagao neste caso, entao obtemos a rigidez de tais métricas satis-
fazendo W,;i V1 f = 0 (para mais detalhes veja Se¢do 3.1 do trabalho de Barros, Didgenes
e Ribeiro (2015)). Além disso, procedendo de modo andlogo a demosntrag¢ao do referido
artigo, nao € dificil notar que este ultimo fato é vdlido de maneira geral para métricas

V-estdaticas.

Recordemos agora que tais métricas foram estudadas por Miao e Tam (2011)
sobre a condicao Einstein. Neste caso, os autores foram capazes de remover a condicao de

bordo isométrico a esfera padrao. Mais precisamente, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 2.4 (Miao e Tam, 2011) Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
sobre uma variedade Einstein, compacta e com bordo suave OM. Entao, (M", g) é isométrica

a uma bola geodésica em uma forma espacial simplemente conexa R™, H™ ou S™.

Destacamos que este resultado de rigidez foi generalizado pelo autor e Ribeiro
Jr. para o caso de tensor de Ricci paralelo. Ademais, como ja sabemos que o tensor métrico
é paralelo, entao temos que a hipétese de Ricci paralelo é uma condi¢ao mais fraca que

FEinstein, entretanto, existem exemplos de variedades com tensor de Ricci paralelo que
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nao satisfazem a condicao Einstein. Para mais detalhes veja Teorema |3.3 assim como o
Corolario [3.1] no préoximo capitulo.

Por fim, abordaremos o caso x = 0 na Eq. , o qual é conhecido como
triplas estaticas positivas. Em suma, faremos os cédlculo de algumas afirmagcoes que serao
descritas nos Exemplos 3.4 e 3.5 da Segao [3

Exemplo 2.1 Iniciamos com o cilindro sobre S*~ com métrica produto. Este é dado por

n—2
n

T
M:[O,—}XS"A, = dt* + h, f(t) = sen nt),
( v g f(t) = sen(y/nt)
onde h representa a métrica canénica de S*~t. Mostremos que tal estrutura define uma
tripla estdtica positiva nao-FEinstein, conformemente plana e que satisfaz a condigcao de
Ricci paralelo. De fato, afim de calcular a curvatura de Ricci de tal variedade, escolha
um referencial ortonormal {eq, s, ..., e,} para M, onde {e;}i>2 representa um referencial
ortogonal tangente a S*"'. Dai, pela equacdo de Gauss temos
M Sn—l n — 2 n

para todo 2 < 1,7, k, 1 < n. Assim, tomando o trago na expressao acima e observando
que Ry; = 0, para todo 0 < i < n, vemos que a curvatura de Ricci de M tem a sequinte
ETPresssao

Ric = —ndt* 4+ ng. (33)

Isto implica que (M, g) tem Ricci paralelo, entretanto nao é uma variedade de Einstein.
Além disso, tome o trago em para ver que a curvatura escalar é dada por R = n(n—1)
e com um cdlculo direto vemos que (M, g) satisfaz a identidade
°, . R? R?
|Ric|* = |Ric|* — — =n(n—-1) = ————.
n n(n —1)
Agora, seque da expressao do tensor de Riemann e da curvatura de Ricci obtidas acima,
juntamente com a defini¢do do tensor de Weyl (ver Equacao (13)) que, (M™", g) € confor-
memente plana (para dimensdo trés € suficiente notar que Cij, = 0). Por fim, verificare-

mos que a equagao fundamental € satisfeita. Para isto, note que V f om; = y/ncos(y/nt)0t

e

Hessf(ei,e;) = (V. Vf ej)
= Vn{Ve,(cos(vnt)Ot), e;)
= /n{—+v/nsen(v/nt)e;(r1)0t + cos(/nt)V.,0t, e;)
= —nsen(v/nt){e;, Ot){e;, Ot).
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Em particular, Af = —nsen(/nt). Assim, deduzimos a sequinte equa¢do

—Afgij +ViV;f — fRi; = nsen(y/nt)gi; — nsen(v/nt){e;, Ot){e;, Ot)
—sen(v/nt)R;;.

Portanto, fazendo uma andlise separada dos casos deduzimos que a equacdo fundamental

para métricas estaticas € satisfeita, isto €,

—(Af)g+ Hessf — fRic = 0.

Exemplo 2.2 (Espago de Schwarzschild) Descreveremos algumas propriedades do bem

conhecido espaco de Schwarzchild. Para alguma constante m € <0, ("_321%2), considere

o espaco de Schwarzschild definido por

B 1
1 —2mi2n —

<M = [r,m2] xS" ", g thtz + t*h, f(t) =V1—2mt> " — t2),
onde 0 < r; < 19 sdo raizes de f e h denota a métrica canonica de S"~1. Neste caso
temos uma tripla estdtica positiva conformemente plana que nao satisfaz a condig¢ao de
Ricci paralelo. De fato, lembre que o tensor de Weyl (n > 4) é um invariante conforme
(em dimensao 3 o mesmo vale para o tensor de Cotton), para mais detalhes sobre esse
fato veja, por exemplo, (CHOW, (2007). Assim, definindo a métrica

g=dt* + ¢*(t)h,

onde ¢(t) = ty/1 — 2mt2—" — 12, vemos que tal métrica é conforme a métrica g, a saber,

1 N
1 omeer — 27

9

Afim de facilitar os cdlculos escrevemos €** = (1 — 2mt*™™ — t*)~1, o que implica u =
Int — Ing(t).

Para o que seque, seja {€; = Ot, ey, ..., €,} um referencial ortonormal para
(M,q) com {€;}i>2 tangente a esfera S"~'. Dai, usando a equagio de Gauss deduzimos

que
n—1 =~ QS/ 2 ~ o~ ~ o~
z’Sjkl = Rf\;[kl + (g) (Girgjt — GuGj)- (34)

Consequentemente, tomando o traco em jl € imediato verificar que

B =[-Z+0-2(: ;f)]@k, (35)

para todo 0 < i,k < n. Prossequindo, pelo que vimos na se¢ao de produtos warped, temos
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para todo i > 2

Ric (9t,e) =0 e Ric (0t,0t) = —%(n—l)

de modo que podemos escrever o tensor de Ricci como

Ricl = —%H 2)(1:b2¢/2>]§—(n—2)[%/+1;2¢/2]dt2. (36)

Além disso, a partir da expressio acima obtemos que a curvatura escalar na métrica g €

dada por

R;=(n—1) —2%/+(n—2)(1?b2¢/ )}

Agora, desde que as métricas g e g sao conformes, vale a sequinte relagdo
R, = ¢ (Ry — 2(n — 1)Agu — (n — 1)(n — 2)|VIul?).

Consequentemente, a curvatura escalar R, assume a sequinte expressao

o [(n—=2) (n—4) 2¢
R,=(n—1)e [ e -5 _w

que apds algumas simplificagoes obtemos Ry, = n(n — 1).

Com estas informacoes em mente, estamos prontos para calcular o tensor de
Weyl na métrica g, para isto, considere inicialmente o caso i,j,k,l € {2,...,n} (os
demais casos sao feitos de modo andlogo). Assim, pela Equagao @ Juntamente com

(@ e usando novamente a equacao de Gauss, temos que

B _ . :M ~ g ~ ~
Won = Rl = —5Riq I s m 7%
_ psnl £’2§®§ 1 _(b_” B 1—¢?\7.
= Hiu <¢)< 2 > n—2[ 5 tn 2)< o2 ﬂg@g
1 gbll 1 . QS/Q _ _
gl -5
n—1 ,. ~ \~ ~ 1 q q
= ¢2<RS (eiaej)ekael>h_ﬁ(¥)
1 g0y
= 2 (gzkgjl - gzlgjk) ¢2( B ) =0,
1sto €, /W/ijkl =0, para todo i, j, k,l € {2,...,n}, e como nos demais casos também obtemos

que o tensor de Weyl na métrica g se anula, seque que W= W5 = 0. Portanto, pelo que

ja sabemos, o mesmo ocorre com a métrica g, ou seja, (M, g) € conformemente plana.
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Mostremos agora que f € a funcao potencial que torna (M,g, f) uma tripla
estdtica positiva. Devemos notar que, se {€;} representa uwm referencial ortonormal para
g, entao {e; = e~"¢;} define um referencial ortonormal na métrica g. Agora, € imediato
verificar que VIf = (m(n—2)t'=" —t)ey, entdo, apds alguns calculos a partir da definigdo,

vemos que a hessiana de f assume a sequinte expressao

Hessyf(eiej) = ei(m(n—2)t'™" —t)(er, e5),
+(m(n — )tl_n —t){e&(f){0t, €)g + f(vg ot, €)3
+ei(u)(er, €5)g + ex(u)(€;, )5 — fu' (€, Ot)z(e;, 0t)g}.  (37)

Em particular, para i,j > 2, chegamos a uma forma mais simplificada, isto €,
Hess,f(ei e;) = (m(n —2)t™" — 1) fgi;.
Além disso, tomando o traco em obtemos Ayf = —nf, o que implica
—(Agf)gij + Hessgf (ei,€5) = (m(n = 2)t™" + n — 1) fgi;.
Assim, falta verificar que
Ricy(ei,ej) = (m(n —2)t7™" +n—1)fg;;.

Para esta finalidade, relembre que as curvaturas de Ricci nas métricas g e g estao rela-

cionadas a sequinte forma,

Ricy(ei ej) = f*{Ricz(ei,¢;) + (2 — n)Hesszu(é;, ¢;)
~9(€, &) Agu + (2 = n)[VIu*g(e, )}

Dai, calculando os termos desta expressao separadamente, chegamos a

Hesszu(e;, €;) = (% - %) %(n —1)
€ 1 ¢// ¢/2 ¢/

ou seja, a expressao do tensor de Ricci assume a sequinte forma

—2 -3 !
Ricg(eiyej) = f2 {n¢2 B nt2 225} Gij,

para todo i,j > 2. Como ¢(t) = t\/1 — 2mt2=" — 2, obtemos apds algumas simplificacoes

a iqualdade desejada. Destacamos que os demais casos sao feitos de modo similar.
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Por fim, note que V Ric # 0, isto €, (M, g) nao possui Ricci paralelo. Para ver

este ultimo fato, basta observar que, para todo i,j > 2,

VlRij = E1 (m(n — 2)tin + (n — 1))gzj = —mn(n — 2)tin71fgij 7£ 0.



36
3 RESULTADOS DE RIGIDEZ PARA METRICAS V-ESTATICAS

O objetivo deste capitulo é fornecer formulas tipo Bochner para métricas V-
estaticas e a partir delas estender alguns resultados recente na teoria de métricas criticas.
A propésito, se nos restringirmos as métricas criticas do funcional volume (ou métricas
criticas de Miao-Tam), que como ja vimos sdo casos particulares das métricas V-estéticas,
podemos deduzir uma férmula integral nestes ambientes e como consequéncia imediata
obtemos a extensao para o caso Ricci paralelo do resultado obtido por Miao e Tam (2011)
para variedades de Einstein, ou seja, no referido artigo os autores mostram que, se uma
métrica critica é Einstein, entao esta deve ser isométrica a uma bola geodésica em uma
forma espacial simplesmente conexa R", H" ou S". Esta féormula integral deu origem ao
artigo intitulado Critical metrics of the volume functional on manifolds with boundary
escrito pelo autor em parceria com Ribeiro Jr. (2017a). Além disso, outras consequéncias
serao obtidas considerando tais métricas com curvatura seccional nao-negativa, a saber,
em dimensao trés, mostraremos que as métricas criticas de Miao-Tam sao precisamente
aquelas das bolas geodésicas em uma forma espacial simplesmente conexa R? ou S3. Na
sequéncia, considerando agora outro caso particular das métricas V-estaticas, as conhe-
cidas triplas estaticas positivas, veremos que tal formula tipo Bochner quando restrita a
estes ambientes fornecem resultados de rigidez, que sao os andlogos aos que foram ob-
tidos para o caso de métricas criticas de Miao-Tam. Destacamos que as férmulas tipo
Bochner juntamente com suas aplicagoes deram origem ao artigo intitulado Remarks on
critical metrics of the scalar curvature and volume functionals on compact manifolds with
boundary escrito pelo autor também em parceria com Ribeiro Jr. (2017b). No que segue
(M™, g) denotard uma variedade Riemanniana de dimensao n com métrica g e conexao
de Levi-Civita V. O espaco das fungdes diferencidveis (ou de classe C*) sobre M sera

denotado por C>*(M). O espago dos campos diferencidveis sobre M serd denotado por

x(M).

3.1 Férmula tipo Bochner para métricas V-estaticas

Primeiramente, recordemos a definicao de métricas V-estaticas vista no Capitulo [2 Segao

2.3.

Defini¢ao 3.1 Uma métrica V-estdtica é uma tripla (M™, g, f), onde (M™, g) é uma

variedade Riemanniana e f € uma funcdo suave em M que satisfaz a sequinte equac¢ao:
— (Af)g+ Hessf — fRic = kg, (38)

onde k é uma constante.
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Agora, enunciaremos um lema para métricas V-estaticas que sera bastante til
para nossos propositos, vale ressaltar que tal lema foi obtido inicialmente no contexto de
métricas criticas do funcional volume por Barros, Didgenes e Ribeiro Jr. (2015)), onde os
autores estudam tais métricas em dimensao 4 sob a condigao Bach-flat (veja Lema 1 no
trabalho de Barros, Didgenes e Ribeiro Jr. (2015)).

Lema 3.1 Seja (M™, g, f, k) uma métrica V-estdtica. Entao temos:

R
f(ViRjx — VjRi) = RijuVif + m(vifgjk —V,foi) — (VifRjr — V; fRir).

Demonstracgao: Iniciamos usando para inferir
(Vif)Rjx + [ViRjx = ViV;Vif = (ViA[)gjr. (39)

Além disso, como M™ tem curvatura escalar constante obtemos de (22 que

R
ViAf = —mvif,

de modo que, substituido em , implica
R
ViR, = —(Vif)Rjx + ViV;Vif + mvifgjk' (40)
Para finalizar, basta aplicarmos a identidade de Ricci para chegarmos em
R
F(Viltj, = ViRi) = RigaNVif + —— (Vifgin = Vil gin) = (Vif Rjx = V[ Rir),

como queriamos provar. O
Observe que, substituindo a equacao no Lema obtemos a seguinte
identidade

fCijk = Tiji + Wi Vi f, (41)

onde Tjjx, ¢ o tensor auxiliar definido como

n—1 1
Tijk — 2(Rikvjf — R, Vif) + 1 2(gikstvsf — gikRisVsf)
R
_m(gikvjf — 9k Vif).

Prosseguindo, obteremos uma férmula divergente para uma variedade Rieman-

niana com curvatura escalar constante.
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Lema 3.2 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n com curvatura es-

calar constante. Seja f : M — R uma funcdao suave definida sobre M. Entao

i ) . . 2n
Aiv([|Ricl’) = = fICiul? + 2|V Ricl + (V1. VIRicl’) + =5 [Roy R R
4n — 2 o o 2 5
o - = 2V . :
(n—1)(n— Q)fR|RZC| n(n —2) JR +2Vi(fCijiRjik)

+2C51 Vi fRigy — 2f Wi R Rji.

Demonstragao: Como M™ tem curvatura escalar constante, temos

f‘cijklz = f‘szjk - ijik|2

Por outro lado, um calculo direto nos fornece

Vi(fViRjxRy) = V;fViRj Ry, + fV;ViRj Ry
+ ViRV Ry,

o que implica

fICukl? = 2f|VRic|> = 2V;(fViRjRix) + 2V; fVi R Ry,
+2fV, VR, R

Em seguida, pelas formulas de comutatividade para a segunda derivada cova-
riante da curvatura de Ricci (veja Eq. ((11))) juntamente com , deduzimos que

fICiinl? = 2f|VRic|> + 2V, f(Ciji + V; Rir) Rix
+2f(RijRinRji — RijuRinRji) — 2V;(fViR;p Rir)
= 2f|VRic|]> + 2Ci;;V;f R + (V f, V|Ric|?)
+2f(RijRirRjr — RijuRi Rj1) — 2V, (fViR;iR;1). (42)

Agora, substituimos na expressao para obter

f|C¢jk|2 = 2f|VRiC|2 + QC’ijijfRik + <Vf, V|RZC|2> + QfRinikRjk

2 .
—2fWisnuRixRj1 — n—f(2R|ch|2 — 2R, R Ryx)

—2
2Rf .
NCE ) (B — |Ric”) = 2V;(fViRjuRir),
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que podemos reescrever como

. . 2n
fICiul? = 2f|VRic|” + 2CixV, f Ri. + (V f, V|Ric[”) + 5 [Ri Ry

(4n —2) 12 2 3
—2fWiimRin Rip —
fWJklR kRﬂ (n — 1)(n — 2) fR‘RZC‘ + (TL — 1)(n — 2) fR
Finalmente, nao ¢é dificil verificar que
2
(4n —2) 2 2 3
—2fWiiRi Ry — R|Ric|" — —fR
Wi Rix Ry (n—l)(n—2)f | Ric| n(n—2)f
—2V,(fViR;xRir)
2
— 2f|VRic|? + 20V, f Ry + (V £, V|Ric|?) + n—f2 FRy; RuRy
(4n —2) (2 2 3
Wit Rin Ry — =
sz]klekR]l (n _ 1)<n _ 2) fR’RZC’ n(ﬂ - 2) fR

—|—2Vz(fckajk> — dIV(fV|R’lC|2),

que prova o resultado desejado.
O
Agora passamos a enunciar e provar a primeira formula tipo Bochner que nos
referimos no inicio do capitulo, de fato, tal formula é a versao divergente da férmula
integral obtida no artigo intitulado Critical metrics of the volume functional on manifolds

with boundary escrito pelo autor em parceria com Ribeiro Jr..

Teorema 3.1 Seja (M", g, f, k) uma métrica V-estatica. Entdo

nKk

1
SAV(fVIRicl®) = —f|Cysf* + fIVRic] + (Vf,V|Ric|) - —

+2VZ» (fCZ]kRjk) .

|Ric|?

Demonstragao: Pelo Lema [3.1] deduzimos

Vi(VifRiRji + RijiuVifRjr) = Vi(VifRixRji)

R
+V; [fciijjk -

n—1

(| Ricl*Vif = Vi RiFise)

(VifR—=V,;fR;)
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Apébs organizarmos os termos da expressao acima chegamos a

Vz(V]fRsz]k + Rijklvlijk) = VZ(fOZJkR]k)
R? R 19
. 1V1f -+ mRﬂVJf -+ ‘RZC‘ sz
R? R
= Vi(fCipRjK) — — 1Af + n—vivijji

-1
+|RicPAf + (V f, V|Ric|?).

+Vi| -

Portanto, usando e obtemos

. R?
Vz<vijsz]k + RijleIijk) = VZ<fCZJkR]k> + <Vf, V‘RZC‘2> . p— 1Af
R
+n 1 (fRij + (Af + K)gij) Rji + Af|Ric|?
= Vi(fCiRjr) + (V [, V|Ric|*)

R R’ —Rf—
I iR B RS nR e
n—1 n—1 n—1
= VilfCieRn) + (V. V|Ricl’) — —=—|Ric]”.

(43)
Por outro lado, nao é dificil verificar que

Vi(VifRixRjk + RijuVifRj) = ViVifRyRjr+ V;fRyV:Rjr + ViRiju Vi f Rk
+RijuViVif Rj + RijiaVif ViR

Dai, segue do Lema e Eq. , que a seguinte igualdade é satisfeita

Vl(VJfRZkRJk + RijleZijk) = f(RZjR’LkR]k - RijklRikRﬂ) + CleVJlek
1
+fCi ViR, + §<Vf7 V|Ric|?).

Relembrando que o tensor de Cotton é anti-simétrico nos dois primeiros indices e usando
a Equacao (42)), deduzimos

Vi(VifRiRjr + RijuVifRir) = [fICinl” — fIVRic|* + V; (ViR R)
= fICik> = fIVRic|* = Vi(fCiju Rj)

1
+§div( fV|Ric|?). (44)
Portanto, comparando e obtemos o resultado desejado. 0]

Com essas informacoes em mente, podemos enunciar e provar nossa segunda

formula tipo Bochner, que juntamente com suas aplicacoes, deram origem ao artigo in-
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titulado Remarks on critical metrics of the scalar curvature and volume functionals on
compact manifolds with boundary escrito pelo autor em parceria com Ribeiro Jr. (veja
Baltazar e Ribeiro Jr.(2017b))). E importante destacar que esta férmula generaliza o re-
sultado de Ambrozio (2015) para métricas estaticas, assim como o resultado de Batista,
Didgenes, Ranieri e Ribeiro Jr. (2017)) para métricas criticas do funcional volume. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Seja (M", g, f, k) uma métrica V-estatica. Entao

1 . ) o n—2 2 . 19 nkKk oo
2d1v(fV|ch| ) = <n — |Cik|” + |V Ric]| )f + = 1|ch|
2 oo 2n o 3
+<mR|Rw| +— 2t7‘(ch )>f

n—2
—1

Wit Vi f Cijr — 2f Wi Ra Ry,

onde C denota o tensor de Cotton, W o tensor de Weyl e Ric representa o tensor de

Ricci sem traco.

Demonstragao: Primeiramente, usamos a Equagao (41]) para deduzir

(n—1)

2
f1Ci]? = p— RV fCijie + Wi Vi f Cijie.

Em seguida, substituindo esta expressao no Lema [3.2] obtemos a seguinte igualdade

2 1
div(fV|Ric|?) = 2f]VRic\2+(Vf,V|Rz‘c|2)+n—f2fRinikRjk—mf]Ciij

dn — 2 o o 2 ;
_ R 0y o
(n—1)(n—2) JEI Ricl n(n — 2) JR +2Vi(fCijiRj)
n—2
- 1WijlelfCijk — ZfVVijklRikle- (45)

Agora, tomando a diferenca entre as expressoes obtidas em e Teorema ,

temos que
%div(fvmicﬁ) = (22100 + IVRicP) 4 | RieP
n—1 n—1
+n2f 3 ook = _42‘)(_712_ 3 fRI|Ric|2 - ﬁ FR3
T 2WijlelfCijk — 2fWijmRir Rji. (46)

-1
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Antes de prosseguir, lembremos que

S 3 . o fR?
fRZ]R,kR]k = fR,]R]lek + Elechl + F

Consequentemente, substituindo esta ultima expressao em , obtemos

1 . ) o n—2 2 . 192 nkKk oo
2d1v(fV|ch| ) = (n— 1|ka| + |V Ric]| )f—i— — 1|ch|
2 oo 2n o 3
+<mR|RZG| + n— 2t7’<RZC ))f

n—2
—1

Wijklvlfcijk - QfVVijklRikth

como desejado. 0

As préximas secoes deste capitulo destina-se as aplicagoes das férmulas obtidas
nos Teoremas e para casos especiais das métricas V-estaticas, a saber, as métricas
criticas de Miao-Tam e as conhecidas triplas estaticas positivas. Antes de apresentarmos
tais consequéncias, faremos uma abordagem sobre tais estruturas descrevendo algumas
propriedades fundamentais. Além disso, forneceremos alguns exemplos nao triviais os

quais servem de modelos para problemas de classificacao de tais ambientes.

3.2 Meétricas criticas do funcional volume

O estudo das métricas criticas do funcional volume foi iniciado por Miao e
Tam (2009, 2011). Primeiramente eles estudaram o problema variacional do funcional
volume e posteriormente a equacao de Euler-Lagrange associado ao problema variacional
do funcional volume. Por simplicidade, seguindo a notacao usada por Barros, Didgenes e

Ribeiro Jr. (2015), estas métricas recebem a seguinte definigao.

Defini¢ao 3.2 Uma métrica critica de Miao-Tam é uma tripla (M", g, f), onde
(M"™, g) € uma variedade Riemanniana compacta, conexa e com bordo suave OM e f €

uma fungdao suave em M tal que f~1(0) = OM e satisfaz a sequinte equagdo:

— (Af)g+ Hessf — fRic=g. (47)

Apresentaremos agora alguns exemplos construidos por Miao e Tam (2009), para mais de-
talhes sobre estes exemplos veja também o trabalho de tese de Didgenes (2015). Iniciamos

com a bola geodésica do espaco Euclidiano com métrica canonica.

Exemplo 3.1 (Bola geodésica em R™) Considere M™ C R™ uma bola geodésica centrada

na origem de raio Ry e a fungdo f definida por f(x) = 2(:;% — 2(‘5—'_21) Consideremos em
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R™ a métrica canonica g e em M a métrica induzida. Dai, nao € dificil verificar que

1

Hessf = -7
n_

g.

Consequentemente,

—(Af)g+ Hessf — fRic= nﬁ

e além disso, f~1(0) = OM. Logo (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Em seguida descreveremos outro exemplo importante de métricas criticas, a

saber, a bola geodésica do espago hiperbdlico.

Exemplo 3.2 (Bola geodésica em H") Considere a variedade L' = (R"™!, ds?), onde

ds? = dx?+...+dx® —dt*. Considere H" = {(z1, ..., z,,t) € R"™; fo—tz =-1,t > 1}
i=1

mergulhado em L™ e seja g a métrica induzida. Agora fize p = (0,...,0,1) € H" e

considere M™ C H" uma bola geodésica centrada em p de raio Ry e a funcdo f definida

por f(x1,...,x,,t) = ﬁ (1 — szihg()) , onde r € a distancia geodésica de (x4, ...,Tn,t) a0

ponto p. Dat,
coshr

(n — 1) cosh Rog’
de modo que a Eq. ¢ claramente satisfeita e vale f~1(0) = OM. Logo, (M", g, f) é

uma métrica critica de Miao-Tam.

Hessf = —

Por fim, de modo andlogo ao caso anterior, temos que a bola geodésica da
esfera também é uma métrica critica de Miao-Tam. Mais precisamente, temos o seguinte

exemplo.

Exemplo 3.3 (Bola geodésica em S™) Considere S C R"™ ¢ p = (0,...,0,1) € S™
Sejam M™ C S" uma bola geodésica centrada em p de raio Ry < 3 e f a fungao definida
por f(xy, ..., T, t) = ﬁ (% — 1) , onde r € a distancia geodésica de (x1,...,2Tn,t) ao

ponto p. Dai, obtemos
cosr

Hessf = —————
/ (n—1)cos Rog
e de maneira andloga aos exemplos anteriores vemos que a Fquagao ¢ satisfeita.

Desde que vale f~1(0) = OM, seque que (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Prosseguindo, conforme foi visto na introducao, variedades Einstein possuem
tensor de Ricci paralelo, entretanto a reciproca desse fato nao é verdadeira. Assim, com o
objetivo de entender melhor a geometria de tais estruturas sobre a condicao Ricci paralelo,

usaremos o Teorema [3.1| para obter uma férmula integral para métricas criticas de Miao-
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Tam. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3 Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com (M"™, g) compacta,

orientada, conexa e bordo OM suave. Entdo temos:

/ fldivRm|*dM, +
M n—1

R
/M |Ric — Eg\QdMg + /Mf(A]Ric]2 — |V Ric]*)dM, = 0.

Demonstracgao: Tome a integral da férmula obtida no Teorema para chegar a

n

/ (Cope2dM + / | Ricl2dM = / IV Ricl2dM + / (V1. V|Ric)dM,  (48)
M M M M

n—1
onde foi usado o teorema da divergéncia junto com o fato que f|sy = 0.

Note agora que

/(Vf,V|Rz‘c|>dM - /div(fV|Rz’c|)dM—/ FA|RicldM
M M M

= —/ fA|Ric|dM.
M

Dai, substituindo esta tltima identidade em (48)) e lembrando que, no caso de curvatura

escalar constante, o tensor de Cotton coincide com o divergente do tensor de Riemann
(ver Eq. (10]), deduzimos a férmula desejada.

O

Como consequéncia, obtemos a seguinte extensao para o caso Ricci paralelo

do Teorema 1.1 do trabalho de Miao e Tam (2011, onde os autores classificam métricas

criticas do funcional volume que sao Einstein.

Corolario 3.1 Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam com tensor de Ricci
paralelo, onde M € uma variedade compacta, orientada, conexa e com bordo OM suave.
Entao, (M", g) € isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente

conexa R™, H", ou S™.

Demonstragao: Inicialmente note que, pela expressao (10) juntamente com a nossa
hipétese sobre o tensor de Ricci, vemos que a variedade Riemanniana tem curvatura

harmonica. Além disso, pela desigualdade de Kato temos

\V|Ric|| < |V Ric|.
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Assim, usamos mais uma vez que M"™ tem tensor de Ricci paralelo, para concluir que
| Ric| é constante sobre M". Agora, basta usar o Teorema para deduzir

n

— /M |Ric — %g\szg =0
e isto implica que M"™ ¢é Einstein. Portanto, basta usarmos o Teorema (veja também
Teorema 1.1 de Miao e Tam (2011)) para concluir que (M", g) é isométrico a uma bola
geodésica em um espaco forma simplesmente conexo R™, H" ou S™. O
E importante destacar que toda variedade Einstein tem tensor de Weyl har-
monico (cf. Derdzinski [1982)), além disso, sabemos que nao existe relagdo direta entre a
condi¢ao Bach-flat, considerada por Barros, Diégenes e Ribeiro Jr. 2015| e a condicao da
variedade ter tensor de Weyl harmonico. Portanto, é natural perguntar quais implicagoes
geométricas existem se assumirmos a harmonicidade do tensor de Weyl sobre métricas
criticas de Miao-Tam. Note que, usando mais uma vez o Teorema 3.3 juntamente com
Teorema (1.1} nao é dificil verificar que, se uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma
variedade compacta, orientada, conexa, com tensor de Weyl harmonico e bordo suave

satisfaz

/M FA[Ricl2dM, > /M FIV Ricl2dM, (49)

Entao (M™, g) é isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente
conexa R, H", or S™. Contudo, é interessante provar que a condigao (49)) pode ser remo-

vida.

Observagao 3.1 Recentemente, Kim e Shin (2016) mostraram que, de fato, a desigual-
dade (@) pode ser removida. Mais precisamente, eles provaram que, se uma métrica
critica de Miao-Tam sobre uma variedade de dimensao 4, compacta, simplesmente conezxa
e com bordo isométrico a esfera padrio S® satisfaz a condicao diviV = 0, entao tal vari-
edade deve ser isométrica a bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa

R*Y, H* ou S* (para mais detalhes veja Teorema 10.8 no referido artigo).

Continuando nosso estudo, relembremos que uma variedade Riemanniana (M™,

tem curvatura de Weyl radial nula com respeito a uma funcao potencial f sobre M se
Wi, -, -, Vf)=0. (50)

Recordemos que a condigao sobre a variedade Riemanniana ter curvatura de
Weyl radial nula vem sendo estudada por muitos autores em diferentes tipos de estruturas.
Destacamos, por exemplo, que Catino (2012) provou que uma variedade quasi-Einstein

generalizada satisfazendo deve ser localmente um produto warped, além disso essa

9)
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hipétese nao pode ser removida conforme podemos constatar na Observacao 1.2 do referido
artigo.
Aqui, usamos esta condicao com objetivo de provar a seguinte consequéncia

da férmula tipo Bochner obtida no Teorema |3.2]

Corolario 3.2 Seja (M™, g, f), wuma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade
compacta, conexa, orientada, com curvatura escalar positiva e fun¢do potencial nao-
negativa f. Suponha que:

o M"™ tem curvatura de Weyl radial nula e

e |Ric> < n(f;il).
Entao, M™ ¢ isométrica a uma bola geodésica em S™.

Demonstracao: O caso n = 3 foi provado por Batista et al. em (2017), sendo assim, no
que segue estaremos considerando o caso n > 4. Primeiramente, recordemos que o tensor
de Cotton e o divergente do tensor de Weyl estao relacionados como segue

n—2

Ciji = — 3leijkl- (51)

Note também que a condigao sobre a curvatura de Weyl, a saber, W;;,V;f = 0, junta-
mente com e fornece a seguinte igualdade

0 = ViWiyuVifRj)

= ViWijuVifRjy +WijuViVif R

n—3
= = QCklekijz + Wi R R

Dai, usando que o tensor de Cotton é anti-simétrico nos dois primeiros indices, obtemos

n—3
Wi RiRj moijk(vijik — VifRip),
que pode ser reescrito como segue
n—3
JWijn R Rj1 = m@ykﬂgk
Consequentemente, segue de (41)) que
fWiiuRir Ry = mf’cijk| - (52)
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Agora, substituindo no Teorema chegamos a

1., 2y (n—2
SAiv(fV|Ric?) = (n_

il? + [V Ricl?) f + —— | icl?

2 o 2n o 3
+<mR|R’LC| + — 2tr(ch ))f
n—3

isto é,

1. . 1 . noos.
§d1V(fV|RZC|2) = <m|cz‘jk|2 + |VRZC|2)f + m|Rw|2

2 oo 2n o 3
+<mR|ch| + = tr(Ric ) (53)

Antes de prosseguir, vale relembrar que o classico lema de Okumura (cf. Lema

2.1 do trabalho de Okumura |1974)) assegura a seguinte desigualdade

tr Roic3 >_n— Ricl?. 54
(Ric') 2 ——Z—|Fic (54)

Portanto, integrando a Eq. sobre M e usando , podemos deduzir que

1 o
0 = [ (IOl + (VRicP) fart, + - [ (R,
M\ n—1/y
R

v L ey

Para finalizar, como cada integral acima é nao-negativa, concluimos que |Ric|? =

- \P:id) fFdM,. (55)

0 e isto forca M™ ser uma variedade Einstein. Entao, basta aplicarmos o Teorema 1.1
do trabalho de Miao e Tam (2011)) para concluir que (M",g) é isométrica a uma bola
geodésica em S™ concluindo a prova do Corolério [3.2] 0

Conforme foi visto na introdugao, o lema de Berger afirma que qualquer 2-
tensor simétrico 7' sobre uma variedade Riemanniana (M™, g) com curvatura seccional

nao-negativa deve satisfazer

(ViV,; Ty, — V;VTi) T > 0. (56)
Em particular, para o tensor de Ricci devemos obter imediatamente que
Rij R Ry, — Rijy R Ry > 0. (57)

Com essas informagoes em mente, juntamente com Teorema e a identidade
obtida no Lema podemos deduzir um resultado de rigidez para métricas criticas

de Miao-Tam com curvatura seccional nao-negativa. Tal resultado é uma extensao do
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Teorema [1.4] apresentado na introducao, para dimensao arbitraria. Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1 Seja (M™, g, f) wma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade
compacta, orientada, conexa, com bordo suave OM e curvatura seccional nao-negativa.
Além disso, suponha sua funcao potencial f seja nao-negativa. Se M"™ tem curvatura de
Weyl radial nula, entao M™ é isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial

simplesmente conexa R™ ou S™.

Demonstracgao: Primeiramente, multiplicamos por f a expressao obtida no Lema [2.1] e

usamos o Teorema |3.2 para obter a seguinte identidade

n—2
n—1

1 - S2y 2 .12 n y. 12
2d1v(fV|ch| ) = < |Cik|” + |V Ric| >f+—n_1|ch|

+2 (Rinijik - Rz’jklele‘k> f

n—2
—1

Wiita Vi f Cijk.

Como M™ tem curvatura de Weyl radial nula, segue que

n—2

L. N 2 12 n > 12
2d1v(fV|ch| ) = <n —3 |Ciji|” + |V Ric| )f + - 1|RZC|
+2 (R”Rijlk - RijklelRik>f'

Agora, integrando a expressao acima sobre M"™ e lembrando que vale a desigualdade em
, deduzimos que Ric = 0, o que implica, (M™, g) ser Einstein. Portanto, aplicando
o Teorema concluimos que (M™, g) é isométrica a uma bola geodésica em R™ ou S™.
Isto finaliza a prova da proposigao. O

Recordemos agora, que em dimensao trés o tensor de Weyl se anula comple-
tamente, desta forma é imediato verificar que a proposicao acima nos fornece o seguinte

resultado.

Teorema 3.4 Seja (M3, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade de
dimensao trés, compacta, conexa, orientada, com bordo suave OM e curvatura seccional
ndo-negativa, além disso, assuma que f € nao-negativa. Entdo, M3 é isométrica a bola

geodésica em uma forma espacial simplemente conexa R ou S3.

Finalizaremos esta secao com uma férmula integral para métricas criticas de
Miao-Tam (veja Lema abaixo), que juntamente com a classificagdo de Kim e Shin para
métricas criticas com Weyl harménico (veja Teorema 10.3 em Kim-Shin (2016)) permitira

demosntrar a rigidez de tais métricas sobre a hipdtese de nulidade de segunda ordem no
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tensor de Weyl. De maneira mais precisa, inspirado no trabalho de Catino, Mastrolia e
Monticelli (2016), estudaremos as métricas criticas de Miao-Tam sob a condigdo que o

tensor de Weyl tenha divergéncia de segunda ordem nula, i.e.,
div’W = V, VWi = 0.
Primeiramente, recordemos o resultado de Kim e Shin mencionado anteriormente.

Teorema 3.5 (Kim-Shin, 2016)) Seja (M*, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
sobre uma wvariedade de dimensao quatro, compacta, simplesmente conexa, com tensor
de Weyl harmonico e bordo isométrico a esfera S®. Entdo, (M*,g) € isométrica a bola

geodésica em uma forma espacial simplemente conexa R*, H* ou S*.

Com essas informagoes em mente, deduziremos nossa férmula integral para
uma métrica critica de Miao-Tam arbitraria. Mais precisamente, temos o seguinte resul-
tado.

Lema 3.3 Seja (M™, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam. Entdo temos:

/ f2|0\2dMg+/ f2d1v3OdMg+2/ divC(V £,V f)dM, = 0.
M M M

Demonstragao: Como ja sabemos que M tem curvatura escalar constante,

usamos para deduzir
/ fACPdM, = / ViR — ViR CirdM,
M M
- 2 / f*V,R;.CyijpdM,,
M
que pode ser reescrito como
/ fAoPdM, = -2 / Vif*RjCijudM, — 2 / PRV CijpdM,, (58)
M M M

onde aplicamos o teorema de Stokes juntamente com o fato que f se anula sobre o bordo.
Agora, como o tensor de Cotton tem traco nulo em qualquer dois indices, pela
equagao fundamental (see Eq. (47)), temos

/ FICPdM, = —4 / Vi fV,VifCindM, — 2 / IV Vi fViCind M,
M M M
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Usando novamente o teorema de Stokes, vemos que

/f2’0|2dMg = —4/ C’Z]kVZkafl/]dMg—l—él/ Vjvlkaszjdeg
M oM M

—2/ divC(Vf,Vf)dMg+/ Vi f*V;ViCijrd My, (59)
M M

onde v representa o campo normal unitario ao longo de dM. Dai, como a fungao f tem
sinal (lembre que f~'(0) = M) entao deduzimos que o campo normal unitério sobre M

satisfaz v = :F%, o que implica
C(Vf,v,Vf)=0.

Consequentemente,

/ PIC12AM, + 2 / AvC(V £,V f)dM, = / V2V, Vi Ced M,
M M M
= - / fAdiviCdM,,
M

e isto prova a féormula desejada. [l

Prosseguindo, supondo que M* satisfaz div’W = 0, podemos usar o Lema
juntamente com para deduzir que a variedade possui tensor de Weyl harmonico.
Entao, basta aplicar o Teorema para concluir que M* ¢ isométrica a bola geodésica
em uma forma espacial simplemente conexa R*, H* ou S*. Portanto, temos o seguinte

resultado de rigidez.

Teorema 3.6 Seja (M*, g, f) uma métrica critica de Miao-Tam sobre uma variedade de
dimensao quatro, compacta, simplesmente conexa, com tensor de Weyl tendo a divergéncia
de sequnda ordem nula e bordo isométrico a esfera S®. Entdo, (M*,g) € isométrica a bola

geodésica em uma forma espacial simplemente conera R*, H* ou S*.

3.3 Tripla estatica positiva

Iniciamos esta subsecao relembrando a definicao de uma tripla estatica positiva.

Defini¢ao 3.3 Uma tripla estdtica positiva (M", g, f), € uma variedade Riemanni-
ana completa (M™, g), conexa, com bordo suave OM (possivelmente vazio) e f é uma

fun¢ao suave em M que é nao-negativa, f~1(0) = OM satisfazendo a segquinte equagdo:

— (Af)g+ Hessf — fRic = 0. (60)
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Conforme foi visto na introdugao, o hemisfério S} (r) com métrica canonica e funcao
potencial dada pela funcao altura é um exemplo classico de uma tripla estatica positiva
Einstein. A seguir, forneceremos outros exemplos bem conhecidos na literatura, mas como
veremos, os mesmos nao sao variedades Einstein. Tais exemplos podem ser encontrados
nos trabalhos de Kobayashi (1982) e Lafontaine (1983)), onde os autores estudaram a

classificagao de métricas estaticas que sao conformemente plana.

Exemplo 3.4 Cilindro sobre S*™' com métrica produto,

n

™ —2
M:[O,—}XS"_l, = dt* + h, f(t) = sen nt),
( v g —=h, f(t) = sen(v/nt)
onde h representa a métrica candnica de S*7. Tal estrutura define uma tripla estdtica
positiva nao-FEinstein, conformemente plana e que satisfaz a condicao de Ricci paralelo
(veja mais detalhes no Capitulo @ Se¢do 2.3).

O préximo exemplo de tripla estatica positiva é o bem conhecido espaco de
Schwarzchild descoberto no inicio do século XIX e que ganhou destaque devido ao fato de
ser a primeira estrutura conhecida a satisfazer as equacoes de campo de Einstein, além
disso, destacamos que este espaco tem grande relevancia no estudo da Relatividade geral,

pois 0 mesmo descreve a geometria de estrelas super massivas bem como buracos negros.

Exemplo 3.5 Para alguma constante m € <O, ("_3,)1”72>, considere o espago de Schwarzs-
child definido por
1
_ n-1 2, 42 _ “n
(M = [7“1,7“2] x St g = o _tht +t2h, f(t) = V1 —2mi? —t2),

onde 0 < r; < 19 sdo raizes de f e h denota a métrica canonica de S"'. Neste caso
temos uma tripla estdtica positiva conformemente plana que nao satisfaz a condi¢ao de

Ricci paralelo (veja mais detalhes no Capitulo @ Se¢do 2.3).

Prosseguindo nosso estudo, Qing e Yuan em 2013, obtiveram a classificacao
das métricas estaticas para o caso Bach-flat. Em particular, temos que a Conjectura|1.1
é valida neste caso (cf. Teorema . Destacamos que no trabalho de Gibbons, Hartnoll
e Pope (2003)), os autores construiram contraexemplos para a conjectura cosmic no-hair
nos casos 4 < n < 8. Entretanto, é interessante mostrar sob que condicoes a conjectura
permanece verdadeira. Para os nossos propodsitos, relembremos a seguinte classificacao

das triplas estaticas positivas que sao Bach-flat.

Teorema 3.7 (Qing e Yuan (2013)) Seja (M", g, f) uma tripla estdtica positiva com
curvatura escalar R = n(n — 1). Suponha que (M", g) é Bach-flat, entao (M", g, f) € o

recobrimento de uma das sequintes triplas estdticas:
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1. O hemisfério padrdao com métrica canonica

(Sia gsn-1, f - xn—i—l)-

2. O cilindro sobre S*' com métrica produto

(M = [0, %} x S"L g =dt* + n gsn-1, f(t) = sen(ﬁt)).

3. Para alguma constante m € <O, (”_3,)1”72> consideremos o espaco de Schwarzschild

definido por

B 1
1 —2mi2n —

(M = [rimalxs™ g St 250, f(t) = VI—2m T P,

onde r1 < 19 sao raizes positivas de f.

Baseado nestas informacgoes, provaremos agora o nosso primeiro resultado de
rigidez para triplas estaticas positivas o qual pode ser visto como uma resposta positiva

para Conjectura [1.1]

Corolario 3.3 Seja (M", g, f), uma tripla estdtica positiva compacta, conezxa, orientada
e com curvatura escalar positiva. Suponha que:

o M™ tem curvatura de Weyl radial nula e

e |Ric]? < n(ff;il).
Entdao, uma das sequinte afirmacoes € verdadeira:

1. M"™ ¢ equivalente a um hemisfério padrao de S"™; ou

2. \Roic\z = n(g;il) e (M", g, f) €, a menos de recobrimento, a tripla estdtica positiva

equivalente ao cilindro padrao.

Demonstragao: O caso n = 3 foi provado por Ambrozio em (2015)), sendo assim, no que
segue estaremos considerando o caso n > 4. Iniciamos a demosntragao substituindo ((52))
na férmula tipo Bochner obtida no Teorema [3.2] isto é,

1 . .12 o 1 12 - 12
5d1v(fV|ch\ ) = <n—1|ka| + |V Ric| )f

2n

2 o o 3
—l—(mRﬂ%wl + 2157"(]%2(: ))f, (61)

n —

onde neste caso kK = 0, ja que estamos considerando o caso estatico.
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Prosseguindo, de modo analogo ao que foi feito no Corolério 3.2, usamos no-

vamente o Lema de Okumura (cf. Lema 2.1 do trabalho de Okumura (1974))), para obter

n— 2
> A e A P P
0o > /M<n_1]0”k| + |V Ric| )fdMg

|Bf’¢c|2( - \R‘}'C\) fdM, > 0. (62)

e

Portanto, a expressio acima garante que Ric = 0 (i.e., a variedade ¢ Einstein) ou |Ric| =
R

n(n—1)

concluir que M" é isométrica a um hemisfério S’}. Por outro lado, a desigualdade

n(n—1)

. No caso Einstein basta aplicarmos o Lema 3 do trabalho de Reilly (1977) para

também nos diz que M™ tem tensor de Cotton nulo e tensor de Ricci paralelo. Dali,
usamos para obter

(n —2)B;j = V.Chij + Wik R = Wikji Ry,
e consequentemente, pela equacao fundamental das métricas estaticas, deduzimos

(n=2)fBi; = WiiViVif
= Vk(Wijklvlf) - VkWikjlvlf'

Agora, pela hipétese sobre o tensor de Weyl juntamente com , chegamos a

(TL — 2)fBZ] = _vkm/jlikvlf
n—3
= OVl =0.

Assim, desde que f anula-se precisamente no bordo, segue da continuidade do tensor

de Bach que (M™,g) tem tensor de Bach nulo. Portanto, o resultado segue agora da

classificagao obtida no Teorema (veja também o Teorema 1 em Ambrozio (2015)) para
n=3).

O

O nosso proximo resultado representa uma extensao do Teorema [1.5 apresen-

tado na introdugao deste trabalho. Mais precisamente temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2 Seja (M", g, f) uma tripla estdtica positiva com curvatura seccional
ndo negativa e curvatura escalar R = n(n—1). Se M™ tem curvatura de Weyl radial nula,
Entao M™ € equivalente a um hemisfério padrao de S’ ou € recoberta por uma tripla

estdtica que é equivalente ao cilindro padrao sobre S*~' com métrica produto descrita no

Teorema [3.7]
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Demonstragao: A prova é feita de modo similar a demonstracao da Proposicao para
o caso de métricas criticas de Miao-Tam. De fato, substituindo a expressao obtida no

Lema [2.1| no Teorema [3.2) chegamos a

1 . . 12 o 1 2 - 12
SAiv(FV|Ricl) = (n_ll%kl + |VRic| )f
—|—2<RUR]]€RZ]¢ - RijklelRik)f-

Agora, integrando a expressao acima sobre M™ e usando , concluimos que (M™, g)
tem tensor de Cotton nulo e tensor de Ricci paralelo. Dai, basta repetirmos os argumentos
aplicados no final da prova do Corolario|3.3] Portanto, finalizamos a prova da proposigao.
O

Destacamos que em dimensao 4, somente a condi¢ao de curvatura de Weyl
radial nula é suficiente para provarmos que a variedade é equivalente a um hemisfério

padrdo S ou a um cilindro padrao sobre S* (veja Observagao para mais detalhes).
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4 ESPACO-TEMPO ESTATICO NO VACUO

Este capitulo tem como objetivo investigar a nao existéncia de multiplos

buracos negros em espagos-tempo estaticos no vacuo, o mesmo é baseado no artigo A

note on nonexistence of multiple black holes in static vacuum Einstein space-times escrito
pelo autor em parceria com B. Leandro (2017)).

Um espago-tempo estatico no vacuo de dimensao n é uma variedade Rieman-

niana (M, g) munida com uma fungao positiva f (com f~1(0) = M, no caso de OM # 0)

que satisfaz as equacoes
Hessf = fRic e Af=0.

Em particular, a curvatura escalar é nula. O conjunto f~1(0) = M é chamado de
horizonte e este representa a fronteira de um buraco negro em relatividade geral. Além
disso, pela expressao acima, nao é dificil verificar que OM ¢é totalmente geodésico em
M. Devemos notar que solugoes destas equagoes provém de variedades Ricci-flats do tipo
M = M x 7St ou M = M x s R! dotada com métrica Riemanniana ou Lorentziana da
seguinte forma

G =g+ fiat’.

E bem conhecido que espacos estaticos no vacuo que sao geodesicamente completos devem
ter sua fungao potencial f constante (veja, por exemplo, o trabalho de Anderson (1999)).

Nas tdltimas décadas tem sido crescente o interesse no estudo de espaco-tempo
estatico no vacuo. Uma das questoes notaveis neste contexto, esta relacionada a unicidade
de buracos negros e a nao existéncia de multiplos buracos negros nestes ambientes. Assim,
entre os anos 1967 e 1987, muitos matematicos e fisicos deram importantes contribuicoes
para este problema, destacamos por exemplo, os trabalhos de Irsael (1967)) e, Bunting e
Masood-ul-Alam (1987), que de maneira mais especifica, comprovou-se que se um espago-
tempo estatico no vacuo é assintoticamente plano, entao este deve ser isométrico ao espaco
de Schwarzschild.

Antes de prosseguir, recordemos que uma variedade Riemanniana (M", g) tem

curvatura f-fracamente harmonica se o tensor de Ricci Ric, satisfaz
dPRic,(Vf,-,Vf)=0

para uma funcao f : M — R, onde d” é o operador diferencial de primeira ordem do
espaco das secoes dos 2-tensores simétricos C*°(S2M) em C®(\* T*M ® T*M) definido
por

d°w(X,Y,Z) = Vxw(Y,Z) — Vyw(X, Z).

Com esta notagao, em (2016)) Hwang, Chang e Yun estudaram espacos estéticos
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no vacuo satisfazendo a condicao de curvatura fracamente harmonica, eles mostraram
que nestas condigoes o espago-tempo deve ter bordo conexo o que significa dizer que nao

existem multiplos buracos negros. Mais precisamente, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.1 (Hwang-Chang-Yun, 2016) Seja (M", g, f) um espaco-tempo estdtico
no vdcuo com curvatura f-fracamente harmonica. FEntdao nao-existem maultiplos buracos

negros em M™.

Assim, uma das nossas motivagoes para este trabalho foi investigar o que
acontece em dimensao 4 se mudarmos a hipdtese de curvatura fracamente harmonica pela
codigao de que a parte autodual (ou antiautodual) do tensor de Weyl tenha divergente
nulo, isto é, divi¥t = 0, veja Teorema na Secao . Destacamos que a priori,
a condicdo de que uma variedade satisfaz divi¥* = 0, nao tem relagao direta com o
fato dela ter curvatura fracamente harmonica. Entretanto, como veremos na proxima
secdo, para um espaco-tempo estdtico no vdcuo, a harmonicidade de W™ implicara que o
espago-tempo tera curvatura fracamente harmonica.

Ao longo desta segao iremos abordar algumas particularidades que acontecem
na quarta dimensao. Para obter mais detalhes sobre os fatos que descreveremos a seguir
veja, por exemplo, Dillen e Verstralen (2000), Besse (2008), Scorpan (2005) ou ainda
Viaclovsky (2011)).

No que segue, M* denotard uma variedade orientade de dimansao 4 e g sua
métrica Riemanniana sobre M*. Como foi previamente destacado na introducao, varieda-
des de dimensao 4 sao muito especiais. Por exemplo, seguindo a notacao usada no livro
do Dillen e Verstralen (2000), dado qualquer referencial ortonormal local {e1, ez, e3, €4}
sobre um aberto de M* com base dual {e!, €2, €3, e*}, existe um tinico operador * chamado
estrela de Hodge (agindo sobre bivetores), * : A2 — A%, onde A? representa o espago das

2-formas, tais que

st ne?) = e Ael,
st ne*) = etAé?
st net) = e2AéP,
x(e?ne) = e Aet,
x(e?net) = e Ael,
x(e®net) = el ne

2 = Id. Em particular, obtemos que o

Isto implica que * é uma involucao, isto é, *
fibrado das 2-formas sobre uma variedade Riemanniana orientada de dimensao 4 pode ser

decomposto como soma direta A* = A2 @ A%. Assim, segue que o tensor de Weyl W é
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um endomorfismo de A? = A* @ A~ definido, para todo w € A2, por
1
(Ww);; = 3 ; Wijkiw

tal que
W=wtrew", (63)

onde W* : A2 — A% sdo chamadas de autodual e antiautodual partes de W. Estas
ultimas sao definidas por

+
Wrw = n Wriw,

onde 71 : A> — A% é a projecao %(I + x). Métricas semi-conformemente planas sao
também conhecidas como autoduais ou antiautoduais se W+ = 0 ou W~ = 0, respectiva-
mente.

Prosseguindo, nao é dificil verificar que a seguinte identidade é verdadeira
+ _ +
<W wl,w2> = <W1,W CL)2>,
ou seja, W+ é um operador simétrico. Dai, deduzimos a seguinte expressao para Wyys,

+ _ + T s
Wows = (WT(eP Net),e" Ne?)
= (7" Wrt(eP Nef),e" Ae®)
1

= Z(W(ep Nel 4 x(eP Nel)),e" Ne + x(e" Ne)).

Em particular, temos
1
Wihay = Z(W(el ANettednet), et et +eP Aet)
1
= Z(sz + 2Wiags + Wigsa). (64)

Por outro lado, desde que W comuta com o operador estrela de Hodge, isto é, m, W =
W, (veja por exemplo as notas de Viaclovsky (2011))), entdo podemos calcular de

maneira alternativa como segue

Wihaa T Wi(et Ae?), e Aet)

W, (e Ne?), e Aet)

o~~~

(W(et net+ed net),e? Aet)

(Wizga + Waasa). (65)

NN NGB

Assim, comparando (64)) e (65) obtemos Wia12 = Wiayz4, € consequentemente escrevemos



58
W34 da seguinte maneira

Wihas = = (Wiass + Wiana).

DN | —

Em geral, como o tensor de Weyl tem traco nulo em qualquer par de indices, obtemos

wt .=

pqrs

(qurs + qu?§)7 (66)

DO | —

onde (735) representa o dual de (rs), isto é, (rs73) = 0(1234) para alguma permutacao
par o na configuragao {1, 2, 3,4} (cf. Equation 6.17, p. 466 em Dillen e Verstralen (2000)).
Relembramos também que o tensor W+ é harmonico se divi¥* = 0, onde div

¢ o divergente formal definido para qualquer (0,4)-tensor F' por
divF (Xy, X, X3) = tr {(Y, Z) = VyF(Z, X1, X5, X3)}
e g é a métrica de M*. Vale ressaltar que em dimensao 4 temos
|divW |? = |divIW | + |divIV 2

Assim, a hipdtese sobre o tensor de Weyl ter a parte autodual harmonica (isto é, diviW ' =
0) é mais fraca de que a condi¢ao de harmonicidade do tensor de Weyl (isto é, diviV = 0).
Além disso, é bem conhecido que variedades de dimensao 4, compactas, orientadas com
Ricci paralelo deve ter divi¥ " = 0. Isto implica que toda variedade Einstein de dimensao
4 tem parte autodual do tensor de Weyl harmoénico (cf. 16.65 em BESSE (2008), veja
também Lema 6.14 em Dillen e Verstralen (2000)). Mas, a reciproca desta afirmacao
nao ¢ necessariamente verdadeira. Portanto, de acordo com BESSE (2008)), a suposigao

diviW* = 0 pode ser vista como uma generalizacao da condi¢ao Einstein.

4.1 Espago estatico no vacuo satisfazendo diviV* = 0.

Iniciamos relembrando a definicao de métricas estaticas no vacuo.
Defini¢ao 4.1 Uma variedade Riemanniana (M™, g), n > 3, € dita um espago-tempo
estdtico no vacuo se eziste uma funcao f: M — (0,+00) satisfazendo a equagdo estdtica

no Vacuo
Hessf = fRic e Af=0. (67)

Destacamos que nossa abordagem foi motivado pelas ideias desenvolvidas em
Barros e Ribeiro Jr. (2014)) e Barros, Leandro e Ribeiro Jr. (2015). Na sequéncia, recorde

a equagao , a qual relaciona o tensor de Cotton com o tensor de Weyl e que, para o
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caso estatico no vacuo, pode ser reescrita na seguinte maneira:

n—1
fCiyr = WiyuVif + u(Rz‘kvjf — RV f)

(n—2)
1
- (n — 2) (Risvsfgjk - stvsfgik>; (68)
ou seja
fCijk = WiiuVif + Tiju, (69)
onde
n—1
Tijp = E” — 2; (RixVif — RixVif)
1
- (n—2) (Risvsfgjk - stvsfgik:)- (70)

O resultado a seguir é inspirado pelo trabalho de Barros e Ribeiro Jr. (2015)),
onde os autores estudadam métricas criticas do funcional curvatura escalar total em di-
mensao 4 (cf. Secao 3.1 do referido artigo). No entanto, como a prova nao é trivial,

forneceremos sua demonstragao detalhada.

Lema 4.1 Seja (M4, g, f) um espago-tempo estdtico no vicuo com diviW* = 0. Entao,

Vf € um autovetor da curvatura de Ricci.

Demonstragao: Como a curvatura escalar de M* é nula, temos que ((13)) torna-se
Cklj - kalj - lekj-
Entao, como consequéncia imediata de obtemos

vV, = 2(diviW + diviVsg)

= Cuy + Cryy, (71)
onde na ultima etapa usamos . Agora, pelas Eqgs. e deduzimos
AfdivWii, = fI(ViRjy — ViRi) + (ViR — ViR)]
= [WiysVf + Wi,V + T + Ty - (72)

No que segue, considere um referencial ortonormal {ej,es,e3,e,} diagonali-
zando Ric em um ponto ¢, tal que V f(q) # 0, com os respectivos autovalores associados
M, (k=1,...,4). E importante destacar que os pontos regulares de M*, denotado por
{p € M*:Vf(p)+# 0}, é denso em M*. Caso contrdrio, f deve ser constante em um con-
junto aberto de M*; para mais detalhes veja, por exemplo, CORVINO] (2000). Portanto,
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de e juntamente com a hipétese de que M satisfaz divi¥V+ = 0, podemos deduzir

as seguintes identidades

(A = X)VifVaf + (A3 = ) V3 fVaf =0,
(A1 = A)VifVsf + (A — X)VafVaf =0, (73)
(A = A)VifVaf + (A2 — A3)Va fV3f = 0.

Afirmamos agora que V f é um autovetor da curvatura de Ricci. De fato, como
estamos considerando V f(p) # 0 temos que, (V;f) # 0, para algum 1 < j < 4. Se isto
ocorre para exatamente um deles, entao Vf = (V, f)e; para algum j, e consequentemente
Ric(V f) = X\;V f. Por outro lado, se temos (V;f) # 0 para duas direcoes, sem perda de
generalidade podemos assumir Vi f # 0, Vof # 0, V3f =0 e V4f = 0. Entao, de (73
temos A\{ = Ay = X e como

Vf=(Vif)er + (Vaf)es,

deduzimos que

Ric(Vf) = Ric((Vif)er+ (Vaf)ez)
= (Vif)Ric(er) + (Vaf)Ric(ez)
= (Vlf))\lel + (ng))\geg = )\Vf

O caso (V,;f) # 0 para trés diregoes é andlogo. Agora, resta analisar o caso (V;f) # 0

para j = 1,2,3 e 4. Neste caso, usamos novamente para obter

(M = M) (VifVaf)® + (A3 — A)*(VafVaf)?
+ (A = X)A(VifVsf) + (A= X)*(VafVaf)?
+(M = M)A(VifVaf)? + (A= X3)*(VafVsf)? =0.

Portanto, \y = Ay = A3 = A4, e de modo similar vemos que V f é um autovetor para Ric.
Isto finaliza a prova do lema. O

Antes de enunciar o nosso resultado sobre nao existéncia de multiplos buracos
negros, recordemos um fato que serd fundamental na prova do resultado principal, suge-
rimos ao leitor o trabalho de Hwang, Chang e Yun (2016) para uma prova detalhada do

lema a seguir.

Lema 4.2 (Hwang-Chang-Yun, 2016) Seja (M", g, f) um espago-tempo estdtico no
vdcuo. Se f € nao-trivial, entdo o conjunto Crit(f) = {p € M™;V f(p) = 0} tem medida

nula.

Agora podemos enunciar e provar o principal resultado desse capitulo que,

como ja vimos na introdugao, deu origem ao artigo intitulado A note on nonexistence of
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multiple black holes in static vacuum Einstein space-times. Mais precisamente, temos o

seguinte teorema.

Teorema 4.2 Seja (M4, g, f) um espago-tempo estdtico no vacuo com a parte autodual
do tensor de Weyl harmonica (i.e., diviWW*+ = 0). Entdo nao existem mailtiplos buracos

negros em M?*.

Demonstracao: Para qualquer ponto p € M onde V f(p) # 0, considere um sistema de
coordenadas locais {02, 0%, 0*} sobre a superficie de nivel {x € M : f(z) = f(p)}. Neste
caso, para qualquer vizinhanca da superficie de nivel ¥ onde |V f| # 0, usamos sistema

de coordenadas locais
(l’l, 1'2, ._'L'3,I4) — (f’ 027 037 94)

adaptado a superficie de nivel. Com esta notagao acima, a métrica g pode ser expressa

€Omo
1

ds® =
IVfI?

df* + ga(f,0)d0°d6”,

onde a,b € {2,3,4}. Pelo Lema podemos cosiderar o campo normal e; = é—}c‘ para
Y. e eg, e3,e4 como o referencial ortonormal sobre ¥, tal que {ey, eq, €3, e4} diagonaliza o
tensor de Ricci Ric em p.

Levando em conta que

Ric(Vf) = \Vf

Ve f =9(Vf,ea) =0

para a = {2, 3,4}, deduzimos de (69) que
fCra1 = Wia1sVsf +Tia1 = 0.

De fato, como o tensor de Weyl tensor é anti-simétrico obtemos W(V f, -, Vf, Vf) = 0.
Além disso, de temos que

1
T = =(RuVaf— RaVif) — §(Rlsvsfga1 — RasVifgu) = 0.

[\CR V]

Isto nos permite concluir que fCy;; = 0 for j € {1,2,3,4} nos pontos p onde V f(p) # 0.

Além disso, lembre que f > 0 sobre M. Consequentemente, deduzimos que
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em M\Crit(f). Portanto, pela continuidade do tensor de Cotton e do Lema con-
clufmos que, de fato, C(Vf, -,V f) anula-se sobre M4,
Finalmente, pela definicao do tensor de Cotton chegamos a

dDR’éC(Vf, ’ 7Vf> = Oa

e entdo podemos aplicar o Teorema 1 do artigo de Hwang, Chang e Yun (2016) para
concluir que ndo existem multiplos buracos negros em M*. Isto completa a prova do

teorema. U
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5 CONCLUSAO

Na primeira parte do trabalho conseguimos uma resposta parcial da conjec-
tura cosmic no-hair enunciada na introducao (veja Conjectura. Além disso, foi obtido
um forte resultado de rigidez considerando triplas estaticas positivas em dimensao 3 com
curvatura seccional nao-negativa. Ao mesmo tempo, estudamos as métricas criticas do
funcional volume e neste caso, considerando que a variedade satisfaz a condi¢ao de Ricci
paralelo, respondemos de maneira negativa um questionamento proposto por Miao e Tam
(2011)) sobre a existéncia de métricas criticas do funcional volume que ndo possuem cur-
vatura seccional constante, mais precisamente, sob a condi¢ao Ricci paralelo, provamos
que tais métricas devem ser isométricas a uma bola geodésica em R", S ou H". Além
disso, em dimensao quatro, obtivemos a classificacao de tais métricas sobre a hipdtese do
tensor de Weyl ter divergéncia de segunda ordem nula.

No segundo momento da tese obtivemos resultados de nao-existéncia de mul-
tiplos buracos negros em espacos-tempo estaticos no vacuo. De modo mais preciso, con-
cluimos que a condicao geométrica de que o espago estatico no vacuo tem parte anti-auto-
dual do tensor de Weyl harmonico deve interferir diretamente na topologia do espago-
tempo fazendo com que este tenha bordo conexo, o que significa dizer que o espago possui

um unico buraco negro.
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