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RESUMO

Isolantes topoldgicos (IT) sdo materiais eletronicos que possuem um gap de energia no estado
de bulk como um isolante convencional, mas também possuem estados de borda que permitem
a conducdo de corrente que sdo invariantes sob pequenas deformag¢des no material. Estes esta-
dos s@o possiveis por causa da combinacdo de uma forte interacdo spin-6rbita e da simetria de
reversdo temporal. O modelo que utilizamos para descrever os isolantes topologicos Zs € cons-
tituido por um modelo de ligacdo forte sobre uma rede quadrada, onde cada sitio da rede contém
dois orbitais, sendo que, um dos orbitais tem a paridade impar e o outro tem a paridade par. Esse
modelo é uma simplificagdo do modelo Bernevig-Hughes-Zhang para pocos quanticos que tém,
recentemente, atraido muita atenc¢ao para realizacao de um isolante topoldgico bi-dimensional
com estados de borda helicoidais protegidos . NOs investigamos o efeito de tamanho finito
em isolante topoldgico Z, bi-dimensional com interacdes entre primeiros, segundos e terceiros
vizinhos. Para isso, utilizamos o modelo tight-binding que mostra a existéncia de estados de
borda helicoidais. Esse modelo é caracterizado por um termo de massa M (k) = A — Bk?, que
¢ modificado de acordo com a variacao dos parametros de interacdo entre segundos e terceiros
vizinhos, assim modificando a regido onde o material se comporta como isolante trivial ou um
IT. Através da solu¢do da Hamiltoniana tight-binding para uma geometria de tira de largura
finita nés observamos que os estados de borda helicoidais sobre os dois lados do espectro de
energia podem se acoplar produzindo assim um gap de energia. A interacdo entre segundos e
terceiros vizinhos modifica o tamanho do gap desse espectro. Analisando o efeito de tamanho
finito sobre os modos de borda de um TI, notamos que, o aumento cadenciado dos parametros
de interacdo entre os segundos e terceiros vizinhos, provoca uma gradual modifica¢do na relagdo
de dispersao para um isolante topolégico Z5, as quais trazem contribui¢des ao espectro, assim
modificando a regido onde o material € isolante.

Palavras-chave: Isolantes Topoldgicos. Modos de Borda. Gap no Bulk. Tamanho Finito.



ABSTRACT

Topological insulators are material electronic that possess a gap of energy in the states of bulk
as a conventional insulator, but possess edge states that allow the current conduction which
are invariant under small deformation of the material. These states are possible because of a
combination of strong spin-orbit interactions and time reversal symmetry. The model that we
use to describe the Z, topological insulators is constituted by a model strong binding under
a square lattice, where each site on the network contains two orbital, being that, a orbital has
odd parity and the other has even parity. The orbital with odd parity has a higher energy than
the orbital with even parity. This model is a simplification of the Bernevig-Hughes-Zhang
model for quantum wells that have recently attracted much attention for realization of two-
dimensional topological insulators with protected helicoidal states of edge. We investigated the
effect of finite size in two-dimensional Z; topological insulator with interactions between first,
second and third neighbors. For this, we use a tight-binding model which shows the existence
of helical edge states. This model is characterized by a mass term M (k) = A — Bk?, that
is modified in accordance with the variation of parameters of interactions between second and
third neighbors, so modifying the region where the material behaves as an insulator trivial or
a topological insulator. Through the solution of tight-binding Hamiltoniana for a geometry
of strip of finite width, We observe that the helicoidal edge on both sides of the spectrum of
energy can couple together thus producing a gap of energy. The interaction between second
and third neighbors modifies the size of the gap that spectrum. Analyzing the effect of finite
size on the modes of edge of a topological insulator, we noticed that, the cadenciado increase
of the parameters of interactions between the seconds and third neighbors, causes a gradual
modification in the dispersion relation for a Z, topological insulator, which bring contributions
to the spectrum, thus modifying the region where the material is insulation.

Keywords: Topological Insulator. Edge Modes. Gap in Bulk. Finite Size.
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1 INTRODUCAO

A Fisica da Matéria Condensada (FMC) € a parte da Fisica que estuda sistemas de
muitas particulas, nos estados condensados, sélidos ou liquidos. Quando se estuda sistemas de
muitas particulas, novos conceitos fisicos e novas leis fisicas que governam o comportamento
coletivo desses sistemas podem surgir. Aspectos que permitem entender como a ordem emerge
em tais sistemas constituidos de simples particulas como ions, momentos magnéticos, &tomos
ou elétrons, como eles interagem uns com 0s outros sao objetivos de estudo da FMC [1].

Os paradigmas de Landau sdo largamente utilizados em FMC: um deles € a teoria da
quebra de simetria (transi¢oes de fase). A teoria da quebra de simetrias de Landau nos diz que a
existéncia de diferentes fases da matéria estd associada com a existéncia de diferentes simetrias
em cada fase, sendo a transicdo de fase uma transicdo que muda a simetria. Assim a FMC
descreve as diferentes fases da matéria por meio de suas simetrias, sejam elas quebradas ou ndo.
Por exemplo, a cristalizacdo da 4gua em gelo quebra a simetria translacional, o ordenamento
magnético de spins quebra a simetria rotacional e a fase supercondutora quebra a simetria de
calibre. Essa teoria descreve quase todas as fases conhecidas da matéria tais como: solida,
superfluidica, ferromagnética, antiferromagnética e supercondutora, bem como descreve todas
as transi¢Oes de fase entre elas [2].

Porém, no inicio dos anos 80, um novo estado da matéria conhecido como Efeito
Hall Quantico (EHQ) (inteiro e fracional) foi descoberto e verificou-se que os paradigmas de
Landau ndo se aplicavam a este novo sistema, ensinando-nos que hd um novo principio organi-
zacional da matéria diferente dos discutidos acima chamado de ordem topolégica.

O tnico estado topoldgico da matéria conhecido até 2005 era o EHQ, porém nos
ultimos anos foi proposto teoricamente que estados de borda condutores e protegidos topologi-
camente, poderiam ser encontrados no contorno de isolantes bidimensionais ou na superficie de
isolantes tridimensionais com uma grande interacdo spin-6rbita. Tais materiais foram chamados
de Isolantes Topoldgicos (IT), pois possuem um interior (bulk) que € isolante e estados condu-
tores em sua borda que sdo invariantes sob pequenas deformagdes do material. Nestes materiais
a interacdo entre o spin dos elétrons e o campo magnético criado pelos dtomos (interacao spin-
orbita) faz o papel de um campo magnético externo. Como resultado desta interacdo, elétrons
com spin de sinal oposto propagam-se em sentidos contrarios nas bordas do material. Estes esta-
dos da matéria sao invariantes sob Reversdao Temporal. Todos isolantes encontrados na natureza
que sdo invariantes sob Reversao Temporal e com um estado fundamental ndo degenerado, se
enquadram em duas classes topoldgicas distintas; uma trivial, onde os estados da superficie sdao

isolantes, e uma topologicamente nao trivial, onde o interior do material possui um gap, sendo
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um isolante de banda, e os estados da superficie sdo condutores com um gap nulo. Neste caso
o transporte realizado por férmions de Dirac, que sao particulas cuja relagdo de dispersdo €
linear, sendo, portanto descritas por uma equagdo similar a equagdo de Dirac em uma ou duas
dimensdes. Note que em tais materiais a dindmica dos portadores de carga superficiais ndo é
governada pela equacdo de Schrodinger, mas sim por uma equacdo semelhante a equacao de
Dirac, que governa a dinamica das particulas relativisticas [3} 4, .

Este novo estado da matéria foi primeiramente predito para ocorrer em pocos quanticos
de materiais bidimensionais onde ficou conhecido como Isolante Spin Hall Quantico (ISHQ).
Posteriormente, os Isolantes Topoldgicos tridimensionais foram preditos teoricamente, como
uma generalizacao do ISHQ e foram entao detectados experimentalmente.

Nesta tese de doutorado € feito um estudo sobre o efeito do tamanho finito para
Isolantes Topoldgicos através de uma Hamiltoniana tight-binding forjada numa rede quadrada,
onde levaremos em consideragao a perturbacao causada pelas intera¢des entre segundos e tercei-
ros vizinhos. A possivel utilizagdo dos Isolantes Topoldgicos na construcao de um dispositivo
eletronico fard com que estes materiais estejam sujeitos a perturbacdes. Por isso, entender o
comportamento dos Isolantes Topoldgicos quando sujeitos a estas perturbacdes é importante.
Os principais objetivos dos trabalhos encontrados na literatura sobre Isolantes Topoldgicos € o
estudo das propriedades fisicas envolvidas e a possibilidade da aplicacdo destes materiais na
spintrOnica, e assim utiliza-los na constru¢do de transistores baseados nessa tecnologia [7]].

Este trabalho estd organizado em 6 capitulos. No capitulo 2 discutimos alguns
aspectos bdsicos sobre estrutura eletronica e propriedades gerais dos Isolantes Topoldgicos.
No capitulo 3, enfatizamos a construcdo da Hamiltoniana tight-binding aplicada a Isolantes
Topologicos. No capitulo 4 ilustramos os modos de borda para dois tipos de geometrias de
borda para materiais que se comportam como Isolantes Topolégicos. E, por fim, no capitulo 5
utilizamos os conceitos adquiridos sobre a Hamiltoniana tight-binding que descreve um Isolante
Topoldgico, vista nos capitulo anteriores e aplicamos no estudo do efeito de tamanho finito para

uma rede quadrada com geometria de borda reta e zigzag.
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2 INVARIANTES TOPOLOGICOS

A quantizagdo precisa da condutividade Hall é explicada pelo fato que ela é um
invariante topoldgico: sé pode assumir valores inteiros, em unidades de e?/h, independente
dos detalhes do material, como sua forma geométrica e tipo de dtomos constituintes [6]. Os
matematicos introduziram o conceito de topologia e seus invariantes para classificar diferentes
objetos em classes amplas onde os detalhes geométricos dos objetos ndo sdo importantes [8]].
Por exemplo, superficies bidimensionais sdo classificadas pelo numero de buracos que elas
possuem ou o seu genus. A superficie de uma esfera € topologicamente equivalente a superficie
de um cubo ou um elipsoide, pois qualquer uma pode ser deformado suave e continuamente até
assumir a forma de qualquer outra, sem criar buracos na superficie. Similarmente uma xicara de
café € topologicamente equivalente a uma rosquinha com um furo no meio ou um toro, (figura

1), pois ambos podem ser deformados suavemente um no outro.

Figura 1: Uma xicara de café € topologicamente equivalente a um toro, pois ambos possuem o
mesmo nimero de buracos (genus = 1) e podem ser deformados um no outro.

Do ponto de vista matematico, a classificacao topoldgica foca em distingdes fun-
damentais entre as formas e descarta pequenos detalhes, sendo a deformacdo suave do objeto
(aquela que nao rasga ou fura o objeto) o conceito fundamental para agrupa-lo de acordo com
esta classificagdo. Ja em Fisica, pode-se considerar, por exemplo, Hamiltonianas de sistemas
de muitas particulas com um gap de energia entre o estado fundamental e os estados excitados,
o conceito de deformacao suave € definido como uma mudanca adiabética na Hamiltoniana ou

em algum parametro dela que nao fecha o gap de energia [2].
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2.1 Fase de Berry

Foi primeiramente descoberta por Michael Berry em 1984 [9], sendo uns dos mais
importantes conceitos em teorias de bandas topoldgicas. A fase de Berry vem desempenhando
um importante papel nos recentes anos devido a vdarias descobertas e redescobertas na qual
essa fase ou desempenha o papel crucial ou oferece uma nova perspectiva. A fase de Berry é
um processo holondmico (sistema que ndo retorna para o seu estado original depois de uma
evologdo ciclica). A fase de Berry surge devido a evolucdo adiabdtica de um sistema quantico.
A evolucdo adiabdtica em mecénica quantica pode ser definida como um processo na qual ne-
nhuma transi¢c@o entre diferentes autoestados ocorrem. Essas evolu¢des adiabdticas sdo consi-
deradas como uma suave variacdo dos campos (elétrico, magnético, tensado e etc), modificando
assim a fungdo de onda em outros termos do que justamente a fase dindmica. A evolugao ciclica
da fun¢do de onda, concede ao estado original de um sistema fisico, uma mudanca em sua fase,
e essa mudanga em sua fase € a soma de uma fase dinamica e de uma fase geométrica.

Logo a fase de Berry € uma fase geométrica invariante de gauge que é recolhida por
uma funcao de onda quando tragamos uma curva fechada no parametro do espago fornecendo

uma variagdo que é adiabatica. Essa curva fechada corresponde a condigédo r(tg) = r(to + T).

2.1.1 Formalismo Geral

Vamos considerar um sistema fisico com a sua Hamiltoniana dependente do tempo
H(R), a sua dependéncia do tempo é dada através de varios pardmetros (tais como campo
magnético, campo elétrico, fluxo e tensdo) classificados por um vetor R = (R, Rs, R3...) onde
R; = R;(t). Estamos interessados na evolucdo adiabética do sistema ao longo de um caminho
C' no parametro do espaco.
Vamos introduzir uma base ortogonal instantdnea dos autoestados |n(R)) de H(R)
em cada ponto R, logo
H(R)[n(R)) = E,(R)[n(R)). (2.1)

Assumindo que o sistema esteja inicialmente no n-ésimo autoestado da Hamiltoni-
ana H, [¢(R(0))) = [n(R(0))). O teorema adiabatico afirma que se H varia adiabaticamente,
| (R(%))), permanece no tempo evoluindo o enésimo autoestado de H. O sistema ndo realiza
qualquer transi¢cdo em outro autoestado, embora as autoernegias possam variar com o tempo
[8]. A evolugdo lenta de H nos permite fazer um ansatz, |1, (R(t))) = ¢,(t)|n(R(0))) onde
cn(t) sdo coeficientes dependentes do tempo.

A evolugio do sistema € dada por,

HR)[(0) = ih 2 16(1)) = B (R() (1) @2
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e substituindo na equag@o (2.1) e projetando o resultado no autoestado de (n(R(%))|, temos:

(RS (., OnRO) = MRO)E RO ODRE)  @3)
o) = (RO RO - £ER() ) o 24
d . 1
realt) = (RO RO ~ £E,RW) ) o @)

cn(t) = exp <—%/ [E,(R(t)) — ih(n(R(t))| V. |n(R()))7(t)] dt’> : (2.6)

to

onde exp (% fti E,(R(t))dt ) ¢ conhecido como o fator de fase dindmico.

O segundo termo da exponencial fica
i[RIV (R R @)

onde v, = [ i(n(R(t))|V,|n(R(t)))dR é a fase de Berry. Consequentemente a fun¢io de onda

evoluida no tempo é dada por,

—1

wmwwdflmmmwymmwwm» 2.8)

onde expl[ivy,(t)] é o fator de fase geométrico

Podemos observar que a fase de Berry € puramente uma fase geométrica i.e. ela
depende somente do caminho sendo insensivel a velocidade com que o caminho estd sendo
tracado adiabaticamente. Por analogia com o transporte de elétrons num campo magnético, nds
podemos agora definir uma funcdo vetorial chamada de conexdo de Berry, ou potencial vetor

de Berry, logo
Y = j{(n(R(t))]VT\n(R(t)))dR = /An(R)dR = /ﬁ x A, (R)ds (2.9)
onde A, (R) é a conexdo de Berry e V x A, (R) é a curvatura de Berry (£2)

2.1.2 Determinando uma Expressao Alternativa para Curvatura de Berry

Sabendo que a curvatura de Berry é dada pela equagado (2.10)

(0"(R) = Vg X A,(R), (2.10)
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podemos definir um tensor campo de gauge em analogia com a eletrodinamica, usando o po-

tencial vetor de Berry, 5 9
Q,u,I/(R) = OR Az/ (R) -

Substituindo o valor da conexdo de Berry, temos

5 AL (R). (2.11)

2., (R) = [(9.n(R(1))|9,n(R(7)))] (2.12)

Usando a seguinte relacdo de completeza,
> In(R@E)) (n(R())] = 1 (2.13)

e a identidade

(m(R()|Veln(R()) = <m<R(”)§Rff§E‘2'”(R<””, (2.14)

podemos observar que 7, é real e (m(R(t))|Vg|n(R(t))) é puramente imagindrio, logo

— —Im 7{ )| Vrln(R(1)))dR. 2.15)

Pelo teorema de Stokes temos

:_Im//ds (Vrn(R())| x [Vrn(R(1))). (2.16)

Inserindo a relagdo de completeza > |m)(m|em €;;,(V;n|Vyn), temos

Z%k’ (Vn|m)(m|Vin) = i (Vn|n)(n|V;n) + Z cik(Vinm)(m|Vin).  (2.17)
m#n

Observe que o primeiro termo do lado direito da equacao ndo € levado em consideragdo porque

ambos, (V,;n(R)|n(R)) e (n(R)|V;n(R)) sdo imagindrios e o produto é real, dando nenhuma

contribui¢do para o vetor imaginario que € utilizado para calcular a fase de Berry. Portanto,

_ _Im//dsz S e (Vin(R(E)m) (m| Vn(R(E)) (2.18)

m#n

-t | / ds S (VR (0)m) x (m|Vn(R(1))). (2.19)

m#n

Substituindo a equacao (2.14) na (2.18), temos

| s O)IFw A (R m(R(0) x (R VuH (R(0)[n(R()))
==t [ [ ; (BR — ER)?
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onde
7,8) = 1 Y RO RO EO)  nROFARDIAROY 5,

de tal forma que a fase de Berry € expressa como a integral de caminho

Yu(€) = — / / ds- V,,(R). (2.22)

Observe que a equacdo acima nao depende do gauge, tendo, assim, vantagem sobre
as equagdes que dependem do gauge tais como a curvatura de Berry.

Em bandas de Bloch a curvatura de Berry € definida como
O"(k) = Vi X (un(k)|iVi|un(k)), (2.23)

onde os dois pontos k£ e k + K na zona de Brillouin podem ser identificados como o mesmo

ponto. Nesse caso a fase de Berry sobre a zona de Brillouin é
e) = [ (a0 () 24
BZ

2.2 Condutancia Hall e o Numero de Chern

Nessa se¢do nds mostraremos que a condutancia Hall de um sistema é relacionada
com a integral da curvatura de Berry. Para isso, inicialmente vamos considerar um gas de
elétrons bidimensional sujeito a um campo magnético perpendicular € a um campo elétrico
fraco no plano, de tal forma a termos resposta linear. Para ndo quebrar a periodicidade do
potencial escalar vamos escolher um gauge dependente do tempo para o campo elétrico, no
caso £ = 0Ag/0t, Ap = —Et. A Hamiltoniana é

. (IT — eEt)? v (2.25)

2m

onde V; é o potencial da rede e I = p + eA é o operador velocidade, sendo Ay o potencial
vetor magnético.
Vamos usar a dependéncia em £ na Hamiltoniana e a fungdo periddica da célula

Ung, €las sdo relacionados pela seguinte expressao,
Hltnk) = Englting). (2.26)

O sistema pode ser resolvido com o conhecimento dos autovalores e autovetores de Hy|ul,) =

EY Jul,). Observe que o campo elétrico pode ser tratado como uma perturbagao.
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Para uma aproximacao da perturbagdo em primeira ordem temos,

/ 10
Ui ()) = |n) — ik 7; W (2.27)
onde |n) = |[u¥, (1)), €, = EY.(t) e k(t) = ko—eEt/h, lembrando que a velocidade da particula

na enésima banda é dada por

10E(k 10H
v (k) = ﬁ% = (Unk| === | Unk)- (2.28)

Substituindo a equagdo (2.28) na (2.27), temos

106, oH  , (n'|2|n)
k= 5ok 12 <<”|%‘” e—a, O 22

onde conservamos os termos até primeira ordem. Observe que o primeiro termo da equagdo
(2.29) € a velocidade de grupo na auséncia de perturbacdo.
Substituindo-se a identidade,
oH 0

(nl 5 1) = (en — ew) nl g In) (2.30)

na equagdo da velocidade temos,

Cloe o ) NCETIP
ko T (“n —nlgln) g~ e ) g | @30
10¢, . [, 0n 0On on, on
“hok ! (<@ a 6_R>) (232)
1 Oe,, n
= ok ., (2.33)

onde Q) = i(Vyn|9n) — (On|Vin).
Assim, na presenca de um campo elétrico um elétron pode adquirir uma velocidade
transversa andmala proporcional a curvatura de Berry.

Observe que,
transformacdo de gauge

Et
k(t)= ko— €7 (2.34)
onde k esté relacionado com o campo elétrico pela espressao
dk E
= —e—, (2.35)

dt h



com dk/dt = 0. Logo

d ddk E“6
dt _dkdt T n 'k

e substituindo na equacdo (2.33) da velocidade, temos

1 —
ook = = Vien — (B x ),

h h(

onde €2, = icqp, (Vi gn|Vian).

A corrente elétrica na presenca de E é dada por,

Z/ dzk (k)

logo

=X, (;i‘;<_e> (R (E x) 100,

onde f(k) = 1 para todas as bandas preenchidas.

27

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Lembrando que 2,,(k) é andlogo ao campo B, como no nosso caso B = B2, logo

Q,(k) = Q,(k)z. Assim

d2kQ

Z/BZ Tk e—Esz (k) =

lembrando que, para respostas lineares

.ja - O'HgaBEB7

e ao comparar as equacoes (2.40) e (2.41), temos

62
=— A’k
7 = Gy 2 /

onde C,, é o nimero de Chern.

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Uma importante consequéncia da equacdo (2.42) é que a integral sobre a curvatura

de Berry num caminho fechado € em 2d (tal como a zona de Brillouin 2d) € um multiplo de 27

que ¢ igual ao nimero de vezes que d(k) circunda uma esfera como fungdo de k. Isso define

um invariante topolégico chamado nimero de Chern [10].
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2.3 Polarizacao Elétrica numa Evolucao Adiabatica Ciclica

A polarizagdo elétrica P de um sélido periddico € infinita, € geralmente ndo bem
definida. A razdo para isso acontecer, é porque num sélido periddico a polarizacdo elétrica

depende da escolha da célula unitaria [[11]].

Unit cell P

e
® & ¢ o » o

—_— (b)

(c)

Figura 2: Sé6lido em 1d com, comprimento infinito. Diferentes escolhas da célula unitéria
levam a diferentes vetores de polarizagdo elétrica (figuras a e b). Por outro lado a variacao da
polarizacdo nao depende da escolha da célula unitéria [[11].

A teoria da polarizacdo elétrica em livros textos convencionais € aplicada somente
em solidos consistindo de cargas localizadas, tais como s6lidos idnicos € moleculares.

Experimentalmente, variagdes na polarizacao elétrica dos sélidos podem ser indu-
zidas por varios meios, incluindo a aplicacdo de uma tensao (piezoeletricidade) ou varia¢des na
temperatura (piroeletricidade).

A nossa inten¢do € encontrar uma simples formula para calcular as variagdes finitas

da polarizacdo de um sdlido cristalino. Para isso usaremos a equacido de Maxwell

V-P = —p(t), (2.44)
a equacdo da continuidade 5
P .
L _vy. 245
5 =V (2.45)
na equagao
oP
A=_i)l=0 2.46
v (2 1) o "
obtemos

9 . .
E—Ji/dP—/Jdt, (2.47)
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ou seja
At
AP = P(At) — P(0) = / dtj. (2.48)
0

onde temos a variacao na polarizagdo em termos da densidade de corrente. Essa equacdo € a

base para a teoria moderna da polarizacdo. Num processo adiabatico temos,

— =Y / (Qdiwvn(k) F(k), (2.49)

e para todas as bandas preenchidas a distribuicdo de Fermi-Dirac é igual a um e v, (k) =
%VqEn(kf) — Q' logo

dk

substituindo a densidade de corrente na equacgao (2.48), temos

! dk
APa :Gg\/o dt/WQka,t (251)

Parametrizando a transformac@o por um escalar \(t), temos

AP Z / M d\ / dk Qr (2.52)
a—¢€ o \d : :
~ JA0) 7 (2m)d het

Numa evolugio ciclica, A\(7) e A(0) representam o mesmo estado onde a integral sobre k se
estende sobre qualquer célula primitiva do espago reciproco.
Pela fun¢do de Bloch, nés podemos definir a funcdo de Wannier associada com o

vetor da rede,

%4 d
|R,n) = 2y /BZ dk exp[—ik(R — r)]|u,, k). (2.53)

Uma vez que temos as fungdes de Wannier, nds podemos localizar os centros de Wannier para

uma celula unitaria, onde R = 0, assim

V d
|0,n) = 2n) /Bzdk exp|ikr]|uy,, k), (2.54)
sabendo que
P _76 ;(1% = 0,n|r|R = 0,n), (2.55)

onde |1,;) = vV/N|uy, k) explikr]. Logo

10,n) = \/ /I@/Jnk (2.56)
BZ



30

Aplicando o operador r temos,

|V |V
rl0,n) =r @) /BZ |tk )dk = @) /BZ r| V) dK, (2.57)

onde r e k sdo varidveis independentes, o gradiente do orbital de Bloch com respeito a k €

Vi|Unk) = i explik- ¥] Vi |tnk) — i Vi|tnk)- (2.58)

Substituindo na equacgao (2.57), temos

r|0,n) = 4 / / i exp[ik- r]Vi|unkdK). (2.59)

Multiplicando a equacio (2.59) por (0, n| pela esquerda, temos o seguinte elemento

de matriz
v
pum 2-
(0,n[r|0,n) 2n ) /BZ<Unk|Vk|Unk>7 (2.60)
e sabendo que (u,x|Vk|unx) = A(K), podemos escrever
Vv
(0,n|r|0,n) = 5 / A(k)dk. (2.61)
(27)* Jpz

Substituindo na equagdo (2.55), temos

e V
P=—f o /B Ak (2.62)
Em 1d
€
P = ¢ Ak)dk. (2.63)

Obtendo assim uma expressdo que relaciona a polarizacao elétrica e o potential vetor magnético,
para uma transformacao adiabdtica ciclica. A equagdo (2.63) terd um importante papel para a

classificacao de um Isolante Topoldgico, que serd visto a seguir.
2.4 Invariante Z,

Nos temos até agora estabelecido que novas fase da matéria existem em isolantes
invariantes a reversao temporal. A marca fisica desses estados € a presenga de modos de borda
contrapropagantes sem gap sobre cada borda da amostra. Esses modelos sdo protegidos pela
abertura de um gap pela invariante a TR, se e somente se, existir um nimero impar de pares
deles. Isto é, um nimero par de pares de estados de borda nao sao protegidos pela abertura de
um gap. A discussdo sobre os modos de borda sugere a existéncia de uma ordem tipo Z5 no

estado de um isolante topolégico.
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2.4.1 Simetria de Reversao Temporal

A chave para o entendimento dessas novas classes topoldgicas € examinar o papel
da simetria (7 = 0) para particulas de spin 1/2. A simetria 7 é representada por um operador
antiunitdrio 6 = exp[in.S,/h| K, onde S, é um operador de spin e K é um complexo conjugado.
Para elétrons de spin 1/2, 6 tem a seguinte propriedade 6> = —1. Isso leva-nos para uma
importante restricdo conhecida como teorema de Kramer [12, [13]], isto €, todos os autoestados
de uma Hamiltoniana invariante a 7 sdo pelo menos duplamente degenerados. Isso acontece
porque se um estado néo degenerado |y) existir, entdo 6|x) = |c||x) para alguma constante c.
Isso significa 6%|x) = |c|?|x) ndo é permitido porque |c|* # 1.

Na auséncia da interacdo spin-Orbita a degenerescéncia de Krammers é simples-
mente a degenerescéncia entre as componentes up e down do spin, contudo quando ha interacao
spin-Orbita ela leva a consequéncias ndo triviais.

Uma Hamiltoniana de Block invariante a 7 deve satisfazer
9H(k)9_1 = H(—Kk), (2.64)

pode-se classificar topologicamente todas as Hamiltonianas de Bloch que possuem esta simetria
e um gap de energia em uma mesma classe topoldgica, que permite deformagdes sem que esse se
feche. Para esta classe de Hamiltonianas o invariante TKNN (Thouless, Kohmoto, Nightingale
e Den Nijs [6, [14] é zero, pois a condutividade Hall viola 7 , contudo hd outro invariante

topoldgico que pode assumir dois possiveis valores v = 0 ou 1.

2.4.2 Correspondéncia entre o Interior e o Contorno do Material

A existéncia de duas classes topoldgicas pode ser entendida por meio da corres-
pondéncia entre o interior e o contorno do material. Na Figura(3) é mostrado um esquema da
estrutura de bandas da borda de um isolante de bandas bidimensional invariante sob 7. Apenas
metade da zona de Brillouin é mostrada (0 < k, < m/a), pois a invaridncia temporal impde
que a outra metade (—7/a < k, < 0) seja o reflexo desta metade. Note o gap de energia entre
as banda de conducdo e de valéncia no bulk do isolante. Nas bordas do material existem duas
possibilidades. Dependendo dos detalhes da Hamiltoniana podem existir estados com energia
no interior do gap do bulk.

Quando existem estados na borda com energia no interior do gap, eles sdo dupla-
mente degenerados nos momentos que sdo invariantes sob 7, k, = 0 e 7/a. Estes sdo os
valores do momento eletronico que satisfazem a condicdes dadas na equacdo(2.64), pois devido
a interacdo spin-Orbita, apenas alguns valores discretos de k satisfazem esta condi¢cdo. Estes

pontos sdo designados por ', e I', na Figura (3) e longe destes pontos a interagdo spin-6Orbita
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quebra a degenerescéncia de Krammers dos estados eletronicos [[13) (15, [16]].

Os estados em k, = 0 e k, = m/a podem se conectar de duas maneiras distin-
tas. Primeiramente eles podem se conectar com um numero par de estados entre eles, como
mostrado na esquerda da Figura (3). Neste caso, estes estados podem ser eliminados por
perturbacdes colocando-os fora do gap de energia. Isto ocorre quando a banda de energia cruza
a superficie de Fermi um nimero par de vezes entre os estados k, = 0 e m/a. Por outro lado,
se a banda de energia cruza a superficie de Fermi um niimero impar de vezes, como mostrado
na direita da Figura (3), estes estados de borda ndo podem ser eliminados por perturbacdes
[16]. Qual das alternativas acima ocorre depende da correspondéncia entre o bulk e o contorno
do material. Cada banda cruzando a energia de Fermi em k, possui seu parceiro degenerado
de Krammers em —k,, a correspondéncia bulk-contorno relaciona o nimero de parceiros de
Krammers que cruza a F/r da borda do material N, com a mudanga do invariante Z, através

da interface:

Ny = Avmod2 (2.65)
E |(a) Conduction Band E| (b) Conduction Band
E- E-
) Valence Band| Valence Band|

Fa K — Fb Fa K — Fb

Figura 3: Dispersao eletronica entre dois pontos na borda do Isolante Topolégico que possuem
degenerescéncia de Krammers. Em (a) o nimero de estados da superficie cruzando a E'r entre
ospontos I', = 0e ', = m/a é par e em (b) impar. Quando um nimero impar de estados cruza
a energia de Fermi existem estados metdlicos topologicamente protegidos no contorno do
material.

Se o isolante possui Ng par (v = 0), se encontra em uma fase topologicamente
trivial, e se N for impar (v = 1), estd no EHQS, que é um estado topologicamente ndo trivial
e possui estados de borda topologicamente protegidos como aqueles do EHQI.

Em isolantes, a reorganizacio de atomos na superficie, ou a modificacao de ligacdes
quimicas, pode introduzir estados superficiais que possuem sua energia no gap da banda, mas

sdo restritos a se moverem em torno da superficie bidimensional. Estes estados geralmente
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sdo frageis e sua existéncia depende dos detalhes da geometria e da quimica da superficie.
Em contraste a isto em um IT os estados de superficie sdo protegidos, isto é, sua existéncia
nao depende em como a superficie do material é organizada, ndo depende da sua geometria
e a explicacdo para isto é matematica e se baseia no fato que a Hamiltoniana descrevendo os

estados da superficies, € invariante sob pequenas perturbagdes.

2.4.3 Formulas para o Invariante Z,

Existem varias formulagdes matematicas do invariante topologico v. Uma interes-
sante [[18]], que pode ser generalizada para trés dimensdes e que tém sido util para identificar IT
a partir da estrutura de bandas é baseado na matriz wy,, (k) = (u,(k)|0|u,(—k)) construida a
partir das fung¢des de Bloch dos estados ocupados |u,,(k)).

Ja sabemos que pela, degenerescéncia de Kramers,os autoestados sdao pelo menos
duplamente degenerados. Um par de bandas de energia E»,,_1(k) e Ea,(k) é chamada pares de
Kamers ( Observe que os valores de Es,,_1(k) e Es, (k) s6 sdo iguais nos pontos invariantes sob

reversdo temporal).

—(;1;2 0 G].;'Hz

Figura 4: Esquema da estrutura de bandas de F,,(k). Os pares de Kramers se cruzam nos
pontos invariantes a reversao temporal

Essas duas bandas classificadas como n, I e n, I [ respectivamente, sao relacionadas
pelo operador reversao temporal acompanhado por um fator de fase. Seus pontos de cruzamento

sdo invariantes sob reversdo temporal e sdo protegidos pela simetria de reversao temporal. Se
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um par de Kramer € isolado a partir de outro par de Kramer por um gap infinito, uma invariancia
topoldgica associada com esses pares pode ser definida.

Por simplicidade vamos considerar um sistema 1d e supor que ndo existe nenhuma
degenerescéncia adicional. Portanto, a reversao temporal transforma autoestados de k£ da banda

I em autoestados de —k da banda /17, e vice versa, mas somente por um fator de fase,
[un (k) = — explixealf]u, (k). (2.66)
Aplicando o operador reversao temporal no autoestado temos que,
Olul (—K)) = — exp|—ixk.n)0?ul (K)), (2.67)

e para 6% = 1 temos,
I

[ (K)) = explix(—k)n)0]u, (—K)). (2.68)

A polarizagdo parcial associada com uma das categorias s = I e /] pode ser escrita

PS:/ ;l—kAz, (2.69)
Bz 4T

como

onde A7 = i) (ul(k)|Vi|u;(k)), sendo invariante (numa translagdo da rede) para mudanca
na fase de |ul(k)) e |ulf(k)). Entretanto, eles parecem depender do escolha arbitrdria dos

indices [ e I atribuido para cada banda. Para fazer essa invariancia explicita para P®, vamos

/ —Af / ;l—kAf (2.70)
/ LT / ka1 2.71)

e dai, podemos relacionar A’ para Al!, usando a reversio temporal

separar a integral em duas partes,

ALy = =iy (ug (= k)| Vilu, (—K)) (2.72)

= —ZZ (Oull (k) |(=) exp|—ixnn] Vi (=) explixkn]|0ull (k)) (2.73)
All

=3 Viin +1 3 (! |Vefuld), (2.74)

logo,
ALy = A+ Vi (2.75)
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Ao substituir a equagdo (2.72), temos

PIZ/O gAI(k;)JF/O % (An(k)jLkaXm) (2.76)

T dk 1
— A(K _|__§ nlm 2.77
/0 2T () 2T nXk’ |O ( )

onde A(k) = Al(k) + A’ (k). Assim temos,

1 s
Pl= o ( /O AK) + Y (Xn — xO,n>> . (2.78)

O ultimo termo pode ser escrito numa maneira mais simples ao introduzir uma matriz costura,
dada por

onde a matriz unitdria w relaciona os estados k e —k através da reversao temporal, fazendo
essa matriz costura, um dos mais importantes constru¢des matematicas na teoria dos Isolantes
Topoloégicos.

Os termos nao nulos da matriz unitaria w sao:

Primeiro termo,
(up, (—K)[0]w, (k) (2.80)

n

onde |ull(k)) = explixs.n)0|ul (—Kk)) substituindo na equagdo (2.81) temos

(un (=) 101" (K)) = (u;, (—K)[0 explixa)O]u,, (—k)) (2.81)
= (up (=K)| = expl—ixen][up, (=K)) (2.82)

logo,
(n (=K)[0]uy, (K)) = — exp[—ixpn)- (2.83)

Ja o segundo termo,
(1! (K0, (K)) (2.84)
onde |ul,(k)) = — explix(—)n]0|u}(—K)) substituindo na equacdo (2.85) temos

(! (—K)[0]uz, (K)) = (! (—K)[ (=)0 explixun]b]u,, (—k)) (2.85)

logo,

(ul(—Kk)|0]ul (k) = exp[—ix(—).nl- (2.86)



36

Ao usar as equagoes (2.83) e (2.87), temos

Wy (K) =ty (—K)|0]t, (K)) = —in XP—iX (1) - (2.87)
A matriz w)];} € a matriz de costura entre os pares de Kramer das bandas [ e /1.

Podem existir varios desses pares de Kramer indexados por m = 1,2, ..., N, mas a matriz de
costura acopla os pares de Kramer somente dois a dois, de tal forma que a matriz w torna-se

uma matriz bloco-diagonal de matrizes de sub-blocos
wil! = ( k ~ EXPl=ixkn) ) . (2.88)
exXP|—iX (—k)n) 0

Portanto, em k£ = 0 e m, w € antissimétrica. Uma matriz antissimétrica pode ser

caracterizada por um Pfaffian, cujo quadrado € igual ao determinante,

Pflw(k)])? = det(w(k)) (2.89)
Parak = men =1, temos
w(r) = ( 0 ~ expl=ixm] ) , (2.90)
exp[—iXr.1] 0

e o determinante de w é determinado por

0 — exp[—ixx
detw(m)] _ eXp|~ixm1] = exp|—i2Xr.1]s (2.91)
exp[—iXr.1] 0
com Pf[w(m)] = exp[—ixn1]-
Parak =0en =1, temos
0 _ .
w(0) = | expl=ixon] ) (2.92)
exp[—iXxo,1] 0
e o determinante de w € determinado por
0 — exp[—ixo,1] .
det|w(0)] = . = exp|—i2x0.1], (2.93)
exp[—ixo.1] 0

com Pfw(0)] = exp|—ixo1]-
Fazendo para todos os n termos temos que (sabendo que w € um produto direto de

matrizes), obtemos
Pt[w(m)] = exp[=i Y X, (2.94)
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Pf[w(0)] = exp[—i Y _ Xon)- (2.95)

Observamos que,
Pilw(m)] _ expl=i 3, X

, (2.96)
Piw(0)]  exp[—i)_, Xo.n]
= eXp[_i Z(Xﬂ',n - XO,n)]- (297)
Tomando o logaritimo em ambos os lados da equacao (2.97), temos
- [Pffw(r)]
- =l : 2.
Z(Xw,n XO,n) un {Pf[w(O)} ( 98)

n

Substituindo a equacdo (2.98) na (2.78), temos

Pl = % Uoﬂ dkAy, + in (%)1 : (2.99)

Adicionando a polarizagdo das bandas [ e /1, nds obtemos a polarizagao total

1 ™
P=— [ dkA(k)= P!+ P! (2.100)

:27r

—T

A polarizagdo sob reversao temporal é definida como a diferenca entre as polarizacdes

parciais,
Py =P — Pl (2.101)
e para P!l = P — P! temos
Py=2P' — P, (2.102)
de tal forma que
1 g i +{ Pflw(m)]
Py=— dkA(k) — dkA(—=k) + 2iln | ——= 2.103
= o | [ raw ~ [Tavacn vam (GO 210y

em termos da matriz w,,,, a equagcdo acima pode ser escrita de uma forma mais compacta

Py = QLM U; dk(Tr[w'Viw]) — 2In (%)] : (2.104)

Usando a seguinte identidade Tr[w!V,w] = Vi In(det[w(k))], na equagdo (2.104), temos

_ 1| [ Vdetfw(m] Pfw(0)
= [1 ( Pf[w(r)] det[w(on)]’ 109
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tomando a fun¢do exponencial em ambos os lados da equacdo (2.105), temos

( det[w(m)] Pf[w(0)] >] (2.106)

Pflw(m)] /det[w(0)]

explimPy| =

onde a exp[im Py] = cos(mPp) — isin(mPp) = (—1)F%, assim temos

(1) — Kwet[w(m] wzet[wm])] | 107

Pilw(0)]  Pflw(m)]

o lado direito da equagdo é sempre 1 ou —1.

Em geral para um processo ciclico, H(t + T') = H (t), segue-se que

H(t; =0)=0H(0)0 ", (2.108)

H(t;=T/2)=0H(T/2)6~". (2.109)

Como a variagdo da polarizacdo sob reversiao temporal € invariante de gauge, temos
v =[Py — P(0)]mod2. (2.110)

Essa diferenca define um invariante topolégico Zs.

Correspondentemente v é definido como um inteiro modulo 2, que é 0 e 1. Da
equacao (2,110), temos que a polarizagdo sob reversdao temporal define apenas dois estados
distintos de polariza¢ao: topologicamente trivial (v = 0) e ndo trivial (v = 1).

O EHQS pode ser visualizado como dois estados com spin opostos contra-propagam
na borda do material. Nas regides onde o invariante ¥ muda, como na interface entre o EHQS e
o vacuo existem estados metalicos condutores (figura 5).

Tais estados, chamados de helicoidais [[17, 18], em analogia com a correla¢ao entre
spin e momento das particulas com massa nula chamada de helicidade, formam um condutor
unidimensional que € essencialmente metade de um condutor ordinario. Condutores ordindrios
possuem elétrons com spin up € down propagando em ambas as direcOes e sao frageis, pois
os estados s@o susceptiveis a localizacdo de Anderson mesmo na presenca de desordem fraca.
Em contraste a isto, no EHQS, os estados de borda nao podem ser localizados na presenca de
desordem forte devido a simetria de Reversao Temporal do sistema (desde que a impureza seja

nao magnética).
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Conduction Band

Conventional 53
Insulator

(a) (b) +
S ¢\ *
Quantum spin

Hall insulator V=1

i

Valence Band
]

—Tt/a 0 k -m/a

Figura 5: Estados de borda no EHQS. A esquerda interface entre um EHQS que possuiv = 1e
o vacuo, v = (. Existem estados de borda metdlicos que sdo spin polarizados, isto €, particulas
com diferentes componentes up e down do spin propagam em sentidos opostos sendo os dois
“canais” de propagacao conectados pela simetria de Reversao Temporal. A direita um
esquema da estrutura de bandas onde o gap do bulk do material e os estados metélicos da
borda spin polarizados sdo mostrados.
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3 ESTRUTURA DE BANDA DO BULK

Neste capitulo mostramos um modelo simples para a estrutura de banda do bulk
para um isolante topoldgico com interagdes entre primeiros vizinhos e com o termo de acopla-
mento devido as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos. O modelo comega a partir da
aproximacao de ligacdo forte em uma rede quadrada com dois orbitais por sitio da rede, onde
um dos orbitais tem paridade impar e o outro tem paridade par. O orbital com paridade impar
tem energia mais elevada do que o orbital com paridade par. Esse modelo é uma simplificagdo
do modelo Bernevig-Hughes-Zhang para pogos quanticos que tem recentemente atraido muita
atencdo para realizacdo de um isolante topoldgico bidimensional com estados protegidos de
borda helicoidais [[19].

3.1 Orbitais e Paridade

Antes de construir o modelo fight binding, ha algumas coisas que t€m de ser re-
solvidas. Os dtomos que formam a rede devem ligar-se uns aos outros através de partilha dos
orbitais s e p. Os elétrons por conseguinte, devem ser capazes de ocupar os orbitais s € p em
cada sitio da rede. No entanto, uma vez que o sistema em estudo € bi-dimensional, o orbital p
com m = 0 ( definido como sendo o orbital no eixo perpendicular ao plano) terd o seu orbital
apontado para fora do plano. Este orbital, portanto, € excluido da ligacdo. Os elétrons, portanto,
ocupam apenas orbitais s e orbitais p com m = +1. Além disso, a forte interacdo spin-orbita
ird dividir os orbitais m = +1 em dois niveis de energia diferentes, um com o spin do elétron
paralelo com o momento angular, € um anti-paralelo. Destas duas possibilidades, apenas o pa-
ralelo € incluido nas ligagdes. Isto dd um total de dois orbitais s e dois orbitais p contribuindo
para a ligacdo, ou seja, os dois spins para cima e para baixo, o spin up param = 1 e o spin
down param = —1. O orbital s € esfericamente simétrico, e tem, portanto, paridade par. Mas
os orbitais p sdo proporcionais a um fator ¢m¢ onde ¢ é a coordenada polar no plano z, y. Isto
significa que a paridade do orbital p € impar. Para os nossos propdsitos, os valores de 7m¢ nos
angulos 0, 7/2, e 37/2 serdo de interesse, porque estes sdo os dngulos em que as integrais de
sobreposicao entre os orbitais vizinhos serdo avaliadas. Essas propriedades estdo representadas

na Figura (6).
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Figura 6: Os orbitais s e p t€ém paridade diferente. O orbital s € esfericamente simétrica,
enquanto o orbital p tem uma dependéncia angular em ime.

3.2 Construcao do Modelo 7ight-Binding para uma Rede Quadrada

A aproximacdo tight-binding é usada para descrever a estrutura de bandas dos
elétrons num solido. A figura abaixo esquematiza a formacao da rede tight-binding, a partir

dos estados atdmicos.

(oo ]l

Figura 7: Um esquema que explica a aproximacao tight-binding. (a) Um unico dtomo com
orbitas discretas para os elétrons. (b) Quando os d&tomos se juntam para formar um sélido, as
fungdes de onda de duas Orbitas (preto) de dtomos adjacentes sobrepdem-se no espago. (c) Se
a sobreposicdo das drbitas € pequena, os elétrons estdo ainda a ser considerado quase
localizados ao redor das drbitas originais, mas possuem uma pequena probabilidade de
tunelamento para as Orbitas adjacentes formando uma banda de energia [20].

N6s podemos por exemplo pensar que cado sitio comporta-se como um pogo de po-
tencial com o seu proprio conjunto de espectros de energia. Por simplicidade nds assumiremos
que cada poco tem somente um nivel de energia com energia ;. Se um elétron ocupa um nivel

o sistema adquire uma energia €. Se nao existir elétron no estado a energia do sistema € zero.
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Esse tratamento pode ser transladado no linguajar da segunda quantizagdo, usando
a Hamiltoniana H = eycfe, onde ¢fc mede o nimero de elétrons no sitio 7. A energia total entao
¢ dada por,

(total energia) = Z(+eo) X (nimero de elétron no sitio ). 3.1)

2

Observe que os pogos de potenciais ndo sao totalmente dissociados. Logo fungdes de onda
localizadas em sitios adjacentes ¢ e j t€m algumas sobreposi¢cdes nao nulas, causando tunela-
mento entre niveis localizados. O tunelamento remove uma particula desda posi¢do ¢ e a coloca
na posi¢cdo j, cruzando uma barreira. Na linguagem da segunda quantizacdo esse fendmeno
pode ser expresso pelo termo —t(a;r-ai + ala;). Por exemplo, a;r-ai atua sobre o estado |1);|0);
(i=ocupado, j=vazio), resultando no autoestado |0);|1);.

A nova Hamiltoniana com efeito de tunelamento € dada por
H = ¢ Z ala; — tZ(aLlai +alai). (3.2)
i i

Essa picture pode ser generalizada para um modelo de rede consistindo de dois
orbitais para cada sitio (Figura(8)). Na linguagem da segunda quantiza¢dao, uma Hamiltoniana

para esse modelo efetivo é escrita da seguinte forma:

a b
Figura 8: (a)Esquematizacdo de uma rede quadrada em duas dimensdes.(b)Amplitude de

hopping entre sitios vizinhos de uma rede quadrada.

1= )Y ala 2 S ot te) e SO bb 2 S bty e )Y (exp (i6,) talbet )
Z v Z v " (3.3)

onde o somatdrio sobre 7 e j € executado sobre todos os sitios da rede. O operador a;r(ai) cria

(aniquila) um elétron no sitio ¢ do orbital s, bj(bi) cria (aniquila) um elétron no sitio 7 do orbital

D, ts € t, sdo os termos de hopping para os orbitais s € p, respectivamente, e possuem valores

constantes. O termo exp (i6;;)t; (exp (—i6;;)t}) depende da orientacdo da rede e 6;; € o angulo

do vetor de onda de propagacao na rede.
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Vamos agora denotar a amplitude de probabilidade de um elétron no orbital s on
site (x,y) como sendo ¢4(z,y) e no orbital p on site (x,y) como sendo ¢,(x,y). No limite
t1 = 0, a Hamiltoniana tight binding acima pode ser resolvida por solucdes de onda plana tais
como ¢ps(z,y) x expli(kyx + kyy)] e dip(x,y) o expli(kzx + kyy)]. As solugdes seriam em
outras palavras as solu¢des das bandas s e p. Quando ¢; é diferente de zero as bandas s e p
tendem a se misturar. Para ver esta mistura explicitamente, o Hamiltoniana, pode ser reescrita

numa base de onda plana. O resultado é

H, = Z (e(()s)aksakvs — ts [exp(ika) + exp(—ikza) + exp(ikya) + exp(—ik,a)] agsak,s
k
3.4)

+t; [exp(ikya) — exp(—ikya) + iexp(ikya) — i exp(—ikya)] az’sbk,p
—l—e(()p)b,i’pbk,p — t, [exp(ikza) + exp(—ikya) + exp(ikya) + exp(—ik,a)] bL,pbk,p
+t] [— exp(tk,a) + exp(—ik,a) + i exp(ikya) — i exp(—ikya)] b,t7pak7s> :
A Hamiltoniana da equacdo (3.4) pode ser reescrita em uma forma mais compacta
H, = Z <<e((]s) — 2t4(cos(kza) + cos(kya)> aL’Sak,S + 2ity[sin(k,a) + i Sin(kya)]agsbk,p
k
+ (eép) — 2t,(cos(kza) + cos(k:ya)) b,t;,pbkp + 2it}[—sin(kpa) + i sin(kya)]b;pak,s> (3.5)

e ao se fazer as seguintes substitui¢des

.

t, —t, = 2B,

eés) — egp) + 4, — 4t, = 2/,

A = 2it,,

e(k) = 9o (1, + 1) (cos(kua) + cos(kya)

\

, 4 EXpressao entao torna-se
H, = Z <(e(k) + A —2B(2 — cos(kza) — cos(kya)) azsa;@s + Alsin(kga) + i sin(kya)]al’sbkm
k
+ (e(k) — A+ 2B(2 — cos(kya) — cos(kya)) bgpbk,p — A*[—sin(kza) +1i sin(kya)]bl’pak,s>(3.6)

Pela Hamiltoniana via tight binding para uma rede quadrada infinita dada acima,
podemos determinar o espectro de energia do bulk para um Isolante Topoldgico na presenca de

interacdes entre primeiros vizinhos. A relacdo de dispersao ¢ dada por

E = \/AZ(SHIQ(/{,’ICL) + sin?(kya) + (A — 4B + 2B(cos(kya) + cos(ky,a)))?, 3.7)

a menos de uma constante.
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O termo (k) foi omitido da relagdo de dispersdo (3.7) por fornecer apenas uma
mudanca total de energia para todos os estados sem alterar os perfis das fun¢des de onda, nao
alterando assim os pontos onde ocorrem as transi¢oes de fase e as propriedades topoldgicas do
modelo. Observe que A — 2B(2 — cos(k,a) — cos(kya)) € a versdo microscépica do termo de
massa M (k) do modelo original proposto por Bernevig-Hughes-Zhang para pogos quénticos
[19].

Na Figura (9) podemos observar a relacdo de dispersao para um isolante topolégico
inscrito numa rede quadrada com interagdes entre primeiros vizinhos, para oito diferentes valo-
res do A, os pardmetros A e B sdo mantidos fixos possuindo o mesmo valor, igual a 1.0. Nestas
figuras podemos observar que o comportamento das bandas de energia variam sensivelmente
com o valor de A. A variacdo do valor de A induz uma mudanga na regido onde acontece o
gap direto do bulk, variando da regido onde k, = 0 e k, = 0, Figura (9(a)), para k, = £me
k, = $m, Figura (9(d)).

Pode ser observado também, na equagdo (3.7), da relac@o de dispersao, a existéncia
de vérios pontos criticos no espectro onde o gap entre as bandas de valéncia e de condugdo
desaparece para varios valores de A/B. Os pontos onde as bandas se tocam, ou seja, em
qual vetor de onda ocorre o gap zero na relagdo de dispersao sdo, determinados pelo seguinte

conjunto de equacoes:
sin®(k,a) = sin?(k,a) = 0 (3.8)

A = 4B + 2(cos(kya) + cos(kya)) (3.9)

A tabela abaixo mostra as combinacdes dos parametros que fornecem o valor para

0 gap zero nas bandas de energia. O gap encontra-se fechado em

BZ | ky | ky | A
r 0O]01] O
X110 |7 |4B
X2 | 7| 0 |4B
M | | n|8B

Tabela 1: As combinagdes dos vetores de onda e o A resultando num espectro gapless com os
respectivos pontos na zona de Brillouin.

Os pontos de alta simetria da relagdo de dispersdao sao mostrados na Figura (10).
Observe que os gaps ocorrem em diferentes pontos da zona de Brillouin, como por exemplo, o
original cone de Dirac I'(0, 0) (o gap se fecha em A = 0), para X1(7,0), X2(0,7) e M (m, ).
O fechamento do gap em M ocorre em A = 8B, enquanto o fechamento do gap em X; e X,

ocorre simultaneamente em A = 4B. Nesses pontos, X; e X5, ocorre uma transi¢ao de fase
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Figura 9: Relacdo de dispersao para A = 1.0, B = 1.0, e oito diferentes valores para A.
(@a)A = 0.0, (b)A = 1.0, (¢)A = 3.0,(d)A = 4.0, (e) A = 5.0, (HA = 6.0, (g) A = 7.0, (h)
A = 8.0.
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topoldgica.

Vamos agora apresentar as figuras para a relacao de dispersao (Equacao (3.7)). A
Figura (11) mostra as energias para um isolante topoldgico de uma rede quadrada simples, le-
vando em conta somente as interagdes entre primeiros vizinhos. A Figura (11) mostra a relagdo
de dispersdao para um isolante topoldgico num gréfico de contorno para oito valores diferentes
do parametro de hopping entre os orbitais. Na figura, as cores variam do azul até o vermelho.
Como escolhemos os valores de A = 0.0 e B = 0.5 0 gap na energia ocorre somente no ponto
I', observe que o aumento no valor do parametro de hopping (A) nao varia a posiciao de onde
se encontra o gap, ele apenas translada as bandas de energia. E importante notar que o grifico
mostra a simetria de uma rede quadrada. Para pequenos vetores de onda, notamos que as linhas
de contorno sdo aproximadamente esféricas o que implica que a energia cresce da mesma forma
em qualquer dire¢do do vetor de onda. A medida que esse vetor de onda cresce, essa isotropia
da energia é quebrada e ela cresce de forma diferenciada de acordo com a dire¢do da zona de
Brillouin.

Mostramos na Figura (10) a zona de Brillouin de uma rede quadrada para os pontos
I', X, e M. Na Figura (12) mostramos a relagcao de dispersdo ao longo dos caminhos A, 7, e X..
E possivel notar na figura os diferentes comportamentos das curvas para os diferentes caminhos
tomados. Nesta figura também podemos observar que o parametro de hopping apenas translada
as bandas de energia.

Na Figura (13) fixamos os valores dos parametros A e A em 1.5 e 0.0 respectiva-
mente, para mostrar o grafico de contorno para diferentes valores do parametro B. De acordo
com a Tabela (1) para B = 0 o gap de energia se abre em todos os pontos de alta simetria da
zona de Brillouin I', X1, X2 e M, e com o aumento do parametro 5B o gap aparece somente no
ponto I'. A energia aumenta com o valor B ( do azul para o vermelho), mas de uma maneira

diferente em relagcdo a Figura (11).

Figura 10: A zona de Brillouin para uma rede quadrada mostrando os pontos de maior simetria
I XeM.
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Na Figura (14) € feito novamente o grafico de contorno do pardmetro B em fun¢do
de k,, para trés diferentes valores de k,. Observe que o valor de k, aumenta de cima para baixo.
Para k, = 0 a energia aumenta com valor de B para k, = 4. Para k, = 0.57 exite nenhum
estado de zero-gap, para k, = nm aparecem estados de zero-gap paran =1, 2, 3, ....

Na Figura (15) € mostrado o grafico de contorno para diferentes valores do parametro
A, para este caso os parametros A e B sdo mantidos fixos com os respectivos valores 1,5 e 0.5.
Como nas figuras anteriores a energia aumenta da cor azul para a vermelha. Na subfigura (a) €
mostrado o ponto critico onde o gap encontra-se fechado na relacdo de dispersao para o ponto
I' da zona de Brillouin. Na subfigura (d) acontece a transi¢ao de fase topoldgica quantica, nos
pontos X; e X5 da zona de Brillouin. Na subfigura (g) temos outra transi¢do de fase, mas, neste

caso, o sistema deixa de ser um isolante topoldgico passando a ser apenas um isolante comum.
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(b)

(h)

(@

Figura 11: Relagdo de dispersdo para A = 0, B = 0.5, e oito diferentes valores para A.

(a)A = 0.0, (b)A = 0.5, (c)A = 1.0, (d)A = 1.5, (e)A = 2.0, (HA = 2.5, (2)A = 3.0,

(h)A = 3.5.
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Figura 12: A relacdo de dispersdo para A = 0.0, B = 2 e quatro valores diferentes para t;.
a)t1 = 05, b)tl = 10, tl = 15, tl = 2.0. [21]
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Figura 13: Relagdo de dispersdo para A = 0.0, A = 1.5, e oito diferentes valores para B.

(h)

(@

(a)B =0.0,(b)B=0.1,(c)B=0.3,(d)B =04, (e)B=0.5,H)B =0.7, (g B = 1.0,

(h)B = 1.2.
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Figura 14: O comportamento da energia com B para A = 0, A = 2.0 e para trés diferentes

valores de k. (a)k, = 0.0, (b)k, = 0.5, (c)k, =7
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(@ (b
Figura 15: Relagao de dispersdo para B = 0.5, A = 1.5, e oito diferentes valores para A. (a)
A=0.0,0b)A=05)A=1.0,(d)A=20,()A=25 () A=3.5(g A=4.0,()
A =4.5.
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3.3 Hamiltoniana 7Tight Binding para um Isolante Topolégico com um termo de Acopla-
mento devido as Interacoes entre Segundos Vizinhos

Nessa secao determinamos a Hamiltoniana tight binding para uma rede quadrada in-
serindo o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos. Para a construcao
desta Hamiltoniana tight binding vamos levar em conta as interacdes entre primeiros vizinhos
e a perturbacdo proporcionada pelo termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos
vizinhos.

A Hamiltoniana tight binding para um isolante topoldgico € descrita na equacao
(A.33) do apéndice (A), incluindo além das interacdes entre primeiros vizinhos € inserido na
Hamiltoniana tight binding o termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos vizi-

nhos. Logo temos,

Hy = Z ((6((]8) — 2t (cos(k,a) + cos(kya)) — 4tP) {cos(k,a) cos(k:ya)}> azvsak,s—l— (3.10)
k;

+ <2it1 [sin(kya) + isin(k,a)] + 2iv/2t; (sin(k,a) cos(kya) + i sin(k,a) cos(kw))) a,t;vsbk7p+
+ (e(()p) — 2t,(cos(kya) + cos(kya)) — 425](,2) {cos(k,a) cos(k:ya)}> b,t’pbkp +
+ <2it”{[— sin(k,a) 4 i sin(kya)] + 2iv/2t; (— sin(kya) cos(kya) + i sin(k,a) cos(km))) pram) :

os termos de interacdo entre terceiros vizinhos ndo sio levados em consideracao na Hamiltoni-
ana acima.

Fazendo as seguintes substitui¢cdes,

(t,—t, = 2B,
ty) — 17 = 2B,,
el — e yat, — at, + 4t — atl?) = 2A,

A = 2it,,
AQ - 2it2,
) _e(P)

e(k) = 929 — (1, + t,)(cos(kea) + cos(kya)) — 2(t8) + ) (cos(kya) cos(kya)),

\

a Hamiltoniana, torna-se

Hy = Z <(€(k) + A = 2B(2 — cos(kya) — cos(kya)) — 2By (2 — 2 cos(k,a) cos(kya)) az7sak,s+

(3.11)
+ (A[sin(/%a) + isin(kya)] + AyV2 (sin(k,a) cos(kya) + isin(k,a) cos(kwa))) al,sbk,ﬁ

+ (é(k) = A + 2B(2 — cos(kya) — cos(kya)) + 2B(2 — 2 cos(k,a) cos(kya))) prbk’p

(—A*[_ sin(kya) + isin(kya)] — AS\@ (—sin(k,a) cos(kya) + isin(kya) cos(k:w))) blﬁpam) )
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A partir da equagdo (3.11), podemos determinar relacdao de dispersao da energia de
um isolante topoldgico inscrito numa rede quadrada infinita, devido as interagdes entre primei-
ros vizinhos e com termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos, que €

escrita como

E = \/A2 + (A — 4B + 2B(cos(k,a) + cos(kya)) — 4By + 4By (cos(kya) cos(kya)))?,
(3.12)

onde
A? = A%(sin® (kya) +sin®(kya)) +2vV2A Ay (sin? (k,a) cos(kya) +sin®(kya) cos(k,a)) (3.13)

+2A43(sin® (kya) cos®(kya) + sin®(kya) cos®(kya)).

Novamente negligenciamos o termo €(k) da relacdo de dispersdo (3.12) por for-
necer apenas uma mudanca total de energia para todos os estados sem alterar os perfis das
fun¢des de onda, ndo alterando, assim, os pontos onde ocorrem as transi¢des de fase e as pro-
priedades topoldgicas do modelo. Observe que A — 2B(2 — cos(k,a) — cos(kya)) — 2B (2 —
2 cos(kya) cos(kya) € a versao microscépica modificada do termo de massa M (k) do modelo
original. A modificacdao do termo de massa é devido a perturbacdo causada pelo termo de aco-
plamento devido as interagdes entre segundos vizinhos.

Nas Figuras (16, 17 e 18) podemos observar a estrutura das bandas da energia para
um Isolante Topoldgico inscrito numa rede quadrada com interacdes entre primeiros vizinhos
e com o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos. Todas as figuras
foram feitas para oito diferentes valores do A. Os parametros A e B sdo mantidos fixos, pos-
suindo o mesmo valor igual a 1.0. Nestas figuras podemos observar que o comportamento das
bandas de energia variam sensivelmente com o valor de A. A variacdo do valor de A induz
uma mudanga na regido onde acontece o gap do bulk, variando da regido onde k, = 0 e &k, = 0,
Figuras (16(a), 17(a) e 18(a) ) e para k, = £7 e k, = £, Figuras (16(h), 17(h) e 18(h) ). Ob-
servamos que com o aumento cadenciado da intensidade dos segundos vizinhos, a relacdo de
dispersao do Isolante Topoldgico sofre uma modificagdo gradual, onde aumentam as energias
para os vetores de onda maiores

Pode ser observado também que na equagdo (3.12) da relagdo de dispersdo existem
varios pontos criticos no espectro onde o gap entre as bandas de valéncia e condugdo se tocam
para vdrios valores de A/B. Os vetores de onda para o gap zero na rela¢do de dispersdo sdo

determinados pelo seguinte equagao:

A = 4B — 2B(cos(kya) + cos(kya)) + 2B2(2 — 2 cos(kza) cos(kya)) — 4B,. (3.14)
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A tabela abaixo mostra as combinagdes do parametros que fornecem o valor para o

gap zero nas bandas de energia. O gap encontra-se fechado em

BZ | ky | Ky A

r 0|0 —4 B,
X1| 0| 7 |4B+Bsy)
X2 | 7w | 0|4B+ Bs)
M | m | 7| 8B —4By

Tabela 2: As combinagdes dos vetores de onda e o A resultando num espectro gapless com os
respectivos pontos na zona de Brillouin.

Observe que os gaps ocorrem em diferentes pontos da zona de Brillouin desdo
do cone original de Dirac em I'(0,0) para X 1(m,0), X2(0,7) e M(m, 7). O fechamento do
gap em M ocorre em A = 8B — 4B,, enquanto o fechamento do gap em X; e X, ocorre
simultaneamente em A = 4(B + B,). Nesses pontos ocorre uma transicao de fase topoldgica
quantica.

Consideramos agora o efeito dos segundos vizinhos no sistema descrito acima. Em
geral, a interacdo entre segundos vizinhos é bem menor que a interacao entre primeiros vizinhos.
Aqui para fazermos um estudo mais completo vamos analisar o sistema para vdrios valores dos
parametros de interacdo entre segundos vizinhos. A Figura (19), mostra a relagdo de dispersao
para um isolante topoldgico num gréfico de contorno para oito valores diferentes do pardmetro
de hopping devido o termo de acoplamento relacionado com a interagdo spin-Orbita. Na figura, a
energia aumenta da cor azul para a vermelha, nds escolhemos os seguintes valores para A = 2.0,
B =1.0,A=1.0e By = 0.2, observe que o aumento no valor do parimetro de hopping devido
ao termo de acoplamento (A5) ndo varia a posicdo de onde se encontra o gap entre as bandas de
energia de um isolante topoldgico, ele apenas translada as bandas de energia.

Na Figura (20) fixamos os valores dos parametros A = 1.0, B = 1.0, Ay = 0.2
e A = 0.0, para mostrar o grifico de curvas de nivel para diferentes valores do parametro
B;. De acordo com a Tabela (2) para B, = 0 o gap de energia se fecha apenas no ponto I
da zona de Brillouin, diferentemente do resultado encontrado para estrutura de bandas de um
isolante topoldgico com somente interacdes entre primeiros vizinhos onde gap se fecha em
todos os pontos de alta simetria da zona de Brillouin. Com o aumento do valor do pardmetro
Bs podemos notar que o ponto I da zona de Brillouin € transladado de A = 0.0, para um
novo ponto que, depende do valor do parametro By como € observado na Tabela (2). A energia
aumenta com o valor Bs ( do azul para o vermelho).

Na Figura (21) € mostrado o grafico de contorno para diferentes valores do parametro
A, para este caso os parametros A, B, A; e B, sdo mantidos fixos com os respectivos valores

1,5, 0.5, 0.9 € 0.10. Como nas figuras anteriores a energia aumenta da cor azul para a verme-
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lha. Na subfigura (a) € mostrado o ponto critico onde gap encontra-se fechado na relacdo de
dispersao para o ponto I' da zona de Brillouin. Na subfigura (f) acontece a transicdo de fase
topoldgica quantica, nos pontos X; e X, da zona de Brillouin. Na subfigura (h) temos outra
transicdo de fase, mas, neste caso, o sistema deixa de ser um Isolante Topolégico, passando a
ser apenas um isolante comum. Observe que as energias das bandas mudam significativamente
a medida que o valor de A é aumentado. Quando comparamos o caso das interacdes entre
primeiros vizinhos, com o caso das interagdes entre primeiros vizinhos e com o termo de aco-
plamento devido as interacdes entre segundos vizinhos, observamos que as interacdes com o
termo de acoplamento fornecem muito mais possibilidades da existéncia de pontos de transi¢ao
de fase.

Portanto, pelas Figuras (16, 17 e 18), é observado que o aumento gradual dos
parametros de acoplamento devido as interacdes entre segundos vizinhos produzem uma mudanga
total da energia para todos os estados e modificam as regides topoldgicas dos pontos onde ocor-
rem os gaps nulos correspondendo as transicoes de fase do modelo variando, assim, o range

onde o material se comporta como isolante topoldgico.
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Figura 16: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.2, B = 1.0, By = 0.2, e oito diferentes

valores para A. (a) A = —0.80, (b) A = 0.0, (c) A = 1.0, (d) A = 2.0, (e) A = 3.0, ()
A =48 () A=6.0,(h) A=712.
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Figura 17: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.6, B = 1.0, By = 0.6 e oito diferentes
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Figura 18: Relacgdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 1.0, B = 1.0, By = 1.0 e oito diferentes
valores para A. (a) A = —4.0,(b) A = —2.0, (¢) A = —1.0,(d) A = 0.0, (e) A = 1.0, (f)
A =20,(g) A=23.0,Mh A=38.0.
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Figura 19: Relagdo de dispersdo para A = 2.0, B = 1.0, B, = 0.20e A = 1.0, e oito
diferentes valores para As. (a) Ay = 0.10, (b) Ay = 0.20, (c) Ay = 0.30, (d) Ay = 0.40, (e)
As = 0.50, (f) Ay = 0.60, (g) Ay = 0.70, (h) Ay = 0.80.
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Figura 20: Relagao de dispersdo para A = 0.0, B = 1.0, A = 1.0, Ay = 0.20, e oito diferentes
valores para Bs. (a) By = 0.00, (b) By = 0.20, (c) B, = 0.40, (d) B, = 0.50, (e) By = 0.70,
(f) B, = 0.80, (g) By = 0.90, (h) B, = 1.00.
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1.5, Ay

0.5, B, =0.10, A

diferentes valores para A. (a) A = —0.40, (b)) A =0.0,(c) A =1.0,(d) A = 1.5, (e) A = 2.0,

() A =24, (g) A =3.0, (h) A = 3.6.

Figura 21: Relacao de dispersao para B
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3.4 Hamiltoniana Tight Binding com um termo de Acoplamento entre Segundos e Tercei-
ros Vizinhos

Nessa secdo, determinamos a Hamiltoniana tight binding para uma rede quadrada
inserindo o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos. Para
a construcao desta Hamiltoniana tight binding vamos levar em conta as interacdes entre primei-
ros vizinhos e a perturbacdo proporcionada pelo termo de acoplamento devido as interacdes
entre segundos e terceiros vizinhos.

A Hamiltoniana tight binding para um isolante topoldgico € descrita na equacao
(A.33) do apéndice (A), incluindo além das interacdes entre primeiros vizinhos € inserido na
Hamiltoniana tight binding o termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos e ter-

ceiros vizinhos. Logo temos,

Hy, = Z ((688) — 2t (cos(k,a) + cos(kya)) — 4t {cos(k,a) cos(kya)} (3.15)
k

—2t) (cos(2k,a) + cos(2kya))) af ar.s + (A1 (k) + Az(k) + As(k)) af beyp
+ (e(()p) — 2t,(cos(kya) + cos(kya)) — 475;2) {cos(k,a) cos(kya)} — 2t1(?3) (cos(2k,a) + Cos(2k:ya))> bL,pbkp
+ (Af(R) + A3(k) + A3(K)) ) 0,
onde A, (k) = 2it,[sin(k,a)+isin(kya)], Az(k) = 2iv/2t; (sin(k,a) cos(kya) + isin(k,a) cos(k,a))
e Az(k) = 2it}[sin(kya) + isin(kya)].

Fazendo as seguintes substitui¢des, na equacao (3.15)

t,—t, = 2B,

) — 1 = 2B,,

9 — ¥ = 2B,

el — e+ at, — at, + 48P — 4t + 4t — 4P = 2A,

A = 2ity,
Ay = 2ity,
Ag = 2it3,

e(k) = 99 (1, 1 t,)(cos(kya) + cos(kya)) — 202 + t2) (cos(kya) cos(kya))
—(t9 4+ t,()g))(cos(kxa) + cos(kya)),

\

a expressao entao torna-se

Hy = Z ((e(k) + A = 2B(2 — cos(kya) — cos(kya)) — 2Ba(2 — 2 cos(k,a) cos(kya))
’ (3.16)

—2B5(2 — cos(2k,a) — cos(2kya))) agsa;w + (A(sin(kya) + isin(kya))
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+ A5V (sin(kya) cos(kya) + i sin(kya) cos(kea)) + As(sin(2k,a) + isin(Zkya))> al Dyt
+ (k) — A + 2B(2 — cos(kya) — cos(kya)) + 2B(2 — 2 cos(kya) cos(kya))
+2B3(2 — cos(2k,a) — cos(2kya))) b, by + (—A* (= sin(kea) + i sin(kya))
— A5V/2 (- sin(kya) cos(kya) + i sin(kya) cos(kea)) — AL(— sin(2ka) + isin(Qkya))) b;,pak,s)

A partir da equacgdo (3.16) podemos determinar a relacdo de dispersdo da energia
para as interagdes entre primeiros vizinhos com o termo de acoplamento devido as interacdes

entre segundos e terceiros vizinhos. Assim temos

E = \/A2+(A—D)2, (3.17)

onde D = 2B(2—cos(kya) — cos(kya)) +2B(2 — 2 cos(k,a) cos(kya)) +2Bs (2 — cos(2k,a) —
cos(2kya)) e

A? = A?(sin’(k,a) + sin?(kya)) + 24 A5 (sin’(k,a) cos(k,a) + sin’(k,a) cos(k,a))
2AA;(sin(k,a) sin(2k,a) + sin(kya) sin(2k,a)) + A3 (sin®(k,a) cos®(k,a) + sin®(k,a) cos®(k.a))
2 A5 A3(sin(2k,a) sin(k,a) cos(kya) + sin(2k,a) sin(k,a) cos(k,a)) + A3(sin?(2k,a) + sin®(2k,a)).

(3.18)

+
+

Novamente negligenciamos o termo ¢(k) da relagao de dispersao (3.17) por fornecer apenas uma
mudanga total de energia para todos os estados sem alterar os perfis das fun¢des de onda, ndo
alterando, assim, os pontos onde ocorrem as transi¢coes de fase e as propriedades topologicas
do modelo. Observe que A — 2B(2 — cos(k,a) — cos(kya)) — 2By(2 — 2 cos(k,a) cos(kya)) —
2B3(2 — cos(2k,a) — cos(2kya)) € a microscopica versdo modificada do termo de massa M (k),
do modelo original. A modificacdo do termo de massa é devido a perturbacdo causada pelo
termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos.

Nas Figuras (22, 23 e 24) podemos observar a estrutura das bandas de energia para
um isolante topoldgico inscrito numa rede quadrada com interacdes entre primeiros vizinhos e
com o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos. Todas as
figuras foram feitas para oito diferentes valores do A, os parametros A e B sdo mantidos fixos,
possuindo o mesmo valor igual a 1.0, enquanto os parametros relacionados com as interagdes
entre segundos e terceiros vizinhos sdo modificados para cada figura. Nestas figuras podemos
observar que o comportamento das bandas de energia variam sensivelmente com o valor de A.
A variagdo do valor de A induz uma mudanga na regido onde acontece o gap do bulk, variando
da regido onde k£, = 0 e k, = 0 como visto nas Figuras (22(a), 23(a), € 24(a)) e para k, = 7
e k, = £ Figura (22(h), 23(h) e 24(h)). Observe que, o aumento gradual da intensidade

dos parametros de interacao dos segundos vizinhos e dos terceiros vizinhos, faz com que a
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relacdo de dispersdo do isolante topoldgico sofra uma modificacdo gradual , as quais trazem
contribui¢des ao espectro que aumenta as suas energias para os vetores de onda maiores.

Pode ser observado também que na equacao (3.17) da relagao de dispersao existem
varios pontos criticos no espectro onde o gap entre as bandas de valéncia e condugdo se tocam
para varios valores de A/B. Os vetoresde onda para gap zero na relagdo de dispersdo sdo

determinados pela seguinte equagao:

A = 4B—2B(cos(kya)+cos(kya))+2By(2—2 cos(kya) cos(kya))+2Bs(2—cos(2k,a)—cos(2k,a))
(3.19)
—4By — 4B;3.

A tabela abaixo mostra as combinagdes dos parametros que fornecem o valor para o gap zero

nas bandas de energia. O gap encontra-se fechado em

BZ |k, | k, A

T [ 0]0] —4(B,+ Bs)
X1 0 ™ 4(B + BQ - Bg)
X2 | 7| 0| 4B+ By — Bsy)
M |« | 7 | 8B—4(B, + Bs)

Tabela 3: As combinagdes dos vetores de onda e o A resultando num espectro gapless com os
respectivos pontos na zona de Brillouin.

Observe que os gap ocorrem em diferentes pontos da zona de Brillouin, desdo do
cone original de Dirac em I'(0,0) para X 1(m,0), X2(0,7) e M(m, 7). O fechamento do gap
em M ocorre em A = B — 4(Bs + Bj), enquanto o fechamento do gap em X; e X, ocorre
simultaneamente em A = 4(B + By — Bj). Nesses pontos ocorre uma transi¢do de fase
topoldgica quantica.

Consideramos agora o efeito dos terceiros vizinhos no sistema descrito acima. Em
geral a interac@o entre terceiros vizinhos é bem menor que a interagdo entre primeiros e se-
gundos vizinhos. Como nos casos anteriores para fazermos um estudo mais completo vamos
analisar o sistema para varios valores dos parametros de interagdo entre terceiros vizinhos. A
Figura (25) mostra a relacdo de dispersdo para um isolante topoldgico num grafico de con-
torno para oito valores diferentes do parametro de hopping devido ao termo de acoplamento
spin-6rbita relacionado com as interagdes entre terceiros vizinhos, na figura, a energia aumenta
da cor azul para a vermelha, nés escolhemos os seguintes valores para A = 2.0, B = 1.0,
A =1.0, Ay = 0.2 By = 0.2 e B3 = 0.04 observe que o aumento no valor do parametro de
hopping devido ao termo de acoplamento entre terceiros vizinhos (A3) ndo varia a posicdo de
onde se encontra o gap entre as bandas de energia de um isolante topoldgico, ele apenas dar um

shifts na energia.
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Na Figura (26) fixamos os valores dos parametros A = 1.0, B = 1.0, B, = 0.2,
Ay = 0.2, A3 = 0.2 e A = 0.0, para mostrar o grafico de contorno para diferentes valores
do parametro Bs. De acordo com a Tabela (3) para B3 = 0.0 o ponto onde ocorre a transi¢ao
de fase no ponto I' da zona de Brillouin, encontra-se em A = —0, 8, sendo transladado da sua
posicdo original, diferentemente do resultado encontrado para estrutura de bandas de um iso-
lante topolégico com somente interagdes entre primeiros vizinhos onde gap se fecha em todos
os pontos da zona de Brillouin, com o0 aumento do valor do parametro B3 podemos novamente
transladar o ponto I' da zona de Brillouin. Caso semelhante aconteceu quando analisamos o
papel do parametro B, na Figura (20) e em ambos os casos 0 novo ponto para essa transi¢ao
de fase, depende do valor dos parametros B3 e By como € observado na tabela (3). A energia
aumenta com o valor B3 (do azul para o vermelho), mas de uma maneira diferente em relagcdo
a Figura (25).

Na Figura (27) € mostrado o grafico de contorno para diferentes valores do parametro
A, para este caso os parametros A, B, Ay, By, A3 e B sdo mantidos fixos com os respectivos
valores 1,5, 0.5, 0.9, 0.10, 0.63 e 0.02. Como nas figuras anteriores a energia aumenta da cor
azul para a vermelha. Na subfigura (a) € mostrado o ponto critico onde gap encontra se fe-
chado na relagdo de dispersao para o ponto [' da zona de Brillouin. Na subfigura (f) acontece a
transi¢do de fase topoldgica quantica, nos pontos X; e X, da zona de Brillouin. Na subfigura
(h) temos outra transicdo de fase, mas neste caso, o sistema deixa de ser um isolante topolégico
passando a ser apenas um isolante comum. Observe que as energias das bandas mudam sig-
nificativamente a medida que o valor de A é aumentado. Quando comparamos o caso das
interacodes entre primeiros vizinhos, com o caso das interacdes entre primeiros vizinhos e com o
termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos, observamos que
as interagdes com o termo de acoplamento fornecem muito mais possibilidades da existéncia de
pontos de transi¢ao de fase.

Na Figura (28) € mostrado a energia para cada ponto da zona de Brillouin, cla-
ramente podemos observar que, para A = 0.0 ndo existe nenhum estado de zero-gap, isto é
devido a adicao do termo de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos ao modelo com
somente interagdes entre primeiros vizinhos. O gap encontra-se fechado em diferentes pontos
quando A ¢é variado. E interessante observar como as Figuras (12) e (28) mostram diferentes
comportamentos para os espectros de energia.

Nés temos estudado teoricamente o efeito da perturbacdo causada pelos termo de
acoplamento devido as intera¢des entre segundos e terceiros vizinhos sobre isolante topologicos
usando um modelo tight-binding. Verificou-se que a banda de energia varia drasticamente
em funcdo dos parametros de hopping relacionados com as interagdes entre segundos e ter-

ceiros vizinhos. Portanto, pelas Figuras (22, 23 e 24) é observado que o aumento cadenci-
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ado dos parametros de acoplamento devido as interacdes entre segundos vizinhos produzem
uma mudanca total da energia para todos os estados e modificam os pontos onde ocorrem as
transi¢des de fase do modelo variando, assim, o range onde o material se comporta como is0-

lante topolégico.
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Figura 22: Relagdo de dispersdo para A = 1.00, A, = 0.20, A3 = 0.04, B = 1.00, B = 0.20,

B3 = 0.04 e oito diferentes valores para A. (a) A = —0.96, (b) A = 1.00, (¢c) A = 2.00, (d)
A =3.00, (e) A =4.64, (f) A =5.00, (g) A =6.00, (h) A = 7.04.
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Figura 23: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, Ay = 0.5, A3 = 0.25, B = 1.0, By = 0.6,
B3 = 0.25 e oito diferentes valores para A. (a) A = —3.00, (b) A = —1.00, (¢) A = 0.00, (d)
A =1.00, (e) A = 2.00, (f) A = 3.00, (g) A = 4.00, (h) A = 5.00.
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Figura 24: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.8, A3 = 0.35, B = 1.0, By = 1.0,
B3 = 0.35 e oito diferentes valores para A. (a) A = —4.60, (b) A = —2.00, (¢) A = —1.00,
(d) A =0.00, (e) A = 1.00, (f) A = 2.00, (g) A = 4.00, (h) A = 5.80.
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(8 (h)
Figura 25: Relag@o de dispersdo para A = 2.0, B = 1.0, B, = 0.20, A, = 0.2, B3 =0.04 ¢
oito diferentes valores para As. (a) A3 = 0.05, (b) A3 = 0.10, (¢) A3 = 0.20, (d) A3 = 0.30,
(e) A3 = 0.50, (f) A3 = 0.60, (g) A3 = 0.80, (h) A3 = 1.00.
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(8 (h)
Figura 26: Relagdo de dispersdao para A = 0.0, B = 1.0, A = 1.0, Ay = 0.20, A3 = 0.20 e oito
diferentes valores para B3. (a) By = 0.00, (b) B3 = 0.20, (c) B3 = 0.40, (d) B3 = 0.50, (e)

By = 0.60, (f) B, = 0.70, (g) By = 0.80, (h) By = 1.00.



(8 (h)
Figura 27: Relagao de dispersdo para B = 0.5, B, = 0.10, B3 = 0.02, A = 1.5, A, = 0.9,
Az = 0,63 e oito diferentes valores para A. (a) A = —0.48, (b) A = 0.00, (¢c) A = 0.50, (d)
A =1.00, (e) A = 2.00, () A = 2.32, (2) A = 3.00, (h) A = 3.50.
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Figura 28: A relacdo de dispersdo para diferentes valores de A, para t; = 0.5, t5 = 0.3,
t3=02B=1,By,=04¢e B3 =0.2a)A =0.0,b)A = 0.6, A = 2.0, A = 2.6. [21]
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4 MODOS DE BORDA

Até agora, n6s desenvolvemos um modelo simples para estudar as propriedades das
estruturas de bandas do bulk de um isolante topologico Zs, baseado numa Hamiltoniana tight-
binding inscrita numa rede quadrada infinita com interacdes entre primeiros vizinhos e sobre o
efeito de uma perturbacdo causada pelo termo de acoplamento que relaciona as interacdes entre
segundos e terceiros vizinhos

Vamos agora calcular o espectro das bandas de energia para um Isolante Topolégico
numa rede quadrada finita, para mostrar explicitamente a existéncia de estados protegidos de
borda para um regime topoldgico nao trivial. A introducdo dos estados de borda leva a quebra
da invariancia translacional, induzindo o acoplamento entre os cones de Dirac. Na descri¢ao do
sistema em questao, dizemos que a fita estd localizada no plano (xy), garantindo a periodicidade
da rede na dire¢do x (—oo < x < 00) e limitando o niimero de linhas atdbmicas em /N na dire¢ao

y(n=1,2,3,...), como mostra a Figura (29) [22 23]].

P

® o ¢ -
o I oo -
oo o o o .
o oo

L

-

z

Figura 29: Fita finita em uma dimensao

4.1 Geometria de Fita com a Borda Reta para a Interacao entre Primeiros Vizinhos

Na geometria de fita com a borda reta mostrada na Figura (29) os elétrons estdo
confinados dentro de uma tira entre as linhas y = a e y = Na. A invariancia translacional
ao longo do eixo x € ainda mantida, permitindo, assim, a constru¢ao do estado de Bloch em
1D com o momento do cristal sendo k,, onde k, é medido em unidades de 1/a com a sendo o
parametro da rede. Para introduzir os estados de borda vamos reescrever a nossa Hamiltoniana
tight-binding com somente interacdes entre primeiros vizinhos em termos dos parametro de
hopping entre as linhas vizinhas. Vamos inicialmente considerar a Hamiltoniana tight-binding

no espago das configuragdes. A Hamiltoniana a ser utilizada j4 foi calculada no Capitulo 3, veja
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a equacao (3.3), e é dada por,

—eo E stazs——g alsajs—i—Hc —|—6 E azpalyp——g azpaLp—l—Hc)

4.1
+ Z(exp (0;5) tla;saw + H.c.),
i,J

onde o somatdrio sobre ¢ e j € executado sobre todos os sitios da rede. O termo %T,a (a;,) cria
(aniquila) um elétron no sitio ¢ do orbital o, onde o esta representando o orbital s ou p. t;
e t, sdo os termos de hopping para o mesmo orbital e possuem valores constantes. O termo
exp (10;;)t1 (exp (—ib,;)t}) depende da orientacdo da rede e 6;; € o Angulo do vetor de onda de

propagagdo na rede (¢;; = 0, 7/2, 7, 37/2).
Devido a periodicidade que a rede manifesta devemos pesquisar a dinamica dos
efeitos das interacdes no espaco dos momentos. Entdo a simetria translacional em uma dire¢ao,

nos permite usar a transformada de Fourier nos operadores aj

dos sitios da rede. Definimos os operadores aL . € ai., em fungdo do vetor de onda, através das

e a; expresso nas coordenadas

defini¢des abaixo,

1 -
al = N > af,, explik - 7] (4.2)
k,n
€
]_ —
=75 > g expl—ik - 7, (4.3)
k,n

onde 7; indica o vetor do sitio 7, ¢ N é o nimero dos sitios naredeen = 1,2, 3, ..., Ny, sendo

Ny o nimero total de linhas atdmicas na direcao finita. Aplicando as transformagdes obtemos,

H(k) = Z ((eés) + 2t cos(k:xa))azwﬁak“,s + 2ty sin(kxa)almmsakm,p 4.4)

kz,j

T T ; T T
+ts(ay, j.sOhejras T A, Ohyjas + 1(a) 5 Chy jrap = O, . sOhej—ap)
(e(p) + 2t, cos(kpa))al . ap, ;p— 2it sin(kya)al . ap,
0 P x ke,j,pWka,dsp 1 x kw,j,p%ka,d,s
T T FEy T
+tp(akz,j,pakr7j+a7p _I— ak)z,j,pakmvj_avp + Ztl (akz ’j’pakz,j-'ra,S - akz,],pakm 7j_a75> :
A Hamiltoniana tight-binding para um Isolante Topoldgico com interacdes entre primeiros vi-

zinhos descrita acima pode ser escrita na forma matricial, ou seja,

Z T 0 0
" r, z 1 oo .. “s)
o, oz 1l | '



77

onde

7 eés) + 2t cos(k,a) Asin(k,a) I — ts —A/2 4.6)
Asin(k,a) ) + 2t cos(ka) A2t

ot AR
o\—ap ot )

Vamos agora mostrar a relacao de dispersdao para um isolante topolégico para uma
rede quadrada finita com N = 30 linhas atdbmicas. Em todos os nossos resultados mostrados
aqui usamos A = 1.0 e B = 1.0. A Figura (30) mostra o espectro de energia (borda + bulk)
para diferentes valores de A, observe que a localizacdo dos modos de borda se movem da
regido central A < 4B para os limites da figura A > 4B. Assim, a velocidade de grupo que
se intercepta com o nivel de Fermi inverte seu sinal, refletindo a mudanca de sinal de ofcy no
bulk. Isto pode ser considerado como a expressao concreta da correspondéncia bulk/borda no
presente caso.

Pela Tabela (1) do Capitulo (3), podemos encontrar os valores associados ao parametro
A responsaveis pelos pontos onde ocorrem as transi¢des de fase topoldgicas como podem ser
vistos nas subfiguras (a, d e h) da Figura (30). Na subfigura (a) podemos observar o ponto I
da zona de Brillouin, neste ponto o gap entre as bandas de conducao e de valéncia se fecham,
fazendo com que o material deixe de ser um isolante trivial passando a ser um Isolante To-
poldgico. Na subfigura (d) podemos observar os pontos X; e X5 da zona de Brillouin, nestes
pontos ocorre o fechamento dos gaps entre as bandas de condugao e de valéncia. Nesses pontos
o material sofre uma transicao de fase topoldgica invertendo o sinal do valor da condutividade
Hall. Na subfigura (h) podemos observar o ponto M da zona de Brillouin, neste ponto o material

deixa de ser um Isolante Topoldgico passando a ser um isolante trivial.
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sdo para A = 1.0, B = 1.0 e oito diferentes v

(2)

Figura 30: Relacdo de disper

para A. (a)

alores

A = 0.00, (b) A = 1.00, (c) A = 3.00, (d) A = 4.00, () A = 5.00, () A = 6.00, (g)

A =17.00, (h) A =8.00.
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4.2 Geometria de Fita com a Borda Reta Devido o Termo de Acoplamento entre Segun-
dos Vizinhos

Vamos agora analisar a Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita finita com
interagdes entre primeiros vizinhos e sobre o efeito da perturbacio oriunda do termo de acopla-
mento devido as interacdes entre os segundos vizinhos. Para introduzir os estados de borda
vamos reescrever a nossa Hamiltoniana tight-binding com interagdes entre primeiros vizinhos
e com o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos em termos dos
parametros de hopping entre as linhas vizinhas. Vamos inicialmente considerar a Hamiltoniana
tight-binding no espaco das configuragdes, a Hamiltoniana a ser utilizada ja foi calculada no

Capitulo 3 e ¢ dado pela equacao (3.10),

— 60 Za”azs — —Z azsa]s+Hc —|—6 Zazpazyp — —Z alpa]7p+Hc)
4.7)
i £ f ty i
+ Z(exp (i0;5) tia; Ja;p + H..)— TR Z(ai,s%s + H.c.) — CE Z( a; ,ajp + H.c. )
,] 2,] 2y
+ Z(exp (i0;) tza;sa@p + H.c.),
4,
onde o somatdrio sobre ¢ e 7 € executado sobre todos os sitios da rede, aza(aivg) cria (aniquila)

um elétron no sitio ¢ do orbital o, onde o representa o orbital s ou p. i, 1, tg ) e t(2)

$d0 08
termos de hopping para o mesmo orbital e possuem valores constantes. Os termos exp (i6;;)t;
(exp (—1i0;;)t7) e exp (i0;;)t2, (exp (—it);)t5) dependem da orientagdo da rede, onde 0;; € o
angulo do vetor de onda de propagacao na rede em relagdo as ligagdes entre primeiros vizinhos
(05 = 0, w/2, 7, 3m/2). 0; é o angulo do vetor de onda de propagagdo na rede em relagdo as
interagdes entre segundos V1z1nh0s (0; = 7 /4, 3w /4, 57 /4, Tr/4). Devido a periodicidade da
rede na dire¢do x, vamos novamente pesquisar a dinamica dos efeitos das interagdes no espago
dos momentos. Entdo a simetria translacional em uma direcdo, nos permite usar a transformada

de Fourier nos operadores a;-r

operadores aL ., € ar, em fungdo do vetor de onda, através das defini¢des abaixo,

e a; expresso nas coordenadas dos sitios da rede. Definimos os

]_ —
_ T M=
— g ay, , explik - 7] (4.8)
VN o

1 R
= \/_N Z g €Xpl—ik - 7], 4.9)
k,n
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onde 7 indica o vetor do sitio ¢, ¢ N é o nimero dos sitiosnaredee n = 1,2, 3, ..., Ny, seja Ny

o numero total de linhas atdmicas na direcao finita. Aplicando as transformagdes obtemos,

H(k) =3 (7] an 50+ 82 @ eos(hya)al, ah, jias + 2c05(kat)al._ 0k, )
ke.j
(4.10)

1 i t
2t cos(koa))ay, ; an, js + 2ity sin(kea)ag ; Qx5
T T ; T t
+ts(a’k;z7j75ak)z,j+a,s + ak}x,j,sakwvjfavs) + Ztl (ak,‘x,j,sakz»jJra’p - ak%,j,Sak‘I’jfa»p>

t . . t . :
= (2isin(kpa) + 2i cos(kxa))a,tx’j,sakhﬁa’p + %(22 sin(kya) — 24 cos(kxa))azx,j’sakmj,a,p

V2

® 1 2) T T
€0 Uk, i pQheip T by (2 cos(kxa)akz’j’pakz,ﬁa,p +2 cos(k:xa)akz,j’pakz,j_a,p)

+2t, cos(kxa))azwmakw,p — 2it] sin(kxa)a,tx’j’pakw,s

i i i i
Ftp(a, jpOksitap + Ok, j otk j-ap) T 0 (a 0k jtas = G jp0ks j—a.s)

* *

t2 .. . t 2
+\/§(—2z sin(kya) + 2i cos(kza))ay, ; k, jras + NG

Colocando a Hamiltoniana tight-binding para um Isolante Topoldgico com interacdes entre pri-

(—2isin(kya) — 21 cos(kxa))azﬂj’sakz,ja,p) :

meiros vizinhos e com o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos,

na forma matricial, logo temos;

Z Th 0 o0
r, z Tl o -
, (4.11)
0o I, z 1!
onde
7 e(()S) + 2t cos(ka) . Asin(k,a) 4.12)
Asin(k,a) e + 2t, cos(k,a)
B ts + 2t cos(kya) —A/2 + Ay /2(sin(kya) — cos(k,a))
AJ2 4+ Ay /2(sin(k,a) + cos(kpa)) tp, + 2t,(,2) cos(kza)
ot _ to+ 2t cos(kya) AJ2 + Ay /2(sin(kga) + cos(kpa))
' — A2+ Ag/2(sin(kya) — cos(kea)) t, + 2t8 cos(kya)

Vamos agora mostrar a relacio de dispersao para um isolante topolégico com interacoes
entre primeiros vizinhos e com um termo de acoplamento entre segundos vizinhos para uma
rede quadrada finita com /N = 30 linhas atdbmicas. Em todos os nossos resultados aqui vamos
usar A = 1 e B = 1. As Figuras (31, 32 e 33) mostram o espectro de energia (borda + bulk)

para diferentes valores de A, observe que a localiza¢ao dos modos de borda se movem da regido
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central A < 4(B + Bs) para os limites da figura A > 4(B + By). Novamente observamos que,
a velocidade do grupo que se intercepta com o nivel de Fermi inverte seu sinal, refletindo a
mudanca de sinal de o7, no bulk. Isto pode ser considerado como a expressdo concreta da
correspondéncia bulk/borda para este caso.

Pela Tabela (2) do Capitulo (3), podemos encontrar os valores associados ao parametro
A responsaveis pelos pontos onde ocorrem as transi¢oes de fase topoldgica como pode ser visto
nas subfiguras (a, f e h) das Figuras (31, 32 e 33). Nas subfiguras (a) podemos observar o
ponto I' da zona de Brillouin, neste ponto o gap entre as bandas de conducao e de valéncia se
fecham, fazendo com que o material deixe de ser um isolante trivial passando a ser um Isolante
Topologico. Nas subfiguras (d) podemos observar os pontos X; e X, da zona de Brillouin,
nestes pontos ocorre o fechamento simultaneamente dos gap entre as bandas de conducao e de
valéncia, nesses pontos o material sofre uma transi¢do de fase topoldgica invertendo o sinal do
valor da condutividade Hall. Nas subfiguras (h) podemos observar o ponto M da zona de Bril-
louin, neste ponto o material deixa de ser um Isolante Topolégico passando a ser um isolante
trivial.

A Figuras (34) mostra como a interacdo do termo de acoplamento entre segun-
dos vizinhos altera o espectro de bandas do bulk, podemos observar na subfiguras (a e c) a
sobreposicao dos espectros de bandas de energia no ponto I' da zona de Brilloun, o espectro de
banda da cor preta representa o descricao mais simples de um isolante topoldgico onde levamos
em conta somente as interacdes entre primeiros vizinhos, o espectro de banda nas cores verde,
roxa e azul claro representam o nosso modelo para um isolante topoldgico com interacdes entre
primeiros vizinhos sob o efeito do termo de acoplamento devido as interacdes entre segun-
dos vizinhos, os valores dos parametros de hopping para as interagdes entre segundos vizinhos
sdo; By = 0.2, Ay = 0.2, (estrutura de banda da cor verde) B, = 0.3, Ay, = 0.3, (estru-
tura de banda da cor roxa) By = 0.4 e Ay = 0.2 (estrutura de banda da cor azul claro). Os
parametros A e B sdo mantidos constante e com respectivos valores iguais a 1.0. Notamos que,
com o aumento da intensidade dos parametro relacionados com as interacdes entre segundos
vizinhos, a relacdo de dispersao para um isolante topoldgico sofre uma gradual modificacao, as
quais trazem contribui¢des ao espectro que aumentam as energias para vetores de onda maiores.
Nas subfiguras (b e d), podemos observar o efeito causado pela perturbacdo oriunda do termo
de acoplamento entre segundos vizinhos durante a primeira fase topolégica do material, nessa
fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall é positivo, essa fase se estende entre
—4By < A < 4(B + B,). Como pode ser observado a perturbac@o associada as intera¢des
entre segundos vizinhos provoca o aumento do tamanho do gap direto no bulk do material

Na subfiguras (e), podemos observar a sobreposicdo dos espectros de bandas de

energia nos pontos X; e X5 da zona de Brillouin, neste pontos podemos perceber uma inversao



82

do efeito da perturbacdo causado pelas interacdes entre segundos vizinhos em relacdo ao des-
crito na primeira fase topoldgica. Nas subfiguras (f e h), podemos observar o efeito causado pela
perturbacao oriunda do termo de acoplamento entre segundos vizinhos durante a segunda fase
topoldgica do material, nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall € negativo,
essa fase se estende entre 4(B+ Bs) < A < 8 B—4B,. Como pode ser observado a perturbagio
associada as interacdes entre segundos vizinhos provoca uma diminuicdo do tamanho do gap
direto no bulk do material

Portanto o efeito da perturbacdo causada pelas interacdes entre segundos vizinhos
depende da fase topoldgica do material, para —4B; < A < 4(B + Bs) a perturbag@o causada
pelas interacdes entre segundos vizinhos induz o aumento do tamanho do gap no bulk para um
Isolante Topoldgico, e para 4(B + Bs) < A < 8B — 4Bs o efeito da perturbagdo causada
pelas interacdes entre segundos vizinhos induz a diminui¢do do gap no bulk para um Isolante

Topoldgico.
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(a) (b)

S ) o N I

(©) )

(® (h)
Figura 32: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.3, B = 1.0, By = 0.3 e oito diferentes
valores para A. (a) A = —1.20, (b) A = 0.00, (¢) A = 2.00, (d) A = 3.00, (e) A = 4.00, (f)
A = 5.20, (g) A = 6.00, (h) A = 6.80.
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(a) (b)

(©) )

(® (h)
Figura 33: Relacdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.4, B = 1.0, By = 0.4 e oito diferentes
valores para A. (a) A = —1.60, (b) A = 0.00, (¢) A = 1.00, (d) A = 3.00, (e) A = 4.00, (f)
A = 5.60, (g) A = 6.00, (h) A = 6.40.
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Figura 34: Sobreposicoes das relagdes de dispersdo da energia nos pontos onde ocorrem as
transi¢des de fase.(a), (b), (c) e (d) transi¢ao de fase no ponto I', (e) e (f) transicao de fase nos
pontos X; e Xo, (g) e (h) transi¢ao de fase no ponto M
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4.3 Geometria de Fita com a Borda Reta Devido ao Termo de Acoplamento entre Segun-
dos e Terceiros Vizinhos

Vamos agora analisar a Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita finita com
interacoes entre primeiros vizinhos e sobre o efeito da perturbacdo oriunda do termo de acopla-
mento devido as interagdes entre os segundos e terceiros vizinhos. Novamente para introduzir
os estados de borda vamos reescrever a nossa Hamiltoniana tight-binding com interacdes en-
tre primeiros vizinhos e com o termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos e
terceiro vizinhos em termos dos parametros de hopping entre as linhas vizinhas. Vamos inicial-
mente considerar a Hamiltoniana tight-binding no espaco das configuracdes, a Hamiltoniana a

ser utilizada j4 foi calculada no Capitulo 3 e é dado por,

—eo E amaw——g azsa]s+Hc —|—6 E azpazyp——g alpa]7p+Hc)

(4.13)
i £ of ) of
+ Z(exp (i0;5) tia; Ja;p + H..)— TR ZZj:( S0+ H.c)— i ZJ:( ipip + H.c. )
i £ f ty) i
-n/ S
+ Z(exp (i0;;) taal ja;, + H.c.) — 5 Z(ai@ai»s + H.c.)— 5 Z(ai,pam + H.c.)
i,j i,J Y]

+ Z exp (i) tgag’sai,p + H.c.),

onde o somatorio sobre i e j € executado sobre todos os sitios da rede, alg(aiyg) cria (aniquila)

um elétron no sitio ¢ do orbital o, onde o esta representando o orbital s ou p. %, t,, t§2), t,(f),

¥ e t](f) sdo os termos de hopping para o mesmo orbital e possuem valores constantes. Os
termos exp (i6;;)t1, (exp (—i0;;)t7) exp (ib;)ta (exp (—ib};)t5) e exp (it];)ts (exp (—if};)t3)
dependem da orientagdo da rede. 0;; € o angulo do vetor de onda de propagac¢do na rede em
relacdo as interacdes entre primeiros vizinhos (¢;; =0, 7/2, 7, 37/2). 0;; € o angulo do vetor de
onda de propagacio na rede em relagdo as interagdes entre segundos vizinhos (0;; = /4,37 /4,
5m/4, Tr/4). 07; € o dngulo do vetor de onda de propagagdo na rede em relagio as interagdes
entre terceiros vizinhos (6;; = 0, 7/2, m, 37/2). Devido a periodicidade da rede na direcdo
x vamos novamente pesquisar a dindmica dos efeitos das interacdes no espaco dos momentos.
Entdo a simetria translacional em uma direc¢do, nos permite usar a transformada de Fourier nos
operadores a! e a; expresso nas coordenadas dos sitios da rede. Para definir os operadores aL}n

e ay, em fungdo do vetor de onda, através das defini¢des abaixo,

1 -
al = —=>al, explik - 7] (4.14)
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]_ d
a; = —— ayn €Xpl—ik - 73], 4.15
W; kon €XD] ] (4.15)

onde 7; indica o vetor do sitio 7, ¢ N é o nimero dos sitios naredeen = 1,2, 3, ..., Ny, sendo

Ny o nimero total de linhas atdmicas na direcao finita. Aplicando as transformagdes obtemos,

H(k) = ka,j (tgazzvj,sakm,s +15(2 cos(kza)a£z7j7sak$,j+1,s + 2cos(kma)ahj’sakx,j_l,s)
+-2t° cos(kxa))alz’j’sakw,s + A sin(kwa)alz,j’sakwp
+2t5 cos(2kxa))a2m’j,sakw7s + Aj sin(2kx&)alm,jysakmm
+t8(a2z,j,sakz,j+1,s + a;t;x,j,sakmfl,s) + é(aitm,j,sakz,jﬂ,p - aLx,j,sakz,jfl,p)
3, b g O, gy @hgo1,) (AL G, rop = Qf Gk, 5-2,)
+Ay(sin(k,a) + Cos(kzxa))alzz’j,sakﬁﬂl’p + As(sin(k,a) — cos(k:xa))azz’j’sakmj_l,p
+tﬁa,tw’j’pakz,j,p +t5(2 cos(kxa)azmj’pakwﬂm +2 Cos(kza)a,tm’pakw,m)
+2tP cos(kma))a,twvjvpakmﬁp + A sin(kxa)azw,jvpakmjﬁ
+2t8 cos(2k;xa))azz7j7pakw,j,p + As sin(2kxa)azz7j7pakw,jjs
P (af, g1 T Oy p0hi—10) = 3, 0 ii1s = Qe o10)
+t§<a;rcw,j,pakz,j+1,p + &Lx,j,pakzvjflﬁﬂ) - %(azx,j,pakmj+2,8 - a;tw,j,pakz,jfzs)
+ Ay (sin(k,a) — cos(k’gga))ath’pakw,ijs + As(sin(k,a) + Cos(k‘wa))aghjﬁakw,j_l,p)
(4.16)
Colocando a Hamiltoniana tight-binding para um Isolante Topoldgico com interagdes entre pri-

meiros vizinhos € com o termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos e terceiros

vizinhos, na forma matricial, logo temos;

Z T 0 0
r, z 1 oo ..
H(k) = T , (4.17)
0T, Z I -
onde
P eés) + 2t, cos(kypa) + 2t cos(2k,a) Asin(kya) + Az sin(2k,a)
Asin(kga) + Agsin(2k,a) e(()p) + 2t, cos(kya) + 2t cos(2k,a)
(4.18)
ty + 2t? cos(k,a) —A/2+ Ay /2(sin(k,a) — cos(k,a))
r AJ2 4+ As/2(sin(k,a) + cos(k,a)) tp + 2t cos(kya)
' ¢ — A2

Az /2 ty)
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to+ 2t cos(k,a) AJ2 + A /2(sin(kpa) + cos(kpa)) ¢ As/2
—A/2 + Ay/2(sin(kya) — cos(kya)) t, + 25 cos(kya) ¥ —A45/2
Vamos agora mostrar a relacio de dispersao para um isolante topolégico com interacdes

entre primeiros vizinhos e com um termo de acoplamento devido as intera¢des entre segundos
e terceiros vizinhos para uma rede quadrada finita com N = 30 linhas atomicas. Em todos
0s nossos resultados aqui vamos usa A = 1 e B = 1. As Figuras (35, 36 e 37) mostram o
espectro de energia (borda + bulk) para diferentes valores de A, observe que a localizagdo dos
modos de borda se movem da regido central A < 4(B + B, — Bj3) para os limites da figura
A > 4(B + By — Bs). Novamente observamos que, a velocidade de grupo que se intercepta
com o nivel de Fermi inverte seu sinal, refletindo a mudanga de sinal de o3, no bulk. Isto pode
ser considerado como a expressao concreta da correspondéncia bulk/borda para este caso.

Pela Tabela (3) do Capitulo (3), podemos encontrar os valores associados ao parametro
A responsaveis pelos pontos onde ocorrem as transi¢des de fase topoldgica como pode ser visto
nas subfiguras (a, f e h) das Figuras (35, 36 e 37). Nas subfiguras (a) podemos observar o
ponto [' da zona de Brillouin, neste ponto o gap entre as bandas de conducao e de valéncia se
fecham, fazendo com que o material deixe de ser um isolante trivial passando a ser um Isolante
Topoldgico. Nas subfiguras (d) podemos observar os pontos X; e Xy da zona de Brillouin,
nestes pontos ocorre o fechamento simultaneamente dos gap entre as bandas de conducao e de
valéncia, nesses pontos o material sofre uma transi¢ao de fase topoldgica invertendo o sinal do
valor da condutividade Hall. Nas subfiguras (h) podemos observar o ponto M da zona de Bril-
louin, neste ponto o material deixa de ser um Isolante Topoldgico passando a ser um isolante
trivial.

A Figuras (38) mostra como a intera¢do do termo de acoplamento entre segundos
e terceiros vizinhos altera o espectro de bandas do bulk, podemos observar nas subfiguras (a
e ¢) a sobreposicdo dos espectros de bandas de energia no ponto I' da zona de Brilloun, o
espectro de banda da cor preta representa o descricao mais simples de um isolante topoldgico
onde levamos em conta somente as interacdes entre primeiros vizinhos, o espectro de banda
na cor vermelha representa o nosso modelo para um isolante topoldgico com interacdes entre
primeiros vizinhos sob o efeito do termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos
vizinhos, os valores dos parametros de hopping para as interagdes entre segundos vizinhos sao;
By = 0.2, Ay = 0.2, os espectros de bandas nas cores cores verde, roxa e azul claro representam
0 nosso modelo para um isolante topoldgico com interagdes entre primeiros vizinhos sob o
efeito do termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos, os
valores dos parametros de hopping para as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos sao;
By, =02, Ay = 0.2, Bs = 0.04 ¢ Ay, = 0.04 (estrutura de banda da cor verde), B, = 0.3,
Ay = 0.3, B3 = 0.09 e Ay = 0.09 (estrutura de banda da cor roxa) e By = 0.4, Ay = 0.2,
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B; = 0.16 ¢ Ay = 0.16 (estrutura de banda da cor azul claro). Os parametros A e B sao
mantidos constantes e com respectivos valores iguais a 1.0. Como na secio anterior para a
variagdo dos parametros do termo de acoplamento devido as intera¢des entre segundos vizinhos,
notamos que, com o aumento da intensidade dos parametro relacionados com as interagdes entre
terceiros, a relacdo de dispersao para um isolante topolégico sofre uma gradual modificacao, as
quais trazem contribui¢cdes ao espectro que aumentam as energias para vetores de onda maiores.
Nas subfiguras (b e d), podemos observar o efeito causado pela perturbagdo oriunda do termo de
acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos durante a primeira fase topoldgica do material,
nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall € positivo, essa fase se estende
entre —4(By + Bs) < A < 4(B + By — B3). Como pode ser observado desda se¢do anterior,
o efeito da perturbagdo associada as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos provoca o
aumento do tamanho do gap direto no bulk do material. Na subfigura (e), podemos observar
a sobreposicao dos espectros de bandas de energia nos pontos X; e X5, da zona de Brillouin,
neste pontos podemos perceber uma inversao do efeito da perturbac@o causado pelas interacdes
entre segundos e terceiros vizinhos em relagdo ao descrito na primeira fase topoldgica. Nas
subfiguras (f e h), podemos observar o efeito causado pela perturbacdo oriunda do termo de
acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos durante a segunda fase topoldgica do material,
nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall é negativo, essa fase se estende
entre 4(B + By — B3) < A < 8B — 4(By + B3). Como pode ser observado desda segdo
anterior, a perturbagdo associada as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos provoca uma
diminuic@o do tamanho do gap direto no bulk do material.

Portanto o efeito da perturbagdo causada pelas interagdes entre segundos e terceiros
vizinhos para um Isolante Topoldgico descrito em uma rede quadrada e com geometria de borda
reta, depende da fase topolégica do material, para —4(B; + Bs) < A < 4(B + By — B3) a
perturbacao causada pelas intera¢des entre segundos vizinhos induz o aumento do tamanho gap
no bulk para um Isolante Topoldgico, e para 4(B + By — B3) < A < 8B — 4(By + Bs) o
efeito perturbacdo causada pelas interagdes entre segundos vizinhos induz a diminui¢ao do gap

no bulk para um Isolante Topolégico.
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Figura 36: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.3, A3 = 0.09, B = 1.0, B, = 0.3,
B3 = 0.09 e oito diferentes valores para A. (a) A = —1.56, (b) A = 0.00, (¢c) A = 1.00, (d)
A = 3.00, () A = 4.00, () A = 4.84, (g) A = 6.00, (h) A = 6.44.
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Figura 37: Relagdo de dispersdo para A = 1.0, Ay = 0.4, A3 = 0.16, B = 1.0, By, = 0.4,
B3 = 0.16 e oito diferentes valores para A. (a) A = —2.24, (b) A = 0.00, (¢c) A = 1.00, (d)
A = 3.00, (e) A =4.00, (f) A = 4.96, (g) A = 5.50, (h) A = 5.76.
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Figura 38: Sobreposicoes das relagdes de dispersdo da energia nos pontos onde ocorrem as
transi¢des de fase. (a), (b), (c) e (d) transicdo de fase no ponto I, (e) e (f) transi¢do de fase nos
pontos X; e Xo, (g) e (h) transi¢ao de fase no ponto M
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4.4 Geometria de Borda em Zigzag

Vejamos agora o caso de uma geometria de borda diferente, essa geometria de borda
serd denominada zigzag, mostrada esquematicamente na Figura (39). A geometria de borda
em zigzag considerada aqui, € em certo sentido andloga a geometria de borda de uma fita de
grafeno, nomeada da mesma maneira, mas definida em uma rede hexagonal. Utilizando uma
rede quadrada finita, vamos introduzir a borda em zigzag, normal a diregdo (1,1) ou (1, —1) (
Figura (39)). Os elétrons na geometria de borda em zigzag estdo, confinados a uma tira diagonal

em coordenadas cartesianas, ao longo da direc@o (1, 1) como na Figura (39) [22].

Figura 39: Geometria de borda em zigzag [22].

4.4.1 Geometria de Borda em Zigzag para Interacao entre Primeiros Vizinhos

Vamos agora descrever uma Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita fi-
nita com borda em zigzag, com interacdes entre primeiros vizinhos. Para introduzir os estados
de borda em zigzag vamos reescrever a nossa Hamiltoniana tight-binding com interagdes entre
primeiros vizinhos em termos dos parametro de hopping entre as linhas vizinhas. Vamos inici-
almente considerar a Hamiltoniana tight-binding no espaco das configuracdes, a Hamiltoniana
a ser utilizada € obtida através das demostracdes feitas no Capitulo 3. Neste caso, também

utilizamos a condicao de contorno aberta na direc@o y. Assim temos,

s ts t
Hk) =S al aiy — 5 2 (0l + He)+ S al i, — 5 2 lal,a;,+ He)
i 3 i .3

(4.19)
+ Z(exp (i0;;) tlaisai,p + H.c.)
i’j
onde o somatdrio sobre ¢ € j é executado sobre todos os sitios da rede. O termo @Iﬁ(ai,a)

cria (aniquila) um elétron no sitio ¢+ do orbital o, onde o estd representando o orbital s ou

p. ts e t, sdo os termos de hopping para o mesmo orbital e possuem valores constantes. O
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termo exp (it);;)t1, (exp (—i0;;)t7) depende da orientagdo da rede. ¢;; é o angulo do vetor de
onda de propagacdo na rede em relagdo as interagdes entre segundos vizinhos (0;]- = 7/4,
3n/4, b /4, Tm/4). Novamente estamos considerando a periodicidade da rede na diregio x
vamos novamente pesquisar a dindmica dos efeitos das interacdes no espaco dos momentos.
Entdo a simetria translacional em uma direc¢do, nos permite usar a transformada de Fourier nos

Il T

operadores a; € a; expresso nas coordenadas dos sitios da rede. Para definir os operadores a;, ,,

e ay , em funcdo do vetor de onda, através das defini¢oes abaixo,

1 —
t t =
al = — E a,, ,, explik - 7] (4.20)
VN &=

1 -
a; = — Qg €Xpl—ik - 73], 421
\/N; kn €XD| ] (4.21)

onde 7; indica o vetor do sitio 7, € N é o nimero dos sitios narede e n = 1,2, 3, ..., Ny, onde
Ny € o nimero total de linhas atdmicas na direcao finita. Aplicando as transformagdes obtemos
a nossa Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita finita com borda em zigzag com

interacdes entre primeiros vizinhos, ficando assim da seguinte forma,

H(k) = Y (870l s + 12 cos(kna)al,  ap, jrs + 2cos(pa)af, | an, i1.)
+§(sin(k‘ma) + cos(k:za))azz,j’sakwﬂm + %(sin(kxa) — cos(k:xa))azm’j,sakhj_l’p
+eép)a,1$’j7pakz,j,p +t,(2 cos(kxa)azx,jvpakz,ﬁl,p + 2 cos(kxa)a,txVjvpakmj,l’p)
+4(sin(k,a) — cos(k:xa))azz7j7pakz7j+17s +4 (sin(k,a) + cos(k:xa))aLmj’Sakmj_l,p)
4.22)

Novamente podemos reescrever a Hamiltoniana numa forma matricial. Dessa forma, temos

z T 0 o0
r, z 1 oo -
H = ; , (4.23)
0 I, z r} ..
onde
e 0
Z=1|" v (4.24)
0 ¢
ro— 2t cos(kya) A/2(sin(kya) — cos(kza))
' A/2(sin(kya) + cos(k,a)) 2t, cos(K a)
b 2t cos(k,a) A/2(sin(kya) + cos(kza)) .
! A/2(sin(k,a) — cos(k,a)) 2t, cos(kya)

Diagonalizando a matriz (4.23) obtemos o espectro de energia da Hamiltoniana tight
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binding, com interagdes entre primeiros vizinhos, inscrita numa fita com geometria de borda em
zigzag. A Figura (40) mostra o espectro de energia (borda + bulk) para um isolante topoldgico
para uma rede quadrada finita com geometria de borda em zigzag com N = 30 linhas atdmicas
e diferentes valores para o A. Os pontos relacionados as transi¢cdes de fase topoldgica, com
interacoes entre primeiros vizinhos, sdo os mesmos descritos na Tabela (1) do Capitulo (3). Em
todos os nossos resultados aqui vamos usa A = 1.0e B = 1.0.

Um par de modos de borda sem gapless sempre aparece em 0 < A < 8B. Em
contraste com o caso da geometria de borda reta, os estados de borda da geometria de borda em
zigzag sempre aparecem na vizinhanga de k£, = 0, observando assim a existéncia de modos de
borda localizados para os pontos associados com as transi¢oes de fase topoldgica. A subfigura
(f) da Figura (40), mostra uma caracteristica tinica dos modos de borda na geometria em zigzag,
para A = 4B, os modos de borda se tornam completamente planos, esse comportamento é
também observado nos modos de borda do grafeno com geometria de borda em zigzag (mas em
uma rede hexagonal)[24, 25]]. No grafeno, tais modos de borda ligam a projecao 1) dos pontos
K e K’ através do limite da zona de Brillouin 1D. Este ¢ um comportamento semelhante ao
caso presente, vide subfigura (f) da Figura (40). Uma das diferencas encontradas entre os dois

casos € que aqui os modos de borda planos abrangem toda primeira zona Brillouin em 1D.



(a) (b)

(©) )

(€9) (b
Figura 40: Relacdo de dispersdo para A = 1.0, B = 1.0 e oito diferentes valores para A. (a)
A = 0.00, (b) A =0.20, (c) A = 0.80, (d) A = 2.00, (e) A = 3.20, (f) A = 4.00, (g)
A = 6.50, (h) A = 8.00.
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4.4.2 Geometria de Borda em Zigzag com o Termo se Acoplamento entre Segundos Vi-
zinhos

Vamos agora descrever uma Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita finita
com borda em zigzag, com interacdes entre primeiros vizinhos e sobre o efeito da perturbagao
oriunda do termo de acoplamento devido as interagdes entre os segundos vizinhos. Para intro-
duzir os estados de borda em zigzag vamos reescrever a nossa Hamiltoniana tight-binding com
interagdes entre primeiros vizinhos e com o termo de acoplamento devido as interacdes entre
segundos vizinhos em termos dos parametro de hopping entre as linhas vizinhas. Vamos inici-
almente considerar a Hamiltoniana tight-binding no espaco das configuracdes, a Hamiltoniana
a ser utilizada é obtida através das demostracdes feitas no Capitulo 3. Neste caso, também ¢é

utilizado as condi¢@o de contorno aberta na direcdo y. Assim temos

s ls t
H(k) = eé ) GZSCLz‘,s ) Z(a;sajﬁ +Hc)+ eép) a;paw — 5‘0 Z(a;p%}p + H.c.)

i i, i 1,J
(4.25)
i £ t t i
-/ S
+ Z(exp (i) tral ya;, + H.c.) — > Z(amam +H.c.)— o Z( ipip + H.c.)
1,J 0, Y]
+ Z(exp (i0:5) tga;sai,p + H.c.),
1]
onde o somatdrio sobre i e j € executado sobre todos os sitios da rede. O termo azo_(aw) cria

(aniquila) um elétron no sitio ¢ do orbital o, onde o esta representando o orbital s ou p, %,

ty, 1) et

sdo os termos de hopping para o mesmo orbital e possuem valores constantes.
Os termos exp (i0;;)t1 (exp (—i0;j)t7) e exp (i0;;)t2, (exp (—if;;)t5) dependem da orientagdo
da rede. 02]- € o angulo do vetor de onda de propagacdao na rede em relacdo as interagdes
entre primeiros vizinhos (0;; = 7 /4, 37/4, 57 /4, Tr/4) . 0;; é o Angulo do vetor de onda de
propagacdo na rede em relag@o as interagdes entre segundos vizinhos (0;; = 0, 7/2, m, 37/2).
Devido a periodicidade da rede na direcdo x vamos novamente pesquisar a dinamica dos efeitos

das interacdes no espaco dos momentos. Entdo a simetria translacional em uma dire¢do, nos
T

permite usar a transformada de Fourier nos operadores a, € a; expresso nas coordenadas dos
sitios da rede. Para definir os operadores aL ., € ai, em funcdo do vetor de onda, através das

defini¢des abaixo,
]_ bnd
T T M
a; = a,, ,, explik - 7] (4.26)
VN ; ;

1 —
a; = — Qg €Xp|—ik - T3], 4.27
W,; kon €XD) ] (4.27)
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onde 7; indica o vetor do sitio 7, e N é o nimero dos sitios narede e n = 1,2, 3, ..., Ny, onde
Ny € o nimero total de linhas atdmicas na dire¢ao finita. Aplicando as transformagdes obtemos
a nossa Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita finita com borda em zigzag com
interacdes entre primeiros vizinhos e sobre o efeito da perturbacdo causada pelas interacoes

entre segundos vizinhos, ficando assim da seguinte forma,

H(k) = Zkhj <€és)azm,j,sakmj’s +t5(2 Cos(kxa)a,txvjvsakz,jﬂ,s +2 cos(kma)a,tw’jjsakz,j,m)

+§(sin(/€ma) + Cos(kxa))a,tm,jysakmﬂl,p + é(sin(k;xa) — cos(k;xa))a,tz,j,sakmj_l’p

(p) 1 T T
€y g, jp0kegp t p(2c08(kea)ay ;o ak, ji1p + 2cos(kea)ay ;,ak, j-1,p)
A

+§(sin(k:xa) — COS(kxa))azz’j’pak%]’_k]_,s + 5 (sin(kya) + cos(kxa))azz’j,sakhj_l’p

+2t5 cos(Qkxa))anyjysakM’S + A, sin(kaa)aLmj’Sakmj,p

s( 1 ) 1 ) Ag (T ) _ 0 )
+t2(akz,j,sakx,y+2,s + akz,j,sakm—ls) + T(sz,j,sakmd-‘rzp ak’m,j,sakx:]—zp)

+2th COS(Qk:xa))a,EI’j’pakw,M + Ay sin(kxa)alzyjmakmj,s

DT ) T ) _Ag (T . _ b .
+t2(ak:g;,j,pa’kmd+2ap+akz,j,pakm,J—27P) z(akz,j,pakmd'i'z,s ak;x,j,pakzu—Zs)

(4.28)

Novamente podemos reescrever a Hamiltoniana numa forma matricial. Dessa forma, temos

Z Th 0 o0
r, z 1t o -

H= : (4.29)
o I, z rt ...

onde “ o
)+ 2t cos(2k, Ay sin(2k,
P + cos(2k,a) . 2 S(lzr)l( a 430)
Ay sin(2k,a) eg + 2ty cos(2k,a)

2t cos(kya) A/2(sin(kya) — cos(kya))

O A/2(sin(kya) + cos(k,a)) 2t, cos(K,a)

' £ —Ay/2
Ay /2 )
I 2t cos(k,a) AJ2(sin(kya) + cos(kza)) 5 Ay)2 .
A/2(sin(kya) — cos(kza)) 2t, cos(k,a) —Ay/2 P

Diagonalizando a matriz (4.29) obtemos o espectro de energia da Hamiltoniana
tight binding, com interacdes entre primeiros vizinhos e com o termo de acoplamento devido as
interacdes entre segundos vizinhos, inscrita numa fita com geometria de borda em zigzag. As
Figuras (41, 42 e 43) mostra o espectro de energia (borda + bulk) para um isolante topoldgico
para uma rede quadrada finita com geometria de borda em zigzag com N = 30 linhas atdmicas

para diferentes valores do parametro A. Os pontos relacionados as transi¢des de fase topoldgica
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desse modelo com interagdes entre primeiros vizinhos e sob efeito da perturbagao causada pelas
interagdes entre segundos vizinhos sdo os mesmos descritos na Tabela (2) do capitulo (3). Em
todos os nossos resultados aqui vamos usar A = 1.0e B = 1.0.

Como visto no caso anterior, para a relacdo de dispersdo da energia com somente
interacdo entre primeiros vizinhos, um par de modos de borda sem gapless sempre aparece em
—4By < A < 8B — 4B5. Os modos de borda da geometria de borda em zigzag sempre apare-
cerdo na vizinhanga de k, = 0, observando assim a existéncia de modos de borda localizados
para os pontos associados com as transi¢des de fase topoldgica. As subfiguras (f) das Figuras
(41, 42 e 43), mostram uma caracteristica tnica dos modos de borda na geometria em zigzag
para A = 4(B + Bs), como descrita no caso das interagdes envolvendo somente primeiros
vizinhos, os modos de borda se tornam planos.

A Figuras (44) mostra como a interacdo do termo de acoplamento entre segundos
vizinhos altera o espectro de bandas do bulk para uma geometria de borda em zigzag. Podemos
observar na subfigura (a) e (b) a sobreposicdo dos espectros de bandas de energia no ponto I
da zona de Brilloun, o espectro de banda da cor preta representa o descri¢do mais simples de
um isolante topoldgico onde levamos em conta somente as interagdes entre primeiros vizinhos
para uma fita com geometria de borda em zigzag, o espectro de banda nas cores verde, roxa e
azul claro representam o modelo para um isolante topolégico com interagdes entre primeiros
vizinhos sob o efeito do termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos vizinhos
para uma fita com geometria de borda em zigzag, os valores dos parametros de hopping para
as interagdes entre segundos vizinhos sdo; By = 0.2, Ay = 0.2, (estrutura de banda da cor
verde) By, = 0.3, Ay = 0.3, (estrutura de banda da cor roxa) By = 0.4 e Ay = 0.4 (estrutura
de banda da cor azul claro). Os parametros A e B sdo mantidos constantes € com respectivos
valores iguais a 1.0. Notamos que, com o aumento da intensidade dos parametro relacionados
com as interagdes entre segundos, a relacdo de dispersdo para um isolante topolégico sofre uma
gradual modificagdo, as quais trazem contribui¢des ao espectro que aumentam as energias para
vetores de onda maiores. Na subfigura (b), podemos observar o efeito causado pela perturbagdo
oriunda do termo de acoplamento entre segundos vizinhos para um Isolante Topolégico que
possui uma geometria de borda em zigzag, durante a primeira fase topoldgica do material,
nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall € positivo, essa fase se estende
entre —4(B2) < A < 4(B + B). Como no caso com geometria de borda reta, podemos
observar que o efeito da perturbacdo associada as interacdes entre segundos vizinhos para um
Isolante Topoldgico com geometria de borda em zigzag, provoca o aumento do tamanho do gap
direto no bulk do material.

Na subfigura (c), podemos observar a sobreposi¢do dos espectros de bandas de ener-

gia no ponto M da zona de Brillouin, neste ponto podemos perceber uma inversao do efeito da
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perturbacdo causada pelas interacdes entre segundos vizinhos em relacdo ao descrito na pri-
meira fase topologica. Na subfigura (d), podemos observar o efeito causado pela perturbagao
oriunda do termo de acoplamento entre segundos vizinhos durante a segunda fase topoldgica
do material, nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall € negativo, essa fase
se estende entre 4(B + B;) < A < 8B — 4B,. Como no caso com geometria de borda reta, a
perturbacdo associada as interacdes entre segundos vizinhos provoca uma diminui¢do do tama-
nho do gap direto no bulk do material.

O efeito da perturbacdo causada pelas interacdes entre segundos vizinhos para um
Isolante Topoldgico descrito em uma rede quadrada e com geometria de borda em zigzag, é
semelhante ao efeito da perturbacdo causada pelas interagdes entre segundos vizinhos para um
Isolante Topoldgico descrito em uma rede quadrada e com geometria de borda reta, em ambos os
casos o efeito causado pelas interacdes entre segundos vizinhos depende da fase topolégica do
material, para —4 By < A < 4(B + By) a perturbagio causada pelas interagdes entre segundos
vizinhos induz o aumento do tamanho do gap no bulk para um Isolante Topoldgico, e para
4(B + By) < A < 8B — 4B o efeito da perturbagio causada pelas interagdes entre segundos

vizinhos induz a diminui¢ao do gap no bulk para um Isolante Topolégico.
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(b)

(a)

(d

()

Kx

(b

Figura 41: Relacdo de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.2, B = 1.0, By = 0.2 e oito diferentes
4.80, (g) A = 6.00, (h) A = 7.20.

(@

valores para A. (a) A = —0.80, (b) A = —0.60, (c) A = 0.00, (d) A = 1.00, (e) A = 3.00, (f)

A
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(b)

(a)

(d

()

Kx
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Figura 42: Relagao de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.3, B = 1.0, By = 0.3 e oito diferentes
5.20, (g) A = 6.00, (h) A = 6.80.

(@

valores para A. (a) A = —1.20, (b) A = —1.00, (c) A = 0.00, (d) A = 1.00, (e) A = 3.00, (f)

A
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(b)

(a)

(d

()

Kx

(b
Figura 43: Relagao de dispersdo para A = 1.0, A, = 0.40, B = 1.0, By = 0.40 e oito

4.00, (f) A = 5.60, (g) A = 6.00, (h) A = 6.40.

(@

diferentes valores para A. (a) A = —1.60, (b) A = 0.00, (c) A = 1.00, (d) A = 3.00, (e)

A
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() (b)

(d)
Figura 44: Sobreposi¢des das relacdes de dispersao da energia nos pontos onde ocorrem as
transicoes de fase. (a) e (b) transicdo de fase no I', (c) e (d) transi¢ao de fase no M
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4.4.3 Geometria de Borda em Zigzag com o Termo se Acoplamento entre Segundos e
Terceiros Vizinhos

Vamos agora descrever uma Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita fi-
nita com uma geometria de borda em zigzag, com interagdes entre primeiros vizinhos e sobre o
efeito da perturbacio oriunda do termo de acoplamento devido as interagdes entre os segundos
e terceiros vizinhos. Para introduzir os estados de borda em zigzag vamos reescrever a nossa
Hamiltoniana tight-binding com interacdes entre primeiros vizinhos e com o termo de acopla-
mento devido as interacOes entre segundos e terceiros vizinhos em termos dos parametro de
hopping entre as linhas vizinhas. Vamos inicialmente considerar a Hamiltoniana tight-binding
no espaco das configuracdes, a Hamiltoniana a ser utilizada € obtida através das demostragdes
feitas no Capitulo 3. Neste caso, também € utilizado as condi¢c@o de contorno aberta na dire¢ao

y. Assim temos

s ls t
H(k) = e(() ) Z aj’sai,s —5 Z(a;saj,s +H.e)+ e(()p) a;pai,p - Ep Z(a;pajvp + H.c)
i i i i
4.31)
Ne) ne)

+ ) (exp (i) tral i, + Hee) — 87 > (af a5+ He) - p? > (af a;, + Hec)
i, 7 —
t&) £3)
+ izj(exp (i83) b2 i + H.c) = = izj(azsaj,s +He) = = izj(a},paj,p + H.e)
+ > (exp (i0)) tsal jai, + H.c.),

i’j

onde o somatdrio sobre ¢ e j € executado sobre todos os sitios da rede. O termo aza(aivg)
cria (aniquila) um elétron no sitio ¢ do orbital o, onde o estd representando o orbital s ou p.
ls, tp, tg), tf), tg?’) e té?)) sdo os termos de hopping para o mesmo orbital e possuem valores
constantes. Os termos exp (it);;)t1, (exp (—if;)t]) exp (i0;;)t2 (exp (—ib;;)t5) e exp (i07;)t3
(exp (—i0;;)t3) dependem da orientagdo da rede. ¢, é o ngulo do vetor de onda de propagagio
na rede em relagdo as interagdes entre primeiros vizinhos (0;; = /4, 37 /4, 57 /4, Tr /4). 0;; € o
angulo do vetor de onda de propagacao na rede em relacdo as interagdes entre segundos vizinhos
(0;; =0, 7/2, 7, 3r/2). 0], € o Angulo do vetor de onda de propagagdo na rede em relagdo as
interagdes entre terceiros vizinhos (0;; = /4, 37 /4, 5 /4, Tm/4). Devido a periodicidade da
fita na direcao x vamos novamente pesquisar a dindmica dos efeitos das interacdes no espaco

dos momentos. Entao a simetria translacional em uma dire¢do, nos permite usar a transformada
T

de Fourier nos operadores a, € a; expresso nas coordenadas dos sitios da rede. Para definir os



108

operadores azjn e ay,, em funcdo do vetor de onda, através das defini¢des abaixo,
al = 1 Z al exp[ilg - 7] (4.32)
i \/N — k,n
1 TS
a; = —— Z g €xXpl—ik - 7], (4.33)

onde 7; indica o vetor do sitio 7, e N é o nimero dos sitios narede e n = 1,2, 3, ..., Ny, onde
Ny € o nimero total de linhas atdmicas na dire¢do finita. Aplicando as transformagdes obtemos
a Hamiltoniana tight-binding para o caso de um fita finita com geometria de borda em zigzag
com interagdes entre primeiros vizinhos e sobre o efeito da perturbacio causada pelas interagoes

entre segundos e terceiros vizinhos, ficando assim da seguinte forma,

H(k) = ka,j <688)a1’;z7j75akx’j’s +t5(2 COS(kma)a£I7j7sakx,j+1,s + 2 cos(kma)a,tbjﬁsakw,j_m)
+4(sin(k,a) + cos(k;xa))a,zz’j’sakx,jﬂw + 4(sin(k,a) — cos(k:xa))a};z’j’sakmj_m
+e(()p)azz’j’pakz7j7p +t,(2 Cos(kxa)alzyj’pakmﬂm +2 cos(kxa)a;izJ’pakm_l’p)
+4 (sin(k,a) — cos(kxa))a,twwpakz,jﬂ,s + 4 (sin(kya) + cos(k;xa))a,imﬁakm,l’p

+2t5 cos(Qkxa))aLwﬁakM,S + A, sin(?kma)almﬁakx,j,p

s(,T ) T ) Ap (T ) T )
+t2(akz,j,sakw7]+275 + akm,j,sakm—ls) + T(sz,j,sa’k1-7]+2,p - ak,,j,sakmy—?,p)

+2th cos(Qkxa))aLm’j’pakI,j,p + A, sin(kxa)azhjﬂpakm”s

P, ) T ‘ Ag (ot . T .
+t2<akw,j,pakmj+2:p + a’km,j,pakwvj*ZP) - (akx,j,pakmj+2:3 - ak;x,j,pakz,rls)

+t5(2 cos(2k$a)a£mj7sakx 42,5 T2 cos(Qkxa)aLz sk i—2,5)
+%(Sin(2kxa) + cos(Qk'xa))azz’j,sakwvﬂgvp + %(Sin@kma) — cos(Qk‘xa))aLz,jvsakbj_Zp
+t4(2 COS(Qkxa)azx’jmakz,j«}Za,p +2 cos(2kxa)azmj’pakmj,gm)
+%(Sin(2kxa) — COS(2]€$G>)a;kzyjypagkxhj_‘_ls —I—%(sin@kxa) + COS(Qkxa))alzyjysak%j_Q,p)
(4.34)

Novamente podemos reescrever a Hamiltoniana numa forma matricial. Dessa forma, temos

Z T 0 0
r, z 1 oo ..
H= o oz | (4.35)

onde

A, A
7 = ( e ) (4.36)
A21 A22
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os elementos da matriz Z sdo: Ay = 0 4 9 cos(2k,a), Ajp = Agsin(2k,a), Ay =

Ay sin(2k,a) e Ao = 67(;0) + 2t1(,2) cos(2k,a)

Bll BlQ
By B
r,=| 7 7 (4.37)
B3 Bsa
B41 B42

os elementos da matriz I'; sdo: By = 2t, cos(kya), Bz = As/2(sin(kya) — cos(kza)), By =
A/2(sin(kya) + cos(kya)), By = 2t, cos(K,a), By = % ot cos(2k,a), Bys = —As /2 +
As/2(sin(2k,a) — cos(2k,a)), By = As/2 + 2A5/2(sin(2k,a) + cos(2kya)), Bu = t2 +

2t cos(2k,a),
Cn Cpp Ci3 C
Il = ( 1 G Ciz Cu > (4.38)
Co1 O Ch Oy

os elementos da matriz 'l sd0:Cy; = 2t cos(kya) e Cho = A/2(sin(2k,a) + cos(2kya)) Cop =
A/2(sin(kya) — cos(kga)), Coy = 2t, cos(kya), Ciz = £ + 2t cos(2k,a), Cry = Ay/2 +
As/2(sin(2k,a) + cos(2k,a)), Cas = —As )2 + As/2(sin(2k,a) — cos(2k,a)) e Coy = 57 +
2t1(;3) cos(2k,a)

Diagonalizando a matriz (4.35) obtemos o espectro de energia da Hamiltoniana
tight binding, com interacoes entre primeiros vizinhos e com o termo de acoplamento devido as
interacoes entre segundos e terceiros vizinhos, inscrita numa fita com geometria de borda em
zigzag. As Figuras (45, 46 e 47) mostram o espectro de energia (borda + bulk) para um isolante
topoldgico para uma rede quadrada finita com geometria de borda em zigzag com N = 30 linhas
atdmicas para diferentes valores do parametro A. Os pontos relacionados as transi¢des de fase
topoldgica desse modelo com interagdes entre primeiros vizinhos e sob efeito da perturbagdo
causada pelas interacdes entre segundos e terceiros vizinhos sdo os mesmos descritos na Tabela
(3) do capitulo (3). Em todos os nossos resultados aqui vamos usar A = 1.0e B = 1.0.

Como visto nos dois ultimo casos com geometria de borda em zigzag, um par de
modos de borda sem gapless sempre aparece em —4(Bs + B3) < A < 8B — 4(By + Bs). Os
modos de borda da geometria de borda em zigzag, sempre aparecem na vizinhanga de k, = 0,
observando assim a existéncia de modos de borda localizados para os pontos associados com
as transi¢oes de fase topoldgica. As subfiguras (f) das Figuras (45, 46 e 47), mostram uma
caracteristica unica dos modos de borda na geometria em zigzag para A = 4(B + By — Bjs),
como descrita nos dois tltimos casos, os modos de borda se tornam planos.

A Figuras (48) mostra como a interacdo do termo de acoplamento entre segundos e
terceiros vizinhos altera o espectro de bandas do bulk para uma geometria de borda em zigzag.

Podemos observar nas subfiguras (a) e (b) a sobreposi¢do dos espectros de bandas de energia
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no ponto I' da zona de Brilloun. O espectro de banda da cor preta representa a descricdao
mais simples de um isolante topolégico onde levamos em conta somente as interacdes entre
primeiros vizinhos para uma fita com geometria de borda em zigzag, o espectro de banda na
cor vermelha representa o modelo para um isolante topolégico com interagdes entre primeiros
vizinhos sob o efeito do termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos, 0s
valores dos parametros de hopping para as interacdes entre segundos vizinhos sdo; By = 0.2,
Ay = 0.2, os espectros de bandas nas cores cores verde, roxa e azul claro representam o nosso
modelo para um isolante topoldgico com interacdes entre primeiros vizinhos sob o efeito do
termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos, os valores dos
parametros de hopping para as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos sdo; By = 0.2,
Ay = 0.2, B3 = 0.04 ¢ Ay, = 0.04 (estrutura de banda da cor verde), B, = 0.3, Ay = 0.3,
B; = 0.09 e Ay = 0.09 (estrutura de banda da cor roxa) e B, = 0.4, A, = 0.2, Bs = 0.16 ¢
Ay = 0.16 (estrutura de banda da cor azul claro). Os parametros A e B sdo mantidos constantes
e com respectivos valores iguais a 1.0. Como na sec¢ao anterior que analisou a variagdo dos
parametros do termo de acoplamento devido as interacOes entre segundos vizinhos, notamos
que, com o aumento da intensidade dos parametro relacionados com as interacdes entre terceiros
vizinhos , a relagdo de dispersdo para um isolante topolégico sofre uma gradual modificagao,
as quais trouxe contribui¢des ao espectro, como o aumento das energias para vetores de onda
maiores, Na subfigura (b), podemos observar o efeito causado pela perturbacdo oriunda do
termo de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos para um Isolante Topoldgico que
possui uma geometria de borda em zigzag, durante a primeira fase topoldgica do material,
nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall € positivo, essa fase se estende
entre —4(By + B3) < A < 4(B 4+ By — B3). Como no caso com geometria de borda reta,
podemos observar que o efeito da perturbagdo associada as interagdes entre segundos e terceiros
vizinhos para um Isolante Topolégico com geometria de borda em zigzag, provoca o aumento
do tamanho do gap direto no bulk do material.

Na subfigura (c), podemos observar a sobreposi¢do dos espectros de bandas de ener-
gia no ponto M da zona de Brillouin, neste ponto podemos perceber uma inversao do efeito da
perturbacdo causada pelas interacoes entre segundos e terceiros vizinhos em relagdo ao des-
crito na primeira fase topolégica. Na subfigura (d), podemos observar o efeito causado pela
perturbacdo oriunda do termo de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos durante a se-
gunda fase topoldgica do material, nessa fase topoldgica o valor atribuido a condutividade Hall
é negativo, essa fase se estende entre 4(B + By — B;) < A < 8B —4(By+ B3). Como no caso
com geometria de borda reta, a perturbacio associada as interagdes entre segundos e terceiros
vizinhos provoca uma diminui¢do do tamanho do gap direto no bulk do material.

O efeito da perturbacdo causada pelas interagdes entre segundos e terceiros vizinhos
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para um Isolante Topoldgico descrito em uma rede quadrada e com geometria de borda em zig-
zag, € semelhante ao efeito da perturbacdo causada pelas intera¢des entre segundos e terceiros
vizinhos para um Isolante Topoldgico descrito em uma rede quadrada e com geometria de borda
reta, em ambos os casos o efeito causado pelas interacdes entre segundos vizinhos depende da
fase topoldgica do material, para —4(By — B;) < A < 4(B + By — Bs) a perturbagio causada
pelas interacoes entre segundos vizinhos induz o aumento do tamanho do gap no bulk para um
Isolante Topoldgico, e para 4(B + By — B3) < A < 8B — 4(By + Bs) o efeito da perturbagio
causada pelas interagcdes entre segundos vizinhos induz a diminui¢do do gap no bulk para um
Isolante Topolégico.

Nos temos estudado o comportamentos dos estados de borda para um isolante to-
poldgica Z5 sob o efeito da perturbagdo causada pelo termo de acoplamento devido as interacoes
entre segundos e terceiros vizinhos. Verificou-se que para os casos com geometria de borda reta
a localizacdo dos modos de borda, ¢ modificada desdo do ponto I' localizado na zona central
das estruturas de bandas em k, = 0, até os pontos localizados na zona periférica das estruturas
de bandas X; em k, = me X; em k, = —7. O aumento cadenciado da forca dos parametros
de interacdo entre segundos e terceiros vizinhos produzem uma mudanga nos niveis de energia.
Como discutimos anteriormente, nas proximidades do ponto I' da zona de Brillouin € obser-
vado um shifts nas energias da relagdo de dispersdo para um isolante topoldgico com somente
interacdes entre primeiros vizinhos, isto € devido a perturbacdo causada pelas interagdes entre
segundos e terceiros, aumentando assim o tamanho do gap no bulk, nas proximidades dos pon-
tos X; e X5 da zona de Brillouin o efeito causada pela perturbacdo, faz com que o tamanho do
gap no bulk diminua.

Para os casos com geometria de borda em zigzag, observamos que um par de modos
de borda sem gapless sempre aparece na regido topologicamente nao trivial. Em contraste com
o caso da geometria de borda reta, os estados de borda com geometria em zigzag sempre apare-
cem na vizinhanca de k, = 0. O aumento cadenciado dos parametros de hopping relacionados
com as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos, produzem uma mudanga nos niveis de
energia. Como discutimos anteriormente, nas proximidades do ponto I' da zona de Brillouin é
observado um shifts nas energias da relacao de dispersao para um isolante topolégico com so-
mente interagdes entre primeiros vizinhos, isto € devido a perturba¢do causada pelas interacoes
entre segundos e terceiros, aumentando assim o tamanho do gap no bulk, nas proximidades do
ponto M da zona de Brillouin, o efeito causada pela perturbacdo, faz com que o tamanho do

gap no bulk diminua.
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Figura 45: Relagao de dispersdo para A = 1.00, Ay = 0.20, A3 = 0.04, B = 1.00, By = 0.20,
B3 = 0.04 e oito diferentes valores para A. (a) A = —0.96, (b) A = —0.90, (¢) A = 0.00, (d)
A = 1.00, () A = 3.00, () A = 4.64, (g) A = 6.00, (h) A = 7.04.
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Figura 46: Relagao de dispersdo para A = 1.00, Ay = 0.30, A3 = 0.09, B = 1.00, B, = 0.03,
B3 = 0.09 e oito diferentes valores para A. (a) A = —1.56, (b) A = —1.46, (¢) A = 0.00, (d)
A =1.00, () A = 3.00, () A = 4.84, (g) A = 6.00, (h) A = 6.44.
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Figura 47: Relagdo de dispersdo para A = 1.00, Ay = 0.40, A3 = 0.16, B = 1.00, By = 0.4,

(@

B3 = 0.16 e oito diferentes valores para A. (a) A = —2.24, (b) A = —2.00, (¢) A = 0.00, (d)

A

1.00, (e) A = 3.00, (f) A = 4.96, (g) A = 5.50, (h) A = 5.75.
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Figura 48: Sobreposi¢des das relacdes de dispersao da energia nos pontos onde ocorrem as
transicoes de fase. (a) e (b) transicdo de fase no I', (c) e (d) transi¢ao de fase no M
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5 EFEITO DE TAMANHO FINITO EM ISOLANTES TOPOLOGICOS

Afim de utilizar Isolantes Topoldgicos na fabricacdo de dispositivos microscopicos,
€ notdrio saber o comportamento desse sistema sobre um tamanho finito. Recentemente, Zhou
et al apresentaram um estudo analitico do modelo continuo de 4 bandas para uma tira de largura
finita para os pogos quanticos HgTe/CdTe [26]. Eles mostraram que os estados de borda nos
dois lados podem se juntar para produzir um gap no espectro, destruindo o estado Quantum
Spin Hall (QSH).

Nesse capitulo realizamos uma analise semelhante ao efeito de tamanho finito no
estado QSH, mas com base no esquema de ligacao forte (tight-binding). Os o autovetores € 0s
autovalores do bulk e do estado de borda podem ser obtidos diagonalizando a Hamiltoniana vista
no Capitulo (3). Como visto anteriormente, o modelo tight-binding pode facilmente descrever
a escala atbmica ao redor da borda da amostra e descreve a geometria de varios dispositivos.

Para estudar a dependéncia do tamanho do sistema do estado QSH, escolhemos os
parametros do modelo semelhante aos da referi [27], por exemplo, A = 1,0 [meV], A = 1,0
[meV nm], B = 1,0 [meV nm?]. A Figura (49) (a) e (b) mostram a rela¢do de dispersio de
energia para L = 60 sitios. Podemos ver claramente que os modos de borda helicoidal sem gap
existem dentro do gap da energia do bulk do sistema. Notemos aqui que, uma vez que estamos
tratando H (k) apenas, o modo de borda helicoidal com velocidade de grupo positiva e negativa
estdo localizados em torno do lado oposto da amostra, respectivamente.

Mostramos também os resultados para L = 15 linhas atdmicas na Figura (49) (e) e
(f). Ao contrario do caso para L = 60 linhas atbmicas, podemos ver que o espectro de energia
para os estados de borda é parabdlico perto de k, = 0 e um gap de energia se abre. Assim, o
sistema € isolante. Este mecanismo pode ser entendido da seguinte forma. A medida que a tira
se estreita, os estados de borda em cada contorno comec¢am a se acoplar. Assim, os canais de
dispersdo para tras (retro-espalhamento) se abrem e, em seguida, a protecao contra a inversao
de temporal dos estados de borda € quebrada.

Os estados de borda t€m uma elevada magnitude do gap de energia £/, ~ 0.082766[meV]
para N, = 5, uma vez que as duas fun¢des de onda localizadas nas bordas superior e inferior
se sobrepdoem significativamente (Observe (h) na Figura (49)). A magnitude do gap de energia
presente torna-se pequena com o aumento de V,. (a), (c) e (¢) na Figura (49). Para N, = 30, a
E, resultante € significativamente reduzida para 1, 66202 x 10~ [meV]. Além disso, observa-se
que a forma das sub-bandas de valéncia depende de N,. Para IV, = 5 ((g) na Figura (49)), exis-
tem trés sub-bandas de valéncia em -2.0[meV] < E < 0.0[meV]. A sub-banda superior consiste

principalmente dos estados de borda, uma vez que estd localizada no gap de energia do bulk. A
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Figura 49: Espectro de energia para uma tira com (a) e (b) L = 60 sitios, (c) e (d) L = 30 sitios
(e) e (f) L = 15 sitios (f) L = 5 sitios, (g) e (h) L = 5 sitios
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mais baixa, que € a banda de energia bulk, esta localizada em ~ -1.0[meV]. Novas sub-bandas
aparecem entre estas trés sub-bandas para N, = 15 ((e) na Figura (49)). Simultaneamente, as
sub-bandas de valéncia tém um minimo local em k, = 0, e é gerado um gap de energia indireto.
Para NV, = 30 ((c) na Figura (49)) ha muito mais sub-bandas. As bandas de energia para N, = 60
como mostrado em (a) na Figura 49 é quase semelhante a do isolante topoldgico bidimensional
com N, — 00.

Na Figura (50), a dependéncia de NV, com £, € mostrada. Para N, = 3, 4, 5,
6 ¢ 7, I, diminui aproximadamente exponencialmente em fun¢do de N,, com o valor de
E, ~ 107" [meV]. E, torna-se muito menor para N, > 8. Note-se também que E, tem um
comportamento oscilatorio em funcdo de N, cujo periodo € quase 3. Comportamento seme-
lhante € obtido com base em modelos continuos [28, 29, 30] e cdlculos de primeiros principio

(31,132,133, 134, 135]].
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Figura 50: Magnitude do gap de energia £, dos estados de borda em fungdo de [V,. Os
parametros do matérial sdo os mesmos da Figura 26.

A seguir, focalizamos as dependéncias dos parametros do material com Eg. Por
simplicidade, fixaremos todos os parametros, exceto A. Aqui, escolhemos seis casos de A. A
curva na Figura (50) coincide com a curva (c) da Figura (50) obtido para A = 1.0. A curva (c¢)
tem uma oscilagao amortecida de periodicidade tripla. Para A = 0.2 caso (a) da Figura (51) e
A = 3.9 caso (f) da Figura (51) £, decai exponencialmente como uma funcdo de N,. E, tem
uma forte oscilagdo para A = 2.0, £, torna-se zero para nimeros impares de N,. A oscilagdo
amortecida com quatro vezes a periodicidade aparece para A = 0.5 caso (b) Figura (51)

Podemos observar que, £/, mostra uma oscilacdo amortecida em fungio de N, para

valores de A distantes dos pontos onde ocorrem as transicdes de fase (Figura (53)). Como vimos
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acima, o periodo de oscilagdo depende do valor de A. Pode-se concluir que a dependéncia de

N, e E, é sensivel ao pardmetro A do material.
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Figura 51: Magnitude do gap de energia £/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = 0.2, (b)A = 0.5, (¢)A = 1.0, (d)A = 2.0, (e)A = 2.5,

(HA = 3.9.
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5.0.4 Efeito de Tamanho Finito em Isolantes Topolégicos com o Termo de Acoplamento
Devido as Interacoes entre Segundos Vizinhos

Consideramos agora o efeito de tamanho finito para um Isolante Topolégico sob
a influéncia do termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos descrito
numa fita com geometria de borda reta. Como discutido nos Capitulos (3 e 4) o aumento caden-
ciado da intensidade dos parametros de hopping, responsaveis pelas interacdes entre segundos
vizinhos, faz com que a relagdao de dispersao deste isolante topoldgico sofra modificagao no
espectro das energias. Devido essa perturbacdo causada na relacdo de dispersdo do Isolante
Topolégico Z,, nesta se¢do nos iremos analisar o caso onde a fase topoldgica encontra se em
—4By < A < 4(B + By) ( condutividade Hall positiva) onde os modos de borda estdo locali-
zados em k, = 0.

Como no caso da interagdo entre primeiros vizinhos novamente por simplicidade,
fixaremos todos os parametros, exceto A. Vamos escolher seis casos de A. Na Figura (52)
temos os seguintes valores para os parametros de hopping A = 1.0, B=1.0, A, =0.2e By =
0.2, a fase topoldgica desse Isolante topoldgico encontra-se entre —0.8 < A < 4.8. Na Figura
(53) temos os seguintes valores para os parametros de hopping A = 1.0, B = 1.0, A, = 0.4
e By = 0.4, a fase topoldgica desse Isolante topolégico encontra-se entre —1.6 < A < 5.2.
Observe que a extensao da fase topoldgica € modificada, devido a implementagdo do efeito das
interacoes entre segundos vizinhos.

As curvas (c) (A=1.0) ,(e) (A=2.8) e (f) (A=3.5) da Figura (52) e as curvas (c)
(A=0.0) e (e) (A=4.2) da Figura (53), possuem caracteristicas graficas de uma oscilagdo amor-
tecida com periodicidade tripla. Para as curvas (a) (A = —0.7) da Figura (52) e (a) (A = —1.5)
da Figura (53), € visto que F,; decai exponencialmente como uma funcdo de NV,. £, tem uma
forte oscilag@o para a curva (d) (A = 2.0) da Figura(52), onde podemos ver que, £, torna-se
zero para numeros impares de N,,. A oscilagdo amortecida com a periodicidade a quarta apare-
cem nas curvas, (b) ( A = 0.0) da Figura (52) e (b) (A = 1.2) da Figura (53). Na curva (d) da
Figura (53), E, tem um comportamento oscilatorio em forma de zigzag.

Como visto no caso das interagdes entre primeiros vizinhos, observamos que, £,
mostra uma oscilagdo amortecida em func¢do de NV, para valores de A distantes dos pontos onde
ocorrem as transi¢des de fase (Figuras (52 e 53)). Como vimos acima, o periodo de oscilacdo
depende do valor de A e da forca dos parametros de acoplamento entre segundos vizinhos.
Pode-se concluir que a dependéncia de N, e E, é sensivel tanto ao parametro A do material
quanto a intensidade dos pardmetros de hopping devido as interagdes entre segundos vizinhos.

Na Figura (54) pode ser observado o efeito da perturbaciao causada pelo do termo
de acoplamento devido as interagdes entre segundos vizinhos. O efeito desse termo de aco-

plamento proporciona um aumento do tamanho do gap dos estados de borda em relacdo as
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interagdes entre somente primeiros vizinhos, é visto que, para valores de A préximos aos pon-
tos onde ocorrem as transi¢oes de fase (estamos estudando as transi¢cdes que ocorrem proximas
ao ponto I' da zona de Brillouin), F/, decai exponencialmente em funcdo de N,, esse comporta-
mento € observado nas Figuras (51(a), 52(a)e 53(a)). Na Figura (54), a curva (a) da Figura (52)
estd sendo representada pela cor azul claro, a curva (a) da Figura (53) estd sendo representada
pela cor preta e a curva (a) da Figura (51) estd sendo representada pela cor vermelha. Anali-
sando esta figura, verificamos que as duas primeira curvas relacionadas com a implementacao
das interacdes entre segundo vizinhos para um Isolante Topoldgico, possuem os maiores valo-
res para a energia do gap, logo podemos observar que o efeito da perturbacdo causada pelo do
termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos vizinhos, eleva o valor da energia do
gap em comparagdo com o caso das interagdo que ocorrem somente entre primeiros vizinhos.
Podemos notar que, quanto maior for a intensidade dos pardmetros de interacdo entre segun-
dos vizinhos, mais acentuado é o valor gap dos estados de borda e maior serd a quantidade de
numeros de linhas atdmicas para forcar o material a se comportar como um Isolante Topoldgico.

Na Figura(54), pode ser visto também o comportamento de £, em funcdo de N,
para valores de A préximos a 1.0, para estes casos os gréficos de £/, em fun¢do de N, possuem
caracteristicas de uma oscilacdo amortecida, esse comportamento € observado na curva (c) da
Figura (51) que esta sendo representada pela cor verde, na curva (c) da Figura (52) que esta
sendo representada pela cor azul e na curva (b) da Figura (53) que estd sendo representada
pela cor vermelha, verificamos novamente que, as duas primeira curvas relacionadas com a
implementagdo das interagdes entre segundo vizinhos para um Isolante Topoldgico, possuem
os maiores valores para a energia do gap, esse comportamento € devido a perturbacdo causada
pelo do termo de acoplamento entre segundos vizinhos, essa perturbagdo € responsavel por

elevar o valor da energia do gap nos estados de borda.
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Figura 52: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = —0.7, (b)A = 0.0, (c)A = 1.0, (d)A = 2.0, (e)A = 2.8,

(HA = 3.5.
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Figura 53: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = —1.5, (b)A = 1.2, (¢)A = 0.0, (d)A = 3.6, (e)A = 4.2,

(HA =5.3.
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5.0.5 Efeito de Tamanho Finito em Isolantes Topolégicos com o Termo de Acoplamento
Devido as Interacoes entre Segundos e Terceiros Vizinhos

Consideramos agora o efeito de tamanho finito para um Isolante Topoldgico sob a
influéncia do termo de acoplamento devido as interacOes entre segundos e terceiros vizinhos
descrito numa fita com geometria de borda reta. Como discutido nos Capitulos (3 € 4), o au-
mento cadenciado da intensidade dos parametros de hopping, responsdaveis pelas interacdes en-
tre segundos e terceiros vizinhos, faz com que a relagao de dispersao deste isolante topoldgico
sofra modificagcdo no espectro das energias. Devido essa perturbacdo causada na relagdo de dis-
persao do Isolante Topoldgico Z5, nesta se¢do nos iremos analisar o caso onde a fase topoldgica
encontra se em —4(By + B3) < A < 4(B + By — Bs) ( condutividade Hall positiva) onde os
modos de borda estdo localizados em &k, = 0

Como nos dois casos anteriores, novamente por simplicidade, fixaremos todos os
parametros, exceto A. Vamos escolher seis casos para A. Na Figura (55) temos os seguintes
valores para os parametros de hopping A = 1.0, B = 1.0, Ay = 0.2, By = 0.2, A3 = 0.04,
B3 = 0.04, a fase topoldgica desse Isolante topoldgico encontra-se entre —0.96 < A < 4.96.
Na Figura (56) temos os seguintes valores para os parametros de hopping A = 1.0, B = 1.0,
Ay = 04, B, = 04, A3 = 0.16 e B3 = 0.16, a fase topoldgica desse Isolante topoldgico
encontra-se entre —2.24 < A < 6.24. Observe que a extensdo da fase topoldgica é modificada,
devido a implementagao do efeito das interacdes entre segundos e terceiros vizinhos.

As curvas (b) (A=0.0) e (c¢) (A=1.0) da Figura (55) e as curvas (b) (A=0.0), (c)
(A=1.0) e (e)(A=3.0) da Figura (56), possuem caracteristicas graficas de uma oscilagdo amorte-
cida com periodicidade tripla. Para as curvas (a) (A = —0.95) da Figura (55) e (a) (A = —2.23)
da Figura (56), € visto que F, decai exponencialmente como uma fun¢do de N,. A oscilagido
amortecida com a periodicidade a quarta aparece na curva, (e) ( A = 3.7) da Figura (55). Na
curvas (d) (A=2.0) da Figura (55) e (d) (A=2.0) da Figura (56), E, tem um comportamento
oscilatério em forma de zigzag.

Como visto no caso das interagdes entre primeiros vizinhos e no caso das interagoes
entre primeiros vizinhos com um termo de acoplamento entre segundos vizinhos, é observado
que, F/, mostra uma oscilagdo amortecida em funcdo de NV, para valores de A distantes dos
pontos onde ocorrem as transi¢des de fase (Figuras (55 e 56)). Como vimos acima, o periodo
de oscilacdo depende do valor de A e da forca dos parametros de acoplamento entre segundos e
terceiros vizinhos. Pode-se concluir que a dependéncia de NV, e F, € sensivel tanto ao pardmetro
A do material quanto a intensidade dos parametros de acoplamento entre segundos e terceiros
vizinhos.

Na Figura (57) pode ser observado o efeito da perturbacao causada pelo do termo de

acoplamento devido as interacOes entre segundos e terceiros vizinhos. O efeito desse termo de
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acoplamento proporciona um aumento do tamanho do gap dos estados de borda em relacdo as
interagdes entre somente primeiros vizinhos, é visto que, para valores de A préximos aos pon-
tos onde ocorrem as transi¢oes de fase (estamos estudando as transicdes que ocorrem proximas
ao ponto I' da zona de Brillouin), £, decai exponencialmente em fungdo de NV, esse compor-
tamento € observado nas Figuras (51(a), 52(a), 53(a) 55(a) e 56(a)). Na Figura (57), a curva
(a) da Figura (56) estd sendo representada pela cor roxa, a curva (a) da Figura (52) esta sendo
representada pela cor verde,a curva (a) da Figura (55) esta sendo representada pela cor preta,
a curva (a) da Figura (53) estd sendo representada pela cor azul claro e a curva (a) da Figura
(51) esta sendo representada pela cor vermelha. Analisando esta figura, verificamos que as duas
primeira curvas estao relacionadas com a implementagdo das interagdes entre segundo e tercei-
ros vizinhos para um Isolante Topoldgico, as duas curva subsequentes estdo relacionadas com
a implementacdo das interagdes entre segundo vizinhos para um Isolante Topol6gico, note que
essa quatro curvas possuem 0s maiores valores para a energia do gap, logo podemos observar
que o efeito da perturbacdo causada pelo do termo de acoplamento devido as interagcdes entre
segundos e terceiros vizinhos, eleva o valor da energia do gap. Podemos notar que, quanto
maior for a intensidade dos parametros de interacdo entre segundos e terceiros vizinhos, mais
acentuado devera ser o valor gap dos estados de borda e maior serd a quantidade de nimeros de
linhas atdmicas para fossar o material a se comportar como um Isolante Topoldgico.

Na Figura (57), pode ser visto também o comportamento de £, em fun¢do de N,
para valores de A préximos a 1.0, para estes casos os gréificos de £/, em fun¢do de N, possuem
caracteristicas de uma oscilacdo amortecida com periodicidade, esse comportamento é obser-
vado na curva (c) da Figura (51) que esté sendo representada pela cor vermelha na Figura (57),
na curva (b) da Figura (56) que esta sendo representada pela cor azul na Figura (57), na curva
(c) da Figura (52) que estéd sendo representada pela cor vermelha na Figura (57) e na curva (b)
da Figura (55) que esta sendo representada pela cor roxa na Figura (57), verificamos novamente
que, as quatro primeiras curvas possuem os maiores valores para a energia do gap em relagdo
a curva que caracteriza as interagdes entre primeiros vizinhos, esse comportamento é explicado
devido a perturbagao causada pelo do termo de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos,
elevando assim o valor do gap nos estados de borda em compara¢ao com o caso das interacdao

que ocorrem somente entre primeiros vizinhos.
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Figura 55: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = —0.95, (b)A = 0.00, (c)A = 1.00, (d)A = 2.00, (e)A = 3.70,

(HA = 4.62.
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Figura 56: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = —2.23, (b)A = 0.00, (¢)A = 1.00, (d)A = 2.00, (e)A = 3.90,

(HA = 4.80.
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130

A Figura 58, nos mostra, a sobreposi¢ao das relagdes de dispersao para um Isolante
Topoldgico com diferentes valores do termo de acoplamento. A relacio de dispersao com a cor
azul claro representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacdo entre Primeiros
vizinhos. A relacdo de dispersdo com a cor verde representa um Isolante Topoldgico descrito
numa fita com Interagcdo entre primeiros e segundos vizinhos, onde os parametros de interacao
entre segundos vizinhos equivalem a vinte porcento do valor dos parametros de interacdo entre
primeiros vizinhos (A = 1.0, A = 1.0, B =1.0, Ay = 0.2 e By = 0.2). A relagdo de dispersao
com a cor roxa representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacdo entre pri-
meiros e segundos vizinhos, onde os parametros de interagao entre segundos vizinhos equivalem
a quarenta porcento do valor dos pardmetros de interagdo entre primeiros vizinhos (A = 1.0,
A=1.0,B=1.0,A; =0.4e By = 0.4) A relacdo de dispersdo com a cor vermelha representa
um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interagc@o entre primeiros, segundos e terceiros
vizinhos, onde os parametros de interacdo entre segundos vizinhos equivalem a vinte porcento
do valor dos parametros de interacdo entre primeiros vizinhos, € os parametros de interacao
entre terceiros vizinhos equivalem a vinte porcento do valor dos parametros de interagdo entre
segundos vizinhos (A = 1.0, A =1.0, B=1.0, A, =0.2, B, = 0.2, A3 = 0.04 e B3 = 0.04)
A relacdo de dispersdao com a cor preta representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita
com Interacao entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos, onde os parametros de interacdo
entre segundos vizinhos equivalem a quarenta porcento do valor dos parametros de interagdao
entre primeiros vizinhos, e os parametros de interacao entre terceiros vizinhos equivalem a qua-
renta porcento do valor dos parametros de interacio entre segundos vizinhos (A = 1.0, A = 1.0,
B=1.0,A, =04, B, =0.4, A3 =0.16 e B3 = 0.16).

Na Figura (58(a e b)) € mostrado a sobreposicao das relagdes de dispersdao para um
Isolante Topolégico com diferentes valores do termo de acoplamento para 60 linhas atdmicas.
Na subfigura (a), é observado que as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos induzem a
um aumento do tamanho do gap no bulk. Na subfigura (c), € mostrado os estados de bordas para
um Isolante Topoldgico, podemos notar que os estados de borda cruzam toda a regido do gap no
bulk na primeira regido topoldgica que possui a condutividade Hall positiva. Na Figura (58(c e
d)) € mostrado novamente a sobreposicao das relacdes de dispersdo para um Isolante Topoldgico
com diferentes valores do termo de acoplamento para 15 linhas atdbmicas. Na subfigura (c), €
observado um resultado similar ao visto na subfigura (a) onde as interacdes entre segundos
e terceiros vizinhos induzem a um aumento do tamanho do gap no bulk na primeira regidao
topolodgica que possui a condutividade Hall positiva. Na subfigura (c), € mostrado os estados
de bordas para um Isolante Topolégico, podemos notar, a existéncia de um gap nos estados de
borda, assim, o sistema torna-se um isolante. A medida que a tira se estreita, os estados de

borda em cada contorno comegam a se acoplar. Assim, os canais de dispersao para trds (retro-
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espalhamento) se abrem e, em seguida, a protecao contra a inversao de temporal dos estados de
borda é quebrada.

Nas Figuras (59, 60, 61, 62 3 63), € mostrado o comportamento do gap nos estados
de borda em fun¢do do nimero de linhas atomicas. A descri¢cdo das cores das figuras em fun¢do
da for¢a do termo de pertubacdo é dada no pardgrafo acima. Na Figura (59), fixamos os valores
para A préximos ao ponto I' da zona de Brillouin onde ocorre a transicdo de fase. Na Figura
(60), fixamos o valor de A para 1.0. Na Figura (61), fixamos o valor de A para 2.0. E observado
nestas figuras que as intera¢des entre segundos e terceiros vizinhos aumentam o tamanho do gap
na borda de um Isolante Topoldgico na primeira regido topoldgica que possui a condutividade
Hall positiva. Na Figura (62), fixamos os valores para A préximos ao ponto X; da zona de
Brillouin onde ocorre a transi¢cdo de fase topoldgica. Na Figura (63), fixamos o valor de A
para 6.0. Diferentes dos resultados encontrados para as Figuras (59, 60 e 61), é observado que
as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos diminuem o tamanho do gap na borda de um
Isolante Topoldgico na segunda regido topologica que possui a condutividade Hall negativa.

Portanto, notamos que, o efeito causado pelas interacdes entre segundos e terceiros
vizinhos na borda de um Isolante Topol6gico, depende tanto dos valores dos parametros de

acoplamento, quanto da regido topoldgica observada.
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Figura 59: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢iao do numero de

linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagdo. Fixamos os valores para A
para valores proximos ao ponto [' da zona de Brillouin onde ocorre a transi¢@o de fase.

(a)

Figura 60: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢do do nimero de
linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubacio. Fixamos o valor de A para 1.0
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Figura 61: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢do do numero de
linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagdo. Fixamos o valor de A para 2.0.
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Figura 62: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em funciao do numero de

linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagdo. Fixamos os valores para A
para pontos préximos ao ponto X; da zona de Brillouin onde ocorre a transi¢do de fase

topoldgica.
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Figura 63: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em funcido do nimero de
linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubacdo. Fixamos o valor de A para 6.0.

5.1 Efeito de Tamanho Finito em Isolantes Topologicos com a Geometria de Borda em
Zigzag

Outra geometria de borda analisada nessa tese € a geometria de borda em zig-
zag, para essa geometria também consideramos o efeito de tamanho finito para um Isolante
Topoldgico sob a influéncia do termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos e
terceiros vizinhos. Como discutido nos Capitulos (3 e 4), o aumento cadenciado da inten-
sidade dos pardmetros de hopping, responsdveis pelas interacdes entre segundos e terceiros
vizinhos, faz com que a relacdo de dispersao deste isolante topoldgico sofra modificagao no
espectro das energias. Devido essa perturbacdo causada na relacao de dispersdao do Isolante
Topolégico Z,, nesta se¢do nos iremos analisar o caso onde a fase topoldgica encontra se em
—4(By + Bs) < A < 4(B + By — B3) ( condutividade Hall positiva) onde os modos de borda
estdo localizados em k£, = 0

Como nos casos anteriores, novamente por simplicidade, fixaremos todos os parametros,
exceto A. Vamos escolher seis casos para A. A Figura (64) corresponde ao modelo proposto
para um Isolante Topoldgico descrito para uma rede quadrada com geometria de borda em zig-
zag com somente interagdes entre primeiros vizinhos, os seguintes valores para os parametros
de hopping associados a essa figura sio A = 1.0 e B = 1.0 a fase topoldgica desse Isolante
topoldgico encontra-se entre 0.0 < A < 4.00. A Figura (65) corresponde ao modelo pro-
posto para um ao Isolante Topolégico descrito para uma rede quadrada com geometria de borda

em zigzag com interacdes entre primeiros vizinhos e com um termo de acoplamento devido as
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interacdes entre segundos vizinhos, os seguintes valores para os parametros de hopping associ-
ados a essa figurasdo A = 1.0, B = 1.0, A, = 0.4 e By = 0.4 a fase topoldgica desse Isolante
topoldgico encontra-se entre —1.60 < A < 5.60. A Figura (66) corresponde ao modelo pro-
posto para um ao Isolante Topoldgico descrito para uma rede quadrada com geometria de borda
em zigzag com interacdes entre primeiros vizinhos € com um termo de acoplamento devido
as interagOes entre segundos e terceiros vizinhos, os seguintes valores para os parametros de
hopping associados a essa figura sio A = 1.0, B = 1.0, A, = 0.4, B, = 04, A3 = 0.16 ¢
B3 = 0.16 a fase topoldgica desse Isolante topoldgico encontra-se entre —2.24 < A < 6.24.
Observe que a extensao da fase topoldgica € modificada, devido a implementagdo do efeito das
interacoes entre segundos e terceiros vizinhos para um Isolante Topoldgico com a geometria de
borda em zigzag.

As curvas (d) (A=2.0) e (e) (A=2.5) da Figura (64), a curva (c) (A=0.0) da Figura
(65) e as curvas (d) (A=1.0) e (e) (A=3.0) da Figura (66), possuem caracteristicas graficas de
uma oscilagdo amortecida com periodicidade tripla. Para as curvas (a) (A = 0.20) da Figura
(64), (a) (A = —1.50) da Figura (65) e (a) (A = —2.13), é visto que £, decai exponencialmente
como uma fun¢do de N,. A oscilacdo amortecida com a periodicidade a quarta aparece nas
curvas, (b) (A = 0.5) e (¢) (A = 1.0) da Figura (65), (b) ( A = 1.2) da Figura (67) e (b) (
A = —1.0) da Figura (69). Nas curvas (d) (A=2.0) e (f) (A=3.9) da Figura (65), (d) (A=3.60) e
(f) (A=5.30) da Figura (67) (d) (A=2.0) e (f) (A=3.9) da Figura (65) E, tem um comportamento
oscilatério em forma de zigzag.

Semelhante aos casos que possuem uma geometria de borda reta, observamos que,
E, mostra uma oscilagdo amortecida em func¢do de N, para valores de A distantes dos pontos
onde ocorrem as transi¢cdes de fase (Figuras (66, 68 e 70). Como pode ser vistos nessas figuras,
o periodo de oscilacdo depende do valor de A, da intensidade dos parametros de acoplamento
entre segundos e terceiros vizinhos e da estrutura geometria das bordas do material. Pode-se
concluir que a dependéncia de IV, e £, ¢é sensivel tanto ao parametro A do material, quanto
a forca dos parametros de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos e da geometria da
borda.

Na Figura (71) pode ser observado o efeito da perturbacdo causada pelo do termo de
acoplamento devidos as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos num isolante topoldgico
que possui uma geometria de borda em zigzag. O efeito desse termo de acoplamento propor-
ciona um aumento do tamanho do gap, é visto que, para valores de A proximos aos pontos
onde ocorrem as transi¢oes de fase (estamos estudando as transi¢des que ocorrem proximas ao
ponto I' da zona de Brillouin), F, decai exponencialmente em fun¢do de N,, esse comporta-
mento € observado nas Figuras (66(a), 68(a) e 70(a)). Na Figura (64), a curva (a) da Figura (70)

estd sendo representada pela cor roxa, a curva (a) da Figura (68) estd sendo representada pela
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cor azul e a curva (a) da Figura (66) estd sendo representada pela cor vermelha. Analisando
esta figura, verificamos que as duas primeira curvas estao relacionadas com a implementacao
das interacdes entre segundo e terceiros vizinhos para um Isolante Topoldgico, note que essas
curvas possuem os maiores valores para a energia do gap, logo podemos observar que o efeito
da perturbacdo causada pelo do termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e
terceiros vizinhos, eleva o valor da energia do gap. Podemos notar que, quanto maior for a
intensidade dos parametros de interacdo entre segundos e terceiros vizinhos, mais acentuado
deverd ser o valor gap dos estados de borda e maior serd a quantidade de ndmeros de linhas
atdOmicas para fossar o material a se comportar como um Isolante Topolégico.

Na Figura (71), pode ser visto também o comportamento de £, em fun¢do de N,
para valores de A préximos a 1.0, para estes casos os grificos de £/, em func¢do de N, possuem
caracteristicas de uma oscilacdo amortecida com periodicidade, esse comportamento € obser-
vado na curva (c) da Figura (66) que estd sendo representada pela cor azul claro na Figura (71),
na curva (b) da Figura (68) que estd sendo representada pela cor verde na Figura (71) e na curva
(d) da Figura (70) que esta sendo representada pela cor vermelha na Figura (71), verificamos
novamente que, as duas primeiras curvas possuem os maiores valores para a energia do gap em
relacdo a curva que caracteriza as interagdes entre primeiros vizinhos, esse comportamento €
explicado devido a perturbacdo causada pelo do termo de acoplamento entre segundos e tercei-
ros vizinhos, elevando assim o valor do gap nos estados de borda em comparacdo com o caso
das intera¢do que ocorrem somente entre primeiros vizinhos.

Assim podemos inferir que o termo de acoplamento devido as interacdes entre e
segundos e terceiros vizinhos, modifica a extensao da fase topoldgica de um Isolante Topoldgico
para ambas geometrias de borda estudas nesta tese, esse termo de acoplamento € responsavel
para produzir uma perturbacdo no modelo de interacdes com somente primeiros vizinhos de tal
foma que além de variar o tamanho das fases topoldgicas como discutido no Capitulo (4), essas
perturbacdes também € responsdvel por aumenta o valor do gap nos estados de borda, também
concluimos que a dependéncia de N, e £, € sensivel tanto ao parametro A do material, quanto
ao valor da intensidade dos parametros de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos
e da geometria da borda. Quando analisamos um sistema finito, é visto que, quanto maior
for o valor da intensidade dos parametros de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos,
maior € a perturbaciao produzida no modelo. Do ponto de vista da construcdo de um sistema
finito (nanodispositivos), notamos que os efeitos causados pelos termos de acoplamento podem
interferir na construcdo desses dispositivos, isto €, quanto menor forem os dispositivos, maiores

serdo as flutuagdes devidos aos termos de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos.
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Figura 64: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito

valores diferentes de A; (a)A = 0.20, (b)A = 0.50, (¢)A = 1.00, (d)A = 2.00, (e)A = 2.50,
(HA = 3.90.
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Figura 65: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = —1.50, (b)A = 1.20, (¢)A = 0.00, (d)A = 3.60, (e)A = 4.20,

(HA = 5.30.
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Figura 66: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢do de NV, para oito
valores diferentes de A; (a)A = —2.13, (b)A = —1.00, (¢)A = 0.00, (d)A = 1.00,
(e)A = 3.00, (HA = 4.20.
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A Figura 68, nos mostra, a sobreposi¢ao das relacdes de dispersao para um Isolante
Topologico com diferentes valores do termo de acoplamento para uma geometria de borda em
zigzag. A relacdo de dispersdo com a cor azul claro representa um Isolante Topoldgico descrito
numa fita com Interacdo entre Primeiros vizinhos. A rela¢do de dispersdao com a cor verde re-
presenta um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacdo entre primeiros e segundos
vizinhos, onde os parametros de interagdo entre segundos vizinhos equivalem a vinte porcento
do valor dos parametros de interag@o entre primeiros vizinhos (A = 1.0, A = 1.0, B = 1.0,
Ay = 0.2e By, = 0.2). Arelagdo de dispersao com a cor roxa representa um Isolante Topol6gico
descrito numa fita com Interacdo entre primeiros e segundos vizinhos, onde os parametros de
interacao entre segundos vizinhos equivalem a quarenta porcento do valor dos parametros de
interacdo entre primeiros vizinhos (A = 1.0, A = 1.0, B = 1.0, A, = 04 e B, = 04) A
relacdo de dispersdao com a cor vermelha representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita
com Interacdo entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos, onde os parametros de interacao
entre segundos vizinhos equivalem a vinte porcento do valor dos parametros de interacdo en-
tre primeiros vizinhos, e os parametros de interacdo entre terceiros vizinhos equivalem a vinte
porcento do valor dos parametros de interacdo entre segundos vizinhos (A = 1.0, A = 1.0,
B =1.0,A,=0.2, B, =0.2, A3 = 0.04 e B3 = 0.04) A relagdo de dispersdo com a cor preta
representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacao entre primeiros, segundos
e terceiros vizinhos, onde os parametros de interacao entre segundos vizinhos equivalem a qua-
renta porcento do valor dos parametros de interacdo entre primeiros vizinhos, e os parametros
de interacdo entre terceiros vizinhos equivalem a quarenta porcento do valor dos parametros de
interacdo entre segundos vizinhos (A = 1.0, A =1.0, B =1.0, Ay =04, B, = 0.4, A3 = 0.16
e Bs = 0.16).

Na Figura (68(a e b)) € mostrado a sobreposicao das relacdes de dispersao para um
Isolante Topoldgico com geometria de borda em zigzag para diferentes valores dos termos de
acoplamento para 60 linhas atdmicas. Na subfigura (a), € observado que as interagdes entre
segundos e terceiros vizinhos induzem a um aumento do tamanho do gap no bulk. Na subfi-
gura (c), € mostrado os estados de bordas para um Isolante Topoldgico, podemos notar que os
estados de borda cruzam toda a regido do gap no bulk na primeira regido topologica que possui
a condutividade Hall positiva. Na Figura (68(c e d)) € mostrado novamente a sobreposi¢ao das
relacdes de dispersao para um Isolante Topolégico com diferentes valores do termo de acopla-
mento para 15 linhas atobmicas. Na subfigura (c), € observado um resultado similar ao visto na
subfigura (a) onde as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos induzem a um aumento do
tamanho do gap no bulk. Na subfigura (c), € mostrado os estados de bordas para um Isolante
Topoldgico, podemos notar, a existéncia de um gap nos estados de borda, assim, o sistema

torna-se um isolante. A medida que a tira se estreita, os estados de borda em cada contorno
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comegam a se acoplar. Assim, os canais de dispersdo para trds (retro-espalhamento) se abrem
e, em seguida, a protecdo contra a inversao de temporal dos estados de borda é quebrada.

Nas Figuras (69, 70, 71, 72 e 73), € mostrado o comportamento do gap nos esta-
dos de borda em fun¢do do nimero de linhas atdmicas. A descricdo das cores das figuras em
funcdo da forca do termo de pertubacdo é dada, da seguinte maneira: A cor preta representa
um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacdo entre Primeiros vizinhos. A cor ver-
melha representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interagdo entre primeiros e
segundos vizinhos, onde os pardmetros de interacdo entre segundos vizinhos equivalem a vinte
porcento do valor dos parametros de interacdo entre primeiros vizinhos. A cor azul claro re-
presenta um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacdo entre primeiros e segundos
vizinhos, onde os parametros de interacdo entre segundos vizinhos equivalem a quarenta por-
cento do valor dos parametros de interacdo entre primeiros vizinhos. A cor verde representa um
Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacio entre primeiros, segundos e terceiros vi-
zinhos, onde os parametros de interacao entre segundos vizinhos equivalem a vinte porcento do
valor dos parametros de interagdo entre primeiros vizinhos, e os parametros de interagdo entre
terceiros vizinhos equivalem a vinte porcento do valor dos parametros de interacao entre segun-
dos vizinhos. A cor roxa representa um Isolante Topoldgico descrito numa fita com Interacdo
entre primeiros, segundos e terceiros vizinhos, onde os parametros de interacdo entre segundos
vizinhos equivalem a quarenta porcento do valor dos parametros de interagdo entre primeiros
vizinhos, e os parametros de interacdo entre terceiros vizinhos equivalem a quarenta porcento
do valor dos parametros de interagao entre segundos vizinhos

Na Figura (69), fixamos os valores para A proximos ao ponto I" da zona de Brillouin
onde ocorre a transi¢do de fase. Na Figura (70), fixamos o valor de A para 1.0. Na Figura (71),
fixamos o valor de A para 2.0. Semelhante ao caso da geometria de borda reta, é observado
nestas figuras que as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos aumentam o tamanho do
gap na borda de um Isolante Topolégico. Na Figura (72), fixamos os valores para A proximos
ao ponto X; da zona de Brillouin. Na Figura (73), fixamos o valor de A para 6.0. Diferentes
dos resultados encontrados para as Figuras (69, 70 e 71), é observado que as interacdes entre
segundos e terceiros vizinhos diminuem o tamanho do gap na borda de um Isolante Topolégico.

Portanto, notamos que, o efeito causado pelas interacdes entre segundos e terceiros
vizinhos na borda de um Isolante Topol6gico, depende tanto dos valores dos parametros de
acoplamento, quanto da regido topoldgica observada, e da geometria de borda da rede utilizada.

Nas Figuras (74, 75, e 76) é mostrado a compara¢do entre as duas geometrias de
borda, para diferentes valores de A. A descricdo das cores em fungdo dos parametros de
interacdo entre primeiros, segundos e terceiros, foi descrita nas se¢des anteriores. Na Figura

(74), fixamos os valores para A préximos ao ponto I' da zona de Brillouin onde ocorre a
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transicdo de fase. Na Figura (74), fixamos o valor de A para 1.0. Na Figura (75), fixamos
o valor de A para 2.0. E observado, nestas figuras, que em todos os casos com geometria de
borda em zigzag aumentam o tamanho do gap na borda em relagdo aos casos com geometria de

borda reta para um Isolante Topoldgico.
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Figura 68: Sobreposi¢ao das relacdes de dispersao da energia, para diferentes valores do termo
de acoplamento, com geometria de borda em zigzag. (a) e (b) 60 linhas atémicas, (c) e (d) 15
linhas atdmicas.
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Figura 69: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em func¢ao do numero de

linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagdo. Fixamos os valores de A para
valores proximos ao ponto [' da zona de Brillouin onde ocorre a transi¢do de fase.
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Figura 70: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢do do nimero de
linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagao. Fixamos o valor de A para 1.0.
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Figura 71: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢do do numero de
linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagdo. Fixamos o valor de A para 2.0.
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Figura 72: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢do do nimero de

linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubacdo. Fixamos os valores de A para
pontos proximos ao ponto X; da zona de Brillouin onde ocorre a transicao de fase topoldgica.
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Figura 73: Comportamento da energia do gap nos estados de borda em fun¢do do nimero de
linhas atdmicas para diferentes valores do termo de pertubagao. Fixamos o valor de A para 6.0.
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Figura 74: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢éo de IV, para
diferentes tipos de borda. Fixamos os valores de A para valores préximos ao ponto I" da zona

de Brillouin onde ocorre a transi¢do de fase.

148



1e%0 1e+07
1e-2¢
1e-2
(o))
L 1e-4 L
1e-4
1e-6
1e-6
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Ny Ny
(a) (b)
1e+0f | Te+0f y—
.
1e-2¢ 1e-2
O iy
le-4¢ 1e-4
1e-6¢ 1e-6
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Ny Ny
(©) (d)
1e+0¢
le-1¢
1e-2}
o
W e3¢
1e-4f
1e-5¢
5 10 20 25 30
Ny
(e

Figura 75: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢éo de [V, para
diferentes tipos de borda. Fixamos o valor de A para 1.0
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Figura 76: Magnitude do gap de energia I/, dos estados de borda em fun¢éo de [V, para
diferentes tipos de borda. Fixamos o valor de A para 2.0
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foram estudadas as propriedades de um Isolante Topolégico Z; bi-
dimensional descrito para uma rede quadrética, tanto para as rede infinitas quanto para um
ndmero limitado de linhas atdmicas na dire¢do Oy. A pesquisa tomou como ponto de par-
tida a presenca das interagdes devido a perturbacdo causada pelas interacdes entre segundos e
terceiros vizinhos. As consequéncias dessa perturbacio ficam notdrias através dos graficos ao
longo do trabalho, que evidenciam a dependéncia da energia com os parametros relacionados a
amplitude de hopping entre as interagdes de segundos e terceiros vizinhos.

Nos Capitulos (3 e 4) mostramos que Hamiltoniana tight-binding inscrita numa
rede quadrada provou ser um modelo vélido para estudar Isolantes Topoldgicos bidimensionais.
Onde ela foi aplicada a duas geometrias de borda diferentes, que pertencem a mesma classe
topologica denominada Z,. Verificamos que, devido ao efeito da perturbagdo causada pelos
termo de acoplamento entre as interagdes de segundos e terceiros vizinhos, as bandas de energia
variam drasticamente em funcdo dos parametros de hopping relacionados com as interacdes
entre segundos e terceiros vizinhos. Como vimos nas Figuras (), o aumento cadenciado dos
parametros de acoplamento produzem uma mudanga total da energia para todos os estados,
modificando assim, a regido topoldgica onde ocorrem as transi¢des de fase do modelo, variando
o range onde o material se comporta como isolante topoldgico. Quando comparamos o caso das
interacoes entre primeiros vizinhos, com o caso das interacdes entre primeiros vizinhos e com o
termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e terceiros vizinhos, observamos que
as interagdes com o termo de acoplamento fornecem muito mais possibilidades da existéncia de
pontos de transi¢ao de fase.

No contexto da rede quadrada finita observamos que o efeito das interacdes entre
segundos e terceiros vizinhos para um Isolante Topolégico descrito em uma rede quadrada
e com geometria de borda em zigzag, é semelhante ao efeito causado pelas interacdes entre
segundos e terceiros vizinhos para um Isolante Topolégico descrito em uma rede quadrada
e com geometria de borda reta. Em ambos os casos o efeito causado pelas interagdes entre
segundos e terceiros depende da fase topoldgica do material. Para —4(By; — B3) < A < 4(B +
By — Bj3) a perturbagdo causada pelas interagdes entre segundos vizinhos induz o aumento do
tamanho gap no bulk para um Isolante Topoldgico, e para4(B+ By — B3) < A < 8B—4(By+
Bs) o efeito perturbagdo causada pelas interagdes entre segundos vizinhos induz a diminui¢ao
do gap no bulk para um Isolante Topoldgico.

O estudo do comportamento dos estados de borda para um isolante topoldgica 75

sob o efeito da perturbac@o causada pelo termo de acoplamento devido as interagdes entre se-
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gundos e terceiros vizinhos, nos conduziu a seguinte conclusio, para os casos com geometria
de borda reta a localizagao dos modos de borda, € modificada desdo do ponto I' localizado na
zona central das estruturas de bandas em k, = 0, até os pontos localizados na zona periférica
das estruturas de bandas X; em k, = m e X, em k, = —7. O aumento cadenciado da forca dos
parametros de interacao entre segundos e terceiros vizinhos produzem uma mudanga nos niveis
de energia. Como discutimos anteriormente, nas proximidades do ponto I' da zona de Brillouin
¢ observado um shift nas energias da relagdo de dispersdo para um isolante topoldgico com so-
mente interagcdes entre primeiros vizinhos. Isto € devido a perturbacao causada pelas interacoes
entre segundos e terceiros, aumentando, assim, o tamanho do gap no bulk, nas proximidades
dos pontos X; e X5 da zona de Brillouin o efeito causada pela perturbacdo, faz com que o ta-
manho do gap no bulk diminua. Para os casos com geometria de borda em zigzag, observamos
que um par de modos de borda sem gapless sempre aparece na regido topologicamente nao
trivial. Em contraste com o caso da geometria de borda reta, os estados de borda com geometria
em zigzag sempre aparecem na vizinhanca de £, = 0. O aumento cadenciado dos parametros
de hopping relacionados com as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos, produzem uma
mudanca nos niveis de energia. Como discutimos no Capitulo (4), nas proximidades do ponto
I' da zona de Brillouin sdo observados shifts nas energias da relacdo de dispersao para um iso-
lante topolégico com somente interacdes entre primeiros vizinhos, isto € devido a perturbagdo
causada pelas interacOes entre segundos e terceiros, aumentando assim o tamanho do gap no
bulk. Nas proximidades do ponto M da zona de Brillouin, o efeito causado pela perturbagao,
faz com que o tamanho do gap no bulk diminua.

No Capitulo (5), analisamos as propriedades do efeito do tamanho finito para um
Isolante Topoldgico. Podemos inferir que o termo de acoplamento devido as interacdes entre
e segundos e terceiros vizinhos, modifica a extensdo da fase topologica de um Isolante To-
poldgico para ambas geometrias de borda estudas. Esse termo de acoplamento é responsavel
para produzir uma perturbacdo no modelo de interagdes com somente primeiros vizinhos de
tal foma que, além de variar o tamanho das fases topoldgicas, como discutido no Capitulo (4),
essas perturbacdes também € responsavel por aumentar o valor do gap nos estados de borda.
Também concluimos que a dependéncia de NV, e I, € sensivel tanto ao pardmetro A do mate-
rial, quanto ao valor da intensidade dos parametros de acoplamento entre segundos e terceiros
vizinhos e da geometria da borda.

Portanto, podemos observar, com este trabalho, os efeitos das interacdes entre se-
gundos e terceiros vizinhos para um Isolante Topoldgico bidimensional em diferentes geome-
trias de borda e concluimos que apesar de menos intensas em relacao as interacoes de troca dos
primeiros vizinhos, esses tipos de interacdes se tornam relevantes na tentativa de descrevermos

um Isolante Topoldgico mais realista.
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Todas estas propriedades discutidas acima fazem dos Isolantes Topoldgicos, ma-
teriais que podem vir a revolucionar a Ciéncia e a Tecnologia nos préximos anos. Talvez, as
aplicacdes tecnoldgicas de curto prazo sejam na eletronica, onde as possibilidades de aplicacdes
destes materiais sdo imensas devido as suas propriedades extraordindrias. Inimeras possibili-
dades como fluxo de corrente sem dissipagdo, corrente eletronica spin-polarizada e controle de
propriedades eletronicas com luz colocam estes materiais como fortes candidatos a substituirem
o silicio nos dispositivos eletronicos e instigam pesquisadores a criarem novos componentes
eletronicos que possam usufruir de tais propriedades.

Este trabalho foi apresentado em dois eventos Cientificos, XXXIII Encontro de
Fisicos do Norte e Nordeste, com o titulo Efeito de Tamanho finito em Isolante Topologicos
Zy com Interagoes entre Primeiros Segundos e Terceiros Vizinhos e no XXXVIII Encontro Na-
cional de Fisica da Matéria Condensada. com o titulo Finite Size Effect in Z5 Topological
Insulator with Interaction between Seconds Neighbors na qual esse trabalho foi agraciado com
o prémio Best Student Poster Award in the area of Materials Physics. Esse trabalho também foi
divulgado na Physics Letters A - Volume 381, Issues 25-26, 12 July 2017, Pages 2123-2126,
DOI: 10.1016/j.physleta.2017.04.027
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APENDICE A - DETERMINACAO DOS TERMOS DA HAMILTONIANA TIGHT
BINDING, DEVIDO AS INTERACOES ENTRE PRIMEIRO,
SEGUNDOS E TERCEIROS VIZINHOS

Neste apéndice determinamos a os termos da Hamiltoniana tight binding para uma
rede quadrada devido as interacdes entre primeiro, segundos e terceiros vizinhos. Para a construcao
desta Hamiltoniana tight binding vamos levar em conta as interagdes entre primeiros vizinhos e
a perturbagdo proporcionada pelo termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e
terceiros vizinhos. Para essa demonstracdo vamos comecar com a versdao mais simplificada da
nossa Hamiltoniana tight binding com somente interacdes entre primeiros vizinhos sem o termo
de acoplamento, para ilustrar a forma de fazer o cdlculo das energias. Vamos denotar as fung¢oes
de onda em cada sitio da rede como v, ,,,, onde n e m sdo inteiros. Por enquanto, iniciamos a
observacao dos primeiros vizinhos, levando em consideragdo somente as interagdes do orbital

s, que sdo responsaveis pela seguinte representacdo matematica:
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Figura 77: (a) Representacao de uma rede quadrada infinta. (b)Representacao das interacoes
entre primeiros segundos e terceiros vizinhos numa rede quadrada infinta

E<S)1/}n,m - _t5¢n+l,m - tswn—Lm - tsl/)n,m—i-l - ts¢n,m—1- (Al)

Como a rede ¢ infinita, podemos escrever a funcdo de onda para cada ponto como:

Yn.m = exp(ikyn) exp(ik,m). (A.2)
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Em seguida, substituindo (A.1) na equacdo (A.2), obtemos

E(s) exp(ik,n) exp(ikym) = —ts {exp(ik,(n + a)) exp(ik,m) + exp(ik,(n — a)) exp(ik,m)

A3
+ exp(ikyn) exp(ik, (m + a)) + exp(ik,n) exp(ik,(m — a))} 7
o que resulta em
E(s) = —ts{exp(ikya) + exp(—ik,a) + exp(ikya) + exp(—ikya)} (A4)
fornecendo
E(s) = —2t, {cos(kya) + cos(k,a)} . (A.5)

Esta € a relacdo de dispersao para um Isolante Topoldgico, contemplando somente as interacdes
entre primeiros vizinhos em relagdo ao orbital s. Por fim, vejamos o termo de acoplamento entre

segundos e terceiros vizinhos em relag@o ao orbital s. Para isto, tomamos a seguinte relagdo:
E<S>wn,m = _th)wnJrl,erl - tg2)wn+1,mfl - tg2)wn71,m+1 - tgz)wnfl,mfl (A6)

_tg3)wn+2,m - th)wan,m - th)wn,erZ - tgg)wn,me-
Portanto, ao substituir a equacdo (A.2) na equacao (A.6)
E(s) exp(ikyn) exp(ikym) = —tP {explik,(n + a)] expik,(m + a)] + explik,(n + a)] exp[ik,(m — a)]

(A.7)
+ explik,(n — a)] expik,(m + a)] + explik,(n — a)] exp[ik,(m — a)]}

—tB) {exp(ik, (n + 2a)) exp(ik,m) + exp(ik, (n — 2a)) exp(ik,m)
+ exp(ikyn) exp(ik,(m + 2a)) + exp(ik,;n) exp(ik,(m — 2a))}
que resulta em
E(s) = —t@ {exp(ik,a) [exp(ik,a) + exp(—ikya)] + exp(—ikya) [exp(ik,a) + exp(—ik,a)]}

(A.8)
—t®) {exp(i2k,a) + exp(—i2k,a) + exp(i2k,a) + exp(—2ik,a)},

fornecendo

E(s) = —4t® {cos(k,a) cos(kya)} — 2t®) {cos(2k,a) + cos(2k,a)} . (A.9)
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Finalmente, das equacdes (A.5) e (A.9), determinamos a relacdo de dispersdo para o orbtital s,

dada por

E(s) = —2t, {cos(k,a) + cos(kya)}—4t? {cos(k.a) cos(kya)}—2t® {cos(2k,a) + cos(2k,a)} .
(A.10)
Esta € a relacdo de dispersdo para um Isolante Topoldgico, contemplando as interacdes entre
primeiros vizinhos e o termo de acoplamento devido as interagdes entre segundos e terceros
vizinhos para o orbital s.
Vamos observar agora a interagdo entre os primeiros vizinhos para o orbital p, de

forma andloga ao visto para o orbital s. Assim temos,

E(p)wn,m = _tpwnJrl,m - zfpwnfl,m - tpwn,erl - tpqﬂn,mfl- (All)

Portanto, ao substituir a equacao (A.2) na equagdo (A.11)

E(p) exp(ik,n) exp(ik,m) = —t, {exp(ik;(n + a)) exp(ik,m) + exp(ik,(n — a)) exp(ik,m)

(A.12)
+ exp(ik,n) exp(iky(m + a)) + exp(ik,n) exp(ik,(m — a))} .
o que resulta em
E(p) = —t, {exp(ik.a) + exp(—ik,a) + exp(ik,a) + exp(—ik,a)}, (A.13)
fornecendo
E(p) = —2t, {cos(k,a) + cos(kya)} . (A.14)

Esta € a relacdo de dispersdo para um Isolante Topoldgico, contemplando somente as interacoes
entre primeiros vizinhos em relacdo ao orbital p. Novamente, vejamos o termo de acoplamento
devido as intera¢des entre segundos vizinhos, desta vez em relacdo ao orbital p, analogamente

ao caso do orbital s. Para tanto, tomamos a seguinte relacao:
E(p)wn,m - _tz()Q)l/}n—s—l,m—s—l - t1(02)1/}n+1,m—1 - t§)2)¢n—1,m+1 - tg)l/}n—l,m—l (AlS)
_t§13)¢n+2,m - t;;3)¢n—2,m - t;;3)¢n,m+2 - té3)¢n,m—2-
Portanto,

E(p) exp(ikyn) exp(ik,m) = —téz) {exp[ik,(n + a)] exp[ik,(m + a)] + exp[ik,(n + a)] exp[ik,(m — a)]
(A.16)
+ explik,(n — a)] exp[iky,(m + a)] + exp[ik,(n — a)] exp[ik,(m — a)]}

_tz(>3) {exp(ik,(n + 2a)) exp(ik,m) + exp(ik,(n — 2a)) exp(ik,m)
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+ exp(ikyn) exp(ik,(m + 2a)) + exp(ik,n) exp(ik,(m — 2a))}

que resulta em

E(p) = —tf) {exp(ik,a) [exp(ikza) + exp(—ik,a)] + exp(—ikya) [exp(ikya) + exp(—ik,a)|}

(A.17)
—tl(f’) {exp(i2k,a) + exp(—i2k,a) + exp(i2k,a) + exp(—i2k,a)}
fornecendo
E(p) = —4t}(,2) {cos(kya) cos(kya)} — Qt;?’) {cos(2k,a) + cos(2kya)} (A.18)

Finalmente das equacgdes (A.14) e (A.18), obtemos a relagdo de dispersao para o orbtital p, dada

por

E(p) = —2t, {cos(k,a) + cos(k‘ya)}—éltf) {cos(k,a) cos(k:ya)}—Qtz()g) {cos(2k,a) + cos(2k,a)}
(A.19)
Esta € a relacdo de dispersdao para um Isolante Topolégico, contemplando a interacdo entre
primeiros vizinhos e o termo de acoplamento dos segundos vizinhos para o orbital p.
Coletando as contribui¢des para a relacao de dispersao escritas nas equacdes (A.10)

e (A.19) podemos estabelecer a relacdo de dispersdo para os orbitais s e p, como
E(s,p) = —2ts{cos(k,a) + cos(kya)} — 2t, {cos(k,a) + cos(kya)} (A.20)
— 4t {cos(kya) cos(kya)} — 4t1(,2) {cos(k,a) cos(kya)}

—2t® {cos(2k,a) + cos(2k,a)} — 2t1()3) {cos(2k,a) + cos(2kya)} .

O calculo das energias devido a interacao spin-orbita (relacionado o orbital s com o
orbital p,) devido as interacdes entre primeiros vizinhos, é demostrado pelas seguintes representacoes
matematicas (como visto na secdo (3.2), equacdo (3.3), o termo de hopping que envolve a

interacao spin-6rbita depende da orientacdo do vetor de onda da rede)
E<So)wn,m - t17~/)n+1,m - tlwn—l,m + itlwn,m—l—l - itlwn,m—l‘ (A21)
Portanto,

E(so) exp(ikyn) exp(ik,m) = t1 {exp(ik,(n + a)) exp(ik,m) — exp(ik,(n — a)) exp(ik,m)
(A.22)
+iexp(ik,n) exp(iky(m + a)) — i exp(ikyn) exp(ik,(m — a))}
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o que resulta em
E(so) =ty {exp(ik,a) — exp(—ikya) + i exp(ikya) — iexp(—ikya)}, (A.23)
fornecendo
E(so) = 2ity {sin(k,a) + isin(kya)}, (A.24)

que € contribui¢do para a relagdo de dispersdao de um Isolante Topoldgico, contemplando a
interacdo spin-Orbita, devido as interacdes entre primeiros vizinhos relacionando o orbital s
com o orbital p.

O calculo das energias devido a interacao spin-Orbita paras as interacoes de primei-
ros vizinhos, relacionando o orbital p com o orbital s, € determinado de maneira andloga ao

caso demostrado acima, assim temos:
E<So)wn,m == _f{wnJrl,m + t;wnfl,m + it;wn,m+1 - if{wn,mfl- (A25)
Portanto,

E(so) exp(ikyn) exp(ik,m) = t] {— exp(ik;(n + a)) exp(ik,m) + exp(ik,(n — a)) exp(ik,m)

(A.26)
+iexp(ikyn) exp(ik,(m + a)) — i exp(ik,n) exp(ik,(m — a))}
o que resulta em
E(so) =t} {—exp(ikya) + exp(—ik,a) + iexp(ikya) — i exp(—ikya)} , (A.27)
fornecendo
E(so) = 2it] {—sin(kya) + isin(kya)}, (A.28)

que € a relagdo de dispersdo para um Isolante Topoldgico, contemplando a interagdo spin-Orbita,
devido as interagdes entre primeiros vizinhos relacionando o orbital p com o orbital s, onde
verificamos que € o hermiteano conjugado da equacao (A.24).

Vamos agora determinar o termo de hopping responsdvel pela interacio spin-orbita,
oriundo do termo de acoplamento devido as interacdes entre segundos vizinhos. Primeiramente,
analisamos as interacdes entre o orbital s em relagdo ao orbital p. Esse termo de hopping pode

ser determinado utilizando o mesmo procedimento visto na equacdo (A.21), assim temos:

E(so0) = t2 lexp(ikya) (exp(ikza) — exp(—ik,a)) + exp(—ikya) (exp(ikya) — exp(—ik,a))]

V2
. (A.29)
—l—ﬁ lexp(ikya) (exp(ikza) + exp(—ikya)) — exp(—ikya) (exp(ikza) + exp(—ik,a))]

V2
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+t5 {exp(i2k,a) — exp(—i2k,a) + iexp(i2kya) — i exp(—2ik,a)}

fornecendo

E(s0) = 2iv/2t, (sin(k,a) cos(kya) + isin(kya) cos(k,a)) + 2its {sin(2k.a) + i sin(2k,a)} .
(A.30)
Esta € arelacdo de dispersao para um Isolante Topoldgico, contemplando a interagdo spin-6rbita
para o termo de acoplamento entre segundos e terceiros vizinhos, relacionando o orbital s com
o orbital p. Por ultimo, vamos determinar o termo correspondente a interacdo spin-Orbita devido
ao acoplamento entre segundos vizinhos. Desta vez iremos levar em consideracdo as interacoes

entre o orbital p em relacdo ao orbital s, de modo semelhante ao caso anterior. Assim temos:

E(so0) = \t/% [— exp(ikya) (exp(ikya) — exp(—ik,a)) — exp(—ikya) (exp(ikya) — exp(—ik,a))]
* (A.31)
—|—t—2 lexp(ikya) (exp(ikya) + exp(—ikya)) — exp(—ikya) (exp(ikza) + exp(—ik,a))]

V2

+t5 {— exp(i2k,a) + exp(—i2k,a) + i exp(i2kya) — i exp(—2ikya)} .

fornecendo

E(s0) = 2iV/2t; (— sin(k,a) cos(kya) + i sin(kya) cos(k,a))+2it; {— sin(2k,a) + isin(2k,a)} .
(A.32)
Esta € arelacao de dispersao para um Isolante Topoldgico, contemplando a interagdo spin-6rbita
para o termo de acoplamento entre segundos vizinhos relacionando o orbital p com o orbital s.
Podemos agora determinar uma Hamiltoniana tight binding para um isolante to-
poldgico, incluindo, além das interagdes entre primeiros vizinhos, o termo de acoplamento

devido as interacdes entre segundos e terceiros vizinhos, logo temos:

Hy = Z <<€gs) — 2t (cos(kya) + cos(kya)) — 4tP {cos(k,a) cos(k,a)} (A.33)
K

—2t) (cos(2k,a) + cos(2kya))) af jars + (A1 (k) + As(k) + As(k)) af by
+ (6817) — 2tp(cos(kya) + cos(kya)) — 4t1(32) {cos(kya) cos(kya)} — 2t1(03) (cos(2k,a) + Cos(2kya))) b,typbkp
 (AT(R) + A3 (k) + A5(K)) b ks

onde A, (k) = 2it,[sin(k,a)+isin(kya)], Ax(k) = 2iv/2t, (sin(k,a) cos(kya) + isin(k,a) cos(k,a))
e As(k) = 2it}[sin(k,a) + isin(kya)]
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