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RESUMO

Nesse trabalho, estudamos as singularidades das superficies obtidas como imagem de um
plano por uma aplicacao algébrica ou analitica no espacos R? e R*. Estudamos as pro-
priedades topoldgicas e métricas dos nés que sao obtidos como link de tais superficies. E
obtido critérios de mergulho normal para a superficie-imagem e, além disso, é investigado
as ligacoes entre a topologia do né e o mergulho normal. Faremos ainda uma descri¢ao

dos cones tangentes destas superficies nos pontos singulares.

Palavras-chave: Noés. Aplicagoes analiticas. Mergulho normal. Singularidades.



ABSTRACT

In this work, we study the singularities of the surfaces obtained as an image of a plane by
an algebraic or analytic application in the spaces R? and R*. We study the topological
and metric properties of the knots that are obtained as a link of this surfaces. Normal em-
bedding criterion are obtained for the surfaces and, in addition, the connections between
the topology of the knot and normal embedding are investigated. We will also give a

description of the tangent cones of these surfaces at the singular points.

Keywords: Knots. Analytic maps. Normal embedding. Singularities.
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1 INTRODUCAO

A teoria de singularidades tem, essencialmente, seu ponto de partida quando dada aplicagao
diferenciavel entre espacos euclidianos deixa de ter posto maximal de sua derivada num
dado ponto de seu dominio. Quando isso nao ocorre, sabemos que mudancas suaves de
coordenadas no dominio e contra-dominio transforma tal aplicagao numa transformagao
linear. Entao, surge uma pergunta natural: Qual o comportamento de dada aplicacao f

na vizinhanga de um ponto p em que D f(p) ndo tem posto maximal?

Nesse instante, parece inevitavel pensar em classificacao, isto é, é natural uma
tentativa de fixar certa relacao de equivaléncia sobre o espaco das aplicacoes suaves e
assim tentar listar suas respectivas classes. A origem desse interesse nos remete aos
trabalhos de Morse (ver por exemplo, Milnor (1962)) relativo aos pontos criticos nao-
degenerados de fungoes diferenciaveis e suas generalizacoes que podem ser associadas as
contribuigbes notaveis de H. Whitney, J. Mather e V. Arnold (ver Sotomayor (1976)) para

uma organizagao histdrica, bibliografica e matemaética de tais contribuigoes).

Em tais investigacoes, o problema de equivaléncia diferencidvel mesmo quando
consideramos funcoes no plano ja revela a natureza de sua complexidade. Por exemplo,
familia f; : (C%,0) — (C,0), f(z,w) = (2 + tw)w(z + w)(z — w) fornece nimero infinito
de classes de diferenciabilidade.

Nesse contexto, trabalhos posteriores mostram que tornar menos fina tal relacao
de equivaléncia sobre o espaco das funcoes é algo bastante frutifero. Nesse ponto a estru-
tura métrica (Lipschitz) e topolégica tem revelado uma visao prospectiva e acessivel com
respeito ao problema de classificacao. Com respeito, a estrutura topologica de aplicagoes,
podemos citar algumas referéncias dentre muitas como Thom (1964), Fukuda (1981) e
Naka (1984) e, mais recentemente, Ballesteros e J.A Moya-Perez (2010)), (2014), Marar e
Ballesteros (2009) e Mendes e Ballesteros (2016) considerando classifica¢ao topolégica de

germes de aplicagoes com singularidade isolada.

Os capitulos 2 e 3 da tese dao inicio a uma investigacao sobre a estrutura
topoldgica de aplicacoes C°° de R? em R* com singularidade isolada. Essa investigacao
proposta pelo professor Juan Jose Nuno Ballesteros se encaixa, do ponto de vista de inte-
resse similar, nos trabalhos por tltimo listados acima. No capitulo de preliminares, apre-
sentamos uma pequena digressao sobre a estrutura das aplicagoes diferenciaveis e topicos
de teoria dos nés que utilizaremos diretamente. No capitulo 2, apresentamos os principais
resultados motivados pela investigacao com respeito a C°-o-equivaléncia. Provamos um
teorema de estrutura conica (ver teorema para o caso de germes analiticos com singu-
laridade isolada), traduzindo assim nossa investigagao sobre topologia de aplicagoes para

o campo de teoria dos nés.

Vale ressaltar que, mais geralmente, a estratégia para classificacao de germes de
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aplicacoes finitamente determinadas consiste em extrair modelos combinatérios a partir do
link das aplicagoes codificando assim inteiramente cada 6rbita C%-<7 topoldgica (o que nao
é possivel, em geral). Veja por exemplo, Ballesteros2015|para esclarecimento desta técnica
em sua generalidade. Um outro foco da teoria de singularidades é investigar a estrutura
de um conjunto singular, especialmente no caso em que o conjunto esta definido como o
conjunto das solucoes de um sistema de equagoes algébricas ou analiticas. Um sistema de
equacoes esta definindo uma aplicacao de um espaco Euclidiano para um outro. Se esta
aplicacao satisfaz as condigoes do Teorema da funcao implicita, o conjunto das solucoes é
uma variedade diferenciavel. Caso contrario, recaimos sobre um questionamento analogo
sobre como se comporta sua estrutura (tal qual como fizemos para aplicagoes) do ponto
de vista topologico ou métrico. Nesta diregao, obtemos, como mencionado, nesta tese
que germes f : (R% 0) — (R?*, 0) analiticos com singularidade isolada estao determinando
superficies parametrizadas em R* cujo link sobre uma 3-esfera S?(0, €) determina um né.
Um primeiro resultado que obtemos é que no caso de singularidade isolada, temos um
teorema de estrutura conica (um andlogo do teorema de Fukuda para o caso de germes
finitamente determinados ver Fukuda (1981)). Usando a teorema de estrutura conica,
obtemos uma consequéncia desejada: Nos obtidos como link de superficies parametrizadas
sao invertiveis cobordantes. KEssa abordagem foi percebida em conjunto com professor
Osamu Saeki em Salvador-Brasil no ano de 2015. Nesse caso, mostramos que o tipo
topoldgico dos né é um invariante completo com respeito a C%-& equivaléncia (observe que
esse fato é conhecido para o caso de curvas complexas planas). No que segue, mostramos
também que nds parametrizados nao triviais sé comecam a aparecer (inicialmente no
caso de parametizagoes com posto 1) quando estamos no 2-jato (z,xy,0,0). Para isso,
consideramos projegoes genéricas em R? e com o uso de um doodle (link em S?) e sua
palavra de Gauss codificamos parcialmente diagrama genérico de um né (técnica essa
abordada em Marar e Ballesteros (2009)). Além disso, definimos um J- invariante analitico
para medir a complexidade da projecao do né bem como para o estudo de nés sobre uma

familia de aplicagoes.

Na segunda parte do trabalho, iniciamos abordagem métrica de superficies
parametrizadas. Nosso interesse chave é investigar a relagao entre sua topologia no am-
biente com o seu tipo métrico intrinseco-extrinseco. Dado X C R* superficie temos duas
métricas naturais. A primeira é considerar métrica euclidiana sobre X, isto é, dados
z,y € X, pomos do(z,y) = ||xr — y||. A segunda, chamada métrica intrinseca, esquece-
mos o ambiente, pondo dx(z,y) = inf{L(y);y C X}, onde inf denota infimo e v é um
caminho de comprimento finito sobre X conectando = e y. Birbrair e Mostowski (2000)
introduzem o conceito de mergulho normal sobre conjuntos definidos por equagoes ou
inequagoes algébricas ou analiticas. X C R"™ é dito normalmente mergulhado quando
d. e dx sao equivalentes como distancias. Significa que métrica intrinseca estd deter-

minando métrica extrinseca. Essa é uma primeira nocao de regularidade do ponto de
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vista métrico (evidenciado em Birbrair e Mostowski (2000)). De fato, nesse trabalho é
provado que qualquer subconjunto compacto semialgébrico do espago euclidiano possui
um modelo normalmente mergulhado em algum espaco euclidiano. De uma outra 6tica,
este resultado funciona (no sentido métrico) como uma resolugao de singularidades (ver
Brieskorn (1986)), pag 389 sobre resolugoes). Alguns trabalhos recentes mostram resulta-
dos consideraveis quando se tem mergulho normal. No nosso contexto, por exemplo, seja
(X,0) € (R*,0) = (C?,0) curva complexa plana (que ¢ uma superficie parametrizada).
Em Fernandes (2003), é mostrado que X é normalmente mergulhado em 0, se e somente
se, X ¢é suave em (. Mais recentemente, Birbrair et al em (2016) mostram que se dado
conjunto algébrico complexo X ¢ normalmente mergulhado e tem cone tangente reduzido
linear em z(, entao X é suave em xy. A contra-partida em geometria algébrica real possui
certa resisténcia. No entanto, provamos no capitulo 7 que se xy é uma singularidade de
posto 1 de X com 2-jato (z, zy,,0,0,) entdo, mergulho normal implica né trivial. Milnor
e Fox (1966) ja usavam o termo suave para singularidades desse tipo. De outro modo,
podemos dizer topologia nao trivial sobre superficies parametrizadas implica geometria
métrica induzida (Lipschitz) nao trivial também. Vale ressaltar que o inverso nao ne-
cessariamente ocorre para superficies parametrizadas em R* (ver coroldrios e .
Salientamos ainda que o ingrediente parametrizado “estreita a conexao”com topologia
e métrica de tais superficies. Por exemplo, note que dado qualquer né suave K C S?,
o cone sobre esse n6 é uma superficie Lipschitz extrinseca, em particular, normalmente

mergulhada.

O resultado do capitulo 7 foi obtido como consequéncia das técnicas que in-
troduzimos nesta tese para investigacao métrica de superficies (que, por si s6, podem
apresentar direcionamentos independentes). Ordenadamente, no Capitulo 3, considera-
mos o cone tangente de superficies parametrizadas no seu ponto singular. A partir de dada
parametrizacio, mostramos como obter zonas minimais de arcos em R? gerando cone tan-
gente, considerando um diagrama de Newton adaptado a parametrizacao. Vale ressaltar
que o cone tangente é um importante invariante métrico de conjuntos subanaliticos (ver

Sampaio (2016])) e possui diversas caracterizagoes (ver Whitney (1965))).

No capitulo 5, obtemos uma caracterizagao que esperamos que seja proveitosa
para futuras investigagoes em geometria Lipschitz de singularidades. Mostramos que: X
conjunto subanalitico e normalmente mergulhado em xq € X equivale a dizer que para
qualquer par de arcos passando por xgy, temos que ordem de contato intrinseco ¢ igual a
ordem de contato extrinseca (um nimero racional), ver teorema[5.2] Em seguida, usando
esse critérios provamos que superficies com cone tangente semi-plano em xy nunca podem

ser normalmente mergulhadas (corolario |5.3)).

No capitulo 6, dada (X, zy) germe de uma superficie, definimos dois nimeros

que chamamos de Largura e Altura. Esses dois nimeros detectam possivel obstrucao de
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mergulho normal de X em xy. Geometricamente, conjunto singular da projecao de tal
superficie sobre o cone tangente em z( esta delineando dobras em X sobre regioes magras
também no cone tangente. E sobre essas zonas (chamadas zonas polares) que medimos
largura e altura relevante com a respeito a geometria Lipschitz de X. O principal resultado
deste capitulo diz que mergulho normal de X em xy implica Largura igual a altura sobre

qualquer uma destas zonas.
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2 PRELIMINARES

2.1 Conceitos basicos

Nesta secao, apresentaremos fatos bésicos sobre aplicagoes C'*° que serao usados na parte
inicial do trabalho (muitas vezes chamaremos tais aplicagoes somente de suave). As
referéncias gerais podem ser encontradas em Morris (1976)), Arnold, Varshenko (1989)
e Montaldi (2009). A ideia aqui consiste em listar as ferramentas de trabalho da parte
inicial da tese.

Considere uma aplicacao F' : M — N suave, onde M, N sao variedades dife-
rencidveis (que serao variedades C*° quando nao mencionado outro caso). F' é dita uma
imersao quando, para cada ponto x € M, sua diferencial DF'(z) é injetiva. Se F' for um
homeomorfismo sobre F(M) dizemos que F' é um mergulho. Imagens de imersoes (res-
pectivamente mergulhos) sao ditas subvariedades imersas (respectivamente subvariedades
mergulhadas). Resultados bésicos sobre imersoes e mergulhos podem ser vistos em Lee
(2003)).

Salientamos ainda que nosso trabalho é, essencialmente, local:
Definigao 2.1. Um germe de uma aplicacao f : (R",z) — (RP, f(z)) é uma classe de
equivaléncia dada pela seguinte relacao: f é equivalente a g < existe uma vizinhanca U
de p tal que flo = glv.

Em outras palavras, no estudo local de uma aplicagao num ponto p pode-se
escolher qualquer aplicagao como representante de uma classe de aplicagoes que coincidem
em alguma vizinhanga. Pode até ser que duas aplicagoes sejam diferentes fora de tal

vizinhanga.

Quando escrevermos f : (R",z) — (RP, f(z)) estamos querendo dizer que es-

colhemos um representante da classe de equivaléncia supracitada.

Considere C*(R", RP) espago das aplicagoes suaves de R™ em RP. Existe uma
nocao concisa de topologia em C*°(R™ RP) (para detalhes ver Morris 1976, cap 2), a
chamada topologia de Whitney. Um resultado de importancia para analise de drbitas
em C*(R™,RP) é o teorema de transversalidade de Thom (ver Gibson |[1979, pagina 53).
Vamos enunciar abaixo uma versao mais fraca desse teorema, mas com boa intuicao
geométrica:
Teorema 2.1. O conjunto das aplicagoes suaves de R” em RP que sao transversais a

dadas subvariedades My, ..., M; em RP é um conjunto denso em C*(R", RP).

Demonstracao. Ver Gibson [1979, pagina 52.
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Vale notar que o teorema acima ja introduz, de fato, o conceito de estabilidade.

Estabilidade e finita determinancia

Definigao 2.2. Dados X,Y variedades diferencidveis,dizemos que f € C®(X,Y) é
estdvel quando existe uma vizinhanca Wy de f na topologia de Whitney tal que para cada

f/em W; existem difeomorfismos ¢, ¢ em X e Y respectivamente tais que f' =1 o f o ¢.

Dada f : (R*,0) — (RP,0), denotamos por j*f(0) seu k-jet, que é, sua ex-
pansao de Taylor de grau k. Diremos que f é k-finitamente determinado se para qualquer
g tal que j%g(0) = j%f(0), temos que g, f sdo &/-equivalentes (equivaléncia a menos de
difeomorfismos no dominio e na imagem). Nesse caso, f é finitamente determinado se é
k-determinado para algum k. A verificacao direta de que um germe é finitamente deter-
minado pode ser um problema nao simples. De sorte, que dispomos de um critério mais

geométrico. O critério de Mather-Gaffney. A grosso modo, ele diz o seguinte (ver C.T.C
Wall (1931)):

Uma aplicagao analitica f: (C",0) — (CP,0) € finitamente determinada, se e somente

se, sua complexificagao possui instabilidade isolada na origem.

Essa caracterizacao se torna, de fato, geométrica quando consideramos resul-
tados de Whitney sobre estabilidade. Por exemplo, um germe finitamente determinado do
plano em R? é, para um representante, imersao com cruzamentos normais na vizinhancas
de seus pontos singulares (retirando-os) (ver Whitney (1944))). No nosso trabalho, estamos
particulamente interessados nas dimensdes n = 2 e p = 4 e em suas projecoes (quando
p = 3). Posteriormente, vamos estabelecer um critério geométrico de finita determinancia

paraocason =2ep=4.
Coposto de uma aplicacao

Dada uma aplicacao suave f : R"™ — RP dizemos que f tem coposto ¢ em
z quando o nicleo da diferencial Df(x) tem posto ¢. Denotamos o conjunto destes
pontos por X¢(f). Uma contribuigdo notavel com respeito ao estudo das singularidades
de aplicacoes se deu devido a Thom e, em seguida, Boardman. A idéia consiste em
classificar a complexidade de um ponto singular z conforme z € 37 (f| se(f)) OU & pertenga

a numero finito de possiveis iteracoes deste tipo.

Ressaltamos que dentro da classe C*°, vamos considerar aplicacoes analiticas:
Definicao 2.3. ' : R® — RP ¢ dito analitica quando cada componente F; : R® — R é

analitica. Cada componente é analitica quando para cada p € R", existe vizinhanca U de

p e descricio fly(z1, ..., 2,) = Sag, 4,z ... xin.
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2.2 Fatos tteis em teoria dos nds

Chamamos de né um conjunto K homeomorfo a um circulo S', K € S* (ou em R?). De
outro modo, K é imagem de uma aplicagao continua x : [0,1] — R3, i.e, z([0,1]) = K.
Consideramos que z é pelo menos uma aplicacao C!. Isto permite obter um né poligonal
K’ equivalente a K e com uma projecao regular contendo apenas pontos duplos (veja
Crowell e Fox (1963)). Usaremos o termo né para representar um né que seja pelo menos

(', salvo mencao contréaria.
Equivaléncia

Como ¢ conhecido a equivaléncia entre dois nés é um conceito relacionado com
a 3-topologia dos seus complementos. De fato, quaisquer dois nds sao intrinsicamente
homeomorfos e portanto nao ha distincao alguma nessa direcao. Duas equivaléncias co-
nhecidas sao:
(i) Dois nés Ky, K, sao ditos equivalentes quando existe um homemomorfismo H : S* —
S® tal que H(K;) = Ks.
(ii) Dizemos que dois nés K7, Ky tem o mesmo tipo isotépico quando existe H : I xS? —
S3 tal que Hy : S* — S3, Hy(p) = H(t, p) é homeomorfismo, para todo t € I, Hy = Id
e HioK, = K.

Na equivaléncia i, consideramos ainda :

(iii) Dois nés K, K sao ditos equivalentes por uma esfera topolégica quando existe um

homemomorfismo H : §* — S? tal que H(K;) = K, e §* é homeomorfo a esfera S?.

Em 1989, Cameron Gordon e John Luecke provaram que se os complementos
dos respectivos nos sao homeomorfos com um homeomorfismo preservando orientacao
entao eles tem mesmo tipo de isotopia, isto é, as duas primeiras equivaléncias acima
sao equivalentes. Note que um homeomorfismo de S? em S? necessariamente preserva
ou reverte orientagao. Desse modo, se dois nos K; e Ky sao equivalentes entao K e
K, tem o mesmo tipo de isotopia ou —K; e K5 tem o mesmo tipo de isotopia (—K;
indicando orientacao oposta a K7). Neste trabalho, estamos interessados na equivaléncia
(i) (e nao nos preocupamos com orientacao). No que segue, vamos considerar alguns fatos

e observacoes sobre cobordismo de nés que serao relevantes para os nossos propoésitos:

Cobordismo
1. (Cobordismo) Dois nés K; e Ko em S? sdo ditos cobordantes quando existe uma
subvariedade compacta suave W mergulhada em S* x I com W = K; U K,. Além
disso, temos K; x {0} =W N (S* x {0}) e Ky x {1} =W N (S x {1}). A notagao
(W; Ky, K5) indica um cobordismo entre K; e K.
2. (Cobordismo produto) Se (W; K3, K3) e (W'; Ky, K3) sao dois cobordismos com

componente de fronteira comum podemos considerar colagem W U W' ao longo de
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K, e obter um cobordismo (W UW’; K3, K3) (detalhes podem ser vistos em Morris
(1976)), capitulo 8).

3. (Cobordismo invertivel) Seja (W; K, K3) cobordismo. Se existir cobordismo
(W'; Ko, K1) de tal modo que (WUW’; K1, K7) é homeomordo a (K3 x [0, 1]; K7, K7))

dizemos que (W; K1, K3) é um cobordismo invertivel no fim K5. Se, além disso, tal

cobordismo for também invertivel no fim K, dizemos que trata-se de um cobordismo
invertivel em ambos os fins. Dizemos ainda que K; (resp K3) limita um cobordismo
invertivel e Ky (resp K;) o decompoe.

4. (h-Cobordismo) Sejam V, V' variedades diferencidveis componentes de fronteira de

uma variedade compacta suave W. (W;V, V') é dito um h-cobordismo quando as

inclusoes ig, : V<= W e ig, : V' — W sdo equivaléncias homotdpicas.

Em 1975, W.D. Sumners, provou, mais geralmente, o seguinte (um n-né K
significa K difeomorfo a S"):
Proposigao 2.1. Sejam K, K, dois n-nés em S"™2 e (W; Ky, K3) cobordismo invertivel
em ambos os fins. Entao (S x I) — W fornece um h-cobordismo entre S"*2 — K, e
S22 — K.
Demonstragao. Ver D.W.Summers (1975).

Como ficou claro, nosso interesse nesse resultado é quando n = 1.

Estrutura periférica de nés

Notagao: ~ indica homeomorfos, = indica homotdpicos e ~ indica isomorfismo.

Dado K C S3, considere V; ~ K x D’ vizinhanga tubular do né (um toro
sélido). Seja m curva simples fechada em 0V}, (fronteira de V}) que limita um disco em
int(Vy). Observe que isto equivale a dizer que m é nao homotopicamente trivial em 9V}, e
homologicamente trivial em Vj. m é chamado de um meridiano de K. Considere também
uma curva [ simples fechada em 0V) que é homodloga a K em V). [ é chamada uma
longitude de K. Como S? — K = S — int(V},) temos que seus grupos fundamentais sao
isomorfos. Entao, classes de homotopia [m] e [I] podem ser consideradas em 7, (S? — K)
ou 1 (S* —int(Vy)).

Considere dois nés K, Ky C S? e admita que 71(S* — K) ~ m(S? — K»).
Definigao 2.4. Seja ¢ : m(S? — K;) &~ m1(S® — K5) isomorfismo. Dizemos que ¢ preserva
estrutura periférica quando o([mq]) = [ma] e ¢([l1]) = [ls] onde o (mq,ly), (ma,ly) s@o
respectivos pares meridiano-longitude de K e K.

Teorema 2.2. Considere dois nés K1, Ko C S com grupos fundamentais m; (S* — K;),

71 (S?* — K5) isomorfos. Se o isomorfismo correspondente preserva estrutura periférica

entao os nés K e Ky sao equivalentes.
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Demonstracao.

E suficiente por Gordon e Luecke (1989) obter que os complementos S* — K e
S® — K sao homeomorfos. Para obter isto, veja Conway (1975) (ver também Waldhausen
(1968)) ). O

Teorema 2.3. Sejam K, e Ky dois nés em S®. Se eles sao invertiveis cobordantes em
ambos o0s fins entdo sdo equivalentes.
Demonstracao.

Seja m; um meridiano. Usando a equivaléncia homotépica como na proposicao
2.1] temos retracio 7o : P x [ —W — S* — Ky, m; € S* — K, € S* x I — W onde W
fornece o cobordismo entre K; e Kj. Desejamos mostrar que (ry o iq).[mi] = [ma],
onde iy : S* — K; — S§* x I — W é a inclusdo. e msy é um meridiano de S* — K.
Temos que [mq] # 0. Podemos admitir que ry o i;(m;) C 0V;, para alguma vizinhanga
tubular de K5. Considerando isomorfismo, 75 0 i;(m;) é ndo homotopicamente trivial em
OV, C S? —int(V4,). Resta, portanto, verificar que 73 041(m;) é homologicamente trivial
em Vj, (toro sélido). Se nao fosse assim, como H;(Vy,) ~ Z (sua homologia integral)
entao ry o i;(my) seria uma longitude (homoléga a K,. No entanto, 75 o i1(mq) seria
homologicamente trivial em S* — int(V4,) (ver Rolfsen (1990)), pag 30) . Mas este nao é o
caso pois m; nao é homologicamente trivial S* —int(V4,) e homologia é também invariante

por homotopia. segue que 73 0 i1(my) de ve ser meridiano, isto é, (ry 0i1).[m;] = [ma).

Seja agora [; uma longitude em S* — int(V},), I1 C OVi,. Assumimos, do
mesmo modo como fizemos acima, que l; =ry0i1(ly) C OV,. E suficiente mostra que ZNQ é
nao homologicamente trivial em Vj,. Veja que se for l~2 homologicamente trivial em Vj, lo
nao pode ser um meridiano, pois com argumento totalmente simétrico (partindo agora de
S®—int(V4,) ao que fizemos no caso dos meridianos, teriamos meridiano indo em longitude,
o que nao ocorre. Portanto, temos que [, limitaria um disco em 0Vk, , supondo homologia
trivial. Nesse caso, podemos obter um meridiano em 0V}, intersectando I, em mais de um
ponto. Por outro lado, /; intersecta qualquer meridiano em OV}, num tnico ponto (ver
Rolfsen (1990)), pag 29). Desse modo, retiramos respectivos meridiano (e sua imagem)
teriamos que [; permaneceria conexo, mas [, nao. Isso contradiz continuidade de retragao.

Portanto, deve ser [, também longitude. O
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3 NOS COMO LINK DE SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Dois germes C* de aplicagoes f,g : (R",0) — (RP,0) sao ditas C%-o/-equivalentes
(resp of-equivalentes) se existem germes de homeomorfismos (resp. difeomorfismos)
v : (R",0) — (R",0) e : (RP,0) — (RP,0) tal que gop =1 o f.

Aqui, estamos interessados em superficies singulares em R* que sao localmente

parametrizadas como a imagem do germe de uma aplicagao analitica f : (R?,0) — (R*,0).

Definigao 3.1. Seja f : (R% 0) — (R?*,0) germe de uma aplicacio analitica. Diremos que
f tem singularidade isolada se existe um representante f : U — V onde U,V sao abertos
da origem em R?, R* respectivamente tal que f é um mergulho topoldgico e uma imersao

sobre U \ {0}. X = f(U) é dito uma superficie com singularidade isolada.

Exemplo 3.1. (Curvas complezas planas) Considere o germe em (0,0) de uma compo-
nente irredutivel de X = {(z,y) € C?; f(x,y) = 0} onde f ¢ um polinomio nio constante.
Admita que f nao tem fatores repetidos. Note que se (0,0) é um ponto critico de f entao
¢ necessariamente isolado. Pelo teorema de Puiseux ( Brieskorn (1986)), pag 386), existe
parametrizacao ¢ : (C,0) — (C2,0), ¢(t) = (t™,1(t)), ¢ analitica. Este é um interessante

caso particular de superficies parametrizadas com singularidade isolada em R*.

Observagao 3.1. Se f : (R?,0) — (R* 0) ¢ C™ e finitamente determinado, entdao f ¢

7 -equivalente ao germe de uma aplicacao analitica com singularidade isolada.

Demonstracao.

Pela condi¢ao de finita determinancia, podemos assumir, a menos de .o7-
equivalencia, que f é uma aplicacdo polinomial. Denote por f : (C%0) — (C*0)
a complexificacao de f. Entao f é também finitamente determinado como um germe
analitico complexo. Pelo critério de finita determinancia de Mather-Gaffney (ver C.T.C
Wall (1981) e preliminares), existe um representante f LU > V, onde U ,V sao vizi-
nhancas abertas da origem em C2,C* tal que f é prépria, f1(0) = {0} ¢ a restricio a
U\ {0} é estavel. Para germes de aplicacoes estéveis f : (C",0) — (C?,0), a dimensao
do conjunto auto-intersecio de f, D(f) = {z € U\ {0}; f1(f(z)) # 2} é dado por
dim(D(f)) = 2n — p. Portanto, para n = 2,p = 4, temos dim(D(f)) = 0. Entao,
diminuindo U se necessario, podemos assumir que f nao tem pontos duplos sobre U.
Por outro lado, tomando projegao real f, o conjunto singular S(f) tem dimensao igual a
n—(p—n-+i)i, onde i é a “ordem”da singularidade, i.e., i = dim{KerT,f;z € U\ {0}}.
No nosso caso, dim(S(f)) =2—(4—2+4d)i=2—-2i— i=2o0ul (sei =0, f¢é
um mergulho suave). Logo f nado tem singularidades em U \ {0}. Assim, podemos obter
um representante f com singularidade isolada (para dim(D(f)), dim(S(f)), ver Gibson
(1979)). O
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Note que o inverso nao é verdade, em geral. Por exemplo, f(z,y) = (z, y?, y(2*+
y%),0) tem singularidade isolada mas nao é finitamente determinado. Sua complexificacao
tem uma curva de pontos duplos ao longo de x? + y? = 0.
Vamos introduzir agora um delta invariante que fornece uma ferramenta algébrica para
detectar se uma superficie tem singularidade isolada. Nossa definicao é baseada no ideal
de ponto duplos definido por Mond (1987))). Denote por &, o anel local de germes de
fungoes C*° de (R™,0) em R. Dada uma aplicagao C* f: (R",0) — (RP,0), com n < p,

podemos escrever
fi@) = fila!) =) el al) @y — ), i=1,...,p, (3.1)
j=1

para algumas funcoes «;; € &,. Considere o ideal (dito ideal de pontos duplos de f)
I*(f) C &, gerado por fi(x) — fi(2'), i = 1,...,p e pelos n X n menores da matriz
(c;j(z,2")).A principal propriedades deste ideal é que seu zero locus, denotado por D?(f),
é o germe do conjunto de pontos (z,2’) tal que x # 2’ e f(z) = f(2') oux =2’ e x é um

ponto critico de f. Isto decorre diretamente da equagao (3.1}

No caso em que f tem posto 1 em 0, depois de uma mudanga de coordenadas

no dominio (i.e., a menos de 7-equivalencia), escrevemos f da seguinte forma:

f(zy) = (2, fulz,9), ..., fu(2,y), z€ R ! yeR. (3.2)

Desse modo, I?(f) pode ser considerado em &, ;1 no lugar de &,,. Note que I?(f) é gerado

pelas diferencas divididas das fungoes f;:

fi(zay) B fi('z?y/)
y—y ’

A.fi(z7y7y/) = i:nw"apa
(ver Mond (1987) para mais detalhes sobre esta construcao).
Definigao 3.2. Dado o germe de uma aplicagao C* f : (R2,0) — (R%,0), definamos o

nimero de pontos duplos intrinseco de f por 6(f) = dimRIf—(“f).

Quando n =2 e p = 4 temos f(z,y) = (z,p(z,y),4(z,y),7(z,y)), com p, ¢, &
&. Considerando I*(f) com as diferengas divididas, teremos:

&3

e i B

Vale ressaltar que as definigoes acima de I%(f), D*(f) e 6(f) podem ser es-
tendidas de maneira natural para germes de aplicagoes holomorfas f : (C*,0) — (CP,0).

Nesse caso, substituimos &,, por 0, o anel local dos germes de fungoes holomorfas em
(C™0).
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Exemplo 3.2. Seja f(z,y) = (z,zy,y>, y*). Nesse caso, 6(f) = 3.

Observe que f, no exemplo acima, nao tem pontos duplos. O ponto é que
o nidmero §(f) mede o nimero maximo de pontos duplos que aparecem a partir de um

desdobramento (uma deformacao) de f.

Lema 3.1. Seja f : (R?,0) — (R*,0) germe de uma aplicagao analitica. Entdo, valem as
seguintes afirmagoes:

1. D*(f) = {0} se, e somente se, f tem singularidade isolada;

2. §(f) < oo se, e somente se, f ¢ finitamente determinado.
Demonstracao.

A condigao necessdria do item 1 é evidente por definigio de D?(f): Para um
representante, temos que 0 é o iinico ponto critico e f nao tem pontos duplos. A condicao
suficiente segue por definicao de singularidade isolada. Com respeito ao item 2, condigao
necessaria: considere que §(f) = d’imRIf—(‘lﬂ < 00. Seja f complexificagao de f. Como
5(f) = 8(f) temos que existe k € N tal que M% C I2(f) (veja Gibson (1979), pag 104).
Segue que D?(f) = {0}. Pelo critério de Mather-Gaffney temos que f é finitamente
determinado e portanto f também.

Condicdo suficiente: Seja f finitamente determinado, Segue que D?(f) = V(I2(f)) = {0}
e portanto
I(V(I*(f))) = M. Usando Hilbert Nullstellensatz, temos que
VI = HV(P() = Ma.
=3qgeN, MICI*f)=0(f) <oco=4d(f) < oo. 0

No exemplo quando tomamos a intersecao X N S3(0,¢) para e suficien-
temente pequeno temos um né térico iterado. Nesse caso, tanto a 3-topologia do né
quanto a orbita topoldgica de sua parametrizacao é determinada pelos chamados pares
caracteristicos de Puiseux (ver Brieskorn 1986 teorema 12, pag 438-439). Uma pergunta
natural é o que acontece quando, mais geralmente, X é parametrizada como imagem do
germe de uma aplicagao analitica real f : (R?,0) — (R* 0). A existéncia de uma estru-
tura conica local para conjuntos semialgébrico na vizinhanga de pontos nao isolados (ver
apéndice) é argumento suficiente para afirmar que superficies analiticas com singularidade
isolada em R?* tem sua topologia determinada por um né numa 3-esfera S?. No entanto, o
resultado que provaremos abaixo revela também sobre a estrutura conica da aplicacao f.
O que, de antemao, diz que uma superficie parametrizada determina uma parametrizagao

do n6 f(U)N'S? que niao depende do raio €.
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Notacgoes:

Dada f: (R™,0) — (RP,0) e um representante f : U — V| denotamos:

DP={ycR’:|y|><e}, SL'={ycR:|y|*=¢},
Dr = f7Y(DP), Srt=fiseh.

Teorema 3.1. Seja f : (R%0) — (R%,0) germe de uma aplicacao analitica com singula-
ridade isolada. Existe ¢y > 0 tal que para qualquer €, com 0 < € < ¢, temos:

1. S! é difeomorfo a S'.

2. fla S! — S? é um mergulho, cuja «7-classe é independente de e.

3. flpe : D? — D* é OO o7 -equivalente ao cone de fla S! — S3.
Demonstracao.

Tome um representante f : U — V, onde U C R? e V C R* sdo vizinhancas
abertas da origem, tal que f é C%mergulho e uma imersao sobre U \ {0}. Considere
g : U — R dada por g = || f]|?>. Pelo teorema de Sard e lema de selecio da curva, g tem
um numero finito de valores criticos. Logo, existe ¢g > 0 tal que Ve, 0 < € < ¢, € é
um valor regular de g. Para cada € nesse intervalo, temos S? transversal a f(U). Entao,
S! = f~1(S?) é uma subvariedade compacta 1-dimensional em U e f]| Sl S — S? é um
mergulho. Assim, obtemos a primeira parte de (2).

Para provar (1), note que f~1(0) = {0}, com 0 minimo isolado de g. No caso
em que 0 é um ponto critico nao degenerado, usando lema de Morse, temos que g~([0, €]),
é homeomorfo (e portanto difeomorfo) ao disco fechado D?. Portanto g~'(e) = f~1(S?)
¢ difeomorfo a OD? = S!. No caso em que 0 é ponto critico degenerado, ainda é verdade
que g~ '([0, €]) é homeomorfo a 9D?. (ver Milnor (1964), teorema generalizado de Reeb)).

Denote I = (0, €] tal que todo € é valor regular de g. Considere as seguintes

aplicacoes:

®:D?\ {0} — I xS}, U DI\ {0} — T xS,

z— (g(x), 6(a)), y— (P, Ve .
¢(x) é o ponto de intersegao de SE com a curva integral do gradiente de g passando por
x. ® e ¥ sao difeomorfismos.

Defina F' : I xS! — I xS? por F = Wo fo®d~'. Por construcao, F({t} xS!) c
{t} x S?, para todo ¢t € I. Portanto, podemos escrever F' na forma F(t,z) = (t, fi(z)),
com f,: S} »SPetel

Note que f. é o/-equivalente a f;. Em outras palavras, f; é estavel. Além
disso, é imediato que f; é o/-equivalente a f| g1 Isso fornece a parte final de (2). De

fato, pela forma que construimos os difeomorfismos, temos uma condi¢ao mais forte: F' é
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o/ -trivial, ou seja, existem difeomorfismos H e K da forma:

H:IxS!'—1IxS8., K:IxS—1xS?,
(t, ) — (¢, ho(2)), (t,y) — (¢, ke(y),

de tal modo que K o F o H! = id x f.. Finalmente, temos que f‘bg\{o} is .@7-equivalente
a id X f.. Adicionando a origem, essa 2/-equivalencia pode ser estendida a C°-o7-
equivalencia entre f|p, : D? — D* ¢ o cone de f|g : S} — S2. Assim, obtemos (3).
- 2 :
Lembrando que no caso de germes finitamente determinados, esse teorema
segue diretamente do teorema de Fukuda (1981).
Definigao 3.3. Seja f : (R%,0) — (R*,0) germe de uma aplicagao analitica com singula-
ridade isolada. Diremos que €y > 0 é um raio de Milnor-Fukuda para f se para qualquer
€, com 0 < € < €y, As condicoes (1), (2) e (3) acima sdo satisfeitas. f|g : S — S? serd
dito link de f e vamos denotar por L(f). Ja sua imagem (o né de f) denotaremos por
K(f).
Podemos deduzir algumas consequéncias imediatas a partir do teorema de
estrutura conica:
1. L(f) é um mergulho S* — S,
2. L(f) é bem definido a menos de .o/-equivalencia,
3. K(f) é bem definido a menos de equivaléncia de nés,
4

. f ¢ topologicamente equivalente ao cone de L(f).

Corolario 3.1. Sejam f, g : (R?,0) — (R* 0) germes de aplicages analiticas com singu-

laridade isolada. Se L(f), L(g) sao C%-<7-equivalentes, entao f, g sao C%-o/-equivalentes.
Demonstracao. E consequencia direta do item 4 no teorema anterior. O

A vpartir desse coroldrio, decorre que, se K(f) é um né trivial, entdao f é
CY- o -equivalente ao mergulho padrao (z,y) — (z,y,0,0). Dizemos, nesse caso, que
f:(R2,0) — (R*,0) é desnodada.

Até esse ponto ja se torna evidente a conexao direta da topologia de aplicacoes
analficas f : (R?,0) — (R*0) com a classe de nés que aparecem como link de sua
superficie imagem.

Nossa intencao agora é obter um resultado de equivaléncia na outra direcao,
isto é, dado que f, g sao CY-a7-equivalentes, recebemos uma equivaléncia de nés.

No caso geral (aplicagoes da forma f : (R 0) — (R* 0)) a observagao acima
permanece valida. Esse era um dos propésitos que mencionamos no capitulo 1 quando

escrevemos sobre alguns fatos em teoria dos nos.



23

Teorema 3.2. Sejam f,g : (R? 0) — (R* 0) germes analiticos com singularidade iso-
lada. Se f,g s ao C°-a/-equivalentes, entao K(f), K(g) sao equivalentes por uma esfera
topoldgica.
Demonstracao.

Precisaremos do seguinte lema, antes:
Lema 3.2. Let f,g : (R?0) — (R*,0) germes analiticos com singularidade isolada. Se
f,g sao C°-a/-equivalentes, entao K(f), K(g) sdo equivalentes por uma equivaléncia e
um cobordismo de nés.

Temos homeomorfismos ¢ : (R 0) — (R?,0) e ¢ : (R*,0) — (R*,0) tal que

g=1ofod™
Seja 6 > 0 raio de Milnor-Fukuda de g e S§ = ¢7*(S%(0,0)) e D} aberto em R? tal que
dD? = S}. Por outro lado, seja ¢ raio de Milnor-Fukuda de f. Reduzindo § se necessério,
temos Q5 = ¢~ 1(D?) C D! Considere
Ves = D2 —int(¢71(D3)) e Wy = D! — int(y~ (D).
Pelo teorema do anel (ver Brown (1960), teorema 2), temos V. s homeomorfo a S* x I e
W, s homeomorfo a S* x I. Como a restrigao de f : V.5 — W, 5 é um mergulho temos um
cobordismo de nos entre
(0Qs, v~ (K (9))) e (S2, K(f))
Concomitante a isso, ¢~! fornece uma equivaléncia de nds entre
(S8, K (9)) e (0Qs, 67 (K ().

Prova do teorema:

Usando o lema anterior e a estrutura conica de f e g , obtemos que
V™YK (g))) e K(f) sdo invertiveis cobordantes em ambos os fins. Agora, usando o teorema
2.3lobtemos o resultado. O
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3.1 Projecoes Genéricas

Dado um n6 K C S?, é possivel conhecer sua topologia considerando uma projecao
genérica sobre S?. De fato, se tal projecao ¢ genérica, o né projetado tem somente um
nimero finito de cruzamentos transversais. Se, além disso, conhecemos a posicao relativa
de seus ramos préximos de cada cruzamento (ou seja, se estd por cima ou por baixo no
momento do cruzamento genérico na proje¢ao) entao podemos determinar completamente
seu tipo topoldgico.

Seja v € S* um vetor tal que +v ¢ K.Denote por p, : R* — R3 projecio linear
genérica cujo nicleo é a linha gerado por v. Entao, m, : S®\ {+v} — S? é uma projecao
esférica associada dada por m,(z) = py(2)/||ps(2)||. E conhecido que para um genérico v,
7yo(K) é uma curva imersa com somente pontos duplos transversais. Este tipo de curva
chamamos de um doodle em S2.

Dado um doodle D em S?, temos associado a palavra de Gauss de D:

Nés rotulamos os cruzamentos de D com letras aq,...,a; (uma para cada
cruzamento) e entdo construimos uma sequencia escolhendo uma dada orientagao de curva
e iniciando com um ponto base escolhido (de preferéncia, fora dos cruzamentos). Cada
letra aparece duas vezes na sequencia, uma com expoente +1 e outra com expoente —1,

de acordo com a compatilidade de orientacao da curva com respeito a uma orientagao de
S? (ver figura [1)).

ol ol ol
Gaussword: abcabc

a
base point
b i "
G

Figura 1

O lema seguinte fornece uma condicgao suficiente para determinar se temos um
no trivial apartir da palavra de Gauss associada a uma projecao genérica.
Lema 3.3. Seja K C S* um né. Admita que exista uma projecao genérica m,(K) C S?
cuja palavra de Gauss é a identidade quando considerada como um elemento de um grupo
livre gerado por suas letras. Entao K ¢ um né trivial.
Demonstracao.

Indugao sobre o nimero r de cruzamentos do doodle 7,(K).

Supondo r = 1 é imediato que K é trivial. Considere o teorema valido para

7 (K) com r < n cruzamentos.

Seja K né e m,(K) doodle projegdo com n + 1 cruzamentos. Suponha sua
palavra de Gauss

W=eecG=< a1,a9,...,0p41 >,
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G grupo livre.Vamos denotar W sua palavra de Gauss sem sinal. W = e implica que 1674
possui ao menos um par de letras iguais aiay, pois caso contrario nao ha como W ser
reduzida. Seja ay cruzamento associado ao termo aka,gl em W. Considere z; < z; € St (St
orientado no sentido anti-horario) tal que m,0K(z;) = m,0K(2;) = ax. Vamos denotar z;z;
a curva em S* ligando esses dois pontos com essa orientacio. Sobre a; temos que nao ocorre
em 7,0K (Z;z;) nenhum outro cruzamento (digamos ;). Pois caso contrario, terfamos a
curva 0K (zlz/l\z]) com termo apa;a, na palavra w. Agora, como m,0K é projecao
genérica de K, o pedago do né cuja projegao é m,0K (z;z;) pode ter cruzamento desfeito
usando o 1° movimento de Reidemeister (Twist — Untwist).Feito isso, considerando K
o 16 obtido depois desse movimento, temos que P,0K sem o cruzamento ay e portanto
com palavra de Gauss equivalente a W sem o termo aka,gl. Esta palavra ainda se cancela
e com o doodle P,oK com n cruzamentos. Por hipotese de inducao, K é um né trivial.
E finalmente, como K e K sao equivalentes, K é também um né trivial. Assim, a prova

fica concluida. O

No que segue, desejamos responder a seguinte pergunta: Como obter a projecao

de um n6 K(f) apartir de f7 Vejamos.

Seja f : (R%0) — (R*, 0) germe analitico com singularidade isolada e considere
projcao p, o f : (R?,0) — (R3,0). Fixemos um representante f : U — V tal que f é um
C%mergulho e uma imersiao sobre U \ {0}. Segue pelo teorema de transversalidade de
Thom que para um v genérico, a aplicacdo f := p, o f é também genérica sobre U \ {0}.
Portanto, f é uma imersao com cruzamentos normais exceto em pontos isolados, onde f
tem singularidades do tipo Guarda-chuva de Whitney (ver Whitney (1944))). Reduzindo U
se necessario, podemos evitar pontos triplos e Guarda-chuvas. Segue que f tem somente
pontos duplos transversais sobre U \ {0}. Desse modo, f tem um link bem definido
no sentido de Marar e Ballesteros (2009). Este link ¢ uma curva fechada imersa em S?
com somente pontos duplos transversais chamada doodle de f . Feita essa observacao, o
teorema abaixo responde nossa pergunta:

Teorema 3.3. Seja f : (R%*0) — (R* 0) germe analitico com singularidade isolada.
Entao o né de f tem uma projecao genérica equivalente ao doodle de p, o f, para algum
vetor genérico v.
Demonstracao.

Podemos admitir por simplicidade que v = (0,0,0,1). Fixemos um represen-

tante f : U — V C°mergulho e mergulho suave fora da origem e para cada t € [0, 1],

considere:

ft<x7 y) = (fl(xa y)? fQ(x7 y)u fg(.T, y)7 tf4(flf, y))
Temos f; = f e f, identificando p, o f. Note que f; : U — R* é um mergulho, pois
fi=Gof, Gy(X,Y,Z, W)= (X,Y, Z,tW).
Seja L(f) : f71(S?) = S2, € < ¢ (€ raio de Milnor-Fukuda).
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Afirmacao 1: Dado € > 0, € < ¢y temos para 0 <t < 1, ft’ft—l(Sg) é mergulho

suave.

De fato, temos que f;'(S?) = (Giof)'(S}) = f~H(G'(SY)), onde f(U) N
G 1(S?) = {(a,b,c,d) € f(U);a* + b + 2 + t2d® = €*}. Segue que:

fU)NSEe f(U) NG HS?) sdo difeomorfos.
Basta restringir ¢ : S* — G (S?), o(X,Y, Z,W) = (X,Y, Z, ) a f(U) N SE.

E f mergulho suave fora da origem implica que f~1(S?) e f~1(G;*(S?)) sdo
difeomorfos. Portanto, f, *(S?) é difeomorfo a S!, 0 < ¢ < 1. Assim, f;| f-1(s3) ¢ mergulho
pois £, 1(S?) = f~HG; 1 (S?)) CU e f; 6 mergulho sobre U, como vimos.

Agora, para cada ty € (0, 1], temos que a aplicagao
(L(fe)st) = (S < [to, 1] — S,
Fornece uma isotopia entre L(f;) e L(f). Usando teorema de extensao de isotopia, temos,
de fato, uma isotopia ambiente e portanto L(F;) 0 <t < 1 e L(f) s@o equivalentes. Além
disso, veja que para cada t € (0,1], o né
L(fo) = filj1p-rs2)) = (L(Pof), tfa) -1 pasz )

tem mesmo tipo isotépico de L(f;) = fi|;-1(ss). Basta deformar JH(SE) em f7H(PTY(SE))
usando o teorema do anel |'| para f~'(P~!(B% )) — f; ' (B?!) e mais uma vez usar o teorema
de extensao de isotopia para estender a isotopia para o ambiente. Finalmente, note que
L(Pof) é também uma projecao genérica do né F, j4 que tfy é, nesse caso, apenas uma
funcéo altura levantando os cruzamentos de L(Pof). Finalmente como L(f;) e L(f) séo

equivalentes, L(Pof) é uma projecao genérica para L(f). O

Considere .J2(2,4) espaco dos 2-jets de (R2,0) em (R* 0) e por 3" J?(2,4) o
subconjunto de 2-jets de coposto 1 em 0. O grupo A% dos 2-jets de difeomorfismos de

(R%,0) e (R*,0) age suavemente sobre este subconjunto. Para esta acio, temos o seguinte:

Lema 3.4. Existem 4 érbitas em $.'.J%(2,4) sobre a acdo de Aj. A saber:
(I7 y27$y7 0)7 (x’ y2707 0)7 (x7 xy’ 07 0) € (I7 07 O’ O)

Demonstracao.

E essencialmente analogo a prova de D.Mond para o caso de germes ¢ :
(R%,0) — (R3,0). Seja
72f(0) = (2, bya® + brixy + boay?, ca02® + 112y + coay?, doot® + diizy + doay?),

bij, cij, di; coeficientes reais.
O termo z? pode ser eliminado. Para isso considere o 2-jato de difeomorfismo
¢ : (R 0) — (R*0) dado por
O(X,Y, ZW) = (X,Y —byX? Z — co0X?, W — dy X?)

LComo tais curvas sdo suaves, podemos considerar um difeomorfismo sobre o anel St x I.
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Entao ij(O) = 900j2f(0) = ((z, buzy + bo2y, ci1wy + cooy?, diyzy + d02y2). Seja agora

bi1 Doz
A= C11 Cp2
dy1 do2

E vamos denotar por Ap., Apg € Ac.q 0s respectivos menores de A. Podemos

supor, sem perca de generalidade, que det(Ay.) # 0. Entao podemos escrever

j2f(0) = (:L’, AbC[y'(xw y)]7 dllxy + d02y2)

E em seguida, podemos ampliar A;.. Mais precisamente, considerar

1 0 0 O

~ 0 by by O
Ay, = 11 002

0 ci1 co2 O

0O 0 0 1

De modo que, j2f(0) = Aplz,y.(x,y), dnzy + doy?] e, claramente, Ay, é
invertivel.Segue, para esse caso, que
72£(0) ~72 (2,92, 2y,0)
Ja que j2f(0) = BoA, '0oj2f(0), onde B : (R* 0) — (R* 0) é dado por
B(X,Y,Z,T)=(X,Y,Z,T —d1Y — dynZ)

Suponhamos agora que det(Ay.) = 0. Se bpa # 0 entdao Ay, tem posto 1 o que
significa que depois de uma mudanca de coordenadas podemos assumir c;; = cgo = 0.
Nesse caso, completando quadrados na segunda posigao (byyzy + bpay?) obtemos j2f(0) ~
(2, e00y?, 0, di1xy + doay?) que pertence as 6rbitas (z,y?, 2y, 0) ou (z,y?, 0,0) novamente
com mudanga linear de coordenadas.

Agora se by = 0 entao ficamos com o germe (x, b2y, 0, dizy + dooy?) que

também estd em uma das 4 As-érbitas supostas no lema. O

Observe que f : (R%,0) — (R* 0) tem tipo X1 se, e somente se, seu 2-jet é

equivalente a uma das duas A2?-6rbitas (z,y?, zy,0) ou (z,42,0,0).

Corolério 3.2. Seja f : (R?,0) — (R%,0) aplicacio com singularidade isolada do tipo
$10 Entao K(f) é um n6 trivial. Além disso, quaisquer aplicagoes deste tipo sao C° — o7~
equivalentes a A(x,y) = (x,y,0,0).
Demonstracao.

Pelo teorema 4.2 em Marar e Ballesteros (2009) p, o f tem um doodle cuja

palavra de Gauss ¢ da forma
—1 € _—€ —1 -1
10y Q3. .. aLaL ... Gy G20

com € = (—1)¥1. Usando o teorema K(f) tem uma projegao genérica equivalente

ao doodle de p, o f. como a plavra de Gauss acima ¢é trivial como elemento de um grupo
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livre, segue que K(f) é um noé trivial pelo lema . A 1ltima parte decorre do teorema
B.2 0

3.2 Familias /-constantes

Consideremos familias a 1-paraametro de germes analiticos F': (R x R" 0) — (RP,0) tal
que F(t,0) = 0 para todo t. Denotando fi(z) = F(t,x), temos para cada t, o germe
fe: (R™,0) — (RP,0).

Definigao 3.4. Uma familia F : (R x R?,0) — (R*,0) € dita é-constant se 6(fy) < oo e
d(fr) = 0(fo) para todo t numa vizinhanga de 0.

Uma primeira propriedade interessante é que uma familia -constant tem sin-
gularidade isolada ”uniformemente” ,que é, singularidade isolada numa vizinhanca que
independe de t. Por simplicidade, vamos nos restringir ao caso de coposto 1 em 0.
Lema 3.5. Seja F': (RxR? 0) — (R*,0) familia §-constante tal que f, tem coposto 1 em
0. Existe um representante I : (—=4,0) x U — V tal que para todo t € (—=4,9), f, : U =V
¢ um C°mergulho e uma imersao sobre U \ {0}.

Demonstracao.

Seja F': (C x C2,0) — (C*,0) complexificacio de F e denote f,(z) = F(t,z).

Temos por hipétese que 5(]%) < 0 e (5(ft) = 5(f0) para todo ¢t numa vizinhanca de 0.

Além disso, como fo tem coposto 1 em 0, nés podemos escolher coordenadas tal que:

~

fe(z,y) = (z, 02, y), @z, y), (2, ),

E assim,

) Oy
1) = dim .
Ut) = dime o R A

Por Hilbert Nullstelensatz, Podemos fixar um representante numa vizinhanca
aberta U of 0 em C? tal que D2(fy) = {0}. Agora, vamos usar o principio de conservacao
do numero (ver Theo De Jong (2000) [p. 250]): Existe 6 > 0 tal que para todo ¢ com
t] <6,

. Ot oy )
8(fo) = g dim¢ Yy '
A ) A 5 AT’
(zy,y)ED2(f1) (Apy, Agy, Ary)

No entanto, o lado direito deve conter ao menos um termo igual a &( f;) correspondente
a origin. Segue que D%(f,) = {0}. Finalmente, se U é a projecao real de U, teremos
D?*(f;) = {0} on U. O

Com o intuito de obter nosso principal resultado, vamos considerar familias

com multiplicidade constante. Recorde que a multiplicidade do germe de uma aplicacao
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f:(R™0) — (RP,0) é o nimero

é,

m(f) = dlmR —<f1, - 7fp>.

No caso em que f tem coposto 1 em 0, escrevendo como em ([3.2), temos:

&1

mlf) = dime S )

Novamente, esta definicao também faz sentido para germes de aplicagoes ho-
lomorfas se nés considerarmos @, no lugar de &,,. De modo andlogo a [3.4] diremos que a
familia F' é m-constante se m(fy) < oo e m(f;) = m(fo) para t suficientemente pequeno.
Lema 3.6. Seja F : (R x R% 0) — (R*, 0) familia m-constante tal que fy tem coposto 1
em 0. Entao existe um representante F' : (—0,0) x U — V e ¢y > 0 tal que para todo
t € (—0,0) e para todo € com 0 < € < €, € é valor regular de g; = || f;]|>.
Demonstracao.

Seguiremos com a mesma notacao usada na prova do lema adicionando a

notacao ¢; para representar a complexificacao de g;:

Gi(x,y) = x? —i—pt(x,y)2 + q(z, y)® + rt(x,y)2.

Denotemos também G : (C x C?) — (C x C) para o desdobramento associado a §;, que
é, Gt z,y) = (t,au(z,y)).

Assuma m( f;) = m e considere os pesos (m, 1) para as variaveis (z,y). Depois
de uma mudanga linear de coordenadas na imagem, podemos supor que o monomio y™
aparece somente em uma das funcoes p;,q; ou ;. Entao ¢; tem uma parte principal
x? + a?y*™, para algum a,, # 0 e todos os outros monomios em g; com grau pesado

maior.De fato, se o termo y™ aparece na funcao p;, temos:

pi(2,9)? = (@my™ + @y + -+ 2 (beyt + by )+ )?
=a’y* + by 4 ...

Logo, todos os outros monomios diferentes de y?™ tem grau pesado > 2m + £ > 2m. O
mesmo argumento pode ser escrito par as fungoes g, ;.

Isto implica que a familia §; tem nimero de Milnor constante e igual a u(g;) =
2m — 1. Usando o teorema de Greuel (1986)), o locus singular de Géo germe do eixo ¢
(C x {0},0). Entao, o discriminante (a imagem do locus singular) é também o germe do
eixo t na imagem. Portanto existe uma vizinhanca aberta U da origem em C2 e §, ¢g > 0 tal
que para todo ¢ com |t| < e para todo z € C com 0 < |z| < €y, 2 é um valor regular de .

Finalmente, tomamos U uma projecao real de U. O
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Teorema 3.4. Seja F': (R x R?,0) — (R*,0) familia J-constante, m-constante tal que
fo has coposto 1 em 0. Entao K(f;) é equivalente (como né) a K(fy) para todo ¢ numa
vizinhanca de 0.
Demonstracao.

Usando o lema [3.5] existe um representante F' : (—=8,6) x U — V tal que f é
C%mergulho e imersdo sobre U\ {0}. E pelo lemal[3.6] existe g > 0 com 0 < € < €, € ¢ um
valor regular de g; = || f;||>. Segue portanto, como na prova do teorema que para todo
t € (—0,0), € é um raio de Milnor-Fukuda para f; e K(f;) = f,(U)NS2 é 0o né de f,.Além
disso, usando os mesmos argumentos como na prova do teorema podemos considerar
um difeomorfismo ® : F~1(S2) — (—6,0) x S' da forma ®(t,z,y) = (¢, ¢(z,y)) de tal
modo que ¢;(f; ' (S2)) = S'. Entdo Fo®~': (—§,6)xS' — S fornece uma isotopia entre
os nés K (f;), os quais serao todos equivalentes. O

Este teorema permite, em particular, estender a investigacao sobre que classe
de nés que aparecem como link de superficies com singularidade isolada de coposto 1.

Considere germe de aplicagao f : (R?,0) — (R*,0) com singularidade isolada

cujo 2-jato tem tipo (x,zy,0,0). Em geral, tal germe pode ser escrito na forma:

fl,y) = (@, 2y + plz, ), q(z, y), r(z,y)),
Para fungoes p,q,r € m3, onde my denota o ideal maximal de &. Vamos nos restringir
ao caso em que p = 0.

Teorema 3.5. Seja f : (R?,0) — (R*, 0) germe com singularidade isolada da forma

f(@y) = (=, 2y, q(z,y), r(z,9)),

para algumas fungoes q,r € m3. Entdo f é desnodado.
Demonstracao.
Seja q, 7 escrito da forma q(z,y) = qo(y) +2q1(z,y) e r(z,y) = ro(y) +ari(z, y)

e considere familia a 1-parametro

fi(z,y) = (x, 2y, o(y) +trq(z,y),r0(y) + tori(z,y)).

Logo, o ideal das diferencas divididas fica da seguinte forma:

I2(f;) =< @, 200009 | 1, Qea)-Oilew) RON-ROY) | gy i) Riza)

Segue que:
s & e &
5(ft) = dimpg m € m(ft) = dimg ma

Assim f; is d-constante e m-constante. Pelo teorema fi = f é C"-o/-equivalente a fj.
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Como (fy) < oo, temos (7)) < oo, onde 7y é a curva plana v(y) =
(90(y),m0(y)). Entao, 7y tem singularidade isolada e ¢ C%-&/-equivalente ao mergulho
padrdo y — (y,0). Esta C%&/-equivalencia pode ser estendida a C%-&/-equivalencia entre
foe (x,y) — (z,zy,y,0). Finalmente, usando mudangas de coordenadas em R*, obtemos

mergulho padrao (z,y) — (z,v,0,0). O

E possivel achar nés nao triviais na classe de germes de aplicagoes com 2-jato
do tipo (z, zy,0,0), se assumimos que p # 0. Nesse ponto, vale a pena ressaltar que para
germes [ : (R?,0) — (R*,0) de coposto 1 em 0, existe uma forma alternativa e conveniente

de representar K (f):

Proposigao 3.1. Seja f : (R?,0) — (R*,0) germe analitico com singularidade isolada tal
que f tem coposto 1 em 0. Existe ¢g > 0 tal que para 0 < = < ey, K(f) é descrito (a
menos de C?-a/-equivalencia) pela uniao de curvas ., v_s, onde
Y(y) = (p(z,y), ¢(z,y),r(2, y)).

p, q,r fungoes analiticas numa vizinhanca da origem.
Demonstracao.

Seja g > 0 tal que L(f) = f\f—l(ggo) ¢é bem definido, € < ¢g. Considere niimeros
positivos xg, €; suficientemente pequenos tal que a curva simples fechada

{(@o,y); —ar Sy <eapU{(z,ea);—20 <z <20} U{(~70,9); —€1 Sy < e} U
{(z, —€1); —mo < x < 20}

esteja inteiramente contida em f~'(B2).Vamos denotar esta curva por Q., 4, Note que
0Q¢, z, ¢ a fronteira de um retangulo 2-dimensional @), ,, com lados 2z e 2¢;. Como
f é mergulho topoldgico podemos escolher ainda e, > 0 tal que f‘l(Ei) C int(Qes zo)-
Temos entao
JHBL) S int(Qerz) € Qe © 7 (BL).
Entdo como anteriormente, K(f) = f(0Q¢, 4,) € K(f) sdo invertiveis cobor-
dantes. Portanto, sao equivalentes. Observe agora que
Fl0Qer ) = Yo U Ve U Vo U=y
Onde
Yoo = (@0, P(20,y), Q(20,Y), B(Z0,Y))|yel—e1,e1] €
Yo = (2, P(x,€1), Q(z, €1), R(2, €1)|ne|—w0,m0] -
Afirmacao: K(f) e Yoo U V—uy/~ s80 n6s equivalentes, onde o conjunto 7y, U v_z,/~ é

obtido identificando os pontos: Y., (—€1) ~ V_wy(—€1) € Yo (€1) ~ Voo (€1)-

Para provar esta afirmacao, ¢ suficiente mostrar que as curvas ., € y_, tem o
mesmo tipo topolégico do segmento (t,0). Feito isso, fica claro que omitindo essas curvas
do né flf-1(aq., .,) NA0 estamos alterando a sua classe (ndo hd mudanga na 3-topologia

de seu complemento).

’

E suficiente demonstrar isso para apenas um deles, digamos 7, :
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Ve, () = ((z, P(x,€1),Q(x, €1), R(z,€1)) = (2,0,0,0) + (0, P(z, €1), Q(x, €1), R(z,€1)).

Com uma mudanca linear de coordenadas, obtemos, a menos de A-equivaléncia:
Ver () =(@.0,00)+0.P(@,e1)=P(0.61),Q(x:€1)~Q(0,61). Rw,e1)~R(0e1)),  Fey (0)=0.

Tomando
p =min{ord,(P(x,e) — P(0,€)),0ord,(Q(z,e1) — Q(0,€1)), ord,(R(z,e1) — R(0,€1)) }
podemos escrever
Ve, () = (2,0,0,0) + 2P (a(x)), «(0) # 0.

1. Se p > 1 entao 7,,(0) = (1,0,0,0)

2. Se p = 1 entao podemos supor, sem perca de generalidade, que ord,(P(x,€e) —
P(0,¢;)) = 1. Nesse caso, teremos: 7. (0) = (1, P1(0,€1),0,0). Onde P(z,€;) —
P(0,€1) = 2P (x,€).

Em ambos os casos, 7;,(0) # 0. Portanto, usando a forma local das imersoes,
temos que 9., é A-equivalente a (z,0,0,0). Assim, escolhendo um intervalo (—xg,xo)
suficientemente pequeno e um representante 7., A-equivalente a (x,0,0,0), a afirmagao
fica demonstrada. O
Exemplo 3.3. Seja f:(R%0) — (R?* 0) aplicagao dada por :

3

3 3 5
—zy,y' — Sxy? Y0 + 2ty — Sayt).

flay) = @y i Sty

Escrevendo f(x,y) = (x,7:(y)), pela proposigdo anterior, a unido das curvas
vz € Y— fornece K(f) a menos de equivaléncia de nds. O né obtido é o né trefoil.
Observagao 3.2. De outro modo, f(z,y) = (x,7.(y)) pode ser visto como uma familia
a l-parametro de curvas no espago. Para x = 0, y(y) = (v3,y* 9°) tem singularidade

isolada na origem enquanto para = # 0, 7, é uma estabilizacao de .
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4 CONE TANGENTE DE SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Dada uma subvariedade M C R" k-dimensional de classe C", temos que dado um ponto
a € M, existe uma vizinhanca U de a tal que M N U é localmente um grafico de uma
aplicacao C" ¢ : R¥ — R""*. Esta é uma generalizacao do teorema da funcao implicita,
(ver Lee (2003) proposigao 5.16). Significa que, a menos de uma mudanga suave de
coordenadas, R* @ D¢ (a)R* determina o espaco tangente a M NU em a = (a, ¢(a)) com a
mesma dimensao que M. Mais geralmente, tal modelo linear na vizinhanca de um ponto
pode ser imitado para conjuntos mais gerais como a imagem M = F(U), F aplicagdo
analitica, por exemplo. Nesse caso, se posto de diferencial de I’ em dado ponto nao tem

posto maximal, podemos nao ter estrutura de grafico suave.

Seja X C R™ conjunto nao vazio e # € X (fecho de X). Um vetor v € R" é
dito tangente a X no ponto z quando existe uma sequéncia de nimeros reais positivos
t; e uma sequéncia (z;) em X tal que t;(z; — ) — v quando z; — x. Denotamos por
T, X o conjunto de todos os vetores tangentes a X em z. Observe que, no caso de uma

subvariedade suave, T, X coincide com o espaco tangente a X em x.
Definicao 4.1. T, X ¢ dito cone tangente de X em z.
Observagao 4.1. (Caracterizagoes)

1. Seja zg € X, 0 # X C R™. Considere 0 # v € R" satisfazendo o seguinte: Para
cada € > 0, existe y € X, y # z( tal que
757 = fomaar | <€
Entao v € T, X.
2. Tyo X = Cone(S;,X), onde S, X = {w € R w lzmyJ_>z ”y — ”} ¢ dito o link
tangente de X em x.
Para determinar o cone tangente de um conjunto algébrico ou semi-algébrico
(ver apéndice) é suficiente considerar curvas no lugar de sequéncias. Mais precisamente,
considere o link tangente:
S, X = {v e R v = limy_yor X072 ||y(t) — 2| = ¢}
Onde 7 : [0,e) — X, é uma curva continua para qual o limite acima existe (y(0) = z).

1(t)—z
t

Observagao 4.2. Usaremos notagao Div(t) = lim;_o+ . E quando nao usarmos
notacao (,) para indicar germe de aplicagdes ou conjuntos, estaremos ja admitindo a

escolha de um representante.

Proposicao 4.1. Seja X C R" semialgébrico, x € X. Entio S, X = S, X.
Demonstracao.

Por definicdo, note que S, X C S,X. Seja agora v € S, X. Considere carac-

iyl
lly=zoll

uma fungio semialgébrica e, por isso, d;*((0,¢€]) é um conjunto semialgébrico em X tal

terizagao 1 na observacao . Fixado v, Seja d,(y) = ||||UT|| d, é claramente
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que o € m Desse modo, usando lema de selecdo da curva (ver apéndice), esco-
lha v C m tal que v(0) = zy. Parametrizando v pela distancia até xy veja que
Di~(t) = v. O
Observaciao 4.3. Note que em S, X, 7 estd parametrizada por X N'S, onde Sz, t) é
a esfera euclidiana em R"™ de raio t. Outra alternativa, é escrever, usando parametrizagao
de Puiseux, y(t) = tv + o(t). Observe que, Dfv(t) = v. Nesse capitulo, usaremos tais

parametrizagoes para determinar dire¢oes no cone tangente de superficies

Considere U aberto em R™ e uma aplicacao diferenciavel f : U C R™ — R",
x € U. Dado v € R", é imediato que f'(x).v € Ty f(U). Mas nao é verdade que
f'(@).R" = Ty f(U).
Exemplo 4.1. Seja f : R? - R? f(x,y) = (z,%%). Entao, f'(0).R? = {(z,0);z € R}.
No entanto, considerando a curva f(t?,t), temos que o vetor (1,1) € Ty f(R?). De fato,

F(E26) = (%, ¢%).

Observacgao 4.4. Seja X = f(U) superficie parametrizada e v € ToX. Pela proposicao
[.1] existe v : [0,6) — X tal que v/(0) = v. Sejay = f~1(v) : [0,8) — R? o "pull-back’de
7. Pela condicao de C%-mergulho, ¥(0) = 0. Significa que podemos assumir, sem perca
de generalidade, que para cada v € Ty X, temos v = D f o ¥(t), 7 : [0,0) — R%. Além
disso, como f é analitica, f~!() é subanalitica e portanto existe uma parametrizacao de
Puiseux para 7, a saber: §(t) = (", Dt* + o(t*)), D constante real e r,s € N. Note que
considerando v, (t) = (t", Dt*), temos Dg 1 (t) = DJ5(t).

Exemplo 4.2. Seja S C C” conjunto analitico complexo 1-dimensional irredutivel, 0 &
S ponto singular. E conhecido que existe parametrizacao de uma vizinhanca de 0 €
C sobre uma vizinhanga de 0 € C". Mais precisamente temos, SNV = z(U) onde
2(¢) = (#1(€), ..., 2,(¢)) e cada z; é uma fungao analitica em ( (veja uma justificativa
dessa fato em, por exemplo, Chirka (1989)), pdg 67. Em particular, temos uma superficie
parametrizada em R*" e seu cone tangente em 0 ¢ uma linha complexa (um plano real).
No caso de um conjunto analitico redutivel em 0, seu cone tangente é a uniao de linhas
complexas que nao excedem o numero de componentes irredutiveis. Considere ainda
X = f710), onde f : (C",0) — (C,0) é o germe de uma funcao holomorfa na origem.
Podemos escrever:
=TI+ fm1+ ...

onde f consiste na componente homogeénea de de grau k. Nesse caso, o cone tangente de
X em 0 é dado por

ToX = {v e C" f.(v) = 0}. (4.1)

O que, em particular, no caso em que n = 2 (uma curva complexa plana) se
{f = 0} é irredutivel, temos também uma superficie parametrizada no R* e seu cone tan-
gente é completamente determinado por [4.1] No caso real, podemos ter degenerecidade,

como mostra o seguinte exemplo:
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X = f7Y0), f: R®* - R dada por f(z,y,z) = 2? + y* — 23
Nesse caso, TpX = {(0,0, 2); 2 > 0}. Além disso, na imagem de uma aplica¢ao, podemos

ter componentes nao planas:

Exemplo 4.3. Seja F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y),. .., Fu(z,y)) com F; homogénea de grau
d, Vi, n > 2. Considere yq(t) = F(at,bt), (a,b) € R% Entao Dg7yaw(t) = F(a,b). Por
outro lado, tome v € C(ImF,0). Por definicao, existe v C Im#F, v(0) = 0 tal que
D§~(t) = v. Tomando 7 = F~!(v), escrevemos:

() =T+ o(t).
Entao, v(t) = F(to+o(t)) = t*F(7) + o(t?). Segue que v = F(7). Portanto, C'(ImF,0) =
ImF.

No que segue, estamos interessados em determinar o cone tangente de su-
perficies dada como imagem de aplicacoes algébricas. Nao colocaremos restricao aqui

sobre conjunto singular de superficie.

Definicao 4.2. Seja X C R", 0 € X. X ¢é dito germe de uma superficie algébrica
parametrizada (numa vizinhanga da origem) quando existe representante f : U C R? —

R" aplicagao polinomial tal que f é um C°- mergulho e X = f(U).

Dada X = f(U) superficie algébrica parametrizada, como f é C°-mergulho

para algum representante, temos que
F(.0) £0 e £(0,4) £ 0.

Como fungoes f; (componentes de f) sdo polinomiais podemos escrever f;(x,0) =
z%h;(x,0) onde h(0,0) # 0. ¢ é dito a ordem de f; (vamos denotar ordf;(x,0)). Va-
mos por ordf(z,0) = min{ordf;(z,0);i = 1,2...,n} e ordf(0,y) = min{ordf;(0,y);j =
1,2,...,n}.

Lema 4.1. Depois de uma mudanca linear de coordenadas, existem i, 7 € {1,2...,n} tal
que:

1. ordf(x,0) = ordf;(x,0) < ordfy(z,0), k #1,

2. ordf (0,y) = ordf;(0,y) < ordfs(0,y) k # j,
Demonstracao.

Tome i tal que ordf(z,0) = ordf;(z,0) e suponha ordf(z,0) = ordf;(z,0) =
ordf,(x,0), i # r. Considere ¢ : R" — R" dada por
(), o,y ) = (01, T, .o, Ty — a—J:cz,,:cn)

onde fi(z,0) = a;x% + o(x%) e f.(z,0) = a,z% + o(z%). Entao ordy o f(z,0) =
ordf;(x,0) < ordf,(z,0). (f;, f, novas componentes). Em seguida, procedemos de forma

anéloga para ordf(0,y). Repetindo isto um nimero finito de vezes, temos o lema. O

Vamos assumir inicialmente que ordf(x,0) = ordf;(z,0) = q e ordf(0,y) =
ordf;(0,y) = p ocorrem com i # j. Permutando coordenadas se necessdrio, podemos

considerar que ¢ = 1, j = 2. Vamos plotar em R%, os pontos (0, ¢) e (p,0). Em coordenadas
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(a, 8)), temos a reta e equagao:
qo +pB = pq. (4.2)

Para cada funcao coordenada fi, k =1,...,n, seja

fr(@,y) =y + fi(z,y).
Considere pesos (1, 1) associado ao segmento mais ingreme quando tomamos o poligono
de Newton de f,. Mais precisamente, temos um segmento com extremidade em (0,q) e

com maior inclinacao em modulo. Temos:

fulz,y) = y?+ fl(a,y) + fi(z,y) (4.3)

onde fi(ct*, t)— fl(ct" t) (para uma constante genérica c tem grau pesado q e f(ct", 1)
tem grau pesado maior. De modo andlogo, considere pesos (1, i) associado ao segmento

menos ingreme do poligono de Newton de:

Fulw,y) = 2 + fulz,y) = 2 + (2, ) + fl(@,y) (4.4)

de tal modo tal que xP + f,?(x, y) tem grau pesado p e o restante tem grau pesado maior
quando composto com uma curva (¢, ct”) (c também genérica). Esse segmento tem agora
extremidade em (p, 0) e menor inclinagao em médulo. Em seguida, podemos tomar dentre
ke {1,...,n}, ko,k1,..., k. r < n tal que as fungdes componentes fkj g =1,...,p
fornecem o segmento mais ingreme dentre todas outras componentes. E analogamente,

escolhemos 7g, 71, ..., 7 tal que as fungoes fi;,j = 1,...,r" fornecem o segmento menos

¢}

ingreme dentre todas as outras componentes. Considere os pesos associados (fig, 1)

(1, f11). Se olharmos para a equacao , podemos comparar iy € fi; com a inclinagao

SIS

dada por esta linha, escrevendo %oz + 08 =q.

Observe que se ¢ é nao genérica no sentido que definimos, pode ser necessario
considerar sequéncia de expoentes do mesmo modo quando estamos parametrizando uma

curva g(x,y) = 0. Considere seguinte defini¢ao:

Definicao 4.3. X ¢é dito uma superficie algébrica parametrizada arco-genérica quando
~ —1 Z
Mifi,” (0) = N £1(0) = {(0,0)).
Observe que, para superficies arco-genéricas, as fungoes componentes iniciais

que consideramos estao determinando parte densa do cone tangente de X em 0.

Observacao 4.5. Estamos chamando de componente conica, qualquer subconjunto de

Tp X nao contido em qualquer plano em R".

Teorema 4.1. Seja X C R", 0 € X superficie algébrica parametrizada arco genérica.

Considere que ocorrem somente 0s pesos fig € ji; a partir das funcoes coordenadas fj, com

luma constante genérica significa que fo(ct#,t) # 0
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k > 2. Seja ¢ = ordf(0,y) e p = ordf(z,0) realizando ordens com respeito a « e a y como

no lema [£.1] Entdo temos as seguintes afirmagoes:

1. Se % = [ip entao TpX nao tem componentes planas. Além disso, Ty X esta contido
num subespaco isomorfo a R", onde r é o nimero de componentes associadas a fig
(§] /]1.
2. Se % < fip podemos ter componentes conicas e componentes planas. As combinagoes
possiveis sa0 N0 Maximo:
e 2 ou 3 componentes planas e 0 componentes conicas;
e (0 componentes planas e 2 ou 3 componentes conicas;
e 1 componentes plana e 1 componentes conica;
e 2 componentes planas e 1 componentes conica;
e 1 componentes plana e 2 componentes conicas;
3. Se % > [ip temos Unica componente plana e nenhuma componente conica.

Antes da prova observe que nos itens 1, 2 e 3 figuram as tnicas (igualdades)
desigualdades possiveis para cada hipétese. Isso porque, se for % < [ip significa que temos
pelo menos um ponto abaixo da linha ga + pf = pq. Logo, tem-se também § < i1 . No
item 3 é andlogo.

Demonstracao.

1. Temos fip = % = [l1. Sejam fy,, frys-- - fr, componentes coordenadas tais

que
fo. =y"+ fu,
tem peso (%, 1) e fros fros---s fr, tais que

fr; = 2P + f,, tem pesos (1, g)
Note que { fry, frrs-- s frr} = {Sro» fr1s- -+ frr }- Ent@o considerando curvas do tipo

f(ea(t)) onde Yea(t) = (ctv,dt) t >0
Obtemos Ty X dado pela imagem da aplicacao (f,, (¢, d), fp (¢,d), ..., fg (¢, d)). Poderfamos
ter escolhido curva v.4(t) = (ct, dtg). Note que pela condigao de arco generecidade nem

todas coordenadas sao nulas.

2. Entre 1% < f[ip e %’ < fi; hd um peso fig; tal que fig > fig1, ft1 > flo1 que
pode determinar componentes. Ele ocorre do seguinte modo:

Sejam fry, frrs -+ Ser € froy fris -5 fr, componentes com termos iniciais fl?,
(resp f;) fornecendo segmentos Iz, (resp lz) com maior inclinacdo (resp menor in-

clinagdo). Temos expoentes de monomios {(a/®, 3)}, {(04? ' ﬁf ")} que estdo sobre as

1 17

retas Iz, e 5, respectivamente. Consideremos segmento [;,, conectando pontos de [, e

Iz, de tal modo que todos os pontos de {(a/, 5/°)} U {(oz?l, ;“)} estao acima ou so-

bre (ou no fecho convexo) de [, .Isto incluindo possivelmente (0, q) e (p,0). Denotamos

o1
a inclinacao deste segmento (em mddulo) por fig;. Podemos ent@o separar os seguintes

Casos:
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® [ig1 = flg OU [lgy = fl1.
i) Seja r =1 e " = 1. Nesse caso, supondo que k,, r» ¢ {1,2}., temos exatamente

duas componentes planas. Com efeito, considere conjunto dos arcos:
{Fed(t) = (ctf®, dt); (c, d) € R?} e {vealt) = (ct, dt"); (c,d) € R?}.

Desse modo, f(4(t)) fornece componente (0, f3(c,d), ..., f (c,d),...,0) e f(7ea(t))
fornece componente (f{(c,d),..., f° (¢, d),...,0). Note que se k; = r1 componentes
se intersectam na reta (0,..., f (¢, d),...,0).

Considerando o mesmo conjunto de arcos acima, obtemos o seguinte:

i)r>1ler =1
Temos uma componente conica em R” e uma componente plana com possivel in-
tersecao numa reta.
ii)r>1ler >1:
Temos duas componentes conicas em R” com possivel intersecao numa reta.
e Seja for ¢ {fio, i}
Considere {f,, fs;,..., [s.,} componentes com expoentes de monémios f sobre
lig,- Como fig1 & {fio, fu}, entdo (p,0) & ls,,, (0,q) € U, . Portanto, segue que:
fo > fio1 € flor < fi1-
Note que r” > 2 (as duas componentes que determinam o segmento). Assim, ficamos
com as seguintes possibilidades:
iv)r"=2 r=1ler=1.
Temos exatamente 3 componentes planas , considerando espago de arcos:
{Yea}ts {veat e {;ch}
Onde J4(t) = (ctfor, dt).
v)r">2, r=1ler=1
1 componente conica e 2 componentes planas
vi)r" =2, r">1ler>1
1 componente plana e 2 componentes conicas.
vil) " > 2, r=1er>1
1 componente plana e 2 componentes conicas.
viil) 7" > 2, > 1er > 1.

3 componentes conicas.

3. Tanto J.4(t) = (ctv,dt) quanto ve(t) = (ct,dt?) estao fornecendo com-
ponente (fY(c,d), fd(c,d),0,...,0). De fato, para outras componentes f, temos (jig, 1)
fornecendo grau pesado ¢ para f{. Da mesma forma, se tomarmos pesos (1, ji;) obtemos
grau pesado p para f°. Agora, como g > [ip € ]% > [i11 obtemos grau pesado maior do
que g e pem fP e f2 quando consideramos pesos (%, 1)e (1, ’E’) respectivamente. Portanto

(fXe,d), fI(c,d),0,...,0) éatinica componente plana que ocorre. O
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Notemos que o Teorema que acabamos de exibir possui algumas restrigoes.
Isto porqué a analise para mais declives é similar e tornaria a prova ainda mais técnica
e repetitiva. Nossa intengao foi mostrar que a obtencao do cone tangente a partir do
poligono de Newton que construimos é algoritimizavel, a menos de mudancga linear de
coordenadas. De fato, nao perdemos informacao nenhuma sobre a estrutura geométrica
do cone tangente com mudancas lineares considerando que o cone tangente é um invariante
Lipschitz (ver Sampaio (2016))).

Vale ressaltar ainda que estamos obtendo, de outra forma, subconjunto nos
espagos dos arcos (de forma minimal) gerando cone tangente.
Corolério 4.1. Seja X C R” superficie parametrizada, 0 € X. Se f : R? — R" tem
posto 1 em 0 entao TpX esta contido num plano. Além disso, X é arco-genérica.
Demonstracao.

Usando o lema |4.1, podemos considerar representante
f@,y) = (filz,y), fa(z,y), ., fulz, y)) tal que p = ordf (x,0) = ordfi(z,0) e ordf(0,y) =
ordfy(0,y) = q. Além disso, como postoD f(0,0) = 1 podemos ,depois de mudanca de
coordenadas, admitir que fi(z,y) = = (no capitulo seguinte, exibimos uma prova desse
fato). Desse modo, temos p = 1 e portanto ]% = q. Observe agora que em qualquer outra

componente fi, k > 2 temos expoentes (1,ms) ou (1+my,ms), my, my > 1. Desse modo,

temos peso ji; = &7 ou fi; = %. Este ultimo é obtido notando que segmento
conectando (0, q) a (1+mq, my) tem equagao L2a+ 3 = g. Nos dois casos, ¢ > fi1. Se-

gue pelo teorema que TpX tem somente uma componente plana. E como f5(0,t) # 0,

segue que X ¢ arco-genérica. O

Observagao 4.6. Observe que, no caso do germe X = F(U) de uma superficie algébrica
parametrizada em 0, quando ha duas direcoes linearmente independentes vy, v, em Ty X,
entdo TpX é necessariamente 2-dimensional. Com efeito, seja 71(0) = vy e 15(0) = v,
considere v C F(T'(71,72)) nao tangente a v nem a vz, F'(3;) = v; e T'(71,72) componente
do plano com fronteira 4; U 45. Podemos escolher agora um arco § entre v e 7; nao
tangente aos dois. Veja que isso pode ser feito um nimero infinito de vezes. Portanto,
To X é 2-dimensional pela condicao de semialgebricidade. Agora com mudanca linear de
coordenadas, podemos sempre supor que duas direcoes linearmente independentes em 7Ty X
pode ser dada por F(x,0) e F'(0,y). Finalmente, concluimos que quando nao estamos
nesse caso, 1TpX é uma tunica semi-reta partindo da origem, ou seja, o que sSupomos

anteriormente foi o caso relevante.

Exemplo 4.4. Seja F : R? — R? F(x,y) = («F,2"y*,y?) p,q,7,s € N. Considere
X = F(R?) superficie imagem. Considere funcio

D(w,y) = 2q+yp — qp
Temos que :

1. Se D(r,s) < 0 entao TpX é a unido de 2 componentes planas.
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2. Se D(r,s) = 0 entao TpX é formado por uma tnica componente conica.
3. Se D(r,s) > 0 entao ToX estd contido num plano.

Demonstragdo. D(r,s) =rq+ sp— gp. Entao

rq rq _ q =5 _
D(r,s)>0<:>p+s>q(:>p>q s 1> = . O
Exemplo 4.5. Considere F(z,y) = (22 + y3, 2%y, y*). Nesse caso, TyX ¢é 1-dimensional
(ver figura abaixo).

Figura 2: Superficie em voo.
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5 CONJUNTOS NORMALMENTE MERGULHADOS

Considere X, Y espacos métricos. Uma aplicacao f : X — Y é dita Lipschitz quando

existe constante k£ > 0 tal que

di(f(z1), f(z2)) < kdo(z1, 22)

para todo z1,x9 € X. di,dy sao distancias sobre X, Y respectivamente. Uma aplicacao
Lipschitz f : X — Y ¢é dita bi-Lipschitz se sua inversa existe e é Lipschitz. Nesse caso,

diremos que X and Y sao bi-Lipschitz equivalentes com respeito as métricas consideradas.

Considere X = p~1(0), onde p : R® — R ¢ um polindémio (ou mais geralmente
um conjunto semialgébrico ou subanalitico). X pode ser visto como um espago métrico
considerando naturalmente duas métricas sobre X, a saber:

e A métrica intrinseca. Esta é definida do seguinte modo: dado dois pontos 1, zs € X
defina dx (z1, z3) como o infimo dos comprimentos de caminhos retificaveis sobre X
conectando z; e 5. Esta métrica é bem definida sobre X.

e A métrica extrinseca: Nesse caso, a distancia entre dois pontos 1,25 € X € a
distancia euclidiana ||z; — z5|| em R™.

Quando essas duas distancias sao equivalentes, dizemos que X é normalmente mergulhado
em R"™. Significa dizer que existe uma constante real C' > 0 tal que

dx(z,y) < Cllz -yl
para quaisquer z,y € X.

De forma equivalente X é dito normalmente mergulhado quando a identidade
i:(X,]|]|) = (X,dx) é uma aplicacao bi-Lipschitz. Do ponto de vista local, diremos que
X ¢é normalmente mergulhado em z, quando existir uma vizinhanca U,, de z( tal que

X NU,, ¢ normalmente mergulhado.

A menos que mencionado o contrario, bi-Lipschitz equivaléncia é sempre con-
siderada com respeito a métrica extrinseca.
Observacao 5.1. Um conjunto convexo é normalmente mergulhado. Um complexo sim-
plicial finito é normalmente mergulhado. Uma variedade compacta suave é normalmente
mergulhada. Uma variedade Lipschitz com respeito a métrica extrinseca é normalmente

mergulhada.

Exemplo 5.1. Seja k = R ou k = C. Sobre os conjuntos X = {(z,y) € k%2> —y® =
0}, distancias intrinseca e extrinseca nao sao equivalentes, ou seja, nao é normalmente
mergulhado.

Estes exemplos evidenciam a regularidade existente com respeito a condicao

de mergulho normal. Um condi¢ao ainda mais forte é a regularidade Lipschitz:
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X ¢ dito uma variedade Lipschitz quando para cada x € X existe uma vizi-
nhanca U, C R™ tal que U, N M ¢é bi-Lipschitz equivalente a uma bola aberta em de um

espaco euclidiano R*. Se k = 2, X ¢é dito uma superficie Lipschitz.

Teorema 5.1. Seja (X, z9) C (R, zg) germe semialgébrico com singularidade isolada.
Suponha que o cone tangente de X em x( é 2-dimensional. Entao, X é uma superficie
Lipschitz com respeito a métrica intrinseca em xq

Demonstracao.

Por Birbrair (1999), dim(7,X) = 2 = X ¢é bi-Lipschitz equivalente (com
respeito a métrica intrinseca) ao germe do conjunto C' = {(z,y,2) € R3; 22 +9? = 22, 2 >
0} in 0. C' é uma superficie Lispchitz com respeito a métrica extrinseca (e, portanto, com
respeito a métrica intrinseca).

Exemplo 5.2. X = {(z,y) € C%2z? —3®> = 0} ¢, numa vizinhanca da origem, uma
superficie Lipschitz intrinseca em (0, 0)

A geometria Lipschitz de conjuntos-aplicacoes se situa, de certo modo, na
faixa entre a categoria topoldgica e analitico-diferencial. Num certo sentido, resultados
sao inferidos seja no sentido topolégico-Lipschitz ( ver Fernandes (2003)) como no sentido
Lispchitz-Analitico (ver Birbrair et al (2016)).

A categoria Lipschitz extrinseca determina categoria intrinseca e esta primeira
se mostra mais complicada. Parece natural que investigar sua complexidade possui como
ponto de referéncia, o quao dada classe se distancia da categoria normalmente mergulhada.
Iremos nas nossas proximas secoes estabelecer critérios para detectar quando temos mer-
gulho normal sobre conjuntos definiveis sobre uma estrutura o-minimal (ver Coste (1999))

e, mais particulamente, sobre superficies no espaco euclidiano.

5.1 Teorema do arco-critério

Conceitos basicos:
Sempre que mencionarmos o termo arco num espaco X, estaremos nos refe-
rindo a uma aplicacao v : [0,9) — X, v(0) = zy continua e semialgébrica. Quando nao

causar confusao, estaremos usando simbolo v para denotar também a imagem de ~

Definigao 5.1. Dado um germe de uma fungao analitica real f : (R", z9) — (R, f(x0)),
podemos considerar fun¢ao g = f o~ :[0,d) — R que é continua e semialgébrica, v(0) =
zo. Logo, pelo teorema de Puiseux (ver , existe ¢ € Q e constante real C' tal que
g(t) = Ct? 4 o(t?). Denotaremos q = ord;g (ordem de f ao longo do arco 7.

Ordem de contato entre arcos.

Seja 1,72 arcos em R™ passando por um ponto xy. Considere parame-
trizagdo de arcos pela distancia até a origem (||v;(t) — zo|| = t). Nesse caso, a funcao
f12(t) = ||71(t) — ()] (or fia(t) = dp(1(t),12(t))) é uma funcao semialgébrica (dp
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¢ uma distancia semialgébrica que é bi-Lipschitz a distancia intrinseca (ver Birbrair e
Mostowski (2000))). Quando fi2 é nao identicamente nula, temos constante C' > 0 and
a9 € Q tal que:

fi2(t) = Otz 4 ot™2).
Chamamos o expoente ayy = tord(vi,v2) de ordem de contato extrinseco entre os arcos
Y1, Y2- Do mesmo modo, definimos a ordem de contato intrinseco como a ordem da fungao

f~12(t) = dx(71(t),72(t)) que denotaremos por tordx (1, 72).
Observacgao 5.2. (Propriedade nao arquimediana. ver Birbrair e Fernandes (2000))

Sejam X, X5 and X3 trés diferentes semi-arcos de X. Considere aqo, o3 € a3
ordem de contato entre (Xi, X3), (X2, X3) e (X1, X3). Suponha que ajp < a3 < ags.
Entao, ao = ass.

E Suficiente notar que || X7 (¢) — Xo(8)|| < || X1 (¢) — X5(8)|| + || X5(¢) — X2(2)]| =
Q12 > Q23 . 0

Mostraremos que a condicao local de mergulho normal pode ser caracterizada
por arcos.

Teorema 5.2. Seja X C R" semialgébrico, X N'S"! conexo, € suficientemente pequeno
e rg € X. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

e X ¢ normalmente mergulhado em zy € X;

e Existe constante k£ > 0 tal que para qualquer 7,7, arcos parametrizados pela

distancia até zo (7;(0) = xg, i = 1,2), temos:

dx (71(t),72(t)) < Kl (t) —22@)]- (5.1)

Demonstracao.

Se X é normalmente mergulhado em x4, a desigualdade é imediata por
defini¢ao. Assuma que X nao é normalmente mergulhado em xy. Considere aplicagao
¥ : X x X — R? definida por 9(z1,x2) = (||z1 — 22|, dp(71,22)), onde dp : X x X - R
¢ a métrica semialgébrica tal que aplicagao identidade id : (X,dp) — (X,dx) é home-
omorfismo bi-Lipschitz entre os respectivos espagos métricos (ver Birbrair e Mostowski
(2000)). Neste caso, 1 ¢ semialgébrica e continua pois componentes sdo fungdes conti-
nuas e semialgébricas. Além disso, imagem ¥ (X x X) é localmente fechada e conexa em
Y(z0,70) =0 € R?, 25 € X. Observe ainda que (X x X) é semialgébrico 2-dimensional,
pelo teorema de Tarksi-Seindenberg . Assumindo que X nao é normalmente mergu-
lhado, (X x X) é localmente limitado por uma arco /3 tangente ao eixo y, 0 € 5. Podemos
agora, considerar uma par de arcos (91,%2) na imagem inversa de . Pela condi¢do de

tangencia com o eixo y, temos que:

orddp(71(t),¥2(t)) < ordy([|7:(¢) — Y2(0)))- (5.2)
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Temos parametrizacdo de 1, ||51(t) — zo|| = t. Considerando sequencia de
pontos {71(t)} com t — 07, precisamos verificar se dada sequencia {7(t)} com ¢t — 0T e
|v2(t) — xo|| = t é suficiente para medir a defasagem entre as métricas por sobre os arcos
1, 72. Pela condi¢ao de nao mergulho normal, ha uma sequencia de pontos sobre os arcos
71,72 tal que o quociente entre essas métricas “explode” (desigualdade [5.2|estd nos dizendo
isso). Mas precisamos verificar que andando de modo uniforme sobre esferas de raio ¢,
o mesmo acontece. Com respeito ao contato extrinseco, existe lema de comparacao de
ordem que garante isto (ver Birbrair e Fernandes (2000)). De fato, mesmo lema também
¢ verdade com respeito a geometria intrinseca e dai, estamos bem:
Lema 5.1. (Lema de comparagao de ordem intrinseco). Sejam 7y, yo arcos em X, 7N75 =
xo. Considere ainda parametrizagoes ||v;(t) — zo|| = ¢, i1, 2. Entao vale que:

ord(dp(m(t), 1)) = ord(dp(m (1), 72(1))).

Demonstracao.

Temos que dp(71(t),72) = inf{dp(n(t),p);p € 12} e ord(dp(m(t),12(t))) ¢
definido de modo anal6go a ordem de contato extrinseca.

Observe que dp(71(t),v2) < dp(71(t),72(t)). Precisamos mostrar a outra desi-
gualdade, isto é, que existe uma constante C' > 0 tal que

dp(71(t),72(1)) < Cdp(n(t), 72),
Vamos considerar métrica panqueca dp. Por definigdo de dp (ver Birbrair e Mostowski

(2000), podemos escolher arcos semialgébricos Bi,...[By tal que parat € [0,6), 0 suficiente
pequeno, tais arcos realizam a distancia entre v, (t) e vo:
dp(n(0),7) = In(®) = BOI+ 151 = B + -+ 1x(0) = 0]
onde f3;(0) = xy.
Note que os arcos BZ nao necessariamente estao parametrizados pela distancia até a origem.

temos que:

7(t) = Bs(t)]] = douter(11(1), Bs), VS, (5.3)

onde dyyter(71(t), Bs) é definido andlogo a dp(y1(t), ). Por outro lado,
dp((t),72(1)) < [l (t) = BN + 182(8) = B2 + - + [1Bn () = 72(t)]

onde agora f3; é a parametrizagao de [3; pela distancia até a origem. Temos: (~~ significa

mesmo expoente),

(@) = i@ + 15:1@) = BN + - - + 188 () = %) = [185(2) = B2 (1)
(para algum S € {1,..., N +1}), onde [y(t) ¢ 11(t) e By+1(t) é 72(t). Usando a proprie-

dade nao arquimediana, temos que:

185(t) = Bsa ()] = [[m(t) = Bs @]

Agora, pelo lema de comparagao de ordem extrinseco, temos que:

() = Bs @)l ~ douter(11(2), Bs)

Portanto, existe constante Cy > 0 tal que

dp(71(t),72(1)) < Codouter (1 (1), Bs)- (5.4)
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Assim, por (5.3) and (/5.4]), o lema esta provado.

Prova do Teorema.

Consideramos parametrizagao de 7;, 7, pela distancia até a origem e obtemos:

dx (F1(1),72(1)

o] O

limy o+
O
Observagao 5.3. Observe que o teorema do arco critério pode ser reformulado do seguinte
modo:
1. X é normalmente mergulhado em zy € X;
2. Para qualquer 7, 72 arcos parametrizados pela distancia até xo (7;(0) = xg, i = 1,2),

temos tord(y1,v2) = tordx(m1,72) = tordp(y1,72)-
Vejamos uma aplicagao, considerando cone tangente :

Teorema 5.3. Seja X C R"” 0 € X e X imagem de uma aplicacao polinomial F : R? —
R™ injetiva. Suponha que o cone tangente em zero é um semi-plano. Entao X nao é
normalmente mergulhado em 0.
Demonstracao.

Tome V plano 2-dimensional contendo semi-plano 7pX. Considere o germe da

projecao ortogonal P : R™ — V restrito a X.

Afirmacao. Existe § > 0 tal que P|x : X N B(0,6) — V é uma aplicacdo
prépria, onde B(0,d) denota uma bola aberta em R™ com centro em 0 e raio 9.
Prova:

Existe N € N tal que para todo v € P(X N B(0,6)) N Ty X, temos #P~(v) <
N (onde # indica cardinalidade). Caso contrério, temos sequéncia v, — 0 tal que
#P Y(q,) — oo. Como a fibra de P pertence a uma dire¢io ortogonal ao cone tan-
gente Ty X, Pelo lema de sele¢ao da curva, existiria v C P~1(0) e 7/(0) ¢ C(X,0), uma
contradicao.
Observe agora que #P~(v) > 1 para v € TyX — 9Ty X valor regular. De fato, como
ToX é um semi-plano P é ndo sobrejetiva. Logo deg(P,v) = 0 (grau da aplicagdo P|x).
Portanto, #P ' (v) > 1.

Continuando, note que 07,X C P(p) onde p é o locus singular de P. De
fato, em TpX teremos semi-arcos I'1,I'y,..., [y e I UT; = 91X cuja uniao é P(p).
Claramente, existe I';,I'; ndo tangentes em 0. Selecionamos uma arco ¥(t) = tv no
centro de T= T'(I';,T;). Temos 1,72 C P~*(v). Observe que qualquer caminho que liga
71(t), %2(t), necessariamente intersecta P~1(9T). Assim,

tordx (y1(t), v2(t)) = tord(y(t),0T) = 1.

Por outro lado, tord(y,(t),v2(t)) > 1 pois 71,72 sdo tangentes v. Segue pelo arco teorema

do arco-critério que dx e de, nao sao equivalentes. O

Veja que H, = {(z,9,0,...,0);y > 0} tem cone tangente semi-plano em 0.
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No entanto, observe que H. nao pode ser imagem de uma aplicacao polinomial injetiva
F:R? —» R

Observagao 5.4. Com esse teorema, podemos produzir um grande niimero de superficies
nao normalmente mergulhadas do seguinte modo: Considere uma parametrizacao com
uma das ordens das fung¢oes componentes com respeito a x ou a y um numero par, digamos
2m, m > 1. Admita ainda que tais ordens ocorrem em componentes distintas. Agora,
considere demais componentes com ordem maior que 2m. Nesse caso, a superficie imagem
obtida nao é normalmente mergulhada. Com efeito, teremos certamente uma componente

plana estrita. Agora, usamos o teorema 5.3.

Exemplo 5.3. F(z,y) = (z' 4+ y3, 2y, y°) tem cone tangente plano na origem;

F(x,y) = (2%, 23y, 2y, 9°) tem uma tnica componente conica no seu cone tangente.

Observacgao 5.5. Se X é uma superficie normalmente mergulhada com singularidade
isolada e com cone tangente 2-dimensional, usando o teorema de classificacao dado em

Birbrair (1999), temos que Ty X é bi-Lipschitz homeomorfo a um plano.
Exemplo 5.4. Seja (X, 0) = G(R?,0) superficie parametrizada onde G(x,y) = (23, xy, v*).
Note que 0 ¢é singularidade isolada e Ty X ¢é 2-dimensional. No entanto, X nao é normal-

mente mergulhado em 0.



47

6 LARGURA E ALTURA DE SUPERFICIES

Defini¢ao 6.1. (Triangulos de Hélder (ver Birbrair |1999)) Um subconjunto T C R
¢ dito um p-Hélder triangulo (ou uma [-zona) com vértice 0 € T se o germe (7,0) é
bi-Lipschitz equivalente a (1, 0), onde

Ty ={(z,y) e RZ0<y <27, 0< <1},
onde f € QN [1,00) é seu expoente de Holder.

Definigao 6.2. Seja X conjunto semialgébrico fechado 2-dimensional, 0 € X. Admita
que TpX é plano. A regiao polar de X associada a projecao ortogonal P|x : (X,0) —
(TyX,0) ~ (R2,0) ¢ o conjunto

p=A{z € X;rank(DP|x) # 2}.

Proposigcao 6.1. Seja X C R” semialgébrico 2-dimensional, normalmente mergulhado
em 0 € X com P|x nao injetiva. Considere que X N S"!(0,¢) conexo, para ¢ sufici-
entemente pequeno. Admita ainda que o cone tangente de X em 0 é um plano. Um
subconjunto 7" C Ty X tal que Yo € T, #(X N P! (v)) = 1 possui a seguinte estrutura
T = R? — UT;.

com T; sao triangulos de Holder com expoente maior do que 1.
Demonstracao.

Considere p regiao polar de X associada a projecao P e seu conjunto discrimi-
nante A C Ty X definido por P(p) = A.
Afirmacao 1.

A ¢é a unido de arcos semialgébricos e a funcao #(P~(v) N X) é localmente
constante sobre o complemento de A.

Prova:

Pela condigao de semialgebricidade, temos que o conjunto dos pontos regulares
em X é aberto e denso em X. Em particular, isto também ocorre em qualquer repre-

sentante do germe de X em 0. Pelo teorema de Sard, P(p Nreg(X)) tem medida nula

em Ty X. Além disso, como dim(X — reg(X)) < 2 e P é uma aplicacdo semialgébrica,
dimP(X — reg(X)) < 2 também. Portanto, A(P) = P(pNreg(X)) U P(X — reg(X))
¢ a uniao de semiarcos semialgébricos I';; 0 € T';, i = 1,2,...,s pelo lema de selecao da
curva. Como P|p-1r2_pa) = P|x_, é um difeomorfismo local e uma aplicagao prépria (ver
teorema ) segue que P é um recobrimento sobre cada componente conexa de X — p.
Portanto, #(P~(v) N X) é localmente constante e, além disso, finito.

Agora, nés devemos mostrar que as zonas, onde #(P~'(v) N X) > 1 sao
“magras” (significando triangulos de Holder com expoente maior do que 1). Suponhamos
que isto nao ocorre. Significa que existe um triangulo 7;, limitado por dois arcos I'; e
'y da curva discriminante que nao sao tangentes em zero e #(P~(v) N X) > 1 sobre T;.

Tome um arco § C Tj, passando pelo zero e nao tangente nem a I'y nem a I';. Temos,
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por hipétese, pelo menos dois arcos S, B2 C (P7Y(B) N X). Observe que 51, B e B sdo
tangentes em zero. De fato, Seja ||P o G;(t)|| = ||5(¢)]
B(0) = limy_yoe 20 = lim, g PO — Jim, 0. P(20) = P(lim,_g 28) = P o 3/(0).
e P o 3(0) = 3i(0) pois (/(0) € TpX.

Considere agora (3 e 3, parametrizados pela distancia até origem (||6;(t)|| = t).
Entao ord(di,(B1(t), f2(t)) = 1. De fato, P~Y(T;) — P~'(dT}) consiste de duas com-

ponentes conexas (folhas do recobrimento) contendo Bl, Bg respectivamente. Segue que

qualquer caminho conectando f;(t), B2(t) deve passar por P~HI'y) ou P~*(T'y) (supo-
mos P~'(T';) sem perca de generalidade). Seja I'y ¢ P~'(y;) Como tord(8,T:) = 1,
temos tord(3y,T1) = 1. Note agora que dx (B, 32) > dx(f1,T1) > ||/ — I'1||. Segue que
tordX(Bl, Bg) — 1. Mas como 31, 35 sdo tangentes, tord(ﬁ], /BNQ) > 1. Logo pelo teorema de
arco-critério ([5.2)), X nao é normalmente mergulhado em 0. Esta contradicao diz que, no
caso normalmente mergulhado, #(P~!(v)NX) > 1 ocorre somente em zonas com expoente
maior do que 1. O

As direcoes tangentes as zonas T; onde #(P~'(v)NX) > 1, v € T; chamaremos
direcoes excepcionais e as zonas T; chamaremos de zonas excepcionais. Seja T; uma zona

excepcional. Vamos associar dois niimeros racionais a zona 7;.
Definigao 6.3. A Largura de T; com respeito a superficie X é dada pelo nimero:

Largura(T;) = min{ord||7.(t) — 2(0)ll; % € P~ (7:)}
onde 0T; = v1 Uy e |3:(t)|| = t.

Definicao 6.4. A Altura de T; com respeito a X é dada pelo nimero:

Altura(T;) = min{ord(||B1(t) — Bo(D)|); fr, f2, € P71(B)}.
6 CT;.
Teorema 6.1. Seja (X, zy) C (R™,0) germe de uma superficie semialgébrica com link
conexo, g € X. Se X é normalmente mergulhado em zy entao para toda excepcional
zona T;, temos:
Largura(T;) = Altura(T;).
Demonstracao.

Parametrizamos todos os arcos pela distancia até xy. Considere P : X N
B(0, e9) = Tp X projeccao ortogonal €y tomado de tal modo que X N S(0,¢€) é topologica-
mente trivial, e < ;. Considere T; C T,,X zona excepcional.

Afirmacao 1. Existe em P~!(T;), um triangulo de Holder (que vamos também
chamar de folha, algumas vezes) Th C X tal que tord(@j}l) = Largura(T;), e 41 C Ty
onde:

tord(i1,71) = tord(",vie) < Largura(T;) = tord (v, Vi2)
com 0Ty = 7 U Y.
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Prova da afirmacao: Recorde que temos recobrimento sobre cada componente
de T,,, X — A. Além disso,

e O triangulo T; pode ser dividido em subconjuntos 7T; = UT; ;, tal que para todo s
temos que #{P~'(v),v € T} é constante e nao existe curvas discriminantes em
int(T; ), ou seja, T; s N A = 0T, .

Agora, seja 71,72 C P~Y0T;) com Largura(T;) = tord(yi,7:). Considere semiarcos
ViysVia - - -+ Yio de cada folha em {P~1(9T;,)}s. Usando a propriedade nao arquimediana,
existe ao menos uma folha, nomeada, Til tal que 8Til fornece Largura(T;). Seja vi; Uik
fronteira de T}; . Note que ao longo de T}y, #P~(v) =1 e é possivel escolher 7, C Th
tal que tord(Viji, Yix) = tord(Jijk, ¥ij) < Largura(T;). E essa dltima desigualdade provém
da propriedade nao arquimediana associada ao triangulo 7;xyir7Vi;. Para a existéncia de
Yijk, considere a funcao altura:
h:Tq — R, hz) = ||z — P(x)].

Sobre arcos, temos h(y(t)) = ||y(t) — P o~(t)|. Associado a h, temos p(h) : Tj; —
[0,a] C Q, onde u(h)(y) = tord(y, P(v)). Considere agora pu(a)(h), u(b)(h) expoentes
tord(¥i1,7), tord(F2, 7)) respectivamente. Defina u(c)(h) = p(a)(h) — p(b)(h). Como
préximo de 7, temos pu(c)(h) > 0 e proximo de J;o temos u(c)(h) < 0, existe, pela
continuidade do intervalo associado a p(h) em Q, v tal que p(c)(h)(vy) = 0.

Além disso,como #(P~*(v) N X) > 1, v € P(T;;) C Ty existe também 7z,
Yijk # Vg tal que P(Yijr) = P(i) C T,

Suponha agora Altura(T;) > Largura(T;). Segue que:

tord(Fijr, Yije) > Altura(T;) > Largura(T;) > tord(Yije, Yi;) = ord(dim (Yije, Yiji))-
Onde a primeira desigualdade segue apartir da defini¢ao de Altura(T;), a segunda desi-
gualdade segue por hipotese e a terceira desigualdade segue da afirmacao acima. Temos
Vijks Vi C Til, Yij C (()T,-l e além disso, %ijk,%jk estao contido em diferentes folhas. Por-
tanto, qualquer caminho que conecte f:yijk, i1 deve passar por 7;; (isto justifica a quarta
desigualdade). Assim,
tord(Fije, Fiji) > ord(dinn (Fiji: Vijre))-

Assim, X nao é normalmente mergulhado em x.(teorema .

Suponha agora Altura(T;) < Largura(T;). Tome semiarco v C T; tal que 7,
J2 C P7Y(v) e Altura(T;) é realizada, isto é,

tord(71, %) = Altura(T;).

Para ver isso, considere h : T; — R dada por h(x) = min{||x; — xs||; 21,20 € P (2)}.
Esta funcao ¢ semialgébrica. Podemos considerar decomposicao celular finita 7; ; tal que
h seja continua em cada T; ;. Por Birbrair et al, 2014} proposicao 2.6, teremos intervalos
Qi, s = [ais, bis) em QU oo. Considere a = min{a;s}. Segue que Altura(T;) = a.

Note agora que com a hipdtese: Altura(T;) < Largura(T;) entdo deve ser
v C int(T;). De fato, admita que v C 9T;. Tome 71,72 C P~ !(vy;) onde 9T; = ~; U
~2. Considere o triangulo 79%;92. Temos que tord(71,7%) > Largura(T;) > Altura(T;)
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Portanto, 41,42 nao podem realizar Altura(T;).

Considere agora os semiarcos ais, e C P~ YOT}), a0 C P7Y(v), aoy C
P~ l(y) tal que o C T(ay2, ) C P7YT;). Podemos assumir como anteriormente
que T; nao possui curvas discriminantes em int(7;). De modo analégo, podemos tomar
T(ay1, 1) tal que 43 C T(aqy, azy). Podemos parametrizar todos os arcos em P~1(Tj)
pela direcao tangente dada por 7;. Omitindo o parametros dos semiarcos 7, Vs, (12, Qag, 11
e amy, temos triangulos euclidianos aq9¥oias € a1y1i21. Sobre 0s segmentos aatiag €
arra; considere projecoes P(3s), P(51) (respectivamente) dada pelas intersecoes com a
reta contendo o segmento’y;7s.

Afirmacao. Altura(T}) > a ou Altura(T}) > b, onde a = tord(3,, P(%1)) e b = tord(3s, P(7)).

Prova. Lembre que os segmentos aqiai;, aatias tem uma posicao relativa com respeito

ao cone tangente. Considere

0Q = aq10i1 U Qia0iag U a0z U Qi s

Temos dois casos:

L. aqrag Napag; = 0.
0@ determinea um quadrilatero ). Como Largura(T;) > Altura(T;), temos que ¥,
ou 43 ¢ Q. Portanto, tord(y1,%2) > a ou tord(y1,%2) > b.

2. apiag Napay # 0.
0@ determinam dois (ou somente um) triangulos @1, 2 com um vértice comum.
Entao o argumento segue de forma andloga. 7; or 4, ¢ Q1 U Q5.
O
Sem perca de generalidade, considere Altura(T}) > b = tord(%;, P(32)). Como
no triangulo a;aysre0, 0 segmento ]5(%)0422 is contained in @30, temos tord(]-f’(%), Qg9) >
tord(ayg, aag) > Largura(T;) > Altura(T;) > tord(]s(%),’yg). Logo, tord(%,ﬁ(%)) =
tord(%s, cs) pela propriedade nio arquimediana com respeito ao triangulo P(%;)3a0i2.
Segue que:
tord(ons, agy) > Largura(Ty) > Altura(T}) > tord(P(3s), 32) = tord(3s, agg) >
tordn (o, (ag).
Onde a ultima desigualdade decorre notando que qualquer caminho conectando oy e oo
passa por 7. Dai, usamos lema de comparac¢ao de ordem intrinseca ( . Assim, X
nao ¢ normalmente mergulhado. O
Observacao 6.1. Definimos a largura de uma zona excepcional de X na vizinhanga de
um ponto considerando o contato minimo entre as fibras com respeito a projecao ortogonal
no cone tangente. Podemos, além disso, considerar expoente de Hélder g; = tord(yi,y2),
onde 0T; = 1 U . Este numero fornece uma estimativa superior para Altura(T;):
Teorema 6.2. Seja X conjunto semialgébrico 2-dimensional com link conexo, 0 € X. Se
X ¢ normalmente mergulhado em 0 entao tord(91;) > Altura(T;).
Demonstracao.

Considere reparametrizacao de aplicacao projecao:
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g: X = R? g(x) = ||z e ||P(;v)|\ quando z # 0 e pomos ¢(0) = 0.
Observe que o conjunto polar e o conjunto discriminante de P e g sao os mesmos. Suponha
que fosse tord(0T;) < Altura(T;). De forma anédloga ao que fizemos anteriormente, pode-
mos dividir 7} em subconjuntos T; = UT; ¢ tal que, para todo s, temos #{P~'(v),v € T} ;}
constante e sem curvas discriminantes em int(7; ), T; s N A = 9T, ;. E agora, pela pro-

priedade nao arquimediana, existe s tal que:

tord(y1,s,72,s) = tord(y1,72)

onde v;4,72,s sa0 curvas na fronteira de 7; ;. Tome um arco v C T; 5 tal que

tord(y,v.s) = tord(y,v2.s) = B = tord(y1,72).

1P@)] _
IP@)

origem e dado que x € X N .S(0,¢), a aplicagdo g pode ser representada em coordenadas

Note que dado z, temos ||g(x)| = ||z]] ||z||. ¢ preserva distancia até a
polares onde 0 € S' e t € (0,¢€). S parametriza o link de nossa superficie X. Para cada t

existe ao menos dois pares de segmentos [0;(t), 02(t)] e [05(t), 04(t)] tal que:

9([01(1), 02(1)]) C Tis g([03(1), 0a(1)]) C T s
g(8;(t)) C 0T s for all j =1,2,3,4
(

)
9(0:(t)) # 9(6a(1)), 9(05(1)) # g(0a(t))-

Podemos escolher um desses segmentos realizando tord(vyi,v2) (digamos [0:(t), 02(t)]).
Sobre cada segmento [01(t),0(t)], [03(t),04(t)] existe um ponto pertencendo a imagem
inversa de 7. Considere duas componentes i, V2 de g~!(7y) pertencendo a dois diferentes
triangulos de holder U.[01(t), 02(t)] e U[03(t), 04(t)]. Segue que ord(di,(71(t), 72(t))) <
ord||6,(t) — Y1 (t)|| = tord(0T; ). Mas, ord||yi(t) — Y2(t)|| > Altura(T; ) > Altura(T;) >
tord(0T;) = tord(JT; s). Portanto X nao pode ser normalmente mergulhado (pelo teorema
de arco critério [5.2). O

Exemplo 6.1. A desigualdade contraria no teorema nao ocorre em geral. Vejamos:

Seja T = {(x,9,0) € R%0 <y < 32'% 2z >0} U{(z,9,0) € R%0 >y >
=3z z > 0} = Ty UTy. Tome 2 arcos 71,72 C R, ;(0) = 0 tal que P(7,) = 9T, =
P(%,) com tord(yy,0T1) = 101 e tord(ye,011) = 2 onde P(x,y,z) = (z,y,0). Por outro
lado, consideremos 43, 73(0) = 0 com tord(%s,0T3) = 2, P(73) = 1. Considere

X1 =T, %) UT (33, 92)-
onde T(%i,7;) = {%i(t) + s(3;(t) — %(0)); (s,1) € [0,1] x I} Seja s(t) =
Fi(t) + s(3(t) — %i(t) € T(A1,7%3). Temos tord(%s,7) = 2. Do mesmo modo, para
s C T(73,72), tord(¥s,73) = 2. Portanto, Altura(T) = 2. No entanto, tord(0T') = 101.

Observe que X; é normalmente mergulhado.

Observacao 6.2. Considerando o teorema [6.1, é possivel obter outra prova do teorema
| observando que Largura(T;) < tord(0T;). Isso decorre da seguinte observagao:
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Lema 6.1. Seja X C R™ conjunto semialgébrico, 0 € X e P: R" — E, E € G(R") uma
projecao tal que de tal modo que P~1(0) N ToX = {0}. Entao,

tord(y1,v2) < tord(Poyi, Poys).
Demonstracao.
Se tord(~1,72) = 1, a desigualdade acima é sempre vélida. suponha tord(yy,y2) >
1. Seja v = 1(0) = ~4(0). Tome Povy,, Poy, : [0,¢) — P(X). Entao
Povi(0) = Povy,(0) = Pow.

De fato, como v € Ty X, Pov # 0 e considerando |P o v (t)|| = ¢, i = 1,2,

temos:

P11 (1))
t

1)

=) = P(limy_o+ Vl(t)) = Pov.

t

Considere agora T,y hiperplano em R" ortogonal ao vetor v passando por tﬁ.
Seja
g12(t) = [ N Tory =22 N Ty | = Dt?+ o(t?),
para algum nuimero real D > 0. como vimos, nas preliminares, ¢ = tord(~;, 7). Considere
HY = {x € T, dina(z,n(t)) < Dt?40(t9)}
Para ¢ suficientemente pequeno, temos 71,72 C HI e além disso,
Poyi, Poy, C P(HY)) C Hp, .

onde Hp . = {x € Trour); dina(z, Poni(t)) < D4+ o(t?)}. Portanto, tord(Povyi, Poys)

Poyy
q.

Y

Assim, como P~1(0) N Ty X = {0}, (onde agora P : X — Ty Xé a projegao
ortogonal) temos Largura(T;) < tord(0T;). O
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7 GEOMETRIA LIPSCHITZ E SINGULARIDADES DE POSTO 1

Como fizemos no caso topolégico, vamos iniciar investigacao (agora do ponto de vista
métrico) com respeito a germes de superficies parametrizadas. Separamos investigagao de
acordo com o posto de sua derivada na origem. Se temos posto(Df(0,0)) = 2, entdao X
é suave numa vizinhancga da origem e portanto uma superficie Lipschitz com respeito a
métrica extrinseca. Consideremos entao X = f(R? 0) C R" tal que posto(Df(0,0)) = 1.

Diremos que X é uma superficie de posto 1 em 0.

Vale ressaltar que dada (X,0) = f(R? 0) germe de uma superficie parametri-
zada, se consideramos uma aplicacao g A-equivalente a f entao é imediato que a geometria
Lipschitz das superficies nao é alterada (podemos até s6 pedir que as mudangas de coor-
denadas sejam somente C').
Proposicao 7.1. Seja (X,0) C (R™,0) um germe de uma superficie posto 1 em 0. Entao,
o cone tangente na origem C'(X,0) é um plano ou um semi-plano.
Demonstracao.

Esta proposigao ja foi provada (ver Corolério. No entanto, decidimos deixar

prova inicial pois, ela exibe a ideia inicial do que fizemos no capitulo 3.

Temos X = f<R27 0)7 onde f(l', y) = (fl(x’y)a fZ(xu y)7 R fn(xu y))? fung:éo
analitica f; na vizinhanga da origem. Como posto(DF(0,0)) = 1, podemos supor, a
menos de permutacao de coordenadas que w # 0. Tome ¢(x,y) = (fi(z,y),y). ¢ é

um difeomorfismo local. Entao, temos uma parametrizagao de X dado por

flay)=fod  (wy) = (v, fa0 07 (2,y),-., fao 7 (1,)).
Observe que f homeomorphismo na imagem implica que f(0,y) # 0, ou seja, para algum
i, f;(0,4) # 0. Usando mudanca linear de coordenadas, obtemos p = ordf(0,y) =
ordf(0,y) < ordf;(0,y) , j # 4. Entdo,
F0.4) = agyPes + ofy?)
onde e5 = (0,1,0,0...,0).

Além disso, considerando difeomorfismos (x1, xo, ..., z; — fi(x1,0),...,x,) po-
demos assumir que ﬁ(a:, 0)=0,71=2,3,...,n. Seja v, C X um arco dado por:

Yab(t) = F(atP, bt) = atPe; + WPa,tPes + o(tP).

1 5
Esta curva tem vetor tangente 7/(0) = limHNM = (a,b) € R?, para

todo a,b € R quando p é fmpar ( é suficiente tomar b = S—/_pb e (a,b) € R3 para todo
acR,beR, (oubeR_, quando a, < 0) se p é par. De modo geral, Seja v : [0,€) — X
uma curva semialgebraic, 7(0) = 0 e tome 5 = f~!(y) c R% Entdo 7(0) = 0 e 7
semialgebrico. Entao temos §(t) = (Ct? + o(t9), Dt" + o(t")). Assim,

v(t) = (Ct? + o(t?), f(Ct? + o(t?), Dt" + o(t")))
onde f(z,y) = (fa(z,y), ..., fulx,y)). Observe que
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qg<r=7+'0)| e
q>r=70) || e
q=pr=1"(0) €< ey, ey >;
Entao +/(0) € R? (p fmpar) e 7/(0) € R3 (ou R%) (p par). Assim,
e R? = (C(X,0) < ordf(0,y) é impar;
e R? or R = C(X,0) < ordf(0,y) é par.

Usando o teorema [5.3| e a proposi¢ao anterior, obtemos

Corolario 7.1. Todos os germes (X,0) = f(R?,0) de superficies de posto 1 cuja ordf (0, y)
¢ par nao sao normalmente mergulhadas.
Demonstracao.

Com efeito, T X é um semi-plano. Agora, o resultado segue pelo teorema [5.3]
(I

Ressaltamos que, a partir de agora, nosso interesse ¢ investigar topologia de
superficies em R?* (ou equivalentemente topologia do complemento dos nés que aparecem

em seu link em 3-esferas) quando impomos condigbes métricas de regularidade.

Observacao 7.1. No caso de uma superficie parametrizada, a projegao ortogonal P|x :
X — TyX pode ser identificada como um germe P : (R?0) — (R? 0), notando que
PlX = P|F(R2,O) = PO F|(]R2,O)'

No caso de posto 1, ja vimos que podemos representar, a menos de mudanca li-
near de coordenadas, f(x,y) = (z, fa(x,y), fs(z,v), fa(x,y)) com ordf2(0,y) < ordf;(0,y),
j#2e f(x,0) = (z,0,0,0). Temos que P|x(x,y) = (z, fa(x,y)) e aregido polar associada
a projecao é dada pelo conjunto:

p=S(Plx) = {(z,y) € U; 22522 — 0}

Definigao 7.1. No caso de posto 1, arepresentacao f(z,y) = (z, fo(z,v), fs(z,v), f1(z,v))
com ordf>(0,y) < ordf;j(0,y), j # 2 e f(z,0) = (x,0,0,0) chamaremos de forma normal
da parametrizacao.

Como consequéncia do corolério |5.3], note que, usando decomposicao de David
Mond (obtida em [3.4), concluimos imediatamente que superficies parametrizadas por
aplicacoes do tipo X1 nunca sao normalmente mergulhadas.

Vejamos agora o que acontece com superficies parametrizadas por aplicagoes
f na érbita As.(z, 2y, 0,0). Note que forma normal de f fica

f(x,y) = (v, 2y + Pi(2,y), Q(w,y), R(z,y)),

onde Pp, @, R sao elementos do ideal M3 = (2°, 2%y, zy?,4*). Quando ord,P;(0,y) <
ord,Q(0,y) < ord,R(0,y) diremos que X é uma superficie tipo cuspidal.
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Teorema 7.1. Seja X = f(R?,0) C R" superficie tipo cuspidal. Entdao X nao normal-
mente mergulhada.
Demonstracao.

Considere a forma normal f(z,y) = (x, fa(z,y), f3(x,y), fa(z,y)) , f(z,0) =
(2,0,0,0) e ordfy(0,y) < ordf;(0,y), j # 2. Como f tem posto 1 em 0, ordf2(0,y) > 2.
Usando o corolario se ordfy(0,y) = 21, I > 1 entao Ty X ~ ]Ri e portanto X nao é
normalmente mergulhado em 0. Vejamos entao o caso em que ordf(0,y) = ord, f>(0,y) =

2m+1=n, m > 1, onde fo(x,y) = zy + Pi(x,y). Segue que:

%;’y) = br + a,y" ' + h(z,y)
onde h tem grau pesado maior que n — 1 quando consideramos pesos (n — 1,1). O que
equivale a:
) fow,y) = bry + 2y + h(z, y)
h com grau pesado maior do que n considerando mesmos pesos. Podemos agora ob-
ter parametrizacao inicial do conjunto polar associado p. Usando poligono de Newton,
obtemos:
A = P(p(t)) = P(=%t" ' +o(t"1),t) = (=2 + o(t" 1), an(L — 1)t" + o(t™)).

Seja T(A) C ToX ~ R? triangulo com fronteira A. temos tord(9T(A)) = 2.
Agora, observe que em T'(A), altura(T(A)) é bem definida. De fato, podemos considerar
curva de ponto duplos com respeito a projecao no cone tangente:
P(z,u) — P(z,y) _ o}

u—y

D*(P)(P = (z, f2)) tem uma solucio real, se e somente se

D2(fy) = {(z, y, u); ZoU=LEw) — g}

u=y

D*(P) = {(x,y,u) C C%

tem solucgao real distinta de (0,0,0). Escrevendo equagao

fQ(xu u) — f2($7 y)
u—y
e usando o teorema da fungao implicita, vemos que existe solugao real distinta de (0,0, 0).

=z+a, (v Yy ut L U Ry e+ =0

Note ainda que p = D?fy(x,y,y) C D*fo(x,y,u). O que mostra que “multiplicidade”da
superficie com respeito a projecao no cone tangente ocorrem sobre zona discriminante
T; = T(A). Portanto altura(T(A)) estd bem definida.

Mais geralmente, temos uma estimativa de Altura(T;) dada da seguinte forma:
Seja Y1,72 C P71(v), v C T;. Considere numeros:
o b=tord(,")
o c=tord(7a,7)
e a = tord(,7)
Temos triangulo nao arquimediano com medidas a, b e ¢. Vamos supor, sem perca de

generalidade, que b < ¢. Se b > a entao pela desigualdade triangular (euclidiana) a = b.
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Portanto a > b. Segue, pela definicao de infimo, que
Altura(T;) > Altura(T;, ToX). (7.1)

Onde Altura(T;, Ty X) = inf{tord(y, P(v)), P(y) C T(A) C TyX}.

Afirmacao: Altura(T(A)) é estimada por uma das fungoes coordenadas.

Prova. Consideremos altura(T;) em relagao a projeccao linear P; : R? — R3
tal que Pj(xq1,29,...,2,) = (21,22,0,...,0,2;0,...,0). Note que TpX = ToP;(X) e a
projeccao ortogonal P|p,(xy : P;(X) — TpX permanece a mesma. Seja J1,52 C X arcos
passando por 0.

Ti(t) = f(n(t) e 2(t) = f(r2(t))
No que diz respeito a projecao P, temos
Pof(7(t)) = Pof(7(t)) = -

Sobre T;, 71(t), 72(t) e v e sao tangentes a e; e podemos supor que esta
parametrizada pelo eixo z. Assim, usando a observacao (no final da prova) obtemos
a ordem de contato (tord(7;,72)) por:

ord| f(m(t) = f(r20)| = ord||(Pof(n(t)), fs(n(1), fa(n(t)) —

(Pof(12(t), fa(12(t)), fa(ra(®)Il = ord||(fs(71(8) = fs(r2()), fa(n(t) — fa(r2())]-

Portanto, ord|| f(v1(t)) — f(y2(t))|| depende da ordem inferior das diferencas

acima. Entao,

Altura(T;) = Altura(T;) p,(x) (7.2)

Para i = 3 ou ¢ = 4. Finalmente, por (7.1)) e (7.2):

Altura(T,) > tord(P;o f(v;), P o Pyo f(%,)), (7.3)

para j = 1 ou 2 (podemos supor que tord(71,¥2) = Altura(T;)). Por (7.3), Altura(T(A)) >
ordfi(v;), 73 € T(p), i =3 ou 4.

Se 7; é tangente ao eixo y, temos parametrizacao v;(t) = (ct® + o(t%), ) com
2 CT(p), 1< @ < n—1e3(t) = (et + ot%), Fo(35()), fs(r(t)), £i(25(£))). Para obter
ordem de contato pela tangéncia, consideramos reparametrizacao:

(1) = 35(8%) = (et + o(t), fo(1;(t9)), fo(5(89)), fa(75(89)))-

Note que ordy f;(7;) > min{ 2% Ot), 2atl 2ay > o — Largura(Ta). De fato,

e ordf;(0,y) > ordfy(0,y) = OTdfz(O,t) >
o 24l —lyo>94 L5 1
o M =241>1+ 2>

]_7

Por outro lado, se ; nao é tangente ao eixo y, temos parametrizagao dada por

v (t) = (et, t% 4 o(t%)), &; > 1. Neste caso, 7; and 7 j& estdo parametrizados pelo vetor
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(1,0,0,0). Nesse caso, observe que tord(j1,732) > 3 > L=, pois f; € M3.

Assim, concluimos que Altura(Ta) > Largura(Ta) e pelo teoremal6.1, X nao

¢ normalmente mergulhado em 0. O

Observacgao 7.2. Dado dois arcos 71, 72 C R™ tangentes em 0, ago = tord(vi,v2) > 1,
temos que ordy(g12) = tord(y1,72), onde

G12(t) = |71 N Loy — 72 N Lo |,
onde Ty ¢ o hiperplano ortogonal a v passando por trronde v = 71(0) = 75(0).

Demonstragao. Note que, da maneira que definimos, gy2(t) é semialgébrica e g12(0) = 0.
Portanto existe ¢ € @ N [1,+00) tal que gi12(t) = Dt? + o(t?), D alguma constante
positiva. Observe que T, é tangente a bola B(0,¢) em t”Z—”. logo g12(t) > dina(mn —

B(0,t),v2 — B(0,t)).Agora, segue pelo lema de comparagdo de ordem extrinseco (ver
Birbrair e Fernandes 2000) tord(yi1,72) > ¢. Por outro lado, considere a bola
B = B<t\|z_||’ Qt) C Tv(t)-

e tome o cone sobre B, C'(B). Para t pequeno, 71,72 C C(B) e
C(B) € B(0,V2t) = [|m(t) — ()| = g12(t).
onde ||7;(t)|| = V2t, i = 1,2. Logo, q > tord(yi,72). ... tord(y1,72) = q. O

Exemplo 7.1. No exemplo |3.3] a superficie X que tem como link o né trefoil nao é
normalmente mergulhada.

Uma pergunta: Superficies algébricas com cone tangente plano em x, e sem
zonas excepcionais é normalmente mergulhado em xy? A resposta é falsa. Considere
por exemplo, curva complexa X = {(x,y) € C*2? —y> = 0}. X ndo é normalmente
mergulhado em 0 e seu conjunto discriminante é 0. No caso de uma parametrizacao com
posto 1 em 0, mostraremos abaixo que mesmo com discriminante nao trivial, podemos

ter projecao ortogonal fornecendo uma aplicagao bi-Lipschtz.

Observacgao 7.3. Supondo p = S(P) curva regular ndo tangente ao eixo y, temos p(t) =
(t,1(t)), ¥ analitica. Nesse caso, podemos tomar como sistema de coordenadas o par

(x,y +1(x)). Nesse sitema de coordenadas, temos: p = {(x,0)}.

Teorema 7.2. Seja X C R* superficie de posto 1, Ty X plano. Admita que p é suave
e nao tangente ao eixo y e além disso, existe uma constante C' > 0 de tal modo que
%;’y) < C%;’y), j =3,...,n. Entao, projecao ortogonal é uma aplicacao bi-Lipschitz

e, em particular, X é uma superficie Lipschitz.

Demonstracao.

Dada forma normal, temos que a desigualdade ordfs(0,y) < ordfs(0,y) <
ordfs(0,y) fornece projecao no cone tangente P(x,y) = (z, fo(z,y)). E com mudanga
linear de coordenadas temos que, p = S(P) = {(x,0) € R*;z € R}.
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Afirmacao 1. P é aplicacao injetiva.

Prova. Suponha que existe ¢ = P(x,u) = P(z,y), u # y. Lembrando que pelo
teorema estrutura conica, temos que existe ¢y > 0 de tal modo que para qualquer €, com
0 < € < ¢y temos:

1. f71(S?) = S} ¢ difeomorfo a S*.
2. fla: S! — S? e um mergulho, cujo A classe é independente de e.
Agora, considere f restrito a curva fechada simples
0Qc, 2o = {(w0,y); —e1 Sy < e U{(z,6a1); —r0 <2 < wof U{(—20,); —1 Sy < e} U
{(z,—€1); —x0 < & < 20}
Observe que para x, € suficientemente pequeno, a curva

f|8Q51,zo = Yoo U Ve UY=20 U V-6,

tem as mesmas propriedades (1) e (2) acima (temos estrutura de variedade
com cantos). Esta curva tambem representa link de X. Assim, o ponto duplo ¢ pode

ser visto como uma projeccao dos pontos f(x,y), f(x,u) no cone tangente apartir de vz,

f2 m“) f2($,y)
u—y

= 0. Entao ¢ = 0, visto que, por hipotese, temos que

(ou v_,,). Em particular, (z,y,u) é uma solugao real de
Of2 (I o _

= 0. Isso significa
que existe ¢ € (y,u) tal que
S(P) = {(z,y) € R 8f2( O} = {(x,0) € R*z € R}. Seja P, : R" — FE projeccao
linear generica sobre £ € Gg(R4). Genericidade, como estamos considerando até agora,
significa que P,(X) — {0} uma subvariedade imersa com apenas cruzamentos normais,

se existirem. Com uma mudancca de coordenadas, se necessario, podemos admitir que
Pv o f(xv y) = ((L’, fQ(xv y)a f3($,y), O) Segue que
{Poof(w,y), Poof(z,u)} € Py(X) N H, = {(2,0,0) € R%z € R}]]

onde H, é um hiperplano 2-dimensional {(z,y,z) € R3 (y,z) € R?*}. Isto
implica que ¢ € P(P,(X) N H,) — {(z,0) € R*}. Agora, observe que LyX = TpX N
53(0,€) = S! (Link tangente de X) estd bem definido pequeno e. Por x = §, temos Lo X N
H, = {p1,p2}, ;1 € R3,ps € R2. (podemos assumir ¢ € R? sem perca de generalidade).
Sejar = {tpa;t € I} C ToX = {(X,Y,0,0)}.Por defini¢ao de cone tangente, existe v C X
tal que ||'YE ;” roers 7(0) = 0 e para t pequeno, ¥(t) C Cs(r) C R? (cone sobre r). Tome
uma parametrizacao P,of, : [-L, L] — P,(X) N H, restrita a um intervalo [y, y'] de tal
forma que P,of.(y') = P,oy(y') and u € [y,y/] (P, o f.(u) = q). Note que pela forma que
parametrizamos o link temos os pontos P, o f,(y) e P,o~(y') conectados desta forma (i.e,
dentro do hiperplano H,). Considere agora uma linha s ortogonal a 75X passando por
P,oF(z,y), P,oF (z,u) e q. Se por um acaso tais pontos sobre P~!(g) forem pontos duplos
transversais de P,(X )N H, fagamos uma pequena variagao da linha s (i.e, uma outra linha
s’ tal que d(s, s’) <. Desse modo, podemos admitir que P,oF (z,y) # P,0F(x,u). Agora,

observe que a curva plana (que representa um pedago da projecao no link) P,(X)NH, é

'Se P(z,y) = P(z,u) = (2,0) y # u, desde f5(0,y) # cte, temos que P|¢, ) # (2,0). Neste caso,
observa-se que existe ¢’ tal que f2 (x, ') =0, com ¢ # 0 a contradicao.
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dado por C(t) = Pyof(z,t) = (z, fo(x,t), f3(x,t),0). Considere a interse¢cao C'Ns. Temos
C'(t) = (0, 22D ABD [0y 6 50 {(2,0) € R%z € R} = 0. Se 224 = g ou 2200 — j4
estamos com uma contradigao com respeito a curva p, u,y # 0 (,0 = {(x,0) € R* z € R}).
Entao suponhamos que seja o 2( z.) # 0. Segue portanto que teremos um intervalo J tal
que P, (X)NH, NH #0 onde Hx — s = H;UH, com H N{(z,0) € R}z € R} = 0.
Portanto,C'|, ,, connecta C(y) a C(t) = P,o0y(t). Assim, existird v de tal modo que

Ofa(z,c ..
C(u') N's # 0 e consequentemente ¢ € (y,u’) tal que % = 0. No entanto, ¢’ # 0 ja
que C(c') € Hy, contradi¢ao. Logo P nao deve ter pontos duplos, i.e, P é injetiva.

Afirmacao 2. P! ¢ Lipschitz

Temos Pz, fo(z,y)) = (z, fo(z,y), f3(x,y), f1(x,y)). Entao:
1P~ (z, fa2(z,u) — P~ (z, falz, y)|| =
(@, 2z, u), f3(z, u), falz, u) = (z, fo(z,y), f3(2, ), falz, 9)| =
1f2(z, u) = fal@,y), fs(@,u) = f3(z,y), fa(z, u) — fa(z,y)|

Escolhamos a norma do maximo:

= [P~ (=, folz, w) =Pz, o2, y)lmaa = maz{|| f2(z, )= folz, )|, || fs(2, u)—
fa(x, )]s || fa(z,u) — fa(x,y)||} - Por outro lado, no dominio de P~!, temos:

1(z, folz,u) = (z, folz,y))|| = I fo(z,u) = folz,y)||
Afirmacio: Existe C' > 0 tal que

Hf](mau) - f](xay)” < é“f2($7u) - f2(xay>H
j =3,4. Prova:
Seja u # y. Entéo existe uma constante C' > 0 numa vizinhanca da origem
(0,0) tal que:
‘(zvfi(w7u))7(x’fi(xfy))‘ R
o) <C, (7.4)

(2, f2(z,u)— (=, fo(z,y))] —
[u—yl

Pois, do contrério considerando (u,y) — (0,0) teriamos
ofi(z,y)
9y
PRt — oo quando y — 0.
Y

Contrariando nossa hipétese. De outro modo, significa que
1P~ (@, falw,w)) = P~ (@, fal, )| < Clfolw, 1) = falw, y)|| =
Cll(z, f2z,u) — (2, falz, y)) ||
No caso em que temos:
1P~ (2, fo2,)) = P~ (a, fola, u))|lllmae =
max{|z —al, || f2(z, y) — fala, W], | fs(z,y) = fs(a, w)l, [ fa(z,y) — fala, w)||}

Com z # a, o termo linear |z — a| mantém a desigualdade que desejamos. O
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Coroldrio 7.2. Com as mesmas hipéteses, admita que A = {0,0}. Entdo X é uma

superficie Lipschitz.

Demonstracao.
Se P(z,y) = (0,0) < (z, fa(z,y)) = (0,0). Entao, z = 0 and f»(0,y) = 0. A
ultima igualdade implica y = 0. Logo, A = {0,0} = S(P) = {0,0}. Entao suponha
P(z,y) = P(z,u) =q

u # y. Temos %;’C) = 0 para algum ¢ € (y,u). Segue que x = 0 e ¢ = 0. Agora,
repetimos a prova como no teorema anterior para P(0,y) e P(0, u). O

Exemplo 7.2. Seja X = f(R?,0)superficie dada por
fla,y) = (z,y(2® +92). y").
Entao X é uma superficie Lipschitz.

nao teremos necessaria-

Note que se retiramos a hipdtese 6%;’3’) < oY 28(5’”)

mente uma superficie Lipschitz. Para ver isso, considere a superficie com parametrizacao

afg(;;’y) 8f2(x v — 3y2. Veja que X nio é superficie

F(z,y) = (z,y> zy*). Temos = 27y e
Lipschitz, pois nao é normalmente mergulhada. Co_m efeito, para cada z, temos no link a
ctspide (3, x?).

Exemplo 7.3. Se temos S(P) suave e tangente ao eixo y, podemos ter Largura e Altura

iguais. De fato, considere o seguinte exemplo:

F(z,y) = (z,2% + 20y’ — £ 2y, y')

Cone tangente em 0 ¢ o plano xy e P(x,y) = (z, 2%y + xy — —) Temos que
%{f’y) = (z 4+ y?)% Nesse caso, Largura(T) = £ = Altura(T). (ver figura abaixo para

uma projecao em R3 de tal superficie).

Figura 3: Largura igual a altura
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7.1 Mergulho normal e trivialidade dos nés

Nesta secdo, iniciamos investigacao motivado por seguinte questao: Dada (X, 0) C (R?,0)
superficie parametrizada e suponha que X ¢é normalmente mergulhado em 0. O que
podemos dizer sobre tipo topolégico do né X N S?(0,¢)? Como fizemos anteriormente,
iniciamos investigacao em ordem de dificuldade considerando singularidades de posto 1
em 0. Sabemos, pelo coroldrio [3.2] que para parametrizagoes com 2-jatos na OGrbitas
(z,9% 1y,0) e (x,y%0,0) todos os nés que aparecem no seu link sao triviais e além disso,
existem nos nao triviais para superficies parametrizadas na érbita (x, zy, 0,0). No teorema
abaixo, mostramos que se acrescentarmos o ingrediente “regularidade métrica” para nés

parametrizados na érbita (z, zy,0,0) obtemos trivialidade.

Teorema 7.3. Seja X = F(R? () superficie parametrizada em R?* tal que J%(F) €
As.(z,7y,0,0). Se X é normalmente mergulhado em 0, entao X N S?(0,¢) é trivial, para

e < €, €g raio de Milnor-Fukuda.

Demonstracao.
Inicialmente, notemos que X normalmente mergulhado e uma superficie de
posto 1 em 0 implica que ToX é plano (proposigao |4.1). No que segue, precisaremos do

seguinte lema:

Lema 7.1. Dado X C R* germe de uma superficie parametrizada de posto 1 em 0, existe
uma mudanca linear de coordenadas tal que a projecao

P(z1, 29, 23, 24) = (21, 22, 23, 0)
é estavel em X — {0} e a imagem do cone tangente de X em zero por esta projegao é o
cone tangente de P(X). Além disso, parametrizacao é uma forma normal.
Prova do lema:

Podemos escolher uma direcdo de projecdo no espaco projetivo RP? que é
transversal ao cone tangente de X em 0 e tal projecao é estdvel em X — {0}. Além
disso, com mudanga linear de coordenadas (que nao altera estabilidade e transversalidade)
podemos escolher coordenada z1, 22, 23, 24 tal que o cone tangente tem equagao (z1, 22,0, 0).
Lembrando que forma normal de X pode ser escrito da seguinte forma:

(z, Qz,y), P(z,y), R(z,y)),
onde ord,(Q(0,y)) < ord,(P(0,y)) e ord,(Q(0,y)) < ord,(R(0,y)), onde F(z,0) =
(2,0,0,0). Como J*(F) € As.(x,xy,0,0), pela hipétese de mergulho normal e usando o

teorema [7.1] temos que o mondémio zy ndo aparece na funcao Q(z,y).

Considere ¢ = ord,Q(0,y) and p = ord,P(0,y). Com mudanca linear de
coordenadas, podemos obter ordF,(0,y) = ord,Q(0,y) < ord,P(0,y) < ord,R(0,y).
Considere Py : R* — R3, P3(21, 29, 23,24) = (21, 20, 23,0) projegdo genérica como no
lema . Como vimos na secao , o conjunto P3(X) fornece diagrama genérico do
né X N S*(0,¢€), quando consideramos P3(X) N S?(0, €), € suficiente pequeno. De fato,

podemos escolher raio de Milnor-Fukuda tanto para o né quanto para sua projecao. Os
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pontos duplos transversais do diagrama do né com respeito a esta projecao podem ser
obtidos a partir das equagoes (ver Marar e Ballesteros 2009, Marar e Mond [1989| para
detalhes):

P(xvu)_P(may) Q(az,u)—Q(m,y)

AP(x,y,u) = = AQ(z,y,u) = =0&
u—y u—y
z+aly’ '+ WP+ =0
e
ay(2)+as(x) (y+u) tas(x)(y* +uy+u?)+. 40y 2 ud L yut i ud )+ =0,
onde

Qz,y) = ar1(w)y + as(x)y* + ... +ag(2)y? + ...

with a,(0) # 0. Entao, a solugdo inicial desta equagao pode ser obtida considerando
r=—aly '+ ... +ur ) = —aH, 1(y,u).

AQ(—aH,—1(y,u),y,u) = a1(—aHy_1(y,u))+az(—aH,_1(y,w))(y+u)+. . +bH, 1 (y,u)+. ..

onde H, 1(y,u) =y +y7 2u+. . .+yu??+u?'. Como ¢ = ord,Q(0,y) < ord,P(0,y) =
p, a parte inicial desta equacao é:
Hy 1 (y,u) =y + 4y 2u+ .. +yul? 4wt =0.
E como ¢ — 1 é par, esta equagao nao tem solugao real # (0,0,0). Portanto, a projegao
P3(X) nao tem pontos duplos assim X NS3*(0,¢) é um né trivial.
O
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APENDICE Sobre Geometria Definivel:

Definicao 7.2. X C R” é dito semialgébrico quando pode ser descrito da seguinte forma:
{r e R"; Pi(x)=0,...,P(x) =0e Qi(z) >0e... e Q(z) >0},
onde as funcgoes P; e Q; sao funcoes polinomais. Se P; and (); sao tomadas
analiticas reais e localmente X é descrito como acima, dizemos que X é semi-analitico.
(Para detalhes ver Coste [1999| e 2000)).
Vejamos alguns exemplos:
e Ossubconjuntos semialgébricos de R consistem exatamente da uniao finita de pontos
e intervalos.
e Considere f : R™ — R™ aplicacao polinomial, onde

flay, .o xm) = (filzr, s xm), - fo(Tn, oo )
Entao f~1(A), f(B) é semialgébrico, para todo conjunto A C R*, B C R™ semi-

algébrico.

Um resultado que serd til é o seguinte:

Proposicao 7.2. Puiseux decomposition(ver Pawlucki 1984) Seja f : [0,to] — R semi-
algébrica; f(0) = 0. Entao, existe € > 0, m,n € N and h : [0,¢] — R analitica tal que

fr) =rEh(rs), ¥r e [0, "]
Definigao 7.3. Considere A C R"™ e B C R™ conjuntos semialgébricos. Uma aplicacao

f: A — B é dita semialgébrica quando seu gréfico é um conjunto semialgébrico de R"*™,

Teorema 7.4. (Tarski-Seindenberg)
Seja B um subconjunto semialgébrico de R™™! e 7 : R**! — R" a aplicacdao projecao nas
primeiras n coordenadas. Entao 7(B) é semialgébrico.

Demonstracao. Ver Coste 1999, teorema 2.3.

Teorema 7.5. (Lema de sele¢do da curva) Seja X C R™ semialgébrico e zy € X. Entao
existe v : [0,6) — X, ((0,0)) C X com v semialgébrica e v(0) = .
Demonstracao. Ver Coste 1999, teorema 3.13.
Teorema 7.6. (teorema de estrutura conica local) Seja X C R™ semialgébrico, zo €
X ponto ndo isolado. Entdo, existe € suficientemente pequeno tal que X N B(zg,€) é
homeomorfo semialgébrico ao cone sobre o link X NS !(zg,¢€) , € < €.
Demonstracao.

Ver Coste 1999, teorema 4.4.
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8 CONCLUSAO

No capitulo 3, de posse de um teorema de estrutura conica local, mostramos
como obter a partir da parametrizacao da superficie, um modelo genérico do diagrama do
né (ferramenta cléssica em teoria dos nés). Mostramos também que o tipo topolédgico do
né é um invariante completo com respeito a C°-.a7-equivalencia de germes de aplicacao de
R? em R*. Além disso, apresentamos um teorema que fornecem invariantes que detectam
tipo topoldgico constante da 3-topologia dos nés ao longo de uma familia. E ao final, de
posse de tais ferramentas, obtemos de forma maximal quais das érbitas em aplicagoes de

posto 1 tem estrutura topolédgica trivial.

No capitulo 4, mostramos como obter um conjunto de zonas de arcos minimais
que explicita parte inicial da parametrizagao responsavel pela descrigao do cone tangente
da superficie imagem. Parece natural que este modelo fornece uma versao analoga do que
ocorre no caso algébrico complexo onde parte inicial homogénea gera cone tangente (o

que nao é verdade no caso de superficies parametrizadas, em geral).

No capitulo 5, dispomos de um critério de arcos para o estudo da regularidade
métrica (mergulho normal) de um conjunto definido por equagoes e inequagoes algébricas
ou analiticas. Este critério pode ser visto como uma ferramenta em geometria métrica,
analoga ao famoso lema de sele¢ao da curva fortemente utilizado em geometria algébrica
real. Além disso, tal critério associa uma colegdo de expoentes (ordens de contato) reve-

lanso uma configuragao métrica na vizinhaga de dado ponto.

No capitulo 6, definimos largura e altura de superficies e mostramos que mer-
gulho normal implica que largura e altura sao iguais. E esperado que esse resultado, além
de detectar regularidade métrica, forneca uma colecao inicial de invariantes com respeito

a geometria métrica (Lipschitz) de superficies parametrizadas.

No capitulo 7, usamos critério de arcos (capitulo 5) e critério largura-altura
(capitulo 5) para detectar tipo métrico de superficies de posto 1. Vale observar que no caso
de posto 1, podemos escrever parametrizacao de superficie como um desdobramento de
uma curva vy C R?, ou seja, f(z,y) = (z,7.(y)) com f(0,y) = (0,7(y)). Nesse caso, com
as ferramentas descritas acima, obtemos que se 7y tem cone tangente degenerado, entao
superficie-imagem de f nao é normalmente mergulhada. E no que segue, notemos que o
inverso nao é verdade, isto é, o suave nao garante superficie normalmente mergulhada (ver
teorema . Além disso, estabelecemos uma condigao sobre polares das componentes

coordenadas para que projecao sobre cone tangente seja uma aplicagao bi-Lipshitz.

Ainda no capitulo 7, provamos que se X é normalmente mergulhado dentro
da érbita (z,xy,0,0) entdo o link de X é um né trivial. Vale ressaltar que se hipdtese

de mergulho normal é retirada temos, de fato, onde esta grande parte da topologia nao



trivial de superficies parametrizadas.

65



66

REFERENCIAS

ARNOLD, V.I.; VARCHENKO, A. N.; GUSEIN-ZADE, S.M. Singularities of
differentiable maps I. Birkhauser, 1989.

BALLESTEROS, Nuno. J.J. Combinatorial models in the topological classification of
singularities of mappings. Brasil-Mexico second metting on singularities, 2015, 1-39 p.

BIRBRAIR, L. bi-Lipschitz classification of 2-dimensional semialgebraic sets. Houston
Journal of Mathematics, v. 25, n. 3, p. 453-472, 1999.

BIRBRAIR, L.; FERNANDES, A. Metric theory of semialgebraic curves. Rev. Mat.
Complut., p. 369-382, 2000.

BIRBRAIR, L.; FERNANDES, A.; GRANDJEAN, V. On the bi-Lipschtz contact
equivalence of function-germs in R2. Preprint, http: arziv.org/pdf/1406.2559v2.pdf.,
2014.

BIRBRAIR, L.; MOSTOWSKI, T. Normal embeddings of semialgebraic sets. Michigan
Math. J., p. 125-132, 2000.

BIRBRAIR, L. et al. Lipschitz regular complex algebraic sets are smooth. Proc. Amer.
Math. Soc., v. 144, n. 3, p. 983-987, 2016.

BRIESKORN, E; KNORRER, H. Plane Algebraic Curves, Birkhéuser. 1986.

BROWN, M. A proof of the generalized Schoenflies theorem. Bull. A. M. S., v. 66, p.
74-76, 1960.

CHIRKA, EM. Complex analytic sets. Kluwer Academic, 1989.

CONWAY, C.McA;, J.H; GORDON. A group to classify knots. Bull. London Math.
Soc., p. 84-86, 1975.

COSTE, M. An Introduction to o minimal Geometry. Dottorato di ricerca in
matematica / Universita di Pisa, Dipartimento di Matematica. Istituti Editoriali e
Poligrafici Internazionali, 1999.

COSTE, M. An Introduction to Semialgebraic Geometry. Dottorato di ricerca in
matematica / Universita di Pisa, Dipartimento di Matematica. Istituti Editoriali e
Poligrafici Internazionali, 2000.

CROWELL, R.H.; FOX, R.H. Introduction to knot theory. 1963.



67

FERNANDES, A. Topological equivalence of complex curves and bilipschtz
homeomorphisms. Michigan Math. J, v. 51, p. 593-606, 2003.

FOX, R.H; MILNOR, J.W. Singularities of 2-spheres in 4-space and cobordism of knots.
Osaka J. Math, v. 3, p. 257-267, 1966.

FUKUDA, T. Local topological properties of differentiable mappings 1. Dissertationes
Math., v. 65, n. 2, p. 227-250, 1981.

GIBSON, C.G. Singular points of smooth mappings. Research Notes in Math, 1979.

GORDON, C. McA.; LUECKE, J. Knots are determined by their complements. Amer.
Math. Soc. (N.S.), v. 1, p. 83-87, 1989.

GREUEL, G.M. Constant Milnor number implies constant multiplicity for
quasihomogeneous singularities. Manusc. Math., v. 56, p. 159-166, 1986.

JONG, T.de; PFISTER, G. Local analytic geometry. Basic theory and applications.
Advanced Lectures in Mathematics., 2000.

LEE, J. Introduction to smooth manifolds. Springer, 2003.

MARAR, W.L.; MOND, D. Multiple point schemes for corank 1 maps. J. London
Math.Soc., v. 39, p. 553-567, 1989.

MARAR, W.L.and BALLESTEROS Nuno J.J. The doodle of a finitely determined map
germ from R? to R3. Adv. Math., p. 12811301, 2009.

MENDES, R; BALLESTEROS, Nuno J.J. Knots and the topology of singular surfaces
in R*. Contemporary Mathematics, v. 675, 2016.

MILNOR, J. Morse Theory, v. 51. Princeton Univ. Press, Princeton, 1962.

MILNOR, J. Differential topology. T.L. Saaty (Ed.), Lectures on Modern Mathematics
11, Wiley, p. 165-182. 1964.

MOND, D. Some remarks on the geometry and classification of germs of maps from
surfaces to 3-space. Topology, v. 26, p. 361-383, 1987.

MONTALDI, J. Singularities, Bifurcartions and Catastrophes. University of
Manchester, 2009, 1-169 p.

MORRIS, W. Differential topology. Graduate text in mathematics, 1976.

MOYA-PEREZ, .A.; BALLESTEROS, Nuno. J.J. Topological classification of corank 1



68

map germs from R? to R3. Rev. Mat. Complut. 27, v. 27, n. 2, p. 421-445, 2014.

MOYA-PEREZ, J.A; BALLESTEROS, Nuno. J.J. The link of finitely determined map
germ from R? to R2. J. Math. Soc. Japan, v. 62, n. 4, p. 1069-1092, 2010.

NAKA, I. On topological types of polynomial mappings. Topology 23, v. 23, n. 1, p.
45-66, 1984.

PAWLUCKI, A. Le théoreme de Puiseux pour une application sous-analytique. Bull.
Polish Acad. Sci. Math, v. 32, n. 9-10, p. 555-560, 1984.

ROLFSEN, D. Knots and Links. Publish or Perish, Houston,, 1990.

SAMPAIQO, J. E. Bi-Lipschitz homeomorphic subanalytic sets have bi-Lipschitz
homeomorphic tangent cones. Selecta Math.(N.S.), v. 22, n. 2, p. 553-559, 2016.

SOTOMAYOR, J. Singularidades de aplicacoes diferencidveis. 111 Escola Latino
Americana de Matematica, 1976.

SUMNERS, D.W. Invertible Knot Cobordisms. Com. Math. Helv., v. 46, p. 240-256,
1975.

THOM, R. Local topological properties of differentiable mappings. Oxford Univ. Press,
p. 191-202, 1964.

WALDHAUSEN, F. On irreducible 3-manifolds which are sufficiently large. Ann. Math.,
v. 87, p. 56-88, 1968.

WALL, C. T.C. Finite determinacy of smooth map-germs. Bull. London Math. Soc.,
v. 13, p. 481-539, 1981.

WHITNEY, Hassler. The singularities of a smooth n-manifold in (2n-1)-space. Ann. of
Math., v. 45, n. 2, p. 247293, 1944.

WHITNEY, Hassler. Tangents to an analytic variety. Annals of mathematics,, v. 81,
n. 3, p. 496-549, 1965.



	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Conceitos básicos
	Fatos úteis em teoria dos nós

	NÓS COMO LINK DE SUPERFÍCIES PARAMETRIZADAS
	Projeções Genéricas
	Familias -constantes

	CONE TANGENTE DE SUPERFÍCIES PARAMETRIZADAS
	CONJUNTOS NORMALMENTE MERGULHADOS
	Teorema do arco-critério

	LARGURA E ALTURA DE SUPERFÍCIES
	GEOMETRIA LIPSCHITZ E SINGULARIDADES DE POSTO 1
	Mergulho normal e trivialidade dos nós

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

