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RESUMO

Nesta dissertacao, fazemos um breve historico dos elementos que a compoem,
a saber, Osciladores Harmonicos Quanticos com dependéncia temporal explicita; Método
dos Invariantes de Lewis e Riesenfeld associado com a técnica de Hartley e Ray; Entropia
de Shannon e Teoria da informacao de Fisher. Nessa descricao introdutéria, buscamos
apresentar uma visao processual dos conhecimentos cientificos. Ainda, na introducao,
apresentamos as motivagoes para a execugao do trabalho académico e sua organizacao.
Em capitulo posterior, descrevemos o formalismo de Lewis e Riesenfeld aplicados a osci-
ladores que tém uma dependéncia temporal explicita. Para melhor descrever, dividimos
o capitulo em secoes nas quais definimos o Invariante, encontramos seus autoestados,
relacionamos os autoestados com a solucao de Schrodinger e aplicamos o formalismo ao
oscilador com dependéncia temporal que, para o nosso trabalho, foi o conhecido Oscilador
de Caldirola-Kanai com M (t) = me?*. Encontramos as solugoes na coordenada da posi¢ao
e, apos, trabalhamos com a func¢ao de onda do estado fundamental. No capitulo seguinte,
determinamos a incerteza. Para tanto, utilizamos a dlgebra de operadores criacao e des-
truicao, tao conhecida pelos fisicos. Encontramos a entropia de Shannon e a Informacao
de Fisher. Por fim, uma anélise dos resultados analiticos e gréficos, estabelecendo uma
comparacao entre as técnicas.

Palavras-chave: Oscilador de Caldirola-Kanai. Método dos Invariantes. En-

tropia de Shannon e Informacao de Fisher.



ABSTRACT

In this dissertation, we give a brief historical overview of the elements that form
it, namely Quantum Harmonic Oscillators with explicit temporal dependence; Lewis &
Riesenfelds Method of the Invariants associated with Hartley & Rays technique; Shannon’s
entropy and Fisher’s information theory. In this introductory description, we seek to
present a procedural view of scientific knowledge. Also, in the introduction, we present the
motivations for the execution of the academic work and its organization. In a later chapter,
we describe Lewis and Riesenfeld’s formalism applied to oscillators that have an explicit
temporal dependency. To better describe it, we divide the chapter into sections in which
we define the Invariant, find its self-states, relate the self-states with the Schrodinger’s
solution, and apply the formalism to the time-dependent oscillator which, in our work, was
the well-known Caldrola-Kanai with M (t) = me?. We find the solutions in the coordinate
of the position and, after that, we work with the wave function of the ground state. In
the following chapter, we determine the uncertainty. To do so, we use the creation and
destruction algebra of operators, So known by physicists. We find the Shannon’s entropy
and Fisher’s information. We do an analysis of the analytical and graphical results,
establishing a comparison between these techniques.

Keywords: Caldirola-Kanai Oscillator. Method of Invariants. Shannon’s

entropy and Fisher’s information.
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Capitulo 1

Introducao

Inaugura-se esse trabalho académico com breves apresentagoes histéricas dos

conceitos e teorias que o compoem. Tal decisao nao tem a finalidade de escapar da

apresentacao focada no resultado final, e, sim, valorizar o processo de construcao dos

conceitos e teorias cientificas.A titulo de exemplo, no estudo da mecanica, nao se pode

ignorar as contribuigoes de Galileu Galilei (1564-1642), exigindo-se uma leitura processual

e histérica e ndo uma visdo, apenas, no resultado final. O destacado por Butterfield [1]:

...] néo é suficiente ler Galileu com os olhos do século
XX ou interpreta-lo em termos modernos. Sé podemos
compreender o seu trabalho se soubermos algo acerca do
sistema que pos em causa e devemos conhecer esse sis-
tema, independentemente das afirmagcoes que os seus ad-
versarios faziam sobre ele. Em todo caso, nao basta des-
crever e expor descobertas.E necessario investigar mais
profundamente os processos histéricos e aprender algo
acerca da interdependéncia dos acontecimentos, assim
como esforcarmo-nos por compreender os homens que
pensavam de uma maneira diferente da nossa.Nao se
podem fazer grandes progressos se pensarmos nos estu-
dos mais antigos apenas como exemplo de uma ciéncia
deficiente, ou se imaginarmos que s 08 progressos con-
seguidos pelos cientistas recentes sao dignos da nossa
atencao.(BUTTERFIELD,1949,p.11)

1.1 Oscilador Harmonico

A literatura aponta como a génesis dos estudos do oscilador harmonico (OH)

o século XVIII [2], o trabalho realizado em 1739 pelo fisico e matemdtico Leonhard Euler

(1707-1783). Sua atividade intelectual nessa oportunidade teve o foco a resolugdo da

13
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equagao diferencial que descreve o movimento harmonico, assim, o escopo foi puramente
matematico. Em momento seguinte, ja no século XIX, aplicou-se ao OH a equagao de
Euler-Lagrange que, para sistemas conservativos, apresentava uma certa simplicidade,
pois seu formalismo tem base escalar frente ao formalismo vetorial de Newton. Porém
para sistemas nao conservativos a questao nao se apresentava de forma tao simples.

Em 1878 [2], Lord Rayleigh incluiu uma fungao dissipativa escolhida de forma
conveniente na equacao de Euler-Lagrange de forma que se alcancava a equacao que
descrevia o oscilador harmonico amortecido, no entanto, sem aplicar nenhum principio
variacional, fato que se apresentou como um problema.

O problema de sistemas nao conservativos, segundo a literatura, fora inicial-
mente tratado por Bateman [3], que construiu uma lagrangeana com dependéncia tem-
poral explicita para descrever o oscilador harmoénico amortecido. A seguir, no campo
da mecanica quantica para sistemas dissipativos, temos o trabalho feito por Caldirola e
Kanai, introduzindo um hamiltoniano que a literatura nomeia de hamiltoniana Caldirola-
Kanai. Porém, nessa descricao houve o incoveniente conceitual da violacao do principio
da incerteza de Heisenberg [4].

Para tais sistemas dissipativos, conforme descrito por Ikot [5|,para abordagem
canonica, tém-se duas representagoes: Caldirola-Kanai (CK) que se apresenta como um
oscilador unidimensional amortecido aberto, constituindo-se de massa com a variagao ex-
ponencial no tempo; Bateman-Feshbach-Tikochinsky (BFT) que consiste de um oscilador
amortecido e outro amplificado, sendo um sistema fechado que conserva a energia através
da transferéncia da energia dissipada no amortecido para o amplificado.

Apés um lapso temporal de utilizagdo do modelo de CK e BFT, Ray [6] afirma
que o hamiltoniano é, na realidade, um oscilador harmoénico simples com a massa variando
exponencialmente com o tempo e com seu valor médio constante, dessa forma nao podendo
representar um oscilador amortecido. Em trabalho sobre o tema da dissipacao, Aguiar
e Guedes [7] aduzem a relagao entre a energia mecanica do sistema e a hamiltoniana da
forma £ = He 7. Ainda, Ray concluiu que o momento canonico é diverso do momento
cinético.

Posteriormente, Herrera [8] apresentou um novo principio variacional de ha-
milton, onde se acrescenta uma funcao exponencial no tempo. Nesse novo modelo, al-

cancaram-se as equacgoes que descrevem o oscilador harmonico amortecido e o valor médio
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do hamiltoniano decresce no tempo. Assim, pode-se descrever movimentos dissipativos
por esse hamiltoniano.

No mesmo periodo, Kobe, Reali e Sieniutycz [9] demonstraram que a igualdade
entre energia e o hamiltoniano tem validade apenas para sistemas conservativos, pois, nao
havendo uma justificativa boa para o acréscimo da funcao exponencial, ha um indicativo
de que o principio variacional nao esteja correto, assentando que, em sistemas dissipati-
vos, as duas quantidades devem ser diferentes. Eles chegaram a esse resultado usando o
Lagrangeano de Kanai-Caldirola-Bateman (LKCB), e, por isso, essa demonstragdo nao é
completamente satisfatoria.

Conforme demostrado acima, os osciladores harmonicos e os sistemas dissipati-
vos continuam sendo objeto de estudo até hoje e, ¢ um problema que motiva a elaboragao
de vérios trabalhos académicos, apenas para citar alguns destacamos os de Michelin [10],

de Macedo [11], de Bessa [12], de Krumreich [13] e de Longhi [14].

1.2 Método dos Invariantes

Outro olhar e consequentemente outro procedimento sobre o sistema com de-
pendéncia temporal explicita, com escopo de buscar resultados para o problema, consiste
em encontrar o Hamiltoniano ligado ao sistema, quantiza-lo e, a seguir, resolver a equacao
de Schrodinger. Os que iniciaram esse procedimento foram Caldirola e Kanai, porém,
como descrito, hé o problema da violagao do principio da Incerteza de Heisenberg quando
aplicado para descrever o oscilador harmonico amortecido.

Em trabalho, ainda, sobre sistemas dissipativos, Lewis [15] demonstrou que
h& um invariante, ou seja, uma constante do movimento, apresentado no trabalho de
Ermakov, em 1880,que descreveu o sistema de um oscilador harmoénico dependente do
tempo. Tal invariante fora denominado pela literatura de invariante de Ermakov-Lewis.

Em Estudo posterior, Lewis e Riesenfeld [16] construiram uma teoria geral de
invariantes dependentes do tempo. O método se apresenta em encontrar uma relagao
entre os autoestados do invariante e as solugoes da equacao de Schrodinger. Aplicaram o
invariante de Ermakov-Lewis ao oscilador harmonico com uma frequéncia dependente do
tempo. Porém, na busca pela equagao de onda do oscilador, faz-se necessario a resolugao

da equacao de autovalor para o operador invariante, tarefa que nao se apresenta como de
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facil solucao.

Para contornar tal dificuldade, Hartley e Ray (HR) [17] aplicaram uma trans-
formagcao unitaria na equacao de autovalor para o operador invariante e a reduziram a
uma equacao de Schrodinger independente do tempo. O sistema que Hartley e Ray es-
tudaram foi o oscilador harmonico simples com frequéncia dependente do tempo e massa
unitaria.

Esse método vem sendo aplicado em varios estudos académicos, dentre os
quais, citamos Pedrosa [18], Dey [19], Bertin, M. C. et al [20], Ibarra-Sierra, V. G. et
al [21]. Esses exemplos monstram que o método tem despertado interesses multiplos. No

proximo capitulo, explicitaremos a descri¢ao desse método.

1.3 Entropia de Shannon e Teoria da Informacao de

Fisher

A conexao entre a informacao e a fisica quantica nao é nova, os debates sao
de tempos bem recuados, ganhando destaque a discussao entre Einstein e Bohr sobre a
interpretaao da mecanica quantica no final na década de 1920. No entanto, os debates
se alteraram de forma significativa com a criacao do campo de informacao quantica na
década de 1990.

O tratamento da informacgao quantica tem como um dos marcos, quanto a
teoria quantica, as dicussoes conceituais e as reflexdes advindas do experimento sugerido
por Einstein, Podolsky e Rosen em 1935, e do teorema de Bell de 1964. Surge o primeiro
grande resultado, qual seja, os estados quanticos nao podem ser copiados com perfeita
fidelidade, conforme expuseram Wootters, Zurek e Dieks em 1982 [46].

Tal pesquisa fora a resposta de um desafio langado por Nick Herbert no tra-
balho escrito em 1980 que propunha um mecanismo de enviar sinais superluminais utilili-
zando um emaranhamento dos estados. Tais trabalhos estabelecem uma distingao essen-
cial entre informagao classica e informacao quantica, marcando uma limitacao relacionada
as técnicas classicas de correcao de erros.

Para Eisntein, a teoria da informacao é incompleta, pois a informacao sobre
os estados fisicos por ela descritos careciam de informacgao. Ja para Bohr, a completude

da teoria quantica era um falso problema, pois ele interpretava a teoria quantica como
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adequada e necesséria, proclamando uma verdadeira revolucao na fisica. Destacamos os

textos abaixo que explicitam as idéias de cada um retirada de [22]:

Eu estou, de fato, firmemente convencido que o cardter
essencialmente estatistico da teoria quantica contem-
poranea deve ser atribuido exclusivamente ao fato que
esta teoria opera com uma descricao incompleta dos sis-
temas fisicos.(Einstein, 1982, p. 666)

[....]Ja informagao referente ao comportamento de um ob-
jeto atomico obtida sob condigoes experimentais defini-
das pode ser adequadamente caracterizada como com-
plementar a qualquer informacao sobre o mesmo objeto
obtida por algum outro arranjo experimental excluindo
os requisitos das primeiras condi¢oes. Embora tais ti-
pos de informagao nao possam ser combinadas em uma
unica representacao por meio de conceitos ordinarios,
efetivamente elas representam aspectos igualmente es-
senciais de qualquer conhecimento do objeto em questao
que possa ser obtido nesse dominio. (Bohr, 1987, p. 26).

Em destaque acima, verifica-se que os debates focam na questao da comple-
tude da teoria e a nogao de “informacao”. O quadro se altera com o trabalho de David
Bohm na década de 1950 que sugeriu uma interpretacao causal, ou seja,alternativa a com-
plementariedade. O pouco interesse no tema se explica pelo fato de a maioria dos fisicos
professarem uma visao realista da teoria quantica.

Uma grande contribuicao para o tema, veio na década de 40, de Claude Shan-
non, cuja teoria da informacao se teve acesso. A entropia introduzida por Claude Shannon
foi inicialmente empregada para o estudo dos limites fundamentais das operagoes de tra-
tamento de sinais, conforme apontado em [23].

Em 1948, focou-se no problema da melhor forma de codificar uma informacao
que um remetente deseja transmitir. Neste trabalho fundamental, ele usou ferramentas da
teoria da probabilidade, desenvolvidas por Norbert Wiener, que estavam em seus estagios
iniciais de serem aplicadas a teoria das comunicacoes na época. Shannon desenvolveu a
entropia da informacao como uma medida de incerteza em uma mensagem.

Tempos depois, surgem trabalhos aplicando na fisica como os de Aquino e
et al [24]. Na mecéanica quantica, tal entropia fora definida como incerteza entrépica

relacionada a posicao da particula e ao momento. Dessa forma, apresentava-se como uma



Capitulo 1 Introducao 18

maneira nova de se determinar a relacao de incerteza das grandezas quanticas, apresentada
em [25].

O calculo da entropia de Shannon e a incerteza entropica teve suas aplicagoes,
inicialmente, nos sistemas de massa constante. Pode-se citar os trabalhos de Yanez [26)]
determinando a entropia de shanonn da posicao e momento para o oscilador isotrépico
e o atomo de hidrogénio; o trabalho de Majernik et al [27] onde se trabalhou com o
oscilador harmonico e se obteve a entropia de shannon para posicao e momento e as
correspondentes incertezas entropicas dos estados quanticos em funcao da energia; Além
disso, que existem estados proprios que exibem compressao na entropia da informacao de
posi¢ao; e o trabalho de DONG e tal [29] que obtiveram as entropias de Shannon e os
desvios-padrao de uma particula em um poco potencial tangente simétrico.

Apos, surgiram aplicoes para outros sistemas, tais como no trabalho de Laguna
et al [30] que se analisou a correlagdo de posicao-momento no atomo de Moshinsky;no
trabalho de Sun et al [31] que é avaliada a entropia de Shannon num sistema de um
potencial trigonométrico assimétrico de Rosen-Morse para o estado fundamental e os
primeiros estados excitados; no trabalho de Rudnicki et al [32], que teve o escopo nos
sistemas quanticos em potenciais arbitrarios de simetria esférica em D-dimensional;no
trabalho de Majernik et al [33],aplicando a entropia tipo Shannon na fisica estatistica e
quantica;

Anteriormente a Shannon, Fisher apresentou um método para medir o contetido
de informacao continua, para tanto, utilizou a distribuicao estatistica da teoria de proba-
bilidade cléssica. Nos idos dos anos 80, Wootters apontou que a medida de informagao
de Fisher e a mecanica quantica compartilham um formalismo comum e ambas relaci-
onam as probabilidades com os quadrados das funcoes continuas,conforme demonstrado
Pennini [34].

Tal trabalho estabeleceu uma comparacgao entre a aproximacao classica - arma
da fisica de muito importancia para uma compreensao intuitiva da fisica subjacente em
solucoes numéricas caras da equagao de Schrodinger- e a aplicagao do tratamento es-
tatistico de natureza quantica.

A informacao de Fisher tem se apresentado como um procedimento de medicao
eficiente usado para estimar limites quanticos finais. Ela também mede a entropia do

sistema (grau de desordem) e determina as relagdes de incerteza do sistema quantico.
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Varios trabalhos académicos tem aplicado tal procedimento, citamos os de Ro-
mera et al [35] que aplicam o procedimento num sistema de uma particula num potencial
central e [36] que derivaram a relagao de incerteza para a informagao de Fisher de sistemas
de particulas tnicas D-dimensional com potenciais centrais; no trabalho de Omiste et al
que aplicam em sistema de potencial de Coulomb em meia linha e consideraram o método
de Fisher como mais adequado para obtencao da incerteza tanto para posi¢cao, como para
0 momento.

Como destacado acima, a entropia de Shannon e a teoria da informagao de
Fisher tém apresentado aplicagoes variadas na fisica e em sistemas variados. Nessa dis-
sertacao, aplicamos os procedimentos - entropia de Shanonn e informacao de Fisher - ao
oscilador de Caldirola-Kanai cujos resultados estao apresentados em capitulo especifico a

frente.

1.4 Motivacao do Trabalho e Organizacao da Dis-
sertacao

Conforme destacado nos topicos anteriores, o oscilador harmonico quantico é
um sistema de muito interesse académico. Isso se d& por apresentar uma solucao exata,
solivel e ter aplicagoes em grande parte das dreas da fisica. Dentre essas areas, podemos
citar as vibragoes dos atomos nos soélidos e circuitos elétricos,vibragoes eldsticas em mem-
branas e vibracoes em moléculas do ar. Esse aspecto desse sistema, apresenta-se como
uma primeira motivagao para escolha do oscilador harmonico como objeto desse trabalho
académico.

Na sequéncia da definicao do objeto, escolhemos um oscilador que apresenta
uma dependéncia temporal explicita, pois tal problema representa um modelo com solucao
exata e aplicagbes na Optica quantica, realizado por Colegrave e Abdalla em [38]; na
descricao da intensidade do campo eletromagnético numa cavidade, feito por Brown em
[39]; em estudos de gravitacao, utilizando osciladores com dependéncia temporal para
estudar universos em expansao por Lemos em [40].

Finalizando a escolha do escopo do trabalho, entramos em contato com o
trabalho realizado por GHASEMI em [41], que aplicou a entropia de Shannon e a teoria

da informagao de Fisher ao oscilador isotonico, explicitando os resultados numerica e
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graficamente. Em mergulho maior no tema, Nascimento e Guedes em [42] determinaram
as entropias de Shannon e a informacao de Fisher num oscilador quantico com massa
dependente da posicao. Dessa forma, restou configurado o objetivo do trabalho, qual seja,
determinacao da entropia de Shannon e teoria de Informacao de Fisher para o oscilador
quantico de Caldirola-Kanai.

No tocante a organizacao da dissertacao, no capitulo 2, descreve-se o método
dos invariantes de Lewis e Riesenfeld, seguindo os passos dos trabalhos de Pedrosa [18],
de Silva [51], de Lima [49]. Nessa descricao, dividimos em sessoes para melhor descrever
o formalismo utilizado.

No capitulo 3, apresentamos as analises, demonstrando as incertezas, entropias
e informacao analitica e graficamente aplicadas ao sistema de Caldirola-Kanai, objeto de
estudo dos trabalhos [43], [44] e [45]. Ao final, no capitulo 4, expressa-se as consideragoes
finais e perspectivas.

Cabe salientar que a literatura cientifica acerca de sistemas quanticos depen-
dentes do tempo é muito extensa. Por mais que tenhamos nos esforcado para citd-las nas

referéncias desta dissertagao, certamente algumas foram omitidas.
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Cap. 2 Método de Lewis e Riesenfeld

Nesse capitulo, serd descrito o método de Lewis e Riesenfeld (LR) com a ob-
tencao do operador invariante; o procedimento para encontrar os seus autoestados e auto-
valores; a relagao desse autoestados e autovalores do operador invariante e as solugoes da
equagao de Schrodinger e, ao final do capitulo, uma aplicagao do método para o oscilador
de Caldirola- Kanai. Seguiremos de perto os trabalhos de Lewis e Riesenfeld, bem como as
teses de Pedrosa [18], de Silva [51], de Lima [49], portanto nao havendo produgao autoral

nesse capitulo.

2.1 Definicao do Operador Invariante

O método idealizado por Lewis e Riesenfeld tinha como escopo a resolucao
de problemas da mecanica quantica ligados a osciladores harmonicos com dependéncia
temporal. A motivacao dos autores na aplicacao do método de invariantes, segundo os
mesmos, foi a simplicidade nas regras de construcao dos invariantes e a sua relagao com
a expansao assintética da teoria de invariante adiabatica.

No método proposto, considera-se um sistema descrito por uma hamiltoni-
ana com dependéncia explicita do tempo H(t). Assume-se a existéncia de um operador

invariante I(t). Tal invariante obecede a seguinte relagao:

dI oI N (1, H]
dt Ot ih

=0 (2.1)

21
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I=1f (2.2)

Ao obedecer a equacao (2.1) e (2.2), o operador invariante apresenta seus au-
tovalores puramente reais, suas autofungoes ortogonais e formam um conjunto completo.
Sabe-se que o estado de um sistema fisico, no campo da mecanica quantica,
estd completamente determinado quando se conhece a sua fungdo de onda ¥(q,t). Na
notagao de Dirac, o estado fisico de um sistema pode ser representado por [¢(t)). Sua
evolugao temporal ocorre de acordo com a equagao de Schrodinger. Dessa forma, sendo

H(t) o operador hamiltoniano, podemos escrever:

. 0
iha [9(8) = H(t) [¥(t) (2.3)

Ao aplicar |¢(t)) em (2.1), teremos:

O (1)) + 11, H] (1) = 0 (2.4)

Por outro lado, realizando as operacoes com o termo que possui o comutador

[I,H], podemos escrever:

LH [y(t)) = HI[$(1)) = ih(f% () = H(I [$(1))) (2.5)

Ao levar a Eq. (2.5) para a (2.4), com base em pequena algebra, podemos

escrever a equacao abaixo:

i1 () = (T (1) (2.6)

Analisando-se a eq.(2.6), podemos verificar que a a¢ao do operador invariante
sobre um vetor de estado que satisfaz a equagao de Schrodinger produz uma outra solugao
da mesma equagao. Em particular, se [1(t)) é solu¢do da equagao de Schrédinger, o vetor
estado resultante da aplicagao de (I |1(t))) também se apresenta como solu¢ao da mesma.
Durante o procedimento acima, como nao foi feito nenhuma restri¢ao, o resultado é valido

para qualquer operador invariante.
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2.2 Autoestados e Autovalores do operador Invari-
antes

O operador I(t), conforme afirmado anteriormente, é hermitiano, logo os seus
autovalores sao reais e possui um conjunto completo de autoestados |\; k;t) que satisfaz

a equacao de autovalor abaixo:

I(t) [ w5 t) = A|As k3 t) (2.7)

Nkt Nkt ) =6y 0, (2.8)
it ety = o,

da notacao acima, 0,/ ,0,’, denotam o simbolo de Kronecker. De inicio, peguemos a

eq.(2.7) e diferenciamos em relagdo ao tempo, obtemos:
1 0 (9
E‘A;“5t>+[§‘A;”;t> |)\ /it>—|—)\ |)\ K;t) (2.9)

A seguir, vamos aplicar a eq.(2.1) sobre |A; k;t), e obtemos:

ol 1
— N Rty + =, H| |\ k;t) =0 2.10

st + [ H) X ) (210
O produto escalar da eq.(2.10) por ‘X; K t>, encontramos:

z’h<)\ K t‘gl')\ ; t>+()\—)\/)<X;r<;/;t‘H’)\;m;t>:O (2.11)

Para A = \', temos:

(XK t| ])\ k;t) =0 (2.12)

Como proximo passo, apliquemos |A; k;t) sobre a Eq.(2.9), e encontramos:

<)\/€t] \Amt} <)\/£t][ ’)\Ht> <)\/<et] |)\/<;t> <)\/-it])\ \Amt} (2.13)
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Como a (\; m;t|1%|)\; K;t) e (A m;t|>\%|)\; K;1) s@o iguais, obtemos:

o\ ol

— = (N Rt =\ ks t) =0 2.14
== et A ) (214
O resultado acima retrata que os autovalores A sao independentes do tempo.

No entanto, nao se pode afirmar o mesmo para o autoestado que depende do tempo. Esse

serd tratado na segao seguinte.

2.3 Relacao entre autoestados do operador invari-
ante e as solucoes da equacao de Schrodinger

O escopo dessa secao ¢ encontrar a conexao entre os autoestados do operador
invariante e as solugoes da equagao de Schrodinger. Para tanto, partiremos da eq.(2.9) e

do resultado expresso na eq.(2.14). Dessa forma, encontramos:

0 oI
(/\_I)a’)‘u Hat> - Ep‘a’%aw (215)

Tomando-se o produto escalar da equacao (2.15) por (\; 5, |, bem como a equagio (2.11),
podemos escrever:

ih(\ — )\/) <)\/; Kt ‘ % ‘ A; Ii;t> == )\/) <)\/;/£/;t ‘ H ‘ A; /<a;t> (2.16)

Para A # X', conclui-se que:

ih <)\/; Kt ’ % ' A; H;t> = <)\/; Kt ‘ H ‘ A; /<c;t> (2.17)
Porém, para A = ', a equacdo (2.16) ndo necessariamente é valida. Caso tivéssemos a
validade para igualdade destacada, poderiamos assegurar que |\; k;t) satisfaz a equacao
de Schrédinger. Dessa forma, concluirfamos que |A; ;) seria uma solugao especial [1(t)).

Sabemos que todas as grandezas calculadas por média usando fungao de onda
sao tais que seus significado fisico dependem da funcao de onda multiplicada pelo seu
conjugado. Dessa forma, podemos afirmar que [1(t)) e € |¢(t)) , onde a é um nimero

real qualquer, representam o mesmo estado fisico. Isso denota que a func¢ao de onda
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normalizada é determinada a menos de uma constante, denominada pela literatura de
fator de fase. Essa indeterminacgao nao afeta os resultados fisicos, pois, no produto das
funcoes e seus conjugados, o fator de fase é e'¥e~ ' = 1.

Diante do exposto, podemos multiplicar |A; ; t) por um fator de fase arbitrario
dependente do tempo. Definimos um novo conjunto de autovetores de I(t) relacionados
ao conjunto anterior de autovetores por meio de uma transformagao de gauge dependente

do tempo.O novo conjunto de autovetores se apresenta da seguinte forma
|\ ki), = eton® |\ ks t) (2.18)

onde ay,(t) sdo fungoes reais dependentes do tempo. Dessa forma, a nova equagao de

autovalor para I(t) pode ser escrita
A escolha da fase deve ser tal que a equagao (2.16) continue véalida para A =

X .Utilizando os novos estados na equacio (2.15), encontramos:

idank

(AN=1) I

0 oI
|/\7 ’iat> + a |)‘a R t>] = & |/\7 K; t> (220)

~ . / /
Fazendo o produto escalar da equagao acima com o estado |/\ K ;t>, para

’
A =\, encontramos:

dO[)\H ’
R ———= = (AN K;t
KK It < s RS

0
h— — H | \; K, 2.21
zhat ‘)\, /@,t> (2.21)

Para satisfazer a equagdo destacada acima, os estados |A;k;t) devem ser escolhidos de
. . ~ . . /

forma que o lado direito da equagao seja igual a zero para Kk # k. Como o operador

ih% — H é hermitiano, podemos fazer essa diagonizacao. Assim, as fungoes de fase oy, (t)

irao satisfazer a seguinte equacao:

da/\/-c
e W
dt < 3 S

0
h— — H | \; k; 2.22
ingy ~ H| At (2.2

Entao, como cada autoestado |\; k;t), satisfaz a equagdo de Schrédinger, podemos escre-
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ver sua solucao geral conforme abaixo destacado:

(1), = eane’™ W X ki t) (2.23)

onde ¢, sao os coeficientes independentes do tempo.
Com o fito de ilustrar o método de Lewis e Riesenfeld (LR) tépico descrito,
aplicaremos na secao que se segue num sistema fisico de interesse, qual seja, um oscilador

harmonico unidimensional com frequéncia dependente explicitamente do tempo.

2.4 Aplicacao do Método de Lewis e Riesenfeld a um
Oscilador dependente do tempo

Para um oscilador unidimensional, tem-se associado o seguinte hamiltoniano:

2

p 1 2 2
H=—+4— 2.24
o + 2mw (t)q ( )

na equagao (2.24) q e p sao as varidveis canonicamente conjugadas que satisfazem a
relagdo de comutacao [q, p| = ih e m e w(t) sdo, respectivamente, a massa e a frequéncia

do oscilador. As equagoes canonicas do movimento ligado ao hamiltoniano em estudo,

Sao:
. O0H p
= — = — 2.2
= ~m (2.25)
e
p= —aa—]: = —mw?(t)q (2.26)

nas quais, quando associadas, geram a equacao do movimento:

G+w(t)g=0 (2.27)

Esta ultima equacao é de resolucao simples quando w nao tem a dependéncia
temporal, no entanto, a frequéncia w dependente do tempo traz uma complicacao maior
para a busca da solucao. A literatura nomeia a equacao supra como de Mathieu-Hill,
que pode ser solucionada quando se conhece a fungao w(t). Visando escapar dessa de-

pendéncia, ou seja, encontrar uma solu¢do para uma frequéncia w(t) arbitraria, vamos
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aplicar o método de operadores invariantes ao hamiltoniano. Para tanto, vamos buscar
os autoestados inerentes ao problema. Assume-se, fruto do trabalho de Ermakov- Lewis,

a existéncia de um operador invariante I(t), na forma quadratica, dado por:

I(t) = %[Oé(t)q2 + B)p* +{¢, p}+] (2.28)

no qual a(t), 5(t) e v(t) sdo fungdes reais, dependentes do tempo, a serem determinadas,
bem como o {q,p}+ é a notagdo usual do anticomutador. Seguindo o declinado em
topico anterior, vamos derivar a equagao acima em relacao ao tempo. Obtemos, de forma

explicita:

I = 5(20q4 + aq” +28pp + Bp° + Ha, p}ev(ap + dp + pd + pa)) (2.29)

Ao substituir ¢ e p dados pela equagoes (2.25) e (2.26), apés um pouco de algebra para

arrumar os termos, encontra-se:

2y

[= %([d = 2mwle’ + [B + — " + [ + % —mw?B){q,p}.) =0 (2.30)

Para satisfazer o disposto na eq.(2.1), podemos escrever as equagoes abaixo:

& = 2mwy (2.31)
: 2
B=—"v (2.32)
. « 9
¥ =——+muwp (2.33)
m

Analisando-se as equacoes acima, observa-se que o invariante ficara determi-
nado, a menos de w?(t), caso conhecamos a expressiao da fungao 7(t). Porém, por con-
veniéncia, introduz-se outra fungao o(t), de forma que seu quadrado seja uma fungao real

dependente do tempo. Assim, define-se 3(t) da forma abaixo:

B(t) = (1) (2.34)
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levando a definigao acima para eq.(2.32), obtém-se:
Y = —moo (2.35)
em substituigdo seguinte em (2.31), temos:
m?*(06 + %) = a — m*w?o? (2.36)
a=m?[(c5 + ¢?) + w?o? (2.37)
& =m?(366 + 0¢) + 2m*wo(wo + o) (2.38)
Apo6s substituir & em (2.31) e rearrumar a equagao, chega-se a seguinte forma:
Ua[mQ& + m*w?o] + 36[m?6 + m*w?o] = 0 (2.39)
A seguir, define-se uma fungao auxiliar 7, definida como:
n =m?*s + m*w’c (2.40)
Na substituigao da fungao auxiliar n na eq.(2.39), pode-se escrever:
0% = —301 (2.41)
cuja solucao pode ser expressa da forma:
n= ;—z (2.42)

(2.43)

Agora, isolando-se o termo & e levando para eq.(2.37), ap6s um pouco de algebra, obtém-
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se:

a=m?e*+ — (2.44)
Realizando as substituigdes nas equagoes (2.31 - 2.33), finalmente se pode escrever:

1. ¢

1) = 5

S[()a + (op —mog)’] (2.45)

o
Para retirar a arbitrariedade da constante de integracao c?, faz-se uma trans-

formagcao de escala da seguinte forma:
o(t) = c?p(t) (2.46)
Finalmente, pode-se escrever o invariante 1(t) da forma:

10) = 5152 + (op = mija)® (2.47)

sujeito ao vinculo abaixo:
1

m2p?

p+w(t)p = (2.48)

Finalizando esse tépico, qualquer solucao particular da eq.(2.48) pode ser usada
para se construir um operador invariante na forma expressa por (2.47). A literatura
nomeia o par de equagdes formado por (2.27) e (2.48) e o invariante (2.47) de sistema
de Ermakov para a hamiltoniana (2.24). Por isso, o invariante I(t) dado pela eq.(2.47) é
conhecido por invariante de Ermakov-Lewis. A redescoberta desse invariante, atualmente,
tem propiciado grandes desenvolvimentos ao estudo de sistemas quanticos dependentes
do tempo. Para citar alguns exemplos, destacamos os trabalhos de Dey e Fring [19], de

Lima et al [47],de Huang e tal [48].

2.4.1 Autoestado e autovalores do Invariante I(t)

Os autoestados e autovetores de I(t) serao encontrados realizando operagoes
semelhante a de Paul Dirac para diagonizar o hamiltoniano de um oscilador harmoénico
com frequéncia constante. Define-se operadores de criagao a'(t) e destruigao a(t), ambos

com dependéncia temporal, dados pela relagao abaixo:
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@ = (g ) +ilop = mj) (2.49)
o = ) = i(op = m)] (2.50)

Tal escolha foi realizada de forma que a relacdo de comutacao [a,al] = 1 seja encontrada.

Verifica-se, de forma relativamente facil, que:

ca = (L) + op = mpo)* + ila.p) = (p)(20 = ) (251)

de modo que podemos escrever:
I(t) = h(aa' + 2) (2.52)

Do acima, verifica-se que o problema de autovalores de I(t) se reduz ao pro-
blema de autovalores do operador hermitiano N = aa'. Dessa forma, os autoestados
normalizados |\, t) de I(t) sdo os mesmos autoestados normalizados |n,t), de modo que
podemos escrever:

Nin,t) =n|n,t) ,n=0,1,2, ... (2.53)

Noutra banda, o espectro de autovalores de I(t) é dado por:

I'n,t) =\, |n,t), (2.54)
onde temos:
1
An = R(n+ 5) (2.55)

Nesse método algébrico, temos as seguintes equacoes:
aln,t) =+v/nn—1,t), (2.56)

a'n,t) =vn+1|n+1,t), (2.57)

(n',tln,t)y =6, (2.58)

nn

Observa-se, de tudo acima, que os operadores a(t), a'(t) e N obedecem a &lgebra dos

operadores de destruicao, criagao e nimero que sao utilizados para diagonalizar o operador
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Hamiltoniano do oscilador harmoénico independente do tempo.

2.4.2 Definigao das fases de I(t)

Com o objetivo de finalizar a aplicacao do método, vamos determinar as fases

deI(t). Para tanto, faz-se necessério calcular os elementos diagonais da matriz do operador

H(t) e %. Apbés substitui-se tal resultado na eq.(2.22), obtém-se a determinagao das

funcoes de fase. Como primeira operagao, escreve-se o hamiltoniando em termos dos

operadores a e a'. Para isso, escrevemos as grandezas ¢ e p em termos desses operadores.

Assim, temos

| St

q=(5)}pla+a) (2:59)

=

)

h
p= (5

1 .
(G —imp)al — (= + imp)al (2.60)
P p
dessa forma os termos do hamiltoniano H(t) ficam expressos como se segue

L ga (= = 252 —m?p — mw?(t)p) (af)?

am p p

2. —(p% + 2imp — m?p* — mw?(t)p*)a®
3. +( + 2 + P () a, 0} }

Ao substituir os termos do hamiltoniano em estudo, apds uma &dlgebra elevada, podemos

escrever:

L (2.61)

h 1
—[5 +m?p® +77”L2u;2p2](n~|—2

(nlH ) = o1

A matriz que representa o operador H possui elementos fora da diagonal uma
vez que as equacoes definidas acima nao diagonizam o operador. O préximo passo é
encontrar os elementos de matriz do operador 2 ;- Para tanto, vamos derivar a eq.(2.57)

em relacao ao tempo, e temos como resultado:

dal 9, 10
(E—l—a 8t)]n,t> =(n+1) a|n—i—1,t>, (2.62)

No passo seguinte, opera-se o produto escalar da equacao acima por |n,t) e

entao teremos o seguinte:

(n, t|(—+a aat)|n,t>:(n+1)%<n t5n+1,1) (2.63)
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reescrevendo os termos, a equagao fica da seguinte maneira:
Oat ; o 1
(n, t| |n t) + (n,tla a|n,t) (n+ 1)z (n, t] |n—|—1 t) (2.64)

Usando a equagao (2.57), temos:

=

<nt| |nt> %<n—1ty | t) = (n+1) <m| |n+1,1) (2.65)

Realizando uma mudanga de varidvel n — (n — 1), a equagao se torna:

T
(n, t| |n t) = <n—1,t!2n—l,t>—|—n_1/2 <n,t\8ait|n—1,t> (2.66)

8t|
Derivando a equagao (2.50) e utilizando as equagoes (2.59) e (2.60) que ex-

pressam, respectivamente, ¢ e p, ficamos com a expressao abaixo:

al '
88_15 - %ﬂ(-i—g +im(pp = 5%))a + im(pp — f*)a']} (267)

Dessa forma, substituindo a equacdo acima na eq.(2.66), chegamos a relagao:

mm

1l 1) = (0= 1, = 1,8+ " (o — )] (2.68)
Facamos a seguinte observagao:
1on=1- (Lt|3]1,1) = (0,12]0,¢) + 2[(pp — *));
2. =2 (2,4 2[2,8) = (LH| 2|1, t) + 22[(pp — )] = (0,420, ) + im](pj — $*)
Do acima, podemos escrever:
(n.tl= |n )= (0.t 5 |o t>+?[<pp 7)) (2.69)

Assim, notamos que os elementos de matriz do operador devem ser imaginarios puros,
isto ocorre devido este operador nao ser hermitiano. Da equacao acima, nao se pode
retirar nenhuma informagao adicional do termo (0, t|%\0, t), entdo, por conveniéncia, faz-

se a seguinte escolha:

Dltpp— 2], (2.70)

0,150, = 2
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assim, quando se toma o limite para p constante, encontramos <0,t\%|0,t> tendendo a
zero. Por fim, os elementos diagonais de matriz do operador % serao dados por:

(.1l 1) = 2 (o — )]+ 3)] (2.1)

Agora, calculemos os elementos diagonais de matriz dos operadores H(t) e %, dados,

respectivamente, pelas eq.(2.61) e eq.(2.71), ao substituir na eq.(2.22):

dov, 1 1 1
T —%[WQ/?P + 7z +mPw?p?|(n + 3) (2.72)

Em observancia a condi¢io de vinculo da eq.(2.48) que assenta j + w?(t)p =

—L. aequacdo acima se reduz a:
m#p s

do 1 1
2= — 2.
g mpg(nJrQ), (2.73)
que, integrando, encontra-se:
0 =+~ [ Law) exa
an(t) = —(n+5)— 2 .

O resultado acima nos permite escrever que os autoestados de I(t) que satisfazem a
equacao de Schrodinger para o oscilador harmonico dependente do tempo serao dados
por:

(1)) = e @ |n, 1), (2.75)

na qual a,(t) é fornecido por (2.74). Dessa forma, podemos escrever a solucao geral da

equagao de Schrodinger para o operador hamiltoniano como segue:
(1) =) ene’™ D |n, t) (2.76)

Por outro lado, mencionamos a técnica utilizada por Hartley e Ray (HR) [52]
0s quais usaram uma transformacao unitaria com M (t) = m, entdo podemos expressar
a dependéncia temporal da equagao de Schrodinger em termos de um operador unitario

U(t) que satisfaz as seguintes condigoes:

[¥(t)), = U() [4(0)), (2.77)
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e
oU
h— = H(t)U, 2.78
o = H(1) (2.78)
para o caso %—Ij = 0, a solugao da equagao acima pode ser expressa como U (t) = exp(—%).

Porém, no modelo em estudo, H(t) depende explicitamente do tempo. Mesmo assim, a

evolugao temporal dos autoestados de I(t), |n,t) pode ser determinada como
0, 1) = e OU (1) |n, 0) (2.79)

onde em t =0, U(0) =1 e ,,(0) = 0. Desse modo, os estados |n,0), = |n,0) sao iguais.
Na representacao de Schrodinger, o operador ¢ corresponde a multiplicagao por
q e p é representado pelo operador diferencial —ihd/dq. Nesta representacao, podemos

escrever a equacao de Schrodinger para hamiltoniana em estudo como

0
com )
R* 9% 1

onde a funcao de onda ¥ (q,t) = (g|1(t)) é expressa na representacao de coordenadas. Por
outro lado, o invariante exato (2.47) e sua equagao de autovalor é, neste momento, dado

por

]¢n(Q7 t) = )‘n¢n<Qa t)a (2'82)

onde os autovalores \, sdo constantes e as autofungdes ¢,(q,t), na representagao de
. ~ ’ .
coordenadas, satisfazem a relacdo (¢ |¢) = 0,7, Dessa maneira, podemos escrever as

solugbes de Schrodinger 1, (g,t) em termos das autofungdes ¢,(q,t) de I(t) como

Un(g,t) = "W, (q,1) (2.83)

onde as fases «,(t) sao dadas por

dov, (t) 0

h dt = <¢n‘2h§ - H(t)’¢n> (2'84)
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logo, a solucao geral da equagao de Schrodinger pode ser escrita na forma

V(g t) = cae®Dn(q,t) (2.85)

n

2.4.3 Estados quanticos

Para encontrar as fung¢oes de onda do oscilador ¢,,(¢) descrito pela hamiltoniana
em estudo (2.24), escrevem-se as solugoes da equagao de Schrédinger em termos de um

operador unitdrio U(t) que satisfaca a seguinte condigao:

(1) = Udn(g, 1) (2.86)
com U dado por:
_ o VTP
U = exp| 2 ], (2.87)

usando a técnica da transformacao unitdaria de Hartley e Ray, podemos reescrever a

equagao de autovalor (2.54) como:

L6 (q,t) = Mt (1), (2.88)

com I' = UIUT. Realizando célculos simples presentes em [18], encontramos:

/ nr o, 0% 142
I =——p"— +== 2.89
2 ¥ 0q? * 2 p? (289)
Ao se definir uma nova variavel o = %, podemos escrever a equacao de autovalor da
seguinte forma:
h? 92 o2
—— —— 4+ —Jn(0) = Mon(0), 2.90
5 s + Z1on(0) = Aupuo) (290)
ou da forma:
I'0u(0) = Auoalo) (2.91)

onde temos:
’ 1 ]_ q
¢n(q,t) = m%(a) = m%(—)

; (2.92)

o fator p1—1/2 é introduzido para que a condicao de normalizacao seja satisfeita. Ao analisar a

eq.(2.90), verificamos que se trata da equacao de Schrodinger unidimensional independente
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do tempo, cuja solugcao é bem conhecida pela literatura, senao vejamos:

1 o? 1
onde:
1

e H, é o polinémio de Hermite de ordem n. Assim, usando as eqs.(2.77),(2.78),(2.83) e

(2.84), encontra-se:

1

—]1/2
2R 2nl2n )

conlgpC+ DALY (295)

gbn(qvt) = [ 2h p mp2

O passo seguinte ¢é calcular a «,(t). Para tanto, inserindo as eqs.(2.81),(2.86) na eq.(2.84),

obtemos, depois de alguns calculos, que

do‘" = (¢'|ih-; +mﬁ PLANLLU A SVY (2.96)

8q 20 mp?

em seguida, substituindo a eq.(2.92) na eq.(2.96), encontramos:

/

donll) _ () - e (2.97)

dt

h

logo, utilizando a eq.(2.91) e a normalizacdo de ¢,,, obtemos:

anlt) = —(n + ;; 0 %d(t/) (2.98)

Finalmente, usando as equagoes (2.83) e (2.95) encontramos que as solugoes exatas da

equagao de Schrodinger (2.80) sao dadas por:

1
2R 2p12n )

DE L RS (2.09)

1/2
[ ez [ZFL P mp? h p

Un(q,t) = explion (t)]]
onde as fases sao dadas pela eq.(2.98). Para se obter a solugao geral da equagao de
Schrodinger, inserem-se as egs.(2.95) e (2.98) na equagao (2.85).Como visto nessa segao,
a técnica de HR e o método de LR nos proporcionam um célculo direto dos autoestados

do invariante e de suas fases.
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2.5 Aplicacao do Método ao Oscilador de Caldirola-
Kanai

Passemos a aplicar o método anteriormente descrito para o oscilador de Caldirola-

Kanai, com w(t) = wy e sua massa dada por:
M(t) = me™ (2.100)

a sua hamiltoniana fica expressa da seguinte maneira:

2
1
H(t) = 677t2p—m + imwgevtf (2.101)

onde v é uma constante. As equagoes de Heisenberg para o sistema sao:

= 2.102
VIO (2.102)
p=—M(t)wq (2.103)
das quais obtemos a equagao do movimento:
G+ B(t)q+w*q=0 (2.104)
com
d
p(t) = Eln[M(t)] (2.105)
O invariante para o sistema descrito pela Hamiltoniana (2.101) é dado por:
_log, - N2
I(t) = 5[(;) + (op — Mpq)7] (2.106)
onde para a equacao auxiliar p(t), temos:
p+Bt)p+w’p = (2.107)

M2p3

Sua equacao de autovalor pode ser expressa por:

Ion(q,t) = \uopn(g; t) (2.108)
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sendo os autovalores A, constantes e as autofungoes ¢, (g, t) satisfazendo a relacao (¢, |¢,) =
0, - Dessa maneira, pode-se escrever as solugdes da equagao de Schrodinger ,(q,t) em

termos das autofungoes ¢,(q,t) de I1(t) como:

Un(g,t) = €V, (g, 1) (2.109)

as ay,(t) nos termos da segao anterior sao dadas por:

dov, (t)

h
dt

= (Gulih o — H(Dlow) (2.110

Utilizando a transformacao unitaria, com o objetivo de encontrar as funcoes

de onda do oscilador descrito pela Hamiltoniana (2.101), temos:

On(a,) = Udn(q, 1) (2.111)
com
()
U= exp[—%cﬁ] (2.112)

A equacao de autovalor fica expressa por:

I'¢n(q,t) = Al (q. 1) (2.113)

com [’ = UIUT, no trabalho de Pedrosa [18] determinou I’ como

R: ., 0% 1
I'=——p— 4+ -L 2.114

Assim, apds os procedimentos descritos na se¢ao anterior, encontramos:

1
7T1/2h1/2n!2”p

DALY (@2115)

1/2
[RC P

¢n<Q7 t) = [

Para o cdlculo das fases a,,(t), depois de alguns procedimentos algébricos, encontra-se:

o p 0 _p T
' ih— + ihtq— + ih L —
(Pnlih, +1 Pl PRyt vy

doy,

at

h |0%,) (2.116)
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e
do I
h—= = (¢ | — ! 2.11
= (6= 37l (2117)
Por fim,
() = —( +1)/t L (2.118)
! =—(n+= — :
! 2" Jo M(¥)p?

As solugoes exatas da equagao de Schrodinger é dado por:

(1) 1/2
2R 2nl2np

Mgét)<§+ LG (@219)

exp| P

Un(q,t) = explia,(t)][

Em trabalho de Pedrosa [18], considerou-se que a solucao particular da equagao de Milne-

Pinney para o oscilador Caldirola-Kanai é dada por

e—'yt/Q
onde
0 = wj — il (2.121)
= w; 1 .

. . . oy 2 '72
Como 2 deve ser real para que o invariante seja hermitiano, devemos ter que wy > I-.

Substituindo as equagoes (2.100) e (2.120) na equagao (2.118), encontramos «,(t) na
forma:
1

an(t) = —Qn + )t (2.122)

Levando esses resultados para a equagao (2.119), as fungdes de ondas exatas do oscilador

de Caldirola-Kanai sao escritas como segue abaixo:

_ (mQ)1/2 1/2 v 1 m Y\ At o mf} 12 ~t/2
Un(g,t) = [71'1/2%1/271!2"] eapi{[;; —iQn+)lthexpl— o (A+ )€ ¢ Hal (=) " qe™]
(2.123)
Para o estado fundamental n = 0, a funcao de onda é expressa da seguinte
forma
ms2.1 v oaf2 m WY\ i 2
Yol 1) = [ Freanl D — Slteapl -T2+ )] (2.124)

No capitulo seguinte, utilizaremos a funcao de onda encontrada acima para se
determinar a incerteza, entropia de Shannon e informacao de Fisher no estado fundamen-

tal.



Capitulo 3

Cap. 3 Incerteza, Entropia de Shannon e

Informac3o de Fisher

Neste capitulo, vamos apresentar, analitica e graficamente, as incertezas, en-
tropias e informacao aplicados ao oscilador de Caldirola- Kanai. Para tanto, para melhor
descrever, dividimos em segoes. Seguimos de perto os trabalhos de Ghasemi et al [41] e
J.P.G Nascimento e Guedes [42]. Destaca-se que os calculos, gréificos e suas andalises sao

produgao autoral, estabelecendo uma contribui¢ao para o tema.

3.1 Incertezas no Método algébrico de operadores

Para o calculo da incerteza, escrevemos as grandezas q e p, respectivamente, a

posigao e o momento como apresentado na equagao (2.59) e (2.60)

4= (5)"pla+a) (3.)

N TV |
p=i(5)" [(;—ZMP)GT—(;HM/))G] (3:2)

onde a e a' sdo escritos conforme abaixo apresentado

1

a= %)W[(%) +i(pp — Mpg)] (3.3)

40
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o = ()" 1) ~ ilop — M) (3.4

ainda, obedecem a algebra dos operadores de criacao a' e destruicao a, ou seja,

aln,t) =n'?|n —1,t) (3.5)
aln,t) = (n + 1) |n +1,t) (3.6)
(n,tn,t) = O’ (3.7)

As incertezas em ¢ e p, no estado |n,t), sdo definidas por:

(8q)? = (¢%) — () (3.8)

(Ap)? = (p*) — (p) (3.9)

onde os termos acima sao determinados como se segue:

(@), = (n,tlgln,t) (3.10)
(@), = (n,t|¢%|n,t) (3.11)
Py, = (n,tlpln, ) (3.12)
(P*)pn = (0, t|p*In, 1) (3.13)

apGs calculos simples, temos que (q)y,, € (p)y, sdo nulos, enquanto que para (¢*)y,, € (p)y

n

encontramos
1
(), = pn+5)h (3.14)
2 1 2 2.9 1
P )y, = ;(1 + M%) (n+ )h (3.15)

Dessa forma, podemos escrever a incerteza da posicio (Aq)? e do momento (Ap)? nas

identidades abaixo:

(Ag)* = p*(n+ S)h (3.16)

(B9 = 51+ AP0 + ) (3.17)
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Observa-se que, realizando o produto das incertezas acima (Aq)(Ap), encontramos

(£g)(5p) = (1+ MG 2(n + )1 (3.18)

Analisando o resultado obtido acima, verifica-se que, para o estado fundamental, n = 0,
de um oscilador harmoénico dependente do tempo, a incerteza serda minima quando p =
constante. Assim, dado uma forma temporal da massa e frequéncia de forma que a solucao
auxiliar gerada seja constante, teremos uma incerteza minima para o estado fundamental.
A titulo de exemplo, se aplicarmos a técnica dos invariantes para o oscilador harmonico
independente do tempo, teremos p = (mw)*l/ 2 consequentemente, a incerteza para o
estado fundamental serd (Aq)(Ap) = %, portanto em pleno acordo com o previsto pela
literatura quantica [50].

Para o oscilador com que estamos trabalhando nessa dissertacao - Caldirola-

Kanai, incerteza da posicao e do momento no estado fundamental, encontramos o que se

segue:
o1
(Ag) = <2mQ) e (3.19)
mQh 1 YL
(Ap) = ( 5 ) (1+492) e (3.20)

Assim, encontramos para o produto da incerteza:

(Ba)(8p) = 51+ L5 (3.21)

3.2 Informacao de Fisher

A informacao de Fisher foi estabelecida em 1925 [53] como uma maneira de
medir a quantidade de informacao que um observavel x carrega em relacao a um dado
parametro 6. Sao as denominadas relagoes de incerteza entrépicas, que podem fornecer
novos limites inferiores ao produto das incertezas.

A informagao de Fisher de um observavel unidimensional x com densidade de

probabilidade P(x) é dado por

F, = / P(x)[‘””d—]j“’)m >0 (3.22)
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Dessa forma, a informacao de Fisher da posicao de um sistema quantico, no
qual a densidade de probabilidade no espaco das posigoes ¢ P(x) =| ¢, (z,t) |?, é expressa

da seguinte maneira:

dl (2, t) din,(x, t); (x,t
(3.23)

podendo ser escrita da seguinte maneira:

Fo=4 [+ [ [j:g’g - ¢"*fx’f)> Plu(et) P (3.24)

onde

’_dwn
¢_d£L‘

(3.25)

No mesmo passo, a informacao de Fisher para o momento é expressa da ma-

neira abaixo destacada:

Fo=t [eeionder [I200 - 2EUR o Pae (20

onde temos que p(p,t) é a transformada de Fourier de (g, t) dada por

o(p.t) = / e~ /My(q,t)dg (3.27)

(27h)2

Aplicando-se para o caso em estudo nesse trabalho académico, temos como
fungao de onda do estado fundamental a Eq.(2.111). Assim, podemos escrever a sua
conjugada conforme assentado infra:

v oS m

Uila.t) = [ reapl(y + 5 )tleapl—g7 (

Q- %)e%f] (3.28)

com o escopo de encontrarmos a densidade de probabilidade para posicao, realizamos o
produto das duas fungoes de onda declinadas acima. Assim, a g(q, t) se expressa conforme

abaixo:

Dleap]-

5 er”’tqQ] (3.29)

h

o(g,t) = [~

Apresentamos a seguir o grafico de o(q,t) onde se verifica que a mesma se
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encontra de acordo com a literatura afeta a funcao densidade de probablidade, senao

vejamos:

Figura 3.1: Densidade de probabilidade da posicao, t = 1; v = 0,6 linha cheia preta;
~v = 1,2 linha pontilhada preta; v = 1,8 linha tracejada preta.

A funcao de onda na coordenada do momento é expressa da seguinte forma:

Q

mmh

pPe (20 — iy)
mh(49? 4 ~?)

N

]e%w(QQ + i)~

[NIES
N

)%(

)

olpt) = ( eaply(y — 20|~ (330

St o

da equacao acima, verificamos que se trata, a exemplo do que ocorre na coordenada da
posicao, de uma fungao complexa, condi¢ao inibidora para uma interpretagao fisica real.
Com o fito de extrair uma informacao do estado quantico, escrevemos sua conjugada nos

termos apresentados a seguir:

Q

mmh

2,—t :
pe (29 + Z’)/) —t Lo 1
2 (200 — 2 31
T iy AR CCR U CED

N
N

5 (0, 1) = (G)3(— ) heapl (1 + 2062 eap~

St DO

de forma que o produto das funcoes aponta-nos a densidade de probabilidade para o
momento g,(p,t) que constitui uma maneira de se obter um significado fisico da funcao

de onda. Tal densidade é expressa da maneira seguinte,

[\

Q

mmh

pe 7 (4Q)
mh(4Q2 + ~?)

)éexp[_%t]@xp[—

_1
op(p:t) = = J(49° + %)z (3.32)
abaixo o grafico da densidade de probabilidade para a coordenada do momento com o fito
de ratificar a concordancia face a literatura aplicavel [50]

De posse das densidades nas coordenadas da posicao e momento, quais sejam,

0(q,t) e 0p(p, t), passamos a calcular as informagdes de fisher F|, e F},. Ainda, para facilitar
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1.0
0.8}
= 0.6f
0.4}
0.2}
0.0

2O

Figura 3.2: Densidade de probabilidade do momento, ¢ = 1; v = 0,6 linha cheia preta;
v =1, 2 linha pontilhada preta; v = 1, 8 linha tracejada preta.

as operagoes, consideramos as constantes m e i com valor unitario.

3.2.1 Cadlculo da informacao de fisher F

Inicialmente, calculamos as derivadas das equagoes (2.111) e (3.28), que sao

escritas como se segue,

T = e, D@+ ) (33)
B = vl -~ D) (3.34)

como préximo ato, substituimos as equagoes (3.33) e (3.34) no primeiro termo da equagao(3.24)

e depois de uma pequena algebra, chegamos a identidade abaixo declinada,

2
F, = 4 (Q* + ’YZ) /q2g(q, t)dq + 2°termo (3.35)

passando para o segundo termo da equagao (3.24), realizando as substituigoes e apés uma

algebra, chegamos a identidade infra:

F, = 1°termo — 72627t/q29(q,t)dq (3.36)

ao realizar a operagao algébrica final, encontramos £y,

F, = 49262“/6129(61,75)6&1 (3.37)
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Por fim, realizando a integracao que se apresenta acima, com extremos de —oo a 00,

encontramos a forma final da informagao de Fisher para a posicao:

F, = 2Q¢" (3.38)

3.2.2 Cadlculo da informagao de Fisher £,

Seguindo o mesmo procedimento da subsecao acima, encontramos para deri-
vada das fungoes de onda, na coordenada do momento, e sua respectiva conjugada, as

identidades destacadas infra:

dp 2pe™ (29 + i)

Y o(pt :
de* o t)<2pe*7t(2(2 — w)) (3.40)
dp - 90 p? 492 + 72 .

no calculo do primeiro termo da informagao de Fisher para o momento, apds uma pequena

algebra, obtemos:
16~

= e / o(p, t)p*dp + 2°termo (3.41)
para o segundo termo da equacao de Fisher, realizando a dlgebra necessaria, chegamos ao

resultado,

162742

Fp = 1°term0 — m

/ p*o(p, t)dp (3.42)
em ato final, somando-se os termos encontrados, podemos escrever aF, na forma seguinte,

64e~2110)?
= " 2 A

Fazendo a integracao com os limites minimos e maximos, respectivamente, —oo

e 0o, obtemos a identidade final para F},, senao vejamos,

2
F,=——5——¢"" (3.44)
Q1+ 152)
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3.3 Entropia de Shannon

Alguns estudos e aplicacoes da entropia de Shannon, bem como os aspec-
tos histéricos, foram apresentados na introducao desta pesquisa, mais precisamente nos
paragrafos iniciais da subsecao 1.3.

A entropia de Shannon estabelece o conceito de informacao e se define como
tudo que reduz a incerteza. Tal entropia, para um conjunto de elementos discretos X = x;

onde a cada elemento estd associado uma probabilidade P(z;), é calculada por

Sy =—> P(z;)ln P(x;) (3.45)

No sistema quantico em estudo, aplicamos a relagao acima para encontrar as

entropias entrépicas S, e S,, dadas, respectivamente, pelas relagoes abaixo,

S, = - / o(g. 1) In o(q, t)dg (3.46)

Sp = — / o(p,t) In o(p, t)dp (3.47)

3.3.1 Calculo da Entropia de Shannon S,

Ao pegar eq.(3.29) e substituir na eq.(3.46), apés uma acentuada algebra a
qual optamos por nao colacionar no corpo textual desse trabalho, encontramos a seguinte

relacao para entropia de Shannon na coordenada da posicao:

1 1, . Q vt

3.3.2 Calculo da Entropia de Shannon S,

Em procedimento similar para a coordenada do momento, ou seja, inserindo a
eq.(3.32) na eq.(3.47) e, novamente, que apds uma acentuada algebra a qual optamos por
nao colacionar no corpo textual desse trabalho académico, encontramos o que se segue:

vt 1 40 1

— " - 4
=5 ey T2 (349)
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3.4 Resultados e Discussoes

3.4.1 Do Método Algébrico de Operadores

Iniciamos a se¢ao com a apresentacao dos graficos da incerteza da posicao Ag,
incerteza do momento Ap e do produto da incerteza AgAp quando aplicado o procedi-

mento algébrico de operadores.

Figura 3.3: Incerteza da posi¢ao, v = 0,6 linha cheia preta; v = 1,2 linha pontilhada
preta; v = 1, 8 linha tracejada preta.

Ap(?)

ot el e e T
SO

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

t

Figura 3.4: Incerteza do momento, v = 0,6 linha cheia preta; v = 1,2 linha tracejada
preta; v = 1, 8 linha tracejada vermelha.

Na analise dos graficos, verifica-se que Agq apresenta queda com o tempo e
que, com o crescimento de v, o decaimento da funcao se mostra mais acentuado. Sendo
um sistema dissipativo, a incerteza da posicao decaindo com o tempo se encontra em
consonancia com a literatura.

Quanto a incerteza do momento, verifica-se que nao ha muita alteragao com a

mudanga de . Os resultados alcancados estao em consonancia com a literatura afeta ao
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=
o]

Ap(¢)dq(t)

© o ©
| o e L= ]

=
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e
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Figura 3.5: Produto da incerteza v = 0,6 e 2 = 0,95

tema, pois a incerteza da posicao decresce com o respectivo crescimento da incerteza do
momento.

Quanto ao produto das incertezas, verifica-se que se apresenta constante no
tempo e maior do que o valor minimo. Sao os denominados na literatura de estados
comprimidos sobre os quais hd um crescente nimero de trabalhos académicos. A titulo
de exemplos, citamos os trabalhos de Melo [58] e Souza em [59].

Ainda em relagao ao produto das incertezas, com o aumento de v temos um
crescimento desse produto. Explica-se pelo fato da incerteza da posicao diminuir e con-
sequemtemente haver um aumento da incerteza do momento. Abaixo o grafico do com-

portamento do produto das incertezas:

Aq(1)Ap(t)

00 05 10 15 20
Y

Figura 3.6: Produto das Incertezas em relagao a v
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3.4.2 Da Informacao de Fisher

Inicialmente, analisamos os graficos 3.1 e 3.2 das densidades de probabilidades
face a mudanca de . Verifica-se que, para a probabilidade da posi¢ao, hd uma localizagao
mais proxima da origem, diminuindo a incerteza da posicao destacada no tépico anterior.

Quanto a densidade de probabilidade do momento, verifica-se um alargamento
da curva com o crescimento de v e o crescimento da incerteza do momento com o tempo.

As informagoes de Fisher e as incertezas da posicao e do momento de oscilado-
res tem suas relagoes pelas inequagdes de Cramer-Rao [54] , conforme destacado em [55],

da forma,

1
(Aqg)?

e

> (3.50)

1
— (Ap)?

Aplicando-se ao caso em estudo, encontramos as identidades,

V

F, (3.51)

1
2 _
(Aq) - 296’%

(3.52)

1
(Ap)* = R R—— (3.53)
Q1+ 57)

A informagdo de Fisher na posi¢ao, nos termos da equagao (3.28), apresenta
um crescimento com o tempo, comportamento esperado frente a relacao dessa grandeza

com a incerteza da posicao. Abaixo o grafico:

70F : 7
60} i
501

= 40}

= 30}
20
10

0_

Figura 3.7: Informacao de Fisher na posicao,y = 0,6 linha cheia preta; v = 1,2 linha
pontilhada preta; v = 1,8 linha tracejada preta.
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Na informagao de Fisher no momento, nos termos da equagao (3.44), verifi-
camos uma diminuigdo com o tempo, paritdrio ao previsto na equagao (3.48). Segue o

grafico dessa grandeza.

F(p)

[ R " I VS B W |

Figura 3.8: Informagao de Fisher no momento,y = 0,6 linha cheia preta; v = 1,2 linha
pontilhada preta; v = 1,8 linha tracejada preta.

Na comparacao dos graficos 3.3 e 3.7, ratifica-se a validade da relacao entre
Aq e Fy; dos graficos 3.4 e 3.8, ratifica-se a validade da relacao entre Ap e F},, logo em
consonancia com o disposto por Cramer-Rao em [54].

Finalizando a subsecao, efetuando-se o produto de Aq e Ap e demais procedi-

mentos algébricos, tendo v = 0,6 e 2 = 0,95, obtemos:

(Aq)(Ap) =0.72 (3.54)

Agora, fazendo as substituigoes dos valores de €2 e v na eq.(3.21), atingida pela
utilizagao da dlgebra dos operadores de destruicao e criacao, encontramos para o produto

das variagoes, (Aq) e (Ap) o valor abaixo destacado:

(Aq)(Ap) =0.70 (3.55)

Portanto, ao comparar os valores encontrados pelos diferentes métodos, bem
como os graficos destacados anteriormente, resta limpido que a informacao de Fisher
se apresenta como uma alternativa eficaz para se obter o produto da incerteza de um

oscilador quantico.
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3.4.3 Da Entropia de Shannon

A relagao entrdpica na posigao, expressa na equagao (3.45), mostra um com-
portamento de decréscimo com o tempo. Tal comportamento, revela-se de acordo com o
esperado, pois com a diminuicao da incerteza da posi¢ao, espera-se uma diminuicao da
entropia. Abaixo o grafico da entropia de Shannon para coordenada da posi¢ao. Para a
representar, utilizamos v = 0.6 {2 = 0.95, encontrado o respectivo valor nos termos da

equagao eq.(2.121).

Figura 3.9: Entropia de Shannon na coordenada da posicao

Quanto a relagao entrépica na coordenada do momento, verifica-se um aumento
com o tempo, em conformidade com o esperado teoricamente.Novamente, para melhor
visualizar, representamos a entropia de Shannon na coordenada do momento abaixo, com

os valores v = 0.6 e 2 = 0.95, senao vejamos:

[ R - D VS R = |

Figura 3.10: Entropia de Sannon na coordenada do momento

A fim de ratificar a relagdo de incerteza entrépica destacada nos trabalhos
de [56] e [57], ilustramos abaixo a func¢@o soma S, + S, e o valor de In7 + 1. Para tanto,
utilizamos os valores de v = 0.6 ¢ € = 0.95 nos termos da eq.(2.121).

Outro comportamento com relevancia fisica, é a soma das entropias em relagao

ao v. Nesse aspecto, releva-se um aumento da entropia do sistema, sendo um sistema
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Sq(t) +SpQ)

[ R = I VS B = |

Figura 3.11: Somatério das Entropias de Shannon em linha vermelha e In 7+ 1 tracejada

dissipativo, esperava-se exatamente esse comportamento dessa grandeza. Assim, revela-
se em consonancia com a literatura afeta ao tema. Abaixo o grafico que indica esse

comportamento da soma entropica:

—

06 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
¥

Figura 3.12: Soma Entrépica em relagao a

A relacao entre a entropia de Shannon e a informacao de Fisher, de acordo
com [60], é dado por:
1
Azx)(Ap) > — S 3.56
(Az)(Ap) 2 5 —eap(S5) (3.56)

usando as equagoes (3.50) e (3.51), podemos escrever:
1
S > 1+In2m — - In(F.F) (3.57)

assim, para o estado fundamental, nos termos da igualdade de Cramer-Rao ratificada
acima, obtemos:

1
So=1+In2r — 5 In(Fyzx Fyp) (3.58)

A equagao (3.58) mostra que quando a informagao de Fisher diminue a entropia de Shan-

non aumenta e vice-versa.



Capitulo 4

Cap. 4 Consideracoes finais e Perspectivas

De forma inaugural, no capitulo introdutério, apresentamos breve hitérico no
que pertine ao estudo dos osciladores harmonicos, do método de Invariantes, da Entropia
de Shannon e da teoria de Informacao de Fisher. Ainda, nesse momento inicial, descre-
vemos as motivacgoes do trabalho.

No capitulo 2, descrevemos o método de Lewis e Riesenfeld com o oscopo de
obter as funcoes de ondas exatas para equacao de Schrodinger para um sistema quantico
com dependéncia temporal. Nessa descricao, apresentamos a definicao do invariante;
os autoestados e autovalores do referido Invariante; a relacao entre os autoestados do
operador Invariante.

Ato continuo, no mesmo capitulo, descrevemos a aplicacao do Método de Lewis
e Riesenfeld no oscilador de Caldirola- Kanai, que foi o sistema quantico com dependéncia
temporal objeto desta pesquisa. Destacamos, como no momento introdutoério ao capitulo
2, que seguimos de perto os trabalhos de Pedrosa [18], de Silva [51], de Lima [49].

De posse da solugao exata para equacao de Schrodinger, escolhemos o estado
fundamental para se encontrar as incertezas/flutuagdes da posigao, do momento e o seu
respectivo produto.

No capitulo 3, aqui nossa contribuicao para o tema, aplicamos os métodos
algébricos de operadores criacdo a' e destruicio a para encontrar as incertezas/ flutuacoes
do sistema quantico em estudo; encontramos as Informacoes de Fisher para a posicao e
para o momento e, por fim, encontramos a entropia de Shannon nos rescpectivos espagos
de coordenadas.

No que pertine ao resultado obtido com o método algébrico dos operadores,

o4
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os resultados se encontram em consonancia com a literatura aplicavel. Para o descrécimo
da incerteza/flutuagoes da posigao, temos um acréscimo na incerteza do momento.

Para o produto das incertezas, no sistema quantico em estudo, apresenta um
valor superior ao minimo % e constante. Sao os denominados na literatura de estados
comprimidos sobre os quais hd um crescente ntimero de trabalhos académicos. Para
tanto, citamos os trabalhos de Melo [58] e Souza em [59].

No tocante a Informacao de Fisher, ratificou-se a relagao da grandeza com
as incertezas em ambos 0s espagos de coordenadas, mostrando a plena aplicabilidade do
método como forma alternativa de obtencao das incertezas.

No que se refere a Entropia de Shannon, calculamos as respectivas grandezas
entropicas e ratificamos a relacao das entropias, bem como sua relacao com a informacao
de Fisher. Para tanto, os resultados obtidos foram expressos em equacoes e graficos.
Ratifica-se que os calculos desse capitulo, as representacoes graficas e suas respectivas
analises sao produgoes autorais.

Quanto as perspectivas, espera-se extender o estudo, em nivel doutorado, da
aplicabilidade dos métodos de Informacao de Fisher e Entropia de Shannon para outros
sistemas quanticos com dependéncia temporal.

Quanto a aplicabilidade pratica imediata do método, destacamos que tal re-
flexao nao fora objeto desse trabalho. No entanto, na area quantica, os métodos de ob-
tencao das relacoes de incertezas determinadas grandezas se apresentam como de grande
relevancia. Ademais, nem sempre se vislumbra de imediato a aplicacao pratica de uma
pesquisa tedrica, o que geralmente fica para os futuros pesquisadores, como aconteceu,
por exemplo, com a experiéncia dos raios catodicos.

Portanto, a verificacao de outros métodos para se alcancar as incertezas se

apresenta como ferramenta importante para o desenvovimento da area, restando sua apli-

cabilidade pratica diferida.
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