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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos hipersuperficies do tipo espago méaximas completas no espaco
anti de Sitter H'™, ou com curvatura escalar constante, ou com curvatura de Gauss-
Kronecker constante nao nula. Num primeiro momento, suporemos que tais hipersu-
perficies possuam curvatura escalar constante e curvatura de Gauss-Kronecker limitada.
Num segundo momento, trabalharemos apenas com a hipdtese de que a curvatura de
Gauss-Kronecker seja constante nao nula. Em ambas situagoes, caracterizaremos os ci-
lindros hiperbdlicos H™(¢;) x H*™(cp),1 < m < n — 1, como as unicas hipersuperficies

com n — 1 curvaturas principais com mesmo sinal em cada ponto.

Palavras-chave: Espaco anti de Sitter. Hipersuperficies tipo espago. Cilindros Hi-

perbolicos.



ABSTRACT

In this work, we will study complete maximal spacelike hypersurfaces at space anti de
Sitter Hf“, or constant scalar curvature, or constant Gauss-Kronecker curvature non-
zero. Initially, we will assume that these hypersurfaces have constant scalar curvature and
Gauss-Kronecker limited curvature. In the second moment, we will work only with the
hypothesis that the constant Gauss-Kronecker’s curvature is nonzero. In both situations,
we will characterize the hyperbolic cylinder H™(¢1) x H"™(c2),1 < m < n —1 as the only

hypersurfaces with n — 1 principal curvatures with the same signal at each point.

Keywords: Anti de Sitter space. Spacelike Hypersurfaces. Hyperbolic cylinders.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, nossos objetos de estudo sao hipersuperficies tipo-espaco maxi-
mas completas, que denotaremos por M", isometricamente imersas no espaco anti-de
Sitter, o qual é uma variedade semi-Riemanniana de indice 1 com curvatura seccional
constante ¢ < 0, denotado por H}"'(c), sob que as hipéteses de tais hipersuperficies
terem ou curvatura escalar constante ou curvatura de Gauss-Kronecker nao nula.

Esse estudo tem grande importancia devido as aplicagoes fisicas, mais especi-
ficamente em teoria da relatividade, e em aplicagoes matematicas, como os problemas do
tipo Bernstein. Uma hipersuperficie em H! " (c) é tipo-espaco quando a métrica induzida
em M™ é positiva definida. Destacamos também as hipersuperficies maximas, que sao
aquelas cuja curvatura média, que é expressa pelo produto das curvaturas principais, é
identicamente nula.

Nessas condigoes, Ishihara (1988) provou que subvariedades tipo-espago com-
pletas maximas de uma forma espacial semi-Riemanniana, sao totalmente geodésicas,
isto é, toda geodésica da subvariedade é também uma geodésica na forma espacial. Além
disso, no mesmo artigo ele provou que, se M™ é uma subvariedade tipo-espago completa
maxima de H;L*p(—l), entao 0 < S < np, onde S é o quadrado da norma da segunda
forma fundamental de M™ e que S = np se, e somente se, M™ é isométrica ao produto
H" (¢1) X ... x H™*+'(¢py1), onde n = ng + ... + npp1,¢ < 0, e H"(¢;) é um espaco
hiperbélico n;-dimensional de curvatura constante c;.

Considerando hipersuperficies maximas completas 3-dimensionais de Hj(—1),
Cheng (1994) provou que, se M? tenha ou curvatura de Gauss-Kronecker constante nao-
nula ou tenha curvatura escalar constante e curvatura de Gauss-Kronecker longe de zero,
entdao M? ¢ isométrica ao cilindro hiperbélico H'(¢1) x H?(cy).

Cao e Wei (2007) caracterizaram os cilindros hiperbdlicos H™(cy) x H" ™™ (cs),
1 < m < n—1, como as tunicas hipersuperficies tipo-espaco maximas completas em
H ™ (—~1), n > 2, com duas curvaturas principais distintas A e p que satisfazem inf(\ —
w)? > 0.

Wu (2010) provou que as unicas hipersuperficies tipo-espago completas em
H™(=1),n > 3, com curvatura média constante ou curvatura escalar constante e duas
curvaturas principais distintas A e u que satisfazem inf(\ — p)? > 0 sdo isométricas aos
cilindros hiperbdlicos H™(¢q) x H" ™ (¢3),1 < m <n — 1.

Motivados por estes resultados, neste trabalho ndés vamos analisar hipersu-
perficies tipo-espaco maximas completas em H}t'(—1), ou com curvatura escalar cons-

tante ou com curvatura de Gauss-Kronecker constante nao-nula.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos, notagoes e teoremas uti-
lizados no decorrer do trabalho. Sobre o método do referencial mével, detalhes podem ser
encontrados no trabalho de Carmo (1976). Para detalhes sobre variedades diferencidveis
recomendo a leitura do livro do Lee (2013), enquanto para defini¢oes e alguns resultados
sobre Variedades Pseudo-Riemannianas recomendo o livro do O’Neill (1983).

Seja RS o espaco real de dimensao n + 2 munido de um produto escalar de

indice 2 dado por
n+2

Z ;Y + Z TiYj,

onde © = (21,...,Tn42) € Y = (Y1,...,Yns2) pertencem a R Definimos o espaco

anti-de Sitter cuja notacdo é dada por H? ™, como

n+2

H Y = {(z1,...,7,00) € RET? — Zm —i—Zx =—1}

Considere, agora, 1 : M" — H?"" uma hipersuperficie tipo-espaco de di-
mensdo n imersa em H™'. Recordemos que uma hipersuperficie M™ em H}*" é dita ser
tipo-espaco se a métrica de H?*' induz uma métrica positiva definida em M™, através da
imersao 1.

Para qualquer p € M™, podemos escolher um referencial ortonormal local semi-
Riemanniano {ey, ..., e,41} sobre Hy*! em torno de p tal que ey, ..., e, sdo tangentes em
M™. A fim de ordenar nossos calculos, faremos uso da seguinte convencao de indices:
1< ABC,...<n+1,1<14,j,k,... <n.. A este referencial ortonormal local dado,
associamos o co-referencial {wa}, tal que wa(ep) = epdap, onde ep = 1 e as 1-formas de
conexao {wap}. Neste caso que tratamos, cada ¢; =1,i=1,...,n e g,41 = —1. Usando
o método do referencial movel, temos que a métrica semi-Riemanniana e as equagoes de

estrutura de H} ™! sdo dadas, respectivamente, por

deZE epwap Nwp, wap+wpa =0,

1
dwap = E Ecwac Nwep — 5 E ecepKapepwe Nwp,
C Cc.D

Kapep = —€4B(0ac0p — 04pdBC),

onde K 4pcp sao as componentes do tensor curvatura de H?H.
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Quando restrita & M™, a métrica torna-se ds* = Y, w?. Para darmos prosse-
guimento ao nosso estudo, precisamos do resultado abaixo. A sua demonstracao pode ser
encontrada no trabalho de Carmo (1976).

Lema 2.1 (Cartan) Sejam M™ uma variedade diferencidvel e wy, .. .,w, 1-formas line-
armente independentes sobre um aberto U C M™. Se aq,...,q, sao I-formas sobre U
tais que:

zr: o N\ w; = O, (1)
=1

T
entao, existem funcgoes diferencidveis b;; : U — R tais que oy = E bijw; e bjj = bj;.
i=1

As equacgodes de estrutura de M™ sao dadas por:

dwi = E wij A wj, wij -+ wji = O,
J

1
dw;; = Zwik N Wi — B Z Rijrwr A wy,
k

k.l
onde R;ji; sao as componentes do tensor curvatura de M". Como wy41 = 0 em M", pelo

Lema de Cartan temos
Wntli = Z hijw;,  hij = hj;. (2)
J

Das equacdes de estrutura de M™ e H} ' acima e de (2) decorre que as componentes
do tensor curvatura de M"™ estao relacionadas com as componentes tangentes do tensor

curvatura de H} . A relacdo é estabelecida por:

1
3 Z Rijwr ANwp = dwi; — Zwik N Wi
k

k.l

1
= —Wint1 N\ Wny1j — 5 E Kijriwr N wy
el

= — higwi A hjiw, — = Kijrawr A wy
k l ;

k.l

1
= — Z hikhﬂwk N w; — 5 Z Kijklwk N wi.

k.l k.l

Assim,

Rijk = Kijrr — (hikhj — hihji)
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donde obtém-se
Rijir = 0405 — 0ir0j; + hahji — hikhj. (3)

A equagao (3) é chamada de Equacao de Gauss.
Denotemos por h = Zij hijwiw; e H = %ZZ h;; as respectivas segunda forma
fundamental e curvatura média de M™. A curvatura de Ricci e a curvatura escalar nor-

malizada de M™ sao dadas, respectivamente, por
k

1
R = mZRﬁ. (5)

)

De (4) e (5) obtemos
nin—1)(R+1)=S8 —n’*H? (6)

onde S =), ; h?j ¢ o quadrado da norma da segunda forma fundamental h.

As componentes de h;j; da derivada covariante Vh satisfazem
Z hijkwk = dh” + Z hikwkj + Z hjkwki. (7)
k k k
Diferenciando exteriormente (2) e usando (7), obtemos as equagoes de Codazzi,

De modo similar, as componentes h;;,; da derivada covariante segunda V2h

sao dadas por
Z hijklwl = dhuk + Z hljkwli + Z hilkwlj + Z hijlwlk' (9)
] ! ! !

Diferenciando exteriormente o primeiro membro de (7) e utilizando (9) obtemos

a equacao de Ricci,
hijrr — hiji = Z Pimn Ry + Z Pjon Rkt - (10)
O Laplaciano Ah;; de h;; é definido por Ah;j = )", hijek. De (8) e (10), temos

Ahg; = Z Pirij + Z P Rinijie + Z Poni Rk (11)
k m,k m,k

Vamos agora determinar uma expressao para o Laplaciano de S que representa
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o quadrado da norma de h. Para isso, seja Q" (¢) uma variedade semi-Riemanniana com

indice 1 e curvatura constante c. Entao, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Férmula do tipo Simons) Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago em
Q' (e) de curvatura constante c. Se S denota o quadrado da norma da sequnda forma

fundamental h e M™ tem curvatura média constante H, entao

—AS > b+ S+ ne(S —nH?) —nH Y (hiihiihi;). (12)

1,5,k 1,3,k

Demonstracao. Como S = Zh temos que

7]

AS =) "An. (13)
i,

Paral <1,5 <mn,

De (11), decorre que

1
éAh?] = hz] Z hkklj + hzg Z hmkRmZJk + hz] Z hszmkjk +’th|2‘
\—v—/ k,m g
1 11

Examinemos (1) e (I1). De (9), temos que
Z Nikij = Z dhiri(e;) + Z hugiw (€5) + Z P (€5) + Z higrwri(e;). (14)
k k kit k.t et

Note que, utilizando (7)

Z dhkki(ej) = Z €j (dhkk(ez) —+ 2 Z hmkwmk(61)>
= (e (Z hkk) ) + 2¢; (Z hmkwmk(ei)> . (15)

Trocando os indices k e m na segunda parcela, utilizando a antissimetria das 1-formas de

conexao wpy € a simetria das fungoes h;;,

thkwmk 61 thmwkm 61 - thkwmk 61 (16)

temos que
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Logo,
Z hmkwmk(€i> =0. (17)
k,m

Assim, como Z hi, =nH e H é constante, segue de (15) que Z dhiki(ej) = 0.

k
De forma analoga, como em (16), conclui-se utilizando as equagoes de Codazzi

(8) que
Z hktzwtk ej Z htkzwtk 63 (18)

Para o terceiro termo de (14), temos

thktwti(ej) = Z (Z hkktwti(ej)> :

Utilizando (7), temos:

Z hrmwii(e;) = Z (dhkk(et) +2 Z hmkwmk(et)> wii(e;)

k

= Z ((6t)(hkk) + 2 Z hmkwmkz(et)> wii(¢;)
= (Z hkk) wei(ej) + 2 (Z h kwmk(et)> wii(ej).
k

k,m

Como em (16), obtemos que Z hmkwmi(€:) = 0 e, sendo Z hii, = nH, temos
k,m k

thktwti<€j) = Z (61% (Z hkk) Wti(ej))
= Z(et(”H))Wti(ej) =0,

t

pois H é constante. Logo, (I) = 0.
Analisando (/1), segue da equagao de Gauss (3), que

Z hmkRmijk = Z[Chmk(5mj5ik - 5mk5zj) - hmk(hmjhik - hmkhij)]- (19)

k,m



Sei=7
Z hmkRmzzk
k,m

Sei#£j
Z hmkRmijk
k,m

k#m k=m
= [Pk (Panjhir, = hunichi)]
k,m

= Chn‘ — C(SZ'Z' Z hmm — Z[hmk(hmkhzk - hmkhl])]

k,m

= ) [Pk (OmiOit = Smk0is)] + D [P (6mjGim — Grmm )]

k#m k=m

= [huk(hanjhir, = himihig)]
k,m

m k,m

De forma que, para todo 1 <i,5 <n

Z hmkRmijk = Chji - 05@' Z Pom — Z[hmk<hmjhik - hmkhij>]-
k,m m

Temos, ainda,

Z himRmkjk:
k,m

k,m

Z[Chmi(5mj5kk — OmkOk;) — Pomi (P ik — Rty

k,m

k#m k=m

= [ni(hmhi = hanichiis)]
k,m

chi(n = 1) = i (Aonjhak — Bl

k,m

15

(20)

(21)
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Logo,
(II> - 0523 Z hzghmm - Z hzjhmk(hmjhzk - hmkhz])]
k,m
Z mz hm]hkk hmkhk])]

= cnh2 cdij Z RijPmm — Z Pl PP =+ Z h?g hi
- Z i mi b e + Z Nij i b b -
k,m k,m

—~
a

Note que, ap6s uma mudanca nos indices m e k, os somatérios indicados por a se cancelam.

Assim,
m k,m k,m
Desta forma,
1
PILRLO DY (5% > hwhmm> £ b
1] 2 i,5,k;m
Z hihihommhi; + Y [Vhig |
1,7,k,m i,
Note que

cn Z h?j
2%
Z (5@ Z hz]hmm>
i,J
i,5,k,m

> hiibighmhi;

i,5,k,m
> | Vhyl?
i

cnS,

Z(é hinH) = cn®H?,

1,7
¥ (1 ) - 5
,J k,m
Z <hkihkjh/7jj Z hmm> =nH Z(hkihkjhij>;
2,5,k 1,5,k

Z|Zek 7«] ek| _Zhwk
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Assim, temos

1
3 Z Ah?j =cnS —cen?H?* + 5% —nH Z(hkihkjhij) + Z h%k
iyJ

0,5,k i,5,k

Portanto, de (13) segue que

1
SAS = D b+ 87+ en(S = nH?) —nH > (hyihihig).
i,k irj.k
n
Vamos utilizar dois teoremas provados por Ishihara (1988). Para isso, deno-
temos por Q) *P(c) uma variedade semi-Riemanniana de dimensao n + p com indice p e

curvatura constante c. Assim, temos os seguintes teoremas:

Teorema 2.2 Seja M"™ uma subvariedade Riemanniana completa mdxima imersa isome-

ricamente em —c) de curvatura constante —c(c > 0). Entao 0 < 5 < npc.
tri t ;”rp d t tant 0). Entao 0 < S <

Teorema 2.3 As subvariedades H™ (/™) x. .. xH"+1(, /™2) em H™P(1) sao as tnicas
n n P
subvariedades tipo-espaco marimas completas e conexas de dimensao n em H;L*p (1) satis-

fazendo S = np.

Além desses teoremas, na prova de nossos resultados, precisaremos do conhe-

cido Principio do Mdzimo Generalizado devido ao Yau (1975).

Lema 2.2 Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci li-
mitada inferiormente e ' : M™ — R uma funcdo de classe C? limitada inferiormente em

M™. Entao eziste uma sequéncia de pontos {py} em M™ tal que

) 1 1 1
F(p) < inf F' + o \VF(py)| < T AF(py) > %
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

3.1 Cilindros hiperbdlicos em um espaco anti-de Sitter

Antes de apresentarmos os resultados principais caracterizando os cilindros
hiperbdlicos em um espago anti-de Sitter, devemos torna-lo familiar ao leitor, destacando
algumas de suas propriedades principais.

Recordemos que o espaco hiperbdlico, no modelo de quadrica do espaco de

Minkowski, pode ser definido por

m+41
H™ = {(21,- o 20s2) ERPY : —a? £ 3 a2 = —1, 2 > 0).

j=2

Definimos, entao, o cilindro hiperbdlico como a hipersuperficie de tipo-espaco
completa isométrica ao produto de espacos hiperbélicos H'(c;) e H*!(cy), onde ¢; e ¢y sdo
constantes negativas. Deste modo, a menos de isometria, podemos denotar os cilindros

hiperbdlicos como a hipersuperficie
1 n+2 1
H' (c;) x H" (cp) = {(xl, ey Tpyo) EHPTR —2% 4ok = o —z5 + Zm? = c_g} ,
j=4

1 1
onde sto = 1.

Nao ¢ dificil verificar que um cilindro hiperbdlico é uma hipersuperficie de
tipo-espaco, desde que mostremos primeiro que ela é um conjunto de nivel regular. De
n+2
fato, usando a funcao f : Hjt' — R definida por f(z) = —a2 + Zx?, temos que
j=4
H'(c1) x H*H(e) = f7H(—1).
Para cada X € X(H}),

(V,X) = X(f) = 202 Xo + 224 Xy + - 4 2242 X 12
= 2((0, o, 0, Tgy--- ,l’nJrg), X>
— 2(Y, X),
onde Y(z) = (0,,22,0,24,...,2,42). Escrevendo a componente tangencial de Y como

YT € X(H}H), temos
Y' =Y 4+ (Y, Id)Id,

desde que o campo identidade Id é normal a X(H}*).
Por outro lado, (Y (z),z) = f(z), para todo z € X(H?™'). Dai, se v €
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X(H (1) x H (c9))

Vf(z)=2Y"(2) =2(Y(x) + (Y(2),2)x) = 2(Y () + f(2)x) = 2 (Y(x) + —a:) )
Observemos que

HVI@), V@) = (V@)Y (@) +
1 1 2

e Y S 22
o c§+c§ cz( +02) (22)

11
=-——— <0,
C1 C2
onde usamos que é + é = —1 na ultima igualdade acima, além do fato que as constantes
c1 e ¢y sao negativas. Segue, entdo, que o cilindro hiperbélico H'(c;) x H" 1(cy) é uma
hipersuperficie de tipo-espaco, ja que é um conjunto de nivel regular e seu campo normal
V f é de tipo tempo.

O campo normal unitério N a H'(¢;) x H""!(cy) é, portanto, dado por

Vi)
N@) = i)
_ Y(x)+ éx

1
cic2

= /Y + = 616233

Co
— 1/_Cl _CQY“—ﬂx
Co
1 1 1 1 1
=\ —C — 02(_3717 (1 + _):E% —xs3, (1 + —)1'4, ) (1 + _)xn—i-Q)
Co Co Co Co C2
1 1 1 1 1
=4/ —C1 — Cg(—$1, —— T2, — T3, ——T4y..., ——ZL‘n+2)
Co C1 Co C1 C1
= (—vV—c1 — 1oy, V—co — lag, =V —c1 — Lo,V —co — 1ay, ...,V —Co — 12 40).

(23)

Calculando sua diferencial, obtemos que H'(¢;) x H" " (¢2) tem uma curvatura
principal A\ = —y/—c; —1 e n — 1 curvaturas principais dadas por Ay = -+ = X, =

Vv —Ca — 1.

3.2 Caracterizacoes para cilindros hiperbdlicos em um espago anti-de Sitter

Nesta secao, apresentamos novas caracterizacoes para cilindros hiperbélicos
em um espaco anti-de Sitter. A referéncia principal utilizada foi Chaves et al. (2012).

Antes de introduzirmos os resultados referentes ao objeto de estudo, precisa-
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remos de alguns lemas algébricos, os quais apresentamos a seguir.

Lema 3.1 Seja M™ uma variedade semi-Riemanniana de dimensdio n e considere as
fungoes hy; = XNidy; em M™, i,j = 1,...,n tais que \; : M" — R sdao funcoes dife-
rencidveis com A\; 0 em M"™. Assim, a funcdo F' = log|det(h;;)| € suave e o laplaciano
de F' é dado por
1 1
AF = — ——hZ, + — Nk

Z‘?,.j?k
Demonstracao. Inicialmente, denotemos por A;; a sub-matriz obtida da matriz (h;; ), xn,

onde retira-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Assim,

det(hw) = Z(_1)1+jh1j det(A1j>
j=1
= hll det(AH) — h12 det(A12> + ..+ (—1)1+nh1n det(Aln) (24)
Escrevendo ¢ = log e f = det(h;;), temos que

AF = A(log(det(hi)))

= Alpof)
= NIV +&(HAf
1 1
= —W|Vdet(hij)|2+mAdet(hij) (25)

Como Vdet(h;;) = Y o, ex(det(hij))ex e Adet(hij) = > p_; exer(det(hi;)),
vamos calcular ey (det(h;;)).
Por (24), temos

ek(det(hi]’)) = ek(hll) det(All) + hllek(det(All)) — ek(hlg) det(Alg) — hlgek(det(Alg))
+ o (=D (hyy) det(Ary) + (1) hyuer(det(Ag)). (26)

Temos também que

h22 h23 e h2n
det(AH) - .
th hn3 e hnn
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h33 h34 h3n h32 h34 h3n
= ho o | — hos

hn3 hn4 hnn hn? hn4 hnn
h32 h33 h3n71
hn2 hn3 hnn—l

h21 h23 h?n
det(Alg) =
hnl hn3 hnn
h33 h34 h3n h31 h34 hSn
= ho © | = hos
hn3 hn4 hnn hnl hn4 hnn
h’31 h33 h3n71
hnl hn3 hnnfl
h21 h22 h2n71
hnl hn2 hnnfl
h22 h23 hQn—l
hn—12 hn—13 hn—ln—l
h21 h23 h2n—1
+(_1)n+1hn2

hn—ll hn—lS hn—ln—l

h21 h22 e h2n72
hnfll h/nle e hn71n72

Assim, usando que h;; = \;0;; num ponto p € M™, por (26) temos

ek(det(hij)) = hllkh22h33 ce hnn + hnek(det(Au)). (27)
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Agora, vamos calcular eg(det(A;1)) em p para obtermos V(det(h;;)). Pelos

célculos dos determinantes de A;; acima, j = 1,...,n temos que
haz hzg -+ hs, haz  hag
€k<det(A11)) = Gk(hgg) el + h226k .
hnS hn4 o hnn hn3 hn4
hzy hzy -+ hsy h3y  hsy
—e(ha3) | Soeo b | — hasge :
hn2 hn4 o hnn hn2 hn4
ha  hsz - hzng
+ooo A (1) er(h2n) | N ;
hn2 hn3 o hnn—l
hsa hsz -+ hzn1
hn2 hnS e hnnfl
haz hzy -+ hsy, has  hay
= ep(ha2)| Cos b |t hae :
hn3 hn4 o h'nn hn3 hn4
pOiS hij = )\1(5” em p.
Calculando de modo analogo
hsg hzy -+ hay
hn3 hn4 e hnn

obtemos que

er(det(A11)) = hookhss ... hon + hoshssihag . oy,
+ ...+ h22h33 R hnnk

Assim, por (27) e (28), em p, temos que

i=1

—~ Khiix
hii

=1

onde K = hyy...hyy,.

(28)
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Agora, iremos calcular egei(det(h;;)). Por (26) temos

exer(det(hij)) = eger(hir) det(Arr) + 2ex(har)ex(det(Arr)) + hireger(det(As))
—erer(hi2) det(Arz) — 2ex(hi2)er(det(Arz)) — higeper(det(Aro))
o4 (=) e (b)) det(Ar,) + (=1 2es(hiy ) er(det(Ar,))
+(=1)""hyperer(det(Ay,)).

Usando que h;; = A;0;; em p, temos

ekek(det(hij)) = 6k€k(h11) det(All) + 26k(h11)6k<det(1411>) + hllekek(det(All))
—2ep(hi2)er(det(Ar)) + ... 4+ (=1 2ex(hiy)er(det(A,)). (30)

Precisamos calcular ey (det(A;;)) para j > 2,...,n.

Em p, temos que

h33 h34 e h?m h33 h34 T h3n
ep(det(Asp)) = ex(har)| s F hae R
hnS hn4 o hrm hn3 hn4 e hnn
h31 h34 e h3n h31 h34 T h?m
—ep(hog) | Soeo b | = hagey : S
hnl hn4 e hnn hnl hn4 T hnn
hSl h33 e h3n—1
hnl hn3 o hnn—l
h31 h33 e h3n—1
hnl hn3 e hnn—l

= h21kh33 R hnna
e analogamente,
€k(det(A1j)) = h22 Ce hjlk Ce hnn

pOiS hij = )\15” em p.

Logo, calculando analogamente epei(det(A;1)) em p, podemos escrever (30)
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por
- ZZ - Kh”LZ h/

exer(det(hy)) = Z ’“’“+2 > #
i=1 1,j=1;1<g 29

- Z ”’“ (31)

onde K = hy1...hpn,
Note que, em p, det(h;;) = K. Como Vdet(h;;) = > _; ex(det(hy;))er, segue
de (29) que

1 - K?h " K?hihg

i,k=1 i,5,k=1;i<g
n 2 n
S hise 3 hiikhjjn (32)
, h? = hihg;
k=1 % 1,7,k=1;1<j

Por outro lado, como Adet(h;;) = > r_, exer(det(hi;)), segue de (31) que

Adet(hy) = = — | +=2 —
det(hij) ¢ ( ]) K (Z i ) * K ( Z hiihjj )

ik=1 i,5,k=15i<j

n 2
_i< 3 %)
BN gimTigy Tiltis

- —J’“ (33)

Somando (32) e (33) obtemos

_ 1 2
AF = —— o |V det(h) | +

h2 L highy
= My 3 bt

ik=1 igk=li<j 097

T t(h )Adet(h ;)

n n 2
n ukk Piirhjjk _ hz‘jk
Z h Z PP Z PP
ik=1 igk=lp<j v igk=1y£ v
n 2 n
h’zykz Ptk

hllhjj ik=1 hzz

i7j7k:1
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Lema 3.2 Sejam \; e B35, 1,7 = 1,...,n nimeros reais tais que valem

A <0< <. <\ 1€

Z)\l:ZﬂU:Z)\Zﬁmzo, parajzl,...,n.

Fizado j € {1,...,n}, considere g; € {1,...,n} o maior indice tal que | B,,;| = max{|B;;|,i =
1,...,n}. Entdo g; = n se, e somente se, 5;; =0,i=1,...,n.
Demonstracao. Suponha que g; = n e assuma que 3,; # 0, chegaremos a uma

contradicao. De fato, sem perda de generalidade, podemos assumir que (,; > 0. Das

hipoteses, segue que

n—1 n—1

n—1 n—1
0= NBig) + My = O NiBiy) + (= DY A)Buj = D NilBiy — Buy)- (34)
i=1 i=1 i=1 i=1
Como A\; > 0, parai = 1,...,n — 1 e, por hipdtese, 8;; — B,; < 0, de (34), tem-se que
Bij = Bnj, parai =1,...,n—1. Entdo, como por hipétese, > . 8;; = 0, segue que f,; = 0,
o que é uma contradi¢ao. Para a reciproca, basta observar que se f;; = 0,7 = 1,...,n,
entao |B3,,;| = max{[B;|,i =1,...,n} = 0= |Gyl u
Estamos prontos para apresentar os resultados envolvendo cilindros hiperbdlicos.
O primeiro deles caracteriza cilindros hiperbdlicos em um espaco anti-de Sitter, sob

condicoes sobre as curvaturas principais.

Teorema 3.1 Seja M™ uma hipersuperficie mdzima completa imersa em H} T (—1). Su-
ponha que M™ possui curvatura escalar constante, n—1 curvaturas principais com o mesmo
sinal em todo ponto e curvatura de Gauss-Kronecker limitada longe do zero. Entao M™ é

isométrica ao cilindro hiperbdlico H' (c;) x H" " (cy), onde ¢, e ¢y sdo constantes negativas.

Demonstragao. Para qualquer ponto p fixado em M™, podemos escolher um referencial
local ortonormal {eq, ..., e,} geodésico em p que diagonaliza a segunda forma fundamental
nesse ponto, isto ¢, tal que h;; = A;0;; em p. Mudando a orientagao de M" e reordenando,
se necessario, os indices dos campos tangentes e;, podemos assumir, de acordo com a

hipdtese, que as curvaturas principais \q, ..., A, satisfazem
)\n<0<>\1§/\2§~--§>\n—1- (35)

Além disto, também por hipdtese, temos que a curvatura de Gauss-Kronecker,
a qual denotaremos por K, ¢ limitada longe do zero. Portanto, a funcao F' = log | det(h;;)|

esta globalmente definida em M" e é suave. Para todos efeitos, todos os calculos a seguir
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sao pensados no ponto p. Desta forma, pelo Lema 3.1, o Laplaciano de F' é expresso por

AF = Z zjk + Z y Piik- (36)

Z?]

Como M" é méxima, segue de (14) que >, hgri; = 0; assim por (11), (20), (21) e do fato
que hij = 0;jA; € Y hpm = 0 temos que

Z hijke = Ahi;
k
= Z hkamUk: + Z hmiRmkjk
m.k m,k

= —hy+ 0 Z Pomm, — Z[hmk(hm]’hik — hmihij)] — (n — 1)hy;

k,m

_ Z[hmi(hmjhkk = hmihi)]
= (S _ n)h;. (37)

Tomando j = i em (37), obtemos > hjre = (S — n)A;. Entao, a segunda
k

parcela de (36) é dada por
1 1

Desde que M™ tem curvatura escalar constante, por (6), temos que o quadrado
da norma da segunda forma fundamental S é constante; além disso, usando novamente

que M™ é maxima (H = 0) e utilizando as equacoes de Codazzi (8), segue que

= —AS S(S_n +thk _n +th1+32hm] + Z h’l]k (39)

1,3,k i#£] i£j#k

Com respeito ao primeiro termo de (36), temos

_Z)\)\ ijk — Z)\Q zzz_z szk )\)\ u]

i,5,k i=j#k Z i=k#j (40)

- Z >\>\ i~ Z A)\ i

i#j=

Multiplicamos, agora, as equagoes (36),(38) e (40) por S. Em seguida, utiliza-
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mos (39) na expressao resultante para SAF, a fim de obtermos

SAF:—E(;\S; )hfu—z<;+fj )hfw
5 i#] i (41)
- > (M >hfjk+?S(S—n).
i#j#k

Uma vez mais, as equacgoes de Codazzi (8) nos permitem escrever

1 1 1 AN+ NN o
3 Y motts X (ot ot ) e 2 (e
L2k )\1)\] itj 2k )\z)\] )\z>\k )\]>\k ryolt )\’L)\j)\k

Substituindo (42) em (41), obtemos

/S n\.,, <~/S 2§ )
SAF:—Z(/\—Z2+§)hm—z<)\2+ﬁ+n)hmj

i#] J
/s 28 /s 28
- = hZ, — — hZ, . 43
- XN+ N+ 2
= Z K—i;; ’“>5+ }hfjk—i-?nS(S—n).
# ke ik

Analisando o sinal das parcelas do lado direito da igualdade em (43), vemos

que a primeira e a segunda parcela sao, evidentemente, nao positivas. Por outro lado,
Ni+Ai A ) ) ., -1

ﬁ >0, parai # j # k € {1,...,n}, jd que \, = = " \; e tem-se (35);
assim a quinta parcela também é nao positiva. Além disso, novamente de (35), vale que

nA2 > A+ ...+ A2 =S, donde podemos obter a seguinte desigualdade

n—1 n—1

S 2 S 25 S

= hZ = > h:
— <)\z2+/\’b)\ ) in = ZZI()\Q"i‘/\)\ +)\2> 1n
n—1 2

1 1
= S{—+~—) hi,>0 44
> 5 (5 x) Moz (a1
Logo, a terceira parcela também é nao positiva. Resta-nos estudar o sinal da

quarta parcela. Para isso, utilizaremos o Lema 3.2. Fixemos, inicialmente, j € {1,... ,n}.

Derivando Zh“ = 0 em relacao a e; e recordando que Zh = S, que é constante,

ik
obtemos

> Aihii; =0,
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respectivamente.

Portanto, escrevendo (3;; = h;;j, temos que A; e [3;; satisfazem as condicoes
do Lema 3.2. Segue, entao, da demonstracao do Lema supracitado, que, fixado j €
{1,...,n — 1}, max{|hj|,i = 1,...,n} # |hun;| ou hy,; = 0. Denote por g; o indice em
I,1={1,...,n—1} tal que |hy,,,;| = max{|hi;|,i = 1,...,n}. Dai, considere os seguintes
subconjuntos de 1,1, quais sejam, A = {j € I,,_1;9; = j}, B={j € I,_1;9; ¢ {j.n}}
e C ={j € I,_1;9; = n}. Agora, reordenando os ey, ...,e,, se necessario, podemos
assumir que A = Jou A = {l,...;r}, B=0ouB ={r+1,....t} e C =0 ou
C ={t+1,...,n— 1}, onde adotamos a seguinte convenc¢ao: se A = (}, entdo r = 0,
se B=10,entaot =reseC = 0, entao t = n — 1. Por exemplo, se B = (), entao
A={1,....r}eC={r+1,...,n—1}.

Vamos escrever (43)de modo mais conveniente.

= S n s 25

i£5€In—1,(3,5)#(g5.5)

d S 25 S
|G (e ]
¢
S 25 > 9 S 25 9
— heni + 1 — + +n|h, -
Z [()\% A, J ()\gj AjAg, ) gfg”]

A+ )\j + A\
— ]S h?
AiAj A ) " } k

|
Wl =
11
\H\' 3
B
| — |
7N

n—1
S 2 9 2n
_;<A_?+M )her?S(S—n).

Como h%. > h? .. j=1,2,...,r, obtemos

i nnj>
/S 28
Z )\_2+)\.)\ +n) ”"J+Z()\2 ) i
j=1 n Jomn
TS2SS4 d 1 1\* 4 (45)
n n
> — 4+ — h2 = —+ — —| K .>0.
=3 (vt 5) R 5 (o x) 5z
Jj=1 7j=1
Além disso, como h; i > hanis 3 =7+1,...,t, temos
t
S 25 S 9
Z ()\—24—)\)\ +n) nnj Z ( +n> thgJJ
j=r+1 N7 " j=r+1 fh
25 (1 1Y\],,
j=r+1 n gj
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Entao, por (44), (45), (46) e do fato que S > 0 podemos concluir que
2n
SAF < ?S(S —n). (47)

Uma vez que M™ é uma hipersuperficie méxima em H}™, de (4), obtemos que
Ric(v,v) > —(n—1), para todo v € TM com |v| = 1. Assim, a curvatura de Ricci de M™
é limitada inferiormente. Como existe € > 0 tal que € < |K|, j4 que K ¢ limitada longe
do zero, temos que F' é uma funcao suave limitada inferiormente. Como consequéncia,

podemos aplicar o Lema 2.2, obtendo uma sequéncia de pontos (pg) em M"™ tal que
lim F(pg) =inf F, lim |[VF(pg)| =0, lim inf AF(px) > 0. (48)
k—o0 k—oo k—o0

Avaliando a desigualdade (47) em tais pontos py da sequéncia obtida, tomando

o limite e usando (48), obtemos

2

0 < lim inf SAF(pi) < -nS(S —n),
k—o00 3

implicando que S > n. Mas, por outro lado, pelo Teorema 2.2, temos 0 < S < n. Logo

S =mn. Agora, pelo Teorema 2.3, concluimos que M" é isométrica ao cilindro hiperbdlico

H'(c;) x H" (cy), o que encerra a demonstragao. ]

Corolario 3.1 Seja M* uma hipersuperficie mdzima completa em H3(—1) com curvatura
escalar constante. Se M* possui curvatura de Gauss-Kronecker negativa e limitada longe
do zero, entio M* € isométrica ao cilindro hiperbélico H'(c;) x H3(cy), onde ¢; e ¢y sdo

constantes negativas.

Demonstragao. Basta observarmos que, para n = 4, a curvatura de Gauss-Kronecker
K < 0 se, e somente se, M* tem trés curvaturas principais com o mesmo sinal, e, portanto,

as condicoes do Teorema 3.1 sao satisfeitas. [ ]

Para a prova do préximo resultado, precisaremos de dois lemas auxiliares.
Antes, devemos recordar que, como Ric(v,v) > —(n — 1), para todo v € TM com
|v| = 1, temos que M™ é uma hipersuperficie completa com curvatura de Ricci limitada
inferiormente. Desde que S = 3, ; hi; > 0, se a curvatura de Gauss-Kronecker for nao
nula, S é uma funcao suave limitada inferiormente, e, portanto, podemos aplicar o Lema

2.2 para obtermos uma sequéncia de pontos p, em M" tal que

} 1 1 1
S(px) < inf S + o (VS(pr)| < o AS(py) > s (49)

Ademais, pelo Teorema 2.2, sabemos que S < n. Logo, tomando uma sub-
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sequéncia se necessario, podemos assumir que
k—o00

Lema 3.3 Seja M™ uma hipersuperficie mdxima completa com curvatura de Gauss-Kronecker
constante nao-nula em HY™. Suponha, também, que M™ possuin — 1 curvaturas princi-

pais com o mesmo sinal. Se existe uma subsequéncia de pontos {py} em M definida como
em (49) e (50) e tal que

| Ao (Pr)| = max{|hi;(pr)], 1 =1,...,n},
entdo lim h;;(pr) =0,i=1,...,n.
k—o0

Demonstracao. Para qualquer ponto p em M™ fixado, podemos escolher um referencial
ortonormal local {ey,...,e,} geodésico em p, tal que h;; = X\;d;; em p. Mudando a
orientacao de M™ e reordenando os campos vetoriais tangentes ey, ..., e, se necessario,
podemos assumir que as curvaturas principais verificam A, <0< A < A < ... < A\, 1.
Suponha que tal subsequéncia exista e, por simplicidade de notagao, vamos ainda denota-
la por {py}. Se necessario, considere as subsequéncias {p;} e {p)}, onde hy,;(pr) > 0 e
P (P),) < 0 e separemos nosso estudo para cada uma das subsequéncias.

Usando a subsequéncia {py }, e tomando um referencial adequado como descrito
anteriormente para cada ponto da subsequéncia, temos que €;(S)(pr) = S;(pr). Desde

que

VS(pr) = Z Si () e (),

temos que |V.S|(px) = v/>_,; SZ(px). Dali, por (49), segue que, nos pontos da subsequéncia
{ﬁk}7 1
[Sil < ¢

Consequentemente

_% < S(pr) =2 Zej(hij)hij> (Pr)

i7j

=2 Z Ahj> (Px)

n—1

i=1

n—1
=92 Z )\Z(h”] — hnnj)) (ﬁk)’
=1




n—1
onde, na ultima igualdade, usamos que \, = — E A;. Entao, uma vez que
i=1

Ping (Pr) = |Ponj (Pr)| > [Piis (P )|

da hipdtese, temos que —huy,; (Dr) < hiij(Pr) < P (D). Assim,

1 . . .
o8 < Ai(Pr) (hiij (Pr) — hanj(Pr)) <0,
pois, para i = 1,...,n — 1, as curvaturas principais \; sao positivas e, portanto,

lim A (Pr) (Riij (Pr) — Pnng (Pr)) = O,

k—00

pela desigualdade acima. Porém, de (50), obtemos que

) 1 1
0< lim — = — < 0.

Entao

0= lim ; Hm i (k) (hiij (Br) — Tonng (Pr)) = 1im (Riij(Pr) — Ponj (Br)),

0 que nos permite concluir que
n—1
0 = D Jim (s (7) = hons (7))

= klgglo (; hiij (D) — (n — 1)hnw‘<ﬁk)>

= lim (—nhpm;) (k)

k—o0

onde na terceira igualdade, usamos que Z;:ll hiij(Pr) = —hnn; (D). Logo
I () =
kl—g}o hnn] (pk) 0

Finalmente, para a subsequéncia {pj }, por (49) temos

n—1 n—1

1
D Nihisg + Anhng) (1) = > Nilthii — hn) (91) = S5(0fy) < T
=1 =1

Mas, raciocinando como anteriormente,

31

(51)
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da hipdtese, entao, temos que ;i (p)) < hiij(P)) < —hanj(P)), 0 que implica que

1
0 < Ni(Pk) (iij (Pl) — hons (Pk)) < z
e
Jlim A; (Pk) (iij (Pk) — Panj (D)) = 0.
Como no caso da subsequéncia {px} temos
lim hypni(py) =0 (52)
k—o0
Segue de (51) e (??) que limy_,o0 frpnj(pr) = 0 €, novamente como |hyp;(pr)| =
max{|h;;(pr)|, ¢ =1,...,n}, entdo limy_,o hi;j(pr) =0, parai =1,...,n. [ ]

Lema 3.4 Seja M™ uma hipersuperficie mdzima completa com curvatura de Gauss-Kronecker
constante nao nula em H™. Suponha, também, que M possuin—1 curvaturas principais
com o mesmo sinal. Se existe uma subsequéncia de pontos {py} em M satisfazendo (49)

e (50) e tal que

’hn71n71n<pk)’ = max{“%zn(pk)‘az = 17 s, = 1}7
entdo lim h,(pr) =0,i=1,...,n— 1.
k—o0

Demonstragao. Como na prova do Lema 3.3, suponha que tal subsequéncia exista e,
por simplicidade de notagao, continuemos a denoté-la por {px}. Se necessério, considere
as subsequéncias {pr} e {p,.}, onde h,—1n—1,(Pk) > 0 € hp_1n-1.(p)) < 0 e analisemos o
que ocorre para cada uma delas separadamente.

Por (49), temos

n—2
1
_E < Sn - (22:1: )\zhnn> + )\nflhnflnfln + )\nhnnn
n—2
= Z()\z - )\n)<hun - hnflnfln) - n)\nhnflnfln' (53)

i=1
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Além disso, temos que

An— n

-2
1 1 1 1 2
)\_7, _) n Z )\_ n—1ln—1n + Z <)\_ - /\_n> hn—ln—ln
)\ -n 1
wn n n— n N N hn— n—In- 54
> In—1 <)\n + ; )\j> In—1 (54)

Adicionando (53), multiplicada por (;—: + i %), com (54), multiplicada

por n,, obtemos

n n—2 n
_ N —_ — _ = E - >\z_)\n hiin_hnfnfn7

Jj=1

n—2
1 1 1
= _hzm> + _hn—ln—ln + )\_hnnn

onde omitimos acima o ponto pg. Voltando a escrever a equacao acima em py e tomando

o limite para k — oo, obtemos

—n n

lim <A_n - % + Zl %) (A = M) (Biin — P—1n—1n) (Px) = 0. (55)

Assim, usando (50) do mesmo modo que no Lema anterior, segue que

lim (h/zm - hn—ln—ln)(ﬁk) - 07

k—o0
e podemos concluir que
n—2
0 = im ((hin(Dr) — hn—1n—1n(Pk))
= k—o0
= k:h—{go(_(n — Dhn—tn—1n(Pr) — honnn (Pr))- (56)
Como
n—2

1
Z Az(hun - hn—ln—ln) + )\n(hnnn - hn—ln—ln) = Sn < Ey

=1
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temos

n—2
1
0 S >\n<hnnn - hn—ln—ln) < E - Zz:; )\z<hun - hn—ln—ln)a

onde, novamente, omitimos o ponto pi. Voltando a escrever a equacao em tal ponto py,

e tomando o limite para k — oo, segue de (50) e (56) que

im A (Dk) (P (Pr) — Pn—1n—1n(Pr)) = 0. (57)

k—o00

Uma vez que limg_00 A\ (Pr) < 0, por (56) e (57), obtemos

0 = lim(=(n = Dho1n-10(Pk) = Prnn(Px)) + Em (Rppn (Br) — Pn1n—1n (k)

k—o0 k—o00

= lim (—nhp—1n—1n(Dk))-

k—o0

Logo
lim hn71n71n<ﬁk> =0. (58)

k—o0

Como no caso da subsequéncia {py}, temos
lim Ay, 15-10(p}) = 0. (59)
k—o0

Portanto, segue de (58) e (59) que limy_ o0 Ap—1n—1n(pr) = 0 €, como |hy, 11 (pr)| =

max{|him(pr)|, i =1,...,n — 1}, entdo limg 0 hjin(pr) =0 parai=1,...,n — 1. [

Agora, estamos em condigoes de provar o seguinte

Teorema 3.2 Seja M™ uma hipersuperficie mdzima completa em Hy™(—1) com cur-
vatura de Gauss-Kronecker constante nao nula. Se M™ possui n — 1 curvaturas princi-
pais com o mesmo sinal em todo ponto, entao M™ € isométrica ao cilindro hiperbdlico

H(c;) x H" (cy), onde ¢1 e ¢y sio constantes negativas.

Demonstracao. Como no Teorema 3.1, para qualquer ponto p fixado em M"™, podemos
escolher um referencial local ortonormal {es,...,e,} geodésico em p tal que h;; = \;d;;
em p. Mudando a orientacao de M™ e reordenando, se necessario, os indices dos campos

vetoriais tangentes e;, podemos assumir que
)\n<0<>\1§/\2§~-§)\n—1-

Uma vez que a curvatura de Gauss-Kronecker K é uma constante nao nula,
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podemos raciocinar de modo similar & prova de (41), obtendo

n n—1 n—1
1 1 2 1 2
0=AF = =Y =h% - (+ =Y (5 h2
Z )\12 12 oy ()\22 + )\'L/\]) 1] — ()\ZQ + >\1)\n) mn
n—1 n
1 2 1 Ai + A+ A
_ E ( il | d J h2.
i=1 i#jF£k
+n(S —n). (60)

Como na prova do Teorema 3.1, vamos considerar os subconjuntos A, B e C,
onde g; € {1,...,n} é o maior indice tal que |hy,, ;| = max{|hy;|,i =1,...,n}.

Podemos reescrever a expressao (60) como

1 1 2
0 = — Z Fh?n‘_ Z (/\_124_ )\i)\j) hfw

i=r41 #7555 <n—15(3,7)#(g5,9) J=r+1,....t

1 2 ) d 1 2 ) 2
) e | () e )

=1 7j=1

12 ) , 1 2\
— + i + | — + Ny o s
P (/\721 )\])\ J (}\3] )‘j>‘gj> 95957

SNV OYE D YRS
32 () s
z;é;ék K

B Z ()\2 B )him (61)

j=t+1

Ainda do mesmo modo que na prova do Teorema 3. 1 podemos mostrar que,
~ n—1 1 2 2
com exce¢ao das somas » ., <>\—? + m) i Z] ) ( ) h:..;, todos as outras
somas em (61) sdo ndo positivas. Com efeito, a primeira e a segunda somas em (61)
sdo evidentemente nao positivas; prosseguindo analogamente como em (45) e (46) vemos

que a quarta e a quinta somas também sao nao positivas e por fim, a sexta soma é nao
Ai A+
XNidj Ak

Segue, entao, que

n—1 1 9 el . )
_ . hQ . . 1 h2 > ‘ )
; (A? " Mn> i tn(S =)= 3 (A% i AjAn) wnj 2 0 (62)

j=t+1

positiva, pois > 0, como vimos na prova do Teorema 3.1.

Usando o Lema 2.2 para a funcao S, obtemos uma sequéncia de pontos p, em
M™ satisfazendo (49) e (50). Calculando (62) em p; e tomando o limite para k — oo,

obtemos o resultado. De fato, dada uma tal sequéncia {p;}, tomando i = n e j =
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t+1,...,n—1no Lema 3.3, temos
. Ay (pr) = 0, (63)
k—o00

pois, para o conjunto C' = {t +1,...,n — 1}, vale que |hy,;| = max{|h;;|,i = 1,...,n}.

Note que, para 1 <1 < n—2, reenumerando as curvaturas principais, se necessario, temos

n—2

1 2 . )\n + 2/\,‘ o ()\z - An—l) - Ej=17j¢i )\j
A2 NN AN, A2\,

> 0. (64)

Portanto, exceto, possivelmente, o termo (/\3%1 + /\ni ,\n> h% 1, 1, todos os
outros termos na primeira parcela de (62) sdo nao negativos. Mas, se existir uma sub-
sequéncia de {pg} tal que |h,—1n—1n(pk)| = max{|hiin(px)|, parai =1,...,n—1}, o Lema
3.4 implica que

lim hn(pr) =0, i=1,...,n— 1. (65)
k—o0

Caso contrario, excluindo os pontos py tais que |h, 1,1, (Px)| = max{|him (pr)|,
1,...,n — 1} que sdo em quantidade finita, obtemos uma sequéncia {px} satisfazendo

|hiin (k)| = max{|hin(pr)|, parai=1,...,n — 1}, com [ # n — 1. Entao, temos que

1 2 1 2
()\_12 + m) hl2ln + ()\2_1 + )‘n—l)\n) h?@—ln—ln Z
1 1 1 1
— 4+ —+2 h?
{)‘12 " /\72171 * <>‘l)‘n * )\n—l)\n>:| n-in=ln
1 1 \? Mo+ N+ A
- [()\_z D) 1> +2( N1 1)] Pncinan (90

Calculando (62) em p; e tomando o limite para k — oo, de (63),(64),(65) e

(66), obtemos que n(inf S —n) > 0, o que implica que inf S > n. Pelo Teorema 2.2, temos

que sup S < n, donde obtemos n < inf S < supS < n e infS = supS = n. Logo, pelo
Teorema (2.3), concluimos que M" é isométrica ao cilindro hiperbélico H(¢;) x H" ! (cy).
[

Corolario 3.2 Seja M* uma hipersuperficie mdzima completa em H3(—1) com curvatura
de Gauss-Kronecker constante negativa, entdo M* € isométrica ao cilindro hiperbélico

H(c;) x H3(cy), onde ¢ e ca sao constantes negativas.

Demonstragao. Desde que M* tem curvatura de Gauss-Kronecker constante negativa,
entdo M* tem trés curvaturas principai inal bast li
p pais com o mesmo sinal e agora basta aplicarmos o

Teorema 3.2. ]
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Wu (2010) construiu infinitas hipersuperficies méximas nao isométricas mu-
tuamente em H?™ com duas curvaturas principais distintas A e p, com multiplicidades
n — 1 e 1, respectivamente. Considerando A > 0,m = 1 e H; = 0, pelo Teorema 3.1 no

trabalho de Wu (2010), w = A~ satisfaz a equacao diferencial ordindria

d*w

— =w(—=(n—=1)N+1), 67

= (=N + 1) (67)
a qual, por integracao reduz-se a (3—2’)2 = c+w? " +w?, onde ¢ < 0 é constante. A solucao
constante positiva A = /-5 corresponde ao cilindro hiperbdlico H(¢;) x H"*(cs).

Tomando qualquer solu¢ao nao constante A de (67) e aplicando o método
desenvolvido por Wu (2010), obtemos uma hipersurperficie completa maxima M de -

cuja curvatura escalar R e curvatura de Gauss-Kronecker K sao dadas por
K=p\""1t=—(n—1)\",

pois 0 =H = (n— 1)\ + p e de (6)

R:—1+ﬁ8:—1+ﬁ((n—1w+u2) = -1+ A%
ja que p? = (n — 1)\

Além disso, Wu (2010) também provou no Teorema 4.3 de seu trabalho que
qualquer hipersuperficie construida de acordo com este método e nao-isométrica a H'(¢;) x
H"1(cy) deve satisfazer inf(A — )% = 0, ou equivalentemente inf A = 0.

Assim, M™ ¢é uma hipersuperficie méxima completa de H?™' cuja curvatura

escalar R e curvatura de Gauss-Kronecker K satisfazem:
0=inf|K|, K=—(n—1)\", R=-1+X\ >0,

A nao constante.
Isto mostra que as hipéteses nos Teoremas 3.1 e 3.2 deste trabalho nao podem

ser retiradas.
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