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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho investigamos o problema de Yamabe modificado em variedades
de dimensao quatro cujos invariantes modificadores dependem dos autovalores do tensor de
Weyl e sdo descritos em termos do maximo e minimo da curvatura biortogonal (seccional).
Fornecemos algumas propriedades geométricas e topoldgicas para tais variedades em termos
destes invariantes. Na segunda parte investigamos os pontos criticos do funcional curvatura
escalar total restrito ao espaco de métricas com curvatura escalar constante e volume unitario,
abreviadamente chamamos de métricas CPE. Conjecturou-se na década de 1980 que toda métrica
CPE deve ser Einstein. Provamos que tal conjectura € verdadeira sob uma condic¢io de nulidade

sobre o divergente de segunda ordem do tensor de Weyl.

Palavras-chave: Problema de Yamabe. Curvatura biortogonal. Variedade compacta. Curvatura

escalar. Métricas criticas. Variedade Einstein



ABSTRACT

In the fisrt part of this work we investigate the modified Yamabe problem on four-dimensional
manifolds whose the modifiers invariants depending on the eigenvalues of the Weyl curvature
tensor and they are described in terms of maximum and minimum of the biorthogonal (sectional)
curvature. We provide some geometrical and topological properties on four-dimensional mani-
folds in terms of these invariants. In the second part we investigate the critical points of the total
scalar curvature functional restricted to space of metrics with constant scalar curvature of unitary
volume, for simplicity CPE metrics. It was conjectured in the 1980’s that every CPE metric must
be Einstein. We prove that such a conjecture is true under a second-order vanishing condition on

the Weyl tensor.

Keywords: Yamabe problem. Biorthogonal curvature. Compact manifolds. Scalar curvature.

Critical metrics. Einstein manifolds
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1 INTRODUCAO

Sejam M uma variedade suave compacta fechada e .# o conjunto das métricas
Riemannianas em M. Um problema cldssico em geometria € encontrar uma métrica g € . de
curvatura escalar constante. Em dimensdo dois um resultado cldssico de uniformizagdo garante
que dada uma superficie Riemanniana (Mz, g) existe uma funcdo suave u > 0 em M? e uma
métrica g = u’g, tais que, (M 2 &) possui curvatura Gaussiana constante, neste caso a métrica g é

dita conforme a g. Neste contexto Yamabe (1960) propds o seguinte problema:

Dada uma variedade Riemanniana compacta (M",g) de dimensdo n > 3 encontrar

uma métrica conforme a g com curvatura escalar constante.

A resposta afirmativa para esta questio foi obtida combinando resultados de Aubin
(1976), Schoen (1984), Trudinger (1968) e Yamabe (1960). Tais resultados t€m como peca
fundamental o estudo do invariante de Yamabe. Mais precisamente, dada uma variedade suave
M" de dimensio n, denote por [g] = {g € .# /g = u*g,u > 0} o conjunto das métricas conformes

a uma métrica fixada g. A constante de Yamabe de (M",g) é dada por

Y(M"[g)) = inf — / RedVy.
gelgl (fpdVg) ™ M

O invariante de Yamabe de M" é dado por
Y(M) = supY (M", [g]).
l¢]
Tal invariante aparece em resultados de classificac@o topoldgica ou diferencidvel de variedades
de dimensdo n > 2.

No caso bidimensional o sinal da caracteristica de Euler ja nos fornece uma boa
compreensao de tais variedades, em dimensao trés, Schoen e Yau (1979) obtiveram uma clas-
sificacdo das variedades compactas com invariante de Yamabe positivo. Em dimensao n > 4
apenas a positividade do invariante de Yamabe se mostrou uma condi¢do fraca para obter-se
uma classificacio satisfatéria, dessa forma algumas hipéteses adicionais foram consideradas por
alguns autores. Por exemplo, em dimensao quatro, Chang, Gursky e Yang (2003) provaram o
seguinte resultado.

Teorema (CHANG et al., 2003) Seja (M*,g) uma variedade compacta de dimensdo quatro com
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invariante de Yamabe positivo. Suponha que
WP PV, < 4 0n),

onde W* : A* — A* sdo as partes auto-dual e anti-auto-dual do tensor de Weyl e x (M) denota
a caracteristica de Euler de M*. Entdo, M* é difeomorfa a S* ou RP*.

Primeiramente, baseado no artigo Modified Yamabe Problem on 4-dimensional
Compact Manifolds, do autor em parceria com Costa e Ribeiro Jr., estudaremos problemas
de classificagdo e algumas estimativas geométrico-topoldgicas de variedades compactas de
dimensdo quatro, considerando hipéteses sobre um invariante de Yamabe modificado. Uma
extensdo do problema de Yamabe foi abordada por Gursky e LeBrun (1998). A ideia ¢ modificar
a curvatura escalar da expressao integral da constante de Yamabe por uma fun¢do que satisfaz
certas propriedades de invaridncia conforme. Neste contexto, considere para cada métrica
g € ./ uma fungdo f(g) > 0 de classe C%*(M) satisfazendo a seguinte propriedade de mudanca
conforme: se § = u’g, entdo f (g = u’f (g), nestas condi¢Oes a curvatura escalar modificada
de (M",g) é dada por R, — f(g), onde R, ¢ a curvatura escalar na métrica g. Usando a curvatura
escalar modificada definimos analogamente a constante e o invariante de Yamabe modificados.
A geometria global desses invariantes em dimensao quatro foi estudada por Itoh (2005), o
qual considerou func¢des modificadoras dependendo do tensor de Weyl e provou resultados de
existéncia de minimizantes para o problema de Yamabe modificado. Além disso, provou uma
relacdo entre invariante de Yamabe modificado positivo e curvatura escalar modificada positiva.
Mais precisamente, sejam Yr(M, [g]) e Y¢(M) a constante de Yamabe modificada e o invariante de
Yamabe modificado, respectivamente. Itoh (2005) mostrou que para cada métrica g € .# existe

uma métrica g € [g] com curvatura escalar modificada R; — f(W;) constante. Em particular,

Re— f(Wg) = Yr(M, [g]).

Além disso, existe uma métrica g € .# com curvatura escalar modificada R, — f(W;) positiva
se, e somente se, Yy(M) é positivo. Ele ainda provou uma versdo do teorema de classificagio

topoldgico de Micallef e Moore (1988) observando que a positividade do operador

R
oW Q* (M) — Q*(M),

onde W é o operador de Weyl agindo sobre 2-formas, pode ser escrita em termos das curvaturas
escalares modificadas

+ +



13

onde w3jE ¢ o maior autovalor da parte auto-dual e anti-auto-dual do operador de Weyl.
Observemos que a norma do tensor Weyl e seus autovalores como fungdes definidas

em M* satisfazem a seguinte regra de mudanga conforme

@ =u"f(g),

onde g = u”g, desta maneira tais fungdes surgem como canditados naturais para definirmos
curvaturas escalares modificadas. Baseados nisto, iremos considerar na primeira parte do nosso

trabalho trés funcoes especificas, a saber:

W) = —6(w] +w)
HLW) = 6(wy +w3) (1.1)
(W) = 3(wi+wy),

onde wf sdo os autovalores dos operadores W e W, respectivamente. Tais funcdes satisfazem
a regra de mudanga conforme e sdo nao-negativas. Uma peca chave no nosso estudo € a
relacdo dos autovalores do operador de Weyl com a média da curvatura seccional de dois planos
perpendiculares (ver Proposicao 2.3.1), nos remetendo ao conceito de curvatura biortogonal.
Neste sentido, consideremos (M*,g) uma variedade Riemanniana suave de dimensdo quatro,

dado um plano P C TpM4, a curvatura (seccional) biortogonal de P € definida por

KJ_(P) — K(P) —;K(PL)’

onde P é o plano ortogonal a P. Essa nocdo de curvatura apareceu em (CHERN, 1955), também
foi estudada por Singer e Thorpe (1969) e posteriormente por Gray (1972), Seaman (1991),
Noronha (1995) e mais recentemente por Bettiol (2014) e Costa e Ribeiro (2014). As funcdes
que tomam o maximo e o minimo da curvatura biortogonal em cada ponto p € M* desempenham

um papel fundamental no nosso contexto, denotemos

Ki (p) = min{K*(P);P C T,M}, (1.2)

K3 (p) = max{K*(P);P C T,M}. (1.3)

Usando uma relagdo entre o mdximo e minimo da curvatura biortogonal com os autovalores
do tensor Weyl nossas curvaturas escalares modificadas passardo a depender da curvatura
biortogonal, este fato € interessante devido ao cardter de invariancia conforme que as funcoes

modificadoras satifazem, pois a curvatura seccional ndo € um invariante conforme.
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Nosso primeiro resultado é um teorema de classificacao sob a hipdtese do invariante
de Yamabe modificado
Iy . 3 B AL
Yi(M*,[g]) = inf {—1/ (R - 4K, )dVg} (1.4)
gclel (2Vol(M, g)2 /M
ser nao negativo.

Teorema (COSTA et al., 2016) Seja (M4, g) uma variedade Riemenniana de dimensdo quatro
compacta, orientada e simplesmente conexa com curvatura escalar positiva, tal que, toda 2-
forma harménica tem norma constante. Se Y;-(M*,[g]) > 0, entdo uma das seguintes situagées
ocorre:

1. M*¢ homeomorfa a S*:

2. M* é difeomorfa a CP?;

3. ou M* é isométrica a Ml2 X M%, onde cada Ml2 é difeomorfa a esfera S*.

Nossa hipotese adicional sobre formas harmonicas se torna de certa forma natural
uma vez que o teorema de Hodge identifica o espago das formas harmonicas com o espaco dos
grupos de cohomologia de de Rham, os quais, definem propriedades topoldgicas da variedade.

Consideremos o funcional conformememnte invariante (Ver Proposicdo 3.1.2)
&+ M — R definido por

El(g) = / (Rg — 12K7)*dV,.
M
Obteremos um teorema de classificacdo com hipétese sobre a limitagdo de éaﬁ. Mais precisa-
mente, obtemos o seguinte resultado.
Teorema (COSTA et al., 2016) Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo quatro
compacta, orientada e simplesmente conexa. Suponha ainda que a curvatura escalar seja
positiva.
1. Se &-(g) < 9672, entdo M* é homeomorfa a S* ou CP2.
2. Se &-(g) < 7272, entdo M* é homeomorfa a S* ou &;-(g) = 727% e neste caso, existe
uma métrica g € [g|, tal que, (M4,§) é isométrica a CP? com a métrica de Fubini-Study.

Finalizando a primeira parte deste trabalho apresentaremos estimativas da caracte-

ristica de Euler (invariante topolégico) em fung@o do invariante conforme % obtido a partir do

funcional

Y (M[g)) = [ WV,
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com hipdteses sobre as constantes de Yamabe cldssica e modificada. Ademais, iremos caracterizar

os casos "6timos". Kobayashi (1982) estudou o invariante
W (M) = inf / W, |dV,
(1) = inf | [W,av

e demonstrou que o mesmo reflete varias propriedades topoldgicas da variedade. Observe
que se (M*,g) é localmente conformemente flat, entio W(M) = 0. A reciproca, porém, nio é
verdadeira.

Para o resultado seguinte consideremos as seguintes curvaturas escalares modificadas
_ + - _ + -

com suas respectivas constantes de Yamabe modificada Y (M*, [g]) e Y3 (M?, [g]).
Teorema (COSTA et al., 2016) Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo quatro
compacta e orientada.

1. SeY(M* [g]) <0eY'(M* [g]) >0, entio
Amx (M) < W (M, [g]).

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma métrica g € [g|, tal que, o
recobrimento universal de (M*, g) é isométrico ao plano hiperbdlico complexo CH? com
a métrica de Bergman.

2. SeY(M*, [g]) <0eY3(M* [g]) >0, entdo

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma métrica g € [g|, tal que,
o recobrimento universal de (M*,3g) é isométrico ao produto dos planos hiperbélicos

H2 x H2 com curvatura seccional constante c.
Na segunda parte deste trabalho, baseados no artigo Critical Metrics of the Scalar
Curvature Functional Satisfying a Vanishing Conditions on the Weyl Tensor, do autor, estuda-
remos métricas criticas do funcional curvatura escalar total restrito a certas condi¢des, mais
precisamente, seja M" uma variedade compacta e .| o conjunto das estruturas Riemannianas

de M" de volume unitério, isto é,

M\ = {g : métrica Riemanniana em M; Vol,(M) = 1}.
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Se g € .# definimos o funcional curvatura escalar total ou o funcional de Einstein-Hilbert,
X . M — R, por
H(g) = /MRngg, (1.5)

onde R, e dV, sdo a curvatura escalar e a forma de volume da métrica g, respectivamente. As
métricas criticas do funcional % sdo sempre Einstein, para mais detalhes ver Capitulo 4 em
(BESSE, 2008). Além disso, o funcional de Einstein-Hilbert restrito a uma classe conforme é
simplesmente o funcional de Yamabe, o qual é minimizado pelas métricas com curvatura escalar

constante na classe conforme fixada. Em virtude disso € natural considerar o seguinte conjunto
¢ = {g € M;Rgq é constante }.

Sob algumas condicdes genéricas, 4 é uma variedade de dimensao infinita (KOISO, 1979), ver
também Teorema 4.44 em (BESSE, 2008).

Nos anos 80 conjecturou-se que os pontos criticos do funcional curvatura escalar
total Z restrito a ¢ sdo sempre Einstein (cf. (BESSE, 2008), p. 127). Neste contexto, a equagao

de Euler-Lagrange da a¢@o do funcional Einstein-Hilbert restrito a 4" pode ser escrita como

R
L4(f) = Ricg — fg, (1.6)

7z

onde f € uma fun¢do suave em M" e £; € 0 L?-adjunto da linearizacdo do operador curvatura

escalar £, dado por

£;(f) = —(Ayf)g+Hessgf — fRic,.

Em particular, a Equacdo (1.6) pode ser reescrita como
: Rg - Rg
Rlcg—7g:Hessgf— (Rlcg—ﬁg>f, (1.7)

onde Ricg, R, € Hess, f denotam o tensor de Ricci, a curvatura escalar e o hessiano da fung¢io
fem (M",g), respectivamente. Uma variedade compacta (M", g) juntamente com uma fungao
suave f satisfazendo (1.7) € denominada uma métrica CPE. Nesses termos a conjectura citada
acima pode ser expressa como
Conjectura Toda métrica CPE é Einstein.

ODurante as dltimas décadas vdrios autores tentaram resolver tal conjectura, mas até
0 presente momento apenas respostas parciais foram obtidas, em particular respostas parciais

sob condicdes sobre o tensor de Weyl e do seu divergente, isto €, Weyl harmonico. Por exemplo,
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Lafontaine (1983) provou a conjectura sob a condi¢do de localmente conformemente flat (i.e.,
W =0) e Ker £5(f) # 0. Em 2011 Chang, Hwang and Yun retiraram a condi¢io Ker £;(f) # 0,
veja Corolario 1.3 em (CHANG et al., 2014). Chang, Hwang e Yun (2014) provaram a conjectura
com a hipdtese adicional de curvatura harmonica, que no caso de curvatura escalar constante
¢ equivalente ao tensor de Weyl harmonico (i.e., diviW = 0). Em dimensdo quatro, Barros e
Ribeiro (2014) provaram a conjectura no caso semi-conformemente flat, isto é, W = 0 ou
W~ = 0. Ainda em dimensdo quatro, Barros, Ribeiro Jr e Benedito (2015) provaram o caso
diviW* = 0, isto é, uma condicio de harmonicidade da parte autodual ou antiautodual do tensor
de Weyl. Enquanto Qing e Yuan (2014) obtiveram o resultado para variedades Bach-flat em
dimensao qualquer, a condi¢cdo de nulidade do tensor de Bach pode ser vista como uma condi¢do
envolvendo termos de ordem zero e ordem dois do tensor de Weyl. Para mais resultados parciais
relacionados a conjectura CPE ver (BENJAMIM, 2015) e (BENEDITO, 2015).

Recentemente Catino, Mastrolia and Monticelli (CATINO et al., ) obtiveram uma
importante classificagdo para solitons de Ricci do tipo gradiente assumindo uma condi¢do de
nulidade sobre a divergéncia de quarta ordem do tensor de Weyl. Mais precisamente, provaram
que qualquer soliton de Ricci do tipo gradiente de dimensdo n (> 4) com divergente de quarta
ordem do tensor de Weyl nulo (i.e. div*(W) = 0) é Einsten, um quociente finito de N" % x R
(k > 0) ou o produto de uma variedade Einstein N*~* com o shrinking Soliton Gaussiano R¥.
Destacamos que

div (W) = Wijuiju

onde os indices apds a virgula representam a derivada covariante. Baseados nas ideias desenvol-
vidas em (CATINO et al., ) provamos que a conjectura acima € verdadeira assumindo a hipdtese

do divergente de segunda ordem do tensor de Weyl nulo, isto €,
diV2W = VVijkl,ij =0.

Mais precisamente, temos o0 seguinte teorema.
Teorema (SANTOS, 2017) A Conjectura CPE é verdadeira para variedades de dimensdo n > 4
satisfazendo div?W = 0.

A condi¢ao acima é claramente mais fraca que a hipétese de localmente confor-
memente flat e tensor de Weyl harmonico que sdo consideradas em (LAFONTAINE, 1983) e
(CHANG et al., 2014), respectivamente.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo € apresentar o material basico necessario para a boa
compreensdo dos capitulos seguintes. Em tudo o que segue (M",g) denotard uma variedade
Riemanniana de dimensdo n com métrica g e conexao de Levi-Civita V. O anel das fun¢des

diferencidves (suaves) ou de classe C* definidas em M serd denotado por C*(M).

2.1 Conceitos basicos de geometria Riemanniana

Considerando (M",g) uma variedade Riemanniana suave. Denotaremos por X(M)
o conjunto dos campos vetoriais suaves em M, isto é, as secdes do fibrado tangente 7M.
Considerando uma conexao em uma variedade Riemanniana podemos definir um tensor de
curvatura. Este tensor mede o quanto a variedade em questdo deixa de ser plana. Tomando os
tracos do tensor de curvatura obtemos vdrias outras noc¢des de curvatura que desempenham um
papel fundamental no contexto da geometria Riemanniana, as quais descreveremos em seguida.

O tensor de curvatura é um (1, 3)-tensor
R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M),
definido por

R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—Vix yZ.

Para mostrar que o operador acima definido € um tensor, relembramos que a segunda derivada

covariante em X e Y € tensorial e um célculo simples mostra que
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

para toda fun¢do f em C*(M). Usando o tensor de curvatura R juntamente com a métrica g

definimos o tensor curvatura de Riemann ou tensor curvatura total como o (0,4)-tensor
Rm:X(M)xX(M)xX(M)x X(M) — C™ (M),
definido por

Rm(X,Y,Z,W) =g(R(X,Y)Z,W),

em coordenadas,

Jd d d 4 Jd d Jd 0
Rija =Rm (a—a—ﬁﬁ) ~:g(R (a—a—) ﬁw) 1)
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As propriedades do tensor de curvatura e do tensor curvatura de Riemann sao dadas na seguinte

proposicao.

Proposicao 2.1.1 O tensor de curvatura R e o tensor curvatura de Riemann Rm satisfazem as
seguintes propriedades:

1. Rm é antisimétrico nas duas primeiras e nas duas tiltimas entradas,
Rm(X,Y,Z,W)=—Rm(Y,X,Z,W)=—Rm(X,Y,W,Z).
2. Rm é simétrico entre as duas primeiras entradas e as duas tiltimas,
Rm(X,Y,Z,W)=Rm(Z,W.X,Y).

3. R satisfaz uma propriedade de permutacdo ciclica, chamada de primeira identidade de
Bianchi,

R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X = 0.
4. A derivada covariante VR satisfaz uma permutagdo ciclica, chamada de segunda identi-
dade de Bianchi,
(VRz)(X,Y)W + (VRx)(Y,Z)W + (VRy)(Z,X)W = 0.

Dados dois vetores X e Y ndo nulos e lineramente independentes em 7,M definimos a curvatura

seccional do plano P = span{X,Y } por

Rm(X,Y,X,Y
K(P)=KX.1)= rxmérz —g<x,>Y>'

O tensor de Ricci denotado por Ric € o traco do tensor Rm, em coordenadas,
Rix := gjiRijk

e a curvatura escalar R € o traco do tensor de Ricci.

Relembremos alguns tensores importantes no estudo das propriedades de uma varie-
dade Riemanniana (M", g), n > 3. No que segue iremos adotar a linguagem em coordenadas,
primeiramente o tensor de Weyl W, o qual € definido pela seguinte formula de decomposicao do

tensor curvatura de Riemann

1
Rijw = Wiju+ > (Rigji +Rjigik — Rug jx — Rjkgin)
R
—m<gjlgik _gilgjk)- (2.2)
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O segundo € o tensor de Cotton C que € definido por

) (Rigjk — Rjgik)- (2.3)

1
Cijk = Rjk,; — Rik,j — 2n=1)

Os indices apds a virgula representam a derivacao covariante. Para n > 4 os tensores de Weyl e

Cotton satisfazem a seguinte relacao

(n—2)

Cijk = —qukl,z' (2.4)
Além disso, o tensor de Cotton satisfaz as seguintes propriedades
Cijk=—"Cjix ¢ Cijx+Cji+Cpj=0. (2.5)
Em particular, pela antisimetria e pelo Lema de Schur, tem-se
§CH = g% Cij = g™ Cijp = 0. (2.6)
Ressaltamos que o tensor de Cotton tem divergente nulo na tltima entrada, isto €,
Cijkx = 0. (2.7)

Relembremos também que o tensor de Bach de uma variedade Riemanniana (M",g), n > 4,
o qual foi introduzido por volta de 1920 no estudo de relatividade, € definido em termos das
componentes do tensor de Weyl como segue

1
Wikt + ——=RuWikji- (2.8)

Bij = n—2

n—3

Em particular, usando (2.4) temos imediatamente

1
Bij = P (Ckij,k +R1kWikﬂ> . (2.9)

Observe que o tensor de Bach € simetrico e possui trago nulo. Ademais, pelo Lema 5.1 em

(CAO; CHEN, 2013) o divergente de B é dado por

n—4

Bijj= (-2

R Cijk- (2.10)
Em dimensao 3 o tensor de Bach é definido como a divergéncia do tensor de Cotton, isto €,

Bix = Cjik, j-
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2.2 Geometria em dimensao quatro

O estudo das variedade de dimensdo quatro € muito intrigante, isso se deve em parte
pelos fendmenos particulares desta dimens@o. No estudo da classificacdo de tais variedades sob
0 aspecto topoldgico temos grandes contribui¢des de Freedmam (1982) e Donaldson (1983),
seus trabalhos nos ddo uma classificacdo baseada em invariantes homotépicos, em particular
topoldgicos. Nesta se¢do iremos apresentar nocdes e conceitos basicos para o entendimento de
tais invariantes e sua dindmica nos resultados que serdo usados nos capitulos seguintes.

Seja M" uma variedade diferencidvel de dimensao n. Considere o seguinte fibrado

AN(M) = UpenAN(T,M).

Definiciio 2.2.1 O espaco das secdes de A*(M) é denotado por Q¥(M), isto ¢,
QX (M) =T(QF(M)).
Elementos de Q*(M) sdo chamadas de k-formas diferenciais, ou simplesmente, k-formas.

As k—formas desempenham um papel fundamental na decomposi¢do do tensor de
curvatura, principalmente no caso de dimensdo quatro, como veremos adiante. Relembremos
que operador estrela de Hodge é uma tnica aplicagio linear * : Q¥(M) — Q"% (M) que satisfaz
a identidade

OA*N = (0,N),dV;.

Em particular, no contexto de dimensao quatro o operador estrela de Hodge € um endomorfismo

sobre o fibrado das 2-formas Q?(M), isto &,
.02 2
£ QX(M) — Q*(M),

além disso, satisfaz x> = Idg2, dessa forma o operador estrela de Hodge decompde o fibrado das
2—formas nos autoespacos referentes aos autovalores 1 e —1. De maneira mais precisa temos a
seguinte decomposicao

Q*(M)=A"MaA M, (2.11)

onde ATM = {o € Q*(M);*a = ot} é a parte autodual de Q>(M) e AM = {o € Q*(M);xa =

—a} é a parte antiautodual de Q*(M). Além disso, podemos definir o operador curvatura %R
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agindo nas 2—formas a partir do tensor de Riemann Rm como
Ro =) Rijuw;j,
k<l

a decomposicdo em (2.11) permite escrever o operador curvatura como
R =R +R_+RT+R]

onde os termos ‘ﬁi sd0 exatamente as partes que preservam (9%1,9{:) ou invertem (R, R a
decomposi¢do acima. Usando a decomposicao algébrica do tensor de curvatura total Rm junta-
mente com a decomposi¢ao descrita acima obtemos uma decomposicao baseada em dualidade
do tensor de Weyl

W=Wraow",

onde W € a parte autodual e W~ é a parte antiautodual. Ademais, fixado um ponto, podemos
diagonalizar W* de modo que wii, 1 <i < 3, 530 seus respectivos autovalores. Em particular,
satisfazem

wfgwécgw? e wf+w2i+w3i20. (2.12)

A decomposi¢do (2.11) ainda nos diz que o operador de curvatura R pode ser

reescrito da seguinte maneira

wt+£1  Ric

R = , (2.13)

o X

Ric  |wW-+£1

onde Ric = Ric — § g € o tensor de Ricci sem traco e Ric' éa adjunta de Ric. Para mais detalhes
ver (BESSE, 2008).

Uma importante ferramenta no estudo de restricdes topoldgicas via propriedades
geométricas de uma variedade € o estudo dos grupos de Cohomologia de de Rham combinados
com férmulas do tipo Weintzenbdck, nesse contexto as formas harmonicas surgem de maneira
natural em func¢do do teorema de Hodge que descreveremos mais adiante. Relembremos a

defini¢do de grupo de Cohomologia de de Rham.
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Definicao 2.2.2 O p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de uma variedade M" é o espaco

quociente (vetorial)

_#r(m)
HgR(M> - ,%’P(M) 9
onde
ZP(M) = Ker[d : QP (M) — QP TV (M)] = { p-formas fechadas em M}
e

BP (M) = Im|d : Q" (M) — QP (M)] = { p-formas exatas em M}.

No caso de M ser compacta o teorema a seguir nos fornece uma maneira precisa de escolher um

representante sem ambiguidade e com uma caracteristica particular (p-forma harmonica).

Teorema 2.2.1 (Hodge) Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Entdo toda classe de
Cohomologia de de Rham em H 5R (M) (0 < p < n=dimM) possui exatamente uma p-forma

harménica.

A dificuldade do resultado acima estd na demonstracio da existéncia de tal representante em uma
dada classe de cohomologia, a qual pode ser feita usando célculo variacional a fim de encontrar
um minimizante para um certo funcional sobre tal classe. A unicidade segue de um célculo direto
usando as propriedades da diferencial d e de seu adjunto a codiferencial d*. De fato, considere

oy, € QP (M) cohomélogas e harmdnicas, assim
(01—, 01 —@) = (@ —a,dn)
= (&' (01 —a),n)

= 0,

onde a dltima igualdade se deve ao fato de toda p-forma harmonica (A®w = 0) ser fechada
(dw = 0) e cofechada (d*®w = 0). Uma consequéncia do teorema de Hodge € a finitude da
dimensao dos grupos de cohomologia como espacos vetoriais, este fato nos permite definir de

maneira concisa o seguinte invariante

Definicao 2.2.3 O p-ésimo niimero de Betti de uma variedade M" é dado por

b, =dimH7(M).
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Os ntimeros de Betti sdo importantes invariantes homotdpicos com um papel fundamental no
estudo da classificacdo topoldgica de variedades. No caso de M" ser uma variedade compacta e
orientada de dimensao n temos uma simplificacao para tais invariantes devida a dualidade de
Poincaré que afirma que o p-ésimo nimero de Betti € igual ao (n — p)-ésimo nimero de Betti,
isto é, vale a seguinte relacdo:

bp=bu_p.

Outro importante invariante topoldgico no estudo da classificacio de variedades € a caracteris-
tica de Euler y (M), a qual admite uma representacéo via nimeros de Betti, mais precisamente,
se M" é uma variedade compacta e orientada vale a seguinte identidade
X(M) =Y (=1)Pb),. (2.14)
p=0
Se n = 4, pela teoria basica de cohomologia de de Rham b, = 0 para p > 4. Ademais, se

considerarmos M* orientada e simplesmente conexa pela dualidade de Poincaré temos
by=b3=0 e by=bs=1.
Neste caso a expressao (2.14) é consideravelmente simplificada
X(M)=by+2.

Isto mostra que no caso de dimensao quatro a informacao topoldgica das variedades orientadas e
simplesmente conexas estd no segundo grupo de cohomologia de de Rham. Pelo Teorema (2.2.1)
H?.(M) é isomorfo ao espago das 2-formas harménicas, denotemos por 7 (M) tal espago. O
espaco das formas harmonicas por sua vez admite uma decomposi¢ao baseada em dualidade

como estd descrito na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.2.1 O operador estrela de Hodge comuta com o operador Laplaciano (Beltrami)
em QP (M), isto é,

Demonstra¢do: Demonstraremos o caso de dimensdo quatro e os operadores agindo em 2-formas,
pois este € o caso que nos interessa. Mas, de fato, a comutatividade vale em geral para qualquer

p-formas em qualquer dimensdo. Como

A =dd* +d*d,
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onde d ¢ a diferencial e d* o codiferencial, o qual podemos escrever como d* = — *x d*. Portanto,

Ax = (dd"+d*d)x
= (d(—#dx*)+ (—*dx)d) x
= —dxd**—x(dx)?
= —dxd+x*d(—xdx)d
= #(—xdx)d+*d(—*dx*)d
= A,

onde usamos o fato que ** = Idgy 4. O
A proposicdo acima nos garante a seguinte decomposi¢ao para o espago das 2-formas

harmonicas

HM) =t ® A,

nos fornecendo dois invariantes fundamentais no estudo das variedades em dimensao quatro. A
saber, denotamos

bt =dim#T e b =dim# .

Assim o segundo nimero de Betti se escreve como b, = b™ + b~ . Os trabalhos de Freedman
(1982) e Donaldson (1983) nos fornecem uma classificagdo topoldgica das variedades de dimen-

sdo quatro baseada na seguinte definicao.

Definiciio 2.2.4 Uma variedade suave M* compacta e orientada é dita positiva (respectivamente,
negativa) definite se b~ = 0 (respectivamente, se b* = 0). Se b™ =0 ou b~ = 0 dizemos

simplesmente que a variedade é definite.
Como consequéncia dos trabalhos de Freedman e Donaldson temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.2 (FREEDMAN (1982), DONALSON (1983)). Seja M* uma variedade de dimen-
sdo quatro compacta e simplesmenste conexa. Se M* é definite, entdo é homeomorfa a:
i. S* se o segundo niimero de Betti by = 0, ou

ii. Soma conexa (CIP’zjj...ﬁ(CIP’z( byvezes), se by > 0.
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2.3 Curvatura biortogonal e o problema de Yamabe modificado

Um conceito central no nosso contexto € o de curvatura (seccional) biortogonal, esta
no¢ao de curvatura, como iremos ver adiante, estd entre a curvatura seccional e a curvatura
escalar, nao influenciando a curvatura de Ricci. Considere p € M*ePC T,M um plano, se

denotarmos por K(P) a curvatura seccional do plano P, entdo temos a seguinte defini¢do

Definicao 2.3.1 A curvatura (seccional) biortogonal de P é dada por

K(P)+K(PY)

KH(P) = =S,

(2.15)

onde P+ é o plano ortogonal a P.

Como nossa variedade tem dimensdo quatro a escolha de um plano, isto €, de
um subespago bidimensional em 7,,M, garante a consisténcia da defini¢do acima. Existem
defini¢cdes de curvatura neste mesmo sentido em dimensoes arbitrdrias, para maiores detalhes
veja (BETTIOL, 2014 e COSTA, RIBEIRO JR., 2014).

A soma de curvaturas de planos ortogonais foi considerada por Chern (1955), Singer
e Thorpe (1969), também foram estudadas por Gray (1972), Seaman (1991) e Noronha (1995).
Porém, apenas em (COSTA, 2004), (COSTA; RIBEIRO, 2014) e (BETTIOL, 2014) que o termo
curvatura biortogonal foi introduzido. Surpreendentemente, S' x S* com sua métrica candnica
tem curvatura biortogonal positiva, o que mostra que a positividade da curvatura biortogonal
ndo implica na positividade da curvatura de Ricci. De fato, curvatura biortogonal positiva é uma
condicdo intermedidria entre curvatura seccional positiva e curvatura escalar positiva. Ademais,
uma variedade compacta de dimensdo quatro € Einstein se, e somente se, K L=K (SINGER;
THORPE, 1969), isto é, estudar curvatura biortogonal no caso Einstein € equivalente a estudar
simplesmente a curvatura seccional.

Em seguida iremos deduzir algumas expressdes que relacionam a curvatura biorto-

gonal com os autovalores do operador de Weyl. Para isso, consideremos as seguintes func¢oes

Ki(p) = min{K*(P);P C T,M}, (2.16)
K3 (p) = max{K*(P);P C T,M} (2.17)
€
R(p)

K3 (p) ==~ —Ki (p) — K5 (). (2.18)
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Estas funcdes foram definidas primeiramente por Costa e Ribeiro Jr em (COSTA; RIBEIRO,
2014) onde os autores estudam problemas de pinching substituindo a curvatura seccional pela

curvatura (seccional) biortogonal. Por exemplo, eles provaram o seguinte resultado.

Teorema 2.3.1 (COSTA; RIBEIRO, 2014) Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana compacta,
orientdvel com curvatura escalar positiva satisfazendo Kll > R/24. Entdo uma das seguintes
afirmagoes ocorre:
1. (M*,g) é difeomorfa a soma conexa S*§(R x S*)/G14...4(R x S*) /G, onde cada G; é um
subgrupo discreto do grupo de isometria de R x S*;

2. ou (M4, g) € isométrica ao plano projetivo complexo CP? com a métrica de Study-Fubini.

Observacao 2.3.1 A métrica de Study-Fubini surge naturalmente na construgdo do espago pro-
jetivo complexo como o espago quociente CP" = S>"+1 /S! onde S' age pela multiplicagédo por
escalar complexo. Tal métrica possui a propriedade de ter a curvatura seccional 1/4—pingada,

isto é, 1 < K < 4. Para mais detalhes ver (SCORPAN, 1974).

Portanto, como consequéncia do Teorema 2.3.1 temos o seguinte resultado.

Corolirio 2.3.1 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel com curvatura
escalar positiva satisfazendo KlL > R/24. Se M* tem grupo fundamental finito, entdo
1. (M*,g) é difeomorfa a S*;

2. ou (M4, g) € isométrica ao plano projetivo complexo CP? com a métrica de Study-Fubini.

O resultado acima estd relacionado com a seguinte conjectura (cf. (SCHOEN; YAU, 1994)
Problema 12, pag. 369).

Conjectura 2.3.1 (SCHOEN; YAU, 1994) Seja (M",g) uma variedade Riemanniana compacta
—1
e Ry a curvatura escalar normalizada de M". Se K, > %Ro, onde K,,;, é o minimo da
n

curvatura seccional em um ponto fixado, entdo M" é difeomorfa a esfera candnica S".

O Corolério 2.3.1 nos fornece uma reposta parcial em dimensao quatro da conjectura do pro-
blema de pinching proposto por Yau, considerando a curvatura biortogonal. Além disso, com
suas métricas candnicas, as variedades S*, CP? e S! x S3 tem Kj- = B Ki=Reki=2E,
respectivamente. Para maiores detalhes veja (COSTA; RIBEIRO, 2014).

A préxima proposi¢do relaciona as funcdes (2.16), (2.18) e (2.17) com a curvatura

escalar e os autovalores das partes autoduais e antiautoduais W+ do tensor de Weyl.
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Proposiciio 2.3.1 (COSTA (2004); COSTA e RIBEIRO (2014)) Seja (M*,g) uma variedade

Riemanniana compacta e orientada. Entdo

wi+w, R

Ki = —
: 2 1

+ —
K3L:w3 twy R
2 12

e
+

gL_Watw, R
2 12

(2.19)

(2.20)

2.21)

Demonstragio: Seja p € M* e X,Y € T,M ortonormais. Entdo, existe uma 2-forma unitaria

a = X AY, a qual pode ser unicamente decomposta como & = o + o¢~, onde o € A*M com

|| = §. Assim, de (2.13) temos

R ¥
R(o) — Wt + Sl Ric ot
Ricc W +£&p o
Wt (o) +&at +Ric(a)
Ric'(at)+W~(a")+ Ba~

Logo, a curvatura seccional de o é dada por

K(a) = (R(a),a)

= <W+(oc+),oc+)+%(a+,a+>+(R?c(a‘),a+>
i (o), @) W ()00 ) o )
R

= W) o)+ (e W () 4 2(at Ea)).

12
Entdo, para o~ = a™ — o, temos

K(ort) = 4 W (@), o)+ (W (@)~ 2a E(o).

Portanto, fazendo a média das equacdes acima, concluimos que

K(at) +2K(Oci) :%+<W+(a+),a+>+<a‘,W‘(Of)>-

Logo, usando (2.16) obtemos

12

ki = gy min{ W (@)@ ilart = 3 b mind (o v (o )il P =

1

2

2

(2.22)
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Além disso, usando a Proposicao 2.1 de Noronha (1997), podemos concluir que existe uma base

ortonormal de A?(M) dado por
{XiAY1, X NY2, X3 N Y3, X4 NY4},

onde X;,Y; € T,M paratodoi=1,2,3,4. Dai, pela Proposi¢do 2.5 de Noronha (1997), concluimos

que
+ —
% 1l _w tw, R ‘
2 12
De maneira similar prova-se que
+ —
2 12
Finalmente, de (2.18) segue que
+ —
k=2 tws R

2 12°
OJ
A Proposi¢do 2.3.1 nos diz que M € localmente conformemente flat se, e somente
se, KlL = %. Baseados nos trabalhos de Gursky e LeBrun (1998), Cheng e Zhu (2014), bem
como Itoh (2005), estudaremos o problema de Yamabe modificado em termos de um funcional
dependendo do tensor de Weyl. Mais precisamente, considere f uma fungio de classe C%%*(M)

dependendo do tensor de Weyl, tal que, para cada métrica g € .# satisfaz as seguintes condi¢des
f (Wg) > 0;
f(Wg) =u™?f(We), quando g = u’g

Nessas condi¢des, podemos definir o funcional de Yamabe modificado, o qual é dado por

(2.23)

Yf(M7 g) w2 (Rg _f(Wg))dVga (2.24)

 Vol(M,g)'5 Im

onde R, — f(W,) é chamado de curvatura escalar modificada de (M, g). De maneira similar ao
caso do problema de Yamabe, podemos definir a constante de Yamabe modificada e o invariante
de Yamabe modificado. Se denotarmos por [g] a classe conforme de g, entdo temos a seguinte

definicao.

Definicao 2.3.2 A constante de Yamabe modificada e o invariante de Yamabe modificado sdo

dados, respectivamente, pelas seguintes expressoes:

Yr(M,[g) = inf {Y,(M.2)} (2.25)
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Yp(M) = sup {Yy(M,[g])}. (2.26)
gEM
Observe que considerando a func¢do f nip negativa temos a seguinte relacio entre as

constantes de Yamabe classica e modificada

Yr(M,[g]) <Y(M,[g]).

Em (ITOH, 2005) foram consideradas fungdes com sinal, isto €, fun¢Oes ndo positivas ou nao
negativas no problema modificado e provou-se resultados de existéncia de minimizantes e a
relacdo entre o sinal da constante de Yamabe modificada e existéncia de métricas com curvatura

escalar mdificada constante. A proposi¢do a seguir nos fornece tais relagdes.

Proposicao 2.3.2 (ITOH, 2005) Seja M uma variedade suave compacta tal que exista uma
funcdo f satisfazendo a condicdo (2.23). Entdo:
1. Para cada g € A existe g € [g] com curvatura escalar modificada Rg — f(Wg) constante.
Em particular, Rg — f(Wg) = Yr(M,|g]).
2. Existe uma métrica g € M com curvatura escalar modificada R, — f(Wy) positiva se, e

somente se, Y¢(M) € positivo.

Demonstracdo: Para uma prova detalhada, veja Secdo 2.2 de (LISTING, 2014). UJ

2.4 Meétricas criticas do funcional curvatura escalar total

Nesta secdo estudaremos a equagdo de estrutura que caracteriza as métricas criticas
do funcional curvatura escalar total restrito ao espaco das métricas de volume unitdrio e curvatura
escalar constante e suas consequéncias, assim como o contexto basico da conjectura CPE.

Seja .# o conjunto das métricas Riemannianas de uma variedade compacta M",
para cada g € .# tem-se que R, é uma fungdo suave em M", dessa forma temos a seguinte
aplicacdo L : .# — C*(M) que associa cada métrica Rienmanniana sua fun¢do curvatura escalar.

A linearizacdo de L em g € dada por

d o .
Lo(h) = ERg+,h|t:0 = —Agtr(h) +div(div(h)) — (h,Ric),
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onde & € um 2—tensor simétrico. Considerando £, uma aplicacéo linear do espago vetorial dos
2—tensores simétricos S2(M) no espaco vetorial das funcdes suaves de M" podemos usar inte-
gragio por partes e encontrar o L>—adjunto £,:C” (M) — S?(M). De fato, usando coordenadas

temos

/Msg(h)fdvg = | (=hijif +hijiif — hiRii f) dV
(=hiifjj+ hijfij — hijRij f) dVg
(—8rihwafjj + hijfij — hijRijf) dVy
= /thl(—fjjgkthkl—Rklf)dVg

- /M He;(f)dVe.

I
Sl et

Portanto, £5(f) = —Agfg+ Hessyf — fRic,. Considerando o operador £, e seu L?—adjunto Lo

temos as seguintes decomposi¢coes

C™(M) = Im(L;) ® Ker(L;)

S*(M) = Im(£}) ® Ker(L,).

Por outro lado, via integracdo sobre M podemos definir o seguinte funcional.

Definicdo 2.4.1 Dada uma variedade Riemanniana compacta (M",g) definimos o funcional

curvatura escalar total Z# . # — R por

%(g) = /M RedV.

O estudo dos pontos criticos deste funcional restrito a alguns subconjuntos especificos de métricas
deram origem a alguns resultados e problemas interessantes. Dada uma métrica g € .# considere
uma variag¢@o na direcdo de um 2—tensor simétrico ki, ou seja, g(t) = g+th parat € (—¢€,€),

com € > (. Entao calculando a derivada de &% em g e usando integragao por partes obtemos
/ /
Fy(h) = /M(Rg<z>dVg<z>>
— /M R,dVy+ R, (dVy)'
1
_ /M (= gtr(h) +div(div(k)) — {h, Ric)g)dVy + R try )V

R
- /M (~Ric+ =g, h)gdVy.
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Observe que R(’g ¢ simplesmente a lineariza¢io da curvatura escalar £, onde usamos o fato de
(dV,)' = 3trg(h). Se g é um ponto critico de %, entdo a expressdo acima € nula para todo A,
assim Ric = %g. Portanto, para n > 2 temos que (M", g) é Ricci-flat. No caso n = 2 sabemos
pelo teorema de Gauss-Bonnet que a integral da curvatura Gaussiana é um invariante topoldgico,
assim, fixada uma variedade M? a variagdo do funcional curvatura escalar total é nula.

Consideremos agora o subconjunto de .7 das métricas de volume unitéario
M ={g € M Volg(M) =1}.
A derivada do funcional & restrito a .| em g na dire¢do de um 2—tensor 4 € dada por
/ . Rg
%g(h) = M(—ch+ 7g,h>ngg.

Portanto, a expressdo de Euler-Lagrange da restricdo é dada por Ric = %g, isto €, os pontos
criticos da restri¢ao sdo exatamente as métricas Einstein.

Pela resolugdo do problema de Yamabe obtida por Aubin (1976), Schoen (1984),
Trudinger (1968) e Yamabe (1960), sabe-se que em cada classe conforme existe uma métrica de
curvatura escalar constante, isto é, dada g € ./ existe § = u’g, onde u # 0 é uma funcdo suave
em M, tal que, R; € constante. Dessa forma € razodvel considerar 4’ o subconjunto de .#; das

métricas de curvatura escalar constante, isto €,
¢ ={g € #;R, é constante}.

Koiso (1979) mostrou que sob certas condi¢des genéricas ¢ € uma variedade de
dimensio infinita, mais precisamente, que % € localmente uma subvariedade de .7, (cf. Teorema
4.44 em BESSE (2008)). Desta forma € natural se pensar no problema variacional do funcional
Z restrito a €. Surge assim a questdo de caracterizar as métricas criticas do funcional &
restrito a %’. Conjecturou-se por volta de 1980 que as métricas de Einsten sdo precisamente tais
pontos criticos. Uma métrica g é ponto critico de # restrito a % se existe uma fungao suave ¢

satisfazendo (Ver BESSE (2008))
. Rg *
Ric, — ~£g = £,(A9),
fazendo A¢ = f temos a seguinte defini¢do.

Definicio 2.4.2 Uma métrica CPE (critical point equation) é uma tripla (M", g, f), onde (M",g)

é uma variedade Riemanniana orientada compacta de dimensdo n > 3, volume unitdrio e
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curvatura escalar constante e f é uma fungdo em M que satisfaz a seguinte equagdo de estutura

Ric, — ¢ = Hess,f — (Ric _ R f (2.27)
g ng g g n—lg ) .

onde Hessg f € 0 hessiano de f.

Quando f = 0 a equagdo (4.1) se reduz a Ricy = % g, isto é, uma métrica de Einstein.
Além disso, a tnica solu¢do conhecida com f ndo constante até o presente momento € o caso da
esfera canonica S” com f sendo uma funcio altura. De fato, sendo f = A, a funcdo altura da esfera
S" em relagdo ao vetor fixado v € R™*!, um cdlculo simples mostra que (Hessh,); = —hygij,
assim, a esfera S" com a métrica candnica juntamente com a fun¢do altura A, satisfazem a
equacdo (4.1). A conjectura citada anteriormente ficou conhecida como conjectura CPE (ver
BESSE (2008)).

Note que, tomando o trago em (4.1) obtemos
R,
(n—1)

R <~ 2 - . ~ . .
portanto, se —== ndo € um autovalor positivo do laplaciano, entdo f = 0 e a conjectura é
(n—1)

Agf+—4=f=0,

verdadeira, caso contrdrio f é uma autofuncdo do laplaciano de média nula e pela teoria espectral,
R, € positivo. Um cldssico resultado de Obata nos permite reescrever a conjectura CPE como

um problema de rigidez, para esclarecer essa observacio relembremos do seguinte resultado.

Teorema 2.4.1 (OBATA, 1962) Uma variedade Riemenniana compacta de dimensdo n > 2

admite uma fungdo ndo constante f satisfazendo

Hessof = —czfg

1
se, e somente se, a variedade é isométrica a esfera S"(c) de raio —, com ¢ > 0.
c

O teorema acima permite reescrever a conjectura CPE como um resultado de rigidez,
isto €,
Conjectura 2.4.1 Seja (M",g, f) uma métrica CPE, entdo g é Einsten, M" = S(r)" e f é uma

funcdo altura.

Muitas respostas parciais foram obtidas ao longo dos ultimos anos para a conjectura CPE, porém,
o problema continua em aberto até o presente momento. Para mais detalhes sobre as respostas
parciais a cerca da Conjectura CPE veja (LAFONTAINE, 1983), (HWANG, 2003), (HWANG,
2000),(BARROS; RIBEIRO, 2014), (BENJAMIM, 2015), (BENEDITO, 2015) e (BARROS et
al., 2015).
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3 PROBLEMA DE YAMABE MODIFICADO EM VARIEDADES COMPACTAS
DE DIMENSAO 4

Este capitulo € baseado no artigo Modified Yamabe Problem on 4-dimensional
Compact Manifolds, escrito pelo autor em parceria com E. Costa e E. Ribeiro Jr., no qual é
estudado o problema de Yamabe modificado em variedades compactas de dimensdo quatro. Seu
objetivo € apresentar propriedades geométricas e topoldgicas, bem como alguns resultados de
classificacdo em variedades compactas de dimensao quatro com hipéteses sobre o invariante
de Yamabe modificado. Primeiramente apresentaremos alguns resultados preliminares a cerca
do funcional &, o qual é conformemente invariante (veja Proposicdo 3.1.2). Além disso,
provaremos uma estimativa sobre tal funcional em relagdo ao funcional de Weyl, e usando o
resultado de Gursky (1998) obtemos uma cota superior para o mesmo em funcao da caracteristica
de Euler e da assinatura da variedade. Nosso objetivo principal é obter teoremas de classificagdo
sob a hipétese de curvatura escalar positiva. Neste sentido, o primeiro resultado nos diz que sob
a hipétese adicional de ndo-negatividade do invariante de Yamabe modificado e que toda 2-forma
harmonica possua norma constante, uma variedade € homeomorfa a S? ou difeomorfa a CP2.
Em seguida, sob a hipétese de simplesmente conexa, daremos uma classificacao topoldgica de
variedades em funcdo de uma estimativa sobre &, L ainda iremos caracterizar o caso da igualdade
como conformemente isométrico a CP? com a métrica de Fubini-Study. Finalmente, nosso
ultimo resultado dispensa a hip6tese de curvatura escalar positiva, em vez disso, supomos que
o invariante de Yamabe € negativo e o invariante de Yamabe modificado ndo negativo. Nessas
condig¢des, obtemos uma estimativa da caracteristica de Euler em fun¢do do funcional de Weyl,

além disso, caracterizamos o caso da igualdade.

3.1 Resultados preliminares

Nesta secdo apresentaremos resultados preliminares que serdo usados na demons-
tracdo dos teoremas principais. Baseado na notagdo introduzida no Capitulo 2 considere as

seguintes fungdes

fiW) = —6(w] +wy), (3.1)
L(W) = 6(wy +wy)
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HW) =3(w3 +wy)

Relembre que os autovalores do operador curvatura de Weyl obedecem a seguinte

regra de mudanca conforme

onde vT/;—L sdo os autovalores associados a métrica § = u”g. Assim, as funcdes acima satisfazem

as condi¢des em (2.23). Portanto, para 1 <i <3,
R— fi(W)

sao curvaturas escalares modificadas. Denotemos as constantes de Yamabe modificadas e os

invariantes de Yamabe modificados relacionados as fungdes f; por
v (MY [g]) e Y (M), paral<i<3,

respectivamente. Em (CHEN e ZUH, 2014), Chen e Zhu consideraram a curvatura escalar
modificada associada a fungdo f(W) = 6 max{wj3 ,w; }. Em particular, tem-se que R— f(W) >0
se, e somente se, M* possui curvatura isotrépica nio-negativa.

As relacoes dadas pela Proposi¢do 2.3.1 nos permitem expressar as fungdes fi, f2 €
/3 usando a curvatura biortogonal. A saber, usando (3.1) juntamente com as identidades (2.19),
(2.20) e (2.21) podemos reescrever as curvaturas escalares modificadas associadas as funcgoes f;,
(1 <i<3),como

12K{-, 2(R—6K3) e %(R—4K3i),

respectivamente. Em particular, se EIL e Ei sdo as funcgdes definidas em (2.16) e (2.17) com

respeito a métrica g, temos:

12 _
Y1L(M47[g])Zgien[g]{m/ﬂ/(fd‘/g}, (3.2)
2 _
Yi(M*,[g]) = i f{— R— 6Ky dv} 3.3
S0 le) = inf | [ R 6K v (3.3

V(M [g]) = inf { ——

% [ (R-aKt dv}. 3.4
ge[gl{szz(M,g)%/M( 3)dVe G4
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A proposicdo a seguir é uma consequéncia dos resultados obtidos por Costa e Ribeiro

(COSTA; RIBEIRO, 2014).

Proposicio 3.1.1 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada com curva-
tura escalar positiva e Y;-(M*,[g]) > 0. Entdo um dos seguintes casos ocorre:
1. M* é difeomorfa a soma conexa SH(R x S*)/G14...4(R x S*) /G, onde cada G; é um
subgrupo discreto do grupo das isometrias de R x S*;
2. ou existe uma métrica g € [g|, tal que, (M*,g) é isométrica ao espago projetivo complexo

CP? com a métrica de Fubini-Study.

Demonstragdo: Primeiramente assumimos que Y;-(M*,[g]) = Y55 (M*,[g]) > 0, entdo usamos a
Proposicdo 2.3.2 para garantir a existéncia de uma métrica g € ., tal que, R — 6K3 > 0, assim,
usando a demonstra¢do do Teorema 2.3.1 em (COSTA; RIBEIRO, 2014) obtemos o resultado. []
Em (ITOH, 2005) foi provado que se Y, f(M4, [g]) > 0 é a constante de Yamabe
modificada em relagdo a uma fungdo f, entdo existe uma métrica g € [g], tal que, R — f(W) > 0,
(veja também Proposi¢cao 3 em (GURSKY; LEBRUN, 1998). Ademais, LeBrun (1998) prova
que se g € [g] tem curvatura escalar constante negativa ou é uma métrica Einstein e R — f(W) €
constante, entdo Yy (M*g)=Y f; (M*,g) (veja também Corolario 2.4 em (CHEN; ZHU, 2014))).
Baseado nos fatos acima citados ressaltamos que se gi, g» € g3 sdo as métricas candnicas de S*,
CP? e S% x S?, respectivamente, entdo temos as seguintes relacdes entre o invariante de Yamabe
e o invariante de Yamabe modificado:
Yi(SY) =¥ (8% [g1]) = Y (S, [s1]) = Y (8*) = 876,
Y{-(CP?) = Y{"(CP?, [g2]) = 3Y (CP?, [g2]) = Y (CP?) = 6mv/2, (3-5)
Yi-(S* x §?,[g3]) = Y (S* x §?, [g3]) — 167w = 0.
Enfatizamos que até o presente momento o valor exato de ¥ (S? x S?) ndio é conhecido.
Entretanto, sabemos que Y (S? x §?) > ¥;-(S? x S?). Além disso, em (BETTIOL, 2014) provou-
se que Yi(S? x §?) > 0.
Agora definimos o funcional &, que como serd mostrado é conformemente invari-
ante e estd diretamente relacionado com a geometria da variedade. Para cada g € .# o funcional

&7t (g) é dado por

&l (g) = /M (R— 12K)2av,. (3.6)

A proposicao a seguir nos fornece algumas propriedades do funcional @@ﬁ.
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Proposicao 3.1.2 Seja (M4,g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada. Entdo
temos:
1. &(g) é conformemente invariante.

2. &1 (g) =0 se, e somente se, (M*,g) é localmente conformemente flat.
Demonstracdo: Note que (2.19) implica
R—12Ki{" = —6(w| +wy).
Dai, denotando g = u?g temos
&) = | (R—12K;)%avg
—6(wi +wy)| utav,

[
()t
(8)-

I
S5~ s—5—

Assim & (g) é conformemente invariante.

Para demonstrar o segundo item observe que, por defini¢io, &~ = 0 se, e somente se,
w{ +w] =0. Mas como w; e w; sdo ambos ndo-positivos segue que w; = w; = 0. Portanto,
WEt=0e (M4, g) € localmente conformemente flat, finalizando a demonstragio da proposigao.
OJ

Consideremos agora o funcional % : .# — R definido por
Y (g) :/M | W, |* dV. (3.7)
Em (KOBAYASHI, 1985) Kobayashi estudou este operador e provou que o invariante
W(M) =inf{# (g); g € A}

reflete certas propriedades da variedade considerada. Observe que dada uma variedade M* deno-
tando por W e W os tensores de Weyl associados as métricas g e g = u’g, u # 0, respectivamente.
Nao ¢ dificil mostrar que

A —4
Wiz = W=u"*W[;

dVg = u'dvy,
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portanto, o operador #  é conformemente invariante. Observe que uma variedade localmente
conformemente flat tem necessariamente % identicamente nulo, por outro lado, é importante
destacar que SP x TY, p,q > 2 ndo admite métrica localmente conformemente flat e tem % (S” x
T?) = 0, (ver Teorema 2.1 em (KOBAYASHI, 1985)).

Agora, relembremos que a férmula da assinatura de Hirzebruch é dada por
1272 ¢(M) :/ (1w = w2 av,, (3.8)
M

onde T(M) é a assinatura da variedade M*.

De (3.7) e (3.8) obtemos a conhecida estimativa
v = [ WPy,
M
= [ W R Pay,

2 -2 — 12
_ /M|Wg+y W dvg+2/M\Wg 2 av,

> 12n%t(M)
Analogamente, % (g) > —12x%t(M). Portanto,
7 (g) > 127°|t(M)),

e a igualdade ocorre se, e somente se, a variedade € half-conformememente flat. Em particular,
temos

W (M) > 12%|t(M)].

A estimativa acima mostra que o invariante W (M) obedece certa restri¢do topoldgica, o que nos
leva a entender o motivo do mesmo refletir algumas propriedades globais da variedade. Em
particular, a métrica de Fubini-Study em CP? é um minimizante absoluto do funcional #, desde
que T(CP?) =1e | W, [= 0. Além disso, em Poon (1986) provou que, a menos de isometria
conforme, este é o tinico minimizante em CP? com constante de Yamabe positiva (curvatura
escalar positiva).

O préximo lema tem um papel crucial no presente contexto nos dando uma relagao

entre os funcionais # e éoﬁ.

Lema 3.1.1 Seja M* uma variedade de dimensdo quatro compacta e orientada. Entéo

para qualquer métrica Riemanniana g em M.
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Demonstracdo: Como mencionado anteriormente, de (2.12) tem-se wljE <0e w3jE > 0. Além

disso, usando o fato que (wfE + wf + w3jt)2 =0e wf + w3jE = —w?[, obtemos
412 412 412 + +
(wy)"+(wy)" = (wy)" 2wy w3
Disto segue que

WHP = W)+ (w3)? + (wy)?
= 2(w])*—2wiwj.
2 = whwi —w

Desde que wfrwgL < WEngr e (w] Wy —w w; obtemos

W2

IN

2(wi)? —2wiwy

< 6(w])2

Um argumento similar mostra que |W~|? < 6(w1_)2. Portanto, desde que w;’wl_ > 0 concluimos

que
7o) = [ wPav,
M
= [ (WP P)av,
M
< [ (60w + 60w R)ave
< 6/ (Wi +wy)>dv,.
M
Para finalizar basta combinar as equagdes (2.19) e (3.9) para obtermos

1 2
g/M(R—lzlq) dv,

1
= 651L<g)7

v (g)

IA

como queriamos demonstrar.

Diretamente do lema acima temos

(3.9)

(3.10)

onde &7-(M) = infye 4 & (g). Usando o Teorema 1.1 de (GURSKY, 1998) obtemos a seguinte

proposicao.
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Proposicao 3.1.3 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo quatro compacta,

orientada com curvatura escalar positiva, satisfazendo Yi-(M*,[g]) > 0. Suponha que
i (g) <8m*(2x (M) +31(M)).

Entédo, by = 0 ou &7-(g) = 87*(2x (M) +3t(M)) e no iiltimo caso existe uma métrica g € |g,

tal que, (M*,g) é isométrica ao plano projetivo complexo CP? com a métrica de Fubini-Study.
Demonstragdo: Primeiramente, invocamos (2.19) para obtermos
R—12Ki" = —6(w| +w) > —6w]. (3.11)

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, w; = 0. Relembremos que [W [ < 6(w])?

(Ver Lema 3.1.1 e sua prova). Das informagdes acima deduzimos
(R—12Ki")* > 36(w])? > 6|W % (3.12)

Integrando a expressdo acima sobre M, obtemos

1

6 (8) 2 /M\W+\2dvg. (3.13)

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, W~ = 0. Por hip6tese temos

4r?
= (x(M) +37(M)) > /M\Wﬂzdvg. (3.14)
Por outro lado, assumindo que b # 0, entdo by # 0, isto é, HT(M* R) # 0. Neste caso o

Teorema 1.1 em (GURSKY, 1998) nos fornece

2
T Cx ) +3500) < [ WP av,, (3.15)

Portanto, de (3.14) e (3.15) concluimos que W™ = 0. Finalmente aplicando o Teorema de Gursky
(1998) concluimos que existe g € [g], tal que, (M*,g) é Kihler-Einstein, e entio usamos o
teorema de Hitchin para concluir que (M*,3) é isométrico 2 CP? com a métrica de Fubini-Study,

concluindo a demonstracao. U

3.2 Resultados principais

Passemos agora ao enunciado e demonstragdes dos resultados principais deste capi-

tulo.
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Teorema 3.2.1 Seja (M4, g) uma variedade Riemenniana compacta, orientada e simplesmente
conexa de dimensdo quatro com curvatura escalar positiva, tal que, toda 2-forma harmonica
tem norma constante. Se Y3L (M*,[g]) > 0, entdo uma das seguintes situagées ocorre:

1. M* é homeomorfa a S*;

2. M* é difeomorfa a CP?;

3. ou M* isométrica a M12 X M%, onde cada Ml2 é difeomorfo a esfera S*.

Demonstracdo: A primeira parte da demonstracdo segue de Kotschick (KOTSCHICK, 2001).

Por hipétese M € simplesmente conexa, dessa forma pela dualidade de Poincaré tem-se

isto €, toda informacao topoldgica da variedade estd no segundo nimero de Betti, b,. Ainda
por hipdtese toda 2-forma harmodnica possui norma constante, ou seja, o produto interno de
2-formas harmonicas € constante. De fato, por polarizacdo, dadas duas 2—formas harmodnicas
o e , tem-se que & — @ também € harmonica, o que implica que (o, @) é constante. Isto é

consequéncia da seguinte identidade
(a—w,0—0)=|a*+|o)* —2(a, o).

Portanto,
4
by = dimHigx(M) = dim (M) < dimA*(T,M) = (2> =6.

Usando o mesmo argumento para cada parcela da decomposi¢ao
HPM)=H" oA

temos que b; €{0,1,2,3,}. Se b;“ > 0 entdo existe uma 2-forma harmonica auto-dual nao
trivial a € A;r (M). Observe que & tem norma constante, portanto, nao se anula em nenhum
ponto, logo define uma estrutura simplética em M. Entdo, pelo Lema de Noether (SCORPAN,
1974, p. 422) temos que b; + b1 € impar. Como by = 0, isto implica que b; € impar, mostrando

que b; > 0, assim, b7 = 1 ou b = 3.

Suponha agora que b = 3. Dessa forma, as 2-formas auto-duais harmdnicas linear-
mente independentes em cada ponto trivializam A; (T,M) e cada uma delas define uma estrutura

quase complexa com primeira classe de Chern trivial. Usando a férmula

ci(M) =2y (M) +30(M),
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obtemos,

0 = 2x(M)+30(M)
= 4+5b5 —b;

— 19-b;,

0 que contradiz o fato que b, < 3. Portanto o caso b; = 3 ndo ocorre. De maneira andloga

by = 3 também nio ocorre. Passemos agora a analisar os casos possiveis, a saber, bf €{0,1}.

Caso I: Se bz+ = b, = 0, basta utilizarmos o trabalho de Freedman (1982) para
concluir que M é homeomorfa a S*.

Caso II: Se b;“ =l e b, =0, usamos (OHTA; ONO, 1996) para deduzir que M €
difeomorfa a CP? ou a uma superficie regrada. Como M tem curvatura escalar positva e l)2+ =1
implica que a mesma admite uma forma simplética, assim o Teorema 1.1 (OHTA; ONO, 1996)
garante que M é difeomorfa a um blow-up de CP? ou a uma superficie regrada. Dentre as
variedades citadas s6 resta CP?, devido a configuragdo homotépica. O caso b =0e by =1¢
andlogo.

Caso 11I: Finalmente, se b; = b, = 1 podemos tomar 2-formas harmonicas ot e
A*(M) e sem perda de generalidade podemos assumir que |o¢"| = |@~| = 1. Pela férmula de
Weitzenbock temos

(Aot aF) = %A la® 2+ | Vot ? +<(§ —2wH) ok, at). (3.16)
Usando que wgt é 0 maior autovalor de W=, respectivamente, obtemos

(WE(aF), o) <wi(a®,aF).

De acordo com (3.16) deduzimos as seguintes desigualdades

R
0>|Va™ |2+(§—2w3+) ot ? (3.17)
€
—n2, (R - )
0>|Va | +(§—2w3>|a | (3.18)

Agora, combinando (3.17) com (3.18) e usando a Proposicdo 2.3.1, deduzimos
2R
0 > / Va© 2av, +/ va~ [2av, +/ Kot —2wi)av,
M‘ ’g g M| ‘g g M(3 3 3) g

+ 12 — 12 1
> /M\Va ygdvg+/M|Va \gdvg+/M(R—4K3)dvg. (3.19)
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Por hipétese Y5-(M*,[g]) > 0, logo,
/ (R—4K3")dV, > 0.
M

Portanto, a estimativa acima nos diz que a™ sdo paralelas, assim, M é Kihler. Em particular
ng = R/6. Usando novamente a Proposi¢ao 2.3.1 concluimos que w; = R/6, comparando os

autovalores do tensor de Weyl nas identidades acima concluimos
R
g—wfﬂ >0 i=1,2,

isto é, os dois menores autovalores dos operadores R/6 — W™ sdo ndo-negativos, entio pelos
resultados de Micallef e Moore (1988), M possui curvatura isotropica ndo-negativa.
Finalmente, como b, # 0, se (M, g) fosse irredutivel terfamos b, = 1 (MICALLEEF;
MOORE, 1988, Teorema 2.1 (b)) chegando a uma contradi¢do. Dessa forma, por (MICALLEF;
MOORE, 1988, Teorema 3.1) (M, g) é redutivel e seu recobrimento universal (M, §) é isométrico
a S? x S? o que conclui a demonstragio. U
Nosso proximo resultado € uma classificag@o topoldgica em fun¢do de uma estimativa
do funcional &+. De (GURSKY, 1994) temos que uma variedade M* compacta e orientada de

dimensdo quatro com curvatura escalar positiva satisfaz

s7(x(M) - 2) g/M|W|2dVg. (3.20)

Em particular, a igualdade em (3.20) ocorre se, € somente se, M* é conformemente isométrica a

S* com a métrica candnica. De posse deste resultado temos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.2 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo quatro, compacta, orien-
tada e simplesmente conexa. Suponha ainda que a curvatura escalar seja positiva, entdo:

1. Se &-(g) <9672, entdo M* é homeomorfa a S* ou CP?.

2. Se &-(g) <7272, entdo M* é homeomorfa a S* ou &-(g) = 727% e neste caso, existe

uma métrica g € (g, tal que, (M*,3) é isométrico a CP* com a métrica de Fubini-Study.

Demonstracdo: Pelo Lema 3.1.1 temos

Entdo, assumindo que (M4, g) ndo é conformemente isométrica a S*, a estimativa (3.20) € estrita

€ juntamente com a estimativa acima temos

8’y (M) —167* < /M W |2dV, < ééﬂ(g). (3.21)
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Por hipétese &5 (g) < 9672, isto combinado com (3.21) garante
872y (M) —167* < 1672,

isto €,

x(M) <3.

Como M* é simplesmente conexa (b = 0) temos (M) = 2+ b,. Logo, sendo M* definite temos
duas possibilidades, b, = 0 ou b, = 1. Pelo trabalho de Freedman (1982), M é homeomorfa a S*
(caso by = 0) ou M é homeomorfa a CP? (caso by, = 1), concluindo a demonstra¢do do primeiro
item.

Para o segundo item, relembremos a férmula da assinatura de Hirzebruch
12721(M) :/ (1w P = w=F)av,.
M
Usando esta férmula juntamente com o Lema 3.1.1 e a nossa hipétese, deduzimos

127%t(M) = /(|W+|2+]W]2—2]W]2)dVg
M

1 _
< b2 WoPay,
< 127 (3.22)

Isto implica que 7(M) < 1. Observe que a estimativa obtida acima vale independente da ori-
entagdo, entdo podemos supor sem perda de generalidade que 7(M) > 0 e entdo concluir que
(M) =1 ou (M) = 0. Argumentando como no primeiro item, supondo M* nio é confor-
memente isométrica a S*, obtemos que x (M) < 3. Assim, se T(M) =0, entdo b, =0 e M*é
homeomorfa a S*. Caso contrério, se T(M) = 1, da estimativa (3.22) obtemos que W~ = 0, isto
¢, (M,g) é auto-dual. Neste caso aplicamos o Teorema A em (POON, 1986) e concluimos que
existe uma métrica g € [g], tal que, (M*,3) é isométrica a CIP? com a métrica de Fubini-Study.
Isto finaliza a prova do segundo item. 0

Passemos agora ao ultimo resultado deste capitulo. Em (ITOH, 2005) é considerada

a seguinte curvatura escalar modificada
+ . +
Ry, =Ry, — 6w/,

juntamente com a constante de Yamabe modificada correspondente Y (M, [g]). Observe que a
func¢do considerada € ndo positiva, assim, a relacdo da constante de Yamabe modificada com a
cléssica é seguinte

Yt (M,[g]) >Y(M,[g]).
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Denotando por Y (M) o invariante de Yamabe cldssico, Itoh provou que se Y (M, [g]) <

0eYt(M.[g]) >0, entdo
2
/M W 2dV, > 4%(2)((M4) +37(M*)). (3.23)

Ademais, se vale a igualdade em (3.23), entdo existe uma métrica g € [g], tal que, (M*,2) ou
o seu recobrimento duplo € Kihler-Einstein. Motivados por este contexto introduzimos as

seguintes curvaturas escalares modificadas
Ri =Rg+6|wf —wi| e R3=Ry—3(w] +wy), (3.24)

as quais dependem de R, e Ki-. Denotemos por Y'!(M*, [g]) e Y3(M?, [g]) a constante de Yamabe
modificada relacionadas as curvaturas escalares modificadas R e R3, respectivamente. De posse

desta notacdo temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada de dimensdo

quatro.

1. SeY(M* [g]) <0eY'(M* [g]) >0, entdo
4y (M*) <7 (g).

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma métrica g € [g|, tal que, o

recobrimento universal de (M*

, 8) € isométrico ao plano hiperbdlico complexo CH? com
a métrica de Bergman.
2. SeY(M* [g]) <0eY3(M*, [g]) >0, entdo
16 , 4
37 XM <H(g).
Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, existe uma métrica g € [g|, tal que,
o recobrimento universal de (M*,g) é isométrico ao produto dos planos hiperbélicos

H2 x H2 com curvatura seccional constante c.

Observacao 3.2.1 A métrica de Bergmam é definida em certos tipos de variedades complexas e

é construida a partir do kernel de Bergmam. Para mais detalhes ver (KRANTZ, 2013).

Demonstragio: Para a primeira afirmagdo temos que, por hipétese, ¥ (M*, [g]) < 0 e neste caso

existe uma métrica g € [g] com curvatura escalar negativa constante Rg. Além disso, note que

R = Rg(Rg+6[wy —wy |) — 6Rg|w) —wy|.



Como Y'!(M*, [g]) > 0 implica que

/M (Rz+ 6w, —w|)dVs >0,

temos

REdV, < R/ Ry +6|wi —w, dV—6/ Rowi —wi |dVs
[ Rave < Re [ (Re+6iwf —wil)dve—6 [ Refwi —wilave

< 6/ (—Rg[w —w |)dVg
M

1 1
< 6 | Rave)* ([ i =i Pave),

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Por outro lado, temos

2
WP < SIWEP,

Além disso, a igualdade vale em (3.27) se, e somente se, W3i = w; De fato, dado que

+ + + _
wi+wy +w3 =0
deduzimos

(wf)2 = (wzr)2 + (w3+)2 —|—2w2+w§L.

Além disso, temos

0< (wgr —w;r)2 = (w;)2 —2w§“w§L + (w;)z.

Portanto, somando (3.28) com (3.29) obtemos

2[(w3)? + (w3)?] = (W)™
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(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

De onde segue que (w])? < %|W+|2. Similarmente, temos (w; )? < %|W’ 2 0 que prova (3.27).

Prosseguindo, usamos (3.27) em (3.25) para obter
2 2 < 2 ——2
( MRngg> < ( R2 dv)( T - Pave)
< 24 /dev / W2+ W] )
que pode ser reescrita como

_+ ——
/R%dVg§24/ (W 2+ W |} dvg
M M

(3.30)



47

Em particular, se a igualdade vale em (3.30), entdo Rz = —6|w| +Ww| | e W, w, =0, isto &,
(M, 2) é half conformemente flat e Ry = 6Wfr ou Ry = 6w, . Agora relembre que pela férmula

de Chern-Gauss-Bonnet a caracteristica de Euler satisfaz a seguinte equagao

R 1 .
8ﬂ2x(M):/M(|W+|2+|W_|2+ﬂ—§|Ric|2>dVg, (3.31)

onde Ric é o Ricci sem traco; Veja (BESSE, 2008). Portanto, combinando (3.31) e (3.30) obtemos
AT (M) < W (3) =¥ (g),

onde na ultima igualdade usamos a invaridncia conforme de %, provando assim a primeira parte
do item 1. Além disso, se a igualdade ocorre concluimos que (M*, g) é uma variedade Einstein

half conformemente flat. Neste caso, podemos assumir que W = 0. Dai, temos

X (M) = 3t(M)

Wy =w; = —Rg/12.

Em outras palavras, (M 4, g) é uma variedade Einstein com curvatura escalar negativa, tal que, os
autovalores do operador de Weyl sdo constantes. Disto, deduzimos que (M*, g) é localmente
simétrica e entdo o recobrimento universal de (M*,g) é isométrico ao espago hiperbdlico
complexo CH? com a métrica de Bergman, o que finaliza a prova do primeiro item.

Para o segundo item, seguimos os mesmo passos da demonstra¢ao do primeiro. De
fato, note que

2 — — — JE—
R; = Rg(Rg+3[w| +wy |) —3Rg/w| +wi]|.

Em particular, desde que Y3 (M*, [¢]) > 0, temos
/MR%Wg < 3/M(—Rg|WT+W1_|)dVg
1 1
< 3( / R2dVz)? ( / W) +wy [2dVg) 2. (3.32)
M M

Usando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz junto com a estimativa (3.27) obtemos

(/}V[Ie;dv@2 < 9</MR§dvg></M\w1++wﬂ2dvg)

6</MR§dvg)/M(\W+\2+\W‘\2)dvg,

IN
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__l’_ —_—
/MRgdvg§6/M(\W 2+ W ?)dVs. (3.33)

Usando a férmula de Gauss-Bonnet-Chern concluimos

16
?nzx(w

Em particular, se a igualdade ocorre g € uma métrica Einstein de curvatura escalar negativa

satisfazendo w3jE = w2jE eR=3w, = 3wf“. Portanto, pelo mesmo argumento do primeiro item,

N\ . . . —_t =t .. . .
(M4, g) é localmente simétrico. Ademais, os autovalores de W' e W' coincidem o que implica,

pela férmula da assinatura de Hirzebruch, que 7 = 0. Portanto, o recobrimento universal de

(M*,g) é isométrico ao produto dos planos hiperbélicos H2 x H2 com curvatura seccional

constante c. Isto finaliza a demonstragdo do teorema.

O

Figura 1 — Comparacdo com os resultados de Gursky, Chang e Yang (2003)

Y(M,[g]) >0 |S*ou RP*

T

7 (g)
—

W (g) =4n*x (M)

Y(M,[g]) <0 &yl(Mﬁ[g])>0

Na figura acima relacionamos o resultado obtido na primeira parte do Teorema 3.2.3

com os resultados obtidos por Gursky, Chang e Yang em 2013.
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4 METRICAS CRITICAS DO FUNCIONAL CURVATURA ESCALAR E CONDI-
COES DE NULIDADE SOBRE O TENSOR DE WEYL

Este capitulo € baseado no artigo Critical Metrics of the Scalar Curvature Functional
Satisfying a Vanish Condition on the Weyl Tensor, escrito pelo autor, onde estudamos os pontos
criticos do funcional curvatura escalar total restrito as métricas de volume unitdrio e curvatura
escalar constante sob a condi¢cdao de harmonicidade do tensor de Cotton, ou equivalentemente,
a condicado de nulidade do divergente de ordem 2 do tensor de Weyl. Provaremos que sob tais

condi¢Oes a Conjectura CPE € verdadeira.

4.1 Resultados Preliminares

Relembremos que uma métrica CPE (M", g, f) satisfaz a seguinte equagdo de estru-

tura
. Rg . Rg
Rice — —g =Hessgf — (Rlcg——1g>f, 4.1)
n n—

escrevendo a equagdo (4.1) em coordenadas, temos

R.._IE = fii— R.._ﬁ i) f 4.2)
ij ngz] ij ij n_lglj ’ .

podemos reorganizar os termos para obter

R R.f
(f+ DR = fis+ (S + 0 ) 43)
ou, abreviadamente,
(f+1D)R;j = fij +Agijs (4.4)

onde f;; = (Hessf);j é o hessiano de f em coordenadas e A = (% + %)
Inspirados nas ideias desenvolvidas em (CATINO et al., ) iremos investigar a Con-
jectura 2.4.1 sob a condi¢@o

div2W = Vvijkl,ik =0.

Observe que por (2.4) a condi¢@o acima é equivalente a div(C) = 0 se n > 4, isto é, tensor de
Cotton harmonico.

Primeiramente relembremos um resultado obtido em (BARROS; RIBEIRO, 2014)
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Lema 4.1.1 (BARROS; RIBEIRO, 2014) Seja (M”, g, ) uma métrica CPE, entdo

R —1
(f+D)Cijk = Wijksfs — =2 (figik — figjx) + % (Rifj — Rjxfi)

1
_m (Risfsgjk - stfsgik) .

Seguindo a notagdo adotada em (BARROS; RIBEIRO, 2014) definimos o tensor 7" por

—1
Tijk = % (Rifj —Rjxfi) — =2 (Risfs& jk — RjsSs8i) 4.5)
R
—m (fjgik - figjk) .

Em particular, adotando tal definicdo no Lema 4.1.1 obtemos a seguinte identidade
(f+1)Cijk = Wijs V* f + T (4.6)

Em seguida recordemos um resultado obtido em (HWANG, 2000) que trata do conjunto de nivel

da funcdo potencial f.

Proposicao 4.1.1 (HWANG, 2000) Seja (M", g, f) uma métrica CPE com f ndo constante.

Entdo, o conjunto {x € M" : f(x) = —1} tem medida nula.

O lema abaixo nos fornece relacdes envolvendo o tensor 7', a funcdo potencial e os

tensores de Cotton, Bach, Weyl e Ricci.

Lema 4.1.2 Seja (M", g, f) uma métrica CPE. Entdo:
L T = (f + 1)Cijk — Wijs f

n—73
2. Tijk,i = fiCijk + (l’l — 2) (f+ I)Bjk — ﬁck,-jfi,
+1
3. Tkt = [iCitky + (n—2)fiBu — %Rlicktiv
R +1)|C)?
4. Tiiok = (fiCirkr) e+ (n = 2) (fiBuio) j — — _”2 (fiCrai + (f + 1)Chik) — %

Demonstragdo: Primeiramente note que o item 1 € simplesmente a equacao (4.6). Prosseguindo,

para obter o item 2 tomamos a divergéncia na expressao (4.6) obtendo,

Tijki = fiCiji + (f + 1)Cijki — Wijksfsi — Wijks,ifs-

Portanto, segue de (2.8) e (2.4) que

-3
Tiji = [iCijx+(n—=2)(f+1)Bjx— (f+ 1)RisWiixs +Wiiks fsi — %Cksjfs
-3
= [fiCijx+(n—=2)(f +1)Bjx — AgsiWiixs — %Cksjfs
-3
= [fiCijx+(n—=2)(f+1)Bj— MCkijfi, 4.7)

(n—2)
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onde usamos (4.4) e o fato do tensor de Wey] ter tragco nulo.

Passemos a prova do terceiro item. Derivando covariantemente (4.7) e usando

novamente (4.4) obtemos

Tk = [uCije+ fiCijey + (n—=2)(fiBji+ (f +1)Bjxs)

-3
—%(Cksj,tfs +Crijfit)
= (f+DRyCijkx — AgiCijk + fiCijiy + (n=2)(fiBjx + (f +1)Bjk,)
(n—3) (n—3)

N (I’l — 2) Cksjvtff (l’l ) ((f+ 1) StCksj - lgi,Ckij)
= (f+ 1)Ritcjjk - /lCtjk + fiC, ikt (l’l — 2)(ftB]k + (f+ 1)Bjk7t)

(n—2)
Em particular, tomando o trago na expressdo acima com respeito aos indices j e ¢, usando a

antisimetria e o fato do tensor de Cotton ter traco nulo, deduzimos

Titk,it = (f"‘ 1) itCitk — ACyi + fiCitk.,z + (”l - 2) (fthk + (f + 1)Btk,t)

_(n=3) (n—3)
(n %) 3 Chst 1 fs — m((f—l— 1)RyCrst — ACysr)
= [fiCiks+ (n—=2)(fiBu+ (f + 1)Btk,t) — %(f+ 1)R;:Crir-

Assim, usando (2.10) concluimos a prova do item 3.
Para finalizar, tomando o divergente na equacdo do terceiro item e usando as simetrias

do tensor de Cotton novamente, deduzimos

Tikiw = (fi zrkz), + (n=2)(fiBu) k
2( f+ DRy Crii+ (f + DRiiCrai g + fiRiiCuai)

= (fz zzkz) + (n=2)(fiBk) k
( (f + DR kCrai + (f + 1)R1iCui e+ fiRiiCrai)

= (Cuue)a+ -2~ LEUEE
nR” ((f + DCriik + fiCui)
onde usamos o fato que
2R iCi:ti = Ry kCrsi — Ryi kCri

= Ry iCusi — Rii tCrai

= Cui(Rix—Riis) =|CI?,
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o que implica

RiixCui = 5CI*. (4.8)
Finalizando a prova do lema. 0

4.2 Resultado Principal

Passemos a demonstracao do resultado principal deste capitulo, onde provamos que
a hipédtese sobre a segunda divergéncia do tensor de Weyl € suficiente para que um métrica
CPE seja isométrica a esfera candnica S" com a fungio potencial sendo uma fungio altura. A

demonstracdo € baseada na seguinte férmula integral para métricas CPE de dimensdo n > 4.

Lema 4.2.1 Seja (M",g, f) uma métrica CPE com n > 4, entdo temos a seguinte formula

integral:
/M(f+1)2\c:|2dvg:—/M(f+1)2div3((:)dvg—2/M(divc)(Vf,Vf)dvg. 4.9)

Demonstragdo: Multiplicando a equagdo obtido no item 4 do Lema 4.1.2 por (f + 1) e integrando

por partes temos

/ (F+ DTindV, = — /M fifCaradVe — (n—2) /M fifiBudVy — —— / (f + 1) fiCuiRei dV,

/ (f + 1)*RiCri s dVy —

2
n—2Ju /M(f+1) IC|*dV,.  (4.10)

1
2(n—2)

Por outro lado, segue do Lemma 4.1.2 item (3) que

/M(f‘i'l)Tizk,izdeg = —/ JiTikin dVy

+1
(f 2) Rttthl dV

— /fkfl CirsdVy — (n—2) /fkftBtde
Tz /M (f + 1) fiRitCrri dV. (4.11)
Assim, substituindo (4.10) em (4.11) obtemos
| F+DfRCaaVe = = [ lf+ DRCraVe — / (f +1)2ICPav,
- /M (f + 1Ry Crrix dV,. (4.12)

Por outro lado, usando (4.4) temos

/ (f + 1) fiRiCridV, = / fifiCraidV,e (4.13)
M M
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Novamente usando integragcdo por partes, o lado direito da equacdo acima nos fornece

| fifiCuiave = = [ fufiCuidVe— [ fifiCuaisdVe
M M M
= _/ fkfickzi,tdvg
M
= /M(f+ 1>fickzi,tkdvg+/M(f+ 1)fikazi,thg
= _/A/I<f+1)fickti,kt dvg“‘/M(f‘i‘ 1)fikckti,tdvg

_ % /M (f + 1)2Craipai dV + /M F+ D fuCroiadVe.  (414)
Logo,
/ (f+1)fiRitCiyidVy = 1/ (f—l—l) ChtiktidVyg —l—/ (f+1) fiCrriy dV,. (4.15)
Subtituindo (4.15) em (4.12) tem-se

1 :
/M(f+1)fkR,-tCk”-dVg:—E/M(f+1)2d1v3(C av, ——/ (f +1)2|C|* dV. (4.16)

Mas, a equagdo (4.12) nos garante que

1
2/M(f+1)fkRizCkzidVg = 73 (f+1) 2[ClPav, — / (f + 1) fiCri dVe

1

= =3 [ (FHDACPAVe+ [ fifiCuiadVet [ (F+1)fiCuisa Ve
1 1

= 5 [ FHPICP Vet [ fifiCunadVe=5 [ (F+ 1V CinudVe
1

= — | F+nicPav, +/ (divC)(Vf,VF)dV, —

E/M(f+1)2div (C)av,,
a qual pode ser reescrita como
1 1 .
| G DRy = 5 [ (74 DACPaV, + 5 [ (@ivC) (V1. V )0V
-1 ( f+1)2div’(C)av,. (4.17)

Portanto, comparando (4.16) e (4.17) concluimos

/(f—|—1)2|C|2dVg:—/ (f+1)2div3(C)dVg—2/ (divC)(V£,Vf)dV,,
M M M

completando a prova do lema. 0

Agora usaremos o lema acima para provar o resultado principal deste capitulo.
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Teorema 4.2.1 Seja (M",g, ) uma métrica CPE de dimensdo n > 4. Se div*W = 0, entdo

(M",g) é isométrica a esfera candnica S".

Demonstracdo: Primeiramente, note que d ivz(W) = 0 implica divC = 0. De fato, por (2.4) temos

(n—2)  (n—-2)
mWijkui— (n—3)

divC = Cijr; = — div*W = 0.

Em particular, deduzimos que div’ (C) = 0. Ademais, pela Proposi¢do 4.1.1 o conjunto de nivel
f = —1 possui medida nula em M". Portanto, usamos o Lema 4.2.1 para concluir que o tensor de
Cotton C € identicamente nulo em M", isto €, o tensor de Weyl € harmdnico sendo assim basta
aplicarmos o Teorema 1.2 em (CHANG et al., 2014) para concluir que (M", g) é isométrica a

esfera candnica S" e f é uma funcéo altura. Isto finaliza a prova do teorema. 0
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5 CONCLUSAO

O estudo do invariante de Yamabe modificado e suas implicagdes na topologia e
geometria de uma variedade suave dada se mostrou interessante. Provamos resultados relevante
sobre a classificacdo topoldgica e diferencidvel para variedades de curvatura escalar positiva
considerando curvaturas escalares modificadas por fun¢des dependendo dos auto valores do
tensor de Weyl visto como operador agindo no espaco das 2—formas. Modificar o funcional por
funcdes definidas apartir dos autovalores do tensor de Weyl nos permitiu obter tais classificagdes
em dimensao quatro onde tais invariantes conformes gozam de uma relacio com uma nocao de
curvatura especifica desta dimensdo, a saber, a curvatura (seccional) biortogonal. Funcionais
conformemente invariantes como o funcional &, se mostram boas ferramentas para o estudo e
classificacao de variedades do ponto de vista topoldgico e diferencidvel, através de estimativas
com elementos invariantes ja conhecidos como funcional de Weyl, caracteristica de Euler e
assinatura da variedade.

Na segunda parte deste trabalho estudamos as métricas criticas do funcional curvatura
escalar total, abreviadamente "métricas CPE", mais precisamente, estudamos a conjectura CPE.
Virios resultados parciais da conjectura foram obtidos ao longos dos anos, com destaque para os
resultados sob condicdes geométricas a partir de alguns tensores especificos como por exemplo, o
tensor de Weyl. A conjectura € verdadeira sob a hipétese do tensor de Weyl harmonico (HWANG,
2000), dessa forma € natural pensar o que acontece sob condi¢des de harmonicidade de ordem
superior, isto €, com a divergéncia de segunda ordem nula. Seguindo este pensamento provamos
a conjectura CPE sob hipétese de nulidade na divergéncia de segunda ordem do tensor de Weyl
ou, equivalentemente, sob a harmonicidade do tensor de Cotton e concluimos que a equacao de
estrutura de uma métrica CPE nos fornece informagdes importantes no sentido de que nulidade
da divergéncia de segunda ordem do tensor de Weyl implica em tensor de Weyl harmonico e por

sua vez, tal condicdo implica na conjectura CPE.
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