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Prof. Dr. José Edson Sampaio (Orientador)
Universidade Federal do Ceará (UFC)
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RESUMO

Considerando a folheação induzida por um campo vetorial complexo holomorfo, busca-

remos exibir invariantes topológicos na vizinhança de um ponto singular. Num primeiro

momento, ganha importância o Número de Milnor de um campo vetorial, no sentido desse

número ser invariante topológico. Em outra discussão, daremos ênfase a campos vetori-

ais em dimensão dois, nesse caso, as folhas, cuja folheação é induzida pelo campo, serão

curvas integrais de uma 1-forma. Nesse sentido, trataremos de Desingularização, ou seja,

após um número finito de processos, que chamaremos de Blow-ups, ou explosões, transfor-

maremos a folheação inicial em uma folheação cujas singularidades são todas simples. Por

fim, o processo de Desingularização de um campo nos dará ferramentas que possibilitam

relacionar os dados obtidos nesse processo com os objetos tratados ao longo de todo o

trabalho, diante disto apresentaremos outros invariantes topológicos de folheações.

Palavras-chave: Invariantes topológicos. Folheações holomorfas. Singularidades.



ABSTRACT

Considering the foliation induced by a complex holomorph vector field, we will look for

topological invariants in the neighborhood of a singular point. At first, the Milnor Num-

ber of a vector field becomes important, in the sense that this number is topological

invariant. In another discussion, we will emphasize vector fields in dimension two, in

which case the leaves, whose foliation is induced by the field, will be integral curves of a

1-form. In this sense, we will deal with Desingularization, that is, after a finite number of

processes, which we will call Blow-ups or explosions, we will turn the initial foliation into

a foliation whose singularities are all simple. Finally, the Desingularization process of a

field will give us tools that make it possible to relate the data obtained in this process

to the objects treated throughout the work, with this we will present other topological

invariants of foliations.

Keywords: Holomorphic foliations. Topological invariants. Singularities.
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1 INTRODUÇÃO

Considere f : (C2, 0) → (C, 0) uma curva anaĺıtica com expansão de Taylor,

em torno de 0 ∈ C2, sendo f = fν + fν+1 + · · · , onde fν 6≡ 0. O inteiro m(f, 0) = ν é

chamado de Multiplicidade Algébrica de f em 0.

Um resultado inicial, devido a BURAU (1932) e ZARISKI (1932), mostrou

que dada f̃ : (C2, 0) → (C, 0), nas mesmas condições de f, e um homeomorfismo h :

U → Ũ , tal que h(f−1(0) ∩ U) = f̃−1(0) ∩ Ũ , onde U e Ũ são vizinhanças de 0 ∈ C2,

tem-se que m(f, 0) = m(f̃ , 0). Posteriormente, o famoso trabalho de ZARISKI (1971),

estabeleceu a Conjectura de Zariski para multiplicidade em dimensão maior que 2, sendo

uma generalização do problema acima. Alguns resultados trazem avanços importantes

nesse sentido. Como exemplo, EPHRAIM (1976) apresenta uma prova no caso em que h é

difeomorfismo C1 e ROSAS (2016) trata do caso Bi-Lipschitz. Ademais, casos particulares

também foram estudados, e positivamente respondidos, como por exemplo, A’CAMPO

(1973) e LÊ (1973) trazem uma prova quando m(f, 0) = 1.

Deste modo, é natural buscar estender o problema de invariância da multipli-

cidade para folheações em C2. Discutiremos questões relacionadas a este problema tendo

como suporte o trabalho de CAMACHO, LINS e SAD (1984).

Nesse sentido, as integrais de um campo vetorial holomorfo Z definido em um

aberto U de Cn são curvas complexas parametrizadas localmente como as soluções da

equação diferencial
dz

dT
= Z(z), T ∈ C, z ∈ U.

Isso define uma folheação FZ de U com singularidades nos zeros de Z. Assim, seja

On o anel dos germes de funções holomorfas definidas numa vizinhança de 0 ∈ Cn e

I(Z1, · · · , Zn) o ideal gerado pelas funções coordenadas de Z. O Número de Milnor de

Z em 0 ∈ Cn definido por µ(Z, 0) = dimCOn/I(Z1, · · · , Zn). Num primeiro momento,

mostraremos que este número é invariante topológico em Cn, n ≥ 2.

Posteriormente, olhando para campos em C2, trataremos de Desingularização.

Descreveremos um método de Blow-up, que permite criar, a partir de uma folheação dada,

uma outra folheação cujas singularidades sejam todas simples, isto é, os autovalores λ1 e

λ2 de dZ(p), onde Z é um campo que induz tal folheação em p, são tais que λ1.λ2 6= 0 e

λ1/λ2 /∈ Q+ ou λ1 = 0 e λ2 6= 0. Esse processo, nos fornece ferramentas importantes, que

relacionam os dados obtidos na desingularização com os objetos previamente tratados,

como o Número de Milnor e a Multiplicidade Algébrica.

No último caṕıtulo vamos apresentar resultados de invariância relacionados

com todos esses objetos.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos nesta seção introdutória algumas ferramentas e resultados que

vão servir de norte para o que vamos discutir ao longo do texto.

2.1 Folheações holomorfas

Uma variedade complexa de dimensão n é um espaço topológico M , de Haus-

dorff, conexo, com base enumerável, munido de uma estrutura anaĺıtica definida da se-

guinte maneira: existe uma cobertura de {Uα}α∈L de abertos para M e homeomorfismos

ϕα : Uα → Vα, onde Vα é aberto de Cn, tais que as mudanças de coordenadas ϕα ◦ ϕ−1β
são holomorfas onde sua definição faz sentido. Cada par {Uα, ϕα}α∈L é dito ser um atlas

de M . Dois atlas são equivalentes se a mudança ϕα ◦ ϕ−1β for holomorfa.

Seja M uma variedade complexa com dimensão n ≥ 2.

Definição 2.1 Uma folheação holomorfa não singular de dimensão k (ou codimensão

n− k) em M , onde 1 ≤ k ≤ n− 1, é dada pelo seguinte conjunto de informações:

(a) uma cobertura {Uα}α∈L por abertos;

(b) Para cada α ∈ L, um biholomorfismo Φα : Uα → Dk × Dn−k, onde D é o disco

unitário de C centrado na origem;

(c) Sempre que Uα ∩ Uβ = Uαβ 6= ∅, a função

Φαβ : Φα(Uαβ) −→ Φβ(Uαβ)

(z, w) 7−→ Φβ ◦ Φ−1α (z, w) = (ϕ1, ϕ2)

satisfaz Φαβ(z, w) = (ϕ1(z, w), ϕ2(w)).

Pelo item (b) dessa definição cada Uα é decomposto em variedades, de dimensão

k, da forma Φ−1α (Dk × {w0}), onde w0 ∈ Dn−k, chamadas de placas. O item (c) garante

que na interseção dos Uα as placas se sobrepõem de modo satisfatório, ou seja, se Pα ⊂ Uα

e Pβ ⊂ Uβ são placas, então ou Pα ∩ Pβ = ∅, ou Pα ∩ Pβ = Pα ∩ Uβ = Pβ ∩ Uα.

Assim, podemos definir em M a seguinte relação: p ∼ q se existem placas

P1, · · · , Pn com p ∈ P1 e q ∈ Pn, tais que Pi ∩ Pi+1 6= ∅, i = 1, · · · , n − 1. A classe de

equivalência seguindo essa relação é chamada de folha por p.

Definição 2.2 Uma folheação holomorfa singular, ou simplesmente folheação, de di-

mensão k (codimensão n − k), onde 1 ≤ k ≤ n − 1, em uma variedade complexa M é

uma folheação não singular de dimensão k (Definição 2.1) em M\S, onde S é conjunto
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anaĺıtico em M de codimensão maior ou igual a 2, de modo que S seja minimal com essa

definição. Notaremos a folheação por F e S = Sing(F). Os pontos de M\Sing(F) são

chamados de regulares e os de Sing(F) de singulares.

Proposição 2.1 Toda folheação de dimensão 1 é induzida localmente por um campo de

vetores holomorfo.

Ver SOARES e MOL (2001, p. 97, Proposição 6.1.4).

Definição 2.3 Duas folheações F e F̃ em M são ditas localmente topologicamente equi-

valentes em p ∈ Sing(F) e p̃ ∈ Sing(F̃), respectivamente, se existe um homeomorfismo

h : U → Ũ , onde U e Ũ são vizinhanças de p e p̃ (respec.), tal que h(U) = Ũ e que leva

folhas de F em folhas de F̃ .

Observação: Existe uma definição análoga para campos de vetores holomor-

fos. Considere Z : U ⊂ Cn → Cn um campo holomorfo, com U ⊂ Cn aberto. Nesse

sentido, uma folheação em U é definida pela equação diferencial dz
dT

= Z(z). O Teorema

de Existência e Unicidade de Soluções, provado em SOTOMAYOR (1979, p. 209, Teo-

rema 1), garante que dado p ∈ U e K ⊂ U compacto, com p ∈ K e Z(p) 6= 0, existe única

aplicação holomorfa ϕ : D ×K → U , onde D ⊂ C é disco aberto centrado na origem, de

modo que: (a) ϕ(0, z) = z; (b)
dϕ

dT
(T, z) = Z(ϕ(T, z)). Assim, fixado z0 ∈ U existe uma

única solução ϕ(T, z0) : D → U para a equação diferencial
dz

dT
= Z(z). Uma folha é uma

curva holomorfa, conexa e regular de U a qual, localmente, pode ser parametrizada como

solução da equação diferencial em questão.

2.2 Índice de um campo em uma singularidade isolada

Em linhas gerais, estamos sempre considerando um campo vetorial holomorfo

Z definido num aberto U ⊂ Cn, ou seja, Z = (Z1, Z2, · · · , Zn) : U ⊂ Cn → Cn e

Zj : U → C é função holomorfa para todo j.

Definição 2.4 (Singularidade) Um ponto p ∈ U é uma singularidade de Z se Z(p) = 0.

Se Z(p) 6= 0 dizemos que p é um ponto regular. Ademais, se p é uma singularidade de Z

e Z(z) 6= 0, ∀z ∈ Br(p)\{p}, onde r > 0, dizemos que p é singularidade isolada de Z.

Definição 2.5 (Grau topológico) Sejam M e N variedades orientadas n-dimensionais

e sem bordo. Considere f : M → N uma aplicação suave. Se M é compacta e N é

conexa, então definimos o grau de f como segue. Se y ∈ N é valor regular de f , então

deg(f ; y) =
∑

x∈f−1(y)

signdfx, onde sign é igual a 1 se df preserva orientação e -1 caso

contrário.
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Alguns resultados garantem que a Definição 2.5 está bem posta e que não

depende da escolha do valor regular y ∈ N , usamos então a notação deg(f). Para mais

detalhes sobre os objetos tratados nesta definição consultar MILNOR (1965, cap. II e III).

Vamos utilizar a definição de grau para aplicações entre esferas de espaços euclidianos.

Antes disto, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1 O grau é um invariante homotópico, ou seja, se existe uma homotopia

entre f e g, então deg(f) = deg(g), onde f, g : M → N como na Definição 2.5.

Ver MILNOR (1965, p. 28, Teorema B).

Considere um aberto U ⊂ Cn, n ≥ 2, e Z : U → Cn um campo vetorial

holomorfo. Seja X um campo vetorial real, de classe Cr, r ≥ 0, definido em U ⊂ Cn, ou

seja, X : U → R2n.

Definição 2.6 (Campo tangente) Dizemos que X é tangente a Z se para todo z ∈ U
tivermos X(z) ∈ CZ(z) = {λZ(z);λ ∈ C}.

Definição 2.7 (́Indice de um campo) O ı́ndice de X em p ∈ U , o qual notaremos por

indp(X), é o grau topológico da aplicação X/‖X‖ : Sr2n−1(p) → S2n−1, onde ‖X‖2 =∑2n
j=1 x

2
j , Sr

2n−1(p) = {z; ‖z − p‖ = r} e r > 0 é suficientemente pequeno.

A seguinte proposição garante a boa definição do Índice de um campo segundo

a Definição 2.7.

Proposição 2.2 Sejam X e Y campos vetoriais reais cont́ınuos, definidos no aberto U ⊂
Cn, e tangentes a Z. Suponha que p ∈ U é singularidade isolada de Z,X e Y , então

indp(X) = indp(Y ).

Prova: Podemos considerar Z como um campo real em U , isto é, Z(z) =

((Re(Z1(z)), Im(Z1(z)), Re(Z2(z)), Im(Z2(z)), · · · , Re(Zn(z)), Im(Zn(z))). Observe que,

se mostrarmos que indp(Z) = indp(X) a proposição fica demonstrada, pois o mesmo

valeria para Y. Com efeito, desde que X é tangente a Z, temos que para cada z ∈ U

existe λ ∈ C tal que

X(z) = λ(z)Z(z) = (α(z) + iβ(z))Z(z) = (α(z))Z(z) + (β(z))iZ(z).

Na igualdade acima, estamos interessados em pontos z na bola Br(p), onde p

é singularidade isolada de Z, e r é suficientemente pequeno, em particular, Z(z) 6= 0 para

z ∈ S2n−1
r (p). Considere então a função f : (α, β) : S2n−1

r (p)→ R2−{0} cont́ınua. Como,

para n ≥ 2, π2n−1(R2 − {0}) = {0} temos que existe homotopia

f̃ : [0, 1]× S2n−1
r (p)→ R2 − {0}; f̃(0, z) = f e f̃(1, z) = (1, 0).
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Deste modo, escrevendo f̃(t, z) = (α(t, z), β(t, z)), defina X(t, z) = (α(t, z) +

iβ(t, z))Z(z) e F (t, z) = X(t, z)/||X(t, z)||. Segue que F é homotopia entre F (0, z) =

X(0, z)/||X(0, z)|| = X/||X|| e F (1, z) = X(1, z)/||X(1, z)|| = Z/||Z||. Como o grau é

invariante topológico segue que X/||X|| e Z/||Z|| tem o mesmo grau, logo indp(X) =

indp(Z).

2

2.3 Multiplicidade algébrica e número de Milnor

Definição 2.8 (Multiplicidade algébrica) Seja f : Cn → Ck anaĺıtica na vizinhança

de um ponto p ∈ Cn. Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor de f, em torno de

p, como sendo

f(z) =
∞∑
k=m

fk(z), onde fm 6≡ 0.

O número m é chamado de multiplicidade algébrica, ou simplesmente multiplicidade,

de f em p e é denotado por m(f, p)

Observação: A Definição 2.8, acima, pode ser feita de modo análogo para

campos vetoriais e para folheações, via a multiplicidade de um campo que a induz

localmente numa singularidade. Não obstante, se S é germe de curva anaĺıtica em

p = (0, 0) ∈ C2, isto é, existe f : (C2, 0)→ (C, 0) anaĺıtica tal que a equação local reduzida

de S é dada por f(x, y) = 0, a multiplicidade de S em p é dada por m(S, p) = m(f, p).

Teorema 2.2 Seja f : (C2, 0) → (C, 0) um germe de curva anaĺıtica com singularidade

em 0 ∈ C2. Se f̃ : (C2, 0) → (C, 0) é germe de curva anaĺıtica e h : U → Ũ homeo-

morfismo, onde U e Ũ são vizinhanças de 0, tal que h(f−1(0) ∩ U) = f̃−1(0) ∩ Ũ , então

m(f, 0) = m(f̃ , 0).

O Teorema 2.2 é provado no trabalho de ZARISKI (1932). Este problema em

dimensão maior que 2, foi proposto por Oscar Zariski, em ZARISKI (1971), juntamente

com diversos problemas em Singularidades. O caso geral ainda não tem resposta, contudo

temos respostas positivas em alguns casos, como por exemplo EPHRAIM(1976) para o

caso C1 e ROSAS (2016) no caso Bi-Lipschitz. Por fim, EYRAL (2007) traz um apanhado

geral sobre avanços no problema.

Sejam f : U ⊂ Cn → C e g : V ⊂ Cn → C funções holomorfas, onde U e V

são abertos. Fixado p ∈ U ∩ V , dizemos que f ∼ g, se existe um aberto W ⊂ U ∩ V ,

contendo p, tal que f |W ≡ g|W . A classe f , segundo a relação de equivalência acima, é

chamada de germe de f em p. O conjunto dos germes de funções holomorfas de U ⊂ Cn

em C, no ponto p, será notado por On,p. Se p = 0, por simplicidade, escreveremos On.
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Com as operações naturais de soma de germes e multiplicação por escalar, temos que On,p
é um anel. Mais detalhes sobre os germes de funções holomorfas encontramos no segundo

caṕıtulo de EBELING (2007).

Nesse sentido, dado Z : U ⊂ Cn → Cn um campo vetorial holomorfo, tal que

Z = (Z1, Z2, · · · , Zn), podemos olhar para os germes das funções coordenadas e considerar

o ideal 〈Z1, Z2, · · · , Zn〉 em On,p, onde p ∈ U .

Definição 2.9 (Número de Milnor) O inteiro

µ = µ(Z, p) = dimCOn,p/〈Z1, Z2, · · · , Zn〉

é chamado de Número de Milnor de Z em p.

Proposição 2.3 Seja Z um campo de vetores holomorfo em Cn. A cerca do número de

Milnor são verdadeiras as afirmações abaixo:

(1) µ(Z, p) = 0 se, e somente se, p é ponto regular de Z.

(2) 0 < µ(Z, 0) <∞ se, e somente se, p é uma singularidade isolada de Z.

(3) µ(Z, p) = 1 se, e somente se, det(∂Zi/∂zj(p))1≤i,j≤n 6= 0.

(4) Seja 0 < µ < ∞. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo c ∈ C, com ‖c‖ < δ,

o numero de soluções da equação Z(z) = c na bola Bε(p) = {z; ||z − p|| < ε} é no

máximo µ. Mais ainda, se p1, p2, · · · , pm,m ≤ µ, são soluções de Z(z) = c, então

m∑
i=1

µ(Z − c, pi) = µ.

(5) µ = indp(Z).

Prova: (1) Suponha que Z(p) 6= 0, então existe i ∈ {1, · · · , n};Zi(p) 6= 0.

Assim, 1 = Zi(p)
−1Zi(p) ∈ On,p/〈Z1, Z2, · · · , Zn〉. Logo, dimCOn,p/〈Z1, Z2, · · · , Zn〉 = 0.

Reciprocamente, se dimCOn,p/〈Z1, Z2, · · · , Zn〉 = 0, então existem a1, a2, · · · , an ∈ On,p
tais que a1Z1(p) + a2Z2(p) + · · ·+ anZn(p) = 1. Logo, deve existir i ∈ {1, · · · , n} tal que

Zi(p) 6= 0 e, portanto, (Z1(p), Z2(p), · · · , Zn(p)) 6= 0, ou seja, p é ponto regular de Z.

(2) Supondo que p é singularidade isolada de Z temos V (〈Z1, · · · , Zn〉) = {p}.
Assim, I(V (〈Z1, · · · , Zn〉)) = mp é o ideal maximal das funções de Op que se anulam em p.

O Teorema dos zeros de Hilbert (Ver EISENBUD (1995, p.33, Teorema 1.6)) nos informa

que I(V (〈Z1, · · · , Zn〉)) = Rad〈Z1, · · ·Zn〉 = {f ; fk ∈ 〈Z1, · · ·Zn〉, para k ∈ N}.
Como Rad〈Z1, · · ·Zn〉 é finitamente gerado, já que Op é Noetheriano, existe

r > 0 tal que mr
p = (Rad〈Z1, · · ·Zn〉)k ⊂ 〈Z1, · · ·Zn〉. Dáı,

µ(Z, p) = dimC
Op

〈Z1, · · ·Zn〉
≤ dimC

Op
mr
p
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O ideal mr
p é gerado por monômios de grau r nas variáveis z1, · · · , zn, fa-

zendo com que Op/mr
p seja gerado sobre C pelos monômios de grau inferior a r. Logo,

dimCOp/mr
p <∞.
Para a rećıproca vamos supor que 0 < µ(Z, p) <∞. A cadeia de ideais

〈Z1, · · · , Zn〉+ mp ⊃ · · · ⊃ 〈Z1, · · · , Zn〉+ mk
p

· · · ⊃ 〈Z1, · · · , Zn〉,

implica nas seguintes desigualdades

dimC
Op

〈Z1, · · · , Zn〉+ mp

≤ · · · ≤ dimC
Op

〈Z1, · · · , Zn〉+ mk
p

· · · ≤ dimC
Op

〈Z1, · · · , Zn〉
= µ(Z, p) <∞.

Deste modo, podemos escolher r ∈ N tal que dimCOp/mr
p = dimCOp/mr+1

p ,

portanto 〈Z1, · · · , Zn〉+mr
p = 〈Z1, · · · , Zn〉+mr+1

p . Em particular, temos mr
p ⊂ 〈Z1, · · · , Zn〉+

mr+1
p . Segue do Lema de Nakayama (Ver EBELING (2007, p. 93, Proposição 2.38)) que

mr
p ⊂ 〈Z1, · · · , Zn〉. O que implica em, {p} = V (mr

p) ⊃ V (〈Z1, · · · , Zn〉), logo p é singula-

ridade isolada.

(3) Defina a matriz A =
(
∂Zi

∂zj

)
1≤i,j≤n

e suponha que det(A) 6= 0. Podemos

escrever Z(z) − Z(p) = L(z − p) + r(z − p), onde r(z − p) é resto de ordem superior a

1. Logo, Z(z) = L(z − p) + r(z − p). Como L é não singular podemos tomar ε > 0 tal

que ‖r(z − p)‖ < ‖L(z − p)‖, para todo z ∈ Sn+1
ε (p). Tal fato permite definir a seguinte

aplicação

G : [0, 1]× S2n−1
ε (p) −→ S2n−1

(t, z) 7−→ L(z) + tr(z)

‖L(z) + tr(z)‖
.

Repare que, G é homotopia entre Z/‖Z‖ e L/‖L‖, logo deg(Z/‖Z‖) = deg(L/‖L‖)
Segue o resultado pois, deg(L/‖L‖) = 1. Ver MILNOR (1965, p.37, Lema 4).

Reciprocamente, suponha que µ(Z, p) = 1. Seja g ∈ On de modo que sua

classe gera Op sobre C. Para cada f ∈ On, existem αf ∈ C e germes hf1 , · · · , hfn ∈
Op tais que f = αfg + hf1Z1 + · · · + hfnZn. Em particular, para f = 1, escrevemos

1 = α1g + h11Z1 + · · · + h1nZn. Assim, g(p) 6= 0. Para cada i = 1, · · · , n, escrevemos

zi − pi = αzig + hzi1 Z1 + · · ·+ hzin Zn, onde p = (p1, · · · , pn). Avaliando essa expressão em

0, temos αzi = 0, portanto zi − pi = hzi1 Z1 + · · ·+ hzin Zn.

Derivando a expressão acima, em relação a zi e zj, i 6= j, obtemos

hzi1 (p)
∂Z1

∂zi
(p) + · · ·+ hzin (p)

∂Zn
∂zi

(p) = 1 e
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hzi1 (p)
∂Z1

∂zj
(p) + · · ·+ hzjn (p)

∂Zn
∂zj

(p) = 0

Segue dáı que det(A) 6= 0.

(5) Suponha que 0 < µ <∞, neste caso, estamos supondo que p é singularidade

isolada de Z. Seja ε > 0 de modo que a bola B = {z; ‖z−p‖ ≤ ε} isole esta singularidade.

O item (4) nos fornece, para este ε > 0, um δ > 0 de modo que, se ‖c‖ < δ para c ∈ C,
então Z(z) = c tem no máximo µ soluções em B. Defina k = inf

z∈∂B
|Z(z)|. Assim, se

‖c‖ < min{δ, k} temos que Z(z) = c tem exatamente µ soluções em B.

Por outro lado, definindo Zt(z) = Z(z) − tc, para t ∈ [0, 1], temos Zt(z) 6= 0

se ||z|| = ε. Ora, mas isso implica que definindo F : [0, 1] × ∂B → S2n−1 por F (t, z) =

Zt(z)/|Zt(z)|, temos que F é homotopia entre F0 = Z/|Z| e F1 = Z − c/|Z − c|. Dáı,

como o grau é invariante topológico, segue que F0 e F1 tem o mesmo grau.

Sejam p1, p2, · · · , pµ as singularidades de Z − c. Para cada j = 1, 2, · · · , µ,

considere bolas Bj ⊂ B que isolem as singularidades pj de Z−c, de modo que Bj∩Bi = ∅,

se i 6= j. Assim, defina Gj : Bj → S2n−1 por Gj(z) = Zj(z)− c/|Zj(z)− c|. Note que,

deg

(
Z − c
|Z − c|

)
= degF1 =

µ∑
j=1

deg(Gj) (1)

De sorte que, c é valor regular para Z, temos que µ(Z − c, pj) = 1, já que pelo

item (3), µ = 1 ⇔ det(∂Zi/∂zj)1≤i,j≤n 6= 0, e isto ocorre, pois c é regular. Assim, seque

de (1) que

deg

(
Z − c
|Z − c|

)
= degF1 =

µ∑
j=1

deg(Gj) =

µ∑
j=1

µ(Z − c, pj) =

µ∑
j=1

1 = µ

Isso conclui a demonstração pois o grau de Z − c/|Z − c| é igual ao grau de

Z/|Z| e, pelo que foi feito, é igual a µ. Logo, indp(Z) = µ.

2

Lema 2.1 (Parametrização de Puiseux) Se S é um germe de curva anaĺıtica irre-

dut́ıvel em (0, 0) ∈ C2, distinta dos eixos coordenados, com equação local reduzida f = 0,

então existe um germe de aplicação holomorfa

α : (C, 0)→ (C2, 0)

T 7−→ (Tm, T nu(T )),

onde u é holomorfa com u(0) 6= 0 e a multiplicidade m(f, 0) = min{m,n}, cuja imagem

coincide com a curva S.

Ver CAMACHO e SAD (1987, p. 2, Teorema 1.1).
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Seja Z campo de vetores holomorfo em M uma superf́ıcie complexa com sin-

gularidade isolada no ponto p. Tomamos coordenadas (x, y) ∈ C2 nas quais p = (0, 0) e

Z = (Z1, Z2). Suponha de Z1 é irredut́ıvel e seja α(T ) = (Tm, T nu(T )), onde u(p) 6= 0 e

m(Z, p) = min{m,n}, uma parametrização de Puiseux para Z−11 (0). Segue que Z2 ◦α(T )

não é identicamente nula. Nessas condições temos:

Lema 2.2 Seja Z = (Z1, Z2) como acima. Então µ(Z, p) é a multiplicidade de Z2 ◦α(T )

em T = 0.

Prova: Repare que, os pontos da forma (0, c) ∈ C2, com c 6= 0 e |c| suficiente-

mente pequeno, são regulares para Z, pois (0, 0) é singularidade isolada de Z. Considere

então um valor regular w0 = (0, c) de Z. Assim, por um lado, temos que #{z;Z(z) = w0}
é igual a µ(Z, p) e, por outro lado, é igual a multiplicidade de Z2 ◦ α(T ) em T = 0.

2

Se Z1, Z2 são funções holomorfas numa vizinhança de p = (0, 0) ∈ C2, por

exemplo as coordenadas de um campo holomorfo, que se anulam simultaneamente somente

em p, com multiplicidade m1 e m2, respectivamente, estabelecemos Z̃1(x, t) =
Z1(x, tx)

xm1

e Z̃2(x, t) =
Z2(x, tx)

xm2
.

As ráızes em comum de Z̃1 e Z̃2 em {x = 0} ocorrem em número finito. Temos

então o seguinte lema.

Lema 2.3

µ((Z1, Z2), p) = m1m2 +
∑

q∈{x=0}

µ((Z̃1, Z̃2), q).

Prova: Suponha, para facilitar as contas, que Z1 é irredut́ıvel e que Z−11 (0) é

diferente dos eixos coordenados. Tome uma parametrização de Puiseux α(T ) = (Tm, T nu(T )),

onde u(0) 6= 0 e m1 = min{m,n}, para o conjunto Z−11 (0). Podemos supor ainda que,

m1 = m ≤ n, do contrario, mude coordenadas trocando x por y, onde (x, y) é o sistema

de coordenados em que Z está escrito.

Observe que, a curva α̃(T ) = (Tm, T n−mu(T )) é uma parametrização para

Z̃−11 (0). Como Z̃1 é irredut́ıvel, do fato de Z1 ser, se q = α̃(0), temos

µ((Z̃1, Z̃1), q)
Lema2.2

= m(Z̃2 ◦ α̃(T ), q) = m

(
Z2 ◦ α(T )

(Tmu(T ))m2
, q

)
= µ((Z1, Z2), p)−mm2

= µ((Z1, Z2), p)−m1m2

Isso demonstra o resultado quando Z1 irredut́ıvel. A propriedade aditiva por

coordenadas do Número de Milnor, isto é, µ((Z
(1)
1 ·Z

(2)
1 , Z2)) = µ((Z

(1)
1 , Z2))+µ((Z

(2)
1 , Z2)),
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estende este resultado para o caso geral (Z1 não irredut́ıvel).

2

2.4 O método blow-up

Considere um campo vetorial holomorfo definido num aberto U ⊂ C2, onde

0 ∈ U é singularidade de Z, isto é, Z(0) = 0. Suponha ainda que 0 ∈ C2 é a única

singularidade de Z em U .

O blow up de 0 ∈ C2, ou explosão, consiste em substituir 0 ∈ C2 pela reta

projetiva P de dimensão um. Existem diversas formas de definir P, ou mais precisamente

CP1, ou ainda P1, inicialmente temos P = {l ∈ C2; l é espaço vetorial e dimC l = 1}. Por

outro lado, P = C2\{0}/ ∼ onde é a relação dada nas direções não nulas de C2, mais

precisamente, (x, y) ∼ (x′, y′) se existe λ ∈ R tal que (x, y) = (λx′, λy′).

Vamos criar o conjunto U (1) := U\{0} ∪ P introduzindo coordenadas da se-

guinte forma: Qualquer aberto em U\{0} mantém suas coordenadas. Precisamos agora

cobrir P , vamos utilizar as cartas ϕ : V1 × C → U\(y = 0) ∪ P\{0} e ψ : C2 × V2 →
U\(x = 0) ∪ P\{∞} relacionadas por ψ−1 ◦ ϕ(t, x) = (t−1, tx), t 6= 0. Nós escolhemos os

pontos (1, 0) e (0, 1), identificados como 0 e∞, respectivamente, em P, que é o mesmo que

escolher duas retas complexas em C2. As cartas acima cobrem vizinhanças de P\{∞} e

P\{0}.
Deste modo, defina π(1) : U (1) → U por π(p) = p se p /∈ P e π(p) = 0 se p ∈ P

e descreva π em coordenadas como (x, t) 7→ (x, xt) e (u, y) 7→ (uy, y) respectivamente.

Suponha que, temos a seguinte folheação FZ de U , dada por

ẋ = aν(x, y) +R1(x, y)

ẏ = bν(x, y) +R2(x, y),

nesse caso Z(x, y) = (aν(x, y), bν(x, y)) + (R1(x, y), R2(x, y)) onde (aν(x, y), bν(x, y)) é o

primeiro jato não nulo de Z, ou seja, ν = m(Z, 0) é a multiplicidade algébrica de Z(ou

de FZ) na singularidade 0 ∈ C2 e (R1, R2) é o restante da expansão de Z. Se estivemos

com a mudança de coordenadas (x, y) 7→ (x, tx) temos que,

ẋ = aν(x, tx) +R1(x, tx) = xνaν(1, t) + xν+1R′1(x, t)

= xν(aν(1, t) + xR′1(x, t))

Na expressão acima, retiramos o fator xν de aν , que é homogêneo e tem grau ν,

e de R1, que tem grau maior ou igual a ν + 1, R1(x, y) = xν+1R′1(x, y). De modo similar,



22

temos:

˙(tx) = bν(x, tx) +R2(x, tx)

⇔ ṫx+ tẋ = xνbν(1, t) + xν+1R′2(x, t)

⇔ ṫx = xνbν(1, t) + xν+1R′2(x, t)− txνaν(1, t)− txν+1R′1(x, t)

⇔ ṫ = xν−1(bν(1, t)− taν(1, t)) + xν(R′2(x, t)− tR′1(x, t)).

Assim, as equações para π∗Z nessa mudança são dadas por:

(I)

{
ẋ = xν(aν(1, t) + xR′1(x, t)),

ṫ = xν−1(bν(1, t)− taν(1, t)) + xν(R′2(x, t)− tR′1(x, t))

De modo análogo, considerando a mudança de coordenadas (u, y) 7→ (uy, y),

obtemos as equações:

(II)

{
u̇ = yν−1(aν(u, 1)− ubν(u, 1)) + yν(R′′1(u, y)− uR′′2(u, y)),

ẏ = yν(bν(u, 1) + yR′′2(u, y))

Temos agora dois casos a analisar, de acordo com a expressão aν(1, t)+xR
′
1(x, t)

ser identicamente nula ou não.

(i) Caso não dicŕıtico. Se bν(1, t)−taν(1, t) 6= 0 podemos dividir as equações

de (I) por xν−1 e obter:{
ẋ = x(aν(1, t) + xR′1(x, t)),

ṫ = bν(1, t)− taν(1, t) + x(R′2(x, t)− tR′1(x, t))

A expressão acima, juntamente com a expressão obtida ao dividir (II) por

yν−1, definem uma folheação F (1)
Z em U (1) tendo P como conjunto invariante. Mais preci-

samente, a menos de um certo numero finito de ráızes de bν(1, t)− taν(1, t) = 0, P é folha

de F (1)
Z . Observe que, F (1)

Z coincide com π∗FZ fora de P (1).

(ii) Caso dicŕıtico. Se bν(1, t)− taν(1, t) ≡ 0, então podemos dividir (∗) por

xν e encontrar: {
ẋ = aν(1, t) + xR′1(x, t),

ṫ = R′2(x, t)− tR′1(x, t).

Novamente, como no caso não dicŕıtico, a expressão destacada acima, junta-

mente com a expressão correspondente no outro sistema de coordenadas, formam uma

folheação F (1)
Z que coincide com π∗FZ fora de P e nesse caso P não é invariante. A fo-

lheação F (1)
Z é transversal a P exceto num número finito de pontos (raizes de aν(1, t) = 0)

que podem ser ou não singularidades.

Repare que, em ambos os casos as folheações são dadas por expressões anaĺıticas.
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Deste modo, podemos olhar para as singularidades de F (1)
Z e repetir esse mesmo processo.

A nova folheação obtida é dada na vizinhança de uma união de retas projetivas tendo

cruzamentos (interseções) normais e novamente com um número finito de singularidades.

Após k processos de blow-up teremos uma folheação F (k)
Z definida numa vizi-

nhança U
(k)
Z de uma união P(k)

Z de retas projetivas com uma projeção anaĺıtica própria

π
(k)
Z : U (k) → U que manda P(k)

Z em 0 ∈ C2 e tal que π
(k)
Z : U

(k)
Z \P

(k)
Z → U\{0} é

isomorfismo entre as folheações F (k)
Z e FZ .

Definição 2.10 Mantendo a notação destacada acima a quadrupla (U
(l)
Z , π

(k)
Z ,P(k)

Z ,F (k)
Z )

denota o ko blow-up de Z em 0 ∈ C2.

Definição 2.11 Se F é folheação em p, e após um Blow-Up neste ponto se manifesta o

caso (i), acima descrito, dizemos que F é folheação não dicŕıtica. Folheação dicŕıtica é

definida de modo análogo.

Definição 2.12 Se Z é campo em U ⊂ C2 com singularidade em 0 ∈ U , dizemos que esta

singularidade é simples se os autovalores λ1, λ2 de dZ(0) satisfazem uma das condições

abaixo:

(i) λ1.λ2 6= 0 e λ1\λ2 /∈ Q+

(ii) λ1 = 0 e λ2 6= 0

Uma singularidade simples do tipo (ii) é chamada de Sela-Nó

O Teorema de Desingularização para campos vetoriais, devido ao trabalho de

SEIDENBERG (1968), afirma que todas as singularidades se tornam simples após um

número finito de blow-ups e estas apenas se repetem sob novas explosões, isto é, desde

que as singularidades simples aparecem, e não são submetidas a novas explosões, tem-se

que depois de l blow-ups todas as singularidades serão simples. Isso define unicamente o

blow-up (U
(l)
Z , π

(l)
Z ,P

(l)
Z ,F

(l)
Z ), que chamaremos de Desingularização de Z em 0 ∈ C2.

Para simplificar podemos também usar a notação (ŨZ , πZ ,PZ , F̃Z) para denotar uma

desingularização. Mais precisamente:

Teorema 2.3 Sejam F uma folheação em uma superf́ıcie complexa M e p ∈ Sing(F).

Então existe uma sequência de explosões π em p tal que todas as singularidades de π∗F
sobre π−1(p) são simples.

A prova deste resultado pode ser encontrada em SOARES e MOL (2001, p.

126, Teorema 6.2.2). O termo sequência de explosões será melhor discutido no Caṕıtulo

4 como preparação para a demonstração do Teorema 4.1.

Observação: Seja F folheação (de dimensão 1) em uma superf́ıcie complexa

M(uma variedade complexa de dimensão 2). Uma vez que F tem dimensão e codimensão

1, ela tanto é localmente induzida por um campo de vetores holomorfo (Proposição 2.1)

quanto por uma 1-forma holomorfa. Assim, se F é definida em uma vizinhança de p ∈M
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por um campo Z, escrito num sistema de coordenadas (x, y) tal que p = (0, 0), na forma

Z = Z1
∂

∂x
+ Z2

∂

∂y
= (Z1, Z2),

então F também é definida pela equação ω = 0, onde

ω(x, y) = −Z2(x, y)dx+ Z1(x, y)dy.

Podemos, da mesma forma em que fizemos na discussão acima, para campos

vetoriais, olhar para o desenvolvimento de Taylor de Z1 e Z2 e avaliar a 1-forma ω(x, y)

nos sistemas (x, t) e (u, y). Seja π : M̃ → M uma explosão em p e P = π−1(p). Nas

coordenadas (x, t) e (u, y), introduzidas no inicio da sessão, podemos olhar para as formas

π∗ω(x, t) e π∗ω(u, y) a fim de obter uma folheação F̃ em M̃\P , que é posśıvel pois a

folheação F|M\{p} é transportada para F̃ pelo biholomorfismo π|M̃\P : M̃\P →M\{p}.
Assim, destacando as expressões do desenvolvimento de Z1 e Z2, após a ex-

plosão, estudamos os casos dicŕıtico e não dicŕıtico como anteriormente. O objetivo dessa

observação é ratificar que a discussão pode ser feita, tanto no contexto de formas, como

no de campos.

Exemplo 2.1 Considere o campo Z(x, y) = (3x + y,−2x − y2) com singularidade em

0 ∈ C2. Veja que

DZ(0) =

(
3 −2

1 0

)
.

Pela Proposição 2.3, temos µ(Z, 0) = 1, ou seja, 0 é singularidade isolada de

Z. Mais ainda, DZ(0) tem λ1 = 2 e λ2 = 1 como autovalores, portanto 0 ∈ C2 não é

singularidade simples.

Podemos então considerar Z dado pela 1-forma ω(x, y) = (2x+ y2)dx+ (3x+

y)dy. Segue que, m(Z, 0) = 1, Z11(x, y) = 2x e Z21(x, y) = 3x + y. Ademais, o termo

cuja análise diz sobre o tipo de singularidade é igual a 2x2 + 3xy + y2 6≡ 0, logo (0, 0) é

singularidade não dicŕıtica.

Nas coordenadas (x, t)
π7−→ (x, tx), onde π é uma explosão em 0, temos

π∗ω = (2x+ x2t2)dx+ (3x+ tx)(tdx+ xdt)

= (2x+ t2x2 + 3xt+ t2x)dx+ (3x2 + tx2)dt⇒

ω1 = x−1π∗ω = (2 + t2x+ 3t+ t2)dx+ x(3 + t)dt

Assim, as singularidades de F1 são dadas por (0, t) onde t2 + 3t + 2 = 0,

portanto as singularidades são (0,−2) e (0,−1).

Deste modo, a folheação F é dada pelo campo, Z̃(x, t) = (−x(3 + t), 2 + t2x+

3t+ t2). Analisando a singularidade (0,−2) considere a mudança (x, t) 7−→ (x, t− 2), que



25

faz com que (0,−2) seja a origem, temos que após esta mudança a singularidade (0, 2) de

F1 é dada pelo campo

Z̃1(x, t) = ((−x(1 + t), 4x+ t+ t2 + t2x− 2tx)).

Assim,

DZ̃1(0) =

(
−1 4

0 1

)
.

Como os autovalores de DZ̃1(0) são λ1 = −1 e λ2 = 1, segue que (0,−2) é

singularidade simples.

Analisando a singularidade (0,−1) considere a mudança (x, t) 7−→ (x, t− 1) e

o campo Z̃2(x, t) = (−x(2 + t), x + t + t2 − 2xt + xt2) que da a singularidade (0,−1) de

F1. Nesse caso,

DZ̃2(0) =

(
−2 1

0 1

)
.

Portanto, como os autovalores são −2 e 1, temos que (0, 1) é singularidade

simples.

2

Isso ilustra o que diz o Teorema 2.3, o que fizemos acima foi desingularizar o

campo Z. Estudaremos no Caṕıtulo 4 as informações que aparecem ao longo de sequências

de explosões. Parte importante do que faremos no Capitulo 4 será relacionar a Multi-

plicidade Algébrica de um campo com os dados da sua desingularização, bem como com

o Número de Mı́lnor. Se dois campos possuem a mesma desingularização suas multipli-

cidades algébricas coincidem? O que se pode dizer sobre o Número de Milnor? Antes

disto, no Caṕıtulo 3 seguinte, mostraremos a preservação do Número de Milnor por equi-

valências topológicas locais, nosso primeiro invariante topológico. Estas duas discussões

nos permitirão, no Caṕıtulo 5, apresentar mais alguns resultados de invariância topológica

combinando todas estas informações.
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3 A INVARIÂNCIA TOPOLÓGICA DO NÚMERO DE MILNOR

Vamos destacar alguns resultados relacionados ao número de Milnor que são

preservados por equivalências topológicas locais.

3.1 Invariância topológica do número de Milnor

O objetivo central desta seção é provar que o Número de Milnor de um campo

vetorial holomorfo, com singularidade isolada, é um invariante topológico em Cn, n ≥ 2.

Em outras palavras, se Z e Z̃ são localmente topologicamente equivalentes em p e p̃,

respectivamente, então µ(Z, p) = µ(Z̃, p̃).

Nesse sentido, buscaremos uma definição alternativa para o ı́ndice de um

campo vetorial holomorfo, a qual faremos uso na prova do Teorema principal desta seção.

Tendo em vista a equação diferencial
dz

dT
= Z(z), podemos considerar o fluxo

complexo dessa equação como sendo ϕ : Dε × Br → Bρ, onde Dε = {T ∈ C; |T | < ε},

Br = {z ∈ Cn; ‖z‖ < r} e 0 < r < ρ. Ou seja, fixado z em U ,
dϕ

dT
(T, z) = Z(ϕ(T, z)).

Ademais, ϕ possui a propriedade de que dado z ∈ Br, o fluxo que passa por z, dado por

ϕz(.) = ϕ(., z), é tal que ϕ(0, z) = z.

Lema 3.1 Seja τ : Br − {0} → Dε − {0} uma função cont́ınua tal que para todo z ∈
Br − {0} e t ∈ (0, 1] tem-se ϕ(tτ(z), z) 6= z. Seja g : ∂Br → S2n−1 dada por

g(z) =
ϕ(τ(z), z)− z
‖ϕ(τ(z), z)− z‖

.

Então, ind0(Z) = deg(g).

Prova: Como ϕ(tτ(z), z) 6= z, para t ∈ (0, 1] e z ∈ ∂Br, podemos definir a

função G : [0, 1]× ∂Br → S2n−1 por

G(t, z) =
ϕ(tτ(z), z)− z
‖ϕ(tτ(z), z)− z‖

, t 6= 0 e G(0, z) =
τ(z)

|τ(z)|
Z(z)

‖Z(z)‖
,

já que em t = 0 a expressão geral de G fica indefinida, pois ϕ(0, z) = z. Desde que,

G(1, z) = g(z) devemos mostrar que lim
t→0

G(t, z) =
τ(z)

|τ(z)|
Z(z)

‖Z(z)‖
para conseguir uma

homotopia entre G(0, z) e G(1, z). Com efeito, observe que para t 6= 0 temos
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G(t, z) =
ϕ(tτ(z), z)− z
‖ϕ(tτ(z), z)‖

=
ϕ(tτ(z), z)− z
‖ϕ(tτ(z), z)‖

· |tτ(z)|
|tτ(z)|

· τ(z)

τ(z)

=
τ(z)

|τ(z)|
·
∥∥∥∥ϕ(tτ(z), z)− z

tτ(z)

∥∥∥∥−1 · ϕ(tτ(z), z)− z
tτ(z)

Ora, mas
ϕ(tτ(z), z)− z

tτ(z)
=
ϕ(tτ(z), z)− ϕ(0, z)

tτ(z)
. Logo, quando t → 0, pelas

propriedades do fluxo, essa expressão tende para a derivada de ϕ em T = 0, assim
ϕ(tτ(z), z)− z

tτ(z)
→ Z(z) quando t → 0. Isso mostra que, G(t, z) → τ(z)

|τ(z)|
· Z(z)

‖Z(z)‖
quando, t→ 0. Por fim, pelo que foi provado, temos G cont́ınua, dáı G é homotopia entre

G(0, z) =
τ(z)

|τ(z)|
· Z(z)

Z(z)
e G(1, z) = g(z). Se n ≥ 2, π2n−1(S1) = {0}, assim a aplicação

τ

|τ |
: ∂Br → S1 é homotópica a constante 1 ∈ S1 e assim, g é homotópica a

Z(z)

‖Z(z)‖
. Isso

mostra que, ind0(Z) = deg(g).

2

O seguinte Lema descreve o comportamento do fluxo de Z em torno de um

ponto regular.

Lema 3.2 Seja ϕ : Dε × Br′ → Bρ o fluxo complexo local de Z. Suponha Z(z) 6= 0 para

z ∈ Br − {0}, onde 0 < r ≤ r′. Então existe δ > 0 tal que ∀T ∈ Dδ − {0} e z ∈ Br − {0}
temos ϕ(T, z) 6= z. Ver Figura 1.

Figura 1: Descrição do Lema 3.2

Prova: Suponha que a propriedade pretendida no Lema não ocorre. Assim,

dado n ∈ N, com 1/n < ε, existem Tn ∈ D1/n−{0} e zn ∈ Br−{0} tal que ϕ(Tn, zn) = zn.

Em outras palavras, ∃(Tn)→ 0, 0 < |Tn| < ε e zn ∈ Br−{0} tal que ϕ(Tn, zn) = zn. Seja

Ln a folha de Z/Br que passa por zn, ou seja, Ln = ϕ(Dε, zn) é dada localmente pelo

fluxo de Z.

Afirmação: Mantendo a notação acima, temos:

(i) Ln ∩ ∂Br 6= ∅
(ii) Para todo n ∈ N, ϕ(Tn, z) = z,∀z ∈ Ln ∩Br
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Suponha que a afirmação seja verdadeira. Para todo n ∈ N, o item (i) da

afirmação fornece wn ∈ Ln ∩ ∂Br. Como ‖wn‖ = r, a menos de subsequência, podemos

admitir que wn → w0 e nesse caso ‖w0‖ = r. Segue do item (ii) que ϕ(Tn, wn) = wn.

Assim,

Z(w0) = lim
n→∞

ϕ(Tn, wn)− ϕ(0, wn)

Tn
= lim

n→∞

ϕ(Tn, wn)− wn
Tn

= 0,

o que é um absurdo pois w0 ∈ Br − {0} é regular.

Prova da afirmação, item (i): Considere L uma folha não singular de Z e

suponha, por contradição, que L ⊂ Br = int(Br). Defina r̃ = sup
z∈L
‖z‖. Podemos então

tomar (qn) em L tal que qn → q0 e ||q0|| = r̃. Repare que, q0 ∈ L, logo Z(q0) 6= 0, pois

a folha L é regular. Assim, pelo teorema da caixa do fluxo complexo, existe α > 0, Q =

Q(q0), uma vizinhança de q0, e ψ : Dα × Bα → Q um difeomorfismo holomorfo, onde

Bα = {z ∈ Cn−1; ‖z‖ < α}, ψ(0, 0) = q0 e ψ(T + T0, w) = ϕ(T, ψ(T0, w)), desde que os

termos da igualdade estejam definidos. Considere p ∈ Q, temos ψ−1(q) ∈ Dα × Bα, logo

p2(ψ
−1(q)) ∈ Bα, defina então o conjunto Pq = ψ(Dα × p2(ψ−1(q))) qual chamaremos de

placa de Q pelo ponto q, claramente Pq esta contido na folha de Z pelo ponto q. Nesse

caso, podemos olhar para a aplicação ψq : Dα → Pq como sendo ψ|Dα× p2(ψ−1(q)) que é

uma imersão anaĺıtica. Observe a Figura 2.

Figura 2: Placa contida na folha Lq

Observe que, ψq0 não é constante, pois se fosse, o fluxo em q0 seria constante,

dáı q0 seria singular. Assim, pelo prinćıpio do módulo máximo, 0 ∈ Dα não é ponto

de máximo para a aplicação z ∈ Dα 7→ ‖ψq0(z)‖. Logo, existe z ∈ Dα tal que ‖p0‖ =

‖ψq0(z)‖ > ‖ψq0(0)‖ = ‖q0‖ = r̃, ou seja, existe p0 ∈ Pq0 tal que ‖p0‖ > r̃. Por outro

lado, pela continuidade, existe δ > 0 tal que se ‖q− q0‖ < δ, então a placa Pq contem um

ponto p, tal que ‖p‖ > r̃. Ora, mas como qn → q0, para n >> 1, temos ‖qn − q0‖ < δ.

Assim, existe p ∈ Pqn tal que ‖p‖ > r̃. Isso contraria a maximalidade de r̃, já que, como

qn ∈ L, temos Pqn ⊂ L.

Prova da afirmação, item (ii): Considere uma folha L de Z/Br, r < r′. Supo-
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nha que ϕ(T0, z0) = z0, para algum z0 ∈ Z, e defina o conjunto A = {z ∈ L;ϕ(T0, z) = z},
veja que z0 ∈ A e A é fechado. Estamos considerando aqui a topologia intŕınseca das pla-

cas Pq de pontos q ∈ L. Como L é conexa vamos mostrar que A é aberto.

Seja q ∈ A, Como Z(q) 6= 0 tome o fluxo ϕq : Dε → L, onde ϕq(T ) = ϕ(T, q),

nesse caso, ϕq parametriza L numa vizinhança de q. Pelas propriedades do fluxo, sendo

|T | < ε− |T0| = ρ, temos

ϕ(T0, ϕ(T, q)) = ϕ(T0 + T, q) = ϕ(T, ϕ(T0, q)) =︸︷︷︸
q∈A

ϕ(T, q)

Repare que, |T+T0| ≤ |T |+|T0| < ε−|T0|+|T0| = ε, isso faz com que os termos

da igualdade acima estejam definidos. Mostramos com isso que, se p ∈ ϕq(Dρ) então

ϕ(T0, p) = p, portanto ϕq(Dρ) ⊂ A, o que implica A aberto na topologia considerada.

2

O Corolário 3.1, abaixo, relaciona a função f(z) = ϕ(τ(z), z), definida atraves

do fluxo e de τ , como no Lema 3.1, com µ = ind0(Z).

Corolário 3.1 Seja Z como antes, δ > 0 do Lema 3.2 e τ : Br − {0} → Dδ − {0} uma

função cont́ınua. Defina f : Br − {0} → Cn − {0} por f(z) = ϕ(τ(z), z). Então, pelo

Lema 3.2, temos f(z) 6= z,∀z ∈ Br − {0}. Mais ainda, se (f − id)∗ : H2n−1(Cn − {0})→
H2n−1(Cn−{0}) é a aplicação induzida por f − id no ńıvel de homologia, então (f − id)∗

é a multiplicação por µ = ind0(Z).

Prova: Desde que, τ é tal que 0 < |τ(z)| < δ, temos pelo Lema 3.2 que,

ϕ(τ(z), z) 6= z, se z ∈ Br − {0}. Por outro lado, o Lema 3.1 nos informa que µ =

ind0(Z) = deg(g) onde

g(z) =
ϕ(τ(z), z)− z
||ϕ(τ(z), z)− z||

.

Assim, g∗ : H2n−1(∂Br)→ H2n−1(S2n−1) é dada por g∗(σ) = µσ, onde σ é um

gerador do grupo H2n−1(∂Br).

Por outro lado, definindo is : Cn − {0} → ∂Bs como is(z) = sz/||z||, temos

que isto é uma equivalência homotópica, portanto o diagrama abaixo comuta:

H2n−1(Br − {0})
ir∗ //

(f−id)∗
��

H2n−1(∂Br)

g∗
��

H2n−1(Cn − {0}) i1∗ // H2n−1(Br − {0}).

Deste modo, dado γ gerador de H2n−1(Br−{0}), temos g∗(ir∗(γ)) = µir∗(γ) =

µγ e i1∗((f − id)∗(γ)) = (f − id)∗(γ). Isso conclui a prova.

2
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Teorema 3.1 O Número de Milnor de um campo vetorial holomorfo é um invariante

topológico em Cn, n ≥ 2. Ou seja, se Z e Z̃ são localmente topologicamente equivalentes,

em p e p̃, respectivamente, então µ(Z, p) = µ(Z̃, p̃).

Vamos supor que Z e Z̃ são localmente equivalentes em 0 ∈ Cn pelo home-

omorfismo h : Br′ → h(Br′) = U . Sejam ϕ : Dε × Br → Cn e ϕ̃ : Dε × B r̃ → Cn os

fluxos de Z e Z̃ respectivamente. Tome r′ < r suficientemente pequeno de modo que

Br′ ⊂ Br e que h(Br′) = U ⊂ Br̃. Por fim, escolha ρ tal que ϕ(Dε × Bρ) ⊂ Br′ e

ϕ(Dε × h(Bρ)) ⊂ U = h(Br′).

Pelo Lema 3.2, podemos tomar δ = δ(Z) > 0 e δ̃ = δ(Z̃) > 0 tal que para todo

par (T, z) ∈ Dδ − {0} × Br − {0} e (T̃ , z̃) ∈ Dδ̃ − {0} × Br̃ − {0} tem-se ϕ(T, z) 6= z e

ϕ̃(T̃ , z̃) 6= z. Nessas condições vamos provar o lema abaixo.

Lema 3.3 Existem funções cont́ınuas τ : Bρ − {0} → (0, δ) e τ̃ : h(Bρ)− {0} → Dδ̃ tais

que

h(ϕ(τ(z), z)) = ϕ̃(τ̃(h(z)), h(z)),∀z ∈ Bρ − {0}.

Vamos fixar algumas notações antes de provar o Lema 3.3. Estamos no caso

em que 0 é singularidade isolada de Z e Z̃. Seja z0 ∈ Br−{0}, como Z(z0) 6= 0, temos, por

teorema, que ∃α > 0, Q = Q(z0) vizinhança aberta de z0 e g um difeomorfismo holomorfo

tal que, g : Dα × Bα → Q, onde Dα = {T ∈ C; |T | < ε}, Bα = {z ∈ Cn−1; ‖z‖ < α},
g(0, 0) = z0 e g(T + T0, w) = ϕ(T, g(T0, w)). Defina V = V (z0) = g(Dα/2 × Bα) e chame

a tripla (V,Q, α) de caixa de Z.

Se considerarmos q ∈ Q podemos olhar para g−1(q) ∈ Dα × Bα, com isso

p2(g
−1(q)) ∈ Bα, onde p2 denota a projeção usual na componente Dα. Deste modo, defina

o conjunto Pq = g(Dα × p2(g
−1(q))), o qual chamamos de placa de Q pelo ponto q.

Observe que, Pq está contida na folha por p. Por fim, repare que se |T | < α/2 e q ∈ V
obtemos, ϕ(T, q) ∈ Pq. De fato, ϕ(T, q) = ϕ(T, g(T0, w)) = g(T + T0, w) ∈ Pq, pois

q ∈ V ⇒ q = g(T0, w), onde |T0| < α/2 e w ∈ Dα. Podemos fazer essa mesma construção

para o campo Z̃.

Prova do Lema 3.3: Sejam (V,Q, α) e (Ṽ , Q̃, α̃) caixas, tais que h(Q) ⊂ Ṽ .

Como h é equivalência entre Z e Z̃, isto é, manda a folha de Z por um ponto q na

folha de Z̃ pelo ponto h(q), temos que h(Pq) ⊂ P̃h(q). Assim, existe uma função cont́ınua

S : Dα/2 × V → D2α tal que, h(ϕ(T, q)) = ϕ̃(S(T, q), h(q)) e S(T, q) = 0⇔ T = 0.

Vamos considerar {(Vj, Qj, αj)}j∈N e {(Ṽj, Q̃j, α̃j)}j∈N famı́lias de caixas de Z

e Z̃, respectivamente, tais que:

(a) {Vj}j∈N e {Ṽj}j∈N são coberturas localmente finitas de Bρ − {0} e h(Bρ) − {0},
respectivamente.

(b) ∀j ∈ N,∃i = i(j) ∈ N;h(Qj) ⊂ Ṽi

(c) αj < δ/2 e α̃j < δ̃/4.
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Dado j ∈ N tome i ∈ N tal que h(Qj) ⊂ Ṽi. Assim, tome, como acima,

Sj : Dα/2×Vj → D2α̃ tal que h(ϕ(T, q)) = ϕ̃(Sj(T, q), h(q)) para todo (T, q) ∈ Dαj/2×Vj.
Suponha agora que q ∈ Vj ∩ Vj′ 6= ∅ e que |T | < 1

2
min{αj, αj′}, observamos acima que

ϕ(T, q) ∈ Qj ∩Qj′ . Temos também a igualdade

h(ϕ(T, q)) = ϕ̃(Sj(T, q), h(q)) = ϕ̃(Sj′(T, q), h(q))

O que implica Sj(T, q) = Sj′(T, q). Seja τ : Bρ − {0} → (0, δ) uma função

cont́ınua tal que τ(q) ≤ αj/2 se q ∈ Vj. Defina então τ̃(q̃) = Sj(τ(h−1(q̃)), h−1(q̃)), se

q̃ ∈ h(Vj). A observação feita anteriormente garante que τ̃(q) não depende de j, onde

q ∈ h(Vj) o que garante a boa definição de τ̃ . Ora, mas assim temos

τ̃(h(q)) = Sj(τ(h−1(h(q))), h−1(h(q))) = Sj(τ(q), q).

Portanto,

h(ϕ(τ(q), q)) = ϕ̃(Sj(τ(q), q), h(q)) = ϕ̃(τ̃(h(q), h(q)).

2

Se escrevermos f(z) = ϕ(τ(z), z), para z ∈ Bρ − {0}, e f̃(w) = ϕ̃(τ̃(w), w),

para w ∈ h(Bρ)− {0}, o Lema 3.3 nos diz que h ◦ f = f̃ ◦ h. Por outro lado, o corolário

do Lema 3.2 diz que (f − id)∗ e (f̃ − id)∗ correspondem, nos ńıveis de homologia, a

multiplicação por µ e µ̃, respectivamente.

Diante dos resultados acima, o Lema 3.4, abaixo, implica no nosso objetivo, o

Teorema 3.1.

Lema 3.4 O diagrama abaixo comuta

H2n−1(Cn − {0}) (f−id)∗ //

h∗
��

H2n−1(Cn − {0})
h∗
��

H2n−1(Cn − {0}) (f−id)∗ // H2n−1(Cn − {0})

Prova: Temos que, h ◦ f = f̃ ◦ h, pelo Lema 3.3. Dáı,

(f̃ − id) ◦ h = f̃ ◦ h− h = h ◦ f − h.

Por conseguinte, é suficiente mostrar que h◦f−h e h◦(f−id) são homotópicas,

onde h ◦ (f − id) : Bρ − {0} → Cn − {0}, pois isso dá homotopia entre (f̃ − id) ◦ h e

h ◦ (f − id). Definimos então a homotopia F : [0, 1] × (Bρ − {0}) → Cn − {0} por

F (t, z) = h(f(z) − (1 − t)z) − h(tz). Observe que, F se trata da composição de funções
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cont́ınuas, portanto é cont́ınua, e além disso, F (t, z) 6= 0 para todo z ∈ [0, 1]× (Bρ−{0}).
De fato, se F (t, z) = 0 temos h(f(z) − (1 − t)z) = h(tz) o que implica, do fato de h ser

homeomorfismo, que f(z) − (1 − t)z = tz, donde f(z) = z. Tal fato é uma contradição

pois, na notação já consolidada acima, temos ϕ(τ(z), z) 6= z. Por fim, veja que F (0, z) =

h(f(z) − z) − h(0) = (h ◦ (f − id))(z) e F (1, z) = h(f(z)) − h(z) = (h ◦ f − h)(z), isso

mostra que F é a homotopia desejada.

2

3.2 Invariância da multiplicidade ao longo de um subconjunto

Exemplo 3.1 Seja Z(z) = zm e Z̃(z) = zn com n 6= m. Temos que ind0(Z) = m 6= n =

ind0(Z̃). Veja que C− {0} é a única folha não singular de Z e Z̃. Logo, a identidade de

C é uma equivalência entre Z e Z̃.

O Exemplo 3.1 mostra que o Teorema 3.1 é falso para n = 1, ou seja, para

campos vetoriais holomorfos Z : C→ C. Esta seção discute uma maneira de restringir o

domı́nio de Z e obter um resultado análogo ao do Teorema 3.1 para n = 1. Salvo menção

contrária, para facilitar, estamos sempre considerando conjuntos e funções anaĺıticas ir-

redut́ıveis.

2

Seja Z um germe em p ∈ Cn de um campo vetorial holomorfo e V um germe

em p de conjunto anaĺıtico, digamos que seja definido por V = f−1(0), onde f : (Cn, p)→
(Ck, 0) é germe em p de uma aplicação anaĺıtica.

Definição 3.1 (Subconjuntos Z-invariantes) Nas condições acima, dizemos que V é

Z−invariante, se para todo q ∈ V tivermos dfq.Z(q) = 0.

Segue dessa definição que, se V é Z−invariante, então V é saturado pela

folheação definida por Z, isto é, para cada q ∈ V a folha Lq de Z que passa por q satisfaz

Lq ⊂ V . Do ponto de vista de equivalência topológica, uma situação interessante é quando

p é singularidade isolada e dimC V = 1. Nesse caso, se restringirmos Z a uma vizinhança

suficientemente pequena de p temos que V − {p} é folha de Z.

Proposição 3.1 Sejam p e p̃ singularidades isoladas de Z e Z̃, respectivamente, e V

germe em p de conjunto anaĺıtico irredut́ıvel Z-invariante tal que dimC V = 1. Suponha

que h : (Cn, p)→ (Cn, p̃) é equivalência topológica local entre (Z, p) e (Z̃, p̃). Então Ṽ =

h(V ) é germe em p̃ de conjunto anaĺıtico irredut́ıvel Z̃-invariante.

Ver CAMACHO, LINS e SAD (1984, p.152, Proposição 2).

2
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Vamos supor que p é singularidade de Z e V é Z-invariante com dimC V = 1.

Seja B uma bola suficientemente pequena de modo que B ∩ V seja homeomorfo a um

disco 2-dimensional. O homeomorfismo pode ser dado, por exemplo, pela parametrização

de Puiseux, ver Lema 2.1. Estamos na seguinte situação: Temos o disco D = B ∩ V
e o campo vetorial X = Z/D, que tem uma única singularidade em p ∈ D. Podemos

então olhar para X como campo vetorial real em D e assim seu ı́ndice está bem definido

(Definição 2.7 e Proposição 2.2). Isso motiva a seguinte definição.

Definição 3.2 (Multiplicidade ao longo de um conjunto anaĺıtico) Seja Z, V,B,

D = B ∩ V e p ∈ D como acima. A multiplicidade de Z ao longo de V em p ∈ D

é o ı́ndice topológico (Definição 2.7) de X = Z/D em p, considerado como campo vetorial

real em D. Usaremos a notação indp(Z/V ) para esta multiplicidade.

Temos então um resultado no sentido do Teorema 3.1, vamos mostrar que a

multiplicidade ao longo de um conjunto Z-invariante é invariante topológico. Mantendo

a notação fixada acima temos:

Teorema 3.2 A multiplicidade de Z ao longo de V, um conjunto Z-invariante, é um

invariante topológico. Mais precisamente, sejam Z e Z̃ campos vetoriais holomorfos lo-

calmente topologicamente equivalentes, por um homeomorfismo h : (Cn, p) → (Cn, p̃),

onde p e p̃ são singularidades isoladas de Z e Z̃, respectivamente. Suponha que V é

Z-invariante, com p ∈ V, e dimC V = 1. Se Ṽ = h(V ), então indp(Z/V ) = indp̃(Z̃/Ṽ ).

Antes disto, considere a seguinte proposição que exibe o ı́ndice em termos da

parametrização de Puiseux.

Proposição 3.2 Seja V um conjunto anaĺıtico Z-invariante de dimensão complexa igual

a 1 e p ∈ V uma singularidade isolada de Z. Seja α : (D, 0) → (Cn, p) uma parame-

trização de Puiseux de uma vizinhança de p em V , onde D é um disco complexo centrado

em 0. Então existe um único campo vetorial holomorfo X em D tal que dα.X = Z ◦ α.
Mais ainda, se X(t) =

∑
j≥m ajt

j, com am 6= 0, então indp(Z/V ) = m.

Prova: Podemos supor que p = 0. Desde que α : (D, 0) → (Cn, 0) é a

parametrização de Puiseux de V , temos que α é injetiva, holomorfa em D e α′(t) 6= 0 se

t 6= 0. Ver Lema 2.1.

Seja t ∈ D − {0}. Então o espaço tangente a V em α(t) é gerado por α′(t).

Então, pela Z-invariância de V , podemos escrever Z(α(t)) = X(t)α′(t) = dα(t).X(t),

onde X(t) ∈ C. Observe que X : D − {0} → C é holomorfo. Vamos provar que X se

estende naturalmente para 0.

Podemos escrever α(t) = (α1(t), α2(t), · · · , αn(t)), onde αj(t) = tmjξj(t),mj ≥
1 e ξj(0) 6= 0 ou ξj(0) ≡ 0. Seja mk = min{mj; ξj 6= 0}. Por outro lado, sabemos

que Z tem singularidade em 0 ∈ Cn. Olhamos, agora, para a série de Taylor da k-
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ésima coordenada de Z e escrevemos Zk(z) =
∑
|σ|≥1

aσz
σ, onde σ = (σ1, σ2, · · · , σn), zσ =

zσ1 .z
σ
2 . · · · zσn e |σ| = σ1 + · · ·+ σn, na notação de multi-́ındice. Portanto,

Zk(α(t)) =
∑
|σ|≥1

aσ(α1(t), α2(t), · · · , αn(t))σ

=
∑
|σ|≥1

aσ(tm1ξ1(t), t
m2ξ2(t), · · · , tmjξn(t))σ

=
∑
|σ|≥1

aσt
m1σ1+m2σ2+···mnσnξσ =

∑
|σ|≥1

aσt
〈σ,m〉ξσ,

onde 〈σ,m〉 =
∑n

t=1 σimi. Ora, isso nos dá Zk(α(t)) = tmkλ(t), onde λ é uma função

anaĺıtica numa vizinhança de 0. Por outro lado, da expressão dos α′js, temos que

α′k(t) = mkt
mk−1ξk(t) + tmk ξ

′
k(t) = tmk−1u(t), onde u(0) 6= 0.

Isso implica que,

X(t) =
1

α′k(t)
Zk(α(t)) = t

λ(t)

u(t)

é anaĺıtico numa vizinhança de 0.

Desde que α : D → V é difeomorfismo fora de 0 ∈ D segue que os ı́ndices de

X em 0 e Z/V em 0 ∈ V são iguais.

Finalmente, tome X(t) = tmγ(t), onde γ(0) 6= 0. Se ρ > 0 é suficientemente

pequeno, a variação do argumento de X(ρeiθ) = ρmeimθγ(ρeiθ), quando θ varia de 0 a 2π,

é 2mπ, o que implica ind0(X) = m.

2

Prova do Teorema 3.2: A prova é similar a do Teorema 3.1. Sejam Z e

Z̃ campos vetoriais holomorfos com singularidade isolada em 0 ∈ Cn, n ≥ 2, e suponha

que eles são localmente topologicamente equivalentes por um homeomorfismo h : Br →
h(Br) = U. Seja V ⊂ Br um conjunto anaĺıtico Z-invariante com 0 ∈ V e Ṽ = h(V ).

Queremos provar que ind0(Z/V ) = ind0(Z̃/Ṽ ).

Sejam ϕ e ϕ̃ os fluxos complexos de Z e Z̃, respectivamente, τ e τ̃ funções

cont́ınuas como no Lema 3.3 e defina f(z) = ϕ(τ(z), z) e f̃(w) = ϕ̃(τ̃(w), w). Segue que,

h ◦ f = f̃ ◦ h. Sejam α : D → V e α : D → Ṽ as parametrizações de Puiseux de V e

Ṽ , juntamente com X e X̃ sendo os campos vetoriais dados pela Proposição 3.2, isto é,

dα.X = Z ◦ α e dα̃.X̃ = Z̃ ◦ α̃.

Defina, agora, F : α−1(Bρ)→ D e F̃ : α̃−1(h(Bρ))→ D por F = α−1 ◦ f ◦ α e

F = α̃−1 ◦ f̃ ◦ α̃. Se definimos H = α̃ ◦ h ◦ α−1, teremos que H ◦ F = F̃ ◦H. Seguindo a

prova do Lema 3.4, temos que o diagrama seguinte comuta.
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H1(Cn − {0}) (F−id)∗ //

H∗
��

H1(Cn − {0})
H∗
��

H1(Cn − {0}) (F−id)∗ // H1(Cn − {0})

A partir disso, é suficiente provarmos que (F−id)∗ e (F̃−id)∗ são multiplicações

por m e m̃, respectivamente, onde m = ind0(Z/V ) = ind0(X) e m̃ = ind0(Z̃/Ṽ ) =

ind0(X̃). Provaremos este fato para (F̃ − id)∗.

Utilizando a equivalência homotópica is : C − {0} → S1
s dada por is(z) =

sz/|z|, vemos que é suficiente provamos que as aplicações γ0, γ1 : S1
r → S1, definidas por

γ0(z) = X̃(z)/|X̃(z)| e γ0(z) = (F̃ (z)− z)/|F̃ (z)− z|, são homotópicas. Para isso, defina

ψ̃(T, z) = α̃−1(ϕ̃(T, α̃(z))) o fluxo local em D induzido por ϕ̃. Assim, G : [0, 1]× S1
r → S1

definida por

G(t, z) =
ψ̃(tτ̃ ◦ α̃(z), z)− z
|ψ̃(tτ̃ ◦ α̃(z), z)− z|

.

Segue que, G(1, z) = γ1(z) e

lim
t→0

G(t, z) =
τ̃ ◦ α̃(z)

|τ̃ ◦ α̃(z)|
.
X̃(z)

|X̃(z)|

Por fim, observe que τ̃ : U − {0} → C − {0} e 1 são homotópicas, pois

U − {0} = h(Br) − {0} é homotopicamente equivalente a S2n−1 e π2n−1(C − {0}) é

trivial. Assim, se τ̃t é homotopia entre 1 e τ̃ , então (τ̃t ◦ α̃)/|τ̃t ◦ α̃| é homotopia entre 1 e

(τ̃ ◦ α̃)/|τ̃ ◦ α̃|. Isso conclui a prova do Teorema.

2
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4 DESINGULARIZAÇÃO

O processo de Blow-up, descrito na Seção 2.4, permitiu construir a partir da

folheação FZ , dada localmente em uma singularidade de F , uma folheação F̃Z cujas

singularidades foram analisadas em dois casos: Dicŕıtico e Não Dicŕıtico. Trataremos

neste caṕıtulo de Desingularização (Teorema 2.3) nesses dois casos.

4.1 O caso não dicŕıtico

Vamos assumir, por enquanto, que o caso Dicŕıtico não aparece no processo de

blow-up, trataremos disto na Seção 4.2. Vamos introduzir alguns conceitos importantes,

relacionados a Desingularização, e buscar relaciona-los com os conceitos já definidos.

4.1.1 Desingularização no caso não dicŕıtico

Suponha que uma curva anaĺıtica, suave e invariante S contenha as singula-

ridades de uma folheação F , dada na vizinhança de uma singularidade por um campo

vetorial anaĺıtico. Mudando as coordenadas de modo conveniente, podemos escrever:{
ẋ = xnP (x) + yQ(x, y),

ṫ = yR(x, y)

onde S é dada por y = 0 e P (0) 6= 0.

Definição 4.1 O inteiro n ∈ N é a multiplicidade de F em q ∈ S ao longo de S.

Usaremos a seguinte notação: µF(q, S).

Considere uma desingularização (Ũ , π, P̃ , F̃) de Z. Um ponto p ∈ P̃ é chamado

de corner se {p} = P1∩P2, com P1 e P2 sendo retas projetivas complexas em P̃ . Assim,

considere a seguinte definição.

Definição 4.2 (Multiplicidade alterada) Seja (Ũ , π, P̃ , F̃) uma desingularização de

Z e p ∈ P̃ uma singularidade de F̃ . Definimos,

µ∗F̃(p, P ) =

{
µF̃(p, P ), se p ∈ P não é corner

µF̃(p, P )− 1, se p ∈ P é corner,

onde P é uma reta projetiva complexa criada na desingularização de F̃ .
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A discussão acima, a cerca da multiplicidade de uma folheação ao longo de uma

curva anaĺıtica suave, pode ser vista ainda da seguinte forma. Sabendo que, folheações de

dimensão um em superf́ıcies complexas de dimensão dois tem dimensão e codimensão um,

a folheação, tanto é induzida por um campo vetorial holomorfo, quando por uma 1-forma

holomorfa. Assim, se F é folheação de uma superf́ıcie complexa M (variedade complexa

de dimensão 2) é definida em uma vizinhança de p ∈M por um campo Z, escrito em um

sistema de coordenadas (x, y) no qual p = (0, 0), na forma

Z = Z1
∂

∂x
+ Z2

∂

∂y
= (Z1, Z2),

então F também é definida pela equação ω = 0 onde

ω(x, y) = −Z2(x, y)dx+ Z1(x, y)dy

Nesse sentido, sendo S uma curva suave em p ∈ Sing(F), em coordenadas

locais (x, y), para as quais p = (0, 0) e S : {y = 0}, F é induzida por uma 1 − forma
holomorfa

ω(x, y) = yf(x, y)dx+ g(x, y)dy,

onde g(0, 0) = 0 e g(x, 0) 6= 0. A multiplicidade de g(x, 0) em x = 0 é a multiplicidade de

F ao longo de S.

Diante disto, se π é um explosão em p, então π∗S também é suave. Assim, se

q = π∗S∩P , onde P = π−1(p), temos o Lema 4.1, abaixo, que relaciona as multiplicidades

de F e π∗F , ao longo de S e π∗S, respectivamente, com a multiplicidade algébrica de F .

Lema 4.1 Nas condições acima:

µπ∗F(q, π∗S) =

{
µF(p, S)− (m(F , p)− 1), se p é não dicŕitica;

µF(p, S)−m(F , p), se p é dicŕitica.

Prova: Nas coordenadas (x, t) temos que π∗F é induzida pela 1-forma

ω1(x, t) =
1

xm
[txf(x, tx)dx+ g(x, tx)(tdx+ xdt)]

=
1

xm
[(txf(x, tx) + tg(x, tx))dx+ xg(x, tx)dt],

onde, de acordo com a discussão já feita na seção 2.4, m = m(F , p) + 1, no caso dicŕıtico,

ou m = m(F , p) no caso não dicŕıtico. Temos π∗S dada por {y = 0}, assim µπ∗1F(q, π∗S)

é a multiplicidade de (1/xm)xg(x, 0) em x = 0. Ora, mas esta é igual a µF(p, S) + 1−m,

o que prova o resultado.

2
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Lema 4.2 Se p ∈ Sing(F) é não dicŕıtica, então

m(F , p) + 1 =
∑

q∈Sing(π∗F)

µπ∗F(q, P )

Prova: Seja w(x, y) =
∑
k≥m

(fk(x, y)dx+ gk(x, y)dy) uma 1-forma que induz F

em p, onde m = m(F , p). Nas coordenadas (x, t), π∗F é induzida por

ω1(x, t) = [fm(1, t) + tgm(1, t)]dx+ gm(1, t)dt+ xρ(x, t)

onde ρ tem ordem maior que m. Mudando as coordenadas, podemos supor que gm(0, 1) 6=
0, de forma que grau(fm(1, t)+ tgm(1, t)) = m+1. Porém, se q = (0, t0) ∈ Sing(π∗F)∩P ,

µπ∗F(q, P ) é a multiplicidade de t0 como raiz de fm(1, t) + tgm(1, t). Portanto,∑
q∈Sing(π∗S)

µπ∗F(q, P ) = grau(fm(1, t) + tgm(1, t)) = m+ 1 = m(F , p) + 1.

2

O Teorema 4.1, que enunciaremos em seguida, generaliza o Lema 4.2 para

uma quantidade finita de explosões. O Teorema 4.1 traz um fórmula que relaciona a

multiplicidade algébrica de um campo, ou uma folheação, com os dados obtidos da sua

desingularização. Antes disto, vamos estabelecer algumas notações necessárias.

Seja π uma sequência finita de explosões em p ∈ Sing(F). Sendo π1 : M1 →M

a primeira explosão dessa sequência, denote P
(1)
1 = π−1(p), D

(1)
1 = P

(1)
1 e F1 = π∗1F .

Indutivamente, dada a explosão πn : Mn →Mn−1 em pn−1 ∈ Dn−1 ⊂Mn−1, definimos{
P

(n)
n = π−1n (pn−1)

P
(n)
k = π∗P

(n−1)
k se k = 1, · · · , n− 1,

onde, por convenção, colocamos p0 = p, M0 = M e fazemos Dn = P
(n)
1 ∪ · · · ∪ P (n)

n .

Com essa notação, vamos definir o peso de uma reta projetiva, criada nos

processos de explosão acima descritos, da seguinte forma:

Definição 4.3 (Peso de uma reta projetiva) O peso de um reta projetiva, criada na

sequência de explosões acima descrita, é dado pelo número inteiro abaixo, dividido nos

seguintes casos:

(i) ρ(P
(1)
1 ) = 1;

(ii) ρ(P
(n)
j ) = ρ(P

(n−1)
j ), se 1 ≤ j < n;

(iii) ρ(P
(n)
n ) =

∑
pn−1∈P (n−1)

k

ρ(P
(n−1)
k ).

Em outras palavras, a Definição 4.3 atribúı peso 1 à reta projetiva criada na
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primeira explosão em p. Ademais, uma vez introduzida, uma reta mantém seu peso nas

demais explosões. Por fim, a definição estabelece que cada nova reta tem como peso a

soma dos pesos das retas que contém o ponto que lhe deu origem.

Teorema 4.1 A multiplicidade algébrica m(Z, p) de Z é dada por

m(Z, p) + 1 =
∑

q∈Sing(Fn)

ρ(P
(n)
j )µ∗Fn

(q, P
(n)
j )

onde este somatório é tomado sobre as singularidades de F̃ em P̃.

Prova: Para apenas uma explosão (caso n = 1 na igualdade proposta pelo

teorema) o resultado foi provado no Lema 4.2. Suponha, agora, a fórmula válida para n

processos de blow-up. Efetuando a explosão πn+1 em pn ∈ Dn, temos dois caso a analisar.

Caso (i): pn não é corner. Se pn ∈ P
(n)
k , a única parcela, da soma que o

teorema se refere, alterada por uma explosão em pn é

ρ(P
(n)
k )µ∗Fn

(pn, P
(n)
k ) = ρ(P

(n)
k )µFn(pn, P

(n)
k ).

Se q = P
(n)
k ∩ P (n+1)

n+1 , então do Lema 4.1 temos que

µFn+1(q, P
(n+1)
k ) = µFn(pn, P

(n)
k )− (m(Fn, pn)− 1)

onde m(Fn, pn) é a multiplicidade algébrica de Fn em pn. Assim,

ρ(P
(n)
k )µFn(pn, P

(n)
k ) = ρ(P

(n)
k )(µFn+1(q, P

(n+1)
k ) +m(Fn, pn)− 1)

= ρ(P
(n+1)
k )(µFn+1(q, P

(n+1)
k )− 1) + ρ(P

(n+1)
k )m(Fn, pn). (2)

Por outro lado, como q é corner, temos que a multiplicidade alterada é dada

por

µ∗Fn+1
(q, P

(n+1)
k ) = µFn+1(q, P

(n+1)
k )− 1. (3)

Analisaremos agora o termo ρ(P
(n+1)
k )m(Fn, pn). Como P

(n+1)
k é a única reta

projetiva de D(n+1) que intercepta P
(n+1)
n+1 , temos

ρ(P
(n+1)
n+1 ) = ρ(P

(n+1)
k ). (4)

Ademais, pelo Lema 4.2,

m(Fn, pn) + 1 =
∑

r∈P (n+1)
n+1

µFn+1(r, P
(n+1)
n+1 ). (5)
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Por fim, substituindo as expressões (3), (4) e (5) em (2) obtemos:

ρ(P
(n)
k )µ∗Fn

(pn, P
(n)
k ) = ρ(P

(n)
k )µFn(pn, P

(n)
k )

= ρ(P
(n+1)
k )(µFn+1(q, P

(n+1)
k )− 1) + ρ(P

(n+1)
k )m(Fn, pn)

= ρ(P
(n+1)
k )(µ∗Fn+1

(q, P
(n+1)
k ))

+ρ(P
(n+1)
n+1 )

 ∑
r∈P (n+1)

n+1

µFn+1(r, P
(n+1)
n+1 )− 1


= ρ(P

(n+1)
k )µ∗Fn+1

(q, P
(n+1)
k ) + ρ(P

(n+1)
n+1 )(µFn+1(q, P

(n+1)
n+1 )− 1)

+ρ(P
(n+1)
n+1 )

 ∑
r∈P (n+1)

n+1 −{q}

µ∗Fn+1
(r, P

(n+1)
n+1 )


= ρ(P

(n+1)
k )µ∗Fn+1

(q, P
(n+1)
k ) + ρ(P

(n+1)
n+1 )µ∗Fn+1

(q, P
(n+1)
n+1 )

+ρ(P
(n+1)
n+1 )

 ∑
r∈P (n+1)

n+1 −{q}

µ∗Fn+1
(r, P

(n+1)
n+1 )

 .

Isso conclui a demostração no caso em que pn não é corner, pois a expressão encontrada

após a (k + 1)a explosão é a mesma pretendida pelo Teorema. O resultado segue por

indução.

Caso (ii): pn é corner. Se q1 = P
(n+1)
k1

∩ P (n+1)
n+1 e q2 = P

(n+1)
k2

∩ P (n+1)
n+1 . Temos

que as parcelas alteradas são

ρ(P
(n)
k1

)µ∗Fn
(pn, P

(n)
k1

) + ρ(P
(n)
k2

)µ∗Fn
(pn, P

(n)
k2

)

Da mesma forma que no primeiro caso, podemos relacionar as multiplicidades

em q1 e q2 com a multiplicidade em pn, usando praticamente as mesmas ferramentas,

assim, a demonstração é análoga.

2

4.1.2 Curvas generalizadas e suas desingularizações

Vamos destacar e estudar a Desingularização de uma classe importante de

campos vetoriais, as Curvas Generalizadas.

Definição 4.4 (Curva generalizada) Um campo vetorial Z é uma curva generalizada

se F̃Z, na desingularização de Z, não possui singularidades com autovalor igual a 0. Ou

ainda, as singularidades, na desingularização de Z, nunca são do tipo Sela-nó.

Definição 4.5 (Separatriz) Uma separatriz de Z é uma curva integral conexa V de Z
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tal que V = V ∪ 0. Se F é folheação (de dimensão 1) em uma variedade complexa M ,

dado p ∈ Sing(F), uma separatriz em p é um germe de conjunto anaĺıtico V, contendo

p, invariante por F , isto é, V \Sing(F) é localmente uma união de folhas de F . Uma

separatriz é, portanto, um germe de curva anaĺıtica.

Observação: Usamos aqui um resultado, provado em CAMACHO e SAD

(1982, p. 579, Teorema único), que garante a existência de separatriz. Mais precisamente,

se Z é campo vetorial holomorfo definido numa vizinhança de 0 ∈ C2, com singularidade

isolada nesse ponto, então existe germe de conjunto anaĺıtico V , passando por 0 ∈ C2,

Z-invariante.

Vamos provar que a desingularização de uma curva generalizada esta intima-

mente ligada com as suas separatrizes.

Exemplo 4.1 Considere Z = Zf = (−∂f
∂y
, ∂f
∂x

), ou seja, ẋ = −∂f
∂y

e ẏ = ∂f
∂x

. Nesse caso,

f : U ⊂ C2 → C é anaĺıtica com singularidade em 0 ∈ C2.

As curvas integrais de Zf são as componentes conexas de f(x, y) = c para

c ∈ C∗ pequeno, de modo que {(x, y); f(x, y) = c} ⊂ U , e suas separatrizes são as

componentes conexas de f−1(0) em U − {0}. As curvas integrais são fechadas em U e

não se aproximam de 0 ∈ C2, exceto f(x, y) = 0. Essa propriedade não é compat́ıvel com

a existência de singularidades de FZf
que tem autovalor zero. Ver CAMACHO (1978, p.

92, Teorema 2).

2

Mais geralmente, seja Z campo vetorial holomorfo em U , com Z(0) = 0, e

{S1, S2, · · · , Sk} o conjunto das suas separatrizes em 0 ∈ C2. Então cada separatriz Sj

corresponde a uma função irredut́ıvel fj : U ⊂ C2 → C, tal que fj(0) = 0 e Sj = f−1j (0)∩
(U\{0}). Deste modo, se f =

∏k
j=1 fj é a decomposição de f em fatores irredut́ıveis e se

S = ∪kj=1Sj, então S = f−1 ∩ (U\{0}).

O Lemas 4.3 e 4.4, abaixo, resultam no Teorema mais importante desta subseção.

Lema 4.3 (Resolução de Singularidades) Seja F folheação, em p ∈ Sing(F), de

uma superf́ıcie complexa M com m(F , p) = 1. Olhe para um campo Z que induz F e

considere a parte linear de Z como sendo A = DZ(p). Desde que, m(F , p) = 1 temos

A 6= 0. Assim, a forma canônica de Jordan de A tem uma das formas abaixo.

(1)

(
λ 0

0 0

)
, λ ∈ C∗; (2)

(
λ1 0

0 λ2

)
, λ1, λ2 ∈ C∗

(3)

(
λ 1

0 λ

)
, λ ∈ C∗; (4)

(
0 1

0 0

)
.
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Seja π uma explosão em p, P = π−1(p) a reta projetiva originada e π∗F a folheação

induzida. São verdadeiros os seguintes itens:

(i) Se p é singularidade do tipo (2) com λ1 = λ2 = λ, então π∗F não possui singulari-

dades sobre P.

(ii) Se p é singularidade do tipo (2) com λ1 6= λ2, então π∗F possui duas singularidades

sobre P, ambas do tipo (2).

(iii) Se p é singularidade do tipo (3), então π∗F possui uma única singularidade, do tipo

(1), sobre P.

(iv) Se p é singularidade do tipo (2), tal que λ1/λ2 ∈ Q+, então existe um número

infinito de separatrizes em p.

(v) Se p é singularidade do tipo (4), então π∗F possui sobre P uma única singularidade

q tal que m(π∗F , q) = 1 ou m(π∗F , q) = 2.

Deixamos como referência para este Lema o trabalho de SOARES e MOL

(2001, p.124, Seção 7.4).

Lema 4.4 Toda singularidade de uma curva generalizada que possui exatamente duas

separatrizes transversais suaves é simples.

Prova: Vamos provar primeiro que m(F , p) = 1, para poder usar o Lema

4.3. Seja π uma sequência de explosões a fim de desingularizar F . Como existem apenas

duas separatrizes em p, π−1(p) é π∗F -invariante. Sejam S1 e S2 tais separatrizes suaves e

transversais tais que q1 = π∗S1∩P1 e q2 = π∗S2∩P2, onde P1 e P2 são retas projetivas de

D = π−1(p). Observe que as únicas singularidades de π∗F fora dos corners de D são q1 e

q2, pois se existisse uma singularidade fora dos corners de D esta seria uma sela nó, já que

admitiria apenas uma separatriz, o que não ocorre por hipótese. Como ρ(P1) = ρ(P2) = 1,

temos, do Teorema 4.1, que

m(F , p) = ρ(P1)µq1(π
∗F , P1) + ρ(P2)µq2(π

∗F , P2) = 2.

Logo, m(F , p) = 1. Vamos agora usar o Lema 4.3 e analisar os casos nele

tratados. Inicialmente temos que p não é singularidade do tipo (1), por definição de curva

generalizada. Da mesma forma, p não é do tipo (3), pois uma nova explosão origina uma

sela-nó. Considere agora o tipo (4). A primeira explosão π1, em p, origina uma única

singularidade sobre a reta projetiva P = π−11 (p) de modo que π∗1S1 e π∗1S2 interceptam P

em dois pontos diferentes, que são singularidades. Logo, não ocorre o tipo (4). Restando

assim, o tipo (2), porém o item (iv) do Lema 4.3 nos diz que λ1/λ2 /∈ Q, pois do contrário

teŕıamos um número infinito de separatrizes. Segue que p é simples.

2

Teorema 4.2 Seja Z uma curva generalizada com singularidade isolada em 0 ∈ C2. Se
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S é a união das separatrizes de Z, então S e Z tem a mesma desingularização.

Prova: Seja π uma sequência de explosões que desingulariza o conjunto de

separatrizes de F (folheação induzida por Z em 0). Vamos mostrar que todas as singu-

laridades de π∗F são simples. As singularidades de π∗F , que ficam em algum corner de

D = π∗(p) ou em D∩π∗S, adimitem duas separatrizes transversais. Logo, pelo Lema 4.4,

esses singularidades são simples. Por outro lado, ss singularidades nos corners de D ou

em D ∩ π∗S constituem todas as singularidades de π∗F , pois se uma singularidade não

fosse de nenhum desses dois tipos, esta admitiria apenas uma separatriz, o que contradiz

o Lema 4.5 abaixo.

2

Lema 4.5 Suponha que uma curva generalizada tenha uma separatriz suave em uma

singularidade. Então existe outra separatriz nessa singularidade.

Ver SOARES e MOL (2001, p.151, Lema 8.7.4).

Observação: Vamos considerar, como no Exemplo 4.1, Z = Zf e supor f

irredut́ıvel. Pelo Teorema 4.2 as desingularizações de Z e f são as mesmas. Aplicando

então o Teorema 4.1 temos que m(Z, 0) + 1 = ρ(P ) onde P é a reta projetiva em P
transversal a curva transformada de f(x, y) = 0. Porém, m(Z, 0) + 1 é a multiplicidade

algébrica de f em 0 ∈ C2, portanto, como f e Zf tem as mesmas desingularizações segue

que m(f, 0) = ρ(P ). Isso mostra que, a multiplicidade algébrica de f é igual ao peso da

reta projetiva em P que é transversal a curva transformada de f(x, y) = 0. Se f(x, y) = 0

for redut́ıvel, faremos este processo para cada componente irredut́ıvel, ou seja, obteremos

retas projetivas de peso igual a multiplicidade algébrica de cada componente. Como

consequência dessa observação temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3 Seja Z uma cuva generalizada e f1(x, y) = 0, f2(x, y) = 0, · · · , fk(x, y) = 0

as equações de suas separatrizes. Então,

m(Z, 0) + 1 = m(Zf , 0) + 1 =
k∑
i=1

m(Zfi , 0)

Prova: Seja f = f1.f2. · · · .fk. Pelo Teorema 4.2, Z e Zf tem as mesmas

desingularizações. Como o Teorema 4.1 relaciona os dados da desingularização com a

multiplicidade algébrica, temos m(Z, 0) = m(Zf , 0). A segunda igualdade seque da ob-

servação feita acima.

2
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4.1.3 O número de Milnor de uma curva generalizada

Sabendo que uma curva generalizada possui a mesma desingularização da união

das suas separatrizes, a pergunta natural é: um campo vetorial que possui a mesma

desingularização das suas separatrizes é curva generalizada? A resposta é não. Nesta

subseção vamos introduzir uma condição algébrica para garantir a validade da rećıproca.

Vamos, novamente, recorrer ao o número de Milnor de um campo.

Proposição 4.1 Sejam F uma folheação em uma superf́ıcie complexa M e p ∈ Sing(F).

Sejam π : M̃ →M uma explosão em p e P = π−1(p). Supondo p não dicŕıtica temos:

µ(F , p) = m(F , p)2 − (m(F , p) + 1) +
∑
q∈P

µ(π∗F , q).

Prova: Vamos considerar coordenadas (x, y) nas quais p = (0, 0) e F é in-

duzida pelo campo Z = (Z1, Z2). A menos de uma mudança de coordenadas, pode-

mos sempre supor que Z1 e Z2 tem a mesma ordem, digamos m, onde m = m(F , p),
e que todas as singularidades de π∗F estão no sistema de coordenadas (x, t) de M̃ ,

o que equivale a por exemplo a Z1 ter um termo em ym. Nesse sistema, supondo

que ω(x, y) = −Z2(x, y)dx + Z1(x, y)dy induz F segue que ω(x, tx) = −Z2(x, tx)dx +

Z1(x, tx)(tdx + xdt) = (tZ1(x, tx) − Z2(x, tx))dx + xZ1(x, tx)dt. Assim, no sistema

(x, t), π∗F é induzida pelo campo

Z̃(x, t) =
1

xm
(xZ1(x, tx), Z2(x, tx)− tZ1(x, tx))

= (xZ̃1(x, t), Z̃2(x, t)− tZ̃1(x, t)).

Deste modo, pela aditividade em coordenadas no Número de Milnor

µ(Z̃, q) = µ((x, Z̃2 − tZ̃1), q) + µ((Z̃1, Z̃2 − tZ̃1), q). (6)

Pelo Lema 2.2, se q = (0, t0) ∈ P , temos que µ((x, Z̃2 − tZ̃1), q) é a multipli-

cidade de Z̃2(0, t) − tZ̃1(0, t) em t0, que, por outro lado, coincide com a multiplicidade

de t0 como raiz do polinômio Z2m(1, t) − tZ1m(1, t), onde Z1m e Z2m denotam os termos

de grau m de Z1 e Z2, respectivamente. Assim,
∑
q∈P

µ((x, Z̃2 − tZ̃1), q) é igual ao grau de

Z2m(1, t)− tZ1m(1, t), que por sua vez é igual a m+ 1.

Deste modo, utilizando a equação (6), acima destacada, temos
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∑
q∈P

µ(π∗F , q) =
∑
q∈P

µ((x, Z̃2 − tZ̃1), q) +
∑
q∈P

µ((Z̃1, Z̃2 − tZ̃1), q)

= (m+ 1) +
∑
q∈P

µ((Z̃1, Z̃2), q).

Ademais, pelo Lema 2.3, temos

m2 +
∑
q∈P

µ((Z̃1, Z̃2), q) = µ((Z1, Z2), p) = µ(F , p).

Para finalizar, juntando essas duas equações temos:

µ(F , p) = m(F , p)2 − (m(F , p) + 1) +
∑
q∈P

µ(π∗F , q)

2

Teorema 4.4 Seja campo vetorial complexo. Temos µ(Z, 0) ≥ µ(Zf , 0) e a igualdade

ocorre se, e somente se, Z é curva generalizada.

Prova: Vamos provar este resultado por indução sobre o numero de explosões

que Zf precisa para se tornar desingularizado. Usaremos uma fórmula que relaciona o

número de Milnor de um campo vetorial com o Número de Milnor das singularidades que

aparecem na primeira explosão, no caso

µ(Zf , 0) = m(Zf , 0)2 − (m(Zf , 0) + 1) +
s∑
i=1

µ(F (1)
Zf
, pi) (7)

onde p1, p2, · · · , ps são as singularidades de F (1)
Zf

conforme a Proposição 4.1.

Suponha agora que Zf precisa de uma explosão para ser desingularizado. Nesse

caso, F (1)
Zf

tem p1, p2, · · · , ps como singularidades, todas são simples, pela definição de um

campo ser desingularizado, e com Número de Milnor igual a 1, pois através de cada uma

dessas singularidades passa uma curva suave transversal a reta projetiva e invariante por

F (1)
Zf

. Isso também vale para F (1)
Z , exceto que, possivelmente, p1, p2, · · · , ps não sejam

todas simples ou outras singularidades ps+1, ps+2, · · · , pk possam existir. Ou seja,

µ(Z, 0) = m(Z, 0)2 − (m(Z, 0) + 1) +
k∑
i=1

µ(F (1)
Z , pi), k ≥ s (8)

Deste modo, temos dois casos a analisar:

(i) Z é curva generalizada. Então, Z e Zf possuem a mesma desingularização.

Portanto, s = k e as singularidades p1, p2, · · · , ps são todas simples. Então, pelo Teorema
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4.1, m(Z, 0) = m(Zf , 0) e pelas fórmulas (7) e (8), temos µ(Z, 0) = µ(Zf , 0).

(ii) Z não é curva generalizada. Então,

k∑
i=1

µ(F (1)
Z , pi) >

s∑
i=1

µ(F (1)
Zf
, pi)

De fato, se k > s a desigualdade é válida pois todas as parcelas são positivas,

desde que os pi’s são singularidades e o lado esquerdo tem mais parcelas. Por outro lado,

se k = s e se todas as singularidades p1, p2, · · · , pk tem número de Milnor igual a 1, segue

que F (1)
Z tem multiplicidade algébrica 1 em pi, i = 1, · · · , k. Assim, procedendo com um

argumento análogo ao feito na demonstração do Lema 4.4, chegamos a uma contradição.

Vamos assumir agora que o teorema está provado para todas as singularidades

em que o conjunto das suas separatrizes precisa de l ∈ N processos blow up para ser desin-

gularizado. Considere agora Z campo vetorial em C2 que precisa de l + 1 explosões para

ser desingularizado. Explodindo Zf uma vez, vamos olhar para as F (1)
Zf

-singularidades,

digamos p1, p2, · · · , ps. Por sua vez, todas também são singularidades de F (1)
Z . Da mesma

forma, como no primeiro passo de indução, surgem duas possibilidades:

(i) Z é curva generalizada. Todos os pontos p1, p2, · · · , pk são singularidades

de F (1)
Z . Pela hipótese de indução, pelo Teorema 4.1 e pelas fórmulas (7) e (8), temos

µ(Z, 0) = µ(Zf , 0).

(ii) Z não é curva generalizada. Então, ou p1, p2, · · · , ps são todas as singulari-

dades de F (1)
Z , com pelo menos uma delas não sendo curva generalizada, ou F (1)

Z tem mais

singularidades, ps+1, ps+2, · · · , pk. Na primeira situação, temos, pela hipótese de indução,

que
s∑
i=1

µ(F (1)
Z , pi) >

s∑
i=1

µ(F (1)
Zf
, pi).

Na segunda situação, temos

k∑
i=1

µ(F (1)
Z , pi) >

s∑
i=1

µ(F (1)
Zf
, pi).

Portanto, como m(Z, 0) ≥ m(Zf , 0), temos, das fórmulas (7) e (8), que µ(Z, 0) > µ(Zf , 0).

2

4.2 O caso dicŕıtico

Quanto ao caso Dicŕıtico, relembrando o que foi discutido na seção 2.4, temos
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as equações de Z, que definem uma folheação F , dadas por

ẋ = aν(x, y) + · · ·

ẏ = bν(x, y) + · · · ,

onde (aν(x, y)bν(x, y)) é termo homogêneo da expansão de Z, com grau ν, onde ν indica

a multiplicidade algébrica de Z. No caso dicŕıtico, temos bν(1, t)− taν(1, t) ≡ 0 e, após o

primeiro blow-up, obtemos a folheação

ẋ = aν(1, t) + xR′1(x, t)

ṫ = R′2(x, t)− tR′1(x, t),

para o primeiro sistema de coordenadas de U (1), (x, t) 7→ (x, tx), como já discutido na

seção 2.4.

Vamos realizar blow ups adicionais, não olhando apenas para as singularidades,

insistiremos, também, em ter todas as separatrizes desingularizadas. Doravante, vamos

adotar a seguinte notação:

Definição 4.6 O conjunto de separatrizes de um campo vetorial é dito desingularizado

quando:

(i) Todas as separatrizes desse conjunto forem suaves e disjuntas;

(ii) Nenhuma separatriz passar por pontos que são corners;

(iii) Todas as separatrizes são transversais ao divisor.

Alem disso, se as singularidades que aparecem na explosão também são simples e se encon-

trarem em retas projetivas invariantes, então o campo vetorial é dito ser desingularizado.

Repare que, no caso não dicŕıtico, tratado na Seção 4.1, t́ınhamos pedido

apenas que todas as singularidades sejam simples após um número finito de explosões.

Seja Z um campo vetorial definido em uma vizinhança de p ∈ C2 e S uma

curva suave, com p ∈ S, que não seja invariante por Z. Considere coordenadas locais

(x, y) em p ∈ C2; p = (0, 0) e S é dada por (y = 0). Seja

ẋ = a(x, y) , ẏ = b(x, y)

a equação de Z nesse sistema de coordenadas.

Definição 4.7 (Tangência entre um campo e uma curva) Nas condições acima, a

tangência de Z em relação a S é igual a multiplicidade de 0 ∈ C como raiz de b(x, 0).

Denote tal número por ηZ(p, S) ou ηF(p, S), onde F é a folheação induzida por Z

Lema 4.6 Seja F uma folheação definida numa vizinhança de p ∈ C2 com multiplicidade
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algébrica m(F , p). Seja S uma curva suave, com p ∈ S, não invariante por F . Seja F (1)

a folheação obtida pela explosão em p ∈ S. Então,

(i) Se p ∈ S é uma singularidade não dicŕıtica, então

ηF(1)(p, S) = ηF(p, S)−m(F , p);

(ii) Se p ∈ S é uma singularidade dicŕıtica, então

ηF(1)(p, S) = ηF(p, S)− (m(F , p) + 1);

(i) Se p ∈ S não é singularidade e ηF(p, S) 6= 0, então p ∈ S é singularidade simples

não dicŕıtica de F (1), cujos auto valores são −1 e 1 e

ηF(1)(p, S) = ηF(p, S).

Prova: O blow up em p ∈ S é representado nas coordenadas (x, t) pela

mudança y = tx. Agora a curva S é dada por (y = 0) e p = (0, 0). A folheação F (1) perto

de p é dada pelas seguintes equações.{
ẋ = a(x, tx)
˙(tx) = b(x, tx)

⇔

 ẋ = a(x, tx)

ṫ =
b(x, tx)− ta(x, tx)

x

Da mesma forma que fizemos a divisão dos casos na Seção 2.4, quando for o

caso não dicŕıtico divide-se a expressão da folheação por xm(F ,p)−1, já no caso dicŕıtico

dividimos por xm(F ,p). Assim, F (1) é dada por

ẋ =
a(x, tx)

xσ−1
, ṫ =

b(x, tx)− ta(x, tx)

xσ

onde σ = m(F , p) no caso em que p é singularidade não dicŕıtica e σ = m(F , p) + 1 no

caso dicŕıtico. Em ambos os casos, como S é dada, nessas coordenadas, por (y = 0),

temos que

ηF(1)(p, S) = multiplicidade de
b(x, 0)

xσ
= ηF(p, S)− σ

o que demonstra (i) e (ii).

Suponha agora que p ∈ S é ponto regular. Então, F pode ser dada pelo campo

vetorial,

ẋ = 1, ẏ = b(x, y)
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e F (1) é dada localmente em torno de p ∈ S por

ẋ = x, ṫ = b(x, tx)− t.

Portanto, p ∈ S é singularidade simples de F (1) com autovalores iguais a 1 e

−1. Além disso,

ηF(1)(p, S) = multiplicidade de b(x, 0) = ηF(p, S.)

2

O teorema a seguir garante que, nessas novas condições, ainda temos a existência

de Desingularização.

Teorema 4.5 Seja Z um campo vetorial holomorfo com um número infinito de separa-

trizes passando por 0 ∈ C2. Então existe uma desingularização para Z.

A prova desse resultado encontra-se em CAMACHO, LINS e SAD (1984, p.

168, Teorema 5).

Sendo S o conjunto das separatrizes de Z, temos o teorema abaixo que é

análogo ao Teorema 4.2. Onde a definição de curva generalizada no caso d́ıcritico é a

mesma para o caso não dicŕıtico (Definição 4.4).

Teorema 4.6 Se Z é curva generalizada, então Z e S tem a mesma desingularização.

Prova: Inicialmente vamos desingularizar S. Buscamos as singularidades de

F (k)
Z onde F (k)

Z é a folheação que resulta das mesmas explosões em Z. Dada uma sepa-

ratriz isolada, o ponto onde passa uma reta projetiva é singularidade de F (k)
Z . Existem

exatamente duas separatrizes passando por ele, e transversais. Na prova do Lema 4.4

vimos que a multiplicidade algébrica dessa singularidade é 1. Além disso, os dois auto-

valores são não nulos. Observamos ainda que, os autovalores λ1 e λ2 da singularidade

não são relacionados por uma igualdade do tipo mλ1 = nλ2 para m,n ∈ N. De fato, a

singularidade em questão ou é equivalente a{
ẋ = λ1x

ẏ = λ2y
ou

{
ẋ = λ1x

ẏ = λ2y + axp
, onde p ∈ N.

No primeiro caso, teriamos infinitas separatrizes passando pela singularidade

de F (k)
Z . No outro caso, obtemos apenas uma separatriz. Portanto, nenhum dos casos

pode acontecer. Logo, a singularidade é simples.

Por outro lado, nos pontos que são corners, não existem separatrizes passando

por eles. Temos então duas possibilidades: Qualquer uma das duas retas que originam
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esse corner é fibrada por uma famı́lia de separatrizes ou não. No primeiro caso, se o

corner fosse singularidade de F (k)
Z teria no máximo uma separatriz de F (k)

Z contradizendo

o Teorema 4.1. Já no segundo caso, ambas as retas do corner são invariantes por F (k)
Z , e

dáı temos que a singularidade é simples.

Qualquer outra singularidade de F (k)
Z ao longo de uma reta projetiva invariante

implicaria a existência de separatriz de Z que são faz parte do conjunto S, o que não pode

ocorrer. Finalmente, o Teorema 4.1 garante que não existem singularidades de F (k)
Z em

retas projetivas não invariantes.

2

Queremos uma formula semelhante a do Teorema 4.1, que permite calcular-

mos a multiplicidade algébrica a partir dos dados da desingularização, agora para o caso

dicŕıtico. Faremos da seguinte maneira.

Lema 4.7 Suponha que {
ẋ = aν(x, y) + aν+1 + · · ·
ẏ = bν(x, y) + bν+1 + · · ·

são as equações diferenciais de Z e bν(1, t) − taν(1, t) ≡ 0, onde ν = m(Z, 0). Se P é a

reta projetiva e F (1) a folheação que resultam da explosão de 0 ∈ C2, então

m(Z, 0)− 1 =
∑
p∈P

ηF(1)(p, P ).

Prova: Podemos assumir que bν(0, 1) 6= 0. Então, todos os pontos não trans-

versais de F (1), relativos a P , aparecerão no sistema de coordenadas (x, t) :

ẋ = aν(1, t) + x(· · · )

ṫ = [bν(1, t)− taν(1, t)] + x(· · · ).

Conclúımos que a soma das de tangências de F (1) relativas a P é exatamente

o grau de aν(1, t). Assim, temos que aν(u, 1) − ubν(u, 1) ≡ 0, portanto u/aν(u, 1) e se

aν(x, y) = a1(y)x + a2(y)x2 + · · · + aν(y)xν , então deg a1(y) = deg[aν(1, t)] = ν − 1 =

m(Z, 0)− 1.

2

Feita essa discussão, considere a seguinte situação: ao realizar a desingula-

rização de um campo vetorial encontra-se uma singularidade dicŕıtica p ∈ P ⊂ P(k)

na folheação F (k) do k-ésimo processo de explosão. Até este ponto podemos aplicar o

Teorema 4.1. Como faremos adiante? Temos dois casos:

(i) p ∈ P é corner. Consideramos o termo ρ(P )µF(k)(p, P ) que aparece na
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fórmula dada pelo Teorema 4.1. Assim, temos que

µF(k+1)(p, P ) = µF(k)(p, P )−m(F (k), p).

Se p ∈ P é explodido para P ′ e {p1, p2, · · · , ps} é o conjunto dos pontos onde

F (k+1) não é transversal a P ′, então m(F (k), p)− 1 =
∑s

i=1 ηF(k+1)(pi, P
′) pelo Lema 4.7.

Assim, podemos substituir ρ(P )µF(k)(p, P ) por

ρ(P )[µF(k+1)(p, P ) +m(F (k), p)] = ρ(P )

[
µF(k+1)(p, P ) +

s∑
i=1

ηF(k+1)(pi, P
′) + 1

]

= ρ(P )µF(k+1)(p, P ) +
s∑
i=1

ρ(P ′)ηF(k+1)(pi, P
′) + ρ(P ′)

(ii) p ∈ P1∩P2 é corner. Queremos substituir agora o termo ρ(P1)µF(k)(p, P1)+

ρ(P2)µF(k)(p, P2). Vamos supor que p é explodido para P ′ e p1 ∈ P ′ ∩ P1, p2 ∈ P ′ ∩ P2.

Da mesma forma como no caso (i) temos{
µF(k+1)(p1, P1) = µF(k)(p, P1)−m(F (k), p),

µF(k+1)(p2, P2) = µF(k)(p, P2)−m(F (k), p)

e m(F (k), p)− 1 =
∑s

i=1 ηF(k+1)(pi, P
′). Segue dáı que,

ρ(P1)µF(k)(p, P1) + ρ(P2)µF(k)(p, P2) = ρ(P1)[µF(k+1)(p1, P1) +m(F (k), p)]

+ ρ(P2)[µF(k+1)(p2, P2) +m(F (k), p)]

= ρ(P1)µF(k+1)(p1, P1) + ρ(P2)µF(k+1)(p2, P2)

+ (ρ(P1) + ρ(P2))

[
1 +

s∑
i=1

ηF(k+1)(pi, P
′)

]
.

Portanto, somos capazes de produzir uma fórmula quando aparece uma singu-

laridade dicŕıtica. Contudo, ainda há um ponto a ser discutido: como transformar uma

singularidade p que aparece em uma reta projetiva P não invariante por F (k+1). A fórmula

resultante depende da natureza da singularidade. Se tiver um número finito de separa-

trizes a ordem de tangência η(p, P ) pode ser substitúıda por η(p, P )− (m(F , p) + 1). Em

ambos os casos nos conseguimos escrever m(F , p) em termos de dos dados das explosões,

como tem sido feito até agora. Essa situação torna inviável uma fórmula universal.

Em suma, podemos dizer que, dada a desingularização de um campo vetorial,

existe uma fórmula que envolve: (1) termos devidos a contribuição das singularidades no

caso não dicŕıtico; (2) uma expressão algébrica envolvendo o peso das retas projetivas,

como reflexo da presença de singularidades dicŕıticas no processo de desingularização e

que depende apenas da desingularização das componentes dicŕıticas.
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Teorema 4.7 Sejam Z e Z̃ campos vetoriais tais que Z(0) = Z̃(0) = 0 com SZ e SZ̃
sendo o conjunto das suas separatrizes, respectivamente. Suponha que Z é curva genera-

lizada e que SZ e SZ̃ possuem dessingularizações isomorfas. Então, µ(Z̃, 0) ≥ µ(Z, 0) e a

igualdade ocorre se, e somente se, Z̃ é curva generalizada.

Ver CAMACHO, LINS e SAD (1984, p. 173, Teorema 7).

Teorema 4.8 Seja Z uma curva generalizada com ponto singular em 0 ∈ C2. Seja

Z̃ campo vetorial topologicamente equivalente a Z em 0 ∈ C2. Então Z e Z̃ possuem

dessingularizações isomorfas.

Prova: A equivalência topológica entre Z e Z̃ é também uma equivalência

entre SZ e SZ̃ , onde SZ e SZ̃ é o conjunto das separatrizes dos campos em questão.

Portanto, SZ e SZ̃ tem as mesmas dessingularizações. Desde que o número de Milnor

é um invariante sobre equivalências topológicas temos, pelos Teoremas 4.4 e 4.7, que Z̃

é curva generalizada. Assim, pelo Teorema 4.3 e Teorema 4.6 segue que Z e Z̃ tem as

mesmas dessingularizações.

2

Para finalizar, provaremos um resultado, análogo a Proposição 4.1, que relaci-

ona o Número de Milnor com a Multiplicidade Algébrica e os dados da Desingularização.

Proposição 4.2 Sejam F uma folheação em uma superf́ıcie complexa M e p ∈ Sing(F).

Sejam π : M̃ →M uma explosão em p e P = π−1(p). Supondo p dicŕıtica temos:

µ(F , p) = m(F , p)2 +m(F , p)− 1 +
∑
q∈P

µ(π∗F , q).

Prova: Vamos considerar coordenadas (x, y) nas quais p = (0, 0) e F é in-

duzida pelo campo Z = (Z1, Z2). A menos de uma mudança de coordenadas, podemos

sempre supor que todas as singularidades de π∗F , que resultam da explosão em p, estão

no sistema de coordenadas (x, t) de M̃ , o que equivale a Z1 ter um termo em ym+1, onde

m = m(F , p). Nesse sistema, supondo que ω(x, y) = −Z2(x, y)dx + Z1(x, y)dy induz F ,

segue que

ω(x, tx) = −Z2(x, tx)dx+ Z1(x, tx)(tdx+ xdt)

= (tZ1(x, tx)− Z2(x, tx))dx+ xZ1(x, tx)dt.
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Assim, no sistema (x, t), π∗F é induzida pelo campo

Z̃(x, t) =
1

xm+1
(xZ1(x, tx), Z2(x, tx)− tZ1(x, tx))

= (
1

xm
Z1(x, t),

1

xm+2
xZ2(x, t)− xtZ1(x, t))

= (Z̃1(x, t), f̃(x, t)).

onde estabelecemos Z̃1(x, t) =
1

xm
Z1(x, t) e

1

xm+2
xZ2(x, t)− xtZ1(x, t).

Por conseguinte,

µ((Z1, xZ2 − yZ1), p) = µ((Z1, xZ2))

= µ((Z1, x), p) + µ((Z1, Z2), p)

Por outro lado, o Lema 2.3 garante que

µ((Z1, xZ2 − yZ1), p) = m(m+ 2) +
∑
q∈P

µ((Z̃1, f̃), q).

Por fim, juntando essas equações segue que

µ(Z, p) = µ((Z1, xZ2 − yZ1), p)− (m+ 1)

= m(m+ 2) +
∑
q∈P

µ((Z̃1, f̃), q)− (m+ 1)

= m2 +m− 1 +
∑
q∈P

µ((Z̃1, f̃), q).

2
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5 ALGUNS INVARIANTES

Neste caṕıtulo vamos apresentar alguns resultados de invariantes relacionados

a Multiplicidade Algébrica e ao Número de Milnor.

Considere um campo vetorial holomorfo Z numa vizinhança de 0 ∈ Cn, n ≥ 2.

Olhando para a expansão de Taylor de Z em 0 temos que

Z(z) =
∞∑
i=k

Zi(z)

onde Zi é campo vetorial homogêneo de grau i. Suponha que Zk tenha singularidade

isolada em 0. Temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1 Sejam Z e Z̃ dois campos vetoriais holomorfos definidos como acima, isto

é, 0 é singularidade isolada de Zk e Z̃k̃. Se Z e Z̃ são localmente topologicamente equiva-

lentes em 0, então k = k̃.

Prova: Afirmação: µ(Z, 0) = kn, onde k vem da expansão de Z e n da

dimensão de Cn. Provada tal afirmação temos, pelo Teorema 3.1,

kn
Afirm.

= µ(Z, 0)
Teo.3.1

= µ(Z̃, 0)
Afirm.

= k̃n.

Portanto, k = k̃.

Prova da afirmação: Considere Z = Zk + Zk+1 + · · · a expansão, numa

vizinhança de 0, do campo Z, onde 0 é singularidade isolada de Zk. Defina m =

inf{||Zk(z)||; ||z|| = 1} e, para cada j ≥ k, defina mj = sup{||Zj(z)||; ||z|| = 1}. Quere-

mos uma estimativa para Z(z) sempre que ||z|| = 1. Como, pela homogeneidade, temos

||Zj(z)|| = ||Zj(1)zj|| ≤ mj||z||j, para j ≥ k + 1 e ||Zk(z)|| = ||Zk(1)||.||z||k ≥ m||z||k.
Diante disto, temos

‖Z(z)‖ = ‖Zk(z) + Zk+1(z) + · · · ‖

≥ ‖Zk(z)‖ − ‖Zk+1(z) + Zk+2(z) + · · · ‖

≥ m‖z‖k − ‖Zk+1(z)‖ − ‖Zk+2(z)‖ − · · ·

≥

(
m−

∑
j≥k+1

mj‖z‖j−k
)
‖z‖k.

Deste modo, podemos tomar ε > 0, de modo que, se ‖z‖ < ε implica em∑
j≥k+1mj‖z‖j−k ≤ m/2. Dáı, m −

∑
j≥k+1mj‖z‖j−k ≤ m/2. Portanto, ||Z(z)|| ≥

m‖z‖k/2 para ‖z‖ < ε. Desta feita, tome 0 < r < ε e considere G : [0, 1]×S2n−1
r → C2n−1
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dada por

G(t, z) =
∑
j≥k

tj−kZj(z)/‖
∑
j≥k

tj−kZj(z)‖

=
Zk(z) + tZk+1(z) + t2Zk+2(z) + · · ·
‖Zk(z) + tZk+1(z) + t2Zk+2(z) + · · · ‖

.

Repare que, G é homotopia entreG(1, z) = Z(z)/‖Z(z)‖ eG(0, z) = Zk(z)/‖Zk(z)‖.
Logo, µ(Z, 0) = µ(Zk, 0). Por fim, se c 6= 0 é regular para Zk, então, pelo Teorema de

Bézout, o número de soluções da equação Zk(z) = c é exatamente kn. Porém, o item (4)

da Proposição 2.3, nos informa que µ(Zk, 0) = kn. Isso conclui a prova.

2

Teorema 5.2 (Sela-nó é invariante topológico) Sejam Z e Z̃ campos vetoriais ho-

lomorfos em C2 com singularidade isolada em p e p̃, respectivamente. Se Z e Z̃ são

localmente topologicamente equivalentes em p e p̃ (respec.) e p é sela-nó de Z, então p̃ é

sela-no de Z̃.

Prova: Como Z é sela-nó, a matriz de DZ(p) possui um autovalor não nulo,

digamos λ, e 0 é o outro auto valor. Vamos chamar o autoespaço de DZ(p), associado a

λ de direção forte de Z. Vamos utilizar o seguinte teorema, cuja prova é encontrada em

MATTEI e MOSSU (1980): Teorema: Seja p uma sela-nó de Z e E a direção forte de

Z em p. Então existe um germe de subvariedade anaĺıtica W ⊂ C2, tal que p ∈ W , W é

tangente a E em p e W é Z-invariante.

Como p é ponto de W, podemos tomar, numa vizinhança deste ponto, um

sistema de coordenadas (x, y) de modo que p = (0, 0) e W ⊂ {(x, y); y = 0}. Suponha

que, nesse sistema, Z é escrito como Z(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)). Recordando a Definição

3.1, W é Z-invariante se dfq.Z(q) = 0, para todo q ∈ W , onde f é a função anaĺıtica que dá

W . No sistema de coordenadas (x, y), W é dado pela função (x, y)
f7→ y, que é linear, nesse

caso W ⊂ f−1(0), portanto, df(x,0)Z(x, 0) = df(x,0)(P (x, 0), Q(x, 0)) = Q(x, 0)
Inv.
= 0. Por

outro lado, como λ é o autovalor que dá a direção de E, segue que P (x, 0) = λx+a2x
2+· · · ,

pois W é tangente a E. Dáı, pela Proposição 3.2, temos indp(Z/W ) = 1.

Deste modo, considere h : (C2, 0) → (C2, p̃) uma equivalência entre Z e Z̃.

Defina W̃ = h(W ) e suponha, para simplificar, que p̃ = 0. Segue da Proposição 3.1 que,

W̃ é subconjunto anaĺıtico de C2. Por outro lado, sendo Ẽ o subespaço de dimensão 1

que é tangente a W̃ , temos que Ẽ é invariante por DZ̃(0). Segue do Teorema 3.2 que

ind0Z̃/W̃ = 1. Dáı, pelo monos um autovalor de DZ̃(0) é não nulo. Como 0 é autovalor

de DZ(0), temos det (∂Zj/∂xk(0))j,k∈{1,2} = 0, logo µ(Z, 0) > 1. Assim, pelo Teorema 3.1,

segue que µ(Z̃, 0) > 1. Ora, mas isso implica que det(DZ̃(0)) = 0, logo o outro autovalor

de DZ̃(0) necessariamente é nulo. O que implica Z̃ ser sela-nó.

2



56

Corolário 5.1 (Multiplicidade Algébrica 1 é invariante topológico) Sejam F e F̃
folheações holomorfas localmente topologicamente equivalentes em p ∈ Sing(F) e p̃ ∈
Sing(F̃), respectivamente. Se m(F , p) = 1, então m(F̃ , p̃) = 1.

Prova: Suponha que, F e F̃ são induzidas por Z e Z̃, respectivamente, e que

p = p̃ = 0. Como m(Z, p) = 1, escrevendo, Z = Z1 + Z2 + · · · , onde Z1 6≡ 0, temos

que DZ(0) 6= 0. Olhando para a matriz de DZ(0), suponha que λ1 e λ2 são os seus

autovalores. Se λ1 6= 0 e λ2 = 0 temos que Z é Sela-nó, e pelo Teorema 5.2, segue que

Z̃ é Sela-nó. Portanto, como DZ̃(0) tem autovalores que resultam em uma sela-nó, um

deles é não nulo, dáı Z̃1 6≡ 0, logo m(Z̃, 0) = 1.

Se λ1.λ2 6= 0, temos que DZ(0) é invert́ıvel. Pela Proposição 2.3, temos

µ(Z, 0) = 1, logo µ(Z̃1, 0) = 1. Da mesma forma conclúımos que DZ̃(0) é invert́ıvel, logo

seus autovalores são não nulos, o que nos dá Z̃1 6≡ 0, ou seja, m(Z̃, 0) = 1.

2

Teorema 5.3 Suponha que as folheações F e F̃ são localmente topologicamente equiva-

lentes em p ∈ Sing(F) e p̃ ∈ Sing(F̃), respectivamente. Se F é não dicritica em p, então

F̃ é não dicŕıtica em p̃.

Prova: Supondo que F é folheação não dicŕıtica em p, temos, pela discussão

feita na Seção 2.4, que observando as equações que definem F , suas separatrizes, são

dadas pelas ráızes de bv(1, t) − tav(1, t), que ocorrem em número finito. Por outro lado,

uma singularidade dicŕıtica, caso em que bv(1, t) − tav(1, t) ≡ 0, as separatrizes ocorrem

numa quantidade infinita, correspondendo às folhas por pontos regulares de P = π−1(p).

Deste modo, se h é equivalência topológica entre F e F̃ , e supondo, por con-

tradição, que F̃ é dicŕıtica, isso implica que F tem uma quantidade infinita de separatrizes,

o que não ocorre já que F é não dicŕıtica.

2

Corolário 5.2 Suponha que as folheações F e F̃ são localmente topologicamente equiva-

lentes em p ∈ Sing(F) e p̃ ∈ Sing(F̃), respectivamente. Se F é dicritica em p, então F̃ é

dicŕıtica em p̃.

Prova: Segue do Teorema 5.3.

2

Teorema 5.4 Sejam F e F̃ folheações em C2. Se F é curva generalizada e existe equi-

valência topológica entre F e F̃ , então F̃ é curva generalizada.

Prova: Seja h : (U,F) → (Ũ , F̃) um homeomorfismo que da a equivalência

local entre F e F̃ em 0 ∈ C2. Considere S = f−1(0) e S̃ = f̃−1(0) como o conjunto das

separatrizes de F e F̃ , onde f e f̃ são curvas anaĺıticas em C2.

O homeomorfismo h pode ser visto como h : (U, S, 0)→ (Ũ , S̃, 0), ou seja, h é
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uma equivalência entre S e S̃, portanto µ(f, 0) = µ(f̃ , 0). Por outro lado, olhando para os

campos Zf = (−∂f
∂y
, ∂f
∂x

) e Z̃f̃ = (−∂f̃
∂y
, ∂f̃
∂x

), temos µ(f, 0) = µ(Zf , 0) e µ(f̃ , 0) = µ(Z̃f̃ , 0).

Logo,

µ(Zf , 0) = µ(Z̃f̃ , 0). (∗)

Suponha agora que as folheações F e F̃ são dadas localmente pelos campos

Z e Z̃, respectivamente. Pelos Teoremas 4.4 e 4.7 é suficiente provarmos que µ(Z̃, 0) =

µ(Z̃f̃ , 0), desde que µ(Z, 0) = µ(Zf , 0), pois F é curva generalizada.

De fato, observe que

µ(Z̃, 0)
Teo. 3.1

= µ(Z, 0) = µ(Zf , 0)
(∗)
= µ(Z̃f̃ , 0).

2

Da prova do teorema acima conseguimos garantir que a Multiplicidade Algébrica

de uma Curva Generalizada é invariante topológico. De fato, considerando Z curva gene-

ralizada e Z̃ um campo localmente topologicamente equivalente a Z, temos, pelo Teorema

5.4 acima, que Z̃ é curva generalizada. Assim,

m(Z, 0) = m(Zf , 0) = m(f, 0)− 1 = m(f̃ , 0)− 1 = m(Z̃f̃ , 0) = m(Z̃, 0),

onde m(Z, 0) = m(Zf , 0) pois estamos supondo que f da o conjunto de separatrizes de Z e

o Teorema 4.1 exibe a multiplicidade algébrica de Z via os dados da sua desingularização,

que por sua vez são iguais aos dados da desingularização de Zf , em virtude de Z ser curva

generalizada. Vale o mesmo para o campo Z̃. Fica então demonstrado o corolário abaixo.

Corolário 5.3 A multiplicidade algébrica de uma curva generalizada é invariante to-

pológico.

Finalizaremos com o seguinte resultado que, por nossa parte, é desconhecido

o caráter de ineditismo.

Teorema 5.5 Suponha que F e F̃ são folheações localmente topologicamente equivalen-

tes, em p ∈ Sing(F) e p̃ ∈ Sing(F̃), respectivamente, de uma superf́ıcie complexa M.

Se após um blow-up nestas folheações tivermos F (1) e F̃ (1) topologicamente equivalentes,

então m(F , p) = m(F̃ , p).

Prova: Suponha que a folheação F seja não dicŕıtica em p. Pelo Teorema 5.3,

temos que F̃ é não dicŕıtica. Vamos supor que, π : M1 → M é explosão em p ∈ Sing(F)

e P = π−1(p). Da mesma forma, seja π̃ : M2 → M explosão em p̃ e defina P̃ = π̃−1(p̃).

Nesse caso, F (1) é obtida de π∗F e F̃ (1) obtida de π̃∗F̃ . Dito isto, a Proposição 4.1 nos
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informa que

µ(F , p) = m(F , p)2 −m(F , p)− 1 +
∑
q∈P

µ(π∗F , q) e

µ(F̃ , p̃) = m(F̃ , p̃)2 −m(F̃ , p̃)− 1 +
∑
q∈P̃

µ(π̃∗F̃ , q).

Podemos então definir a constante A = −1 +
∑
q∈P

µ(π∗F , q) − µ(F , p). Agora

observe que, como F e F̃ são topologicamente equivalentes, então, pelo Teorema 3.1,

µ(F , p) = µ(F̃ , p̃). Da mesma forma, como F (1) e F̃ (1) são topologicamente equivalentes,

temos
∑
q∈P

µ(π∗F , q) =
∑
q∈P̃

µ(π̃∗F̃ , q).

Por outro lado, considere o polinômio

f(m) = m2 −m+ A.

Veja que, m(F , p) é raiz positiva de f, assim, estudando suas ráızes, temos

m =
1±
√

1− 4A

2
.

Como m é um inteiro positivo, pois p é singularidade, m(F , p) = 1−
√
1−4A
2

não

ocorre, já que para este número ser positivo devemos ter
√

1− 4A < 1, o que implicaria

em m(F , p)) < 1. Portanto, nos resta

m(F , p) =
1 +
√

1− 4A

2
.

Logo, pela discussão feita acima, a constante A, definida para F , é a mesma

para F̃ , ou seja, m(F̃ , p̃) também é raiz de f, logo m(F̃ , p̃) = 1+
√
1−4A
2

. Segue que,

m(F , p) = m(F̃ , p̃).
No caso dicŕıtico, a Proposição 4.2 nos fornece

µ(F , p) = m(F , p)2 +m(F , p)− 1 +
∑
q∈P

µ(π∗F , q) e

µ(F̃ , p̃) = m(F̃ , p̃)2 +m(F̃ , p̃)− 1 +
∑
q∈P̃

µ(π̃∗F̃ , q).

Igualmente como no caso não dicŕıtico, definindo A = −1 +
∑
q∈P

µ(π∗F , q) −

µ(F , p), temos que m(F , p) é raiz positiva do polinômio

f(m) = m2 +m+ A.
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Assim, m(F , p) = −1±
√
1−4A
2

.Nesse caso, m(F , p) não pode ser igual a −1−
√
1−4A
2

,

pois é positivo. Portanto, pelo mesmo argumento do caso anterior, temos que m(F , p) =
−1+

√
1−4A
2

= m(F̃ , p̃). Conclúımos, portanto, que nas hipóteses deste Teorema, a multipli-

cidade algébrica é invariante topológico.

2
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6 CONCLUSÃO

Estudamos inicialmente algumas ferramentas ligadas a um campo vetorial ho-

lomorfo, como o Número de Milnor e a Multiplicidade Algébrica. Posteriormente, vimos

que a equação diferencial dada por um campo, induz uma folheação holomorfa. Num pri-

meiro momento, mostramos a invariância topológica do Número de Milnor em Cn, n ≥ 2.

Não obstante, tratamos de Desingularização, via processos de Blow-up, e estudamos os

dados obtidos por esses processos, tanto no caso de Singularidade Dicŕıtica, como Não

Dicŕıtica, relacionando esses dados com as ferramentas já conhecidas. Por fim, no último

caṕıtulo, apresentamos alguns invariantes, por equivalências topológicas, provenientes de

todas as discussões feitas ao longo do texto.
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