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RESUMO

Considerando a folheacao induzida por um campo vetorial complexo holomorfo, busca-
remos exibir invariantes topoldgicos na vizinhanca de um ponto singular. Num primeiro
momento, ganha importancia o Niumero de Milnor de um campo vetorial, no sentido desse
numero ser invariante topolégico. Em outra discussao, daremos énfase a campos vetori-
ais em dimensao dois, nesse caso, as folhas, cuja folheagao é induzida pelo campo, serao
curvas integrais de uma 1-forma. Nesse sentido, trataremos de Desingularizacao, ou seja,
ap6s um numero finito de processos, que chamaremos de Blow-ups, ou explosoes, transfor-
maremos a folheacao inicial em uma folheagao cujas singularidades sao todas simples. Por
fim, o processo de Desingularizagao de um campo nos dara ferramentas que possibilitam
relacionar os dados obtidos nesse processo com os objetos tratados ao longo de todo o

trabalho, diante disto apresentaremos outros invariantes topoldgicos de folheagoes.

Palavras-chave: Invariantes topoldgicos. Folheacoes holomorfas. Singularidades.



ABSTRACT

Considering the foliation induced by a complex holomorph vector field, we will look for
topological invariants in the neighborhood of a singular point. At first, the Milnor Num-
ber of a vector field becomes important, in the sense that this number is topological
invariant. In another discussion, we will emphasize vector fields in dimension two, in
which case the leaves, whose foliation is induced by the field, will be integral curves of a
1-form. In this sense, we will deal with Desingularization, that is, after a finite number of
processes, which we will call Blow-ups or explosions, we will turn the initial foliation into
a foliation whose singularities are all simple. Finally, the Desingularization process of a
field will give us tools that make it possible to relate the data obtained in this process
to the objects treated throughout the work, with this we will present other topological

invariants of foliations.

Keywords: Holomorphic foliations. Topological invariants. Singularities.
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1 INTRODUCAO

Considere f : (C%,0) — (C,0) uma curva analitica com expansiao de Taylor,
em torno de 0 € C? sendo f = f, + fy11 + -+, onde f, # 0. O inteiro m(f,0) = v é
chamado de Multiplicidade Algébrica de f em 0.

Um resultado inicial, devido a BURAU (1932) e ZARISKI (1932)), mostrou
que dada f : (C%,0) — (C,0), nas mesmas condicoes de f, e um homeomorfismo h :
U — U, tal que h(f~1(0)NU) = f~1(0) N U, onde U e U sao vizinhancas de 0 € C2,
tem-se que m(f,0) = m(f,0). Posteriormente, o famoso trabalho de ZARISKI (1971),
estabeleceu a Conjectura de Zariski para multiplicidade em dimensao maior que 2, sendo
uma generalizacdo do problema acima. Alguns resultados trazem avancos importantes
nesse sentido. Como exemplo, EPHRAIM (1976)) apresenta uma prova no caso em que h ¢é
difeomorfismo C! e ROSAS (2016)) trata do caso Bi-Lipschitz. Ademais, casos particulares
também foram estudados, e positivamente respondidos, como por exemplo, A’CAMPO
(1973) e LE (1973) trazem uma prova quando m(f,0) = 1.

Deste modo, é natural buscar estender o problema de invariancia da multipli-
cidade para folheacoes em C2. Discutiremos questoes relacionadas a este problema tendo
como suporte o trabalho de CAMACHO, LINS e SAD (1984)).

Nesse sentido, as integrais de um campo vetorial holomorfo Z definido em um
aberto U de C™ sao curvas complexas parametrizadas localmente como as solucoes da

equacao diferencial

& _
dT

Isso define uma folheacao Fz de U com singularidades nos zeros de Z. Assim, seja

Z(z), T €C,zeU.

0,, o anel dos germes de funcoes holomorfas definidas numa vizinhanca de 0 € C" e
I(Zy, -+, Z,) o ideal gerado pelas fungoes coordenadas de Z. O Numero de Milnor de
Z em 0 € C™ definido por u(Z,0) = dim¢ O,,/1(Zy,- -, Z,). Num primeiro momento,
mostraremos que este nimero ¢ invariante topolégico em C"”, n > 2.

Posteriormente, olhando para campos em C2?, trataremos de Desingularizacao.
Descreveremos um método de Blow-up, que permite criar, a partir de uma folheacao dada,
uma outra folheacao cujas singularidades sejam todas simples, isto é, os autovalores A\; e
Ay de dZ(p), onde Z é um campo que induz tal folheagao em p, sdo tais que A;.\g # 0 e
A/A2 ¢ QF ou Ay =0 e Ay # 0. Esse processo, nos fornece ferramentas importantes, que
relacionam os dados obtidos na desingularizacao com os objetos previamente tratados,
como o Numero de Milnor e a Multiplicidade Algébrica.

No dltimo capitulo vamos apresentar resultados de invariancia relacionados

com todos esses objetos.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos nesta secao introdutoria algumas ferramentas e resultados que

vao servir de norte para o que vamos discutir ao longo do texto.

2.1 Folheacoes holomorfas

Uma variedade complexa de dimensao n é um espaco topolégico M, de Haus-
dorff, conexo, com base enumeravel, munido de uma estrutura analitica definida da se-
guinte maneira: existe uma cobertura de {U,}4cr de abertos para M e homeomorfismos
Yo : Uy — V,, onde V, é aberto de C", tais que as mudancas de coordenadas ¢, o gogl
sao holomorfas onde sua definigao faz sentido. Cada par {U,, @a }acr € dito ser um atlas
de M. Dois atlas sao equivalentes se a mudanca ¢, o gogl for holomorfa.

Seja M uma variedade complexa com dimensao n > 2.

Definigao 2.1 Uma folheagdo holomorfa nao singular de dimensdo k (ou codimensdo
n—=k)em M, onde 1 <k <n—1, € dada pelo sequinte conjunto de informagoes:
(a) uma cobertura {Uy}aer por abertos;
(b) Para cada o € L, um biholomorfismo ®, : U, — D* x D" % onde D € o disco
unitario de C centrado na origem;
(¢) Sempre que Uy, NUp = Uup # &, a fungdo

Do i Po(Uap) — Pp(Uap)
(z,w) = (I)/J’ ° q);1<zaw> = (9017 902)

satisfaz Pop(z, w) = (p1(z, w), p2(w)).

Pelo item (b) dessa definigao cada U, é decomposto em variedades, de dimensao
k, da forma ®_1(D* x {wg}), onde wy € D" ¥, chamadas de placas. O item (c) garante
que na intersecao dos U, as placas se sobrepoem de modo satisfatério, ou seja, se P, C U,
e Pg C Ug sao placas, entao ou P, N Pg = J, ou P,N Ps = P,NUg = PsNU,.

Assim, podemos definir em M a seguinte relacdo: p ~ ¢ se existem placas
P,---,P,compée Peqée P, taisque NPy, # 3,1 =1,---,n—1. A classe de

equivaléncia seguindo essa relacao é chamada de folha por p.

Definicao 2.2 Uma folheagcao holomorfa singular, ou simplesmente folheacao, de di-
mensao k (codimensao n — k), onde 1 < k < n — 1, em uma variedade complexa M €
uma folheagao nao singular de dimensao k (Deﬁm’gda em M\S, onde S € conjunto
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analitico em M de codimensao maior ou igual a 2, de modo que S seja minimal com essa
defini¢ao. Notaremos a folheagdo por F e S = Sing(F). Os pontos de M\Sing(F) sao

chamados de regulares e os de Sing(F) de singulares.

Proposicao 2.1 Toda folheacdao de dimensao 1 € induzida localmente por um campo de

vetores holomorfo.
Ver SOARES e MOL (2001, p. 97, Proposigao 6.1.4).

Definicdo 2.3 Duas folheacies F e F em M sio ditas localmente topologicamente equi-
valentes em p € Sing(F) e p € Sing(]:"), respectivamente, se existe um homeomorfismo
h:U—U, onde U e U sio vizinhangas de p e p (respec.), tal que h(U) = U e que leva

folhas de F em folhas de F.

Observacao: Existe uma definicao andloga para campos de vetores holomor-
fos. Considere Z : U € C" — C"™ um campo holomorfo, com U C C" aberto. Nesse
sentido, uma folheacao em U é definida pela equacao diferencial j—; = Z(z). O Teorema
de Existéncia e Unicidade de Solugdes, provado em SOTOMAYOR (1979, p. 209, Teo-
rema 1), garante que dado p € U e K C U compacto, com p € K e Z(p) # 0, existe tnica

aplicacao holomorfa ¢ : D x K — U, onde D C C é disco aberto centrado na origem, de

d
%(T, z) = Z((T, z)). Assim, fixado zg € U existe uma

tunica solugao ¢(7, 29) : D — U para a equagao diferencial d—; = Z(z). Uma folha é uma

modo que: (a) ¢(0,z) = z; (b)

curva holomorfa, conexa e regular de U a qual, localmente, pode ser parametrizada como

solucao da equagao diferencial em questao.

2.2 Indice de um campo em uma singularidade isolada

Em linhas gerais, estamos sempre considerando um campo vetorial holomorfo
Z definido num aberto U C C", ou seja, Z = (Z1,Z9,++ ,Zy) : U C C* — C" e
Z; : U — C ¢é fungao holomorfa para todo j.

Defini¢ao 2.4 (Singularidade) Um pontop € U é uma singularidade de Z se Z(p) = 0.
Se Z(p) # 0 dizemos que p é um ponto reqular. Ademais, se p é uma singularidade de Z

e Z(2) #0, Vz € B.(p)\{p}, onde r > 0, dizemos que p € singularidade isolada de Z.

Defini¢ao 2.5 (Grau topolégico) Sejam M e N variedades orientadas n-dimensionais
e sem bordo. Considere f : M — N wuma aplicacao suave. Se M é compacta e N é
conexa, entao definimos o grau de f como seque. Se y € N € valor reqular de f, entao

deg(f;y) = > signdf,, onde sign € igual a 1 se df preserva orienta¢ao e -1 caso
zef~1(y)
contrdrio.
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Alguns resultados garantem que a Definicao [2.5| estd bem posta e que nao
depende da escolha do valor regular y € N, usamos entao a notacao deg(f). Para mais
detalhes sobre os objetos tratados nesta definigao consultar MILNOR ({1965, cap. II e III).
Vamos utilizar a definicao de grau para aplicacoes entre esferas de espagos euclidianos.

Antes disto, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1 O grau é um invariante homotdpico, ou seja, se existe uma homotopia
entre [ e g, entdo deg(f) = deg(g), onde f,g: M — N como na Definicio 2.5

Ver MILNOR (1965, p. 28, Teorema B).

Considere um aberto U € C*,n > 2, e Z : U — C" um campo vetorial
holomorfo. Seja X um campo vetorial real, de classe C",r > 0, definido em U C C", ou
seja, X : U — R?".

Defini¢ao 2.6 (Campo tangente) Dizemos que X € tangente a Z se para todo z € U
tivermos X (z) € CZ(z) = {\Z(z); A € C}.

Definicao 2.7 (fndice de um campo) O indice de X emp € U, o qual notaremos por
ind,(X), € o grau topoldgico da aplicacio X/||X| = S,>" *(p) — S, onde |X|? =

23211 3, S22 Hp) = {z; ||z — pl| = r} er > 0 € suficientemente pequeno.

A seguinte proposicao garante a boa definicao do Indice de um campo segundo
a Definicao [2.7]

Proposicao 2.2 Sejam X eY campos vetoriais reais continuos, definidos no aberto U C
C", e tangentes a Z. Suponha que p € U € singularidade isolada de Z, X e Y, entdao
ind,(X) =ind,(Y).

Prova: Podemos considerar Z como um campo real em U, isto é, Z(z) =
((Re(Z1(2)), Im(Z1(2)), Re(Z(2)), Im(Z2(2)), - - - , Re(Z,(2)), Im(Z,(2))). Observe que,
se mostrarmos que ind,(Z) = ind,(X) a proposi¢ao fica demonstrada, pois o mesmo
valeria para Y. Com efeito, desde que X é tangente a Z, temos que para cada z € U

existe A € C tal que
X(2) = M2)Z(2) = (alz) +1B(2))Z(2) = (a(2))Z(2) + (B(2))iZ(2).

Na igualdade acima, estamos interessados em pontos z na bola B,(p), onde p
é singularidade isolada de Z, e r é suficientemente pequeno, em particular, Z(z) # 0 para
z € S 1(p). Considere entao a fungao f : (o, 8) : S?»~1(p) — R? — {0} continua. Como,
para n > 2, o, _1(R? — {0}) = {0} temos que existe homotopia

Fo00,1] x S (p) = R* = {0}; £(0,2) = fe f(1,2) = (1,0).
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Deste modo, escrevendo f(t,z) = (a(t, 2), 5(t, 2)), defina X (t,2) = (a(t, z) +
iB(t,2))Z(z) e F(t,z) = X(t,2)/||X(t, 2)||. Segue que F é homotopia entre F(0,z) =
X(0,2)/11X(0,2)[| = X/[|X]] e F(1,2) = X(1,2)/[|X(1, 2)|| = Z/]|Z]|. Como o grau ¢
invariante topolégico segue que X/||X|| e Z/||Z|| tem o mesmo grau, logo ind,(X) =
ind,(Z).

O

2.3 Multiplicidade algébrica e niimero de Milnor

Definigao 2.8 (Multiplicidade algébrica) Seja f : C* — C* analitica na vizinhanca
de um ponto p € C". Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor de f, em torno de

p, como sendo

f(z) =) fu(z), onde f,, # 0.
k=m

O numero m € chamado de multiplicidade algébrica, ou simplesmente multiplicidade,

de f em p e € denotado por m(f,p)

Observagao: A Definigao [2.§ acima, pode ser feita de modo andlogo para
campos vetoriais e para folheagoes, via a multiplicidade de um campo que a induz
localmente numa singularidade. Nao obstante, se S é germe de curva analitica em
p=(0,0) € C?, isto é, existe f : (C?,0) — (C, 0) analitica tal que a equagao local reduzida
de S é dada por f(z,y) =0, a multiplicidade de S em p é dada por m(S,p) = m(f,p).

Teorema 2.2 Seja f : (C%0) — (C,0) um germe de curva analitica com singularidade
em 0 € C2. Se f: (C%0) = (C,0) ¢ germe de curva analitica e h : U — U homeo-
morfismo, onde U e U sio vizinhangas de 0, tal que h(f~1(0)NU) = f~1(0) N T, entio
m(f,0) = m(f,0).

O Teorema [2.2 é provado no trabalho de ZARISKI (1932). Este problema em
dimensao maior que 2, foi proposto por Oscar Zariski, em ZARISKI (1971)), juntamente
com diversos problemas em Singularidades. O caso geral ainda nao tem resposta, contudo
temos respostas positivas em alguns casos, como por exemplo EPHRAIM(1976|) para o
caso C'' e ROSAS (2016) no caso Bi-Lipschitz. Por fim, EYRAL (2007) traz um apanhado

geral sobre avanc¢os no problema.

Sejam f: U CC* - Ceg:V C C*" — C funcoes holomorfas, onde U e V'
sao abertos. Fixado p € U NV, dizemos que f ~ g, se existe um aberto W C UNYV,
contendo p, tal que f|WW = g|W. A classe f, segundo a relacdo de equivaléncia acima, é
chamada de germe de f em p. O conjunto dos germes de fungoes holomorfas de U C C”

em C, no ponto p, serd notado por O,,. Se p = 0, por simplicidade, escreveremos O,,.



17

Com as operacoes naturais de soma de germes e multiplicagao por escalar, temos que O,, ,,
¢ um anel. Mais detalhes sobre os germes de fungoes holomorfas encontramos no segundo
capitulo de EBELING (2007)).

Nesse sentido, dado Z : U € C* — C™ um campo vetorial holomorfo, tal que
Z =(Zy,Zy, -+, Zy), podemos olhar para os germes das fungoes coordenadas e considerar
oideal (Z1,%Zs,---,Z,) em O,,, onde p € U.

Definicao 2.9 (Numero de Milnor) O inteiro
n= M(Zap) = dlm(C On,p/<Zl> 227 e 7Zn>

¢ chamado de Numero de Milnor de Z em p.

Proposigao 2.3 Seja Z um campo de vetores holomorfo em C". A cerca do nimero de
Milnor sao verdadeiras as afirmacoes abaizo:
(1) w(Z,p) =0 se, e somente se, p é ponto reqular de Z.
(2) 0 < u(Z,0) < oo se, e somente se, p € uma singularidade isolada de Z.
(3) (Z,p) =1 se, e somente se, det(0Z;/0z;(p))1<ij<n # 0.
(4) Seja 0 < p < oo. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo ¢ € C, com ||c|| < 6,
o numero de solugoes da equacdo Z(z) = ¢ na bola B:(p) = {z;||z — p|| < e} € no

mdzimo . Mais ainda, se py,pa, -+, Pm, m < p, sao solugoes de Z(z) = ¢, entdo

(5) w=indy(Z).

Prova: (1) Suponha que Z(p) # 0, entdo existe ¢ € {1,--- ,n}; Z;(p) # 0.
Assim, 1 = Z;(p) ' Zi(p) € Onp/(Z1,Z2, -+ , Zy). Logo, dimc O, ,,/{Z1, Za, -+ , Zy) = 0.
Reciprocamente, se dime¢ O,,,/(Z1, Zs, -+ , Z,) = 0, entdo existem ay, ag,- -+ ,a, € On,
tais que a1Z1(p) + asZs(p) + - - - + anZn(p) = 1. Logo, deve existir i € {1,--- ,n} tal que
Zi(p) # 0 e, portanto, (Z1(p), Za(p), -+ , Zn(p)) # 0, ou seja, p é ponto regular de Z.

(2) Supondo que p é singularidade isolada de Z temos V ((Z,--- , Z,)) = {p}.
Assim, I(V((Zy,- -, Z,))) = m, é o ideal maximal das funcées de O, que se anulam em p.
O Teorema dos zeros de Hilbert (Ver EISENBUD (1995, p.33, Teorema 1.6)) nos informa
que IV((Zy,-+,Zy,))) = Rad(Zy,--- Z,) = {f; fF € (Z1,--- Z,), parak € N}.

Como Rad(Z,---Z,) é finitamente gerado, ja que O, é Noetheriano, existe
r > 0 tal que m) = (Rad(Zy,--- Z,))* C (Zy,--- Zy,). Dai,

(@) (@)
Z.p) =dime—2 < dime—2
1(Z,p) me 7z < dimeg
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O ideal m; é gerado por monomios de grau r nas varidveis zi,--- ,2,, fa-
zendo com que Op/my seja gerado sobre C pelos mondmios de grau inferior a 7. Logo,
3 T
dimcO,/m} < oo.

Para a reciproca vamos supor que 0 < pu(Z,p) < oo. A cadeia de ideais

(Zy,-- ,Zn>+mp3 oo D{(Zy, ,Zn)—l—mk
D) <Zla"' aZTL)a

implica nas seguintes desigualdades

O O
dim d < ... <dim P
C(Zl,---,Zn)+mp_ - C<Z1,---,Zn>+m’]§
@)
< dime " (Z,p) < o0

Deste modo, podemos escolher 7 € N tal que dimcO,/m; = dimcO, /m;fl,
portanto (Z, -+, Zp)+my = (Z1, -+, Zn>+m7’;+1. Em particular, temos my C (Z1,- -+, Z,)+
m;“. Segue do Lema de Nakayama (Ver EBELING (2007, p. 93, Proposigao 2.38)) que
m> C(Z1, -+, Zy). O que implica em, {p} =V (m)) D V({Zy,---,Z,)), logo p é singula-
ridade isolada.

(3) Defina a matriz A = (gé)
i/ 1<ij<n

escrever Z(z) — Z(p) = L(z — p) + r(z — p), onde r(z — p) é resto de ordem superior a

e suponha que det(A) # 0. Podemos

1. Logo, Z(z) = L(z — p) + r(z — p). Como L é nao singular podemos tomar £ > 0 tal
que ||r(z — p)|| < ||L(z — p)||, para todo z € SI(p). Tal fato permite definir a seguinte

aplicacao

Repare que, G' é homotopia entre Z/||Z|| e L/||L||, logo deg(Z/|| Z]|) = deg(L/||L||)
Segue o resultado pois, deg(L/||L]|) = 1. Ver MILNOR (1965, p.37, Lema 4).
Reciprocamente, suponha que u(Z,p) = 1. Seja g € O, de modo que sua
classe gera O, sobre C. Para cada f € O,, existem a; € C e germes h{, - hl €
O, tais que f = arg + h{Zl + -+ 4+ h!Z,. Em particular, para f = 1, escrevemos
1 =o19+ hiZ + -+ hlZ,. Assim, g(p) # 0. Para cada i = 1,--- ,n, escrevemos
2 —pi = Qg+ hi'Zy+ -+ hiZ,, onde p = (p1,--- ,p,). Avaliando essa expressao em
0, temos «,, = 0, portanto z; — p; = hi'Zy + - -+ h% Z,.

Derivando a expressao acima, em relagao a z; e z;,1 # j, obtemos

02,
37;1»

0Zy,

hi(p)=—(p) + -+ hyi(p) 5 (p)=1e
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hi'(p) oz, (p) + -+ + i (p) 5z, (p) =0
Segue dai que det(A) # 0.

(5) Suponha que 0 < p < 00, neste caso, estamos supondo que p é singularidade

isolada de Z. Seja € > 0 de modo que a bola B = {z; ||z —p|| < e} isole esta singularidade.
O item (4) nos fornece, para este € > 0, um 0 > 0 de modo que, se ||c|| < ¢ para ¢ € C,
entdo Z(z) = ¢ tem no maximo p solugoes em B. Defina k = Zie%fB |Z(z)]. Assim, se
|le]] < min{d, k} temos que Z(z) = ¢ tem exatamente p solu¢oes em B.

Por outro lado, definindo Z'(z) = Z(z) — tc, para t € [0,1], temos Z*(z) # 0
se ||z|| = €. Ora, mas isso implica que definindo F : [0,1] x 9B — S**~! por F(t,z) =
ZY(2)/|Z'(2)|, temos que F é homotopia entre Fy = Z/|Z| e Fy = Z — ¢/|Z — ¢|. Dali,
como o grau ¢ invariante topoldgico, segue que Fy e F; tem o mesmo grau.

Sejam pi,pa,--- ,p, as singularidades de Z — ¢. Para cada j = 1,2,--- ,p,
considere bolas B; C B que isolem as singularidades p; de Z —¢, de modo que B;NB; = &,
se i # j. Assim, defina G, : B; — S*"~! por G;(z) = Z;(2) — ¢/|Z;(z) — ¢|. Note que,

Z —c -
deg (|Z - C|) ~deg By = Y deg(C) 1)
j=1

De sorte que, c é valor regular para Z, temos que pu(Z — ¢, p;) = 1, ja que pelo
item (3), p =1 < det(0Z;/0%;)1<ij<n # 0, € isto ocorre, pois ¢ é regular. Assim, seque
de (I) que

7 —c K
deg<|Z_C|) = deg F} =Zdeg(Gj) ZZM(Z—c,pj) :leﬂ
j=1

j=1 j=1

Isso conclui a demonstragao pois o grau de Z — ¢/|Z — ¢| é igual ao grau de
Z/|Z| e, pelo que foi feito, ¢ igual a p. Logo, ind,(Z) = p.
O

Lema 2.1 (Parametrizacao de Puiseux) Se S ¢é um germe de curva analitica irre-
dutivel em (0,0) € C?, distinta dos eizos coordenados, com equagao local reduzida f =0,

entao existe um germe de aplicagao holomorfa
a:(C,0) — (C?,0)

T s (T™, T"u(T)),

onde u € holomorfa com u(0) # 0 e a multiplicidade m(f,0) = min{m,n}, cuja imagem

coincide com a curva S.

Ver CAMACHO e SAD (1987, p. 2, Teorema 1.1).
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Seja Z campo de vetores holomorfo em M uma superficie complexa com sin-
gularidade isolada no ponto p. Tomamos coordenadas (z,y) € C? nas quais p = (0,0) e
Z = (Zy1,Z5). Suponha de Z; ¢ irredutivel e seja a(T") = (T, T"u(T)), onde u(p) # 0 e
m(Z,p) = min{m, n}, uma parametrizacao de Puiseux para Z;'(0). Segue que Z, o a(T)

nao é identicamente nula. Nessas condi¢oes temos:

Lema 2.2 Seja Z = (Z1, Zs) como acima. Entao p(Z,p) € a multiplicidade de Zy o o(T)
em T =0.

Prova: Repare que, os pontos da forma (0, c) € C?, com ¢ # 0 e |c| suficiente-
mente pequeno, sao regulares para Z, pois (0,0) é singularidade isolada de Z. Considere
entao um valor regular wy = (0, ¢) de Z. Assim, por um lado, temos que #{z; Z(2) = wp}
é igual a u(Z, p) e, por outro lado, é igual a multiplicidade de Z; o a(T") em T = 0.

O

Se Zy, Z, sao fungoes holomorfas numa vizinhanga de p = (0,0) € C? por

exemplo as coordenadas de um campo holomorfo, que se anulam simultaneamente somente

~ Zi(x, tx
em p, com multiplicidade m; e ms, respectivamente, estabelecemos Z;(z,t) = KTl)
x
~ Zs(x,tx)
€ ZQ(I’, t) = x—";

As raizes em comum de Z; e Zy em {x = 0} ocorrem em niimero finito. Temos

entao o seguinte lema.

Lema 2.3
1((Z1, Z2), p) = mima + Z w((Z1, Z2),q)-

Prova: Suponha, para facilitar as contas, que Z; é irredutivel e que Z; (0) é
diferente dos eixos coordenados. Tome uma parametrizacao de Puiseux a(T") = (T, T"u(T)),
onde u(0) # 0 e m; = min{m,n}, para o conjunto Z; *(0). Podemos supor ainda que,
my1 = m < n, do contrario, mude coordenadas trocando x por y, onde (z,y) é o sistema
de coordenados em que Z esta escrito.

Z71(0). Como Z, é irredutivel, do fato de Z; ser, se ¢ = &(0), temos
Z2 o OC(T)
(Tru(myr

= M((Zh ZQ)vp) — mimy

Observe que, a curva &(T) = (T™,T" ™u(T)) é uma parametrizacdo para
a

Il
3

w(Z1,20),0) "2 m(Z, 0 &(T), q)

= p((Z1,22),p) — mmy

Isso demonstra o resultado quando Z; irredutivel. A propriedade aditiva por
coordenadas do Ntmero de Milnor, isto &, u((Z\"- 2, Z,)) = u(ZV, Z))+u (22, Z,)),
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estende este resultado para o caso geral (Z; nao irredutivel).

2.4 O método blow-up

Considere um campo vetorial holomorfo definido num aberto U C C2, onde
0 € U ¢ singularidade de Z, isto é, Z(0) = 0. Suponha ainda que 0 € C* ¢ a tunica
singularidade de Z em U.

O blow up de 0 € C2, ou explosdo, consiste em substituir 0 € C? pela reta
projetiva P de dimensao um. Existem diversas formas de definir P, ou mais precisamente
CP!, ou ainda P!, inicialmente temos P = {I € C?;1é espaco vetorial edim¢ ! = 1}. Por
outro lado, P = C?\{0}/ ~ onde é a relagao dada nas direcoes nao nulas de C?, mais
precisamente, (z,y) ~ (2',y') se existe A € R tal que (x,y) = (Az', \y/).

Vamos criar o conjunto UM := U\{0} U P introduzindo coordenadas da se-
guinte forma: Qualquer aberto em U\{0} mantém suas coordenadas. Precisamos agora
cobrir P, vamos utilizar as cartas ¢ : Vi x C = U\(y = 0) U P\{0} e ¢ : Cy x V5 —
U\(z = 0) U P\{oo} relacionadas por "' o p(t,x) = (t7},tx),t # 0. N6s escolhemos os
pontos (1,0) e (0, 1), identificados como 0 e 0o, respectivamente, em P, que é o mesmo que
escolher duas retas complexas em C?. As cartas acima cobrem vizinhancas de P\{oo} e
P\{0}.

Deste modo, defina 7V : UV — U por 7(p) =psep g Pen(p) =0sep € P
e descreva 7 em coordenadas como (z,t) — (x,zt) e (u,y) — (uy,y) respectivamente.

Suponha que, temos a seguinte folheacao F, de U, dada por

nesse caso Z(x,y) = (a,(x,y),b,(z,y)) + (Ri(z,y), Ra(x,y)) onde (a,(x,y),b,(z,y)) é o
primeiro jato nao nulo de Z, ou seja, v = m(Z,0) é a multiplicidade algébrica de Z(ou
de Fz) na singularidade 0 € C? e (R, Ry) é o restante da expansido de Z. Se estivemos

com a mudancga de coordenadas (z,y) +— (z,tz) temos que,

& = a,(x,tr)+ Ry(v tr) = 2"a,(1,t) + 2" R (z, 1)
= 2"(a,(1,t) + 2R (1))

Na expressao acima, retiramos o fator x” de a,, que é homogéneo e tem grau v,

e de Ry, que tem grau maior ou igual a v+ 1, Ri(z,y) = 2" R|(z,y). De modo similar,
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temos:

(tx) = by(z, tx) + Ry(x, tz)
str+ti = 2'b,(1,t) + 2" Ry (2, 1)
sitr = 2'b,(1,t) + 2" Ry(x,t) — ta¥a,(1,t) — ta" T R (x, 1)
st = 277 Yb,(1,t) — ta,(1,t)) + 2" (Ry(x, ) — tR (x,1)).

Assim, as equacoOes para 7*Z nessa mudanca sao dadas por:

0 T =2x"(a,(1,t) + 2R (x,1)),
t=a""(b,(1,t) — ta,(1,t)) + 2/ (Ry(x,t) — tR;(z,1))

De modo andlogo, considerando a mudanga de coordenadas (u,y) — (uy,y),

obtemos as equagoes:

w { 0=y ay(u, 1) — ub, (u,1)) +y" (R} (u,y) — uRy(u,y)),
y = yy<bu<u7 1) + ng(uu y))

Temos agora dois casos a analisar, de acordo com a expressao a, (1,t)+z R} (x,t)
ser identicamente nula ou nao.
(1) Caso nao dicritico. Seb,(1,t)—ta,(1,t) # 0 podemos dividir as equagoes

de (I) por 2*~! e obter:

& = w(ay(1,t) + x iy (2, 1)),
t=0,(1,t) — ta,(1,t) + 2(Ry(z,t) — tR (z,1))

A expressdo acima, juntamente com a expressao obtida ao dividir (II) por
y*~!, definem uma folheacao F. él) em UM tendo P como conjunto invariante. Mais preci-
samente, a menos de um certo numero finito de raizes de b,(1,t) —ta,(1,t) = 0, P é folha
de F él). Observe que, ]-"g) coincide com 7*F fora de PW.

(17) Caso dicritico. Se b,(1,t) —ta,(1,t) = 0, entdo podemos dividir (x) por

z¥ e encontrar:

T =a,(1,t) + zR|(x,1),
t = Rh(x,t) — tR)(x,1).

Novamente, como no caso nao dicritico, a expressao destacada acima, junta-
mente com a expressao correspondente no outro sistema de coordenadas, formam uma
folheacao ]-"g) que coincide com 7*Fy fora de P e nesse caso P nao ¢ invariante. A fo-
lheagao F. él) ¢ transversal a P exceto num numero finito de pontos (raizes de a,(1,t) = 0)
que podem ser ou nao singularidades.

Repare que, em ambos os casos as folheacoes sao dadas por expressoes analiticas.
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Deste modo, podemos olhar para as singularidades de F g) e repetir esse mesmo pProcesso.
A nova folheacao obtida é dada na vizinhanga de uma uniao de retas projetivas tendo
cruzamentos (intersegoes) normais e novamente com um numero finito de singularidades.

Apos k processos de blow-up teremos uma folheagao F. ék) definida numa vizi-
nhanca U ék) de uma uniao Pék) de retas projetivas com uma projecao analitica propria
WgQ) . UM — U que manda Pék) em 0 € C? e tal que wg“) : Uék)\Pék) — U\{0} ¢

isomorfismo entre as folheagoes F. ék) e Fy.

Definicao 2.10 Mantendo a notagao destacada acima a quadrupla (Ug), ﬂg),Pék),fék))
denota o k° blow-up de Z em 0 € C2.

Definicao 2.11 Se F ¢ folheacio em p, e apds um Blow-Up neste ponto se manifesta o
caso (1), acima descrito, dizemos que F € folheac¢ao nao dicritica. Folheagdao dicritica é

definida de modo andlogo.

Definicao 2.12 Se Z é campo em U C C? com singularidade em 0 € U, dizemos que esta
singularidade € simples se os autovalores A1, Ay de dZ(0) satisfazem uma das condigoes
abaizo:

(i) M Ae #0 e M\ & Qy

(i) My =0 e Xy #0

Uma singularidade simples do tipo (ii) é chamada de Sela-N¢

O Teorema de Desingularizacao para campos vetoriais, devido ao trabalho de
SEIDENBERG (1968), afirma que todas as singularidades se tornam simples apds um
nimero finito de blow-ups e estas apenas se repetem sob novas explosoes, isto é, desde
que as singularidades simples aparecem, e nao sao submetidas a novas explosoes, tem-se
que depois de [ blow-ups todas as singularidades serao simples. Isso define unicamente o
blow-up (Ug),ﬂg),Pg),}"g)), que chamaremos de Desingularizacao de Z em 0 € C2.
Para simplificar podemos também usar a notacao (U Z,WZ,PZ,]:"Z) para denotar uma

desingularizacao. Mais precisamente:

Teorema 2.3 Sejam F uma folheagio em uma superficie compleza M e p € Sing(F).
Entao existe uma sequéncia de explosoes m em p tal que todas as singularidades de 7*F

sobre m1(p) sao simples.

A prova deste resultado pode ser encontrada em SOARES e MOL (2001} p.
126, Teorema 6.2.2). O termo sequéncia de explosoes serd melhor discutido no Capitulo

como preparacao para a demonstragao do Teorema [4.1]

Observagao: Seja F folheacao (de dimensao 1) em uma superficie complexa
M (uma variedade complexa de dimensao 2). Uma vez que F tem dimensao e codimensao
1, ela tanto é localmente induzida por um campo de vetores holomorfo (Proposigao

quanto por uma 1-forma holomorfa. Assim, se F é definida em uma vizinhanca de p € M
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por um campo Z, escrito num sistema de coordenadas (x,y) tal que p = (0,0), na forma

0 0
/= Zl% + Zga—y = (ZI7Z2)a

entao F também é definida pela equacao w = 0, onde
w(z,y) = —Zz(z,y)dz + Z1 (2, y)dy.

Podemos, da mesma forma em que fizemos na discussao acima, para campos
vetoriais, olhar para o desenvolvimento de Taylor de Z; e Z5 e avaliar a 1-forma w(zx,y)
nos sistemas (z,t) e (u,y). Seja m : M — M uma explosio em p e P = 7~ '(p). Nas
coordenadas (z,t) e (u,y), introduzidas no inicio da sessao, podemos olhar para as formas
m*w(z,t) e Tw(u,y) a fim de obter uma folheacdo F em M\P, que é possivel pois a
folheacio F|up (py é transportada para F pelo biholomorfismo 7| YV M\P — M\{p}.

Assim, destacando as expressoes do desenvolvimento de Z; e Zy, apds a ex-
plosao, estudamos os casos dicritico e nao dicritico como anteriormente. O objetivo dessa
observagao é ratificar que a discussao pode ser feita, tanto no contexto de formas, como

no de campos.

Exemplo 2.1 Considere o campo Z(z,y) = (3z + y, —2z — y*) com singularidade em

0 € C% Veja que
3 =2
DZ(0) = < ) |
1 0

Pela Proposi¢ao temos (Z,0) = 1, ou seja, 0 é singularidade isolada de
Z. Mais ainda, DZ(0) tem \; = 2 e Ay = 1 como autovalores, portanto 0 € C? nao ¢
singularidade simples.

Podemos entio considerar Z dado pela 1-forma w(z,y) = (2x + y*)dz + (3x +
y)dy. Seque que, m(Z,0) = 1, Z11(x,y) = 2z e Zy(z,y) = 3x +y. Ademais, o termo
cuja andlise diz sobre o tipo de singularidade é igual a 22 + 3xy + y* Z£ 0, logo (0,0) é
singularidade nao dicritica.

Nas coordenadas (z,t) —— (x,tx), onde © € uma explosio em 0, temos

T'w = (2r + 2**)dx + (37 + tz) (tdx + xdt)
= (22 + t*2* + 3xt + t?z)dr + (32° + t2?)dt =
w =1 ' mw = (24 Pr + 3t +12)de + (3 + t)dt

Assim, as singularidades de F' sao dadas por (0,t) onde t* + 3t +2 = 0,
portanto as singularidades sao (0,—2) e (0, —1).

Deste modo, a folheagio F ¢ dada pelo campo, Z(x,t) = (—z(3+1),2 + t?z +
3t +t%). Analisando a singularidade (0, —2) considere a mudanga (z,t) — (z,t —2), que
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faz com que (0,—2) seja a origem, temos que apds esta mudanca a singularidade (0,2) de

FL € dada pelo campo

Zy(z,t) = ((—x(1 +t), 4z + t + 12 + t22 — 2tx)).

DZy(0) = ( _01 ‘f)

Como os autovalores de DZ1(0) sio Ay = —1 e Ay = 1, seque que (0,—2) ¢

Assim,

singularidade simples.
Analisando a singularidade (0, —1) considere a mudanga (x,t) — (x,t —1) e
0 campo Zy(x,t) = (—x(2 +t),x + t + t> — 2xt + xt?) que da a singularidade (0,—1) de

FL. Nesse caso,
~ -2 1
DZ5(0) = .
(0) ( 0 1 )

Portanto, como os autovalores sao —2 e 1, temos que (0,1) € singularidade
simples.
O

Isso ilustra o que diz o Teorema [2.3] o que fizemos acima foi desingularizar o
campo Z. Estudaremos no Capitulo 4] as informagoes que aparecem ao longo de sequéncias
de explosoes. Parte importante do que faremos no Capitulo {4 sera relacionar a Multi-
plicidade Algébrica de um campo com os dados da sua desingularizagao, bem como com
o Numero de Milnor. Se dois campos possuem a mesma desingularizacao suas multipli-
cidades algébricas coincidem? O que se pode dizer sobre o Numero de Milnor? Antes
disto, no Capitulo [3| seguinte, mostraremos a preservacao do Numero de Milnor por equi-
valéncias topoldgicas locais, nosso primeiro invariante topoldgico. Estas duas discussoes
nos permitirao, no Capitulo 5|, apresentar mais alguns resultados de invariancia topolégica

combinando todas estas informacoes.
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3 A INVARIANCIA TOPOLOGICA DO NUMERO DE MILNOR

Vamos destacar alguns resultados relacionados ao nimero de Milnor que sao

preservados por equivaléncias topoldgicas locais.

3.1 Invariancia topolégica do niimero de Milnor

O objetivo central desta secao é provar que o Nimero de Milnor de um campo
vetorial holomorfo, com singularidade isolada, é um invariante topoldgico em C",n > 2.
Em outras palavras, se Z e 7 sdo localmente topologicamente equivalentes em p e p,
respectivamente, entao p(Z,p) = u(z@.

Nesse sentido, buscaremos uma definicao alternativa para o indice de um

campo vetorial holomorfo, a qual faremos uso na prova do Teorema principal desta secao.
- . dz .
Tendo em vista a equacao diferencial T = Z(z), podemos considerar o fluxo

complexo dessa equagao como sendo ¢ : D, x B, — B,, onde D, = {T € C;|T| < ¢},
d

B, ={ze€C%|z|| <r}eld<r<p Ouseja, fixado z em U, ﬁ(T, 2) = Z(o(T, 2)).

Ademais, ¢ possui a propriedade de que dado z € B, o fluxo que passa por z, dado por

p=(-) = ¢(., 2), é tal que (0, 2) = 2.
Lema 3.1 Seja 7 : B, — {0} — D. — {0} uma funcdo continua tal que para todo z €
B, — {0} et € (0,1] tem-se o(t7(2),2) # 2. Seja g : OB, — S*"~ dada por

_ olr(z),2) 2
lo(r(z),2) — 2l

9(2)

Entao, indg(Z) = deg(g).

Prova: Como ¢(t7(z),z) # z, para t € (0,1] ¢ z € JB,, podemos definir a
fungao G : [0,1] x OB, — S*"~! por

G(t, Z) _ QO(tT(Z),Z) B

= Tolr(e) o) a7 0 ¢ Cla)=

jd que em t = 0 a expressao geral de G fica indefinida, pois ¢(0,z) = z. Desde que,

G(1,z) = g(z) devemos mostrar que P_{%G(t’ 2) = \:Ei; Hggi;H

homotopia entre G(0, z) e G(1, z). Com efeito, observe que para t # 0 temos

para conseguir uma
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le(tr(2), ) etr), 2l ltr(z)] 7(2)
7(2) . o(tr(z),2) — z ‘ o(tr(z),2) — 2
|7(2)] tr(2) tr(2)

p(tr(2),2) =2z _ o(t7(2),2) = ¢(0, 2)

Git.2) — p(tr(2),2) =2 _ p(tr(2),2) =2 |tr(2)] 7(2)

Ora, mas = . Logo, quando t — 0, pelas
tr(z) tr(z)
propriedades do fluxo, essa expressao tende para a derivada de ¢ em T = 0, assim
t — Z
pltr(2),2) = 2 — Z(z) quando t — 0. Isso mostra que, G(t,z) — (z) _Z()
t7(2) . ) Co @ 12
quando, t — 0. Por fim, pelo que foi provado, temos G continua, dai G é homotopia entre
T(2)  Z(z2) . -
G(0,2) = . e G(1,2) = g(2). Sen > 2,m, 1(S') = {0}, assim a aplicagao
I7(z)| Z(2)
T 12 L . : . L Z(2)
W : 0B, — S* é homotépica a constante 1 € S* e assim, g ¢ homotopica a W Isso
T z

mostra que, indg(Z) = deg(g).
O

O seguinte Lema descreve o comportamento do fluxo de Z em torno de um

ponto regular.

Lema 3.2 Seja ¢ : D. x B — B, o fluxo complexo local de Z. Suponha Z(z) # 0 para
z € B, — {0}, onde 0 < r <1'. Entdo existe 6 > 0 tal que VT € Ds — {0} e z € B, — {0}
temos (T, z) # z. Ver Figura[l]

|

| |

| |

| |

|
< < - B,ccC"

- - - -
- - -
.

I
I
|
|
|
z

[=]

Figura 1: Descricao do Lema

Prova: Suponha que a propriedade pretendida no Lema nao ocorre. Assim,
dadon € N, com 1/n < ¢, existem T, € Dy, — {0} e 2, € B, —{0} tal que ¢(T,, 2,) = zp.
Em outras palavras, 3(T;,) — 0, 0 < |T,,| < ¢ e z, € B, — {0} tal que ©(T}, 2,) = 2,. Seja
L, a folha de Z/B, que passa por z,, ou seja, L, = ¢(D.,z,) ¢ dada localmente pelo
fluxo de Z.

Afirmagao: Mantendo a notagao acima, temos:
(i) L,NOB, # 0
(ii) Para todo n € N,p(T,,,2) = 2,Vz € L, N B,
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Suponha que a afirmacao seja verdadeira. Para todo n € N, o item (i) da
afirmacdo fornece w, € L, N dB,. Como ||w,|| = r, a menos de subsequéncia, podemos
admitir que w,, — wy e nesse caso ||wy|| = r. Segue do item (ii) que p(T},, wy,) = wy,.

Assim,

T — T _
Z(wp) = lim (Lo, wn) — (0, wn) lim (T, wy) — wy,

n— 00 Tn n—00 Tn

=0,

o que é um absurdo pois wy € B, — {0} é regular.
Prova da afirmagao, item (i): Considere L uma folha ndo singular de Z e

suponha, por contradi¢do, que L C B, = int(B,). Defina 7 = sup ||z||. Podemos entao
€L

tomar (g,) em L tal que g, — qo e ||qo|| = 7. Repare que, o GZL, logo Z(qo) # 0, pois
a folha L é regular. Assim, pelo teorema da caixa do fluxo complexo, existe a > 0,Q =
Q(qo), uma vizinhanga de ¢, ¢ ¥ : D, x B, — @ um difeomorfismo holomorfo, onde
B, = {z € C" 4 ||I2]| < a}, ¥(0,0) = qo e (T + To,w) = o(T, ¥ (To, w)), desde que os
termos da igualdade estejam definidos. Considere p € @, temos ¥ ~1(q) € Dy X By, logo
p2(¥71(q)) € B, defina entao o conjunto P, = ¢(D, X p2(¢¥"'(q))) qual chamaremos de
placa de ) pelo ponto ¢, claramente P, esta contido na folha de Z pelo ponto ¢q. Nesse
caso, podemos olhar para a aplicagao v, : D, — P, como sendo 1|D,, x p2(¢"(q)) que é

uma imersao analitica. Observe a Figura [2|

/ Do % p2(v7'(9))

—————————————————————————— ! YKC) 4

r-----
y G ——

Figura 2: Placa contida na folha L,

Observe que, 14, nao ¢ constante, pois se fosse, o fluxo em gy seria constante,
dai qq seria singular. Assim, pelo principio do médulo maximo, 0 € D, nao é ponto
de maximo para a aplicacao z € D, — ||1,(2)]. Logo, existe z € D, tal que ||po| =
110 ()]l > [1g (O]l = |l@oll = 7, ou seja, existe py € F,, tal que ||po|]| > 7. Por outro
lado, pela continuidade, existe ¢ > 0 tal que se ||g — qo|| < 9, entdo a placa P, contem um
ponto p, tal que ||p|| > 7. Ora, mas como ¢, — qo, para n >> 1, temos ||¢, — qol| < 9.
Assim, existe p € P, tal que ||p|| > 7. Isso contraria a maximalidade de 7, j& que, como
gn € L, temos P, C L.

Prova da afirmagao, item (ii): Considere uma folha L de Z/B,,r < r'. Supo-
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nha que p(Ty, z0) = 20, para algum 2y € Z, e defina o conjunto A = {z € L; p(Tp, z) = 2},
veja que zp € A e A é fechado. Estamos considerando aqui a topologia intrinseca das pla-
cas P, de pontos ¢ € L. Como L é conexa vamos mostrar que A é aberto.

Seja g € A, Como Z(q) # 0 tome o fluxo ¢, : D. — L, onde ¢,(T) = ¢(T\ q),
nesse caso, ¢, parametriza L numa vizinhanca de ¢. Pelas propriedades do fluxo, sendo
|T| < e—|To| = p, temos

o(To, (T, q)) = o(To+ T,q) = o(T, ¢(To, q)) o(T,q)

N
geEA
Repare que, |T+Ty| < |T|+|To| < e—|To|+|To| = €, isso faz com que os termos
da igualdade acima estejam definidos. Mostramos com isso que, se p € ¢,(D,) entao
©(Ty, p) = p, portanto ¢,(D,) C A, o que implica A aberto na topologia considerada.

|

O Corolério 3.1} abaixo, relaciona a fungao f(z) = ¢(7(z), z), definida atraves
do fluxo e de 7, como no Lema com p = indy(Z).

Coroldrio 3.1 Seja Z como antes, § > 0 do Lema[3.9 e 7 : B, — {0} — Ds — {0} uma
fungao continua. Defina f : B, — {0} — C" — {0} por f(z) = ¢o(7(2),2). Entao, pelo
Lema(3.9, temos f(z) # z,Vz € B, — {0}. Mais ainda, se (f —id), : Hap—1(C" — {0}) —
Hy,—1(C" —{0}) € a aplicagdo induzida por f —id no nivel de homologia, entao (f —id).
¢ a multiplica¢ao por p = indy(Z2).

Prova: Desde que, 7 é tal que 0 < |7(2)| < 0, temos pelo Lema que,
o(1(2),2) # z, se z € B, — {0}. Por outro lado, o Lema nos informa que p =
indo(Z) = deg(g) onde
_ p(7(2),2) — =
le(r(2),2) = =l
Assim, g, : Hap, 1(0B,) = Ho,_1(S*1) é dada por ¢.(c) = puo, onde o é um

9(2)

gerador do grupo Hsy,1(0B,).
Por outro lado, definindo is : C* — {0} — 0B, como is(z) = sz/||z||, temos

que isto é uma equivaléncia homotopica, portanto o diagrama abaixo comuta:

H2n—1(BT - {0}) is H2n—1(aBr)
l(fid)* jg*
H2n71((cn - {0}> L> H2nfl(B7“ - {0})

Deste modo, dado v gerador de Ha,—1(B, —{0}), temos g, (i, (7)) = pir(y) =

wy e i ((f —id)« (7)) = (f —id)«(7). Isso conclui a prova.
O
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Teorema 3.1 O Numero de Milnor de um campo vetorial holomorfo € um invariante
topoldgico em C",n > 2. Ou seja, se Z e Z sio localmente topologicamente equivalentes,

em p e p, respectivamente, entio u(Z,p) = u(Z,p).

Vamos supor que Z e Z sdo localmente equivalentes em 0 € C" pelo home-
omorfismo h : B, — h(B,) = U. Sejam ¢ : D, x B, — C" e ¢ : D, x B; — C" os
fluxos de Z e Z respectivamente. Tome ' < r suficientemente pequeno de modo que
B, C B, e que h(B,,) = U C B;. Por fim, escolha p tal que ¢(D. x B,) C B, e
o(D. x h(B,)) C U = h(B,).

Pelo Lema , podemos tomar § = §(Z) > 0 e d = §(Z) > 0 tal que para todo
par (T,z) € Ds — {0} x B, — {0} e (T,%) € D; — {0} x By — {0} tem-se o(T,z2) # z ¢

Q(T, Z) # z. Nessas condigoes vamos provar o lema abaixo.

Lema 3.3 Euxistem fungées continuas 7 : B, — {0} — (0,0) e 7 : h(B,) — {0} — Dj; tais
que
h(p(7(2), 2)) = &(7(h(2)), h(2)),Vz € B, — {0}.

Vamos fixar algumas notacoes antes de provar o Lema [3.3] Estamos no caso
em que 0 é singularidade isolada de Z e Z. Seja zy € B, —{0}, como Z(z) # 0, temos, por
teorema, que Ja > 0, Q) = Q(zo) vizinhanga aberta de zy e g um difeomorfismo holomorfo
tal que, g : Dy X By — @, onde D, = {T € C;|T| < €}, B, = {z € C" 11 ||z| < a},
9(0,0) = 29 e g(T + Ty, w) = ¢(T, g(To,w)). Defina V =V (z) = g(Daj2 X B,) e chame
a tripla (V, @, «) de caixa de Z.

Se considerarmos ¢ € Q podemos olhar para g~'(q) € D, X B, com isso
p2(971(q)) € Ba, onde p, denota a projegao usual na componente D,,. Deste modo, defina
o conjunto P, = g(D, X p2(97'(q))), o qual chamamos de placa de @ pelo ponto g.
Observe que, P, esta contida na folha por p. Por fim, repare que se |T| < a/2eqe V
obtemos, ¢(T,q) € P,. De fato, o(T,q) = o(T,g(To,w)) = g(T + Tp,w) € PF,, pois
g€V = q=g(Ty,w), onde |Ty| < /2 e w € D,. Podemos fazer essa mesma construgao

para O campo Z

Prova do Lema : Sejam (V,Q, ) e (V, Q,d) caixas, tais que h(Q) C V.
Como h é equivaléncia entre Z e Z, isto ¢, manda a folha de Z por um ponto ¢ na
folha de Z pelo ponto h(q), temos que h(P,) C Ph(q). Assim, existe uma funcao continua
S : Dyjo x V= Dy, tal que, h(¢(T,q)) = ¢(S(T,q), h(q)) e S(T,q) =0 T =0.
Vamos considerar {(V},Q;, a;)}jen e {(V}, Q;,@;)}jen familias de caixas de Z
e Z , Tespectivamente, tais que:
(a) {Vi}jenw € {Vi}jen sd0 coberturas localmente finitas de B, — {0} e h(B,) — {0},
respectivamente.
(b) Vj € N,3i = i(j) € N; h(Q;) C V;
(c) aj <6/2¢a; <d/4
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Dado j € N tome i € N tal que h(Q;) C V. Assim, tome, como acima,
Sj: Doy x Vi — Dag tal que h(o(T, q)) = ¢(55(T, q), h(q)) para todo (T, q) € Dq, 2 X Vj.
Suponha agora que ¢ € V; NV # 0 e que |T| < %min{aj, aj '}, observamos acima que
o(T,q) € Q;NQ . Temos também a igualdade

h(gO(T, Q)) = @(SJ(T7 Q); h(Q)) = @(Sj’ (T7 Q)7 h(Q))

O que implica S;(T,q) = Sy(T,q). Seja 7 : B, — {0} — (0,6) uma funcao
continua tal que 7(q) < «;/2 se ¢ € V;. Defina entao 7(q) = S;(7(h7(q)), h1(q)), se
g € h(V;). A observagao feita anteriormente garante que 7(¢) nao depende de j, onde

q € h(V}) o que garante a boa definicao de 7. Ora, mas assim temos

O

Se escrevermos f(z) = @(7(2),2), para z € B, — {0}, e f(w) = ¢(7(w), w),
para w € h(B,) — {0}, o Lema nos diz que ho f = f o h. Por outro lado, o coroldrio
do Lema diz que (f — id), e (f — id), correspondem, nos niveis de homologia, a
multiplicagao por u e fi, respectivamente.

Diante dos resultados acima, o Lema |3.4] abaixo, implica no nosso objetivo, o
Teorema [3.11

Lema 3.4 O diagrama abaixo comuta

—id) «
Hyp1(C" — {0}) —

s

Hy, 1 (C* —{0})

H2n71((cn - {0}>

|

—id).
Sl Hy,1(C™ —{0})

Prova: Temos que, ho f = fo h, pelo Lema . Dai,
(f—id)oh:foh—h:hof—h.

Por conseguinte, é suficiente mostrar que ho f —h e ho( f —id) sdo homotépicas,
onde ho (f —id) : B, — {0} — C" — {0}, pois isso d& homotopia entre (f —id) o h e
ho (f —id). Definimos entdo a homotopia F : [0,1] x (B, — {0}) — C" — {0} por
F(t,z) = h(f(z) = (1 —t)z) — h(tz). Observe que, F' se trata da composi¢ao de fungoes
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continuas, portanto é continua, e além disso, F'(¢, z) # 0 para todo z € [0, 1] x (B, —{0}).
De fato, se F(t,z) = 0 temos h(f(z) — (1 —t)z) = h(tz) o que implica, do fato de h ser
homeomorfismo, que f(z) — (1 —t)z = tz, donde f(z) = z. Tal fato é uma contradigdo
pois, na notagao ja consolidada acima, temos ¢(7(z), 2) # z. Por fim, veja que F(0, z) =
B(F(2) = 2) = h(0) = (ho (f — id)(z) & F(L,2) = h(f(2)) — h(2) = (ho f — h)(2), isso
mostra que F' é a homotopia desejada.

O

3.2 Invariancia da multiplicidade ao longo de um subconjunto

Exemplo 3.1 Seja Z(z) = 2™ e Z(z) = 2" com n # m. Temos que indy(Z) =m #n =
indo(Z). Veja que C — {0} € a tnica folha ndo singular de Z e Z. Logo, a identidade de

C € uma equivaléncia entre Z e Z.

O Exemplo mostra que o Teorema [3.1] é falso para n = 1, ou seja, para
campos vetoriais holomorfos Z : C — C. Esta secao discute uma maneira de restringir o
dominio de Z e obter um resultado andlogo ao do Teorema [3.1] para n = 1. Salvo menc¢ao
contraria, para facilitar, estamos sempre considerando conjuntos e func¢oes analiticas ir-

redutiveis.

|

Seja Z um germe em p € C™ de um campo vetorial holomorfo e V' um germe
em p de conjunto analitico, digamos que seja definido por V = f~1(0), onde f : (C", p) —

(C*,0) é germe em p de uma aplicagao analitica.

Defini¢ao 3.1 (Subconjuntos Z-invariantes) Nas condigdes acima, dizemos que V é

Z—1invariante, se para todo q € V' tivermos df,.Z(q) = 0.

Segue dessa definicao que, se V' é Z—invariante, entao V ¢é saturado pela
folheacao definida por Z, isto ¢, para cada ¢ € V' a folha L, de Z que passa por ¢ satisfaz
L, C V. Do ponto de vista de equivaléncia topolégica, uma situagao interessante é quando
p € singularidade isolada e dim¢ V' = 1. Nesse caso, se restringirmos Z a uma vizinhancga

suficientemente pequena de p temos que V — {p} é folha de Z.

Proposicao 3.1 Sejam p e p singularidades isoladas de Z e Z, respectivamente, ¢ V.
germe em p de conjunto analitico irredutivel Z-invariante tal que dimcV = 1. Suponha
que h: (C",p) — (C", p) ¢ equivaléncia topoldgica local entre (Z,p) e (Z,p). EntioV =

h(V) € germe em p de conjunto analitico irredutivel Z-invariante.

Ver CAMACHO, LINS e SAD (1984} p.152, Proposigao 2).
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Vamos supor que p ¢ singularidade de Z e V é Z-invariante com dim¢ V = 1.
Seja B uma bola suficientemente pequena de modo que B NV seja homeomorfo a um
disco 2-dimensional. O homeomorfismo pode ser dado, por exemplo, pela parametrizagao
de Puiseux, ver Lema [2.1. Estamos na seguinte situacao: Temos o disco D = BNV
e o campo vetorial X = Z/D, que tem uma tnica singularidade em p € D. Podemos

entao olhar para X como campo vetorial real em D e assim seu indice estd bem definido
(Definigao e Proposigao [2.2)). Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.2 (Multiplicidade ao longo de um conjunto analitico) Seja Z,V, B,
D =BnNnV ep e D como acima. A multiplicidade de Z ao longo de V em p € D
¢ o indice topolégico (Deﬁm'g:do de X = Z/D em p, considerado como campo vetorial

real em D. Usaremos a notagao ind,(Z/V') para esta multiplicidade.

Temos entao um resultado no sentido do Teorema (3.1, vamos mostrar que a
multiplicidade ao longo de um conjunto Z-invariante é invariante topoldgico. Mantendo

a notacao fixada acima temos:

Teorema 3.2 A multiplicidade de Z ao longo de V, um conjunto Z-invariante, é um
invariante topoldgico. Mais precisamente, sejam Z e Z campos vetoriais holomorfos lo-
calmente topologicamente equivalentes, por um homeomorfismo h : (C",p) — (C",p),
onde p e p sao singularidades isoladas de Z e Z., respectivamente. Suponha que V ¢é
Z-invariante, com p € V, e dime¢ V =1. Se V = h(V), entio ind,(Z/V) = inds(Z/V).

Antes disto, considere a seguinte proposicao que exibe o indice em termos da

parametrizacao de Puiseux.

Proposicao 3.2 Seja V um conjunto analitico Z-invariante de dimensao complexa igual
a1 ep €V uma singularidade isolada de Z. Seja o : (D,0) — (C",p) uma parame-
trizacao de Puiseux de uma vizinhanca de p em V', onde D é um disco complexo centrado
em 0. Entdao existe um unico campo vetorial holomorfo X em D tal que da.X = Z o a.

Mais ainda, se X (t) = .-, a;t!, com a, # 0, entdo ind,(Z/V) =m.

jzm

Prova: Podemos supor que p = 0. Desde que o : (D,0) — (C",0) é a
parametrizacao de Puiseux de V| temos que « é injetiva, holomorfa em D e o/(t) # 0 se
t # 0. Ver Lema 2.1}

Seja t € D —{0}. Entao o espaco tangente a V' em «(t) é gerado por o/(t).
Entao, pela Z-invariancia de V, podemos escrever Z(a(t)) = X (t)o/(t) = da(t).X(t),
onde X(t) € C. Observe que X : D — {0} — C ¢é holomorfo. Vamos provar que X se
estende naturalmente para 0.

Podemos escrever a(t) = (ay(t), aa(t), -, an(t)), onde a;(t) = t"&;(t), m; >
1 e &(0) # 0 ou &(0) = 0. Seja my = min{m;;&; # 0}. Por outro lado, sabemos

que Z tem singularidade em 0 € C". Olhamos, agora, para a série de Taylor da k-
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ésima coordenada de Z e escrevemos Zx(z) = > a,2%, onde 0 = (01,09, ,0,),2° =
lo|>1
29.28.---20 e |o| = o1+ -+ - + 0,, na notagao de multi-indice. Portanto,

Zi(a(t)) = Y as(aa(t)as(t), -, an(t))”

lo|>1

= 3 (), (), (1)
lo|>1

_ Z (oI MRo2 Mo g0 Z aat<07m>50’
lo|>1 lo|>1

onde (o,m) = Y i~ o;m;. Ora, isso nos déd Zy(a(t)) = t™A(t), onde A é uma funcao

analitica numa vizinhanca de 0. Por outro lado, da expressao dos ags, temos que
Q4 () = mpt™ () + 17 (8) = ™ u(t), onde u(0) # 0.

Isso implica que,

¢ analitico numa vizinhanga de 0.
Desde que o : D — V ¢ difeomorfismo fora de 0 € D segue que os indices de
XemO0OeZ/Vem0 eV sao iguais.
Finalmente, tome X (t) = t™v(t), onde v(0) # 0. Se p > 0 é suficientemente
pequeno, a variacao do argumento de X (pe®) = pme™?~(pe??), quando @ varia de 0 a 2,
é 2mm, o que implica indy(X) = m.
O

Prova do Teorema A prova é similar a do Teorema |3.1 Sejam Z e
Z campos vetoriais holomorfos com singularidade isolada em 0 € C",n > 2, e suponha
que eles sao localmente topologicamente equivalentes por um homeomorfismo h : B, —
h(B,) = U. Seja V C B, um conjunto analitico Z-invariante com 0 € V e V = h(V).
Queremos provar que indo(Z/V) = indy(Z/V).

Sejam ¢ e ¢ os fluxos complexos de Z e Z, respectivamente, 7 e 7 funcoes
continuas como no Lema [3.3| e defina f(z) = p(7(2), 2) e f(w) = ¢(F(w),w). Segue que,
hof = fo h. Sejama: D —Vea:D — V as parametrizacoes de Puiseux de V e
V, juntamente com X e X sendo os campos vetoriais dados pela Proposicao isto é,
daX=ZoaedaX =Zoa.

Defina, agora, F : o' (B,) = De F:a '(h(B,)) - Dpor F=alofoae
F=a&"'ofoa. Se definimos H =a&ohoa!, teremos que Ho F = F o H. Seguindo a

prova do Lema [3.4] temos que o diagrama seguinte comuta.
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(F—id),

m(«:ﬂl {0}) m«cnJ {0})
Hy(C" = {0}) 2= Fy (€ — {0})

A partir disso, é suficiente provarmos que (F—id), e (F —id), sio multiplicacdes
por m e 7, respectivamente, onde m = indy(Z/V) = indy(X) e m = indy(Z/V) =

indy(X). Provaremos este fato para (F' — id)..

Utilizando a equivaléncia homotépica i, : C — {0} — S! dada por i,(z) =
sz/|z|, vemos que é suficiente provamos que as aplicagoes vg,7v; : S! — S, definidas por
Y0(2) = X (2)/|X(2)] e 0(2) = (F(2) — 2)/|F(z2) — 2|, sdo homotépicas. Para isso, defina
(T, z) = & (@(T, a(2))) o fluxo local em D induzido por ¢. Assim, G : [0,1] x S} — S!
definida por )

Y(tToda(z),2) — 2z

G(t,z) = —= .
(t:2) |(tT o a(2), z) — 2|

Segue que, G(1,z) =y (z) e

limG(t,z) = ———.

R BTN

Por fim, observe que 7 : U — {0} — C — {0} e 1 sao homotdpicas, pois

U — {0} = h(B,) — {0} é homotopicamente equivalente a S**~' e 7y, ;(C — {0}) ¢

trivial. Assim, se 7; é homotopia entre 1 e 7, entao (7; o &)/|7; o &| é homotopia entre 1 e
(Toa)/|T oal. Isso conclui a prova do Teorema.

O
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4 DESINGULARIZACAO

O processo de Blow-up, descrito na Secao permitiu construir a partir da
folheagao F, dada localmente em uma singularidade de F, uma folheacio F; cujas
singularidades foram analisadas em dois casos: Dicritico e Nao Dicritico. Trataremos

neste capitulo de Desingulariza¢ao (Teorema [2.3]) nesses dois casos.

4.1 O caso nao dicritico

Vamos assumir, por enquanto, que o caso Dicritico nao aparece no processo de
blow-up, trataremos disto na Segao [4.2l Vamos introduzir alguns conceitos importantes,

relacionados a Desingularizacao, e buscar relaciona-los com os conceitos ja definidos.

4.1.1 Desingularizacao no caso nao dicritico

Suponha que uma curva analitica, suave e invariante S contenha as singula-
ridades de uma folheacao F, dada na vizinhanca de uma singularidade por um campo

vetorial analitico. Mudando as coordenadas de modo conveniente, podemos escrever:

{ i = 2" P(x) + yQ(z.y),
i =yR(z,y)

onde S é dada por y =0 e P(0) # 0.

Definicao 4.1 O inteiro n € N € a multiplicidade de F em q € S ao longo de S.

Usaremos a sequinte notacao: pur(q,S).

Considere uma desingularizacao ((7 .m, P, F )de Z. Um pontop € P é chamado
de corner se {p} = PN P,, com P; e P, sendo retas projetivas complexas em P. Assim,

considere a seguinte definicao.

Definicao 4.2 (Multiplicidade alterada) Seja (U, 7, P, F) uma desingularizacio de
Z e p e P uma singularidade de F. Definimos,

puz(p, P), se p € P ndo € corner

u%nP%={

pz(p, P) —1,se p € P é corner,

onde P € uma reta projetiva complexa criada na desingularizacao de F.
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A discussao acima, a cerca da multiplicidade de uma folheacao ao longo de uma
curva analitica suave, pode ser vista ainda da seguinte forma. Sabendo que, folheacoes de
dimensao um em superficies complexas de dimensao dois tem dimensao e codimensao um,
a folheacao, tanto é induzida por um campo vetorial holomorfo, quando por uma 1-forma
holomorfa. Assim, se F ¢ folheacao de uma superficie complexa M (variedade complexa
de dimensao 2) é definida em uma vizinhanga de p € M por um campo Z, escrito em um

sistema de coordenadas (z,y) no qual p = (0,0), na forma

0 0
J=01—+Zy— = (71. 7
1(%4— 28y (Z1, Zs),

entao F também é definida pela equagao w = 0 onde

w(z,y) = —Zs(x,y)dx + Zi(x,y)dy

Nesse sentido, sendo S uma curva suave em p € Sing(F), em coordenadas
locais (x,y), para as quais p = (0,0) e S : {y = 0}, F é induzida por uma 1 — forma
holomorfa

w(z,y) = yf(z,y)dx + g(v,y)dy,

onde ¢(0,0) =0 e g(x,0) # 0. A multiplicidade de g(x,0) em z = 0 é a multiplicidade de
F ao longo de S.

Diante disto, se w é um explosao em p, entao 7*S também é suave. Assim, se
q=m"SNP,onde P =n"1(p), temos o Lema , abaixo, que relaciona as multiplicidades

de F e m*F, ao longo de S e 7*5, respectivamente, com a multiplicidade algébrica de F.

Lema 4.1 Nas condicoes acima:

ur(p, S) — (m(F,p) — 1), se p énao dicritica;
1r(p, S) —m(F,p), sep édicritica.

MW*.F(Q? W*S) = {

Prova: Nas coordenadas (z,t) temos que 7*F ¢ induzida pela 1-forma

o t) = xim (ta f (2, t)de + g(x, t) (tdz + 2dt)]

1
= —|[(tef(z, tz) + tg(z, tz))dx + xg(z, tx)dt],
l»m

onde, de acordo com a discussao ja feita na secao m = m(F,p)+ 1, no caso dicritico,
ou m = m(F,p) no caso nao dicritico. Temos 7*S dada por {y = 0}, assim fi:#(q, 7*5)
¢ a multiplicidade de (1/2™)zg(z,0) em x = 0. Ora, mas esta ¢ igual a ux(p,S) +1 —m,
0 que prova o resultado.

O
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Lema 4.2 Se p € Sing(F) € nao dicritica, entdo

m(F.p)+1= Y pwra,P)

qE€Sing(m* F)

Prova: Seja w(z,y) = > (fu(z,y)dz + gr(x,y)dy) uma 1-forma que induz F

k>m
em p, onde m = m(F,p). Nas coordenadas (z,t), 7*F é induzida por

wi(x,t) = [fm(1,t) + tgm (1, t)]dx + gm (1, t)dt + xp(z,t)

onde p tem ordem maior que m. Mudando as coordenadas, podemos supor que g,,(0,1) #
0, de forma que grau(f,,(1,t) +tgn(1,t)) = m—+1. Porém, se ¢ = (0,tq) € Sing(7*F)N P,
par(q, P) é a multiplicidade de ty como raiz de f,,,(1,t) + tg,n(1,t). Portanto,

Z prer(q, P) = grau( f(1,t) + tg,(1,t)) = m+1=m(F,p) + 1.

geSing(n*S)

|

O Teorema que enunciaremos em seguida, generaliza o Lema para
uma quantidade finita de explosoes. O Teorema traz um férmula que relaciona a
multiplicidade algébrica de um campo, ou uma folheagao, com os dados obtidos da sua
desingularizacao. Antes disto, vamos estabelecer algumas notagoes necessarias.

Seja m uma sequéncia finita de explosoes em p € Sing(F). Sendo 71 : My — M
a primeira explosao dessa sequéncia, denote Pl(l) = 7 1(p), DP = 1(1) e Fi = mjF.

Indutivamente, dada a explosao m, : M,, — M,_1 em p,_1 € D,_1 C M,_1, definimos

{ Pén) B ng(Pn_l)

P,En) = W*P,fnil) sek=1,---,n—1,

onde, por convencao, colocamos py = p, My = M e fazemos D,, = fn) U---upM.
Com essa notagao, vamos definir o peso de uma reta projetiva, criada nos

processos de explosao acima descritos, da seguinte forma:

Defini¢ao 4.3 (Peso de uma reta projetiva) O peso de um reta projetiva, criada na
sequéncia de explosoes acima descrita, é dado pelo numero inteiro abairo, dividido nos
sequintes casos:

(i) p(PY) =1;

(ii) p(P") = p(P" ™), se 1< j <

(i) p(Py =" X p(B"Y).

—1
Pn71€P,5n )

Em outras palavras, a Definicao [4.3| atribui peso 1 a reta projetiva criada na
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primeira explosao em p. Ademais, uma vez introduzida, uma reta mantém seu peso nas
demais explosoes. Por fim, a definicao estabelece que cada nova reta tem como peso a

soma dos pesos das retas que contém o ponto que lhe deu origem.

Teorema 4.1 A multiplicidade algébrica m(Z,p) de Z €é dada por

m(Zp)+1= > p(P")k (¢, P")
g€Sing(Fn)

onde este somatorio € tomado sobre as singularidades de F em P.

Prova: Para apenas uma explosao (caso n = 1 na igualdade proposta pelo
teorema) o resultado foi provado no Lema Suponha, agora, a formula valida para n
processos de blow-up. Efetuando a explosao 7,1 em p, € D, temos dois caso a analisar.

n)

Caso (i): p, nao é corner. Se p, € P,i , a Unica parcela, da soma que o

teorema se refere, alterada por uma explosao em p,, é

p(BI) 15 (pns PYY) = p(P) iy, (py PEY).

Se q = P( ") ng{l) entdao do Lema {.1| temos que

HFnia (q> P( +1)) 1, (Pns Pk(n)) - (m(fnapn) - 1)

onde m(F,, p,) é a multiplicidade algébrica de F,, em p,,. Assim,

PPV gy (0ns Y)Y = p(PY) (g (0, PETY) 4 m(Fry pa) — 1)
= p(PI NN (pr (0, BUTY) = 1) 4 p(PY Y Frypa). (2)

Por outro lado, como ¢ é corner, temos que a multiplicidade alterada ¢ dada
por

n+1 n+1
we (@ PUY) = pr (g, BOTY) — 1 (3)
: (n+1) (n+1)
Analisaremos agora o termo p(P, ')m(F,,p,). Como Py

projetiva de D1 que intercepta P,E 1 2 , temos

é a unica reta

n+1 n+1
p(BLRY) = p(PHY). (4)
Ademais, pelo Lema [4.2]

m(Fapa) +1= Y iz, (r PIY). (5)

rerly?
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Por fim, substituindo as expressoes , e em obtemos:

p(PINiis (p, P = p(PI)pr, (pny P™)
= p(PY ™)z (0, BUTY) = 1) 4 p(PIT Y (F, pi)
= (B W (0 P))

n nl
+o(PYAY L Y w o PRI -1

TGPS}IU

n+1 n+1 n+1 n+1
= p(P" N (0, PUY) 4 p(PYTY (i (0, POEY) — 1)

n+1 * n+1
+p(P) > (P

repP{"tY —{q}

n+1 n+1 n+1 * n+1
= p(PY" i, (a, PUTD) + (P )i, (a0, POAY)

n+1 * n+1
+p(PITY) > (P

repP{"tY —{q}

Isso conclui a demostragao no caso em que p, nao é corner, pois a expressao encontrada
apos a (k + 1)* explosao é a mesma pretendida pelo Teorema. O resultado segue por
inducao.

Caso (ii): p, é corner. Se q; = P("H) N P("H) e qy = P("H) N P("H) Temos

que as parcelas alteradas sao

p(PEYi5 (pny PI) + p(PE)ii3, (py P

Da mesma forma que no primeiro caso, podemos relacionar as multiplicidades
em ¢; e ¢ com a multiplicidade em p,, usando praticamente as mesmas ferramentas,
assim, a demonstracao é analoga.

O

4.1.2 Curvas generalizadas e suas desingularizacoes

Vamos destacar e estudar a Desingularizagao de uma classe importante de

campos vetoriais, as Curvas Generalizadas.

Definicao 4.4 (Curva generalizada) Um campo vetorial Z € uma curva generalizada
se Fy, na desingularizacdo de Z, nio possui singularidades com autovalor igual a 0. Ou

ainda, as singularidades, na desingularizacdo de Z, nunca sao do tipo Sela-nd.

Definicao 4.5 (Separatriz) Uma separatriz de Z € uma curva integral conexa V de Z
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tal que V =V UO0. Se F ¢ folheacio (de dimensdo 1) em uma variedade compleza M,
dado p € Sing(F), uma separatriz em p é um germe de conjunto analitico V, contendo
p, invariante por F, isto €, V\Sing(F) € localmente uma uniao de folhas de F. Uma

separatriz €, portanto, um germe de curva analitica.

Observacao: Usamos aqui um resultado, provado em CAMACHO e SAD
(1982, p. 579, Teorema unico), que garante a existéncia de separatriz. Mais precisamente,
se Z é campo vetorial holomorfo definido numa vizinhanca de 0 € C2, com singularidade
isolada nesse ponto, entdo existe germe de conjunto analitico V, passando por 0 € C2,
Z-invariante.

Vamos provar que a desingularizacao de uma curva generalizada esta intima-

mente ligada com as suas separatrizes.

Exemplo 4.1 Considere Z = Z; = (—g—i, %), ou seja, T = —g—i ey = %. Nesse caso,

f:U C C?— C € analitica com singularidade em 0 € C2.

As curvas integrais de Z; sao as componentes conexas de f(z,y) = ¢ para
¢ € C* pequeno, de modo que {(z,y); f(z,y) = ¢} C U, e suas separatrizes sao as
componentes conexas de f~1(0) em U — {0}. As curvas integrais sao fechadas em U e
nao se aproximam de 0 € C?, exceto f(z,y) = 0. Essa propriedade nao é compativel com
a existéncia de singularidades de F, que tem autovalor zero. Ver CAMACHO (1978, p.
92, Teorema 2).

O

Mais geralmente, seja Z campo vetorial holomorfo em U, com Z(0) = 0, e
{51,852, , Sk} o conjunto das suas separatrizes em 0 € C?. Entao cada separatriz S;
corresponde a uma fungao irredutivel f; : U C C* — C, tal que f;(0) =0e S; = fj_l(()) N
(U\{0}). Deste modo, se f = H?Zl fj ¢ a decomposicao de f em fatores irredutiveis e se

S =Ui_,S;, entao S = f~1 N (U\{0}).

O Lemas[d.3le[d.4] abaixo, resultam no Teorema mais importante desta subsecao.

Lema 4.3 (Resolugao de Singularidades) Seja F folheag¢io, em p € Sing(F), de
uma superficie complexa M com m(F,p) = 1. Olhe para um campo Z que induz F e
considere a parte linear de Z como sendo A = DZ(p). Desde que, m(F,p) = 1 temos

A #0. Assim, a forma canonica de Jordan de A tem uma das formas abaizo.

(1)(0 0>,>\6<C, (2)( 0 AZ),Al,AQGC
Al . 0 1
o2 aces w(1)
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Seja m uma explosio em p, P = 7w~ 1(p) a reta projetiva originada e ™ F a folheagdo
induzida. Sao verdadeiros os sequintes itens:
(i) Se p é singularidade do tipo (2) com Ay = Ay = A, entao ™ F ndo possui singulari-
dades sobre P.
(i) Se p € singularidade do tipo (2) com Ny # A\a, entdo " F possui duas singularidades
sobre P, ambas do tipo (2).
(111) Se p € singularidade do tipo (3), entao ™ F possui uma unica singularidade, do tipo
(1), sobre P.
(iv) Se p € singularidade do tipo (2), tal que A\/Ny € QT, entao existe um nimero
nfinito de separatrizes em p.
(v) Sep € singularidade do tipo (4), entao ©*F possui sobre P uma unica singularidade

q tal que m(m*F,q) =1 ou m(7*F,q) = 2.

Deixamos como referéncia para este Lema o trabalho de SOARES e MOL
(2001} p.124, Segao 7.4).

Lema 4.4 Toda singularidade de uma curva generalizada que possui exatamente duas

separatrizes transversais suaves € simples.

Prova: Vamos provar primeiro que m(F,p) = 1, para poder usar o Lema
4.3l Seja ™ uma sequéncia de explosoes a fim de desingularizar F. Como existem apenas
duas separatrizes em p, 7~ *(p) é m* F-invariante. Sejam S; e S tais separatrizes suaves e
transversais tais que ¢ = 7*S1 NPy e g = 75, N Py, onde P; e P, sao retas projetivas de
D = 77!(p). Observe que as tnicas singularidades de 7*F fora dos corners de D sao ¢ e
g2, pois se existisse uma singularidade fora dos corners de D esta seria uma sela no, ja que
admitiria apenas uma separatriz, o que nao ocorre por hipétese. Como p(P;) = p(P,) =1,
temos, do Teorema [4.1], que

m(F,p) = p(Pr) g, (7" F, P1) + p(Pa) g, (7" F, Pp) = 2.

Logo, m(F,p) = 1. Vamos agora usar o Lema e analisar os casos nele
tratados. Inicialmente temos que p nao é singularidade do tipo (1), por defini¢do de curva
generalizada. Da mesma forma, p ndo é do tipo (3), pois uma nova explosao origina uma
sela-né. Considere agora o tipo (4). A primeira explosao 71, em p, origina uma tnica
singularidade sobre a reta projetiva P = m; *(p) de modo que 7}5; e 7}S, interceptam P
em dois pontos diferentes, que sdo singularidades. Logo, nao ocorre o tipo (4). Restando
assim, o tipo (2), porém o item (iv) do Lema [4.3|nos diz que A1 /A ¢ Q, pois do contrério
terfamos um numero infinito de separatrizes. Segue que p é simples.

O

Teorema 4.2 Seja Z uma curva generalizada com singularidade isolada em 0 € C?. Se
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S € a uniao das separatrizes de Z, entao S e Z tem a mesma desingularizacao.

Prova: Seja m uma sequéncia de explosoes que desingulariza o conjunto de
separatrizes de F (folheagao induzida por Z em 0). Vamos mostrar que todas as singu-
laridades de 7*F sao simples. As singularidades de 7*F, que ficam em algum corner de
D = 7*(p) ou em DN7*S, adimitem duas separatrizes transversais. Logo, pelo Lema ,
esses singularidades sao simples. Por outro lado, ss singularidades nos corners de D ou
em D N 7*S constituem todas as singularidades de 7*F, pois se uma singularidade nao
fosse de nenhum desses dois tipos, esta admitiria apenas uma separatriz, o que contradiz

o Lema [4.5 abaixo.
O

Lema 4.5 Suponha que uma curva generalizada tenha uma separatriz suave em uma

singularidade. Entdao existe outra separatriz nessa singularidade.
Ver SOARES e MOL (2001} p.151, Lema 8.7.4).

Observacao: Vamos considerar, como no Exemplo , Z = Zs e supor f
irredutivel. Pelo Teorema [4.2] as desingularizacoes de Z e f sao as mesmas. Aplicando
entdo o Teorema temos que m(Z,0) +1 = p(P) onde P é a reta projetiva em P
transversal a curva transformada de f(x,y) = 0. Porém, m(Z,0) + 1 é a multiplicidade
algébrica de f em 0 € C?, portanto, como f e Z; tem as mesmas desingularizagoes segue
que m(f,0) = p(P). Isso mostra que, a multiplicidade algébrica de f é igual ao peso da
reta projetiva em P que é transversal a curva transformada de f(z,y) = 0. Se f(z,y) =0
for redutivel, faremos este processo para cada componente irredutivel, ou seja, obteremos
retas projetivas de peso igual a multiplicidade algébrica de cada componente. Como

consequéncia dessa observagao temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3 Seja Z uma cuva generalizada e fr(x,y) =0, fo(x,y) =0, , fr(z,y) =0

as equagoes de suas separatrizes. Entao,

m(Z,0)+1=m(Z;,00+1=> m(Z;,0)

=1

Prova: Seja f = fi.fo.--- .fr. Pelo Teorema [£.2] Z e Z; tem as mesmas
desingularizagoes. Como o Teorema [4.1| relaciona os dados da desingularizagao com a
multiplicidade algébrica, temos m(Z,0) = m(Zy,0). A segunda igualdade seque da ob-

servacao feita acima.
O
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4.1.3 O numero de Milnor de uma curva generalizada

Sabendo que uma curva generalizada possui a mesma desingularizagao da uniao
das suas separatrizes, a pergunta natural é: um campo vetorial que possui a mesma
desingularizacao das suas separatrizes é curva generalizada? A resposta é nao. Nesta
subsecao vamos introduzir uma condigao algébrica para garantir a validade da reciproca.

Vamos, novamente, recorrer ao o nimero de Milnor de um campo.

Proposicao 4.1 Sejam F uma folheagao em uma superficie complexa M e p € Sing(F).

Sejam T : M — M uma explosio em p e P = 71 (p). Supondo p nao dicritica temos:

W(F,p) = m(F,p)* = (m(F,p) +1) + Y p(r"F,q).

qeP

Prova: Vamos considerar coordenadas (x,y) nas quais p = (0,0) e F ¢ in-
duzida pelo campo Z = (Z1,Z;). A menos de uma mudanga de coordenadas, pode-
mos sempre supor que Z; e Zs tem a mesma ordem, digamos m, onde m = m(F,p),
e que todas as singularidades de 7*F estdo no sistema de coordenadas (z,t) de M,
o que equivale a por exemplo a Z; ter um termo em y™. Nesse sistema, supondo
que w(x,y) = —Zs(z,y)dx + Z1(z,y)dy induz F segue que w(x,tx) = —Zy(z,tx)dr +
Zi(z,tx)(tde + xdt) = (tZy(z,tx) — Zy(x,tx))dr + vZy(x,tx)dt. Assim, no sistema
(z,t), 7 F ¢é induzida pelo campo

Z(z,t) = xim(:le(x,t:v), Zy(x,tx) — tZy(z, tx))
= (xZy(x,t), Zo(x,t) — tZy(2,1)).

Deste modo, pela aditividade em coordenadas no Nimero de Milnor

,U/(Z? Q) = ,u((x, ZQ - tZl)v C]) + M((Zla 22 - tZl)v q)' (6)

Pelo Lema se ¢ = (0,t9) € P, temos que u((z, Zy — tZ1),q) é a multipli-
cidade de Z5(0,t) — tZ1(0,t) em to, que, por outro lado, coincide com a multiplicidade
de to como raiz do polindmio Z,,(1,t) — tZ1,,(1,t), onde Z3,, e Zs,, denotam os termos

de grau m de Z; e Z,, respectivamente. Assim, Y pu((z, Zy —1Z,),q) é igual ao grau de
qeP
Zom(1,t) — tZ1m (1, 1), que por sua vez é igual a m + 1.

Deste modo, utilizando a equacao @, acima destacada, temos
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SNouw Fa) = S (e, Ze—t20),0) + > wl(Zh, 2 — t24),q)

qeP qeP qeP

= (m+ 1)+ ul(Z1,25),9).

qeP

Ademais, pelo Lema [2.3] temos

m® + Y u((Z1, 22),9) = ul(Z1, Z5),p) = p(F, p).

qeP

Para finalizar, juntando essas duas equacoes temos:

W(F,p) = m(F,p)* = (m(F,p) + 1)+ > _ p(w"F,q)

qeP
]

Teorema 4.4 Seja campo vetorial complexo. Temos (Z,0) > u(Zy,0) e a igualdade

ocorre se, e somente se, Z € curva generalizada.

Prova: Vamos provar este resultado por inducao sobre o numero de explosoes
que Z; precisa para se tornar desingularizado. Usaremos uma férmula que relaciona o
nimero de Milnor de um campo vetorial com o Niimero de Milnor das singularidades que

aparecem na primeira explosao, no caso

s

p(Z5,0) = m(Zy, 0% = (m(Zy,0) + 1) + > u(Fy) pi) (7)

=1

onde pi,pa, - -+, ps sao as singularidades de F élf) conforme a Proposicao .

Suponha agora que Z precisa de uma explosao para ser desingularizado. Nesse
caso, F élf) tem py,po, - - , ps como singularidades, todas sao simples, pela defini¢ao de um
campo ser desingularizado, e com Numero de Milnor igual a 1, pois através de cada uma

dessas singularidades passa uma curva suave transversal a reta projetiva e invariante por

Félf). Isso também vale para ]:g), exceto que, possivelmente, pi,ps, -+ ,ps NAO sejam
todas simples ou outras singularidades psi1, psi2, -, pr possam existir. Ou seja,
k
W(Z.0) =m(Z,0)* — (m(Z,0) + 1) + > u(Fy . pi) k> s (8)
i=1

Deste modo, temos dois casos a analisar:
(1) Z é curva generalizada. Entao, Z e Z; possuem a mesma desingularizagao.

Portanto, s = k e as singularidades pq, po, - - - , ps sao todas simples. Entao, pelo Teorema
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4.1, m(Z,0) = m(Zy,0) e pelas férmulas (7)) e (8], temos p(Z,0) = u(Z;,0).

(ii) Z nao é curva generalizada. Entao,

k

i=1

=1

De fato, se k > s a desigualdade é vélida pois todas as parcelas sao positivas,

desde que os p;’s sao singularidades e o lado esquerdo tem mais parcelas. Por outro lado,

se k = s e se todas as singularidades p1, ps, - -+ , pr tem nimero de Milnor igual a 1, segue
que ]-"g) tem multiplicidade algébrica 1 em p;,7 = 1,--- , k. Assim, procedendo com um

argumento analogo ao feito na demonstracao do Lema [4.4] chegamos a uma contradigao.

Vamos assumir agora que o teorema esta provado para todas as singularidades
em que o conjunto das suas separatrizes precisa de [ € N processos blow up para ser desin-
gularizado. Considere agora Z campo vetorial em C? que precisa de [ + 1 explosoes para
ser desingularizado. Explodindo Z; uma vez, vamos olhar para as fé?—singularidades,
digamos p1, pa, - -+, ps. Por sua vez, todas também sao singularidades de F. él). Da mesma
forma, como no primeiro passo de inducao, surgem duas possibilidades:

(i) Z é curva generalizada. Todos os pontos py,pa, -+, pr sao singularidades
de F g). Pela hipétese de inducao, pelo Teorema e pelas férmulas e , temos

W(Z,0) = 1(Zy,0).

(ii) Z nao é curva generalizada. Entao, ou py, ps, - - , ps sdo todas as singulari-
dades de F. g), com pelo menos uma delas nao sendo curva generalizada, ou F. él) tem mais
singularidades, psi1, Psi2, -+ ,Px. Na primeira situacao, temos, pela hipétese de indugao,

que s s
S uFY p) > > uw(Fy) pi).
i=1 i=1
Na segunda situacao, temos
k 5
S uFY p) > > uw(Fy pi).

i=1 =1

Portanto, como m(Z,0) > m(Zy,0), temos, das férmulas (7)) e , que u(Z,0) > u(Zy,0).
O

4.2 O caso dicritico

Quanto ao caso Dicritico, relembrando o que foi discutido na segéo [2.4] temos
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as equacgoes de Z, que definem uma folheacao F, dadas por

b= (o) + -
y:bu(xvy>+a

onde (a,(z,y)b,(x,y)) é termo homogéneo da expansao de Z, com grau v, onde v indica
a multiplicidade algébrica de Z. No caso dicritico, temos b,(1,t) — ta,(1,t) = 0 e, ap6s o

primeiro blow-up, obtemos a folheacao

i =a,(1,t) + xR (z,t)

para o primeiro sistema de coordenadas de UM, (z,t) + (x,tx), como j& discutido na
segao 2.4

Vamos realizar blow ups adicionais, nao olhando apenas para as singularidades,
insistiremos, também, em ter todas as separatrizes desingularizadas. Doravante, vamos

adotar a seguinte notacao:

Definicao 4.6 O conjunto de separatrizes de um campo vetorial € dito desingularizado
quando:
(i) Todas as separatrizes desse conjunto forem suaves e disjuntas;
(i) Nenhuma separatriz passar por pontos que $aGo corners;
(11i) Todas as separatrizes sao transversais ao divisor.
Alem disso, se as singularidades que aparecem na explosao também sao simples e se encon-

trarem em retas projetivas invariantes, entao o campo vetorial € dito ser desingularizado.

Repare que, no caso nao dicritico, tratado na Secao [4.1} tinhamos pedido
apenas que todas as singularidades sejam simples apés um nimero finito de explosoes.

Seja Z um campo vetorial definido em uma vizinhanca de p € C? e S uma
curva suave, com p € S, que nao seja invariante por Z. Considere coordenadas locais
(z,y) em p € C%;p=(0,0) e S é dada por (y = 0). Seja

Tt =a(x,y), y="0b(z,y)

a equacao de Z nesse sistema de coordenadas.

Defini¢ao 4.7 (Tangéncia entre um campo e uma curva) Nas condi¢oes acima, a
tangéncia de Z em relagio a S € igual a multiplicidade de 0 € C como raiz de b(z,0).

Denote tal numero por nz(p,S) ou nx(p,S), onde F € a folheagdo induzida por Z

Lema 4.6 Seja F uma folheacao definida numa vizinhanga de p € C* com multiplicidade
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algébrica m(F,p). Seja S uma curva suave, com p € S, ndo invariante por F. Seja F)
a folheagao obtida pela explosao em p € S. Entao,

(i) Sep e S é uma singularidade nao dicritica, entio
nFw (P, S) = nr(p, S) —m(F, p);
(ii)) Sep € S é uma singularidade dicritica, entdo
nFo (p,9) = nx(p, §) = (m(F,p) +1);

(i) Se p € S nao € singularidade e nr(p,S) # 0, entao p € S € singularidade simples

ndo dicritica de F, cujos auto valores sio —1 e 1 e

nrw (p,S) =nx(p,S).

Prova: O blow up em p € S é representado nas coordenadas (x,t) pela
mudanca y = tz. Agora a curva S é dada por (y = 0) e p = (0,0). A folheacdo F) perto

de p é dada pelas seguintes equagoes.

(tx) = b(x, tz) ;_ bl tx) — ta(z, to)

{ = a(x,tz) o & = a(z, tx)

Da mesma forma que fizemos a divisao dos casos na Secao [2.4] quando for o

m(]-—vp)fl

caso nao dicritico divide-se a expressao da folheagao por x , j& no caso dicritico

dividimos por z™7P) Assim, F") é dada por
a(x,tx) . b(z,tr) — ta(z, tx)

= xo—1 7 t=

:LAO'

onde 0 = m(F,p) no caso em que p é singularidade nao dicritica e 0 = m(F,p) + 1 no
caso dicritico. Em ambos os casos, como S é dada, nessas coordenadas, por (y = 0),
temos que

b
nrw (p, S) = multiplicidade de <i;0) =nr(p,S)—o

o que demonstra (i) e (ii).
Suponha agora que p € S é ponto regular. Entao, F pode ser dada pelo campo

vetorial,
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e FU ¢ dada localmente em torno de p € S por
t=x, t=0b(xtr)—t

Portanto, p € S é singularidade simples de F) com autovalores iguais a 1 e
—1. Além disso,

nrm (p, S) = multiplicidade de b(x,0) = nz(p, S.)

|

O teorema a seguir garante que, nessas novas condigoes, ainda temos a existéncia

de Desingularizacao.

Teorema 4.5 Seja Z um campo vetorial holomorfo com um nimero infinito de separa-

trizes passando por 0 € C?. Entdo existe uma desingularizacdo para Z.

A prova desse resultado encontra-se em CAMACHO, LINS e SAD (1984} p.
168, Teorema 5).

Sendo S o conjunto das separatrizes de Z, temos o teorema abaixo que é
andlogo ao Teorema 1.2 Onde a defini¢ao de curva generalizada no caso dicritico é a

mesma para o caso nao dicritico (Defini¢ao |4.4)).
Teorema 4.6 Se Z ¢ curva generalizada, entao Z e S tem a mesma desingularizagao.

Prova: Inicialmente vamos desingularizar S. Buscamos as singularidades de
F ék) onde F, ék) ¢ a folheacao que resulta das mesmas explosoes em Z. Dada uma sepa-
ratriz isolada, o ponto onde passa uma reta projetiva é singularidade de F ék). Existem
exatamente duas separatrizes passando por ele, e transversais. Na prova do Lema |4.4
vimos que a multiplicidade algébrica dessa singularidade é 1. Além disso, os dois auto-
valores sao nao nulos. Observamos ainda que, os autovalores A\; e Ay da singularidade
nao sao relacionados por uma igualdade do tipo mA; = nAy para m,n € N. De fato, a

singularidade em questao ou é equivalente a

T =Mz T =Mz
] " ou ) ! , ondep € N.
Y= Ay Y = Aoy + ax®

No primeiro caso, teriamos infinitas separatrizes passando pela singularidade
de Fék). No outro caso, obtemos apenas uma separatriz. Portanto, nenhum dos casos
pode acontecer. Logo, a singularidade é simples.

Por outro lado, nos pontos que sdo corners, nao existem separatrizes passando

por eles. Temos entao duas possibilidades: Qualquer uma das duas retas que originam
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esse corner é fibrada por uma familia de separatrizes ou nao. No primeiro caso, se o
corner fosse singularidade de F ék) teria no maximo uma separatriz de F. ék) contradizendo
o Teorema . Ja no segundo caso, ambas as retas do corner sao invariantes por F. ék), e
dai temos que a singularidade é simples.

Qualquer outra singularidade de F ék) ao longo de uma reta projetiva invariante
implicaria a existéncia de separatriz de Z que sao faz parte do conjunto S, o que nao pode
ocorrer. Finalmente, o Teorema garante que nao existem singularidades de F ék) em
retas projetivas nao invariantes.

O

Queremos uma formula semelhante a do Teorema [4.1], que permite calcular-
mos a multiplicidade algébrica a partir dos dados da desingularizacao, agora para o caso

dicritico. Faremos da seguinte maneira.

Lema 4.7 Suponha que
.f:ay<l’,/y)+(1,l,+1+"'
y = bV<x7y) +bu+1 + o

sao as equagoes diferenciais de Z e b,(1,t) — ta,(1,t) =0, onde v = m(Z,0). Se P € a

reta projetiva e FV a folheacio que resultam da explosio de 0 € C?, entdo

m(Z,0) = 1= nzu(p, P).

peP

Prova: Podemos assumir que b,(0,1) # 0. Entao, todos os pontos nao trans-

versais de (I, relativos a P, aparecerdo no sistema de coordenadas (x,1) :

Tt = a,(1,t)+a(---)
t = [b(1,t) —ta,(1,8)] +z(---).

Conclufmos que a soma das de tangéncias de F() relativas a P é exatamente
o grau de a,(1,t). Assim, temos que a,(u,1) — ub,(u,1) = 0, portanto u/a,(u,1) e se
a,(x,y) = a1(y)r + az(y)x?® + -+ + a,(y)x”, entdao degay(y) = degla,(1,t)] = v —1 =
m(Z,0) — 1.

|

Feita essa discussao, considere a seguinte situacao: ao realizar a desingula-
rizacdo de um campo vetorial encontra-se uma singularidade dicritica p € P ¢ P®
na folheacdo F* do k-ésimo processo de explosdo. Até este ponto podemos aplicar o
Teorema [£.1l Como faremos adiante? Temos dois casos:

(i) p € P é corner. Consideramos o termo p(P)urw (p, P) que aparece na
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formula dada pelo Teorema [4.1] Assim, temos que

M F(k+1) (p7 P) = /“L]-—(k)(p7 P) - m(f(k)7p>

Se p € P é explodido para P’ e {p1,p2, -+ ,ps} é o conjunto dos pontos onde
F*+ ngo ¢ transversal a P, entao m(F® p) — 1 =37 nrasn (pi, P') pelo Lema .
Assim, podemos substituir p(P)urw (p, P) por

p(P)[pzen (p, P) +m(F* p)] = p(P) | prasn (p, P) + anm pi, P') +1
= p(P)pren(p, P +ZP )nEeen (piy P') + p(P)

(ii) p € PN Py é corner. Queremos substituir agora o termo p(Py)prm (p, P1)+
p(Py) iz (p, P2). Vamos supor que p é explodido para P’ e py € P’ N Py,ps € PN Ps.

Da mesma forma como no caso (i) temos

Mf(k+1)(p1, Pl) = HFk) (p, Pl) - m(]‘-(k),p%
pren (D2, P) = pirm (p, Py) — m(F® | p)

e m(f(k)’p) — 1= Z::l N F(k+1) (p“ P/) Segue dai que,

p(P) [tz (p1, Pr) +m(F® p)]
+  p(P)[prern (p2, P2) + m(F(k)7p)]
p(Pr)pzeen (p1, Pr) + p(P2) prreen (p2, Pa)

+ (p(Pr)+p(P2) |1+ > nroen(pi, P')

=1

p(P1)pzw (p, Pr) + p(P2)pzm (p, Po)

Portanto, somos capazes de produzir uma férmula quando aparece uma singu-
laridade dicritica. Contudo, ainda ha um ponto a ser discutido: como transformar uma
singularidade p que aparece em uma reta projetiva P nao invariante por F*+D A férmula
resultante depende da natureza da singularidade. Se tiver um numero finito de separa-
trizes a ordem de tangéncia 7(p, P) pode ser substituida por n(p, P) — (m(F,p)+1). Em
ambos 0s casos nos conseguimos escrever m(JF,p) em termos de dos dados das explosoes,
como tem sido feito até agora. Essa situacao torna inviavel uma férmula universal.

Em suma, podemos dizer que, dada a desingularizacao de um campo vetorial,
existe uma férmula que envolve: (1) termos devidos a contribuicao das singularidades no
caso nao dicritico; (2) uma expressao algébrica envolvendo o peso das retas projetivas,
como reflexo da presenca de singularidades dicriticas no processo de desingularizagao e

que depende apenas da desingularizacao das componentes dicriticas.
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Teorema 4.7 Sejam Z e Z campos vetoriais tais que Z(0) = Z(O) =0 com Sz e S;
sendo o conjunto das suas separatrizes, respectivamente. Suponha que Z € curva genera-
lizada e que Sz e S5 possuem dessingularizagoes isomorfas. Entdao, wW(Z,0) > u(Z,0) ea

igualdade ocorre se, e somente se, Z é curva generalizada.
Ver CAMACHO, LINS e SAD (1984} p. 173, Teorema 7).

Teorema 4.8 Seja Z uma curva generalizada com ponto singular em 0 € C%.  Seja

Z campo vetorial topologicamente equivalente a Z em 0 € C% Entdo Z e Z possuem

dessingularizacoes isomorfas.

Prova: A equivaléncia topoldgica entre Z e Z é também uma equivaléncia
entre Sz e S5, onde Sz e S; é o conjunto das separatrizes dos campos em questao.
Portanto, Sz e S; tem as mesmas dessingularizacoes. Desde que o nimero de Milnor
¢ um invariante sobre equivaléncias topoldgicas temos, pelos Teoremas e , que Z
é curva generalizada. Assim, pelo Teorema e Teorema segue que Z e Z tem as
mesmas dessingularizagoes.

O

Para finalizar, provaremos um resultado, andlogo a Proposigao [4.1], que relaci-

ona o Numero de Milnor com a Multiplicidade Algébrica e os dados da Desingularizacao.

Proposicao 4.2 Sejam F uma folheagao em uma superficie complexa M e p € Sing(F).
Sejam m : M — M uma explosio em p e P = 7Y (p). Supondo p dicritica temos:

W(F,p) = m(F,p)> +m(F,p) =1+ u(x"F,q).

qeP

Prova: Vamos considerar coordenadas (x,y) nas quais p = (0,0) e F ¢é in-
duzida pelo campo Z = (Z1,7Z3). A menos de uma mudanga de coordenadas, podemos
sempre supor que todas as singularidades de 7*F, que resultam da explosao em p, estao

m+1

no sistema de coordenadas (z,t) de M, o que equivale a Z; ter um termo em Yy, onde

m = m(F,p). Nesse sistema, supondo que w(zx,y) = —Zs(x,y)dx + Z1(x,y)dy induz F,

segue que

w(z,tx) = —Zs(x,tx)dx + Zy(z, tx)(tdx + xdt)
= (tZ(z,tx) — Zy(x, tx))dr + x 2y (x, tx)dt.
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Assim, no sistema (z,t), 7*F ¢ induzida pelo campo

2 t) — #(le(x, 1), Zo(x, t3) — t7 (2, 1))
= (iZl(x,t) 1+2xZg(x,t)—th1(x,t))

~ 1
onde estabelecemos Z;(z,t) = x—le(:U,t) e

Por conseguinte,

—vZs(x, 1) — atZ(x,t).

1w((Zv, 22y —yZi),p) = pu((Z1,v2,))
= u((Z1,2),p) + (21, Z2),p)

Por outro lado, o Lema garante que

M((Zlvxz? - yZl)Jp) = m(m + 2) + Z:U’((Zla .]E>7Q)‘

qeEP

Por fim, juntando essas equagoes segue que

wZp) = ul(Z,22 —yZi),p) — (m+1)
= m(m+2)+ Y p((Z, f)a) = (m+1)
= m*+m—1+Y ul(Z1, f).q).
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5 ALGUNS INVARIANTES

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados de invariantes relacionados
a Multiplicidade Algébrica e ao Ntimero de Milnor.
Considere um campo vetorial holomorfo Z numa vizinhanca de 0 € C", n > 2.

Olhando para a expansao de Taylor de Z em 0 temos que
Z(z) =Y Zi(2)
i=k

onde Z; é campo vetorial homogéneo de grau i. Suponha que Z; tenha singularidade

isolada em 0. Temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1 Sejam Z e Z dois campos vetoriais holomorfos definidos como acima, isto
¢, 0 € singularidade isolada de Zj, e Z,;. Se Z e Z sdo localmente topologicamente equiva-

lentes em 0, entao k = k.

Prova: Afirmagao: n(Z,0) = k™, onde k vem da expansao de Z e n da

dimensao de C". Provada tal afirmacao temos, pelo Teorema |3.1]

kM (2,0) FEE u(Z,0) M

Portanto, k = k.

Prova da afirmacao: Considere Z = Zy + Zxy1 + --- a expansao, numa
vizinhanca de 0, do campo Z, onde 0 é singularidade isolada de Zy. Defina m =
inf{||Zx(2)||;||z|]| = 1} e, para cada j > k, defina m; = sup{||Z;(2)|];||z]| = 1}. Quere-
mos uma estimativa para Z(z) sempre que ||z|| = 1. Como, pela homogeneidade, temos
1Z;(2)|] = 11Z;(1)27]] < myl|z], para j > k+ 1 e ||Zx(2)]] = IZe(D]]]]=]]* = ml|=||*.

Diante disto, temos

12 = 12e(2) + Zisa(z) + -+ |l
Z N2 = 1Zk41(2) + Ziya(z) + - |
> mll2|* = [ Zisa ()] = [ Zksa(2)] = - -
> (m— Z ijZHM) (Kl

Deste modo, podemos tomar ¢ > 0, de modo que, se ||z]| < ¢ implica em
Zj2k+1 ijZHj_k < m/2. Dai, m — ZjZkJrlijij_k < m/2. Portanto, |[Z(z2)|| >
m||z||¥/2 para ||z|| < e. Desta feita, tome 0 < r < € e considere G : [0, 1] x S?*~1 — C?n~!
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dada por

Gt.z) = Y UZ(2)/I1 ) 7" Z,(2)l

izk >k
Zi(2) + tZy1(2) + P Ziio(2) + -+ -
1 Z4(2) + tZis1(2) + 2 Z5s0(2) + -+ ||

Repare que, G' é homotopia entre G(1, z) = Z(2)/||Z(2)|| e G(0, 2) = Zk(2) /]| Zk(2)]].
Logo, u(Z,0) = u(Zx,0). Por fim, se ¢ # 0 é regular para Zj, entao, pelo Teorema de
Bézout, o nimero de solugoes da equagao Zy(z) = ¢ é exatamente k™. Porém, o item (4)
da Proposigao , nos informa que p(Zy,0) = k™. Isso conclui a prova.
O

Teorema 5.2 (Sela-né é invariante topolégico) Sejam Z e Z campos vetoriais ho-
lomorfos em C2 com singularidade isolada em p e P, respectivamente. Se Z e Z sio
localmente topologicamente equivalentes em p e p (respec.) e p é sela-nd de Z, entdo p é

sela-no de Z.

Prova: Como Z é sela-nd, a matriz de DZ(p) possui um autovalor nao nulo,
digamos A, e 0 é o outro auto valor. Vamos chamar o autoespago de DZ(p), associado a
A de direcao forte de Z. Vamos utilizar o seguinte teorema, cuja prova é encontrada em
MATTEI e MOSSU (1980)): Teorema: Seja p uma sela-né de Z e E a diregao forte de
Z em p. Entao existe um germe de subvariedade analitica W C C?, tal que p € W, W é
tangente a E em p e W é Z-invariante.

Como p é ponto de W, podemos tomar, numa vizinhanca deste ponto, um
sistema de coordenadas (z,y) de modo que p = (0,0) e W C {(z,y);y = 0}. Suponha
que, nesse sistema, Z é escrito como Z(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)). Recordando a Definigao
, W é Z-invariante se df,.Z(q) = 0, para todo ¢ € W, onde f ¢é a funcao analitica que da
W. No sistema de coordenadas (z,y), W é dado pela funcao (z,y) EA y, que ¢ linear, nesse
caso W C f~10), portanto, df (0 Z(x,0) = df(z0(P(z,0),Q(z,0)) = Q(x,0) 0. Por
outro lado, como ) é o autovalor que d4 a diregao de E, segue que P(z,0) = Az+agz’+- - - |
pois W é tangente a E. Dai, pela Proposicao , temos ind,(Z/W) = 1.

Deste modo, considere h : (C2,0) — (C?,p) uma equivaléncia entre Z e Z.
Defina W = h(W) e suponha, para simplificar, que p = 0. Segue da Proposi¢ao que,
W é subconjunto analitico de C2. Por outro lado, sendo E o subespaco de dimensio 1
que é tangente a W, temos que E ¢ invariante por DZ(0). Segue do Teorema que
indgZ /W = 1. Dai, pelo monos um autovalor de DZ(0) é nao nulo. Como 0 é autovalor
de DZ(0), temos det (0Z;/02x(0)); 4 (19y = 0, logo u(Z,0) > 1. Assim, pelo Teorema ,
segue que p(Z,0) > 1. Ora, mas isso implica que det(DZ(0)) = 0, logo o outro autovalor
de DZ(0) necessariamente é nulo. O que implica Z ser sela-né.

O
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Corolario 5.1 (Multiplicidade Algébrica 1 é invariante topolégico) Sejam F eF
folheagoes holomorfas localmente topologicamente equivalentes em p € Sing(F) e p €

Sing(F), respectivamente. Se m(F,p) = 1, entdo m(F,p) = 1.

Prova: Suponha que, F e F sdo induzidas por Z e Z, respectivamente, e que
p =p = 0. Como m(Z,p) = 1, escrevendo, Z = Z; + Zy + ---, onde Z; # 0, temos
que DZ(0) # 0. Olhando para a matriz de DZ(0), suponha que A\; e Ay sdo os seus
autovalores. Se A\; # 0 e Ay = 0 temos que Z é Sela-no, e pelo Teorema [5.2] segue que
Z é Sela-né. Portanto, como DZ(0) tem autovalores que resultam em uma sela-né, um
deles é nao nulo, daf Z; £ 0, logo m(Z, 0) = 1.
Se A1.A2 # 0, temos que DZ(0) é invertivel. Pela Proposicao [2.3] temos
1(Z,0) = 1, logo p(Zy,0) = 1. Da mesma forma concluimos que DZ(0) é invertivel, logo
seus autovalores sdo nao nulos, o que nos dé Z; Z 0, ou seja, m(Z, 0) =1.
O

Teorema 5.3 Suponha que as folheagées F e F sio localmente topologicamente equiva-

lentes em p € Sing(F) e p € Sing(F), respectivamente. Se F € nao dicritica em p, entao

F € nao dicritica em p.

Prova: Supondo que F é folheacao nao dicritica em p, temos, pela discussao
feita na Secao [2.4] que observando as equacoes que definem JF, suas separatrizes, sao
dadas pelas raizes de b,(1,t) — ta,(1,t), que ocorrem em nimero finito. Por outro lado,
uma singularidade dicritica, caso em que b,(1,t) — ta,(1,t) = 0, as separatrizes ocorrem
numa quantidade infinita, correspondendo as folhas por pontos regulares de P = 7~ 1(p).

Deste modo, se h é equivaléncia topoldgica entre F e F, e supondo, por con-
tradicao, que F é dicritica, isso implica que F tem uma quantidade infinita de separatrizes,
0 que nao ocorre ja que F é nao dicritica.

O

Corolario 5.2 Suponha que as folheacoes F e F sio localmente topologicamente equiva-
lentes em p € Sing(F) e p € Sing(F), respectivamente. Se F € dicritica em p, entio F é

dicritica em p.

Prova: Segue do Teorema [5.3]
a

Teorema 5.4 Sejam F e F folheagies em C2. Se F € curva generalizada e existe equi-

valéncia topoldgica entre F e F, entao F € curva generalizada.

Prova: Seja h : (U, F) — (U, F) um homeomorfismo que da a equivaléncia
local entre F e F em 0 € C2. Considere S = f~1(0) e S = f~1(0) como o conjunto das
separatrizes de F e F, onde f e f sdo curvas analiticas em C2.

O homeomorfismo h pode ser visto como h : (U, S,0) — (U, S,0), ou seja, h é
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uma equivaléncia entre S e S, portanto p(f, 0) = u( £,0). Por outro lado, olhando para os
f

campos Z; = (=% 9y ¢ 7 = (—g—i, %)a temos pu(f,0) = pu(Zg,0) e pu(f,0) = '“<Zf’0)'

Oy’ Ox
Logo,
W(Z7,0) = u(Z7,0). (%)

Suponha agora que as folheagoes F e F sio dadas localmente pelos campos
Z e Z, respectivamente. Pelos Teoremas e ¢ suficiente provarmos que ,u(Z ,0) =
,u(Z};, 0), desde que p(Z,0) = p(Zy,0), pois F é curva generalizada.

De fato, observe que

> Teo. BTl ) 5

a

Da prova do teorema acima conseguimos garantir que a Multiplicidade Algébrica
de uma Curva Generalizada é invariante topoldgico. De fato, considerando Z curva gene-
ralizada e Z um campo localmente topologicamente equivalente a Z, temos, pelo Teorema

acima, que Z é curva generalizada. Assim,

m(Z,0) = m(Zy,0) =m(f,0) — 1 =m(f,0)—1=m(Z;0) =m(Z,0),

onde m(Z,0) = m(Zy,0) pois estamos supondo que f da o conjunto de separatrizes de Z e
o Teorema [4.1] exibe a multiplicidade algébrica de Z via os dados da sua desingularizagao,
que por sua vez sao iguais aos dados da desingularizagao de Z¢, em virtude de Z ser curva

generalizada. Vale o mesmo para o campo Z. Fica entao demonstrado o corolario abaixo.

Corolario 5.3 A multiplicidade algébrica de uma curva generalizada € invariante to-

poldgico.

Finalizaremos com o seguinte resultado que, por nossa parte, é desconhecido
o carater de ineditismo.
Teorema 5.5 Suponha que F e F sio folheagoes localmente topologicamente equivalen-
tes, em p € Sing(F) e p € Sing(]:"), respectivamente, de uma superficie complexa M.
Se apds um blow-up nestas folheagoes tivermos F1) e FO topologicamente equivalentes,

entio m(F,p) = m(F,p).

Prova: Suponha que a folheacao F seja nao dicritica em p. Pelo Teorema [5.3|
temos que F é ndo dicrftica. Vamos supor que, 7 : M; — M é explosio em p € Sing(F)
e P = 77(p). Da mesma forma, seja 7 : My — M explosio em p e defina P = 77 1(p).
Nesse caso, FU ¢ obtida de 7*F e FO) obtida de #*F. Dito isto, a Proposicao nos
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informa que

WF,p) =m(F,p)> —m(F,p) =1+ Y u(x"F.q) e

W(F,p) = m(F,p)* —m(F,p) — 1+ Z W7 F,q).

Podemos entao definir a constante A = —1 + > pu(7*F,q) — u(F,p). Agora
qeP

observe que, como F e F sdo topologicamente equivalentes, entdo, pelo Teorema ,

w(F,p) = u(]}, p). Da mesma forma, como F) e FU séo topologicamente equivalentes,

temos Y u(w*F,q) = 3. w7 F,q).
9epr qepP
Por outro lado, considere o polinomio

f(m) =m? —m+ A.

Veja que, m(F,p) é raiz positiva de f, assim, estudando suas raizes, temos

1++vV1—-4A
5 .

m =

L=VIET

ocorre, ja que para este numero ser positivo devemos ter v/1 —4A < 1, o que implicaria

Como m é um inteiro positivo, pois p é singularidade, m(F, p) =

em m(F,p)) < 1. Portanto, nos resta

1++v1—-4A

m(Fap) = 9

Logo, pela discussao feita acima, a constante A, definida para F, é a mesma

para F, ou seg'a7 m(F,p) também é raiz de f, logo m(F,p) = vi=24 V;%A. Segue que,
m(F, p) = m(F,p).
No caso dicritico, a Proposicao nos fornece
W F,p) = m(F,p)* +m(F,p) =1+ Y _ pu(n*F,q) e
qeP
WUF,p) = m(F,p)° +m(F,p) =1+ > (7 F,q).
qepP
Igualmente como no caso nao dicritico, definindo A = —1 4+ > u(7*F,q) —

qeP
wu(F,p), temos que m(F,p) é raiz positiva do polinémio

f(m)=m*+m+ A.
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Assim, m(F,p) = %m. Nesse caso, m(F, p) nao pode ser igual a —*kém,
pois é positivo. Portanto, pelo mesmo argumento do caso anterior, temos que m(F,p) =
—ltvizdA V21_4A = m(]:" ,p). Concluimos, portanto, que nas hipdteses deste Teorema, a multipli-

cidade algébrica ¢ invariante topolégico.
O
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6 CONCLUSAO

Estudamos inicialmente algumas ferramentas ligadas a um campo vetorial ho-
lomorfo, como o Numero de Milnor e a Multiplicidade Algébrica. Posteriormente, vimos
que a equacao diferencial dada por um campo, induz uma folheacao holomorfa. Num pri-
meiro momento, mostramos a invariancia topologica do Numero de Milnor em C", n > 2.
Nao obstante, tratamos de Desingularizacao, via processos de Blow-up, e estudamos os
dados obtidos por esses processos, tanto no caso de Singularidade Dicritica, como Nao
Dicritica, relacionando esses dados com as ferramentas ja conhecidas. Por fim, no iltimo
capitulo, apresentamos alguns invariantes, por equivaléncias topoldgicas, provenientes de

todas as discussoes feitas ao longo do texto.



61

REFERENCIAS

A’CAMPO, N. Le nombre de Lefschetz d’'une Monodromie. Nederl. Akad.
Wetensch. Proc. Ser. A 76 = Indag. Math., v. 35, p. 113-118, 1973.

BURAU, Werner. Kennzeizeichnung der schlauchknoten. Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg, v. 9, p. 125-133, 1932.

CAMACHO, Cesar. On the local structure of conformal mappings and holomorphic
vector fields in C?. Asterisque, v. 59-60, p. 83-94, 1978.

CAMACHO, Cesar; LINS, Alcides; SAD, Paulo. Topological invariants and
equidesingularization for holomorphic vector fields. J. Differential Geometry, v. 20,
p. 143-174, 1984.

CAMACHO, Cesar; SAD, Paulo. Pontos Singulares de Equagoes diferenciais
analiticas. IMPA, 16° Coloquio Brasileiro de Matematica, Rio de Janeiro, 1987.

CAMACHO, Cesar; P. Sad. Invariant varieties through singularities of holomorphic
vector fields. Ann. of Math., v. 115, p. 579-595, 1982.

EBELING, W. Functions of Several Complex Variables and their singularities.
Vol. 83, Graduate Studies in Mathematics, 2007.

EISENBUD, D. Commutative Algebra with a view toward algebraic geometry.
Vol. 150, Graduate Texts in Mathematics, 1995.

EPHRAIM, R. C! preservation of multiplicity. Duke Math. Journal, v. 43, p.
797-803, 1976.

EYRAL, Christophe. Zariski’s Multiplicity question — a survey. NEW ZEALAND
JOURNAL OF MATHEMATICS, v. 36, p. 253-276, 2007.

LE, Dung. T. Calcul du nombre de cycles évanouissants d’une hypersurface complexe,.
Ann. Inst. Fourier (Grenoble), v. 23, p. 261-270, 1973.

MATTEIL J. F.; MOSSU, R. Holonomie et intégrales premiéres. Ann. Sci. Ecole.
Norm. Sup. (4), v. 13, p. 469-523, 1980.

MILNOR, J. Topology from the differentiable viewpoint. The University Press of
Virginia, 1965.

ROSAS, R. Bilipschitz Invariants for Germs of Holomorphic Foliations. Int.
Mathematics Res. Notices, v. 11, p. 3425-3472, 2016.



62

SEIDENBERG, Abraham. Reduction of singularities of the differential equation
Ady=Bdx. Amer. J. Math, v. 90, p. 248-269, 1968.

SOARES, M.; MOL, R. Indices de Campos Holomorfos e Aplicagoes. IMPA, 23°
Coloquio Brasileiro de Matematica, 2001.

SOTOMAYOR, J. Licoes de Equagoes Diferenciais Ordinarias. IMPA, Rio de
Janeiro, 1979.

ZARISKI, O. On the topology of algebroid singularities. Amer. J. Math, v. 54, p.
453-465, 1932.

ZARISKI, O. Some open questions in the theory of singularities. Amer. Math. Soc.,
v. 77, p. 481-491, 1971.



	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Folheações holomorfas
	Índice de um campo em uma singularidade isolada
	Multiplicidade algébrica e número de Milnor
	O método blow-up

	A INVARIÂNCIA TOPOLÓGICA DO NÚMERO DE MILNOR
	Invariância topológica do número de Milnor
	Invariância da multiplicidade ao longo de um subconjunto

	DESINGULARIZAÇÃO
	O caso não dicrítico
	Desingularização no caso não dicrítico
	Curvas generalizadas e suas desingularizações
	O número de Milnor de uma curva generalizada

	O caso dicrítico

	ALGUNS INVARIANTES
	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

