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RESUMO

O quaterbit é a menor unidade de informacao da mecanica quantica quaternionica. Seu
estudo traz a tona problemas fundamentais da Mecanica Quantica que também tém im-
plicacoes na Teoria da Informagao e Computacao Quantica. Neste trabalho, foi inves-
tigado se um par de quaterbits nao entrelagados podem estar entrelacados na Mecanica
Quantica dos nimeros complexos. Para verificar esta hipotese, foram utilizados dois qua-
terbits arbitrarios como singletos e, em seguida, tomamos o produto tensorial. A partir
deste produto tensorial, estabelecemos as condigoes necessarias para que o estado esteja
somente na Mecanica Quantica Complexa. Dentro desse procedimento, dois casos parti-
culares foram analisados: estado puro e um caso simples de estado misto. Para estados
puros, achamos que o qubit bipartido resultante ainda nao esta entrelacado, e, portanto,
concluimos que o produto tensorial de dois quaterbits puros nao resulta num qubit bi-
partido puro entrelacado. Por tltimo, consideramos um estado misto de quaterbits nao
entrelacado (com algumas restrigoes) e estabelecemos as condigoes para que o mesmo
esteja somente na Mecanica Quantica Complexa, e, portanto concluimos por meio da
concurréncia de Wootters que o estado continua desentrelacado.

Palavras-chave: Quatérnio. Entrelacamento. Quaterbit. Quantica. Concurréncia.



ABSTRACT

The quaterbit is the smallest unit of information of Quaternion quantum mechanics. Their
study brings to light fundamental problems of Quantum Mechanics that also have implica-
tions in Information Theory and Quantum Computation. In this work, it was investigated
whether a pair of quaterbits may be entangled in Quantum Mechanics of complex num-
bers. To verify this hypothesis, two arbitrary quaterbits were used as singlets and we did
the tensorial product. From this tensorial product, we establish the necessary conditions
for the state to be only in Complex Quantum Mechanics. Within this procedure, two
particular cases were analyzed: pure state and a simple case of mixed state. For pure
states, we find that the resulting separable bipartite qubit is not entangled, and therefore
we conclude that the tensor product of two pure quaterbits does not result in a bipartite
pure qubit entangled. Finally, we consider a mixed state of disentangled quaterbits (with
some restrictions) and establish the conditions so that it lies only in Complex Quantum
Mechanics, and therefore we conclude by using the Wootters concurrence that the state
is disentangled.

Keywords: Quaternion. Entanglement. Quaterbit. Quantum. Concurrence.
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INTRODUCAO

O calculo proposicional da mecanica quantica demonstrou que estados de um
sistema quantico poderiam ser definidos num espaco de Hilbert sobre qualquer algebra
associativa. Os conjuntos sugeridos incluem os reais, R, os complexos, C, e os quatérnios,
H (BIRKHOFF; NEUMANN| [1936). No entanto, os experimentos decidem qual estru-
tura matemadtica serda adequada para descrever a realidade fisica. Pois cada um desses
conjuntos trazem uma interpretagao particular da realidade. Por exemplo, rebits, a me-
nor unidade de informagao da mecanica quantica real, descrevem apenas amplitudes e
omitem a diferenga de fase entre amplitudes, dificultando a descricao de experimentos
ondulatorios.

A mecanica quantica quaternionica é descrita pelo espaco de Hilbert formado
no conjunto dos quatérnios. Chamamos de quaterbit a menor unidade de informagao
dentro desse conjunto, ou seja, o qubit quaternionio. Por outro lado, como teoria fisica,
a mecanica quantica quaternionica deve exibir evidéncias experimentais que a diferencie
da mecanica quantica complexa (PERES| 1979; KAISER; GEORGE; WERNER], [1984).
A discussao sobre os testes dos efeitos residuais quaternionicos na mecanica quantica tem
acontecido quando é considerada a interagao entre multiparticulas (ADLER; FINKELS-
TEIN|, 1996)). Também nesse contexto, acontece um fendémeno fisico intrigante conhecido
como entrelacamento ou emaranhamento. Neste texto temos preferéncia pelo uso do
termo entrelacamento.

O entrelacamento é um fenomeno de correlagao entre particulas que acontece
somente na mecanica quantica e a sua quantificacdo é um tema de pesquisa relevante. Até
o momento ha evidéncias de que a mudanca da estrutura algébrica do espaco de Hilbert
pode variar a medida do entrelagamento. Por exemplo, a probabilidade de fatoracao de um
par de rebits, qubits e quaterbits, é diferente para cada um desses estados (FEI; JOYNT]
2014). Além disso, Caves et al (CAVES; FUCHS; RUNGTA, 2001)) apresentaram uma
formula explicita para o entrelacamento de formagao com respeito a um rebit, cujo espaco
de estados é um espago vetorial real bidimensional. O objetivo deste trabalho é ver como
o entrelagamento se manifesta em uma teoria diferente da mecanica quantica complexa.

No trabalho de Caves et al (CAVES; FUCHS; RUNGTA| 2001), uma matriz
densidade de um par de rebits(qubit real) é uma matriz simétrica real 4 x 4 com trago
unitario e sem autovalores negativos. Esses autores definem o entrelagamento de formagcao

de um par de rebits exatamente como na mecanica quantica complexa, exceto que as
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unicas decomposicoes que consideramos sao aquelas cujos elementos de estado puro sao
representados como vetores reais. Esta restricao faz uma diferenca significativa, como

pode ser visto no estado (real) abaixo:
1
Po = §(I®]+0y®0y)a

—1i
1 0
podemos notar, o estado py é uma mistura equiprovavel dos dois estados entrelagados

. Como

onde, I ¢ a matriz identidade de ordem 2 e o, ¢ a matriz de Pauli [

puros \%(|OO> —|11)) e \%(!01> + |10)). No entanto, na Mecanica Quantica Complexa
po € separavel, porque também pode ser escrito como uma igualdade de mistura de dois
produtos de estados puros (]0) +4|1)) @ (|0) + 1)) e £(|0) —i|1)) @ (|0) — i|1)).

Salientaram ainda que na mecanica quantica do espaco vetorial real, o estado
po ¢ um limite de estado entrelagado. Nao pode ter nenhum entrelacamento destilavel
porque nao tem qualquer entrelacamento no mundo complexo, e qualquer procedimento
de destilagao que se poderia executar no caso real também poderia ser realizado no caso
complexo. Este exemplo fornece assim uma perspectiva interessante sobre o limite de
entrelacamento, ou seja, o entrelacamento pode ser uma manifestagao de uma restricao
sobre os estados puros que se permite usar na construcao do dado estado misto. Woot-
ters (WOOTTERS] 2001)) e Caves et al (CAVES; FUCHS; RUNGTA| 2001)) levantaram
a questao interessante: se alguns estados entrelacados na mecanica quantica complexa
apareceriam desentrelagados na mecanica quantica quaternionica.

Nesta dissertagao é apresentada uma investigacao do problema apresentado
por Caves e Wooters, ou seja, verificar se algum estado quantico entrelacado na mecanica
quantica complexa seria desentrelacado na mecanica quantica quaternionica. Para isso

dois casos foram avaliados:

1. quaterbits puros - considerando C C H, investigamos as condi¢des para que o
produto de estados quanticos quaternionicos, |¢12) = |¢1) @ |¢o) € H? x H?, resulte
num estado quantico complexo, |g§12> € C? xC2. Usando a concurréncia de Wootters
como critério de separabilidade, mostramos que ]@2) é separavel, ou seja, o produto

tensorial de dois quaterbits puros nao geram wm qubit puro bipartido entrelagado.

2. caso particular de quaterbits mistos - partindo de estados quaterbits do tipo
al0) 4+ [1)3j, com «, B € C e j a segunda unidade imaginéria quaternionica, foram
construidos estados quaternionicos mistos separaveis, apos condigoes que restrin-
gem esses quaterbits em qubits, concluimos por meio da férmula de concurréncia de

Wootters, que o estado misto quaterbits construido, também é desentrelagcado na
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mecanica quantica complexa. Embora esse resultado, ainda nao responda o questi-
onamento de Wooters, ¢ uma primeira evidéncia de que talvez estados entrelagados
na mecanica quantica complexa nao aparecam entrelagados na mecanica quantica

quaternionica.

Para apresentar estes resultados o trabalho esta dividido em trés capitulos.
No Capitulo 1 construimos o anel dos quatérnios na luz do trabalho de (KUI+
PERS, [1999) e também utilizamos alguns resultados de (ZHANG] [1997).

No Capitulo 2, definimos médulos quaternionicos a direita e desenvolvemos a

teoria da dlgebra linear desses moédulos, estudando bases e dimensoes, produto interno,
normas e o teorema espectral quaterniénico (GRAYDON] [2011; BRENNER), 1951; KY-|
RALAL[1967). Por fim estudamos o produto tensorial quaterniéonico (RAZON; HORWITZ,

1991).

No Capitulo 3, temos como meta o alvo principal deste trabalho, que é a con-
firmacao de que o produto de quaterbits puros nao resultam em qubits entrelacados e um
caso especial de estado misto de quaterbits desentrelacados também nao resulta. Para

chegar a este resultado introduzimos inicialmente o formalismo quantico quaternionico

na perspectiva de Hardy (HARDY], [2001), em seguida definimos estados quanticos qua-
ternionicos puros e mistos (GRAYDON| 2011; FINKELSTEIN; JAUCH; SPEISER), 1979;
JAUCH; MORROW, [1968), os bits quanticos quaternionicos e por tltimo definimos o en-

trelacamento quantico e as medigoes de entrelagcamento para estados puros bipartidos:

entropia de von Neumann e a concurréncia de Wooters (WOOTTERS] [1998; WOOT-|
TERS, 2001}, [CAVES; FUCHS; RUNGTA| 2001} HILL; WOOTTERS, [1997; BERGOU;

HILLERY], 2013). Nas duas ultimas se¢oes, concluimos o trabalho confirmando que o

produto de quaterbits puros nao resultam em qubits entrelagados (SOUZA D. K. A.; NAS-

CIMENTO, 2016)) bem como o caso particular para estados mistos.

Para trabalhos futuros sugerimos a investigacao para o caso geral dos estados

mistos quaternionicos.
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1 ANEL DOS QUATERNIOS DE HAMILTON

No trabalho de Hamilton (HAMILTON] 1899) desenvolvido em 1843 pelo ma-
tematico, fisico e astronomo irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865), estende-se a
nocao de nimeros complexos a de niimeros quaternionicos. Nesse contexto, ele pensa no
conjunto dos nimeros reais como numeros hiper-complexos de posto um e dos nimeros
complexos como sendo niimeros hiper-complexos de posto dois, e neste caso trata os reais
como um subconjunto dos nimeros complexos em que a parte imaginaria ¢ nula. Sabe-
mos que esses dois primeiros conjuntos com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao
definidas, satisfazem as propriedades de corpo. Acontece, porém, que qualquer conjunto
de ntmeros hiper-complexos com posto superior a dois nao satisfaz todas as propriedades
de corpo. Foi esse fato que intrigou os matematicos da época que estavam buscando ex-
tensoes de postos superior a dois. Hamilton chamou o nimero hiper-complexo de posto
quatro, de quatérnio. Para esta definicao ele demonstrou e usou os seguintes produtos
especiais fundamentais:
i =% =k = ijk = —1. (1.1)

Embora os nimeros hiper-complexos de posto 1 até n possam ser definidos,
algumas aplicagoes foram encontradas para os hiper-complexos de posto n > 4. Como
aqui nossa atengao é para aplicagoes a Computacao Quantica e Informacao Quantica com
abordagem quaternionica, vamos restringir nosso estudo para os ntimeros hiper-complexos
de posto 4. Veremos que o conjunto dos quatérnios, juntamente com as duas operagoes de
adicao e multiplicacao, que iremos definir, possui estrutura algébrica de anel de divisao
normado com unidade nao-comutativo. Portanto nao é um corpo por causa da auséncia
da propriedade comutativa da multiplicacao.

Pouco antes de sua morte, Hamilton escreveu a seguinte carta a seu filho
Archibald:

“Every morning in the early part of the above-cited month [author’s note:
October 1843], on my coming down to breakfast, your (then) little brother
William Edwin, and yourself, used to ask me: ‘Well, Papa, can you multiply
triplets?” Where to I was always obliged to reply, with a sad shake of the
head: ‘No, I can only add and subtract them’.”

W. R. Hamilton, August 5, 1865 [23]
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1.1 Anel dos Quatérnios

Um quatérnio ¢ é representado por quatro componentes ou parametros de

nimeros reais, ¢ = (qo, 1, ¢2, 3) € R*, cuja igualdade (qo, 1, ¢2, 43) = (¢, 41, ¢, q5) ocorre
se, e somente se, o = qy, ¢1 = 41, @2 = ¢ € g3 = ¢5. Definindo agora duas operagoes de

adicao e multiplicacao, segundo as leis:

(90, a1, 92, 43) + (a0, 91> 45> 45) = (qo + o 1 + ¢4, @2 + G5, G3 + q3)

(90, 41,92, 43) (40, @1 0o, 45) = (Q0ah — 11 — G2db — G305, Qds + Q1 G + G205 — G533,

Qs + 90G2 + @391 — 45q1, Qo5 + G394 + 01Gh — @1 q2)-

Portanto, (H = R* +,), ¢ um anel divisional com unidade, cujo elemento neutro da
operacao adigdo é a quadrupla ordenada (0,0,0,0) e a unidade da multiplicagdo é a

quadrupla ordenada (1,0,0,0).
Exemplo 1.1.1 Fazendo agora os produtos permutados:

(0,1,0,0) - (0,0,1,0) = (0,0,0,1),
(0,0,1,0) - (0,1,0,0) = (0,0,0,—1),

notamos que este anel nao possui a propriedade comutativa. Portanto (H = R* +, ) ¢

um anel nao comutativo com unidade.

1.1.1 Forma Algébrica

Fazendo as identificagoes:

0,1,0,0)
0,0,1,0)

0 < (40, 0,0,0)
< (
< (
< (0,0,0,1)

qo +iq1 +jg2 + kgs < (90, 41,92, g3),
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obtemos a forma algébrica de um quatérnio ¢ do seguinte modo:

q = qo+iq1 + jg2 + kgs. (1.2)

Por meio dessas identificagoes chegamos ao conjunto:

H = {q +i¢1 + o + ka5 : g0, 1, @2, q3 € R},

onde

go+ig +j+ kg =q+id +jes + ka5 S 0o =40, 1 = ¢, 2 =q5 € g3 =4q3;

qo +iq1 + jgo + kgs + ¢ +iq) +jgs + kg = g0 + ¢ +i(q1 + q1) +i(g2 + ¢5) + k(gs + ¢5).

Através das identificacoes feitas e das defini¢oes das duas operacoes em forma de quadruplas
ordenadas, chega-se aos produtos especiais fundamentais descrito na Igualdade ([1.1).
Efetuamos a multiplicacao de dois quatérnios na forma algébrica, fazendo uso da dis-
tributividade do anel e utilizando os produtos especiais dados na Igualdade (1.1)), porém
respeitando a nao comutatividade. Mais adiante veremos uma outra maneira de efe-
tuar o produto de dois quatérnios. Seja A um escalar real e ¢ ¢ um quatérnio tal que
q = qo + iq1 + jgo + kgz. Entao o produto do quatérnio g pelo escalar A\, é dado por
Ag = Aqo + Aigp + Ajgz + Akgs.

1.1.2 Forma Vetorial

A forma vetorial de um quatérnio descrito na forma algébrica como na Igual-

dade (1.2)), serd definida por:

—

q=qo+4q, (1.3)
onde q = ig; + jgo + kgs. A parte real é o niimero real ¢y e escreve-se Req = ¢y e a
parte imaginaria é a parte vetorial e escreve-se Imqg = q . Fazendo agora as seguintes
identificagoes:
i+ (1,0,0);
j<(0,1,0);
k + (0,0,1).

Assim, i, j, k é a base canonica do espaco tridimensional R?, que é ortonormal, ou seja

i=(1,0,0);j=(0,1,0);k = (0,0,1).
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O leitor poderé fazer a seguinte pergunta:
Como pode um quatérnio, que reside no R*, operar com um vetor, que reside
no R3?

H&a uma resposta para esta pergunta, que pode parecer 6bvia, que é a seguinte:
Um vetor 7@ € R3, pode ser tratado como um quatérnio g € H, cuja parte real

é zero.

Tal quatérnio é chamado de puro. Considere Hy, como sendo o conjunto de todos os
quatérnios puros. Este é um subconjunto de H. Podemos simplesmente identificar vetores
do R? com os elementos do conjunto Hy, através do isomorfismo entre Hy e R3. Desse

modo, um vetor ¥ € R3 corresponde a um tinico quatérnio puro v = 0 + 7 € Hy, ou seja:

TeERP < v=0+7€ HyCH.

Exemplo 1.1.2 No quatérnio:
g=1+5i+3j+ 4k.

Temos que Req = 1, enquanto Imq = 51+ 335 + 4k, cuja representacao em quddrupla

ordenada é (1,5,3,4).

1.1.3 Multiplicagao de dois Quatérnios na Forma Vetorial

O produto de dois quatérnios deve atender aos produtos especiais fundamen-

tais:
‘= j= kK= -1
ij = k= —ji
! ! (1.4)
jk = i= —kj;
ki = j= -ik

Sejam agora dois quatérnios:

P = po +ip1 + jp2 + kps

q = qo+iq + jg2 + kgs,
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entao

Pq = podo — (P1q1 + P2g2 + p3qs) + polign + jgo + kas) + qo(ipr + jp2 + kps)
+i(p2gs — p3ga) + i(P3sg1n — p1gs) + k(p1g2 — p2qa).

Vamos agora reescrever essa expressao de uma forma mais concisa. Para isso,

recordemos o produto escalar e o produto vetorial da algebra linear de vetores em treés

—

dimensdes. Seja dois vetores: P = (p1,p2,p3) € 4 = (¢1, ¢2-93), entdao o produto escalar

é dado por:
P-d = piq1 + p2g2 + P3gs, (1.5)

enquanto o produto vetorial:

P X q =1i(p2g3s — p3q2) + j(psq1 — p1g3) + k(p1g2 — p2a). (1.6)

Usando as Igualdades (1.5]) e (1.6]), podemos reescrever numa forma mais con-

cisa o produto de dois quatérnios p e ¢ dados anteriormente, do seguinte modo:

Pq = pogo — P-4+ pod + qP + P X q. (1.7)

Observacao 1.1.1 F interessante observar que num produto de dois quatérnios aparecem
produto de escalares reais, produto escalar vetorial, produto de um vetor por um escalar

real e produto vetorial.

Observagao 1.1.2 Uma outra forma de analisar no anel dos quatérnios, a auséncia da
propriedade comutativa na multiplicagcao € bastante simples. Como o produto vetorial px q
nao comuta, seque-se da Iqualdade que o produto de dois quatérnios nao comuta,

pois no produto hd parte vetorial.
Exemplo 1.1.3 Vamos efetuar o produto dos dois quatérnios:

p=2+1—-25+k

q=3—i+2j+ 3k

Primeiro vamos encontrar os produtos escalar e vetorial referente as partes
vetoriais dos quatérnios p e q.

P=i—2j+k
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g=—1+2j+ 3k
Entao
p-dg=1)(-1)+(=2)(2)+(1)3) = -2
PxXg=(—6—2)i+(—-1-3)j+ (2 —-2)k,
ou seja,

Px g=—8i—4j. (1.8)

Portanto o produto quaternionico pq serd dado por:
pqg="06—(—2)+2(—14+2j+3k) +3(¢ — 25+ k) — 81— 47,

de modo que

pq =8 —Tt— 65+ 9k.

Utilizando mais uma vez o produto escalar e o produto vetorial da algebra
linear de vetores do R3, podemos escrever o produto de dois quatérnios p e ¢ numa forma

matricial. Para isso, seja:
pg=1r= ro+ 71T =rg+ir +jro + krs.

Entao temos:

To bPo —p1 —P2 —DP3 qo
(8] P1r Po —P3 P2 q1
pqg = = , (1.9)
T2 P2 P3 bo —D1 q2
i 3 | | b3 —pP2 D1 Po 1L qs ]

onde

To = PoGo — P11 — P292 — P393, T1 = Poq1 + P1qo + P2g3 — P3q2;

To = Pog2 — P193 + P2qo + P3q1; T3 = Poq3 + D192 — P2q1 + P3qo-
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Exemplo 1.1.4 Tomando os quatérnios do exemplo anterior, obtemos:

W] [ 2 =1 2 1 ][ 3] [ 8]
. 1 2 -1 —2 || -1 7
r 9 1 2 1 9 6
ry 1 2 1 2 3 9

Portanto, obtemos o produto pq =8 — 71— 63+ 9k, como anteriormente.

1.1.4 Conjugado Complexo de um Quatérnio

Um importante conceito algébrico relativo aos quatérnios é do conjugado com-
plexo de um quatérnio. O conjugado complexo de um quatérnio ¢ = qp + g, denotado por
q*, sera dado por:

¢ = ¢ — dq, (1.11)
de modo que:
¢ =g — @i — ¢2j — gzk- (1.12)

Podemos provar que o conjugado complexo de um produto de dois quatérnios

¢ igual ao produto dos conjugados complexos individuais na ordem reversa, ou seja:

(pg)" =q"p". (1.13)

Note também que para qualquer quatérnio ¢, a soma de ¢ com seu conjugado complexo

¢* é um numero real ou escalar, ou seja:

¢+ q" = (g +d) + (9 — d) = 2qo, (1.14)

onde 2qy é um escalar. Veremos na subsecao seguinte, que o produto ¢*q também é um

escalar.

1.1.5 Norma de um Quatérnio
A conjugacao complexa quaternionica induz uma norma multiplicativa

-] - H = R,

via
lall = Vaq. (1.15)

Usando a definicao de produto quaternionico, junto com o fato de que, para

qualquer vetor g, temos @ x g = 0, podemos provar que ||q|| = /@2 + & + ¢ + ¢3. De
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fato,
lall* = a*q
= (g0 — q)(qo0 + q)
= qogo — (—d) - 4 + godpsgs + (—d)qo + (—d) x g
=q+d-d
=g+ ai+ G+
Portanto,

lall = /a3 + @ + a3 + a3 (1.16)

Exemplo 1.1.5 Seja o quatérnio q = 1+ 21— 35+ k. Entao por defini¢cao de norma do

quatérnio q, temos:
lql* = 17 +2° + (=3)* + 1* = 15 = l¢|| = V5.
Teorema 1.1.1 A norma de quatérnios, obedece entdo as trés propriedades:
i) (multiplicatividade): |lpql| = [[p| - llall,Vp, ¢ € H;
it) (nao-negatividade): ||q|| > 0,Yq € H e prevalece a igualdade se, e somente se, ¢ = 0;

ii) (desigualdade triangular): ||p+q|| < [|pl| + [lq|l, Vp, ¢ € H.

Demonstragao 1.1.1 Demonstraremos as duas primeiras. Provando a primeira propri-

edade. Com efeito,

Ipall® = (pa)*(pq)
=q"p*(pq)
=q'(p'p)q
= q"|lpll*q
= (¢*q)lpl?
= llgll®llpII?
= [Ipl*llal?,

de modo que

gl = llpll - llqll- (1.17)
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Para provar a sequnda propriedade considere a igualdade:
lll® = a6 + & + & + &, (1.18)

logo G2+ @3 +q5+q3 > 0, prevalecendo a igualdade se, e somente se, g = q1 = ¢ = q3 = 0,

e nesse caso q = 0.

Observacao 1.1.3 Note que o produto de dois quatérnios unitdrios € também um quatérnio
unitdrio. Porinducao finita o resultado se estende a qualquer produto de um nimero finito

de quatérnios unitdrios.

Observacgao 1.1.4 Note ainda que num quatérnio que tem norma 1, cada um dos seus
componentes deve ter um wvalor absoluto menor ou igual a 1. Na maioria das vezes,
trabalharemos com quatérnios de norma 1. Estes sao chamados de quatérnions unitdrios

ou quatérnios normalizados.

1.1.6 Inverso de um Quatérnio

Usando as defini¢oes de conjugado complexo e norma de um quatérnio, vamos

mostrar que cada quatérnio diferente de zero possui um inverso multiplicativo, e podemos
h fo 1 i Desi d i d Arni -1

achar uma férmula para isso. Designando o inverso de um quatérnio ¢ por ¢~', por

definicao de inversa, temos:
¢ lq=q¢ =1 (1.19)
Logo, pré e p6s multiplicando pelo complexo conjugado de ¢, temos:

*

g e =q'qg7" = q".

Como qq* = ||q||” , entdo:

_ q
¢ '=—:. (1.20)
]l

Portanto, todo quatérnio nao nulo possui inverso multiplicativo, o que faz com que o
conjunto dos quatérnios com as duas operacoes de adicao e multiplicacao definidas ante-

riormente seja um anel de divisao nao comutativo.

Observacao 1.1.5 A dlgebra dos quatérnios € a tunica dlgebra associativa e divisional

que pode ser definida ao lado da dlgebra dos reais e dos complexos.

Observacao 1.1.6 Note que, se q € um quatérnio unitdrio ou normalizado, ||q|| = 1,

entao o inverso de q € simplesmente o complexo conjugado de q:

¢t =q". (1.21)
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O anel dos quatérnios H equipado dessa norma multiplicativa forma uma algebra associ-

ativa normada com divisao.

Teorema 1.1.2 Sejam os quatérnios q,p er. Entdo valem os sequintes resultados: (ZHANG,

1997)
i) ¢> =|Req|*> —|Imgq|* + 2Req - Img;
i) ¢* =q< qeR;
iii)
) aqg = qa,Yg € H & a € R; [lqll[l¢7'[| = 1;
v) Vq € H, escreve-se de modo inico como ¢ = a+ 3, a, 3 € C;
vi) zj = jz ou jz3- = Z,Vz € C;E]

Demonstracao 1.1.2 Vamos provar apenas os itens v) e vi). Com efeito, basta tomar
a=qo+ @t el =g+ igs, de modo que ¢ = qo + 12+ (g2 + iq3)j. Para finalizar, sendo
z = a+bi, com a,b reais, temos sucessivamente: jz = j(a+ bi) = ja+ jbi = aj+ b(—1j) =

aj — big = (a — bi)j = ZJj.
1.1.7 Forma Geométrica

Seja um quatérnio ¢ na forma vetorial:
q=qo+4q,

com norma unitaria, entao:

g + lldl* = 1.

Para qualquer angulo # temos que
cos®f +sen’f = 1;
logo deve existir algum angulo 6 tal que

cos’ 0 = ¢}

sen” ¢ = [|q”.

17 significa conjugado do niimero complexo z.
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Este angulo 6 pode ser definido de modo tinico se colocarmos uma restricao apropriada

ao seu dominio. Em geral, vamos tomar 6 satisfazendo a seguinte restricao:
—r <0 <m.

Desta forma, existe um angulo 6 definido acima, associado com o quatérnio ¢q. Vamos
achar isto conveniente para escrever o quatérnio unitario ¢ = ¢y + q em termos deste
angulo. Seja agora, um vetor unitario , que seja multiplo do vetor ¢ escrito por:

7 q

Id]]  sen®

U=

Entao, podemos escrever o quatérnio unitario ¢ em termos do angulo 6 e do vetor unitario
i como

q=qo+ §=cosf+ isendb, (1.22)

denominado de forma trigonométrica ou polar. Para o conjugado complexo do quatérnio

expresso na forma polar como da Igualdade ((1.22)), basta substituir # por —6, para obter
q* = cosf — isend. (1.23)

Seja agora dois quatérnios g e p escritos na mesma forma com mesma parte vetorial
unitdria . Vamos desenvolver a férmula para o produto quaternionico, similar a férmula
de Moivre descrita para o produto de niimeros complexos, que chamaremos também de

formula de Moivre.

Teorema 1.1.3 (Férmula de Moivre) Sejam ¢,p € H, ¢ = cosa + Usena e p =
cos 8+ usen 3. Entao
qp = cos(a + ) + usen(a + B3). (1.24)

Demonstracao 1.1.3 De acordo com as hipoteses do teorema, temos:

qp = (cos v + usen «)(cos B + usen f3)
= cosacosf — (dsena) - (sen f)
+ cos a(usen f3) + cosf(Usen o)
+ usena X usen 3

= cos(a + B) + usen(a + ).
1.2 Logaritmo e Exponencial de um Quatérnio

Nesta secao iremos definir o logaritmo e a exponencial de um quatérnio q.
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Definicao 1.2.1 Seja q € H,q # —1, onde q estd escrito na forma polar ¢ = cosf +
vsen, conforme a Igualdade . O logaritmo de q € definido por:

log g = 0. (1.25)

Observacao 1.2.1 Note que log1 = 0, pois a parte vetorial é nula. Veja também que o

log ¢ nao representa um quatérnio unitdrio, pois o vetor 0 pode ser nao unitdrio.

Definigao 1.2.2 Seja q = 0, com 0 € R, 4 € R3,||d|| = 1. A exponencial de q na base
e, € definida por:
el = cosf + usend. (1.26)

Para finalizar esta secao, vamos enunciar quatro propriedades envolvendo exponencial e

logaritmo, por meio do seguinte teorema:
Teorema 1.2.1 Vg € H— {—1},Vz,y € R,n € N, temos as sequintes propriedades:
i) logq® = xloggq;
i) g% - ¢ = q"tY;
i) (¢*)" = ¢
i) ¢ = cosnf + usennd.

Demonstracao 1.2.1 Vamos provar os itens i), iii) e iv).

Provando i):
log ¢* = log(e'*8?)” = log e”'8% = g log q.
Provando iii):
(7)Y = (P18 9)Y = Gv1oBe™ % _ qu |og g — ¥ — ¢,
Provando iv):

¢" = "8 = " = cosnf + Tsen nd.

Observacao 1.2.2 Em geral, log(qp) # logq + logp. Isso deve-se a auséncia da propri-

edade comutativa em H.
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2 ALGEBRA LINEAR QUATERNIONICA

Como vimos no Capitulo [1, ao contrario do corpo dos nimeros complexos e
de seu subcorpo, os nimeros reais, o anel de divisao dos quatérnios que contém esses
nimeros, nao ¢ um anel comutativo, ou seja, a operacao de multiplicacao nao admite a
propriedade comutativa. Devido a essa auséncia, aparecem significativas diferencas en-
tre teorias da dlgebra linear nos complexos e nos quatérnios. S6 para citar um exemplo
notavel, existem matrizes quaternionicas de dimensao finita que admitem um espectro
com infinitos autovalores. Neste capitulo, introduziremos a teoria da &dlgebra linear dos
modulos a direita quaternionicos de dimensao finita, que é um espago vetorial nao comu-
tativo, respeitando, desse modo, a nao comutatividade da segunda operacao, produto por

um escalar quaternionico.
2.1 Modbdulos Quaternionicos a Direita

Vamos restringir nossa atencao a teoria da algebra linear dos médulos a direita
quaternionicos de dimensao finita e suas matrizes. Na teoria da algebra linear dos espagos
de Hilbert H comutativos, os espagos sao construidos sobre o conjunto de escalares dos
nimeros complexos C, que possui estrutura de corpo sobre as duas operagoes usuais de
adicao e multiplicagdo de ntimeros complexos. Nos espagos vetoriais de Hilbert podemos
definir um produto interno, induzindo uma norma. Portanto, os espacos vetoriais co-
mutativos de Hilbert H sao estruturas de uma algebra de divisao comutativa associativa
normada. Com respeito a segunda operagao dos espacos de Hilbert H é irrelevante multi-
plicar um escalar tanto a direita como a esquerda de um vetor, ou seja, ela é comutativa.
No caso da algebra linear quaternionica, a mesma afirmacao nao se sustenta. Por exemplo,
se A é um matriz quaternionica, ¢ é um vetor coluna quaternionico, e A é um quatérnio
que, pelos itens v) e vi) do Teorema , pode ser escrito como A = a + 8j = o+ jp,

com «, 3 € C, entao, de A¢p = ¢\, temos sucessivamente,
Ap = A+ Bj) = Aa+ ABj = aA + jBA = (a + jB)A # 9A,

e portanto, Ap = ¢ nao implica em A¢p = \¢. Podemos entao dividir em dois médulos
a direita e a esquerda, cuja multiplicacao escalar é realizada a partir da direita ou
da esquerda respectivamente. Adotaremos a convencao de tomarmos os modulos qua-
ternionicos de dimensao finita como moédulos a direita, que é um espaco vetorial de Hilbert

nao comutativo chamado de espacgo vetorial de Hilbert a direita quaternionico. Esta esco-
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lha permite a adoc¢ao da familiar notagao de Dirac (bra-ket) da teoria quantica complexa
para formular aspectos da teoria das transformagoes lineares quaternionicos que sera visto

na Secao [2.2] Vamos agora definir um mdédulo & direita quaternionico.

Definicao 2.1.1 Um conjunto V nao-vazio é um mddulo a direita sobre o anel qua-
ternionico H ou V-mddulo a direita quaternionico, quando existirem duas operagoes fe-

chadas:

+:VxV =YV

VY xH-—=Y,

denominadas respectivamnete por adicao e multiplicacao a direita por um escalar qua-
ternionico, tais que, se dados ¢,0, 0 € V e A\, A\, Ao € H, forem satisfeitos os sequintes

axiomas:

i) (0+v)+o=0+ W +e);
i) ¢+ =1+ ¢;
i11) Existe um unico elemento nulo 0 € V, tal que ¢ + 0 = ¢;

iv) Para cada elemento ¢ € V existe um tnico elemento —¢ € V, chamado inverso

aditivo, ou simétrico de ¢ tal que ¢ + (—¢) = 0;
v) (@ +V)A = A+ YA
vi) d(A1 + As) = GAL + dAa;
vii) p(AAa) = (dA1)Aa;
viii) ¢ -1 = ¢.

Podemos ver que um V-modulo a direita quaternionico é um espago vetorial nao comuta-
tivo. Por isso, os elementos de V serao chamados de vetores quaternionicos ou simples-

mente de vetores.

Exemplo 2.1.1 Seja V = H, com as operagoes usuais de soma de quatérnios e produto
por escalar a direita como a multiplicacao usual de quatérnios, tomados a direita, definidas
no Capitulo[]. Pela Definigao seque-se que ¥V = H com essas duas operagoes é um

modulo a direita quaternionico.
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Exemplo 2.1.2 Seja V = H? e consideremos dois elementos quaisquer

(b:((blv-“a(bd)aw:(wlw--vwd)eHd7

e um escalar quaternionico . Munindo V = H? com as duas operacies:

+: H¢xH! — H?

(0:9)  — o+,
e
HEx H — He
(@A) — 9\
tais que
o+v=(d1+¢1),...,(da+ va),
e

QSA: (le)\,---,gbd)\)-
De acordo com a Definicao VY = H? munidas com essas duas operacoes definidas, é

um modulo a direita quaternionico.

Exemplo 2.1.3 Seja V = H™! a familia de todas as matrizes colunas quaternionicas do
tipo d x 1, onde d é um nimero natural finito. Consideremos dois vetores quaternionicos
quaisquer

0= [or.0d . 0= 00| em
e um escalar quaternionico \. O expoente ' denota transposta da matriz. Munindo agora

essa familia de matrizes com as duas operagoes:

4 deledxl — del

(@,9)  — o+,

) CH> x H — H!
(@, A) > ¢ A
tais que
¢+ = [(¢1+¢1)...(¢d+wd)]t,
e

t
6\ = [¢1A...¢dA] .
De acordo com a Defini¢dao esta familia HY' com as duas operacies

definidas acima possui estrutura algébrica de modulo a direita quaternionico.
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Definicao 2.1.2 Seja V um mddulo a direita quaternionico e YW um subconjunto nao-
vazio de V. Se W forma wm mddulo a direita quaternionico com as mesmas operagoes
de V, entao dizemos que W é um submodulo a direita quaternionico de V, onde VW € um

subespaco vetorial de Hilbert nao comutativo V.

Por uma simples anélise das propriedades de médulo a direita quaternionico, podemos pro-
var o Teorema[2.1.1], bastante til para verificar se um determinado subconjunto nao vazio

de um modulo a direita quaternionico é ou nao um submoédulo a direita quaternionico.

Teorema 2.1.1 Um subconjunto W nao-vazio de V é um submaodulo a direita quaternionico

de V, se sao verificadas as sequintes propriedades:
i) Se wy,wy € W, entao wy + wy € W;
ii) Sew € W e X € H, entao wA € W.

Exemplo 2.1.4 Considere a familia de todas as matrizes colunas quaternionicas VW =
{¢p = [(bl e gzﬁdr € H™1 : ¢, = 0}. Nestas condig¢oes com as operagies usuais de adi¢ao e
multiplicagao por escalar a direita, VW é um submodulo a direita quaternionico do modulo
quaternionico a direita dado no Exemplo m Hx1,

2.1.1 Bases e Dimensoes de um Moddulo Quaternionico a direita

Os conceitos familiares de independéncia linear, conjuntos geradores e bases
da teoria do espaco vetorial complexo sao naturalmente carregados para a teoria dos
modulos quaternionicos a direita. Em particular, dizemos que um subconjunto S de ve-
tores quaternionicos de um modulo a direita quaternionico V' é linearmente independente
se nenhum vetor quaternionico pertencente a S, pode ser escrito como uma combinagao
linear dos outros com escalares tomados a direita, caso contrario dizemos que S é line-
armente dependente. Além disso, se para qualquer vetor quaternionico em V pode ser
escrito como uma combinacao linear quaternionica a direita de vetores do conjunto S C V,
entao dizemos que S é um conjunto gerador, ou seja, ele gera um submoédulo a direita

quaternionico.

Defini¢ao 2.1.3 Um conjunto gerador finito By = {¢1,...,¢q} constituido de d vetores
linearmente independente € denominado uma base para um mdodulo a direita quaternionico

VY de dimensao d.

Definicao 2.1.4 Quaisquer duas bases finitas de um modulo a direita quaternionico V,

terao a mesma cardinalidade d, e essa cardinalidade comum, € chamada de dimensao do

maodulo V.
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Se By = {¢1,...,¢q4} é uma base para um mdédulo a direita quaternionico V

de dimensao finita d, entao qualquer vetor quaternionico ¢ € V, se escreve de modo 1inico

como ¢ = P11 + -+ + PgAg, para certos escalares quaternionicos Aq, ..., \g € H. Desse
modo a matriz coluna [)\’T , representa as coordenadas do vetor |¢) na base By, e
i=1,...,
escrevemos:
A
PB, =
Ad

Observacao 2.1.1 Sempre que fizermos uma referéncia a um elemento de um modulo a
direita quaternionico de dimensao finita d, fica subtendido que existe uma base explicita
Bi. Na Subsegdo definiremos a base canonica, que € base natural que trabalhamos

corriquelramente.

2.1.2 Modbdulos Quaternionicos a Direita com Produto Interno

Um produto interno em um médulo a direita quaternionico V é uma aplicacao
que toma dois vetores de entrada ¢, e produz um nimero quaternionico denotado por

(p|1)), satisfazendo algumas exigéncias.

Defini¢ao 2.1.5 Uma aplicagao (-|-) : V x V — H, onde V um mddulo a direita qua-

ternionico € um produto interno, se satisfaz os sequintes requesitos:

i) (-|") € H—linear no sequndo argumento:

(@ 1D wid) =3 (Bl

7

i) simetria conjugada:

(oY) = (&lo);

iii) (¢|o) > 0,Ve. Prevalece a igualdade se, e somente se, ¢ = 0.

Exemplo 2.1.5 A partir de agora, dotaremos a familiar notagdo bra-ket de Dirac, iden-

tificando o vetor quaternionico 1) € H*!, com o vetor ket coluna:

Uy
)y =1 |,
Yq
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e o vetor bra conjugado, com o vetor linha, compondo o dual do mddulo & direita de H**?,

como sendo
Wl=[or .. @l
De acordo com a Defini¢cao m o médulo a direita quaternionico V = H>' tem um

produto interno definido por

(Ple) = drtn. (2.1)

Lema 2.1.1 Se A\, X2 € R, [9), |¥), |¢) € V—mddulo a direita quaternionico, entio vale

a R— linearidade:

(DA + Y Aalp) = AT(0[4) + A5 (¥p). (2.2)

Teorema 2.1.2 O produto interno (-|-), dado na Defini¢ao[2.1.5 é H—conjugado linear

no primeiro argumento, ou Seja:
<Z PiilYp) = Z A (@il). (2.3)
Corolario 2.1.1 Y\, \y € H,V|¢), |¢) € H™*Y temos:

<¢)\1W)\2> = )‘T<¢W>>\2- (2-4)

O produto interno induz de forma natural, uma norma de valores reais sobre H**! que

definiremos a seguir.

Definicao 2.1.6 A norma de um vetor quaternionico de dimensdo d € uma aplica¢ao
| -] : H™Y — R, definido por

o)l = v/ (¢l9)- (2.5)

Um vetor quaternionico unitério ou normalizado |¢) é aquele vetor para qual
l|@)|| = 1. A normalizagdo de um vetor é feita dividindo-se o vetor por sua norma. Dois

vetores quaternionicos |¢) e |¢), de um mesmo mddulo quaternionico sdo ortogonais, se

(o) = 0.

Definicao 2.1.7 Uma base By de um mddulo a direita quaternionico, constituida de d
vetores ortonormais é chamada de base ortonormal quaternionica, ou simplesmente base

ortonormal.

Observacgao 2.1.2 Podemos usar o método da ortonormalizacao de Gram-Schmidt feita

em espacos vetoriais, para ortonomalizar uma base qualquer quaternionica.
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Dentre as inimeras bases ortonormais, existe uma base tnica, que corriqueiramente tra-
balhamos, denominada base candnica, que definiremos apds a definicao do simbolo delta

de Kronecker que faremos a seguir.

Definigao 2.1.8 Definimos o simbolo de Kronecker &;; para (i,7) € N?, como sendo

1, se =7,
0ij = .
0, se 1#0.
Observacao 2.1.3 Para cada natural 1 < i < n, denotamos por |e;), o i-ésimo vetor

lei) = (0ij)j=1....i....as denominado i-ésimo vetor canénico. Portanto explicitamente tere-

mos:
lei) = (0i1, -+ 0iiy - 0in) = (0,...,1,...,0),

em V-modulo a direita, onde a componente 1 se encontra na i-ésima posi¢ao. O conjunto
By = {le1),...,|lea)} € uma base ortonormal para o mddulo a direita quaternionico V de

dimensao d, denominada a base canonica de V.

Observagao 2.1.4 O conjunto By = {1,4,3,k} € a base candnica, para o mddulo d di-
reita quaternionico dado no Fxemplo|2.1.1. Para isso, basta fazermos as sequintes identi-
ficacoes: e; = 1,e9 =1,e3 = j e ey = k, e por consequinte sua dimensdo ¢ d = 4. Seja um
elemento qualquer ¢ = qo + tq1 + Jq2 + kqs desse modulo, entao tomamos como escalares:
Al = qo, A2 = q1, A3 = @2 € Ay = g3, para obtermos as coordenadas de ¢ = (qo, q1, G2, q3) na

base canonica em questao.
2.2 Transformacgoes Lineares Quaternionicas

Nesta secao, trataremos de examinar aplicagoes entre dois médulos a direita,

que atendam alguns quesitos, as chamadas transformacoes lineares quaternionicas.

Definicao 2.2.1 Definimos uma transformacao linear quaternionica como uma aplica¢ao
T:V =W, ondeV e W sao modulos quaternionicos a direita, tais que YA, Ay € H, e
Vig), ) € V:

T(|p)A1 + [9)A2) = T(|9)) A + T([1)) Xa- (2.6)

Vamos nos restringir ao caso de dimensdo finita. Denotamos por HP*¢, o
conjunto de todas as transformacoes lineares quaternionicas 7' : V c H¢ — W C HP.

Fixemos agora, duas bases finitas B, e B, para os respectivos médulos quaternionicos

a direita: By = {|¢1),...,|¢a)} e B, = {|[¢n),....,|¥p)}. Entdo para cada indice s €
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{1,...,d}, existem escalares quaternionicos Ty, ..., T, tal que

T(|¢s)) Z ) T (2.7)

Portanto, podemos representar uma transformacao linear 7', por meio de uma matriz
) 3 Y
A € HP*? com entradas A,; = T, chamada representacao matricial de T’ com respeito as
bases By e B,. Assim, podemos identificar a transformacao linear quaternionica 1" sobre
D 5
x € H% T(x), com a acdo esquerda da matriz quaternionica A € HP*? com entradas

A,s = T,s do seguinte modo:

An A oo A X1 Anxa + Aexe + ...+ Avaxa
Aoy Ay ... A A + A +...+A
T(W)) _ 21 22 2d X:2 _ 21X1 22X 2 2d Xd . (2.8)
i Apl Ap? s Apd 1L Xd ] | Aple + ApZXZ +... .+ Aded i

Existe um isomorfismo entre HP*? e o conjunto de todas transformacoes li-
neares quaternionicas {7 : V C H? — W C HP}. Portanto uma matriz A € HP*? é
equivalente a uma transformacao linear 7 : V C HY — W C HP, e desse modo “ma-

triz”ou “transformagao linear”significam a mesma coisa.

Teorema 2.2.1 O conjunto ¥ = H*P com as operacies de soma matricial e produto por

escalar matricial quaternionico a direita, definidas respectivamente por

A(l@) M + [)Aa) = (Alg)) M1 + (Alh))As,

A(Blp)) = AB(|#)),

para quaisquer A € HP*4 B € H™4 |¢), [1) € HY, |¢) € H9, A\, Ny € H, possui estrutura

de modulo a direita quaternionico de dimensao pd.

Teorema 2.2.2 Se B; = {|¢1),...,|¢q)} e By = {|¢1),...,|¢p)} sdo duas bases orto-
normais para os modulos a direita V e VW, respectivamente, entao a forma matricial da
transformagao linear T(|¢)) = Al¢), descrita na Igualdade , se escreve do sequinte

modo:

r=1 s=1
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Demonstragao 2.2.1 De acordo com as hipoteses do teorema, obtemos explicitamente:

T(|9) = Alg) = (ZZI% s @)(Z\@ )ZZZWr)ArsXs- (2.10)

r=1 s=1 r=1 s=1
2.2.1 Operadores Lineares Quaternionicos

Definicao 2.2.2 Sejam V e W dois mddulos a direita quaternionicos de dimensoes fi-
nitas. Uma transformacao linear T : V — W, serd chamado de operador linear qua-

ternionico, quando as dimensoes dos modulos V e W sao iguais a d.

Denotamos a familia de todos os operadores lineares quaternionicos 7" : )V — W

pelo conjunto H%*.

Definigao 2.2.3 Seja um operador linear A = (a,,) € H™?.  Associamos para este

operador as sequintes matrizes:

A = (a,s) = (a2,), denominado conjugado de A, onde a’, é o conjugado quaterniénico

de ayg;
A! = (ag,), denominada transposta de A;

At = (A = (ar,)t = (a,), denominado de conjugado transposto de A ou conjugado
hermitiandl de A.

Definicao 2.2.4 Seja uma matriz quadrada A € H>?. Dizemos que A é hermitiana
quando AT = A, anti-hermitiana quando AT = —A, normal quando AAT = ATA. Fi-
nalmente dizemos que A € inversivel quando existe uma matriz B do tipo d X d, tal que

AB = BA = Iy,, onde Iy, é a matriz de identidade de ordem d.

Teorema 2.2.3 Se A, B € H? sdo dois operadores lineares quaternionicos, entio
i) (A) = (AY);
i) (AB)T = BTAT;
iii) AB # AB (em geral);
i) (AB)' # B'A" (em geral);
v) (AB)™!' = B7'A™! desde que A e B sejam inversiveis;

vi) (AN) ™1 = (A™HT desde que A seja inversivel;

1At é a denotacio universal da Mecanica Quantica para o conjugado hermitiano.
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vii) (A)~' # AL (em geral);

viii) (A~ £ (A7) (em geral).

Definigao 2.2.5 Seja um operador U € H*? tal que UUT = Iy, ,, onde a condi¢do
UUt = Iy, , € equivalente a condigdao U'U = Iy,, entdo dizemos que a matriz U é uma

operador matricial quaternionico unitdrio.

Observagao 2.2.1 O conjunto de todas as matrizes unitdirias quaternionicas forma um

subgrupo do grupo dos automorfismos sobre H® que preserva o produto interno.

Teorema 2.2.4 Se A € H¥™? ¢ um operador quaternionico, entdo:

(0| Av) = (AToly), (2.11)
vlg), [¢) € HY.

Demonstragao 2.2.2 Com efeito, VA € H*? e V|¢), |v) € H¥X! temos sucessivamente:

(@lAv) = [¢) (Alh)),

d

=Y 1) Al

r=1 s=1

r=1 s=1

r=1 s=1

= (Algly).

Definicao 2.2.6 O conjunto formado por todos os operadores lineares quaternionicas

H™? que sdo hermitianos, serd chamado de autoadjuntoﬂ de H™ ¢ serd denotado por
Augj(HD). Assim Agg(H>?) = {A € H™?: A = AT}

Existe um isomorfismo entre o conjunto das matrizes autoadjuntas A,q; (H**?)

e o conjunto dos operadores lineares quaternionicos lineares T'=TT : YV C H®>? = W C
H>4 via

(T(o)lY) = (IT" (1)) (2.12)

2Na Mecanica Quantica postula-se que a cada grandeza fisica mensurdvel corresponde um tnico ope-
rador autoadjunto, conhecido como observavel.
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Teorema 2.2.5 O conjunto A,qj(H?) dos operadores quaternionicos autoadjuntos com
as operacoes de soma e produto por um escalar definidas no Teorema forma um

espago vetorial real de dimensdo d(2d — 1).

Definigao 2.2.7 Dizemos que A € Auqg;(H™?) é uma matriz semi-definida positiva se

(¢|Ad) = 0. (2.13)
para qualquer |¢) € HA.

Denotamos o conjunto dos operadores lineares semi-definidos positivos sobre

THdxd por A:dj (ded>‘

Teorema 2.2.6 (Semi-definida positiva implica em autoadjunto) . Se A € H?*?
é tal que (p|Ap) > 0,V|p) € HY, entio A = AT

Demonstracao 2.2.3 Com efeito, aplicando a simetria conjugada, propriedade ii) da

Definicao temos:

(0lAg)" = (Adl9). (2.14)
Agora sendo (¢|Ad) real, temos:

(6lAg)" = (4] Ag). (2.15)
Das iguadades e ([2.13), obtemos:

(6lAg) = (ATd]g),

dai
(Agly) = (ATolo),
e por consequinte A = Af.

Vamos agora equipar o espaco vetorial real dado no Teorema A (H),

com o produto interno: {-|-) : Auqj(H9) x A,qi(H?™?) — R, definido por,

(A|B) = tr(AB), (2.16)

onde o trago quaternionico é definido para A € A,y (H%*?) com entradas A,,, por meio

da férmula

tr(A) = RO Ax), (2.17)
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onde R é uma aplicacao binaria em H, que resulta na parte real de um quatérnio e satisfaz

as duas propriedades:

R+ A2) = RO\ + R() (2.18)

R(A1A2) = R(A2A1). (2.19)
O traco é R-linear: VA, s € R e VA, B € H,
tr(AXN; + BXg) = tr(A)A\ + tr(B)As. (2.20)
Teorema 2.2.7 Para quaisquer A, B € H¥™?, temos:
tr(AB) = tr(BA). (2.21)

Demonstracao 2.2.4 Sejam A, B € H™? com relagdo a base canoénica, de modo que

tr(AB) = R (Z DN () Ars(s|u) Bu, <U|t>>

4
=R ( Z BTSAS’I‘)

s=1

O produto interno canonico em A, (H*?), goza das trés propriedades descri-

tas no teorema a seguir.
Teorema 2.2.8 Para quaisquer A, B,C € Aug(H>?) e VA1, Ay € H, entdo
i) R—bilinearidade:(AN1|BX\2) = M (A|B(A\y e (A+ B|C) = (A|C) + (B|C);
it) Simetria: (A|B) = (B|A);
iti) Nao-negatividade: (A|A) > 0 e prevalece a igualdade se, e somente se, A = 0.

Todas essas propriedades seguem a partir da definicao de trago quaternionico.

O produto interno canénico em A,qj(H?*¢) obedece a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
[{AIB)|* < (A]A)(B|B). (2.22)

O produto interno canonico em Aguq;(H?*?) induz uma norma de valor real
|- 1]+ Aggy (H™>?) — R, via

1Al = V(AJA) = V/tr(42), (2.23)
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A norma || - || obedece as trés propriedades enunciadas no teorema a seguir:

Teorema 2.2.9 Para quaisquer A, B € Auq(H™?) e VA € R, valem as sequintes propri-

edades:
i) R-homogeneidade: [|[NA|| = ||| Al
it) Nao-negatividade: ||Al| > 0 e prevalece a igualdade se, e somente se, A = 0;

iii) Desigualdade triangular: ||A+ Bl < ||A]| + || B||-

Demonstracgao 2.2.5 Provando inicialmente a homogenidade. Com efeito, por defini¢ao:

AN = Vir((AA)?) = VA2 tr(A%) = [Alv/tr(A2) = [A] [|A]]

e a nao negatividade, seque de

1Al = Vir((4)) = > 1A

e esta ultima expressio (/> . |Ars|> > 0. Para finalizar,

|A+ B|* = (A+ B|A+ B)
< ||A|? + [|B]I* + 2|(A, B)]
< ||A|I? +[|B]]> + 2||All|| B]|
= (1Al + [|B]])%,
de modo que ||A+ B|]?> < (||A|| + ||B||)?, ou melhor, |A+ Bl < ||A]| + || B||.

Teorema 2.2.10 Se A, B € A} (H™) tais que seus tragos sio unitdrios, entdo tr(AB) <

tr(A) tr(B). Prevalece a igualdade se, e somente se, A = B.
2.3 Teoria Espectral das Matrizes Autoadjuntas A,g4; (H%*¢)

Nesta se¢ao vamos demonstrar o Teorema Espectral para os operadores lineares

quaternionicos autoadjuntos (BAKER, 1999; |GRAYDON]| [2011; ZHANG 1997)).

2.3.1 Autovalores e Autovetores Quaternidnicos

Definicao 2.3.1 Seja A € H™? um operador linear quaternionico sobre H e A € H . O

quatérnio \ € chamado de autovalor ou raiz caracteristica quaternionico modulo a direita
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sobre o operador A, se existir um vetor quaternionico |¢) € He ndo nulo, tal que

T(¢) = o)A (2.24)

O vetor |¢) € H? é chamado autovetor associado ao autovalor X. O par (|¢),\) € deno-

minado um auto-par. O conjunto dos autovalores de todos os auto-pares é definido como

0 i
—i ol

sao -1 e 1. De fato, temos a seguinte equagao matricial:
0 i
1) _ |4 A
—i 0| |p D

ip =g\
—ig = pA

pré-multiplicando a segunda equacao do sistema acima por i, obtemos:

o espectro de A.

Exemplo 2.3.1 Os autovalores da matriz A =

que origina o sistema linear:

r = ipA,
que substituindo na primeira equacao, obtemos:
ip = (ipA)A,
de modo que A? = 1. Portanto {—1,1} é o espectro da matriz A.

Exemplo 2.3.2 Os autovalores da matriz

A:

0 j
j o]’

Definicao 2.3.2 Dizemos que duas matrizes quaternionicas A e B sao similares e deno-

sao +1i,+3 e tk.

tamos por A ~ B, se existir uma matriz inversivel @), tal que
B =QAQ™. (2.25)

Lema 2.3.1 Duas matrizes quaternionicas similares possuem o mesmo espectro.
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Demonstracao 2.3.1 Se A ~ B, entao de acordo com a Deﬁm’gdo B =QAQ .
Se A € H é um autovalor de A, entdo devemos encontrar um autovetor |¢) € H™>*!, tal
que:

Alp) = |d)A.
Seja agora |¢) = Q|¢p). Entao

Bly) = QAQ™'[¥) = QAQ™'Qld) = QAl¢) = Qo)A = [¥)A. (2.26)
2.3.2 Teorema Espectral em A,g4; (H%*¢)

Nesta subsecao daremos algumas definicoes a respeito da teoria espectral de
um operador quaternionico, dando maior énfase aos operadores autos-adjuntos. Enuncia-
remos quatro lemas que darao suporte para a validade do teorema espectral dos operadores

autoadjuntos, objetivo principal dessa subseg¢ao.

Lema 2.3.2 Sejam A € H¥™¢ ¢ A\ € H um autovalor da matriz A. Se v € H,~ # 0,

entio v~ \y também € um auto valor da matriz A.
Demonstracao 2.3.2 De A|p) = |p)\, obtemos:

A(l@)y) =10} My = ) Ay = (1)1 (7' M)
Portanto v~ \y € também autovalor de A.

Observacao 2.3.1 A partir do Lema vemos que, se o vetor correspondente ao

autovalor \, é |¢), entdo |p)y é o autovetor correspondente ao autovalor v~ *\vy,~ € H.
Lema 2.3.3 Se A € H¥?, entdo existe uma matriz triangular T tal que

C =T AT, C = [%} € Héxd,
onde c¢;; = 0,Ve > j + 1.

A demonstracao pode ser encontrada em (BRENNER] 1951). O préximo Lema é com

respeito aos autovalores dos operadores autoadjuntos quaternionicos:

Lema 2.3.4 Um operador autoadjunto quaternionico tem espectro real.
Demonstragao 2.3.3 Seja T € Aug(H>?) tal que

T(¢) = oA,
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onde |¢) € H> X\ € H. Afirmo Im()\) = 0. Com efeito, T(|¢)) = |¢)\ implica que

\ OITO) _ (@lTie) _ .

(9]9) (9]9)

(2.27)

logo A € um niumero real.

Utilizando o método de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, podemos obter o seguinte

lema.

Lema 2.3.5 Se |¢p) € V e V admite produto interno (¢p|¢) = 1, entdo existe uma base
ortonormal B, = {|¢1),....,|¢p)} paraV com |¢) = |¢1) (GRAVES, 1975).

Lema 2.3.6 Se T : V — V ¢ um operador linear autoadjunto quaternionico cuja di-
mensao do modulo V é d, entao V admite uma base ortonormal consistindo dos autove-

tores de T.

Demonstragao 2.3.4 Vamos provar por inducao em d. Para d = 1, a base ortonormal
pode ser escolhida como qualquer quatérnio |¢) com norma unitdria. Suponha por hipdtese
de inducao que o resultado € vdlido para o inteiro positivo d. Devemos mostrar que o

resultado também € vdlido para d + 1. Com efeito, seja |¢) € HY, X € H tal que

T(l¢)) = o).

Pelo Lema A € real. Além disso, |¢) € H pode ser escolhido tal que ($|¢) = 1.
Agora, seja

W={l$)eV: ({@lp) =0} CV.

W € um submddulo d direita quaternionico de V. Pelo Lema[2.3.5, existe uma base B, =
{lp1), ... |Pp)} para W. Portanto, se [p) € W C V), entdo existe escalares {by,...,b,} C
H tais que

1) = [1)b1 + ... + [dp) by, (2.28)

Assim, W € um submddulo a direita quaternionico de dimensdo d. Agora, observe que VW

¢ um submddulo invariante sobre T, para quaisquer que sejam |1p) € V :

(T()|o) = WIT(¢)) = (VIT(¢)) = (Y]$)A =0, (2.29)

estabelecendo que T'— W € um operador linear autoadjunto quaternionico. Portanto, por
hipotese de inducao, W admite uma base ortonormal B que consiste dos autovetores de

T. Adjuntando |¢) a essa base B,, finaliza a tese de indugao.

Observagao 2.3.2 Conforme o Lema qualquer operador linear autoadjunto qua-

ternionico de dimensao d admite exatamente d (possivelmente degenerados) autovalores
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reais, e o0s autovetores correspondentes podem ser escolhidos para constituir uma base

ortonormal para o mdédulo H!.

Teorema 2.3.1 (Teorema Espectral) Se T é um operador linear autoadjunto qua-
ternionico sobre um mddulo o direita HY', entao H™' admite uma base ortonormal
By = {¢1,...,04} consistindo dos autovetores de T tal que a matriz de representacio T

com respeito a base By é uma matriz diagonal real.

Com efeito, pelo Lema temos que V admite uma base ortonormal By = {1, ..., ¢4}

consistindo dos autovetores de 7. Portanto, a agao de 1" sobre V pode ser definida via

+

adi (H**4) onde A age de acordo com

matriz autoadjunta A € A

d d

A= [dn) Ars(dsl. (2.30)
r=1 s=1
Segue que
Ars = <¢T’|A¢S> = <¢T‘¢s)‘s> = 57“8)\57 (2'31)

onde pelo Lema [2.3.4] o autovalor A4 é real. Logo,

d
A= Z |¢r>>\r<¢r| (232)

Usaremos o Teorema [2.3.1] para caracterizar a norma de uma matriz autoad-

+

2 H™9) em termos dos seus autovalores. E o que

junta semi-positiva A, isto é, A € A

vai acontecer no Corolério a seguir.

Corolario 2.3.1 Se A € um operador autoadjunto semi-definido positivo de dimensao d,
admite um espectro {1, ..., \q}, associados aos autovetores ortonormais {|11), ..., |¥a)},

entao

d
JAl = |32 (2.33)
r=1
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Com efeito, temos sucessivamente,
[A]* = tr(A?)

= tr(z Z |1/}r>/\r<1/)r|ws>)‘s<¢s|)

r=1 s=1

d
= tr() [ ) A2 (W)

d

=D te([r) (o)

=> A (2.34)

Ao determinar a Igualdade ([2.34)), utilizamos os Lemas e e o fato

de que V|¢) € H? tem-se que:

() (@) = RO (te) (d]t))

teBgy

= > R((tl){elt))

teBy

=) RU(Slt)(t]y)

teBy

=R(Y_(@l)(ty))

teEBy

= R((0[4))-

onde B, é tomado como uma base ortonormal para o H?*!.

2.4 Produto Tensorial Quaternioénico

Nesta se¢ao definiremos um produto tensorial de modulos a direita quaternionicos.
Para maiores detalhes, o leitor podera consultar (RAZON; HORWITZ, 1991). Siste-
mas quanticos individuais podem interagir para formarem sistemas quanticos compostos.
Existe um postulado em Mecanica Quantica que descreve como o espaco de estados do
sistema composto é construido a partir dos espacgos de estados dos sistemas individuais.

Vamos entao desenvolver a nocao de produto tensorial de modulos a direita quaternionicos.

Definicao 2.4.1 Sejam V e W madulos a direita quaternionicos de dimensao d. Diremos
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que um modulo denotado por V @ W, junto com uma aplicagao bilinear:

FiVXW =5 VW
(I9), 1)) = o) @ [),

¢ o produto tensorial de V e W se, ao considerarmos um outro modulo a direita qua-

ternionico U e também uma aplicagao bilinear:

g:VxW — U
(D). 10)) = g(l¢), ),

afirmarmos que existe uma unica transformacao linear quaternionical : VW — U, tal

que g(|¢), [¢)) =T o f.

VoW

|\

VxW—U

Observagao 2.4.1 A aplicagdo f € uma aplicagao bilinear universal, pois qualquer ou-
tra € uma composicao de f por uma linear. FEsta é a propriedade universal do produto

tensorial, também € chamada mapeamento universal.

Generalizando, o produto tensorial de n moédulos a direita quaternionicos: Vi,...,V,, é
dado por um modulo a direita quaternionico que denotamos por V; ® ... ® V,, junto com
uma aplicacao n — linear universal f : V; x --- xV, =V ® --- ® V,,.. Precisamente, isto
quer dizer que qualquer outra transformacao n-linear g : V; x---®V,, — U, onde U é outro
modulo a direita quaternionico, pode ser escrita de forma tnica como g = T o f, onde
T:V®--®V, - U é uma transformagao linear quaternionica. (RAZON; HORWITZ,
1991)).

Em diversas vezes, denotaremos o produto tensorial de dois vetores quanticos

quaternionicos [¢) ® |¢b) por |¢)[¢)).
Teorema 2.4.1 O produto tensorial quaternionico satisfaz as seguintes propriedades:
i) (16) @ [V)A = (9)A) @ [¥) = [¢) @ ([¥)A), VA € H,V|¢) € V, |4h) € W;
i) (I61) + 192)) @ [) = [61) @ [¢) + [d2) @ [¥), V|hn), |d2) € V, Vb)) € W;
iir) |9) © (1)) + |1h2)) = [9) @ |th1) +[9) © |1h2),V|9) € V,V|ihy), [02) € W.



Exemplo 2.4.1 Seja a matriz de Pauli

AL

de modo que

0 —J
i 0

;)

0
0

—J

S = O O

J . Entao
7 0

o O = O
(-]
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3 QUATERBITS NAO GERAM QUBITS ENTRELACADOS

3.1 Formalismo Quantico Quaternionico

Nesta secao, consideramos um formalismo quantico quaternionico para a des-
cricao de estados quanticos, canais quanticos e medi¢oes quanticas. A nossa formulacao
terd lugar num ambiente de dimensao finita, e deve ser limitado a descrigao das ex-
periéncias do tipo considerado por Hardy em (HARDY) 2001)). Consideramos experimen-
tos em que o cientista tem acesso a trés tipos de equipamentos: dispositivos de preparacao,
canais de transformacao e dispositivos de medi¢ao. Em particular, considera-se o tipo de

experiéncia representada pela figura:

Iniciar Boti
O | \otao
Sistema \
Saida da informacao
O ( ) Q Q classica
Preparacao Transformacao Medicao

Figura 1: Dispositivo de preparag¢do de um sistema de informagao.(HARDY] 2001).

Um dispositivo de preparagao emite um sistema fisico com um estado asso-
ciado inicial. O estado associado inicial é definido pelas configuracoes do dispositivo de
preparacao. O sistema em seguida entra num canal de transformacao que pode trans-
formar o estado associado inicial. A transformacao do estado associado inicial é definida
pelas configuragoes de canal de transformacao. Finalmente, um sistema fisico sai do canal
e entra em um dispositivo de medi¢ao que registra um resultado classico. O numero de
resultados classicos depende das configuragoes do dispositivo de medigao. As probabilida-
des para os resultados classicos dependem das configuragoes do dispositivo de medicao e
o estado associado inicial transformado. Hardy aponta para que este tipo de experiéncia
abranja uma vasta gama de fendmenos fisicos.

Nas secoes seguintes, formularemos uma descrigao quantica quaternionica de

estados e dispositivos de medicao.
3.2 Estados Quanticos Quaternionicos

Definimos um estado quantico quaternionico de um sistema fisico €2, que sem-

pre é um espago de Hilbert, por meio do trago unitério da matriz semi-definida positiva
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denotada por p e chamada de operador densidade, ou seja, p € Aug(H?), ou seja:

tr(p) =1, (3.1)

(¢]pp) = 0. (3.2)

para qualquer [¢) € HY.
Definicao 3.2.1 A matriz p é denominada matriz densidade ou operador densidade.

O conjunto de todos os estados quanticos quaternionicos p de dimensao d serd denotado
por A% (H™*).

adj

1+

oai (H) € convezo.

Teorema 3.2.1 O conjunto A

Demonstracao 3.2.1 Dados py,ps € A;};(Hd”) e 0 < A <1, entao devemos provar

que, p = [(1 = X)p1 + Apa] € um elemento de A,y (H™?). Com efeito, por linearidade do

traco quaternionico, temos que
tr(p) = tr[(1 = A)p1 + Ap2] = (1 = A) tr(p1) + Atr(pz) = 1,

e por linearidade do produto interno quaternionico, temos que para qualquer vetor quantico

quaternionico |¢) € H?:

(9lpd) = (1 = A)(lp1o) + M (@|p200) > 0. (3.3)

Definigao 3.2.2 Os pontos extremos do conjunto convexo Ai;’;(HdXd) serdo chamados

de estados quanticos puros e os demais serao chamados de estados mistos, que podem ser

considerados como misturas probabilisticas de estados puros.

1+

adj(HdXd) sao operadores de densidade projecdo

Teorema 3.2.2 Os estados puros de A
de posto 1.

Demonstracao 3.2.2 Seja o operador densidade projecao:

P =P =9)(¢] € A (H™), (3-4)

adj

possui posto 1 sobre |¢). Temos que mostrar que P é um estado puro. Com efeito,

suponha por absurdo que ele seja um estado misto. Entdao, sejam A, B € A}l;g (H™>), com

A # B, e seja A tal que 0 < XA < 1. Por convezidade P = AA + (1 — \)B, de modo que
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P’ = \2A% + (1 = \)2B%2 4+ X1 — \)(AB + BA). Aplicando o tragco a ambos os membros,

temos que:

1= Atr(A%) + (1 — N\ tr(B?) + A(1 — \) tr(AB + BA)
= N tr(A%) + (1 = A\)?tr(B?) + M1 — \)[tr(AB) + tr(BA)]
= A2 tr(A%) + (1 — M) tr(B?) + A(1 — \)[2tr(AB)]
= A2 tr(A%) + (1 — N2 tr(B?) + 2A(1 — \) tr(AB). (3.5)

Pelo Teorema[2.2.1() com A # B, temos que tr(AB) < tr(A) tr(B). Aplicando este resul-
tado na Igualdade chegamos a uma contradicao. Portanto nossa suposi¢ao € falsa,
e com isso concluimos que os operadores densidade P projecao de posto 1, sao os esta-
dos puros de A;&;(Hd”). Uma vez que cada elemento de A}l;;.(HdXd) pode ser expandido
como uma combinacao convexa de operadores densidade projecao de posto 1, pelo Te-

orema Fspectral apenas os operadores densidade projecao de posto 1, podem ser

estados puros.

Teorema 3.2.3 (GRAYDON, |2011). Seja A € AN (H™?) ¢ tal que A = |¢)(¢| se, e

adj
somente se,
tr(A?) = tr(A%) = 1.

Portanto, esse Teorema identifica de forma precisa os estados quanticos quaternionicos

puros.
3.3 Bits Quanticos

Sabemos que a menor porcao de informacao classica é o bit, o qual pode assumir
apenas um tnico dos dois estados classicos 0 ou 1. Na computacao e informacao quantica,
utilizam-se estados quanticos no lugar de estados classicos. Os bits classicos 0 e 1 sao

substituidos respectivamente pelos bits quanticos |0) e |1), representados algumas vezes
1 0

na forma de matriz coluna |0) = [ ] e |1) = [ ], chamados de g¢-bits ou qubits. A
0 1

principal diferenga entre o bit cldssico e o bit quantico (g-bit ou qubit), é que um estado
quantico genérico [¢) pode assumir os dois estados |0) e |1) ao mesmo tempo. Noutras
palavras, dizemos que o estado genérico |¢)) é uma superposigao dos qubits |0) e |1), ou
seja,

[¥) = [0)A1 + [1)Aa, (3.6)

para certos A\, Ay € H e H é um sistema que é um espago de Hilbert. O vetor de estado

genérico [¢) é uma combinagao linear dos bits quanticos |0) e |1), com amplitudes Ai, Ao.
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Se o espaco de Hilbert estiver definido sobre os reais, o bit quantico é chamado rebit, se
for sobre os complexos recebe o mesmo nome qubit e se for sobre os quatérnios, quaterbit.
Os vetores de estado |0) e |1) formam portanto, uma base computacional ortonormal,
chamada base computacional.

Como vimos, a interpretacao fisica de um quaterbit é que ele esta simultanea-
mente nos estados |0) e |1), e isto faz com que a quantidade de informagoes armazenadas
no estado [1)) possa ser infinita. Entretanto, essa quantidade de informagoes estd no nivel
quantico. Para torné-la acessivel no nivel classico, ha necessidade de fazermos algumas
medidas e a Mecanica Quantica diz que o processo de medida altera o estado do estado
quantico, fazendo assumir o estado |0), com probabilidade ||A;||?, ou o estado |1), com
probabilidade || Az]|?>. Com apenas as duas possibilidades temos || A1 [|*+[|A2||* = 1. Assim a
norma do estado quantico genérico [1)) é um, ou seja, ele é unitario. Os sistemas quanticos
sao sistemas fisicos naturais, que podem ser usados para representar um bit quantico |},
sao os spins eletronicos ou nucleares e da polarizacao dos fétons. A diferenca entre um
bit e quaterbit é que este ultimo pode existir numa superposicao a direita de estados.

Uma representacao conveniente do estado de um quaterbit é dada pelo conjunto

das matrizes

A1+ <H2><2) C Aadj(H2X2)7 (37)

adj

denominado esfera quaternionica unitaria, que pode ser obtida por meio de todas as com-
binagoes R—lineares das matrizes de Pauli quaternionicas junto com a matriz identidade,

listadas abaixo:

01 0 —2 1 0 0 —j 0 -k
Iy,, 00 = Oy = 03 = 04 = , 05 = . (3.8)

10 i 0 0 -1 i 0 k 0

Observacgao 3.3.1 O conjunto de operadores {01, 09,03,04,05} é denominado sistema

spin-flip [[] do ambiente Auq(H**?), haja vista que admite a relagdo
020y + 0y0y = 20,y 1w,
para todo r,y =1,...,5.
Desse modo aplicando a R-linearizagao (ling) nessa lista de matrizes, teremos

ling{In,, 01, 02, 03,04, 05} = Augi(H>?),

Sistema spin-flip ¢ uma colecio de operadores unitdrios anti-comutativas distintos de +Ig, em

uma algebra de Jordan real unitdria que gera uma algebra de Jordan-Banach conhecido como fatores
spins(HANCHE-OLSEN; STORMER] |1984)).
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e a esfera unitaria quaternionica dos estados quaterbits, é dada por

AGE) = {p € A ()1 p = {1y +70) . (3.9)

cujo o spin-flip é & da esfera quaternionica unitaria serd
g = (0'1,0'2,0'3,0‘4,0'5), (310)

e o vetor da esfera quaternionica é ¥ € R®, e é tal que ||7]] < 1, que é uma “condigao
sine qua non”, para que p seja semi-definida positiva. Quando ||7]| = 1, os quaterbits sao
puros. Nessa representagao, os pdlos da esfera correspondem aos estados [0) e |1).
Suponha agora que desejamos representar um conjunto de n quaterbits, da
mesma forma que podemos escrever sequéncias de bits cldssicos, como por exemplo
“017, “110” e “1010”. Dado que cada quaterbit é representado por um sistema fisico
distinto (4tomos, fétons, etc), o estado global ou composto é obtido pelo produto tenso-
rial de cada estado individual. Assim como um quaterbit simples pode se encontrar em
uma superposicao dos dois estados mensuraveis 0 e 1 , um conjunto de quaterbits também

pode se encontrar em uma superposicao de todas as possiveis combinacoes desses estados.

1 1
Exemplo 3.3.1 Considere o operador de Hadamard H = -1 [ Calculando o

V2l g

produto tensorial H|0) @ HI|1):
1
H[0) ® H|1) = 5(|0) @ 0) +0) ® [1) +[1) ®[0) + |1) @ [1)),

que € uma superposi¢ao de todos os 4 possiveis bits classicos “07 e “17.

Este resultado pode ser estendido naturalmente para mais de dois quaterbits, cuja base

do produto tensorial de um estado de n bits quanticos é dada por:

Observagao 3.3.2 Portanto a aplicacdo de uma mesma transformacao em n quaterbits

pode resultar em uma superposi¢ao de todos os 2™ possiveis valores. Esse fato é sem duvida
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uma grande vantagem de um computador quantico sobre um computador cldssico.
3.4 Canais Quanticos Quaternionicos

Assim como em qualquer sistema de telecomunicacoes, a fonte e o receptor se
comunicam através de um canal. No caso de comunicagoes quanticas, ele é chamado de

canal quantico. Em termos, mais precisos:

Definicao 3.4.1 Seja p um estado quantico quaternionico associado a sistema fisico §2.

Chamamos de canal quantico quaternionico que evolui o estado p, como sendo o mapea-

mento:
O HX — HP*P
(3.11)
p > ®(p)
expresso por
®(p) =Y AipAl, (3.12)
i=1
para certos A;,i =1,...,n em HP*? onde
> AlA; = Iy, (3.13)
i=1
Lema 3.4.1 Se A ¢ HP*? ¢ p € H¥, entdo
tr(ApAT) = tr(ATAp). (3.14)

Equipado com o Lema |3.5] vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Os canais quanticos quaternionicos transformam estados quanticos qua-
ternionicos, ou seja

q)(AH- (ded)) C AH- (ded>' (315)

adj adj

Demonstracao 3.4.1 De acordo com Defini¢ao[3.4.1, devemos provar as duas condigoes:
tr(®(p)) =1 e (Y| P(p)y) > 0,V|) € HP. Com efeito, aplicando as propriedades de trago

quaternionico em ®(p), teremos sucessivamente

tr(®(p)) = tr (Z AmAj)

= Z tr(A;pAf)
=1
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que utilizando o Lema|5.4.1, vem

(@(p)) = Y tr(4]4ip)

A segqunda condi¢ao o leitor poderd encontrd-la na integra em (GRAYDON, |2011).

3.5 Operador Densidade Reduzido nos Qubits

Vamos exigir uma descricao para estados quanticos quaternionicos de subsis-
temas de sistemas quanticos composto&ﬂ. O operador densidade quaternionico reduzido

proporciona tal descrigao.

Definicao 3.5.1 Suponha que se tenha dois subsistemas A e B, cujo estado seja descrito

por um operador densidade pag. O operador reduzido para o sistema A, serd

pa =trp(pag), (3.16)

em que trg € uma operagao denominada traco parcial sobre B. O trago parcial € definido

por
trp(la1))({az| @ [b1)(b2|) = [a1){az| trp(]bi)(ba]), (3.17)

em que |ay) e |ag) sdo quaisquer dois vetores de A e |by) e |bs) sdo quaisquer dois vetores
de B.

Lema 3.5.1 Suponha um sistema quantico formado por um produto de estados: pap =

pRa, em que p € o operador densidade de A e o € o operador densidade de B. Entao
pa=tre(p® o) =ptr(o) = p. (3.18)
que é o resultado que se espera intuitivamente. Analogamente, pg = o para esse estado.

Exemplo 3.5.1 Vamos encontrar o operador densidade do estado de Bell |®) = \%HOOH—

2Sistemas compostos sao os que podem ser vistos como constituidos de duas (ou mais!) partes (ou
‘subsistemas’).



93

1)),
= L o0y + 11y) = ooy + 11
p =75 000 +11)) == (]00) + 1))
_ 100){00] + 100) {11} + [11){00] + |11)(11]
5 .

Realizando o traco sobre o sequndo qubit, encontra-se o operador densidade reduzido do

primeiro qubit,

7 = tr2(]00)00]) + r2(J11)(00]) + tr2(J00)(11]) + tra([11){11])
2
_ [00)¢00] +[10)(01] + [01){10] + [11){11]
2
_ [00){00] + [11)(11]

3.6 Decomposicao de Schmidt

A decomposicao de Schmidt é de fundamental importancia no estudo do en-
trelagcamento de estados puros bipartidos, que veremos na Segao [3.7] sendo considerada

um critério de separabilidade para tais estados.

Teorema 3.6.1 (01) Seja |yp) um estado puro de um sistema AB. Entdo existem estados

ortonormais |ia) € A e |ig) € B tais que
) = Z lia) @ lip) N, (3.19)

em que X\; sdo nimeros reais nao negativos satisfazendo Y ;A\ =1, e sao denominados

coeficientes de Schmidt.
3.7 Entrelacamento Quantico

O entrelagamento é a caracteristica da mecanica quantica que permite, por
exemplo, o teletransporte (BENNETT C. H.; WOOTTERS| 1993) e codificagao densa
(BENNETT; WIESNER/ 1992]). Eo que Schroodinger chamava “o trago caracteristico da
mecanica quantica, aquele que leva ao abandono completo do pensamento classico” (SCHRODIN—
GER), 1980)). Considere um espaco de estados quanticos quaternionico de Hilbert H,

decomposto em dois fatores tensoriais quaternionicos H 4 e Hp, ou seja

H=Hs®Hs.
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Um estado [1) 4p puro em H é dito separavel se existirem pelo menos dois estados [11)4 €
Ha e |the)p € Hp tal que
1) ap = [1)a @ [1b2) B, (3.20)

caso contrario, o estado é entrelacado. Um operador densidade quaternionico, papg, ¢

separavel se é um produto tensorial de estados mistos, isto é, se

PAB = Z pPA; @ PB;Di (3.21)

onde 0 <p; <1le) .p; =1 Se pap nao é separavel, entdo pap é entrelagado. Para um
estado puro, que é separavel, medicoes nos sistemas A e B nao estao correlacionados. Para
um operador densidade separavel existem apenas as correlagoes classicas entre medidas
realizadas sobre os dois sistemas. Estados entrelacados podem levar correlacoes muito
mais fortes do que as possiveis classicas. Finalmente, chamamos um estado maxima-
mente entrelacado se ele esta entrelacado e seus operadores densidade sao proporcionais

a identidade.

Exemplo 3.7.1 O estado puro |0)4|0)p ndo é entrelagado e nem a matriz densidade

pap = 5/0)44(00] @ [0)55(0] + §[1)4a(1| ® 1) 55 (1].
Exemplo 3.7.2 Os chamados estados de Bell:

|PL)ap = %(|01>AB +(10)a5) (3.22)

1

W) ap = —=(]00)ap £ [11) ap), (3.23)

Sl

2

sao maximamente entrelacados.

3.7.1 Medidas de Entrelacamento para Estados Puros Bipartidos

Para um estado bipartido puro |¢)ap vamos utilizar duas medidas de en-

trelagcamento de formacao: a entropia de von Neumman e a concurréncia de Wootters
(WOOTTERS, 2001).

3.7.1.1 Entropia de von Neumann como uma Medida de Entrelacamento para Estados
Puros Bipartidos

Para um estado bipartido puro |¢) 45, utilizamos a entropia de von Neumann

de um dos operadores densidade reduzido como uma medida de entrelacamento, E:

E(|¢>AB) = S(PA) = S(PB)a (3‘24)
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onde a entropia de von Neumann:
S(p) = —tr(plogy p) = — Z Ailogs A, (3.25)

onde os \; sao os auto-valores de p.

Observacao 3.7.1 Note que, se um sistema composto AB estiver em um estado puro,
resulta que S(pa) = S(pp). Note ainda, que se (|)ap) = [)a ® [)p = 0, uma vez que

a entropia de von Neumann de um estado puro € zero.

3.7.1.2 Concurréncia de Wootters

Apresentaremos nesta secao a forma do entrelacamento de formagao para os
estados de dois qubits e sua medida denominada de concurréncia de Wootters. O en-
trelacamento da formagao é definido conforme (BENNETT et al. 1996; BARNETT,
2009): dado uma matriz densidade p de um par de sistemas quanticos A e B, considere
todos as possiveis decomposigcoes de estados puros de p, isto é, todos ensembles de estados

|1;) com probabilidades p; tal que
P = ZPJ%H%‘ (3.26)

Para cada estado puro, o entrelacamento E ¢é definido como a entropia de qualquer um
dos subsistemas A ou B (POPESCU; ROHRLICH, |1996):

E()) = —tr(palog, pa) = — tr(pplog, pp). (3.27)

Aqui pa ¢ o trago parcial de |¢) (1| sobre subsistema B, e pg ¢ definido de modo analogo.
O entrelagamento de formagao de um estado misto p é entao definido como entrelacamento
médio dos estados puros da decomposi¢ao minimizada sobre todas as decomposicoes de
p:

E(p) = min ZPZE(%) (3.28)

A Tgualdade é justificada pela interconvertibilidade fisica de uma colecao de pares
num estado puro arbitrério 1)) e uma colegdo de pares no estado singleto padrao, sendo
a razdo de conversao assintética dada por E(V¥) (POPESCU; ROHRLICH, 1996). O
foco central desta secao é que para um par de qubits, o valor minimo especificado na
Igualdade pode ser expresso como uma funcao explicita de p, que apresentaremos
nos paragrafos a seguir.

A féormula para o entrelagamento quantico faz uso da transformacao linear spin-

flip, que é uma funcao aplicavel tanto a vetores de estado como matrizes de densidade
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de um ndmero arbitrario de qubits. Para um estado puro de um tunico qubit, assume a

seguinte forma:
) = [0} = 0, ¥"), (3.29)

onde [¢)*) é o complexo conjugado de |1)), quando este é expresso numa base fixa com-

i
putacional, e o, expressa nessa mesma base ¢ a matriz de Pauli . Essa operacao
0

i
tem o efeito de inverter o sinal do vetor da esfera de Bloch (SAKURAIL; NAPOLITANO,
2011):

1 1
P:§(IH2+77'5):>,5:§(IH2—77'5)- (3.30)

O operador spin-flip para dois qubits é obtido, naturalmente, aplicando a trans-

formacao spin-flip a ambos os qubits:
p=(0y®0y)p"(0y @ ay). (3.31)

onde novamente o conjugado complexo é tomado na base padrao, que para um par de

particulas spin 1/2 é {| 11),| T4),| 1), | 44)}. Neste caso, o operador spin-flip é equi-
valente (COFFMAN; KUNDU; WOOTTERS, 2000) a “conjugagdo complexa na base

magica”, que aparece em (HILL; WOOTTERS, |1997).
A introducao da transformacao spin-flip pode ser também conveniente para
expressar o entrelacamento de um estado puro de dois qubits. Pode-se mostrar que o
entrelagamento, definido na Igualdade , pode ser escrito como (HILL; WOOTTERS,
1997)):
E(%) = =(C(v)), (3.32)

onde a concurréncia C é definida como

C() = [(wl)]], (3.33)

e a funcao ¢ é dada por:

e(C)) = —App - 1ogy Ay = Ay - logy A, (3.34)

1++V1-C? [1—+1-C?

A funcao £(C) é monotonicamente crescente e varia de 0 a 1 e como C varia de 0 a 1, de

onde

modo que se pode tomar a concurréncia como medida de entrelagamento.

Tendo definido o spin-flip e a fungdo (C), vamos agora apresentar a férmula
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para o entrelagcamento de formacao de um estado misto p de dois qubits:

E(p) = (C(p)), (3.36)

onde a concurréncia de Wootters C é definida por:
C(p) = sup{(), )\1 - )\2 — )\3 — )\4}7 (337)

em que A1, Ag, A3, A4 sao os autovalores, na ordem decrescente, da matriz hermitiana:

R =/ \/oi/p- (3.38)

Alternativamente, pode-se dizer que os \;s sao as raizes quadradas dos autovalores da

matriz nao-hermitiana pp, e neste caso a concurréncia de Wootters sera dada por:

C(p) = sup{0, /A1 — v ha — VA3 — v/ Aa} (3.39)

Note que cada \; ¢ um nimero real nao-negativo. As matrizes R e pp estao intimamente
relacionadas com a concurréncia de estado puro da Igualdade (3.33). Se C(p) = 0,
dizemos que o estado é separavel, caso contrario, dizemos que o estado associado dessa
matriz densidade esta entrelacado. Outra observacao é que a concurréncia é uma medida

de entrelacamento, apenas para estados de dois qubits.

Exemplo 3.7.3 Considere o estado de dois qubits:
|1)) = cos 0]00) + send|11).
e seu estado associado pelo operador spin-flip serd

|¢)) = cos6|11) + sen 6|00). (3.40)

Assim, teremos
C() = [(&l). (3.41)
Utilizando a Igualdade , temos

C(¢) = | tr(y), (3.42)
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de modo que

. cos 0 sen 6 0
T
0 senf 0 cos@

cosfsenf 0
=|tr |
0 sen @ cosf

e por consequinte

C(¢) = | sen 26.

1 260
A(H:,/—{_C%:Seng
1_
A, oy Jlzcos20
(-) 5

entdo teremos C(¢) > 0; logo o estado nesse caso estd entrelagado

Logo,

™

Se por exemplo 0 = %,

e o grau de entrelacamento serd 0,67972. De fato:

e(CY)) = — sen%log2 seng — CoS % log, cosg
1 1 1
=5~ 5V3(5log3 - 1)

=0,67972.

Teorema 3.7.1 (BERGOU; HILLERY, |2015). Um estado qubit bipartido pode ser es-
crito como
|9) = |©)aB = ap0|00) + ap1|01) + a10|10) + ay1|11),

com agp, ao1, @10, a11 € C. Entdo a concurréncia C(pap) = 2|agpar1 — aoiaiol-
3.8 Quaterbits Puros nao Resultam em Qubits Entrelagados

Sejam os estados puros quanticos quaterbits normalizados: |¢) = al0) +
b|1),a,b € H e |1hg) = ¢|0) + d|1),c,d € H. Fazendo o produto tensorial entre eles,
temos:

l1h1) @ |1h2) = ac|00) + ad|01) + be|10) + bd|11). (3.43)

Para os quatérnios: a, b, ¢, d, usando a forma dada pelo item v) do Teorema [1.1.2] temos:

a4 =+ OéQj; (344)
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b= 1+ Baj; (3.45)
¢ =71+ 7 (3.46)
d = 61 + 9. (3.47)
onde j> = —1 da &lgebra quaterniénica e os demais parametros sdo nimeros complexos e
sao obedecidas nos dois quaterbits:
2 2

Yo (leal?+ 18117 =1 e > (Il + I6l*) = 1. (3.48)

i=1 =1

Cada amplitude do quaterbit como produto entre os quatérnios pode ser escrito por:

ac = (171 — a2%2) + (a172 + A271)] (3.49)
ad = (a6, — @205) + (162 4 201)j (3.50)
be = (Bim1 — Boa) + (B + Ba71)] (3.51)
bd = (161 — 202) + (B8 + F201)]. (3.52)

Por simplicidade de notagao, parametrizamos as partes complexas e quaternionicas das
Igualdades: (3.49)), (3.50), (3.51)) e (3.52)), obtendo:

Y — gy = A (3.53)
a0, — axdy = B (3.54)
B — Boa = C (3.55)
10y — B2dy = D (3.56)
(§
Q172 +agyr = A (3.57)
10y + apdy = B (3.58)
Bive+ B =C (3.59)
B102 + B201 = D. (3.60)

Agora, definimos critérios para que os termos em j no produto tensorial |¢1) ® 1)s) se
anule. Dessa forma o estado quantico resultante estara presente na mecanica quantica

complexa. Para isso devemos ter A = B =C = D = 0, de modo que:

Q172 = —Q91 (3.61)
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P72 = =P (3.62)

As Igualdades (3.53)), (3.54), (3.55) e (3.56]) nos levam ao estado qubit bipartido:

l1h1) @ |10s) = A|00) + B|01) + C|10) + D|11). (3.63)

Como trata-se de qubit, entdo podemos usar o critério de Wooters (WOOTTERS| 1998))

para verificar se esse estado puro é ou nao entrelagado. Pelo Teorema [3.7.1}
C(¢1 ® 1) = 2|AD — BC. (3.64)

Para um desenvolvimento mais detalhado apresentamos:

AD = (a1 — ag) (5161 — Bads) (3.65)
e
BC = (a161 — asds)(Bim1 — fa7a) (3.66)
de modo que
AD = anmBidy — anm1fady — 22 Prb1 + 272202 (3.67)
e
BC = and1fimi — 1616275 — a2 + aada 3575, (3.68)

Alguns termos ja reconhecidos como iguais ja podem ser cancelados. Entao:
Cih1 @ 1hy) = 2|(6172 — 7102) (1 B2 — )] (3.69)

Considerando as Igualdades: (3.61]) e (3.62)), concluimos que a;/5; — asy = 0, logo a

concurréncia € nula. Mostrando que esse estado também é separavel nos complexos.
3.9 Quaterbits Mistos Particulares nao Resultam em Qubits Entrelacados

Sabemos que um estado misto ¢é entrelacado, se ele nao pode ser representado
coma a mistura de estados puros fatordveis. Para isso, sejam os estados normalizados
|t1) = |0)a + |1)bj e |1g) = |0)c + [1)dj, fagamos o produto tensorial |ih19) = [1h1) ® |12),

obedecendo as propriedades algébricas dos quatérnios garantindo que j fique sempre do
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lado esquerdo,
[12) = ([0)a+[1)bj) @ ([0)c + [1)dj)

= |00)ac + |01)adj + |10)bjc + |11)bjdj
= [00)ac + |01)adj + |10)bc*j — |11)bd",

ou seja,

[912) = |00)ac + |01)adj + |10)bej — |11)bd. (3.70)
Para o célculo do vetor bra é conveniente que j fique também do lado esquerdo.
(12| = (00|c*a™ — (01|jd*a™ — (10|jcb* — (11|db",
de modo que:
(12| = (00[@e — (01|adj — (10|bcj — (11|bd. (3.71)

O produto ket bra para escrever a matriz densidade posicionando j do lado esquerdo,

utilizando as propriedades dos quatérnios, temos:

lac|>  —a’cdj —ablc|?’j —abed
a’cdj  |ad|? abed  —ab|d|?j
P12)(P12| = — _ 3.72
[$r2) (el ablcj abed  |be2  —b*ed (3:72)
—abed  abld]?j  b?edj |bd|?

De forma andloga, para os quaterbits |¢1) = |0)u + |1)vj e [p2) = [0)x + |1)yj,
podemos calcular o produto tensorial |¢12) = |¢1) ® |¢2), construindo assim a matriz

densidade quaternionica:

luz|?>  —vlryj —wvlz|?j —uvwy
viryj ey wvmy —uolyl’
|P12)(D12] = e ) . (3.73)
wol|zl?j  uvTy lvz| —V°TYj
—wry wlylj TG |uyl?
O estado misto p = 3 [¢12) (V12| + L |d12) (d12] ¢ um estado da mecénica

quantica quaternionica de estados fatoraveis. Sao necessarias as seguintes condigoes para
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que p seja um estado misto da mecanica quantica complexa:

a’cd = —ulwy; (3.74)
ablc]? = —uw|z|?; (3.75)
ab|d]” = —wv|y|*; (3.76)
Ved = —0°Ty (3.77)
Dividindo a Igualdade (3.74) pela Igualdade (3.77)), resulta na igualdade:
laf* _ [uf?
—_ = 3.78
IR 1)
Agora, dividindo a Igualdade (3.75)) pela Igualdade (3.76f), temos:
gora, g p g )
e Jxf?
— = 3.79
a? = P 379
O estado p na mecanica quantica complexa, serd entao a matriz hermitiana:
tlac)? + Luxf? 0 0 —Lacdb — Juzyv
0 YHad? + |uy|* lacdb + fuzyv 0 (3.80)
p= I :
0 tbacd + svuzy  ilbel* + f|vzf? 0
] —1bacd — tvuzy 0 0 $1bd)? + Loy |

Para simplificar a notacao podemos fazer as seguintes parametrizacgoes:
1 1

= §|GC|2 + §|W|2;
1 1

_ = d 2 - 2.
5ladl” + 5 luyl

1 1

§|bC|2 + §|U-’E|2;
1 1

= —|bd)* + =|vy|?;

1

= —iacdg - §ua:y6.

H O QO W =
[

A matriz p tem a seguinte forma hermitiana:

A 0 0 E
0 B —-E 0
0 -E C 0
E 0 0 D
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Para o calculo da concurréncia precisamos da matriz:

0 00 —1
Uy@gy:[() —i]@[O —i]: 0 01 0
i 0 i 0 0 10 0
100 0
Assim podemos calcular p:
p = oyR@oypio,Q0y,
0000 -1][Aa 0o o E][o0o 00 —1]
0010 0 B —E 0 0 01 0 |
o 10 0 0 -E C 0 0 10 0 |
100 0 E 0 0 D 100 0
(D 0 0 E|
0 C —-E 0
N 0 —E B 0
E 0 0 A

Os autovalores da matriz nao hermitiana pp sao necessarios para o calculo da

concurréencia,
(4 0 o E|[D o 0o E]
3 0 B —E 0 0 C —-E 0
pp = — — ;
0 —E C 0 0 —E B 0
E 0 0 D E 0 0 A
[ AD+ EE 0 0 2AE |
B 0 EE+BC -2BE 0
0 —2CE FEE + BC 0
2DE 0 0 AD + EE

Os autovalores da matriz pp sao:
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AN = AD+2VADEE + EFE;
X» = AD -2V ADEE + EFE;
Ay = BC+2@+EE;
M = BC-2VBCEE + EFE. (3.81)

Assumindo que BC' < AD, temos que A; é o maior dos autovalores. Entao

podemos escrever a concurréncia por:

Clp) = sup{0, v — vVd — VA — V)
_ sup{0.\/AD + 2V/ADEE + EE — \| AD — 2/ ADEE + EF
— \/BC+2VBCEE + EF -\ BC - 2V/BCEE + EF)
— sup{0,\/(VAD + VEE)? - \/(VAD - VEE)
- VB +VEE -\ (VBC - VEEY)
— sup{0,VAD + VEE — |VAD — VEE| - (WBC + VEE) - WBC — VEE|};
— sup{0,VAD — VBC — |WAD — VEE| - |VBC — VEE|}.

Pelas condigoes estabelecidas pelas Igualdades (3.74)) e (3.77)) podemos concluir que AD =
BC e por conseguinte C(p) = sup{0, —2|vAD — VEE|} = 0.

Demonstracao 3.9.1 Com efeito, sejam
1 1 1 1
AD = (3lacl + 5 uxP) (5P + 5 oyl?)
1 1 1 1
BC = (3lad® + 5y lbel? + 5 e ).
Assim

1
AD = Z(‘adeF + |acvy|? + |bduz|® + [uzvy|?) (3.82)

1
BC = Z(|ab0d|2 + |advz|? + |beyul? + |uzvy|?). (3.83)



65
Entao:
1
AD — BC = Z(|advx|2 + |beyul® — |acvy|® — |bduz|?),

dat,

1
AD — BC = Zllav(ldzl” = |eyl®) + [bul*(|ey[* — |dz])],

e por conseguinte,
1
AD — BC = 1_1(|dx|2 — Jey)?) (lav]* — |bul?). (3.84)

Pelas Igualdades e das condicoes estabelecidas para que p seja
um qubit, AD — BC =0 e por consequinte C(p) = sup{0, —2|v/AD — VEE|} = 0.

Portanto o estado misto quaterbits construido também é desentrelacado na mecanica

quantica complexa.
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CONCLUSAO

O presente trabalho mostrou que um produto de um par de quaterbits puros
nao pode ser um qubit entrelacado. Para verificar essa hipotese, definimos dois quaterbits
arbitrarios na forma de singletos e em seguida obtivemos o produto tensorial. A partir
do resultado desse produto, estabelecemos as condi¢oes necessarias para que o estado
resultante esteja somente nos complexos, ou seja, o produto de quaterbits gere um qubit
bipartido. Entao, constatamos que o qubit bipartido resultante ainda continua desen-
trelacado. Assim, o produto tensorial de dois quaterbits puros nao geram um qubit puro
bipartido entrelagado (SOUZA D. K. A.; NASCIMENTO) 2016]).

Para o caso misto, comecamos por caso particular ao invés de iniciar com um
caso geral. Iniciamos escrevendo uma mistura de quaterbits fatoraveis normalizados a
partir dos estados: [¢;),|®;), para i = 1,2 na forma |[0)a + |1)3j com «, 8 € C. Por meio
de produto tensorial obtemos os estados bipartidos |112) = [¢1) ®[12) € |d12) = |d1) @ |p2),
e com isso construimos as matrizes densidades: |¢12)(112| € |p12)(@12], de modo a obter
o estado misto p = [th12) (V12| + 3[¢12) (12| da mecanica quantica quaternionica de esta-
dos fatordaveis. Em seguida encontramos as condig¢oes que tornam nulos os termos em j,
transformando a matriz p numa hermitiana presente na mecanica quantica complexa. A
partir da matriz densidade p, obtemos por meio do operador spin-flit a matriz p. Final-
mente obtemos a matriz nao hermitiana pp e dela extraimos os autovalores necessarios
para o calculo da concurréncia de Wootters, cujo resultado foi nulo. Concluimos entao que
esse estado misto de quaterbits, também é desentrelagado na mecanica quantica complexa.
Portanto, o problema ainda necessita de continuidade de investigacoes futuras para o caso

geral.
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