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DELANO KLINGER ALVES DE SOUZA

O PRODUTO DE QUATERBITS NÃO GERA UM QUBIT
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À minha cunhada Francisca Aparecida Prado Pinto e a minha sogra querida
Maria Prado, pelos incentivos prestados.
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RESUMO

O quaterbit é a menor unidade de informação da mecânica quântica quaterniônica. Seu
estudo traz a tona problemas fundamentais da Mecânica Quântica que também têm im-
plicações na Teoria da Informação e Computação Quântica. Neste trabalho, foi inves-
tigado se um par de quaterbits não entrelaçados podem estar entrelaçados na Mecânica
Quântica dos números complexos. Para verificar esta hipótese, foram utilizados dois qua-
terbits arbitrários como singletos e, em seguida, tomamos o produto tensorial. A partir
deste produto tensorial, estabelecemos as condições necessárias para que o estado esteja
somente na Mecânica Quântica Complexa. Dentro desse procedimento, dois casos parti-
culares foram analisados: estado puro e um caso simples de estado misto. Para estados
puros, achamos que o qubit bipartido resultante ainda não está entrelaçado, e, portanto,
conclúımos que o produto tensorial de dois quaterbits puros não resulta num qubit bi-
partido puro entrelaçado. Por último, consideramos um estado misto de quaterbits não
entrelaçado (com algumas restrições) e estabelecemos as condições para que o mesmo
esteja somente na Mecânica Quântica Complexa, e, portanto conclúımos por meio da
concurrência de Wootters que o estado continua desentrelaçado.

Palavras-chave: Quatérnio. Entrelaçamento. Quaterbit. Quântica. Concurrência.



ABSTRACT

The quaterbit is the smallest unit of information of Quaternion quantum mechanics. Their
study brings to light fundamental problems of Quantum Mechanics that also have implica-
tions in Information Theory and Quantum Computation. In this work, it was investigated
whether a pair of quaterbits may be entangled in Quantum Mechanics of complex num-
bers. To verify this hypothesis, two arbitrary quaterbits were used as singlets and we did
the tensorial product. From this tensorial product, we establish the necessary conditions
for the state to be only in Complex Quantum Mechanics. Within this procedure, two
particular cases were analyzed: pure state and a simple case of mixed state. For pure
states, we find that the resulting separable bipartite qubit is not entangled, and therefore
we conclude that the tensor product of two pure quaterbits does not result in a bipartite
pure qubit entangled. Finally, we consider a mixed state of disentangled quaterbits (with
some restrictions) and establish the conditions so that it lies only in Complex Quantum
Mechanics, and therefore we conclude by using the Wootters concurrence that the state
is disentangled.

Keywords: Quaternion. Entanglement. Quaterbit. Quantum. Concurrence.
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INTRODUÇÃO

O cálculo proposicional da mecânica quântica demonstrou que estados de um

sistema quântico poderiam ser definidos num espaço de Hilbert sobre qualquer álgebra

associativa. Os conjuntos sugeridos incluem os reais, R, os complexos, C, e os quatérnios,

H (BIRKHOFF; NEUMANN, 1936). No entanto, os experimentos decidem qual estru-

tura matemática será adequada para descrever a realidade f́ısica. Pois cada um desses

conjuntos trazem uma interpretação particular da realidade. Por exemplo, rebits, a me-

nor unidade de informação da mecânica quântica real, descrevem apenas amplitudes e

omitem a diferença de fase entre amplitudes, dificultando a descrição de experimentos

ondulatórios.

A mecânica quântica quaterniônica é descrita pelo espaço de Hilbert formado

no conjunto dos quatérnios. Chamamos de quaterbit a menor unidade de informação

dentro desse conjunto, ou seja, o qubit quaterniônio. Por outro lado, como teoria f́ısica,

a mecânica quântica quaterniônica deve exibir evidências experimentais que a diferencie

da mecânica quântica complexa (PERES, 1979; KAISER; GEORGE; WERNER, 1984).

A discussão sobre os testes dos efeitos residuais quaterniônicos na mecânica quântica tem

acontecido quando é considerada a interação entre multipart́ıculas (ADLER; FINKELS-

TEIN, 1996). Também nesse contexto, acontece um fenômeno f́ısico intrigante conhecido

como entrelaçamento ou emaranhamento. Neste texto temos preferência pelo uso do

termo entrelaçamento.

O entrelaçamento é um fenômeno de correlação entre part́ıculas que acontece

somente na mecânica quântica e a sua quantificação é um tema de pesquisa relevante. Até

o momento há evidências de que a mudança da estrutura algébrica do espaço de Hilbert

pode variar a medida do entrelaçamento. Por exemplo, a probabilidade de fatoração de um

par de rebits, qubits e quaterbits, é diferente para cada um desses estados (FEI; JOYNT,

2014). Além disso, Caves et al (CAVES; FUCHS; RUNGTA, 2001) apresentaram uma

fórmula expĺıcita para o entrelaçamento de formação com respeito a um rebit, cujo espaço

de estados é um espaço vetorial real bidimensional. O objetivo deste trabalho é ver como

o entrelaçamento se manifesta em uma teoria diferente da mecânica quântica complexa.

No trabalho de Caves et al (CAVES; FUCHS; RUNGTA, 2001), uma matriz

densidade de um par de rebits(qubit real) é uma matriz simétrica real 4 × 4 com traço

unitário e sem autovalores negativos. Esses autores definem o entrelaçamento de formação

de um par de rebits exatamente como na mecânica quântica complexa, exceto que as
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únicas decomposições que consideramos são aquelas cujos elementos de estado puro são

representados como vetores reais. Esta restrição faz uma diferença significativa, como

pode ser visto no estado (real) abaixo:

ρ0 =
1

2
(I ⊗ I + σy ⊗ σy),

onde, I é a matriz identidade de ordem 2 e σy é a matriz de Pauli

[
0 −i
i 0

]
. Como

podemos notar, o estado ρ0 é uma mistura equiprovável dos dois estados entrelaçados

puros 1√
2
(|00〉 − |11〉) e 1√

2
(|01〉 + |10〉). No entanto, na Mecânica Quântica Complexa

ρ0 é separável, porque também pode ser escrito como uma igualdade de mistura de dois

produtos de estados puros 1
2
(|0〉+ i|1〉)⊗ (|0〉+ i|1〉) e 1

2
(|0〉 − i|1〉)⊗ (|0〉 − i|1〉).

Salientaram ainda que na mecânica quântica do espaço vetorial real, o estado

ρ0 é um limite de estado entrelaçado. Não pode ter nenhum entrelaçamento destilável

porque não tem qualquer entrelaçamento no mundo complexo, e qualquer procedimento

de destilação que se poderia executar no caso real também poderia ser realizado no caso

complexo. Este exemplo fornece assim uma perspectiva interessante sobre o limite de

entrelaçamento, ou seja, o entrelaçamento pode ser uma manifestação de uma restrição

sobre os estados puros que se permite usar na construção do dado estado misto. Woot-

ters (WOOTTERS, 2001) e Caves et al (CAVES; FUCHS; RUNGTA, 2001) levantaram

a questão interessante: se alguns estados entrelaçados na mecânica quântica complexa

apareceriam desentrelaçados na mecânica quântica quaterniônica.

Nesta dissertação é apresentada uma investigação do problema apresentado

por Caves e Wooters, ou seja, verificar se algum estado quântico entrelaçado na mecânica

quântica complexa seria desentrelaçado na mecânica quântica quaterniônica. Para isso

dois casos foram avaliados:

1. quaterbits puros - considerando C ⊂ H, investigamos as condições para que o

produto de estados quânticos quaterniônicos, |φ12〉 = |φ1〉 ⊗ |φ2〉 ∈ H2 ×H2, resulte

num estado quântico complexo, |φ̃12〉 ∈ C2×C2. Usando a concurrência de Wootters

como critério de separabilidade, mostramos que |φ̃12〉 é separável, ou seja, o produto

tensorial de dois quaterbits puros não geram um qubit puro bipartido entrelaçado.

2. caso particular de quaterbits mistos - partindo de estados quaterbits do tipo

α|0〉 + |1〉βj, com α, β ∈ C e j a segunda unidade imaginária quaterniônica, foram

constrúıdos estados quaterniônicos mistos separáveis, após condições que restrin-

gem esses quaterbits em qubits, conclúımos por meio da fórmula de concurrência de

Wootters, que o estado misto quaterbits constrúıdo, também é desentrelaçado na
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mecânica quântica complexa. Embora esse resultado, ainda não responda o questi-

onamento de Wooters, é uma primeira evidência de que talvez estados entrelaçados

na mecânica quântica complexa não apareçam entrelaçados na mecânica quântica

quaterniônica.

Para apresentar estes resultados o trabalho está dividido em três caṕıtulos.

No Caṕıtulo 1 constrúımos o anel dos quatérnios na luz do trabalho de (KUI-

PERS, 1999) e também utilizamos alguns resultados de (ZHANG, 1997).

No Caṕıtulo 2, definimos módulos quaterniônicos à direita e desenvolvemos a

teoria da álgebra linear desses módulos, estudando bases e dimensões, produto interno,

normas e o teorema espectral quaterniônico (GRAYDON, 2011; BRENNER, 1951; KY-

RALA, 1967). Por fim estudamos o produto tensorial quaterniônico (RAZON; HORWITZ,

1991).

No Caṕıtulo 3, temos como meta o alvo principal deste trabalho, que é a con-

firmação de que o produto de quaterbits puros não resultam em qubits entrelaçados e um

caso especial de estado misto de quaterbits desentrelaçados também não resulta. Para

chegar a este resultado introduzimos inicialmente o formalismo quântico quaterniônico

na perspectiva de Hardy (HARDY, 2001), em seguida definimos estados quânticos qua-

terniônicos puros e mistos (GRAYDON, 2011; FINKELSTEIN; JAUCH; SPEISER, 1979;

JAUCH; MORROW, 1968), os bits quânticos quaterniônicos e por último definimos o en-

trelaçamento quântico e as medições de entrelaçamento para estados puros bipartidos:

entropia de von Neumann e a concurrência de Wooters (WOOTTERS, 1998; WOOT-

TERS, 2001; CAVES; FUCHS; RUNGTA, 2001; HILL; WOOTTERS, 1997; BERGOU;

HILLERY, 2013). Nas duas últimas seções, conclúımos o trabalho confirmando que o

produto de quaterbits puros não resultam em qubits entrelaçados (SOUZA D. K. A.; NAS-

CIMENTO, 2016) bem como o caso particular para estados mistos.

Para trabalhos futuros sugerimos a investigação para o caso geral dos estados

mistos quaterniônicos.
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1 ANEL DOS QUATÉRNIOS DE HAMILTON

No trabalho de Hamilton (HAMILTON, 1899) desenvolvido em 1843 pelo ma-

temático, f́ısico e astrônomo irlandês William Rowan Hamilton (1805-1865), estende-se a

noção de números complexos à de números quaterniônicos. Nesse contexto, ele pensa no

conjunto dos números reais como números hiper-complexos de posto um e dos números

complexos como sendo números hiper-complexos de posto dois, e neste caso trata os reais

como um subconjunto dos números complexos em que a parte imaginária é nula. Sabe-

mos que esses dois primeiros conjuntos com as operações usuais de adição e multiplicação

definidas, satisfazem as propriedades de corpo. Acontece, porém, que qualquer conjunto

de números hiper-complexos com posto superior a dois não satisfaz todas as propriedades

de corpo. Foi esse fato que intrigou os matemáticos da época que estavam buscando ex-

tensões de postos superior a dois. Hamilton chamou o número hiper-complexo de posto

quatro, de quatérnio. Para esta definição ele demonstrou e usou os seguintes produtos

especiais fundamentais:

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (1.1)

Embora os números hiper-complexos de posto 1 até n possam ser definidos,

algumas aplicações foram encontradas para os hiper-complexos de posto n > 4. Como

aqui nossa atenção é para aplicações à Computação Quântica e Informação Quântica com

abordagem quaterniônica, vamos restringir nosso estudo para os números hiper-complexos

de posto 4. Veremos que o conjunto dos quatérnios, juntamente com as duas operações de

adição e multiplicação, que iremos definir, possui estrutura algébrica de anel de divisão

normado com unidade não-comutativo. Portanto não é um corpo por causa da ausência

da propriedade comutativa da multiplicação.

Pouco antes de sua morte, Hamilton escreveu a seguinte carta a seu filho

Archibald:

“Every morning in the early part of the above-cited month [author’s note:

October 1843], on my coming down to breakfast, your (then) little brother

William Edwin, and yourself, used to ask me: ‘Well, Papa, can you multiply

triplets?’ Where to I was always obliged to reply, with a sad shake of the

head: ‘No, I can only add and subtract them’.”

W. R. Hamilton, August 5, 1865 [23]
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1.1 Anel dos Quatérnios

Um quatérnio q é representado por quatro componentes ou parâmetros de

números reais, q = (q0, q1, q2, q3) ∈ R4, cuja igualdade (q0, q1, q2, q3) = (q′0, q
′
1, q
′
2, q
′
3) ocorre

se, e somente se, q0 = q′0, q1 = q′1, q2 = q′2 e q3 = q′3. Definindo agora duas operações de

adição e multiplicação, segundo as leis:

(q0, q1, q2, q3) + (q′0, q
′
1, q
′
2, q
′
3) = (q0 + q′0, q1 + q′1, q2 + q′2, q3 + q′3)

e

(q0, q1, q2, q3) · (q′0, q′1, q′2, q′3) = (q0q
′
0 − q1q′1 − q2q′2 − q3q′3, q0q′1 + q1q

′
0 + q2q

′
3 − q′2q3,

q0q
′
2 + q′0q2 + q3q

′
1 − q′3q1, q0q′3 + q3q

′
0 + q1q

′
2 − q′1q2).

Portanto, (H = R4,+, ·), é um anel divisional com unidade, cujo elemento neutro da

operação adição é a quádrupla ordenada (0, 0, 0, 0) e a unidade da multiplicação é a

quádrupla ordenada (1, 0, 0, 0).

Exemplo 1.1.1 Fazendo agora os produtos permutados:

(0, 1, 0, 0) · (0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 1),

(0, 0, 1, 0) · (0, 1, 0, 0) = (0, 0, 0,−1),

notamos que este anel não possui a propriedade comutativa. Portanto (H = R4,+, ·) é

um anel não comutativo com unidade.

1.1.1 Forma Algébrica

Fazendo as identificações:

q0 ↔ (q0, 0, 0, 0)

i↔ (0, 1, 0, 0)

j↔ (0, 0, 1, 0)

k↔ (0, 0, 0, 1)

e

q0 + iq1 + jq2 + kq3 ↔ (q0, q1, q2, q3),
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obtemos a forma algébrica de um quatérnio q do seguinte modo:

q = q0 + iq1 + jq2 + kq3. (1.2)

Por meio dessas identificações chegamos ao conjunto:

H = {q0 + iq1 + jq2 + kq3 : q0, q1, q2, q3 ∈ R},

onde

q0 + iq1 + jq2 + kq3 = q′0 + iq′1 + jq′2 + kq′3 ⇔ q0 = q′0, q1 = q′1, q2 = q′2 e q3 = q′3;

q0 + iq1 + jq2 + kq3 + q′0 + iq′1 + jq′2 + kq′3 = q0 + q′0 + i(q1 + q′1) + j(q2 + q′2) + k(q3 + q′3).

Através das identificações feitas e das definições das duas operações em forma de quádruplas

ordenadas, chega-se aos produtos especiais fundamentais descrito na Igualdade (1.1).

Efetuamos a multiplicação de dois quatérnios na forma algébrica, fazendo uso da dis-

tributividade do anel e utilizando os produtos especiais dados na Igualdade (1.1), porém

respeitando a não comutatividade. Mais adiante veremos uma outra maneira de efe-

tuar o produto de dois quatérnios. Seja λ um escalar real e q é um quatérnio tal que

q = q0 + iq1 + jq2 + kq3. Então o produto do quatérnio q pelo escalar λ, é dado por

λq = λq0 + λiq1 + λjq2 + λkq3.

1.1.2 Forma Vetorial

A forma vetorial de um quatérnio descrito na forma algébrica como na Igual-

dade (1.2), será definida por:

q = q0 + ~q, (1.3)

onde ~q = iq1 + jq2 + kq3. A parte real é o número real q0 e escreve-se Re q = q0 e a

parte imaginária é a parte vetorial e escreve-se Im q = ~q . Fazendo agora as seguintes

identificações:

i↔ (1, 0, 0);

j↔ (0, 1, 0);

k↔ (0, 0, 1).

Assim, i, j, k é a base canônica do espaço tridimensional R3, que é ortonormal, ou seja

i = (1, 0, 0); j = (0, 1, 0); k = (0, 0, 1).
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O leitor poderá fazer a seguinte pergunta:

Como pode um quatérnio, que reside no R4, operar com um vetor, que reside

no R3?

Há uma resposta para esta pergunta, que pode parecer óbvia, que é a seguinte:

Um vetor ~v ∈ R3, pode ser tratado como um quatérnio q ∈ H, cuja parte real

é zero.

Tal quatérnio é chamado de puro. Considere H0, como sendo o conjunto de todos os

quatérnios puros. Este é um subconjunto de H. Podemos simplesmente identificar vetores

do R3 com os elementos do conjunto H0, através do isomorfismo entre H0 e R3. Desse

modo, um vetor ~v ∈ R3 corresponde a um único quatérnio puro ν = 0 + ~v ∈ H0, ou seja:

~v ∈ R3 ⇔ ν = 0 + ~v ∈ H0 ⊂ H.

Exemplo 1.1.2 No quatérnio:

q = 1 + 5i + 3j + 4k.

Temos que Re q = 1, enquanto Im q = 5i + 3j + 4k, cuja representação em quádrupla

ordenada é (1, 5, 3, 4).

1.1.3 Multiplicação de dois Quatérnios na Forma Vetorial

O produto de dois quatérnios deve atender aos produtos especiais fundamen-

tais:
i2 = j2 = k2 = −1;

ij = k = −ji;

jk = i = −kj;

ki = j = −ik.

(1.4)

Sejam agora dois quatérnios:

p = p0 + ip1 + jp2 + kp3

e

q = q0 + iq1 + jq2 + kq3,
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então

pq = p0q0 − (p1q1 + p2q2 + p3q3) + p0(iq1 + jq2 + kq3) + q0(ip1 + jp2 + kp3)

+i(p2q3 − p3q2) + j(p3q1 − p1q3) + k(p1q2 − p2q1).

Vamos agora reescrever essa expressão de uma forma mais concisa. Para isso,

recordemos o produto escalar e o produto vetorial da álgebra linear de vetores em três

dimensões. Seja dois vetores: ~p = (p1, p2, p3) e ~q = (q1, q2.q3), então o produto escalar

é dado por:

~p · ~q = p1q1 + p2q2 + p3q3, (1.5)

enquanto o produto vetorial:

~p× ~q = i(p2q3 − p3q2) + j(p3q1 − p1q3) + k(p1q2 − p2q1). (1.6)

Usando as Igualdades (1.5) e (1.6), podemos reescrever numa forma mais con-

cisa o produto de dois quatérnios p e q dados anteriormente, do seguinte modo:

pq = p0q0 − ~p · ~q + p0~q + q0~p + ~p× ~q. (1.7)

Observação 1.1.1 É interessante observar que num produto de dois quatérnios aparecem

produto de escalares reais, produto escalar vetorial, produto de um vetor por um escalar

real e produto vetorial.

Observação 1.1.2 Uma outra forma de analisar no anel dos quatérnios, a ausência da

propriedade comutativa na multiplicação é bastante simples. Como o produto vetorial ~p×~q
não comuta, segue-se da Igualdade (1.7) que o produto de dois quatérnios não comuta,

pois no produto há parte vetorial.

Exemplo 1.1.3 Vamos efetuar o produto dos dois quatérnios:

p = 2 + i− 2j + k

e

q = 3− i + 2j + 3k.

Primeiro vamos encontrar os produtos escalar e vetorial referente as partes

vetoriais dos quatérnios p e q.

~p = i− 2j + k
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e

~q = −i + 2j + 3k.

Então

~p · ~q = (1)(−1) + (−2)(2) + (1)(3) = −2

e

~p× ~q = (−6− 2)i + (−1− 3)j + (2− 2)k,

ou seja,

~p× ~q = −8i− 4j. (1.8)

Portanto o produto quaterniônico pq será dado por:

pq = 6− (−2) + 2(−1 + 2j + 3k) + 3(i− 2j + k)− 8i− 4j,

de modo que

pq = 8− 7i− 6j + 9k.

Utilizando mais uma vez o produto escalar e o produto vetorial da álgebra

linear de vetores do R3, podemos escrever o produto de dois quatérnios p e q numa forma

matricial. Para isso, seja:

pq = r = r0 +~r = r0 + ir1 + jr2 + kr3.

Então temos:

pq =


r0

r1

r2

r3

 =


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 −p3 p2

p2 p3 p0 −p1
p3 −p2 p1 p0




q0

q1

q2

q3

 , (1.9)

onde

r0 = p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3; r1 = p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2;

r2 = p0q2 − p1q3 + p2q0 + p3q1; r3 = p0q3 + p1q2 − p2q1 + p3q0.
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Exemplo 1.1.4 Tomando os quatérnios do exemplo anterior, obtemos:

pq =


r0

r1

r2

r3

 =


2 −1 2 −1

1 2 −1 −2

−2 1 2 −1

1 2 1 2




3

−1

2

3

 =


8

−7

−6

9

 . (1.10)

Portanto, obtemos o produto pq = 8− 7i− 6j + 9k, como anteriormente.

1.1.4 Conjugado Complexo de um Quatérnio

Um importante conceito algébrico relativo aos quatérnios é do conjugado com-

plexo de um quatérnio. O conjugado complexo de um quatérnio q = q0 +~q, denotado por

q∗, será dado por:

q∗ = q0 − ~q, (1.11)

de modo que:

q∗ = q0 − q1i− q2j− q3k. (1.12)

Podemos provar que o conjugado complexo de um produto de dois quatérnios

é igual ao produto dos conjugados complexos individuais na ordem reversa, ou seja:

(pq)∗ = q∗p∗. (1.13)

Note também que para qualquer quatérnio q, a soma de q com seu conjugado complexo

q∗ é um número real ou escalar, ou seja:

q + q∗ = (q0 + ~q) + (q0 − ~q) = 2q0, (1.14)

onde 2q0 é um escalar. Veremos na subseção seguinte, que o produto q∗q também é um

escalar.

1.1.5 Norma de um Quatérnio

A conjugação complexa quaterniônica induz uma norma multiplicativa

‖·‖ : H→ R,

via

‖q‖ =
√
q∗q. (1.15)

Usando a definição de produto quaterniônico, junto com o fato de que, para

qualquer vetor ~q, temos ~q × ~q = 0, podemos provar que ‖q‖ =
√
q20 + q21 + q22 + q23. De
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fato,

‖q‖2 = q∗q

= (q0 − ~q)(q0 + ~q)

= q0q0 − (−~q) · ~q + q0~qp3q3 + (−~q)q0 + (−~q)× ~q

= q20 + ~q · ~q

= q20 + q21 + q22 + q23.

Portanto,

‖q‖ =
√
q20 + q21 + q22 + q23. (1.16)

Exemplo 1.1.5 Seja o quatérnio q = 1 + 2i− 3j + k. Então por definição de norma do

quatérnio q, temos:

‖q‖2 = 12 + 22 + (−3)2 + 12 = 15⇒ ‖q‖ =
√

15.

Teorema 1.1.1 A norma de quatérnios, obedece então as três propriedades:

i) (multiplicatividade): ‖pq‖ = ‖p‖ · ‖q‖, ∀p, q ∈ H;

ii) (não-negatividade): ‖q‖ ≥ 0,∀q ∈ H e prevalece a igualdade se, e somente se, q = 0;

iii) (desigualdade triangular): ‖p+ q‖ ≤ ‖p‖+ ‖q‖,∀p, q ∈ H.

Demonstração 1.1.1 Demonstraremos as duas primeiras. Provando a primeira propri-

edade. Com efeito,

‖pq‖2 = (pq)∗(pq)

= q∗p∗(pq)

= q∗(p∗p)q

= q∗‖p‖2q

= (q∗q)‖p‖2

= ‖q‖2‖p‖2

= ‖p‖2‖q‖2,

de modo que

‖pq‖ = ‖p‖ · ‖q‖. (1.17)
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Para provar a segunda propriedade considere a igualdade:

‖q‖2 = q20 + q21 + q22 + q23, (1.18)

logo q20 +q21 +q22 +q23 ≥ 0, prevalecendo a igualdade se, e somente se, q0 = q1 = q2 = q3 = 0,

e nesse caso q = 0.

Observação 1.1.3 Note que o produto de dois quatérnios unitários é também um quatérnio

unitário. Por indução finita o resultado se estende a qualquer produto de um número finito

de quatérnios unitários.

Observação 1.1.4 Note ainda que num quatérnio que tem norma 1, cada um dos seus

componentes deve ter um valor absoluto menor ou igual a 1. Na maioria das vezes,

trabalharemos com quatérnios de norma 1. Estes são chamados de quatérnions unitários

ou quatérnios normalizados.

1.1.6 Inverso de um Quatérnio

Usando as definições de conjugado complexo e norma de um quatérnio, vamos

mostrar que cada quatérnio diferente de zero possui um inverso multiplicativo, e podemos

achar uma fórmula para isso. Designando o inverso de um quatérnio q por q−1, por

definição de inversa, temos:

q−1q = qq−1 = 1. (1.19)

Logo, pré e pós multiplicando pelo complexo conjugado de q, temos:

q−1qq∗ = q∗qq−1 = q∗.

Como qq∗ = ‖q‖2 , então:

q−1 =
q∗

‖q‖2
. (1.20)

Portanto, todo quatérnio não nulo possui inverso multiplicativo, o que faz com que o

conjunto dos quatérnios com as duas operações de adição e multiplicação definidas ante-

riormente seja um anel de divisão não comutativo.

Observação 1.1.5 A álgebra dos quatérnios é a única álgebra associativa e divisional

que pode ser definida ao lado da álgebra dos reais e dos complexos.

Observação 1.1.6 Note que, se q é um quatérnio unitário ou normalizado, ‖q‖ = 1,

então o inverso de q é simplesmente o complexo conjugado de q:

q−1 = q∗. (1.21)
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O anel dos quatérnios H equipado dessa norma multiplicativa forma uma álgebra associ-

ativa normada com divisão.

Teorema 1.1.2 Sejam os quatérnios q, p e r. Então valem os seguintes resultados:(ZHANG,

1997)

i) q2 = |Re q|2 − | Im q|2 + 2 Re q · Im q;

ii) q∗ = q ⇔ q ∈ R;

iii)

iv) aq = qa,∀q ∈ H⇔ a ∈ R; ‖q‖‖q−1‖ = 1;

v) ∀q ∈ H, escreve-se de modo único como q = α + βj, α, β ∈ C;

vi) zj = jz ou jzj∗ = z, ∀z ∈ C; 1

Demonstração 1.1.2 Vamos provar apenas os itens v) e vi). Com efeito, basta tomar

α = q0 + q1i e β = q2 + iq3, de modo que q = q0 + q1i + (q2 + iq3)j. Para finalizar, sendo

z = a+ bi, com a, b reais, temos sucessivamente: jz = j(a+ bi) = ja+ jbi = aj+ b(−ij) =

aj− bij = (a− bi)j = zj.

1.1.7 Forma Geométrica

Seja um quatérnio q na forma vetorial:

q = q0 + ~q,

com norma unitária, então:

q20 + ‖~q‖2 = 1.

Para qualquer ângulo θ temos que

cos2 θ + sen2 θ = 1;

logo deve existir algum ângulo θ tal que

cos2 θ = q20

e

sen2 θ = ‖~q‖2.
1z significa conjugado do número complexo z.
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Este ângulo θ pode ser definido de modo único se colocarmos uma restrição apropriada

ao seu domı́nio. Em geral, vamos tomar θ satisfazendo a seguinte restrição:

−π < θ ≤ π.

Desta forma, existe um ângulo θ definido acima, associado com o quatérnio q. Vamos

achar isto conveniente para escrever o quatérnio unitário q = q0 + ~q em termos deste

ângulo. Seja agora, um vetor unitário ~u, que seja múltiplo do vetor ~q escrito por:

~u =
~q

‖~q‖
=

~q

sen θ
.

Então, podemos escrever o quatérnio unitário q em termos do ângulo θ e do vetor unitário

~u como

q = q0 + ~q = cos θ + ~u sen θ, (1.22)

denominado de forma trigonométrica ou polar. Para o conjugado complexo do quatérnio

expresso na forma polar como da Igualdade (1.22), basta substituir θ por −θ, para obter

q∗ = cos θ − ~u sen θ. (1.23)

Seja agora dois quatérnios q e p escritos na mesma forma com mesma parte vetorial

unitária ~u. Vamos desenvolver a fórmula para o produto quaterniônico, similar a fórmula

de Moivre descrita para o produto de números complexos, que chamaremos também de

fórmula de Moivre.

Teorema 1.1.3 (Fórmula de Moivre) Sejam q, p ∈ H, q = cosα + ~u senα e p =

cos β + ~u sen β. Então

qp = cos(α + β) + ~u sen(α + β). (1.24)

Demonstração 1.1.3 De acordo com as hipóteses do teorema, temos:

qp = (cosα + ~u senα)(cos β + ~u sen β)

= cosα cos β − (~u senα) · (~u sen β)

+ cosα(~u sen β) + cosβ(~u senα)

+ ~u senα× ~u sen β

= cos(α + β) + ~u sen(α + β).

1.2 Logaritmo e Exponencial de um Quatérnio

Nesta seção iremos definir o logaritmo e a exponencial de um quatérnio q.
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Definição 1.2.1 Seja q ∈ H, q 6= −1, onde q está escrito na forma polar q = cos θ +

~v sen θ, conforme a Igualdade (1.22). O logaritmo de q é definido por:

log q = θ~v. (1.25)

Observação 1.2.1 Note que log 1 = 0, pois a parte vetorial é nula. Veja também que o

log q não representa um quatérnio unitário, pois o vetor θ~v pode ser não unitário.

Definição 1.2.2 Seja q = θ~u, com θ ∈ R, ~u ∈ R3, ‖~u‖ = 1. A exponencial de q na base

e, é definida por:

eq = cos θ + ~u sen θ. (1.26)

Para finalizar esta seção, vamos enunciar quatro propriedades envolvendo exponencial e

logaritmo, por meio do seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 ∀q ∈ H− {−1},∀x, y ∈ R, n ∈ N, temos as seguintes propriedades:

i) log qx = x log q;

ii) qx · qy = qx+y;

iii) (qx)y = qxy;

iv) qn = cosnθ + ~u sennθ.

Demonstração 1.2.1 Vamos provar os itens i), iii) e iv).

Provando i):

log qx = log(elog q)x = log ex log q = x log q.

Provando iii):

(qx)y = (ex log q)y = ey log e
x log q

= eyx log q = qyx = qxy.

Provando iv):

qn = en log q = enθ~v = cosnθ + ~v sennθ.

Observação 1.2.2 Em geral, log(qp) 6= log q + log p. Isso deve-se a ausência da propri-

edade comutativa em H.
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2 ÁLGEBRA LINEAR QUATERNIÔNICA

Como vimos no Caṕıtulo 1, ao contrário do corpo dos números complexos e

de seu subcorpo, os números reais, o anel de divisão dos quatérnios que contém esses

números, não é um anel comutativo, ou seja, a operação de multiplicação não admite a

propriedade comutativa. Devido a essa ausência, aparecem significativas diferenças en-

tre teorias da álgebra linear nos complexos e nos quatérnios. Só para citar um exemplo

notável, existem matrizes quaterniônicas de dimensão finita que admitem um espectro

com infinitos autovalores. Neste caṕıtulo, introduziremos a teoria da álgebra linear dos

módulos à direita quaterniônicos de dimensão finita, que é um espaço vetorial não comu-

tativo, respeitando, desse modo, a não comutatividade da segunda operação, produto por

um escalar quaterniônico.

2.1 Módulos Quaterniônicos à Direita

Vamos restringir nossa atenção à teoria da álgebra linear dos módulos à direita

quaterniônicos de dimensão finita e suas matrizes. Na teoria da álgebra linear dos espaços

de Hilbert H comutativos, os espaços são constrúıdos sobre o conjunto de escalares dos

números complexos C, que possui estrutura de corpo sobre as duas operações usuais de

adição e multiplicação de números complexos. Nos espaços vetoriais de Hilbert podemos

definir um produto interno, induzindo uma norma. Portanto, os espaços vetoriais co-

mutativos de Hilbert H são estruturas de uma álgebra de divisão comutativa associativa

normada. Com respeito a segunda operação dos espaços de Hilbert H é irrelevante multi-

plicar um escalar tanto à direita como à esquerda de um vetor, ou seja, ela é comutativa.

No caso da álgebra linear quaterniônica, a mesma afirmação não se sustenta. Por exemplo,

se A é um matriz quaterniônica, φ é um vetor coluna quaterniônico, e λ é um quatérnio

que, pelos itens v) e vi) do Teorema 1.1.2, pode ser escrito como λ = α + βj = α + jβ,

com α, β ∈ C, então, de Aφ = φλ, temos sucessivamente,

Aφ = A(α + βj) = Aα + Aβj = αA+ jβA = (α + jβ)A 6= φA,

e portanto, Aφ = φλ não implica em Aφ = λφ. Podemos então dividir em dois módulos

à direita e à esquerda, cuja multiplicação escalar é realizada a partir da direita ou

da esquerda respectivamente. Adotaremos a convenção de tomarmos os módulos qua-

terniônicos de dimensão finita como módulos à direita, que é um espaço vetorial de Hilbert

não comutativo chamado de espaço vetorial de Hilbert à direita quaterniônico. Esta esco-
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lha permite a adoção da familiar notação de Dirac (bra-ket) da teoria quântica complexa

para formular aspectos da teoria das transformações lineares quaterniônicos que será visto

na Seção 2.2. Vamos agora definir um módulo à direita quaterniônico.

Definição 2.1.1 Um conjunto V não-vazio é um módulo à direita sobre o anel qua-

terniônico H ou V-módulo à direita quaterniônico, quando existirem duas operações fe-

chadas:

+ : V × V → V

e

· : V ×H→ V ,

denominadas respectivamnete por adição e multiplicação à direita por um escalar qua-

terniônico, tais que, se dados φ, ψ, ϕ ∈ V e λ, λ1, λ2 ∈ H, forem satisfeitos os seguintes

axiomas:

i) (φ+ ψ) + ϕ = φ+ (ψ + ϕ);

ii) φ+ ψ = ψ + φ;

iii) Existe um único elemento nulo 0 ∈ V, tal que φ+ 0 = φ;

iv) Para cada elemento φ ∈ V existe um único elemento −φ ∈ V, chamado inverso

aditivo, ou simétrico de φ tal que φ+ (−φ) = 0;

v) (φ+ ψ)λ = φλ+ ψλ;

vi) φ(λ1 + λ2) = φλ1 + φλ2;

vii) φ(λ1λ2) = (φλ1)λ2;

viii) φ · 1 = φ.

Podemos ver que um V-módulo à direita quaterniônico é um espaço vetorial não comuta-

tivo. Por isso, os elementos de V serão chamados de vetores quaterniônicos ou simples-

mente de vetores.

Exemplo 2.1.1 Seja V = H, com as operações usuais de soma de quatérnios e produto

por escalar à direita como a multiplicação usual de quatérnios, tomados à direita, definidas

no Caṕıtulo 1. Pela Definição 2.1.1 segue-se que V = H com essas duas operações é um

módulo à direita quaterniônico.
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Exemplo 2.1.2 Seja V = Hd e consideremos dois elementos quaisquer

φ = (φ1, . . . , φd), ψ = (ψ1, . . . , ψd) ∈ Hd,

e um escalar quaterniônico λ. Munindo V = Hd com as duas operações:

+ : Hd ×Hd −→ Hd

(φ, ψ) 7−→ φ+ ψ,

e
· : Hd ×H −→ Hd

(φ, λ) 7−→ φ · λ,

tais que

φ+ ψ = (φ1 + ψ1), . . . , (φd + ψd),

e

φ · λ = (φ1λ, . . . , φdλ).

De acordo com a Definição 2.1.1, V = Hd munidas com essas duas operações definidas, é

um módulo à direita quaterniônico.

Exemplo 2.1.3 Seja V = Hd×1 a famı́lia de todas as matrizes colunas quaterniônicas do

tipo d× 1, onde d é um número natural finito. Consideremos dois vetores quaterniônicos

quaisquer

φ =
[
φ1 . . . φd

]t
, ψ =

[
ψ1 . . . ψd

]t
∈ Hd×1,

e um escalar quaterniônico λ. O expoente t denota transposta da matriz. Munindo agora

essa famı́lia de matrizes com as duas operações:

+ : Hd×1 ×Hd×1 −→ Hd×1

(φ, ψ) 7−→ φ+ ψ,

e
· : Hd×1 ×H −→ Hd×1

(φ, λ) 7−→ φ · λ,

tais que

φ+ ψ =
[
(φ1 + ψ1) . . . (φd + ψd)

]t
,

e

φ · λ =
[
φ1λ . . . φdλ

]t
.

De acordo com a Definição 2.1.1, esta famı́lia Hd×1 com as duas operações

definidas acima possui estrutura algébrica de módulo à direita quaterniônico.
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Definição 2.1.2 Seja V um módulo à direita quaterniônico e W um subconjunto não-

vazio de V. Se W forma um módulo à direita quaterniônico com as mesmas operações

de V, então dizemos que W é um submódulo à direita quaterniônico de V, onde W é um

subespaço vetorial de Hilbert não comutativo V.

Por uma simples análise das propriedades de módulo à direita quaterniônico, podemos pro-

var o Teorema 2.1.1, bastante útil para verificar se um determinado subconjunto não vazio

de um módulo à direita quaterniônico é ou não um submódulo à direita quaterniônico.

Teorema 2.1.1 Um subconjuntoW não-vazio de V é um submódulo à direita quaterniônico

de V, se são verificadas as seguintes propriedades:

i) Se w1, w2 ∈ W , então w1 + w2 ∈ W ;

ii) Se w ∈ W e λ ∈ H, então wλ ∈ W .

Exemplo 2.1.4 Considere a famı́lia de todas as matrizes colunas quaterniônicas W =

{φ =
[
φ1 . . . φd

]t
∈ Hd×1 : φ1 = 0}. Nestas condições com as operações usuais de adição e

multiplicação por escalar à direita, W é um submódulo à direita quaterniônico do módulo

quaterniônico à direita dado no Exemplo 2.1.3, Hd×1.

2.1.1 Bases e Dimensões de um Módulo Quaterniônico à direita

Os conceitos familiares de independência linear, conjuntos geradores e bases

da teoria do espaço vetorial complexo são naturalmente carregados para a teoria dos

módulos quaterniônicos à direita. Em particular, dizemos que um subconjunto S de ve-

tores quaterniônicos de um módulo à direita quaterniônico V é linearmente independente

se nenhum vetor quaterniônico pertencente a S, pode ser escrito como uma combinação

linear dos outros com escalares tomados à direita, caso contrário dizemos que S é line-

armente dependente. Além disso, se para qualquer vetor quaterniônico em V pode ser

escrito como uma combinação linear quaterniônica à direita de vetores do conjunto S ⊂ V ,

então dizemos que S é um conjunto gerador, ou seja, ele gera um submódulo à direita

quaterniônico.

Definição 2.1.3 Um conjunto gerador finito Bd = {φ1, . . . , φd} constitúıdo de d vetores

linearmente independente é denominado uma base para um módulo à direita quaterniônico

V de dimensão d.

Definição 2.1.4 Quaisquer duas bases finitas de um módulo à direita quaterniônico V,

terão a mesma cardinalidade d, e essa cardinalidade comum, é chamada de dimensão do

módulo V .



30

Se Bd = {φ1, . . . , φd} é uma base para um módulo à direita quaterniônico V
de dimensão finita d, então qualquer vetor quaterniônico φ ∈ V , se escreve de modo único

como φ = φ1λ1 + · · · + φdλd, para certos escalares quaterniônicos λ1, . . . , λd ∈ H. Desse

modo a matriz coluna
[
λi

]t
i=1,...,d

, representa as coordenadas do vetor |φ〉 na base Bd, e

escrevemos:

φBd =


λ1
...

λd

 .

Observação 2.1.1 Sempre que fizermos uma referência a um elemento de um módulo à

direita quaterniônico de dimensão finita d, fica subtendido que existe uma base expĺıcita

Bd. Na Subseção 2.1.2, definiremos a base canônica, que é base natural que trabalhamos

corriqueiramente.

2.1.2 Módulos Quaterniônicos à Direita com Produto Interno

Um produto interno em um módulo à direita quaterniônico V é uma aplicação

que toma dois vetores de entrada φ, ψ e produz um número quaterniônico denotado por

〈φ|ψ〉, satisfazendo algumas exigências.

Definição 2.1.5 Uma aplicação 〈·|·〉 : V × V −→ H, onde V um módulo à direita qua-

terniônico é um produto interno, se satisfaz os seguintes requesitos:

i) 〈·|·〉 é H−linear no segundo argumento:

〈φ |
∑
i

ψiλi〉 =
∑
i

〈φ|ψi〉λi :

ii) simetria conjugada:

〈φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉∗;

iii) 〈φ|φ〉 ≥ 0,∀φ. Prevalece a igualdade se, e somente se, φ = 0.

Exemplo 2.1.5 A partir de agora, dotaremos a familiar notação bra-ket de Dirac, iden-

tificando o vetor quaterniônico |ψ〉 ∈ Hd×1, com o vetor ket coluna:

|ψ〉 =


ψ1

...

ψd

 ,
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e o vetor bra conjugado, com o vetor linha, compondo o dual do módulo à direita de Hd×1,

como sendo

〈φ| =
[
φ∗1 . . . φ∗d

]
.

De acordo com a Definição 2.1.5, o módulo à direita quaterniônico V = Hd×1 tem um

produto interno definido por

〈φ|ψ〉 =
d∑
r=1

φ∗rψr. (2.1)

Lema 2.1.1 Se λ1, λ2 ∈ R, |φ〉, |ψ〉, |ϕ〉 ∈ V−módulo à direita quaterniônico, então vale

a R− linearidade:

〈φλ1 + ψλ2|ϕ〉 = λ∗1〈φ|ψ〉+ λ∗2〈ψ|ϕ〉. (2.2)

Teorema 2.1.2 O produto interno 〈·|·〉, dado na Definição 2.1.5 é H−conjugado linear

no primeiro argumento, ou seja:

〈
∑
i

φiλi|ψ〉 =
∑
i

λ∗i 〈φi|ψ〉. (2.3)

Corolário 2.1.1 ∀λ1, λ2 ∈ H,∀|φ〉, |ψ〉 ∈ Hd×1, temos:

〈φλ1|ψλ2〉 = λ∗1〈φ|ψ〉λ2. (2.4)

O produto interno induz de forma natural, uma norma de valores reais sobre Hd×1, que

definiremos a seguir.

Definição 2.1.6 A norma de um vetor quaterniônico de dimensão d é uma aplicação

‖ · ‖ : Hd×1 → R, definido por

‖|φ〉‖ =
√
〈φ|φ〉. (2.5)

Um vetor quaterniônico unitário ou normalizado |φ〉 é aquele vetor para qual

‖|φ〉‖ = 1. A normalização de um vetor é feita dividindo-se o vetor por sua norma. Dois

vetores quaterniônicos |φ〉 e |ψ〉, de um mesmo módulo quaterniônico são ortogonais, se

〈φ|ψ〉 = 0.

Definição 2.1.7 Uma base Bd de um módulo à direita quaterniônico, constitúıda de d

vetores ortonormais é chamada de base ortonormal quaterniônica, ou simplesmente base

ortonormal.

Observação 2.1.2 Podemos usar o método da ortonormalização de Gram-Schmidt feita

em espaços vetoriais, para ortonomalizar uma base qualquer quaterniônica.
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Dentre as inúmeras bases ortonormais, existe uma base única, que corriqueiramente tra-

balhamos, denominada base canônica, que definiremos após a definição do śımbolo delta

de Kronecker que faremos a seguir.

Definição 2.1.8 Definimos o śımbolo de Kronecker δij para (i, j) ∈ N2, como sendo

δij =

{
1, se i = j,

0, se i 6= 0.

Observação 2.1.3 Para cada natural 1 ≤ i ≤ n, denotamos por |ei〉, o i-ésimo vetor

|ei〉 = (δij)j=1,...,i,...,d, denominado i-ésimo vetor canônico. Portanto explicitamente tere-

mos:

|ei〉 = (δi1, . . . , δii, . . . δin) = (0, . . . , 1, . . . , 0),

em V-módulo à direita, onde a componente 1 se encontra na i-ésima posição. O conjunto

Bd = {|e1〉, . . . , |ed〉} é uma base ortonormal para o módulo à direita quaterniônico V de

dimensão d, denominada a base canônica de V.

Observação 2.1.4 O conjunto Bd = {1, i, j, k} é a base canônica, para o módulo à di-

reita quaterniônico dado no Exemplo 2.1.1. Para isso, basta fazermos as seguintes identi-

ficações: e1 = 1, e2 = i, e3 = j e e4 = k, e por conseguinte sua dimensão é d = 4. Seja um

elemento qualquer q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 desse módulo, então tomamos como escalares:

λ1 = q0, λ2 = q1, λ3 = q2 e λ4 = q3, para obtermos as coordenadas de q = (q0, q1, q2, q3) na

base canônica em questão.

2.2 Transformações Lineares Quaterniônicas

Nesta seção, trataremos de examinar aplicações entre dois módulos à direita,

que atendam alguns quesitos, as chamadas transformações lineares quaterniônicas.

Definição 2.2.1 Definimos uma transformação linear quaterniônica como uma aplicação

T : V → W , onde V e W são módulos quaterniônicos à direita, tais que ∀λ1, λ2 ∈ H, e

∀|φ〉, |ψ〉 ∈ V:

T (|φ〉λ1 + |ψ〉λ2) = T (|φ〉)λ1 + T (|ψ〉)λ2. (2.6)

Vamos nos restringir ao caso de dimensão finita. Denotamos por Hp×d, o

conjunto de todas as transformações lineares quaterniônicas T : V ⊂ Hd −→ W ⊂ Hp.

Fixemos agora, duas bases finitas Bd e Bp, para os respectivos módulos quaterniônicos

à direita: Bd = {|φ1〉, . . . , |φd〉} e Bp = {|ψ1〉, . . . , |ψp〉}. Então para cada ı́ndice s ∈
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{1, . . . , d}, existem escalares quaterniônicos T1s, . . . , Tps tal que

T (|φs〉) =

p∑
r=1

|ψr〉Trs. (2.7)

Portanto, podemos representar uma transformação linear T , por meio de uma matriz

A ∈ Hp×d com entradas Ars = Trs, chamada representação matricial de T com respeito as

bases Bd e Bp. Assim, podemos identificar a transformação linear quaterniônica T sobre

χ ∈ Hd, T (χ), com a ação esquerda da matriz quaterniônica A ∈ Hp×d com entradas

Ars = Trs do seguinte modo:

T (|φ〉) =


A11 A12 . . . A1d

A21 A22 . . . A2d

. . . . . . . . . . . .

Ap1 Ap2 . . . Apd




χ1

χ2

...

χd

 =


A11χ1 + A12χ2 + . . .+ A1dχd

A21χ1 + A22χ2 + . . .+ A2dχd

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ap1χ1 + Ap2χ2 + . . .+ Apdχd

 . (2.8)

Existe um isomorfismo entre Hp×d e o conjunto de todas transformações li-

neares quaterniônicas {T : V ⊂ Hd → W ⊂ Hp}. Portanto uma matriz A ∈ Hp×d é

equivalente a uma transformação linear T : V ⊂ Hd → W ⊂ Hp, e desse modo “ma-

triz”ou “transformação linear”significam a mesma coisa.

Teorema 2.2.1 O conjunto V = Hd×p com as operações de soma matricial e produto por

escalar matricial quaterniônico à direita, definidas respectivamente por

A(|φ〉λ1 + |ψ〉λ2) = (A|φ〉)λ1 + (A|ψ〉)λ2,

e

A(B|ϕ〉) = AB(|ϕ〉),

para quaisquer A ∈ Hp×d, B ∈ Hd×q, |φ〉, |ψ〉 ∈ Hd, |ϕ〉 ∈ Hq, λ1, λ2 ∈ H, possui estrutura

de módulo à direita quaterniônico de dimensão pd.

Teorema 2.2.2 Se Bd = {|φ1〉, . . . , |φd〉} e Bp = {|ψ1〉, . . . , |ψp〉} são duas bases orto-

normais para os módulos à direita V e W, respectivamente, então a forma matricial da

transformação linear T (|φ〉) = A|φ〉, descrita na Igualdade (2.15), se escreve do seguinte

modo:

T (|φ〉) = A|φ〉 =

p∑
r=1

d∑
s=1

|ψr〉Arsχs. (2.9)
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Demonstração 2.2.1 De acordo com as hipóteses do teorema, obtemos explicitamente:

T (|φ〉) = A|φ〉 =

(
p∑
r=1

d∑
s=1

|ψr〉Ars〈φs|

)(
d∑
t=1

|φt〉χt

)
=

p∑
r=1

d∑
s=1

|ψr〉Arsχs. (2.10)

2.2.1 Operadores Lineares Quaterniônicos

Definição 2.2.2 Sejam V e W dois módulos à direita quaterniônicos de dimensões fi-

nitas. Uma transformação linear T : V → W , será chamado de operador linear qua-

terniônico, quando as dimensões dos módulos V e W são iguais a d.

Denotamos a famı́lia de todos os operadores lineares quaterniônicos T : V → W
pelo conjunto Hd×d.

Definição 2.2.3 Seja um operador linear A = (ars) ∈ Hd×d. Associamos para este

operador as seguintes matrizes:

A = (ars) = (a∗rs), denominado conjugado de A, onde a∗rs é o conjugado quaterniônico

de ars;

At = (asr), denominada transposta de A;

A† = (A)t = (a∗rs)
t = (a∗sr), denominado de conjugado transposto de A ou conjugado

hermitiano1 de A.

Definição 2.2.4 Seja uma matriz quadrada A ∈ Hd×d. Dizemos que A é hermitiana

quando A† = A, anti-hermitiana quando A† = −A, normal quando AA† = A†A. Fi-

nalmente dizemos que A é inverśıvel quando existe uma matriz B do tipo d × d, tal que

AB = BA = IHd
, onde IHd

é a matriz de identidade de ordem d.

Teorema 2.2.3 Se A,B ∈ Hd×d são dois operadores lineares quaterniônicos, então

i) (A)t = (At);

ii) (AB)† = B†A†;

iii) AB 6= AB (em geral);

iv) (AB)t 6= BtAt (em geral);

v) (AB)−1 = B−1A−1 desde que A e B sejam inverśıveis;

vi) (A†)−1 = (A−1)† desde que A seja inverśıvel;

1A† é a denotação universal da Mecânica Quântica para o conjugado hermitiano.
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vii) (A)−1 6= A−1 (em geral);

viii) (At)−1 6= (A−1)t (em geral).

Definição 2.2.5 Seja um operador U ∈ Hd×d tal que UU † = IHd×d
, onde a condição

UU † = IHd×d
é equivalente a condição U †U = IHd

, então dizemos que a matriz U é uma

operador matricial quaterniônico unitário.

Observação 2.2.1 O conjunto de todas as matrizes unitárias quaterniônicas forma um

subgrupo do grupo dos automorfismos sobre Hd que preserva o produto interno.

Teorema 2.2.4 Se A ∈ Hd×d é um operador quaterniônico, então:

〈φ|Aψ〉 = 〈A†φ|ψ〉, (2.11)

∀|φ〉, |ψ〉 ∈ Hd.

Demonstração 2.2.2 Com efeito, ∀A ∈ Hd×d e ∀|φ〉, |ψ〉 ∈ Hd×1, temos sucessivamente:

〈φ|Aψ〉 =
d∑
r=1

|φr〉(A|ψ〉)r

=
d∑
r=1

d∑
s=1

|φr〉Ars|ψs〉

=
d∑
r=1

d∑
s=1

Ars|φr〉|ψs〉

=
d∑
r=1

d∑
s=1

Asr|φs〉|ψr〉

= 〈A†φ|ψ〉.

Definição 2.2.6 O conjunto formado por todos os operadores lineares quaterniônicas

Hd×d que são hermitianos, será chamado de autoadjunto 2 de Hd×d e será denotado por

Aadj(Hd×d). Assim Aadj(Hd×d) = {A ∈ Hd×d : A = A†}.

Existe um isomorfismo entre o conjunto das matrizes autoadjuntas Aadj(Hd×d)

e o conjunto dos operadores lineares quaterniônicos lineares T = T † : V ⊂ Hd×d → W ⊂
Hd×d, via

〈T (φ)|ψ〉 = 〈φ|T †(ψ)〉. (2.12)

2Na Mecânica Quântica postula-se que a cada grandeza f́ısica mensurável corresponde um único ope-
rador autoadjunto, conhecido como observável.
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Teorema 2.2.5 O conjunto Aadj(Hd×d) dos operadores quaterniônicos autoadjuntos com

as operações de soma e produto por um escalar definidas no Teorema 2.2.1, forma um

espaço vetorial real de dimensão d(2d− 1).

Definição 2.2.7 Dizemos que A ∈ Aadj(Hd×d) é uma matriz semi-definida positiva se

〈φ|Aφ〉 ≥ 0. (2.13)

para qualquer |φ〉 ∈ Hd.

Denotamos o conjunto dos operadores lineares semi-definidos positivos sobre

Hd×d por A+
adj(Hd×d).

Teorema 2.2.6 (Semi-definida positiva implica em autoadjunto) . Se A ∈ Hd×d

é tal que 〈φ|Aφ〉 ≥ 0, ∀|φ〉 ∈ Hd, então A = A†.

Demonstração 2.2.3 Com efeito, aplicando a simetria conjugada, propriedade ii) da

Definição 2.1.5, temos:

〈φ|Aφ〉† = 〈Aφ|φ〉. (2.14)

Agora sendo 〈φ|Aφ〉 real, temos:

〈φ|Aφ〉† = 〈φ|Aφ〉. (2.15)

Das iguadades (2.14) e (2.15), obtemos:

〈φ|Aφ〉 = 〈A†φ|φ〉,

dáı

〈Aφ|ψ〉 = 〈A†φ|φ〉,

e por conseguinte A = A†.

Vamos agora equipar o espaço vetorial real dado no Teorema 2.2.5: Aadj(Hd×d),

com o produto interno: 〈·|·〉 : Aadj(Hd×d)×Aadj(Hd×d) −→ R, definido por,

〈A|B〉 = tr(AB), (2.16)

onde o traço quaterniônico é definido para A ∈ Aadj(Hd×d) com entradas Ars, por meio

da fórmula

tr(A) = <(
d∑
i=1

Aii), (2.17)



37

onde < é uma aplicação binária em H, que resulta na parte real de um quatérnio e satisfaz

as duas propriedades:

<(λ1 + λ2) = <(λ1) + <(λ2) (2.18)

e

<(λ1λ2) = <(λ2λ1). (2.19)

O traço é R-linear: ∀λ1, λ2 ∈ R e ∀A,B ∈ Hd×d,

tr(Aλ1 +Bλ2) = tr(A)λ1 + tr(B)λ2. (2.20)

Teorema 2.2.7 Para quaisquer A,B ∈ Hd×d, temos:

tr(AB) = tr(BA). (2.21)

Demonstração 2.2.4 Sejam A,B ∈ Hd×d com relação a base canônica, de modo que

tr(AB) = <

(
d∑
t=1

d∑
r=1

d∑
s=1

d∑
u=1

d∑
v=1

〈t|r〉Ars〈s|u〉Buv〈v|t〉

)

=
d∑
r=1

d∑
s=1

<(ArsBsr)

= <

(
d∑
r=1

d∑
s=1

BrsAsr

)
= tr(BA).

O produto interno canônico em Aadj(Hd×d), goza das três propriedades descri-

tas no teorema a seguir.

Teorema 2.2.8 Para quaisquer A,B,C ∈ Aadj(Hd×d) e ∀λ1, λ2 ∈ H, então

i) R−bilinearidade:〈Aλ1|Bλ2〉 = λ1〈A|B〈λ2 e 〈A+B|C〉 = 〈A|C〉+ 〈B|C〉;

ii) Simetria: 〈A|B〉 = 〈B|A〉;

iii) Não-negatividade: 〈A|A〉 ≥ 0 e prevalece a igualdade se, e somente se, A = 0.

Todas essas propriedades seguem a partir da definição de traço quaterniônico.

O produto interno canônico em Aadj(Hd×d) obedece a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

|〈A|B〉|2 ≤ 〈A|A〉〈B|B〉. (2.22)

O produto interno canônico em Aadj(Hd×d) induz uma norma de valor real

‖ · ‖ : Aadj(Hd×d)→ R, via

‖A‖ =
√
〈A|A〉 =

√
tr(A2), (2.23)
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A norma ‖ · ‖ obedece as três propriedades enunciadas no teorema a seguir:

Teorema 2.2.9 Para quaisquer A,B ∈ Aadj(Hd×d) e ∀λ ∈ R, valem as seguintes propri-

edades:

i) R-homogeneidade: ‖λA‖ = |λ|‖A‖;

ii) Não-negatividade: ‖A‖ ≥ 0 e prevalece a igualdade se, e somente se, A = 0;

iii) Desigualdade triangular: ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

Demonstração 2.2.5 Provando inicialmente a homogenidade. Com efeito, por definição:

‖λA‖ =
√

tr((λA)2) =
√
λ2 tr(A2) = |λ|

√
tr(A2) = |λ| ‖A‖.

e a não negatividade, segue de

‖A‖ =
√

tr((A)2) =

√∑
r,s

|Ars|2

e esta última expressão
√∑

r,s |Ars|2 ≥ 0. Para finalizar,

‖A+B‖2 = 〈A+B|A+B〉

≤ ‖A‖2 + ‖B‖2 + 2|(A,B)|

≤ ‖A‖2 + ‖B‖2 + 2‖A‖‖B‖

= (‖A‖+ ‖B‖)2,

de modo que ‖A+B‖2 ≤ (‖A‖+ ‖B‖)2, ou melhor, ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

Teorema 2.2.10 Se A,B ∈ A+
adj(Hd×d) tais que seus traços são unitários, então tr(AB) ≤

tr(A) tr(B). Prevalece a igualdade se, e somente se, A = B.

2.3 Teoria Espectral das Matrizes Autoadjuntas Aadj(Hd×d)

Nesta seção vamos demonstrar o Teorema Espectral para os operadores lineares

quaterniônicos autoadjuntos (BAKER, 1999; GRAYDON, 2011; ZHANG, 1997).

2.3.1 Autovalores e Autovetores Quaterniônicos

Definição 2.3.1 Seja A ∈ Hd×d um operador linear quaterniônico sobre H e λ ∈ H . O

quatérnio λ é chamado de autovalor ou raiz caracteŕıstica quaterniônico módulo à direita
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sobre o operador A, se existir um vetor quaterniônico |φ〉 ∈ Hd não nulo, tal que

T (φ) = |φ〉λ. (2.24)

O vetor |φ〉 ∈ Hd é chamado autovetor associado ao autovalor λ. O par (|φ〉, λ) é deno-

minado um auto-par. O conjunto dos autovalores de todos os auto-pares é definido como

o espectro de A.

Exemplo 2.3.1 Os autovalores da matriz A =

[
0 i

−i 0

]
,

são -1 e 1. De fato, temos a seguinte equação matricial:[
0 i

−i 0

][
q

p

]
=

[
q

p

]
λ,

que origina o sistema linear: {
ip = qλ

−iq = pλ

pré-multiplicando a segunda equação do sistema acima por i, obtemos:

x = ipλ,

que substituindo na primeira equação, obtemos:

ip = (ipλ)λ,

de modo que λ2 = 1. Portanto {−1, 1} é o espectro da matriz A.

Exemplo 2.3.2 Os autovalores da matriz

A =

[
0 j

j 0

]
,

são ±i,±j e ±k.

Definição 2.3.2 Dizemos que duas matrizes quaterniônicas A e B são similares e deno-

tamos por A ∼ B, se existir uma matriz inverśıvel Q, tal que

B = QAQ−1. (2.25)

Lema 2.3.1 Duas matrizes quaterniônicas similares possuem o mesmo espectro.
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Demonstração 2.3.1 Se A ∼ B, então de acordo com a Definição 2.3.2, B = QAQ−1.

Se λ ∈ H é um autovalor de A, então devemos encontrar um autovetor |φ〉 ∈ Hd×1, tal

que:

A|φ〉 = |φ〉λ.

Seja agora |ψ〉 = Q|φ〉. Então

B|ψ〉 = QAQ−1|ψ〉 = QAQ−1Q|φ〉 = QA|φ〉 = Q|φ〉λ = |ψ〉λ. (2.26)

2.3.2 Teorema Espectral em Aadj(Hd×d)

Nesta subseção daremos algumas definições a respeito da teoria espectral de

um operador quaterniônico, dando maior ênfase aos operadores autos-adjuntos. Enuncia-

remos quatro lemas que darão suporte para a validade do teorema espectral dos operadores

autoadjuntos, objetivo principal dessa subseção.

Lema 2.3.2 Sejam A ∈ Hd×d e λ ∈ H um autovalor da matriz A. Se γ ∈ H, γ 6= 0,

então γ−1λγ também é um auto valor da matriz A.

Demonstração 2.3.2 De A|φ〉 = |φ〉λ, obtemos:

A(|φ〉γ) = |φ〉λγ = |φ〉γ)γ−1λγ = (|φ〉γ)(γ−1λγ).

Portanto γ−1λγ é também autovalor de A.

Observação 2.3.1 A partir do Lema 2.3.2, vemos que, se o vetor correspondente ao

autovalor λ, é |φ〉, então |φ〉γ é o autovetor correspondente ao autovalor γ−1λγ, γ ∈ H.

Lema 2.3.3 Se A ∈ Hd×d, então existe uma matriz triangular T tal que

C = T−1AT,C =
[
cij

]
∈ Hd×d,

onde cij = 0,∀i > j + 1.

A demonstração pode ser encontrada em (BRENNER, 1951). O próximo Lema é com

respeito aos autovalores dos operadores autoadjuntos quaterniônicos:

Lema 2.3.4 Um operador autoadjunto quaterniônico tem espectro real.

Demonstração 2.3.3 Seja T ∈ Aadj(Hd×d) tal que

T (φ) = φλ,



41

onde |φ〉 ∈ Hd×1, λ ∈ H. Afirmo Im(λ) = 0. Com efeito, T (|φ〉) = |φ〉λ implica que

λ =
〈φ|T (φ)〉
〈φ|φ〉

=
〈φ|T †(φ)〉
〈φ|φ〉

= λ∗, (2.27)

logo λ é um número real.

Utilizando o método de ortonormalização de Gram-Schmidt, podemos obter o seguinte

lema.

Lema 2.3.5 Se |φ〉 ∈ V e V admite produto interno 〈φ|φ〉 = 1, então existe uma base

ortonormal Bp = {|φ1〉, . . . , |φp〉} para V com |φ〉 = |φ1〉 (GRAVES, 1975).

Lema 2.3.6 Se T : V → V é um operador linear autoadjunto quaterniônico cuja di-

mensão do módulo V é d, então V admite uma base ortonormal consistindo dos autove-

tores de T.

Demonstração 2.3.4 Vamos provar por indução em d. Para d = 1, a base ortonormal

pode ser escolhida como qualquer quatérnio |φ〉 com norma unitária. Suponha por hipótese

de indução que o resultado é válido para o inteiro positivo d. Devemos mostrar que o

resultado também é válido para d+ 1. Com efeito, seja |φ〉 ∈ Hd, λ ∈ H tal que

T (|φ〉) = |φ〉λ.

Pelo Lema 2.3.4, λ é real. Além disso, |φ〉 ∈ Hd pode ser escolhido tal que 〈φ|φ〉 = 1.

Agora, seja

W = {|ψ〉 ∈ V : 〈ψ|φ〉 = 0} ⊂ V .

W é um submódulo à direita quaterniônico de V. Pelo Lema 2.3.5, existe uma base Bp =

{|φ1〉, . . . , |φp〉} para W. Portanto, se |ψ〉 ∈ W ⊂ V , então existe escalares {b1, . . . , bp} ⊂
H tais que

|ψ〉 = |φ1〉b1 + . . .+ |φp〉bp, (2.28)

Assim, W é um submódulo à direita quaterniônico de dimensão d. Agora, observe que W
é um submódulo invariante sobre T , para quaisquer que sejam |ψ〉 ∈ V :

〈T (ψ)|φ〉 = 〈ψ|T †(φ)〉 = 〈ψ|T (φ)〉 = 〈ψ|φ〉λ = 0, (2.29)

estabelecendo que T → W é um operador linear autoadjunto quaterniônico. Portanto, por

hipótese de indução, W admite uma base ortonormal B que consiste dos autovetores de

T. Adjuntando |φ〉 a essa base Bp, finaliza a tese de indução.

Observação 2.3.2 Conforme o Lema 2.3.6, qualquer operador linear autoadjunto qua-

terniônico de dimensão d admite exatamente d (possivelmente degenerados) autovalores
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reais, e os autovetores correspondentes podem ser escolhidos para constituir uma base

ortonormal para o módulo Hd×1.

Teorema 2.3.1 (Teorema Espectral) Se T é um operador linear autoadjunto qua-

terniônico sobre um módulo à direita Hd×1, então Hd×1 admite uma base ortonormal

Bd = {φ1, . . . , φd} consistindo dos autovetores de T tal que a matriz de representação T

com respeito a base Bd é uma matriz diagonal real.

Com efeito, pelo Lema 2.3.6 temos que V admite uma base ortonormal Bd = {φ1, . . . , φd}
consistindo dos autovetores de T. Portanto, a ação de T sobre V pode ser definida via

matriz autoadjunta A ∈ A+
adj(Hd×d) onde A age de acordo com

A =
d∑
r=1

d∑
s=1

|φr〉Ars〈φs|. (2.30)

Segue que

Ars = 〈φr|Aφs〉 = 〈φr|φsλs〉 = δrsλs, (2.31)

onde pelo Lema 2.3.4, o autovalor λs é real. Logo,

A =
d∑
r=1

|φr〉λr〈φr|. (2.32)

Usaremos o Teorema 2.3.1, para caracterizar a norma de uma matriz autoad-

junta semi-positiva A, isto é, A ∈ A+
adj(Hd×d) em termos dos seus autovalores. É o que

vai acontecer no Corolário a seguir.

Corolário 2.3.1 Se A é um operador autoadjunto semi-definido positivo de dimensão d,

admite um espectro {λ1, . . . , λd}, associados aos autovetores ortonormais {|ψ1〉, . . . , |ψd〉},
então

‖A‖ =

√√√√ d∑
r=1

λ2r. (2.33)
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Com efeito, temos sucessivamente,

‖A‖2 = tr(A2)

= tr(
d∑
r=1

d∑
s=1

|ψr〉λr〈ψr|ψs〉λs〈ψs|)

= tr(
d∑
r=1

|ψr〉λ2r〈ψr|)

=
d∑
r=1

tr(|ψr〉〈ψr|)

=
d∑
r=1

λ2r. (2.34)

Ao determinar a Igualdade (2.34), utilizamos os Lemas 2.3.4 e 2.3.6, e o fato

de que ∀|φ〉 ∈ Hd tem-se que:

tr(|ψ〉〈φ|) = <(
∑
t∈Bd

〈t|ψ〉〈φ|t〉)

=
∑
t∈Bd

<(〈t|ψ〉〈φ|t〉)

=
∑
t∈Bd

<(〈φ|t〉〈t|ψ)

= <(
∑
t∈Bd

〈φ|t〉〈t|ψ〉)

= <(〈φ|ψ〉).

onde Bd é tomado como uma base ortonormal para o Hd×1.

2.4 Produto Tensorial Quaterniônico

Nesta seção definiremos um produto tensorial de módulos à direita quaterniônicos.

Para maiores detalhes, o leitor poderá consultar (RAZON; HORWITZ, 1991). Siste-

mas quânticos individuais podem interagir para formarem sistemas quânticos compostos.

Existe um postulado em Mecânica Quântica que descreve como o espaço de estados do

sistema composto é constrúıdo a partir dos espaços de estados dos sistemas individuais.

Vamos então desenvolver a noção de produto tensorial de módulos à direita quaterniônicos.

Definição 2.4.1 Sejam V eW módulos à direita quaterniônicos de dimensão d. Diremos
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que um módulo denotado por V ⊗W, junto com uma aplicação bilinear:

f : V ×W → V ⊗W
(|φ〉, |ψ〉) 7→ |φ〉 ⊗ |ψ〉,

é o produto tensorial de V e W se, ao considerarmos um outro módulo à direita qua-

terniônico U e também uma aplicação bilinear:

g : V ×W → U
(|φ〉, |ψ〉) 7→ g(|φ〉, |ψ〉),

afirmarmos que existe uma única transformação linear quaterniônica T : V ⊗W → U , tal

que g(|φ〉, |ψ〉) = T ◦ f .

V ⊗W

##
V ×W

OO

// U

Observação 2.4.1 A aplicação f é uma aplicação bilinear universal, pois qualquer ou-

tra é uma composição de f por uma linear. Esta é a propriedade universal do produto

tensorial, também é chamada mapeamento universal.

Generalizando, o produto tensorial de n módulos à direita quaterniônicos: V1, . . . ,Vn, é

dado por um módulo à direita quaterniônico que denotamos por V1⊗ . . .⊗Vn, junto com

uma aplicação n− linear universal f : V1 × · · · × Vn → V1 ⊗ · · · ⊗ Vn. Precisamente, isto

quer dizer que qualquer outra transformação n-linear g : V1×· · ·⊗Vn → U , onde U é outro

módulo à direita quaterniônico, pode ser escrita de forma única como g = T ◦ f , onde

T : V1 ⊗ · · · ⊗ Vn → U é uma transformação linear quaterniônica. (RAZON; HORWITZ,

1991).

Em diversas vezes, denotaremos o produto tensorial de dois vetores quânticos

quaterniônicos |φ〉 ⊗ |ψ〉 por |φ〉|ψ〉.

Teorema 2.4.1 O produto tensorial quaterniônico satisfaz as seguintes propriedades:

i) (|φ〉 ⊗ |ψ〉)λ = (|φ〉λ)⊗ |ψ〉 = |φ〉 ⊗ (|ψ〉λ),∀λ ∈ H,∀|φ〉 ∈ V , |ψ〉 ∈ W ;

ii) (|φ1〉+ |φ2〉)⊗ |ψ〉 = |φ1〉 ⊗ |ψ〉+ |φ2〉 ⊗ |ψ〉, ∀|φ1〉, |φ2〉 ∈ V ,∀|ψ〉 ∈ W;

iii) |φ〉 ⊗ (|ψ1〉) + |ψ2〉) = |φ〉 ⊗ |ψ1〉+ |φ〉 ⊗ |ψ2〉,∀|φ〉 ∈ V ,∀|ψ1〉, |ψ2〉 ∈ W .
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Exemplo 2.4.1 Seja a matriz de Pauli

[
0 −j
j 0

]
. Então

[
0 −j
j 0

]
⊗

[
0 −j
j 0

]
=


0

[
0 −j
j 0

]
−j

[
0 −j
j 0

]

j

[
0 −j
j 0

]
0

[
0 −j
j 0

]
 ,

de modo que

[
0 −j
j 0

]
⊗

[
0 −j
j 0

]
=


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 .
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3 QUATERBITS NÃO GERAM QUBITS ENTRELAÇADOS

3.1 Formalismo Quântico Quaterniônico

Nesta seção, consideramos um formalismo quântico quaterniônico para a des-

crição de estados quânticos, canais quânticos e medições quânticas. A nossa formulação

terá lugar num ambiente de dimensão finita, e deve ser limitado à descrição das ex-

periências do tipo considerado por Hardy em (HARDY, 2001). Consideramos experimen-

tos em que o cientista tem acesso a três tipos de equipamentos: dispositivos de preparação,

canais de transformação e dispositivos de medição. Em particular, considera-se o tipo de

experiência representada pela figura:

MediçãoPreparação

Saída da informação
clássica

Botão
Sistema

Iniciar

Transformação

Figura 1: Dispositivo de preparação de um sistema de informação.(HARDY, 2001).

Um dispositivo de preparação emite um sistema f́ısico com um estado asso-

ciado inicial. O estado associado inicial é definido pelas configurações do dispositivo de

preparação. O sistema em seguida entra num canal de transformação que pode trans-

formar o estado associado inicial. A transformação do estado associado inicial é definida

pelas configurações de canal de transformação. Finalmente, um sistema f́ısico sai do canal

e entra em um dispositivo de medição que registra um resultado clássico. O número de

resultados clássicos depende das configurações do dispositivo de medição. As probabilida-

des para os resultados clássicos dependem das configurações do dispositivo de medição e

o estado associado inicial transformado. Hardy aponta para que este tipo de experiência

abranja uma vasta gama de fenômenos f́ısicos.

Nas seções seguintes, formularemos uma descrição quântica quaterniônica de

estados e dispositivos de medição.

3.2 Estados Quânticos Quaterniônicos

Definimos um estado quântico quaterniônico de um sistema f́ısico Ω, que sem-

pre é um espaço de Hilbert, por meio do traço unitário da matriz semi-definida positiva
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denotada por ρ e chamada de operador densidade, ou seja, ρ ∈ Aadj(Hd×d), ou seja:

tr(ρ) = 1, (3.1)

e

〈ψ|ρψ〉 ≥ 0. (3.2)

para qualquer |ψ〉 ∈ Hd.

Definição 3.2.1 A matriz ρ é denominada matriz densidade ou operador densidade.

O conjunto de todos os estados quânticos quaterniônicos ρ de dimensão d será denotado

por A1+
adj(Hd×d).

Teorema 3.2.1 O conjunto A1+
adj(Hd×d) é convexo.

Demonstração 3.2.1 Dados ρ1, ρ2 ∈ A1+
adj(Hd×d) e 0 < λ < 1, então devemos provar

que, ρ = [(1− λ)ρ1 + λρ2] é um elemento de A1+
adj(Hd×d). Com efeito, por linearidade do

traço quaterniônico, temos que

tr(ρ) = tr[(1− λ)ρ1 + λρ2] = (1− λ) tr(ρ1) + λ tr(ρ2) = 1,

e por linearidade do produto interno quaterniônico, temos que para qualquer vetor quântico

quaterniônico |φ〉 ∈ Hd:

〈φ|ρφ〉 = (1− λ)〈φ|ρ1φ〉+ λ〈φ|ρ2φ〉 > 0. (3.3)

Definição 3.2.2 Os pontos extremos do conjunto convexo A1+
adj(Hd×d) serão chamados

de estados quânticos puros e os demais serão chamados de estados mistos, que podem ser

considerados como misturas probabiĺısticas de estados puros.

Teorema 3.2.2 Os estados puros de A1+
adj(Hd×d) são operadores de densidade projeção

de posto 1.

Demonstração 3.2.2 Seja o operador densidade projeção:

P2 = P = |φ〉〈φ| ∈ A1+
adj(H

d×d), (3.4)

possui posto 1 sobre |φ〉. Temos que mostrar que P é um estado puro. Com efeito,

suponha por absurdo que ele seja um estado misto. Então, sejam A,B ∈ A1+
adj(Hd×d), com

A 6= B, e seja λ tal que 0 < λ < 1. Por convexidade P = λA + (1 − λ)B, de modo que
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P2 = λ2A2 + (1− λ)2B2 + λ(1− λ)(AB +BA). Aplicando o traço a ambos os membros,

temos que:

1 = λ2 tr(A2) + (1− λ)2 tr(B2) + λ(1− λ) tr(AB +BA)

= λ2 tr(A2) + (1− λ)2 tr(B2) + λ(1− λ)[tr(AB) + tr(BA)]

= λ2 tr(A2) + (1− λ)2 tr(B2) + λ(1− λ)[2 tr(AB)]

= λ2 tr(A2) + (1− λ)2 tr(B2) + 2λ(1− λ) tr(AB). (3.5)

Pelo Teorema 2.2.10 com A 6= B, temos que tr(AB) < tr(A) tr(B). Aplicando este resul-

tado na Igualdade 3.5, chegamos a uma contradição. Portanto nossa suposição é falsa,

e com isso conclúımos que os operadores densidade P projeção de posto 1, são os esta-

dos puros de A1+
adj(Hd×d). Uma vez que cada elemento de A1+

adj(Hd×d) pode ser expandido

como uma combinação convexa de operadores densidade projeção de posto 1, pelo Te-

orema Espectral 2.3.1, apenas os operadores densidade projeção de posto 1, podem ser

estados puros.

Teorema 3.2.3 (GRAYDON, 2011). Seja A ∈ A1+
adj(Hd×d) é tal que A = |φ〉〈φ| se, e

somente se,

tr(A2) = tr(A3) = 1.

Portanto, esse Teorema identifica de forma precisa os estados quânticos quaterniônicos

puros.

3.3 Bits Quânticos

Sabemos que a menor porção de informação clássica é o bit, o qual pode assumir

apenas um único dos dois estados clássicos 0 ou 1. Na computação e informação quântica,

utilizam-se estados quânticos no lugar de estados clássicos. Os bits clássicos 0 e 1 são

substitúıdos respectivamente pelos bits quânticos |0〉 e |1〉, representados algumas vezes

na forma de matriz coluna |0〉 =

[
1

0

]
e |1〉 =

[
0

1

]
, chamados de q-bits ou qubits. A

principal diferença entre o bit clássico e o bit quântico (q-bit ou qubit), é que um estado

quântico genérico |ψ〉 pode assumir os dois estados |0〉 e |1〉 ao mesmo tempo. Noutras

palavras, dizemos que o estado genérico |ψ〉 é uma superposição dos qubits |0〉 e |1〉, ou

seja,

|ψ〉 = |0〉λ1 + |1〉λ2, (3.6)

para certos λ1, λ2 ∈ H e H é um sistema que é um espaço de Hilbert. O vetor de estado

genérico |ψ〉 é uma combinação linear dos bits quânticos |0〉 e |1〉, com amplitudes λ1, λ2.
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Se o espaço de Hilbert estiver definido sobre os reais, o bit quântico é chamado rebit, se

for sobre os complexos recebe o mesmo nome qubit e se for sobre os quatérnios, quaterbit.

Os vetores de estado |0〉 e |1〉 formam portanto, uma base computacional ortonormal,

chamada base computacional.

Como vimos, a interpretação f́ısica de um quaterbit é que ele está simultanea-

mente nos estados |0〉 e |1〉, e isto faz com que a quantidade de informações armazenadas

no estado |ψ〉 possa ser infinita. Entretanto, essa quantidade de informações está no ńıvel

quântico. Para torná-la acesśıvel no ńıvel clássico, há necessidade de fazermos algumas

medidas e a Mecânica Quântica diz que o processo de medida altera o estado do estado

quântico, fazendo assumir o estado |0〉, com probabilidade ‖λ1‖2, ou o estado |1〉, com

probabilidade ‖λ2‖2. Com apenas as duas possibilidades temos ‖λ1‖2+‖λ2‖2 = 1. Assim a

norma do estado quântico genérico |ψ〉 é um, ou seja, ele é unitário. Os sistemas quânticos

são sistemas f́ısicos naturais, que podem ser usados para representar um bit quântico |ψ〉,
são os spins eletrônicos ou nucleares e da polarização dos fótons. A diferença entre um

bit e quaterbit é que este último pode existir numa superposição à direita de estados.

Uma representação conveniente do estado de um quaterbit é dada pelo conjunto

das matrizes

A1+
adj(H

2×2) ⊂ Aadj(H2×2), (3.7)

denominado esfera quaterniônica unitária, que pode ser obtida por meio de todas as com-

binações R−lineares das matrizes de Pauli quaterniônicas junto com a matriz identidade,

listadas abaixo:

IH2 , σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0

0 −1

]
, σ4 =

[
0 −j

j 0

]
, σ5 =

[
0 −k

k 0

]
. (3.8)

Observação 3.3.1 O conjunto de operadores {σ1, σ2, σ3, σ4, σ5} é denominado sistema

spin-flip 1 do ambiente Aadj(H2×2), haja vista que admite a relação

σxσy + σyσx = 2δxyIH2 ,

para todo x, y = 1, . . . , 5.

Desse modo aplicando a R-linearização (linR) nessa lista de matrizes, teremos

linR{IH2 , σ1, σ2, σ3, σ4, σ5} = Aadj(H2×2),

1Sistema spin-flip é uma coleção de operadores unitários anti-comutativas distintos de ±IH2 em
uma álgebra de Jordan real unitária que gera uma álgebra de Jordan-Banach conhecido como fatores
spins(HANCHE-OLSEN; STØRMER, 1984).
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e a esfera unitária quaterniônica dos estados quaterbits, é dada por

A1+
adj(H

2×2) =

{
ρ ∈ Aadj(H2×2) : ρ =

1

2
(IH2 + ~r · ~σ)

}
, (3.9)

cujo o spin-flip é ~σ da esfera quaterniônica unitária será

~σ = (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5), (3.10)

e o vetor da esfera quaterniônica é ~r ∈ R5, e é tal que ‖~r‖ ≤ 1, que é uma “condição

sine qua non”, para que ρ seja semi-definida positiva. Quando ‖~r‖ = 1, os quaterbits são

puros. Nessa representação, os pólos da esfera correspondem aos estados |0〉 e |1〉.
Suponha agora que desejamos representar um conjunto de n quaterbits, da

mesma forma que podemos escrever sequências de bits clássicos, como por exemplo

“01”, “110” e “1010”. Dado que cada quaterbit é representado por um sistema f́ısico

distinto (átomos, fótons, etc), o estado global ou composto é obtido pelo produto tenso-

rial de cada estado individual. Assim como um quaterbit simples pode se encontrar em

uma superposição dos dois estados mensuráveis 0 e 1 , um conjunto de quaterbits também

pode se encontrar em uma superposição de todas as posśıveis combinações desses estados.

Exemplo 3.3.1 Considere o operador de Hadamard H = 1√
2

[
1 1

1 −1

]
. Calculando o

produto tensorial H|0〉 ⊗H|1〉:

H|0〉 ⊗H|1〉 =
1

2
(|0〉 ⊗ |0〉+ |0〉 ⊗ |1〉+ |1〉 ⊗ |0〉+ |1〉 ⊗ |1〉),

que é uma superposição de todos os 4 posśıveis bits clássicos “0” e “1”.

Este resultado pode ser estendido naturalmente para mais de dois quaterbits, cuja base

do produto tensorial de um estado de n bits quânticos é dada por:

|0〉 ⊗ . . . |0〉 ⊗ |0〉 = |0 . . . 00〉

|0〉 ⊗ . . . |0〉 ⊗ |1〉 = |0 . . . 01〉
...

|1〉 ⊗ . . . |1〉 ⊗ |1〉 = |1 . . . 11〉.

Observação 3.3.2 Portanto a aplicação de uma mesma transformação em n quaterbits

pode resultar em uma superposição de todos os 2n posśıveis valores. Esse fato é sem dúvida
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uma grande vantagem de um computador quântico sobre um computador clássico.

3.4 Canais Quânticos Quaterniônicos

Assim como em qualquer sistema de telecomunicações, a fonte e o receptor se

comunicam através de um canal. No caso de comunicações quânticas, ele é chamado de

canal quântico. Em termos, mais precisos:

Definição 3.4.1 Seja ρ um estado quântico quaterniônico associado a sistema f́ısico Ω.

Chamamos de canal quântico quaterniônico que evolui o estado ρ, como sendo o mapea-

mento:
Φ : Hd×d −→ Hp×p

ρ 7−→ Φ(ρ)
(3.11)

expresso por

Φ(ρ) =
n∑
i=1

AiρA
†
i , (3.12)

para certos Ai, i = 1, . . . , n em Hp×d, onde

n∑
i=1

A†iAi = IHd
. (3.13)

Lema 3.4.1 Se A ∈ Hp×d e ρ ∈ Hd×d, então

tr(AρA†) = tr(A†Aρ). (3.14)

Equipado com o Lema 3.5, vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Os canais quânticos quaterniônicos transformam estados quânticos qua-

terniônicos, ou seja

Φ(A1+
adj(H

d×d)) ⊆ A1+
adj(H

d×d). (3.15)

Demonstração 3.4.1 De acordo com Definição 3.4.1, devemos provar as duas condições:

tr(Φ(ρ)) = 1 e 〈ψ|Φ(ρ)ψ〉 ≥ 0,∀|ψ〉 ∈ Hp. Com efeito, aplicando as propriedades de traço

quaterniônico em Φ(ρ), teremos sucessivamente

tr(Φ(ρ)) = tr

(
n∑
i=1

AiρA
†
i

)

=
n∑
i=1

tr(AiρA
†
i )
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que utilizando o Lema 3.4.1, vem

tr(Φ(ρ)) =
n∑
i=1

tr(A†iAiρ)

= tr((
n∑
i=1

A†iAi)ρ)

= tr(IHd
ρ)

= tr(ρ)

= 1.

A segunda condição o leitor poderá encontrá-la na ı́ntegra em (GRAYDON, 2011).

3.5 Operador Densidade Reduzido nos Qubits

Vamos exigir uma descrição para estados quânticos quaterniônicos de subsis-

temas de sistemas quânticos compostos2. O operador densidade quaterniônico reduzido

proporciona tal descrição.

Definição 3.5.1 Suponha que se tenha dois subsistemas A e B, cujo estado seja descrito

por um operador densidade ρAB. O operador reduzido para o sistema A, será

ρA ≡ trB(ρAB), (3.16)

em que trB é uma operação denominada traço parcial sobre B. O traço parcial é definido

por

trB(|a1〉)(〈a2| ⊗ |b1〉〈b2|) = |a1〉〈a2| trB(|b1〉〈b2|), (3.17)

em que |a1〉 e |a2〉 são quaisquer dois vetores de A e |b1〉 e |b2〉 são quaisquer dois vetores

de B.

Lema 3.5.1 Suponha um sistema quântico formado por um produto de estados: ρAB =

ρ⊗ σ, em que ρ é o operador densidade de A e σ é o operador densidade de B. Então

ρA = trB(ρ⊗ σ) = ρ tr(σ) = ρ. (3.18)

que é o resultado que se espera intuitivamente. Analogamente, ρB = σ para esse estado.

Exemplo 3.5.1 Vamos encontrar o operador densidade do estado de Bell |Φ〉 = 1√
2
(|00〉+

2Sistemas compostos são os que podem ser vistos como constitúıdos de duas (ou mais!) partes (ou
‘subsistemas’).
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|11〉),

ρ =
1√
2

(|00〉+ |11〉) 1√
2

(|00〉+ |11〉)

=
|00〉〈00|+ |00〉〈11|+ |11〉〈00|+ |11〉〈11|

2
.

Realizando o traço sobre o segundo qubit, encontra-se o operador densidade reduzido do

primeiro qubit,

ρ′ =
tr2(|00〉〈00|) + tr2(|11〉〈00|) + tr2(|00〉〈11|) + tr2(|11〉〈11|)

2

=
|00〉〈00|+ |10〉〈01|+ |01〉〈10|+ |11〉〈11|

2

=
|00〉〈00|+ |11〉〈11|

2

=
IHd

2
.

3.6 Decomposição de Schmidt

A decomposição de Schmidt é de fundamental importância no estudo do en-

trelaçamento de estados puros bipartidos, que veremos na Seção 3.7, sendo considerada

um critério de separabilidade para tais estados.

Teorema 3.6.1 (01) Seja |ψ〉 um estado puro de um sistema AB. Então existem estados

ortonormais |iA〉 ∈ A e |iB〉 ∈ B tais que

|ψ〉 =
∑
i

|iA〉 ⊗ |iB〉λi, (3.19)

em que λi são números reais não negativos satisfazendo
∑

i λ
2
i = 1, e são denominados

coeficientes de Schmidt.

3.7 Entrelaçamento Quântico

O entrelaçamento é a caracteŕıstica da mecânica quântica que permite, por

exemplo, o teletransporte (BENNETT C. H.; WOOTTERS, 1993) e codificação densa

(BENNETT; WIESNER, 1992). É o que Schröodinger chamava “o traço caracteŕıstico da

mecânica quântica, aquele que leva ao abandono completo do pensamento clássico”(SCHRÖDIN-

GER, 1980). Considere um espaço de estados quânticos quaterniônico de Hilbert H,

decomposto em dois fatores tensoriais quaterniônicos HA e HB, ou seja

H = HA ⊗HB.



54

Um estado |ψ〉AB puro em H é dito separável se existirem pelo menos dois estados |ψ1〉A ∈
HA e |ψ2〉B ∈ HB tal que

|ψ〉AB = |ψ1〉A ⊗ |ψ2〉B, (3.20)

caso contrário, o estado é entrelaçado. Um operador densidade quaterniônico, ρAB, é

separável se é um produto tensorial de estados mistos, isto é, se

ρAB =
∑

ρAi
⊗ ρBi

pi, (3.21)

onde 0 ≤ pi ≤ 1 e
∑

i pi = 1. Se ρAB não é separável, então ρAB é entrelaçado. Para um

estado puro, que é separável, medições nos sistemas A e B não estão correlacionados. Para

um operador densidade separável existem apenas as correlações clássicas entre medidas

realizadas sobre os dois sistemas. Estados entrelaçados podem levar correlações muito

mais fortes do que as posśıveis clássicas. Finalmente, chamamos um estado maxima-

mente entrelaçado se ele está entrelaçado e seus operadores densidade são proporcionais

à identidade.

Exemplo 3.7.1 O estado puro |0〉A|0〉B não é entrelaçado e nem a matriz densidade

ρAB = 1
3
|0〉AA〈00| ⊗ |0〉BB〈0|+ 2

3
|1〉AA〈1| ⊗ |1〉BB〈1|.

Exemplo 3.7.2 Os chamados estados de Bell:

|Φ±〉AB =
1√
2

(|01〉AB ± |10〉AB) (3.22)

e

|Ψ±〉AB =
1√
2

(|00〉AB ± |11〉AB), (3.23)

são maximamente entrelaçados.

3.7.1 Medidas de Entrelaçamento para Estados Puros Bipartidos

Para um estado bipartido puro |φ〉AB vamos utilizar duas medidas de en-

trelaçamento de formação: a entropia de von Neumman e a concurrência de Wootters

(WOOTTERS, 2001).

3.7.1.1 Entropia de von Neumann como uma Medida de Entrelaçamento para Estados
Puros Bipartidos

Para um estado bipartido puro |φ〉AB, utilizamos a entropia de von Neumann

de um dos operadores densidade reduzido como uma medida de entrelaçamento, E:

E(|φ〉AB) = S(ρA) = S(ρB), (3.24)
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onde a entropia de von Neumann:

S(ρ) = − tr(ρ log2 ρ) = −
∑
i

λi log2 λi, (3.25)

onde os λi são os auto-valores de ρ.

Observação 3.7.1 Note que, se um sistema composto AB estiver em um estado puro,

resulta que S(ρA) = S(ρB). Note ainda, que se (|ψ〉AB) = |ψ〉A ⊗ |ψ〉B = 0, uma vez que

a entropia de von Neumann de um estado puro é zero.

3.7.1.2 Concurrência de Wootters

Apresentaremos nesta seção a forma do entrelaçamento de formação para os

estados de dois qubits e sua medida denominada de concurrência de Wootters. O en-

trelaçamento da formação é definido conforme (BENNETT et al., 1996; BARNETT,

2009): dado uma matriz densidade ρ de um par de sistemas quânticos A e B, considere

todos as posśıveis decomposições de estados puros de ρ, isto é, todos ensembles de estados

|ψi〉 com probabilidades pi tal que

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|. (3.26)

Para cada estado puro, o entrelaçamento E é definido como a entropia de qualquer um

dos subsistemas A ou B (POPESCU; ROHRLICH, 1996):

E(ψ) = − tr(ρA log2 ρA) = − tr(ρB log2 ρB). (3.27)

Aqui ρA é o traço parcial de |ψ〉〈ψ| sobre subsistema B, e ρB é definido de modo análogo.

O entrelaçamento de formação de um estado misto ρ é então definido como entrelaçamento

médio dos estados puros da decomposição minimizada sobre todas as decomposições de

ρ:

E(ρ) = min
∑
i

piE(ψi). (3.28)

A Igualdade 3.27 é justificada pela interconvertibilidade f́ısica de uma coleção de pares

num estado puro arbitrário |ψ〉 e uma coleção de pares no estado singleto padrão, sendo

a razão de conversão assintótica dada por E(Ψ) (POPESCU; ROHRLICH, 1996). O

foco central desta seção é que para um par de qubits, o valor mı́nimo especificado na

Igualdade (3.28) pode ser expresso como uma função expĺıcita de ρ, que apresentaremos

nos parágrafos a seguir.

A fórmula para o entrelaçamento quântico faz uso da transformação linear spin-

flip, que é uma função aplicável tanto a vetores de estado como matrizes de densidade
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de um número arbitrário de qubits. Para um estado puro de um único qubit, assume a

seguinte forma:

|ψ〉 → |ψ̃〉 = σy|ψ∗〉, (3.29)

onde |ψ∗〉 é o complexo conjugado de |ψ〉, quando este é expresso numa base fixa com-

putacional, e σy expressa nessa mesma base é a matriz de Pauli

[
0 −i

i 0

]
. Essa operação

tem o efeito de inverter o sinal do vetor da esfera de Bloch (SAKURAI; NAPOLITANO,

2011):

ρ =
1

2
(IH2 + ~r · ~σ)⇒ ρ̃ =

1

2
(IH2 − ~r · ~σ). (3.30)

O operador spin-flip para dois qubits é obtido, naturalmente, aplicando a trans-

formação spin-flip a ambos os qubits :

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ∗(σy ⊗ σy). (3.31)

onde novamente o conjugado complexo é tomado na base padrão, que para um par de

part́ıculas spin 1/2 é {| ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉}. Neste caso, o operador spin-flip é equi-

valente (COFFMAN; KUNDU; WOOTTERS, 2000) a “conjugação complexa na base

mágica”, que aparece em (HILL; WOOTTERS, 1997).

A introdução da transformação spin-flip pode ser também conveniente para

expressar o entrelaçamento de um estado puro de dois qubits. Pode-se mostrar que o

entrelaçamento, definido na Igualdade (3.27), pode ser escrito como (HILL; WOOTTERS,

1997):

E(ψ) = ε(C(ψ)), (3.32)

onde a concurrência C é definida como

C(ψ) = ||〈ψ|ψ̃〉||, (3.33)

e a função ε é dada por:

ε(C)) = −∆(+) · log2 ∆(+) −∆(−) · log2 ∆(−), (3.34)

onde

∆(+) =

√
1 +
√

1− C2
2

e ∆(−) =

√
1−
√

1− C2
2

. (3.35)

A função ε(C) é monotonicamente crescente e varia de 0 a 1 e como C varia de 0 a 1, de

modo que se pode tomar a concurrência como medida de entrelaçamento.

Tendo definido o spin-flip e a função ε(C), vamos agora apresentar a fórmula
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para o entrelaçamento de formação de um estado misto ρ de dois qubits :

E(ρ) = ε(C(ρ)), (3.36)

onde a concurrência de Wootters C é definida por:

C(ρ) = sup{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (3.37)

em que λ1, λ2, λ3, λ4 são os autovalores, na ordem decrescente, da matriz hermitiana:

R =
√√

ρρ̃
√
ρ. (3.38)

Alternativamente, pode-se dizer que os λis são as ráızes quadradas dos autovalores da

matriz não-hermitiana ρρ̃, e neste caso a concurrência de Wootters será dada por:

C(ρ) = sup{0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4}. (3.39)

Note que cada λi é um número real não-negativo. As matrizes R e ρρ̃ estão intimamente

relacionadas com a concurrência de estado puro da Igualdade (3.33). Se C(ρ) = 0,

dizemos que o estado é separável, caso contrário, dizemos que o estado associado dessa

matriz densidade está entrelaçado. Outra observação é que a concurrência é uma medida

de entrelaçamento, apenas para estados de dois qubits.

Exemplo 3.7.3 Considere o estado de dois qubits:

|ψ〉 = cos θ|00〉+ sen θ|11〉.

e seu estado associado pelo operador spin-flip será

|ψ̃〉 = cos θ|11〉+ sen θ|00〉. (3.40)

Assim, teremos

C(ψ) = |〈ψ|ψ̃〉|. (3.41)

Utilizando a Igualdade (2.16), temos

C(ψ) = | tr(ψψ̃)|, (3.42)
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de modo que

C(ψ) =

∣∣∣∣∣tr
([

cos θ 0

0 sen θ

][
sen θ 0

0 cos θ

])∣∣∣∣∣
= | tr

[
cos θ sen θ 0

0 sen θ cos θ

]
|

e por conseguinte

C(ψ) = | sen 2θ|.

Logo,

∆(+) =

√
1 + cos 2θ

2
= sen θ

∆(−) =

√
1− cos 2θ

2
= cos θ.

Se por exemplo θ = π
3
, então teremos C(ψ) > 0; logo o estado nesse caso está entrelaçado

e o grau de entrelaçamento será 0, 67972. De fato:

ε(C(ψ)) = − sen
π

3
log2 sen

π

3
− cos

π

3
log2 cos

π

3

=
1

2
− 1

2

√
3(

1

2
log2 3− 1)

= 0, 67972.

Teorema 3.7.1 (BERGOU; HILLERY, 2013). Um estado qubit bipartido pode ser es-

crito como

|φ〉 = |ϕ〉AB = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉,

com a00, a01, a10, a11 ∈ C. Então a concurrência C(φAB) = 2|a00a11 − a01a10|.

3.8 Quaterbits Puros não Resultam em Qubits Entrelaçados

Sejam os estados puros quânticos quaterbits normalizados: |ψ1〉 = a|0〉 +

b|1〉, a, b ∈ H e |ψ2〉 = c|0〉 + d|1〉, c, d ∈ H. Fazendo o produto tensorial entre eles,

temos:

|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 = ac|00〉+ ad|01〉+ bc|10〉+ bd|11〉. (3.43)

Para os quatérnios: a, b, c, d, usando a forma dada pelo item v) do Teorema 1.1.2, temos:

a = α1 + α2j; (3.44)
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b = β1 + β2j; (3.45)

c = γ1 + γ2j; (3.46)

d = δ1 + δ2j. (3.47)

onde j2 = −1 da álgebra quaterniônica e os demais parâmetros são números complexos e

são obedecidas nos dois quaterbits :

2∑
i=1

(
‖αi‖2 + ‖βi‖2

)
= 1 e

2∑
i=1

(
‖γi‖2 + ‖δi‖2

)
= 1. (3.48)

Cada amplitude do quaterbit como produto entre os quatérnios pode ser escrito por:

ac = (α1γ1 − α2γ2) + (α1γ2 + α2γ1)j (3.49)

ad = (α1δ1 − α2δ2) + (α1δ2 + α2δ1)j (3.50)

bc = (β1γ1 − β2γ2) + (β1γ2 + β2γ1)j (3.51)

bd = (β1δ1 − β2δ2) + (β1δ2 + β2δ1)j. (3.52)

Por simplicidade de notação, parametrizamos as partes complexas e quaterniônicas das

Igualdades: (3.49), (3.50), (3.51) e (3.52), obtendo:

α1γ1 − α2γ2 = Ã (3.53)

α1δ1 − α2δ2 = B̃ (3.54)

β1γ1 − β2γ2 = C̃ (3.55)

β1δ1 − β2δ2 = D̃ (3.56)

e

α1γ2 + α2γ1 = A (3.57)

α1δ2 + α2δ1 = B (3.58)

β1γ2 + β2γ1 = C (3.59)

β1δ2 + β2δ1 = D. (3.60)

Agora, definimos critérios para que os termos em j no produto tensorial |ψ1〉 ⊗ ψ2〉 se

anule. Dessa forma o estado quântico resultante estará presente na mecânica quântica

complexa. Para isso devemos ter A = B = C = D = 0, de modo que:

α1γ2 = −α2γ1 (3.61)
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β1γ2 = −β2γ1. (3.62)

As Igualdades (3.53), (3.54), (3.55) e (3.56) nos levam ao estado qubit bipartido:

|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 = Ã|00〉+ B̃|01〉+ C̃|10〉+ D̃|11〉. (3.63)

Como trata-se de qubit, então podemos usar o critério de Wooters (WOOTTERS, 1998)

para verificar se esse estado puro é ou não entrelaçado. Pelo Teorema 3.7.1:

C(ψ1 ⊗ ψ2) = 2|ÃD̃ − B̃C̃|. (3.64)

Para um desenvolvimento mais detalhado apresentamos:

ÃD̃ = (α1γ1 − α2γ2)(β1δ1 − β2δ2) (3.65)

e

B̃C̃ = (α1δ1 − α2δ2)(β1γ1 − β2γ2) (3.66)

de modo que

ÃD̃ = α1γ1β1δ1 − α1γ1β2δ2 − α2γ2β1δ1 + α2γ2β2δ2 (3.67)

e

B̃C̃ = α1δ1β1γ1 − α1δ1β2γ2 − α2δ2β1γ1 + α2δ2β2γ2. (3.68)

Alguns termos já reconhecidos como iguais já podem ser cancelados. Então:

C(ψ1 ⊗ ψ2) = 2|(δ1γ2 − γ1δ2)(α1β2 − α2β1)|. (3.69)

Considerando as Igualdades: (3.61) e (3.62), conclúımos que α1β2 − α2β1 = 0, logo a

concurrência é nula. Mostrando que esse estado também é separável nos complexos.

3.9 Quaterbits Mistos Particulares não Resultam em Qubits Entrelaçados

Sabemos que um estado misto é entrelaçado, se ele não pode ser representado

coma a mistura de estados puros fatoráveis. Para isso, sejam os estados normalizados

|ψ1〉 = |0〉a+ |1〉bj e |ψ2〉 = |0〉c+ |1〉dj, façamos o produto tensorial |ψ12〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉,
obedecendo as propriedades algébricas dos quatérnios garantindo que j fique sempre do
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lado esquerdo,

|ψ12〉 = (|0〉a+ |1〉bj)⊗ (|0〉c+ |1〉dj)

= |00〉ac+ |01〉adj + |10〉bjc+ |11〉bjdj

= |00〉ac+ |01〉adj + |10〉bc∗j− |11〉bd∗,

ou seja,

|ψ12〉 = |00〉ac+ |01〉adj + |10〉bcj− |11〉bd. (3.70)

Para o cálculo do vetor bra é conveniente que j fique também do lado esquerdo.

〈ψ12| = 〈00|c∗a∗ − 〈01|jd∗a∗ − 〈10|jcb∗ − 〈11|db∗,

de modo que:

〈ψ12| = 〈00|ac− 〈01|adj− 〈10|bcj− 〈11|bd. (3.71)

O produto ket bra para escrever a matriz densidade posicionando j do lado esquerdo,

utilizando as propriedades dos quatérnios, temos:

|ψ12〉〈ψ12| =


|ac|2 −a2cdj −ab|c|2j −abcd
a2cdj |ad|2 abcd −ab|d|2j
ab|c|2j abcd |bc|2 −b2cdj
−abcd ab|d|2j b2cdj |bd|2

 . (3.72)

De forma análoga, para os quaterbits |φ1〉 = |0〉u+ |1〉vj e |φ2〉 = |0〉x+ |1〉yj,
podemos calcular o produto tensorial |φ12〉 = |φ1〉 ⊗ |φ2〉, construindo assim a matriz

densidade quaterniônica:

|φ12〉〈φ12| =


|ux|2 −u2xyj −uv|x|2j −uvxy
u2xyj |uy|2 uvxy −uv|y|2j
uv|x|2j uvxy |vx|2 −v2xyj
−uvxy uv|y|2j v2xyj |vy|2

 . (3.73)

O estado misto ρ = 1
2
|ψ12〉 〈ψ12| + 1

2
|φ12〉 〈φ12| é um estado da mecânica

quântica quaterniônica de estados fatoráveis. São necessárias as seguintes condições para
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que ρ seja um estado misto da mecânica quântica complexa:

a2cd = −u2xy; (3.74)

ab |c|2 = −uv |x|2 ; (3.75)

ab |d|2 = −uv |y|2 ; (3.76)

b2cd = −v2xy. (3.77)

Dividindo a Igualdade (3.74) pela Igualdade (3.77), resulta na igualdade:

|a|2

|b|2
=
|u|2

|v|2
. (3.78)

Agora, dividindo a Igualdade (3.75) pela Igualdade (3.76), temos:

|c|2

|d|2
=
|x|2

|y|2
. (3.79)

O estado ρ na mecânica quântica complexa, será então a matriz hermitiana:

ρ =


1
2
|ac|2 + 1

2
|ux|2 0 0 −1

2
acdb− 1

2
uxyv

0 1
2
|ad|2 + 1

2
|uy|2 1

2
acdb+ 1

2
uxyv 0

0 1
2
bacd+ 1

2
vuxy 1

2
|bc|2 + 1

2
|vx|2 0

−1
2
bacd− 1

2
vuxy 0 0 1

2
|bd|2 + 1

2
|vy|2

 . (3.80)

Para simplificar a notação podemos fazer as seguintes parametrizações:

A =
1

2
|ac|2 +

1

2
|ux|2;

B =
1

2
|ad|2 +

1

2
|uy|2;

C =
1

2
|bc|2 +

1

2
|vx|2;

D =
1

2
|bd|2 +

1

2
|vy|2;

E = −1

2
acdb− 1

2
uxyv.

A matriz ρ tem a seguinte forma hermitiana:
A 0 0 E

0 B −E 0

0 −E C 0

E 0 0 D

 .
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Para o cálculo da concurrência precisamos da matriz:

σy ⊗ σy =

[
0 −i

i 0

]
⊗

[
0 −i

i 0

]
=


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0


.

Assim podemos calcular ρ̃:

ρ̃ = σy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy

=


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0




A 0 0 E

0 B −E 0

0 −E C 0

E 0 0 D




0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 ;

=


D 0 0 E

0 C −E 0

0 −E B 0

E 0 0 A

 .

Os autovalores da matriz não hermitiana ρρ̃ são necessários para o cálculo da

concurrência,

ρρ̃ =


A 0 0 E

0 B −E 0

0 −E C 0

E 0 0 D




D 0 0 E

0 C −E 0

0 −E B 0

E 0 0 A

 ;

=


AD + EE 0 0 2AE

0 EE +BC −2BE 0

0 −2CE EE +BC 0

2DE 0 0 AD + EE

 .

Os autovalores da matriz ρρ̃ são:
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λ1 = AD + 2
√
ADEE + EE;

λ2 = AD − 2
√
ADEE + EE;

λ3 = BC + 2
√
BCEE + EE;

λ4 = BC − 2
√
BCEE + EE. (3.81)

Assumindo que BC < AD, temos que λ1 é o maior dos autovalores. Então

podemos escrever a concurrência por:

C(ρ) = sup{0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4}

= sup{0,
√
AD + 2

√
ADEE + EE −

√
AD − 2

√
ADEE + EE

−
√
BC + 2

√
BCEE + EE −

√
BC − 2

√
BCEE + EE}

= sup{0,
√

(
√
AD +

√
EE)2 −

√
(
√
AD −

√
EE)2

−
√

(
√
BC +

√
EE)2 −

√
(
√
BC −

√
EE)2}

= sup{0,
√
AD +

√
EE − |

√
AD −

√
EE| − (

√
BC +

√
EE)− |

√
BC −

√
EE|};

= sup{0,
√
AD −

√
BC − |

√
AD −

√
EE| − |

√
BC −

√
EE|}.

Pelas condições estabelecidas pelas Igualdades (3.74) e (3.77) podemos concluir que AD =

BC e por conseguinte C(ρ) = sup{0,−2|
√
AD −

√
EE|} = 0.

Demonstração 3.9.1 Com efeito, sejam

AD = (
1

2
|ac|2 +

1

2
|ux|2)(1

2
|bd|2 +

1

2
|vy|2)

e

BC = (
1

2
|ad|2 +

1

2
|uy|2)(1

2
|bc|2 +

1

2
|vx|2).

Assim

AD =
1

4
(|abcd|2 + |acvy|2 + |bdux|2 + |uxvy|2) (3.82)

e

BC =
1

4
(|abcd|2 + |advx|2 + |bcyu|2 + |uxvy|2). (3.83)
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Então:

AD −BC =
1

4
(|advx|2 + |bcyu|2 − |acvy|2 − |bdux|2),

dáı,

AD −BC =
1

4
[|av|2(|dx|2 − |cy|2) + |bu|2(|cy|2 − |dx|2)],

e por conseguinte,

AD −BC =
1

4
(|dx|2 − |cy|2)(|av|2 − |bu|2). (3.84)

Pelas Igualdades (3.78) e (3.79) das condições estabelecidas para que ρ seja

um qubit, AD −BC = 0 e por conseguinte C(ρ) = sup{0,−2|
√
AD −

√
EE|} = 0.

Portanto o estado misto quaterbits constrúıdo também é desentrelaçado na mecânica

quântica complexa.
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CONCLUSÃO

O presente trabalho mostrou que um produto de um par de quaterbits puros

não pode ser um qubit entrelaçado. Para verificar essa hipótese, definimos dois quaterbits

arbitrários na forma de singletos e em seguida obtivemos o produto tensorial. A partir

do resultado desse produto, estabelecemos as condições necessárias para que o estado

resultante esteja somente nos complexos, ou seja, o produto de quaterbits gere um qubit

bipartido. Então, constatamos que o qubit bipartido resultante ainda continua desen-

trelaçado. Assim, o produto tensorial de dois quaterbits puros não geram um qubit puro

bipartido entrelaçado (SOUZA D. K. A.; NASCIMENTO, 2016).

Para o caso misto, começamos por caso particular ao invés de iniciar com um

caso geral. Iniciamos escrevendo uma mistura de quaterbits fatoráveis normalizados a

partir dos estados: |ψi〉, |φi〉, para i = 1, 2 na forma |0〉α+ |1〉βj com α, β ∈ C. Por meio

de produto tensorial obtemos os estados bipartidos |ψ12〉 = |ψ1〉⊗|ψ2〉 e |φ12〉 = |φ1〉⊗|φ2〉,
e com isso constrúımos as matrizes densidades: |ψ12〉〈ψ12| e |φ12〉〈φ12|, de modo a obter

o estado misto ρ = 1
2
|ψ12〉〈ψ12|+ 1

2
|φ12〉〈φ12| da mecânica quântica quaterniônica de esta-

dos fatoráveis. Em seguida encontramos as condições que tornam nulos os termos em j,

transformando a matriz ρ numa hermitiana presente na mecânica quântica complexa. A

partir da matriz densidade ρ, obtemos por meio do operador spin-flit a matriz ρ̃. Final-

mente obtemos a matriz não hermitiana ρρ̃ e dela extráımos os autovalores necessários

para o cálculo da concurrência de Wootters, cujo resultado foi nulo. Conclúımos então que

esse estado misto de quaterbits, também é desentrelaçado na mecânica quântica complexa.

Portanto, o problema ainda necessita de continuidade de investigações futuras para o caso

geral.
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