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para a obtenção do t́ıtulo de Doutor em Ma-
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Prof. Dr. João Francisco da Silva Filho
Universidade da Integração Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)
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vaggo, Deângeles e Ricardo, amigos de longa data. A Sebastião Carvalho e todos os
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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo estudar propriedades de variedades Riemannia-

nas quando submetidas a condições sobre tensores de Ricci-Bakry-Émery. Essencialmente

estudamos dois casos. No primeiro caso, motivados pelos trabalhos de Barros e Ribeiro

Jr (2014), He, Petersen e Wylie (2012) e por Miao e Tam (2011), introduzimos métricas

m-quasi-Einstein generalizadas compactas com bordo, donde obtemos um resultado que

garante uma classificação para estas métricas; mais precisamente, assumindo que o gra-

diente da exponencial da função potencial é um campo conforme, obtemos que aquela

deve ser uma bola geodésica de uma forma espacial simplesmente conexa. Disso, obtemos

alguns resultados em que garantimos quando estas métricas são triviais. No segundo caso,

trabalhos o tensor de Ricci-Bakry-Émery limitado por baixo, inicialmente, em variedades

Riemannianas compactas, com bordo ou sem bordo, e posteriormente, sobre bolas em va-

riedades Riemannianas completas. Com esse estudo, obtivemos estimativas do gradiente

para autofunções do operador V-Laplaciano, generalizando resultados de (Li, 2005) e (Li,

2015). Finalmente, como consequências desses resultados, exibimos uma desigualdade de

Harnack.

Palavras-chave: Métricas m-quasi-Einstein generalizadas. Operador V -Laplaciano. De-

sigualdade de Harnack.



ABSTRACT

The main of this work was to study properties of Riemannian when subjected to con-

ditions on Bakry-Émery-Ricci tensor. Essentially we study two cases. In the first case,

motivated by the work of Barros and Ribeiro Jr. (2014), He, Petersen and Wylie (2012)

and Miao and Tam (2011), was introduced generalized m-quasi-Einstein metrics compact

with boundary, where we get a result that classify these metrics; more specifically, as-

suming that gradient field of the exponential of potential function is a conformal vector

field, we obtain that this must be a geodesic ball in a simply connected space form. That

we get some results that implies when these are trivial metrics. In the second case, we

work the Bakry-Émery-Ricci tensor bounded bellow, initially in a compact Riemannian,

with or without boundary, and later on balls in complete Riemannian. With this study,

we obtain gradient estimates for eigenfunctions of V -Laplacian operator, that generalize

results of (Li, 2005) and (Li, 2015). Finally, as consequence theses results, we show an

Harnack’s inequality.

Keywords: Generalized m-quasi-Einstein metrics. V -Laplacian operator. Harnack’s

inequality.
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V -LAPLACIANO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.1 Estimativa Gradiente sobre Variedades Riemannianas compactas 28

4.2 Estimativa Gradiente sobre bolas em variedades Riemannianas

completas e uma desigualdade de Harnack . . . . . . . . . . . . 33
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1 INTRODUÇÃO

Primeiramente, em um trabalho conjunto com Diógenes e Barros (2015) ob-

tevê-se alguns resultados sobre métricas m-quasi-Einstein generalizadas compactas e com

bordo, que foram introduzidas por Catino (2012) para o caso de métricas completas. Mais

precisamente, Catino definiu uma métricas m-quasi-Einstein generalizadas, que pode ser

vista como uma quadra (Mn, g, f, λ), onde (Mn, g) é uma variedade Riemanniana com-

pleta, f e λ são funções suaves sobre M tais que

Ric+∇2f − 1

m
df ⊗ df = λg. (1)

No mesmo trabalho Catino (2012) mostrou que, em torno de qualquer ponto

regular de f , uma métrica m-quasi-Einstein generalizada com tensor de Weyl harmônico

W (∇f, ·, ·, ·) = 0 é localmente um produto warped com fibras de Einstein com dimensão

n − 1. Além disso, mostrou que a hipótese W (∇f, ·, ·, ·) = 0 é necessária. Barros e Ri-

beiro Jr. (2014) provaram que os espaços Sn, Hn e Rn possuem uma estrutura natural

de métrica quasi-Einstein generalizada, além disso, constataram que estes são, essencial-

mente, os únicos exemplos, desde que (Mn, g) também seja uma variedade Einstein. Em

(2013) Barros e Gomes, provaram que substituindo a hipótese de (Mn, g) ser Einstein,

por L∇uR ≥ 0, então Mn é isométrica a Sn.

Inspirados por uma técnica de Miao e Tam (2011), obtivemos um resultado

similar de (2014) e (2013), para o caso de métricas m-quasi-Einstein generalizadas com-

pactas e com bordo. Mais precisamente.

Teorema 1 Suponha (Mn, g,∇f, λ), com n ≥ 3, é uma m-quasi-Einstein métrica ge-

neralizada conexa, compacta e com bordo suave Σ = ∂M. Suponha que (Mn, g) é uma

variedade Einstein ou ∇u é um campo vetorial conforme, onde a função u := e−f/m é

constante sobre Σ. Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica de um espaço forma

simplesmente conexo, ou seja, Rn, Hn(r) ou Sn(r).

Este resultado, e algumas consequências, são apresentados e demonstrados na secção 3.

Na segunda parte deste trabalho, exibiremos algumas estimativas gradientes

de autofunções do operador V -Laplaciano obtidas em (2015). Este problema é clássico

na teoria de Equações Diferencias Parciais e possui muitas aplicações nesta área. Muitos

matemáticos fizeram estudos de modo a encontrar estimativas de gradientes de determi-

nadas funções, destacamos aqui Yau, Shoen, Cheng e Peter Li (1975, 1975, 1979, 1979,

1994, 2012, 2005). Usando tais técnicas conseguimos obter resultados similares para au-

tofunções do V -Laplaciano que generalizam resultados dos recentes trabalhos (2005) e

(2015).
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Considerando o tensor modificado de Bakry-Émery-Ricci

Ricm,nV := Ric− 1

2
LV g −

1

m− n
V ⊗ V,

e o operador de difusão V -Laplaciano

∆V := ∆ + V,

onde V é um campo vetorial ao longo de uma variedade Riemanniana (Mn, g), os nossos

resultados obtidos foram:

Teorema 2 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensão n. Suponha

Ricm,nV ≥ −(m − 1)K, onde K ≥ 0 é uma constante não-negativa. Se u é uma solução

positiva de ∆V u = −λu sobre M , então

sup
B(x,r/2)

|∇u|
u
≤ C,

onde C = C(m,K, r, λ) é uma constante positiva que depende de m,K, r e λ, e o supremo

é tomado sobre todas as bolas B(x, r/2) de M centradas em algum ponto x com raios r/2.

Teorema 3 Seja (Mn, g) uma variedade Riemannian compacta de dimensão n, com

bordo ∂M convexo, quando ∂M 6= ∅. Suponha Ricm,nV ≥ −K, onde K ≥ 0 é uma cons-

tante. Seja u uma solução, limidada por baixo, de ∆V u = −λu, satisfazendo a condição

de Neumann no bordo, ou seja, ∂u
∂ν

= 0 sobre ∂M , desde que ∂M 6= ∅. Então,

|∇u| ≤ C
(
u− inf

M
u
)
, (2)

onde C =
√

(m− 1)K +
√

(m− 1)2K2 + 2λ2. Em particular, se K = 0, podemos assu-

mir C =
√
|λ|.
As demonstrações desses resultados, e uma desigualdade Harnack, serão apre-

sentadas na secção 4.
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar o material básico necessário para uma

boa compreensão dos próximos caṕıtulos. No que segue, (Mn, g) denotará uma variedade

Riemanniana n−dimensional com métrica suave g = 〈·, ·〉 e conexão de Levi-Civita ∇. O

espaço das funções suaves (ou de classe C∞) sobre M será denotado por C∞(M). O espaço

dos campos suaves sobre M será denotado por X(M).

2.1 Conceitos e resultados básicos

Aqui iremos expor conceitos, notações básicas e resultados clássicos da teoria

de Geometria Riemanniana. Sugerimos as seguintes referências (Chow, Lu, Ni, 2006,

Caṕıtulo 1), (Chavel, 2006), (do Carmo, 2005).

Para uma variedade Riemanniana (Mn, g), o tensor curvatura de Riemann

é o (1,3)-tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M). Comumente, pode-se interpretar o tensor curvatura de

Riemann como sendo um (0,4)-tensor definido por Rm : X(M)4 → C∞(M)

Rm(X, Y, Z,W ) = 〈Rm(X, Y )Z,W 〉,

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M). Em um sistema de coordenadas locais (x1, . . . , xn)

de Mn, as componentes do tensor curvatura de Riemann é dado por

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rl

ijk

∂

∂xl

e Rijkl := glsR
s
ijk. Recordemos que

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rjilk = Rklij

O tensor de Ricci é definido como o sendo o traço do tensor curvatura de

Riemann dado por

Ric(Y, Z) := tr(X 7→ Rm(X, Y )Z).
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Em um sistema de coordenadas locais temos

Rij =
n∑
i=1

Ri
ijk.

A curvatura de Ricci de uma reta L ⊂ TxM , para algum x ∈M , é definida por

Ric(L) := Ric(e1, e1),

onde e1 ∈ TxM é um vetor únitario que gera L. Dizemos que M possui curvatura de

Ricci constante, se Ric(L) é constante para qualquer reta L contida em algum espaço

tangente de M , isto é, se existe uma constante c ∈ R tal que para todo x ∈ M e toda

reta L ⊂ TxM tem-se Ric(L) = c

A curvatura escalar é o traço do tensor de Ricci, ou seja, em coordenadas

locais, temos

R := gijRij.

Dizemos que g é uma métrica de Einstein (ou que (M, g) é uma variedade de Eins-

tein) se existir uma função real λ, tal que

Ric = λg.

Observe que tomando o traço na igualdade acima, conclúımos que λ = R/n, ou seja,

Ric = 1
n
Rg.

O tensor de Weyl W , é o (0,4)-tensor definido, para n ≥ 3, pela seguinte

decomposição

−Rijkl = Wijkl +
1

n− 2
(Rikgjl +Rjlgik −Rilgjk −Rjkgil)

− R

(n− 1)(n− 2)
(gjlgik − gilgjk).

Sejam X,Z1, . . . , Zs ∈ X(M). A derivada covariante ∇X de um (0, s)-tensor

Z1 ⊗ · · · ⊗ Zs é também um (0, s)− tensor dado por

∇X(Z1 ⊗ · · · ⊗ Zs) :=
s∑
i=1

Z1 ⊗ · · · ⊗ ∇XZi ⊗ · · · ⊗ Zs.

A derivada covariante de um (r, s)-tensor β é um (r + 1, s)-tensor definido por

(∇β)(X, Y1, . . . , Yr) := ∇X(β(Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

β(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yr).

Dizemos que β é um tensor paralelo se sua derivada covariante é nula, ou seja, ∇β = 0.
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Em particular, temos que a métrica Riemanniana g é paralela, devido a sua compatibili-

dade com a conexão Riemanniana ∇. Em um sistema de coordenadas locais, seja βk1,...,ksj1,...,jr

as componentes do (r, s)-tensor β. Assim, definimos as componentes ∇iβ
k1,...,ks
j1,...,jr

de ∇β, a

derivada covariante de β, por

∇iβ
k1,...,ks
j1,...,jr

∂

∂xk1
,⊗ · · · ⊗ ∂

∂xks
:= (∇∂/∂xiβ)

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjr

)
Proposição 1 (Identidades de Bianchi) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e

Rm seu tensor curvatura. Então:

(a) Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0, (a primeira identidade de Bianchi)

(b) ∇iRijkl +∇jRjkil +∇kRkijl, (a segunda identidade de Bianchi).

(c) gim∇iRjklm = ∇jRkl − ∇kRjl = 0, (a segunda identidade de Bianchi contráıda

uma vez).

(d) 2gij∇iRjk = ∇kR = 0. (a segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes).

Como consequência da segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes, temos o

seguinte lema:

Lema 1 (Schur) Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com n ≥ 3, onde g é uma

métrica de Einstein, isto é, Ric = 1
n
Rg. Então a curvatura escalar R é constante.

Para uma demonstração das identidades de Bianchi e do Lema de Schur, sugerimos

(Petersen, Caṕıtulo 2, 2006).

Dado x ∈ M , seja P ⊂ TxM um plano contido no espaço tangente de x em

M . A curvatura seccional de P é definida por

K(P ) = 〈Rm(e1, e2)e2, e1〉,

onde {e1, e2} é uma base ortornormal de P . Dizemos que uma variedade Riemanniana pos-

sui curvatura seccional constante se, para todo ponto p ∈M , K(P ) possuir o mesmo

valor, qualquer que seja o plano P contido no espaço tangente TpM . As variedades com-

pletas simplesmente conexas que possuem curvatura seccional constante são chamadas de

formas espaciais. CARTAN (1951) provou que a únicas variedades Riemannianas com-

pletas, simplesmente conexas, com curvatura seccional constante são o espaço Euclidiano

Rn, a esfera canônica Sn(r) e o espaço hiperbólico Hn(r). Mais precisamente, a menos de

escalonamento, temos o seguinte resultado.

Teorema 4 (CARTAN, 1951) Seja M uma variedade Riemanniana completa, sim-

plesmente conexa e de curvatura seccional constante K. Então M é isométrica a:

(a) Rn, se K = 0;
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(b) Sn, se K = 1;

(c) Hn, se K = −1.

Devido a Bishop (1964), pode-se comparar volumes de bolas geodésicas entre

variedades completas com curvatura de Ricci limitada por baixo com o volume das bolas

geodésicas de formas espaciais. A seguir enunciaremos este resultado clássico.

Teorema 5 (Bishop, 1964). Seja Mn uma variedade Riemanniana completa

n-dimensional tal que RicM ≥ (n − 1)k > 0. Então para todo x0 ∈ M e r > 0, te-

mos

V ol(B(x, r)) ≤ V ol(Bk(r)),

onde B(x, r) é a bola de centro x0 e raio r em M e Bk(r) é uma bola de raio r em Mn
k ,

uma forma espacial de curvatura seccional constante k de mesma dimensão que M . A

igualdade vale se, e somente se, B(x, r) é isométrico a Bk(r).

Para uma melhor abordagem deste resultado sugerimos consultar (Chavel, Caṕıtulo 3,

2006).

2.2 Estimativas Gradiente de funções harmônicas e autofunções

do Laplaciano

Muitos problemas na natureza são modelados por meio de Equações Diferencias

Parciais (EDP), por isso ainda hoje buscam-se técnicas para se resolver tais problemas. No

entanto é extremamente dif́ıcil encontrar tais soluções e, deste modo, procura-se entender

ao máximo o comportamento de soluções de uma EDP em determinados ambientes, como

por exemplo encontrar estimativas do gradiente dessas soluções, quando este faz sentido,

e consequentemente buscar desigualdades Harnack.

Um dos problemas mais conhecidos é a solução da equação de Laplace

∆u = 0 em Ω, (3)

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio do espaço Euclidiano. Para um estudo desse caso recomen-

damos o livro (Evans, 1998).

Sejam Ω um aberto de uma variedade Riemanniana Mn e C∞(Ω) o conjunto

das funções suaves definidas em Ω. Dizemos que L : C∞(Ω) → C∞(Ω) é um operador

linear de segunda ordem se, para qualquer função u ∈ C∞(Ω), Lu puder ser escrito

em um sistema de coordenadas locais (U, (x1, . . . , xn)) por

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)∂iju+
n∑
i=1

bi(x)∂iu+ c(x)u, (4)
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onde aij, bi, c : Ω → R são funções reais e x ∈ U . Neste caso, dizemos que L é um

operador eĺıptico em um ponto x ∈ U , se a matriz coeficiente [aij(x)] é positiva, ou

seja, se existirem λ(x) e Λ(x) positivos, tais que

0 < λ(x)|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2, (5)

para todo ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn \{0}. Aqui λ(x) e Λ(x) são justamente o menor e o maior

autovalor de [aij(x)], respectivamente.

Yau (1975) desenvolveu um método de prinćıpio do máximo para provar que

variedades Riemannianas completas com curvatura de Ricci não negativa possui uma

propriedade Liouville. Além disso, em um trabalho conjunto com Cheng, Yau, usando

o mesmo argumento, obteve uma estimativa gradiente para uma classe mais geral de

equações eĺıpticas. Li (1979), usou esse método de prinćıpio do máximo obteve inicial-

mente uma estimativa de autovalor do Laplaciano para variedades Riemannianas compac-

tas, onde posteriormente foi usado em outros trabalhos, como (Li, Yau, 1979) e (Zhong,

Yang, 1984), para se obter uma estimativa ótima.

Nosso objetivo, é obter resultados similares com o operador eĺıptico

V -Laplaciano, denotado por ∆V , sobre uma variedade Riemanniana Mn, onde V ∈
X(M) é uma campo vetorial suave sobre Mn. Mais precisamente, temos

∆V := ∆ + V (6)

onde ∆ e ∇ denotam, respectivamente, o operador Laplaciano e o operador gradiente de

M . O operador V -Laplaciano é um caso especial de aplicações V -harmônicas introduzidas

por Chen, Qiu e Jost (2012) utilizado nos recentes trabalhos de (Li, 2005) e (Li, 2015),

por exemplo.

O tensor Bakry-Emery-Ricci (1985) pode ser definido por

RicV := Ric− 1

2
LV g, Ricm,nV := Ric− 1

2
LV g −

1

m− n
V ⊗ V,

onde LV denota a derivada de Lie ao longo de um campo suave V e m > n. Li (2005)

generalizou uma estimativa gradiente obtida por Schoen e Yau (1994) para funções V -

sobre variedades fechadas (completas e compactas) e bolas em variedades completas com

Ricm,nV limitada por baixo.

Dada uma função suave w sobre uma variedade Riemanniana M , a fórmula de

Bochner é dada por

1

2
∆|∇w|2 = Ric(∇w,∇w) + |∇2w|2 + 〈∇w,∇∆w〉. (7)
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Como

∆V |∇w|2 = ∆|∇w|2 + 2∇2w(∇w, V )

e

〈∇w,∇(∆Vw)〉 = 〈∇w,∇(∆w)〉 − 2∇2w(∇w, V ),

obtemos uma fórmula de Bochner para o V -Laplacian, dada por

1

2
∆V |∇w|2 = RicV (∇w,∇w) + |∇2w|2 + 〈∇w,∇∆Vw〉. (8)
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3 MÉTRICAS m-QUASI-EINSTEIN GENERALIZADAS COMPACTAS COM

BORDO

Nesta seção iremos apresentar alguns resultados obtidos em (2015) pelo autor

em parceria com Barros e Diógenes para métricas m-quasi-Einstein generalizadas com-

pactas com bordo. Tais métricas foram introduzidas por Catino (2012) e são uma das

várias métricas tipo Einstein que existem.

Sejam f e λ funções suaves sobre uma variedade Riemanniana (Mn, g), de

modo que (Mn, g,∇f, λ) seja uma métrica m-quasi-Einstein generalizada, isto é, satisfaça

a equação (1)

Ric+∇2f − 1

m
df ⊗ df = λg.

Em particular, temos

Ric(∇f,∇f) + 〈∇∇f ,∇f〉 =
1

m
|∇f |4 + λ|∇f |2,

onde | · | :=
√
〈·, ·〉. Tomando o traço em (1), vemos

R + ∆f − 1

m
|∇f |2 = nλ, (9)

donde,

〈∇f,∇R〉+ 〈∇f,∇∆f〉 − 1

m
〈∇f,∇|∇f |2〉 = n〈∇f,∇λ〉. (10)

Combinando as equações (1) e (10), obtemos

∇2f − ∆f

n
g =

1

m

(
df ⊗ df − 1

n
|∇f |2g

)
−
(
Ric− R

n
g

)
.

Nesta seção, denotaremos

u = e−f/m. (11)
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Assim, ∇u = − 1
m
u∇f , donde, para quaisquer campos suaves X, Y sobre M , temos

∇2u(X, Y ) = 〈∇X∇u, Y 〉

= − 1

m
〈∇X(u∇f), Y 〉

= − 1

m
〈u∇X∇f +X(u)∇f, Y 〉

= − u
m
〈∇X∇f, Y 〉 −

1

m
X(u)〈∇f, Y 〉

= − u
m
∇2f(X, Y ) +X(u)− 1

m
〈∇u,X〉〈∇f, Y 〉

= − u
m

(
∇2f(X, Y ) +X(u)− 1

m
〈∇f,X〉〈∇f, Y 〉

)
,

ou seja,

∇2f − 1

m
df ⊗ df = −m

u
∇2u. (12)

Deste modo, (Mn, g,∇f, λ) é uma métrica m-quasi-Einstein generalizada se, e somente

se, satisfaz

Ric− m

u
∇2u = λg, (13)

onde u é dado por (11). Além disso, ∇u é um campo vetorial conforme (ou seja, L∇ug =

ρg, para alguma função suave ρ sobre M) se, e somente se, (Mn, g) é uma variedade de

Einstein.

Barros e Ribeiro Jr. (2014) demonstraram o seguinte resultado, que classifica

um conjunto de variedades m-quasi-Einstein generalizadas completas e sem bordo.

Teorema 6 (Barros, Ribeiro Jr., 2014) Seja (Mn, g,∇f, λ) uma métrica m-quasi-

Einstein generalizada completa e sem bordo não-trivial com n ≥ 3. Assuma que (Mn, g)

é uma variedade Einstein ou que ∇u é um campo vetorial conforme. Então, para algum

r > 0, temos uma das seguintes possibilidades:

1. Mn é isométrica a esfera canônica Sn(r);

2. Mn é isométrica ao espaço Euclidiano Rn;

3. Mn é isométrica ao espaço hiperbólico Hn(r).

Por outro lado, Miao e Tam (2009, 2011) estudaram métricas cŕıticas do fun-

cional volume em variedades compactas com bordo, ou seja, uma tripla (Mn, g, f), onde

(Mn, g) é uma variedade Riemanniana conexa e compacta com bordo suave Σ e f é uma

função suave sobre M tal que f−1(0) = Σ satisfaz

− (∆f)g +∇2f − fRic = g. (14)

Inspirados pelo trabalho de Barros e Ribeiro Jr. (2014), obtivemos os seguintes

exemplos de métricas m-quasi-Einstein generalizadas compactas com bordo.

Exemplo 1 Considere (Mn
k , g0) uma bola geodésica de uma forma espacial simplesmente
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conexo de curvatura seccional constante k, com sua respectiva métrica canônica. Então,

(i) Se k = 1, tome

f = −m log(τ − hv
n

)

e

λ = (n− 1)−mτ − u
u

,

onde τ é um parâmetro real em (1/n,∞), hv é a função altura da esfera para algum

vetor v ∈ Rn+1 e u = e−f/m = τ − hv
n

.

(ii) Quando tivermos k = 0, defina

f = −m log(τ + |x|)

e

λ = −2
m

u
,

onde τ é um parâmetro real positivo, | · | é a norma Euclidiana e u = e−f/m = τ |x|2.

(iii) Finalmente, se k = −1 considere

f = −m log(τ +
hv
n

)

e

λ = −(n− 1)−mτ − u
u

,

onde τ é um parâmetro real em (−1,∞), hv é a função altura sobre o espaço hi-

perbólico para algum v ∈ Hn(−1) ⊂ Rn,1 e u = exp(− f
m

) = τ + hv
n

.

Portanto (Mn
k , g0,∇f, λ) é uma métrica m-quasi-Einstein generalizada com bordo, para

cada k = 1, 0,−1. Observe que cada (Mn
k , g0) é uma variedade Einstein e que a função f

é constante ao longo do do bordo de (Mn
k )

A seguir iremos enunciar o nosso resultado principal, que irá mostrar que nossos

exemplos acima são, essencialmente, as únicas variedades m-quasi-Einstein generalizadas

com bordo que também são variedades Einstein. Mais precisamente temos o seguinte

resultado.

Teorema 7 Suponha (Mn, g,∇f, λ), com n ≥ 3, é uma m-quasi-Einstein métrica gene-

ralizada conexa, compacta e com bordo suave Σ = ∂M. Se ocorre alguma das seguintes

condições:

(i) (Mn, g) é uma variedade Einstein,

ou

(ii) ∇u é um campo vetorial conforme, onde a função u := e−f/m é constante sobre Σ.

Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica de um espaço forma simplesmente co-

nexo, ou seja, Rn, Hn(r) ou Sn(r), para algum r > 0.
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3.1 Consequências do Teorema 7

Neste tópico iremos exibir algumas consequências que obtemos a partir do

Teorema 7.

Corolário 1 Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3 uma m-quasi-Einstein métrica generalizada

compacta não trivial, com bordo Σ tal que a função u = e−f/m é constante sobre Σ

e
∫
M
Ric(∇u,∇u)dM ≥ n

n−1

∫
M

(∆u)2dM. Se a curvatura média de Σ é não negativa,

então M é isométrica a uma bola geodésica de uma esfera Sn(r).

Demonstração. Pela clássica fórmula de Reilly (1977),

0 =

∫
M

{Ric(∇u,∇u)− |∆u|2 + |∇2u|2}dM

+

∫
Σ

{(
∆Σu+H

∂u

∂ν

)
∂u

∂ν
−
〈
∇Σu,∇Σ∂u

∂ν

〉
+ h(∇Σu,∇Σu)

}
dΣ

Usando que u é constante sobre Σ, temos∫
M

|∇2u− ∆u

n
g|2dM =

n− 1

n

∫
M

(∆u)2dM −
∫
M

Ric(∇u,∇u)dM

−
∫

Σ

H

(
∂u

∂ν

)2

dΣ.

Assim, por hipótese, obtemos ∇u = ∆u
n
g, isto é, ∇u é um campo vetorial conforme não

trivial. Pelo Teorema 7 obtemos o resultado desejado.

O próximo resultado mostra algumas condições para que uma métrica m-quasi-

Einstein generalizada compacta e com bordo é trivial, ou seja, quando esta não admite f

não constante.

Teorema 8 Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3 uma métrica m-quasi-Einstein generalizada com-

pacta e com bordo Σ tal que f é constante sobre o bordo Σ. Se
∫
M
Ric(∇f,∇f)dM ≤

2
m

∫
M
|∇f |2∆fdM−(n−2)

∫
M
g(∇λ,∇f)dM+

∫
Σ
∂f
∂ν

∂2f
∂ν2
dΣ, ou R = nλ, então (Mn, g,∇f, λ)

é trivial.

Demonstração.

Por (Barros, Ribeiro Jr., 2014),

1

2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 −Ric(∇f,∇f) +

2

m
|∇f |2∆f − (n− 2)g(∇λ,∇f).
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Integrando a equação acima sobre M e usando as fórmulas de Green juntamente com o

fato de u ser constante sobre Σ, obtemos∫
M

|∇2f |2dM =

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM − 2

m

∫
M

|∇f |2∆fdM + (n− 2)

∫
M

g(∇λ,∇f)dM

− 1

2

∫
Σ

ν(|∇f |2)dΣ

=

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM − 2

m

∫
M

|∇f |2∆fdM + (n− 2)

∫
M

g(∇λ,∇f)dM

−
∫

Σ

g(∇ν∇f,∇f)dΣ

=

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM − 2

m

∫
M

|∇f |2∆fdM + (n− 2)

∫
M

g(∇λ,∇f)dM

−
∫

Σ

∂f

∂ν

∂2f

∂ν2
dΣ.

Como o lado direito é não positivo, conclúımos que ∇2f ≡ 0, donde ∆f = 0. Pelo

prinćıpio do máximo obtemos que f é constante em M .

Agora assuma que R = nλ. Se m =∞, então da equação (9) obtemos ∇f = 0.

Deste modo, pelo prinćıpio do máximo, f é constante. Por outro lado, se m for finito,

tome o traço em (12) e use (9) para obter ∆u = u
m

(R−nλ). Novamente pelo prinćıpio do

máximo, obtemos que u, portanto f , é constante em M . Isto conclui a demonstração.

3.2 Demonstração do Teorema 7

Aqui, será exibido os passos para a demonstração do Teorema 7. Isso se dará

utilizando lemas e resultados auxiliares, para assim facilitar a compreensão e a ideia

utilizada. No que segue, sempre considere geodésicas parametrizadas pelo comprimento

de arco.

Lema 2 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo suave ∂M .

Assuma que exista uma função suave u em M tal que

∇2u = (−Au+B)g, (15)

onde A e B são constantes. Suponha que exista um ponto p ∈ M tal que ∇u(p) = 0.

Então

(1) Ao longo de uma geodésica γ(t) em M partindo de p, temos

(a)

u(t) =
1

2
Bt2 + u(p), quando A = 0;
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(b)

u(t) = (u(p)−B) cos t+B, quando A = 1;

(c)

u(t) = (u(p) +B) cosh t−B, quando A = −1;

(2) Se existe um ponto p ∈ M e uma geodésica minimizante γ(t) ligando p a q, então

para qualquer outra geodésica γ̃(t) que liga p à q teremos que γ̃(t) também é minimi-

zante, quando A = 0 ou A = −1. No caso A = 1 suponha também que Ric = (n−1)g

e γ̃(t) não possui comprimento maior do que π, assim concluimos que γ̃ também é

minimizante.

(3) Assuma que Σ é uma hipersuperf́ıcie fechada e conexa. Se u é constante sobre Σ,

então a distância de p à Σ é constante, desde que Ric = (n− 1)g quando tivermos

A = 1. Em particular, Σ é uma esfera geodésica centrada em o e com raio dist(o,Σ).

Demonstração. Note que ao longo de uma geodésica γ, temos

u′′(t) = −Au(t) +B, com u′(0) = 0. (16)

Usando o método de solução de Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) de segunda or-

dem com coeficientes constantes (veja Boyce, DiPrima, Haines, 1992), obtemos o resultado

enunciado em (1).

Agora, sejam L e L̃ os comprimentos de γ e γ̃, respectivamente. Como γ(L) =

γ̃(L̃) = p e u não é identicamente nula, obtemos, por (1) acima, que L = L̃ quando A = 0

or A = −1. Por outro lado, se A = 1 temos coshL = cosh L̃, pelo caso (1) acima. Além

disso, L, L̃ ≤ π, pois Ric = (n− 1)g e pela hipótese sobre γ̃, neste caso. Portanto L = L̃,

e o caso (2) está provado.

Finalmente, veja que (3) segue diretamente de (1).

Lema 3 Seja (Mn, g) e u como acima. Suponha que Σ é uma hipersuperf́ıcie mergulhada

conexa em M tal que, sobre Σ, u é constante e ∇u não se anula. Se ν é o campo

vetorial normal unitário exterior à Σ, então |∇u| é constante sobre Σ e a segunda forma

fundamental h de Σ em relação a ν satisfaz

h = sinal
(
− Au(p) +B

)
|∇u|−1(−Au+B)g, (17)

onde A e B são constantes. Em particular, se Σt é uma esfera geodésica em M , centrada

no ponto p e com raio 0 < t < dist(p,Σ), então a curvatura média, de Σt, em relação ao

vetor normal unitário exterior ν, é dada por

Ht = (n− 1)t−1, quando A = 0;
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Ht = (n− 1)
cos t

sin t
, quando A = 1;

Ht = (n− 1)
cosh t

sinh t
, quando A = −1.

Demonstração. Pelo Lema 2 temos que Σ é uma esfera geodésica em M e

ν = sinal
(
− Au(p) +B

) ∇u
|∇u|

.

Logo, para quaisquer campos vetoriais X, Y sobre Σ,

1

2
X(|∇u|2) = g(∇X∇u,∇u)

= ν(u)g(∇X∇u, ν)

= ν(u)∇2u(X, ν)

= ν(u)(−Au+B)g(X, ν)

= 0,

e

sinal
(
− Au(p) +B

)
h(X, Y ) = |∇u|−1g(∇X∇u, Y )

= |∇u|−1∇2u(X, Y )

= |∇u|−1(−Au+B)g(X, Y ).

Isto prova a primeira parte. Ainda pelo Lema 2, temos que u é constante ao longo de

Σt e |∇u| não se anula sobre Σt. Assim, |∇u(p)| = |γ′(t)|. Tomando o traço em (17) em

relação ao vetor normal unitário exterior ν, obtemos

H = sinal
(
− Au(p) +B

)
(n− 1)|∇u|−1(Au+B). (18)

Se A = 0, então |∇u| = |B|t sobre Σt. Portanto,

Ht = (n− 1)sinal
(
B
) B

|B|t
= (n− 1)t−1.
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Quando tivermos A = 1, obtemos |∇u| = |u(p)−B| sin t sobre Σt. Assim,

Ht = (n− 1)sinal
(
− u(p) +B

) −u(t) +B

−|u(p)−B| sin t

= (n− 1)sinal
(
− u(p) +B

) (−u(p) +B) cos t

| − u(p) +B| sin t

= (n− 1)
cos t

sin t
.

Finalmente, se A = −1, conclúımos que |∇u| = |u(p) +B| sinh t sobre Σt, donde

Ht = (n− 1)sinal
(
u(p) +B

) u(t) +B

|u(p) +B| sinh t

= (n− 1)sinal
(
u(p) +B

)(u(p) +B) cosh t

|u(p) +B| sinh t

= (n− 1)
cosh t

sinh t
.

Lema 4 (Barros, Ribeiro Jr., 2014) Seja (Mn, g,∇f, λ), n ≥ 3, uma métrica

m-quasi-Einstein generalizada. Se (Mn, g) é uma variedade Einstein, então

∇2u =

(
− R

n(n− 1)
u+

c

m

)
g, (19)

onde c é uma constante real e u = e−f/m.

Demonstração. Como Mn é Einstein e n ≥ 3, temos que Ric = R
n
g e que R é constante.

Em particular de (13), obtemos

∇2u =
1

m

(
R

n
u− λu

)
g. (20)

Sendo

Ric(∇u) +∇∆u =
1

m
∇
(
R

n
u− λu

)
(21)

e Ric = R
n
g, temos que

R

n
∇u+∇∆u =

R

mn
∇u− 1

m
∇(λu). (22)

Por outro lado, tomando o traço em (19) temos

∆u =
R

m
u− n

m
λu. (23)
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Combinando as equações (23) e (22) conclúımos

∇(λu) =
m+ n− 1

n(n− 1)
R∇u. (24)

Deste modo (24) implica que λu = m+n−1
n(n−1)

Ru − c, onde c é uma constante. Usando este

fato e aplicando em (19), conclúımos a demonstração deste lema.

Finalmente, com aux́ılio dos resultados acima, iremos concluir a demonstração

do Teorema 7.

Prova do Teorema 7. Como u é constante sobre Σ e u não é equivalente a zero, existe

um ponto p em M \ Σ satisfazendo ∇u(p) = 0. Pelo Lema (4)

∇2u =

(
− R

n(n− 1)
u+

c

m

)
g, (25)

onde c é uma constante. Sendo (Mn, g) uma variedade Einstein, obtemos pelo Lema de

Schur (Lema 1), que R é constante. Seja r := dist(p,Σ) a distância de p a Σ. Se Br(p) é

a bola geodésica em M centrada em p e com raio r, o Lema 2 nos dá que u é constante

sobre ∂Br(p) = Σ. Como M é conexa, temos Br(p) = M .

Seja Σt a esfera geodésica em M de raio t ∈ (0, r] centrado no ponto p. Assuma

que R é igual a 0, n(n− 1) ou −n(n− 1). Então, pela primeira variação da área, obtemos

A′(t) = HtA(t), onde A(t) denota a área de Σt e Ht denota a curvatura média de Σt, em

relação ao vetor normal unitário exterior. Assim, do Lema 3 e pelo teorema de existência

para soluções de equações diferenciais ordinárias (EDOs), A(t) é igual área da esfera de

dimensão (n − 1) com raio t, em um espaço forma conexo de dimensão n. Como M é

Einstein, temos Ric = (R/n)g sobre M . Portanto, o Teorema de comparação de Bishop

(Teorema 5) implica que M é isométrica a uma bola geodésica de raio r em um espaço

forma conexo de dimensão n. Assim, conclúımos a demonstração do teorema. �

4 ESTIMATIVAS GRADIENTES PARA AUTOFUNÇÕES DO

V -LAPLACIANO

Inicialmente na seção 4.1, obeteremos uma estimativa gradiente para autofunções do ope-

rador V -Laplaciano, denotado por ∆V , em variedades Riemannianas compactas, com

bordo ou sem bordo, sobre condições na fronteira no último caso. Para isto devemos

supor RicmV limitado inferiormente. Este resultado generaliza um teorema devido a Li

(2005). Na seção 4.2, sob hipóteses semelhantes ao caso anterior, obteremos uma esti-

mativa gradiente para autofunções de ∆V sobre bolas em variedades Riemannianas com-

pletas. Exibiremos algumas consequências desses resultados, como uma desigualdade de

Harnack. Esses resultados são obtidos no trabalho (2015).
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4.1 Estimativa Gradiente sobre Variedades Riemannianas com-

pactas

Inicialmente, precisaremos de alguns resultados já existentes, para assim demonstrarmos

o resultado desejado.

Lema 5 Dados dois números reais quaisquer a, b e α um número positivo, temos

(a+ b)2 ≥ a2

1 + α
− b2

α
. (26)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, tivermos b = − α
1+α

a.

Demonstração. De fato,

0 ≤

(√
α

1 + α
a+

√
1 + α

α
b

)2

=
α

1 + α
a2 + 2ab+

1 + α

α
b2

= (a+ b)2 − a2

1 + α
+
b2

α
,

o que prova o Lema.

Teorema 9 (Bakry, Qian, 2005) Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa

de dimensão n com Ricm,nV ≥ (n− 1)K, onde K = K(d(p)) depende da função distância

d(p) = d(o, p), para algum ponto fixo o ∈M . Seja θK a solução, definida sobre o intervalo

maximal (0, δK), da seguinte equação de Riccati:

θ′K(r) = −K(r)− θ2
K(r), lim

r→0
rθK(r) = n− 1,

e δK tal que

lim
r→δ−K

θK(r) = −∞.

Então

(i) Se δK < 0, então M é compacta e o diâmentro de (M, g) é limitado por baixo por δK;

(ii) Para qualquer ponto p ∈M \ cut(o), temos

∆V d ≤ (n− 1)θK(d).

Considerando o caso particular de K constante, o teorema acima implica

Corolário 2 Seja (Mn, g) é uma variedade Riemanniana completa de dimensão n com

Ricm,nV ≥ (n − 1)K, onde K é uma constante real. Fixe um ponto o ∈ M . Então, para
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todo ponto x ∈M , tal que d(x) = d(o, x) é suave, temos

∆V (d) =


(n− 1)

√
K cot

(√
Kd
)
, se K > 0,

n−1
d
, se K = 0,

(n− 1)
√
|K| coth

(√
|K|d

)
, se K < 0.

Usando que x cothx ≤ 1 + x, tem-se

Corolário 3 Seja (Mn, g) é uma variedade Riemanniana completa de dimensão n com

Ricm,nV ≥ (n− 1)K, onde K ≤ 0. Então, para todo ponto x ∈M , tal que d(x) = d(o, x) é

suave, temos

∆V (d) ≤ n− 1

d
+ (n− 1)

√
|K|.

Proposição 2 Seja u uma solução de ∆V u = −λu e m > n uma constante. Então, para

β > 0 dado,

|∇u|∆V |∇u| ≥
|∇(|∇u|)|2

(1 + β)(m− 1)
+Ricm,nV (∇u,∇u)− (λu)2

β(m− 1)
− λ|∇u|2. (27)

Demonstração. Usando a identidade

∆V |∇u|2 = 2|∇u|∆V |∇u|+ 2|∇(|∇u|)|2

e a fórmula de Bocnher

1

2
∆V |∇u|2 = |∇2u|2 +RicV (∇u,∇u) + 〈∇u,∇∆V u〉,

obtemos

|∇u|∆V |∇u| =
1

2
∆|∇u|2 − |∇(|∇u|)|2 (28)

= |∇2u|2 +RicV (∇u,∇u) + 〈∇u,∇∆V u〉 − |∇(|∇u|)|2

= |∇2u|2 − |∇(|∇u|)|2 +RicV (∇u,∇u)− λ|∇u|2.

Dado p ∈M , tome um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em torno de p tal que u1(p) =

|∇u|(p) e ui(p) = 0, para 2 ≤ i ≤ n, onde ui := ei(u). Assim,

|∇(|∇u|)|2 = |∇u1|2 =
∑

1≤j≤n

u2
1j

e

−
∑

2≤i≤n

uii = −∆u+ u11 = −∆V u+ u11 + 〈V, u1e1〉 = λu+ u11 + V1u1.
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Portanto,

|∇2u|2 − |∇(|∇u|)|2 =
∑

1≤j≤n

u2
jj −

∑
1≤j≤n

u2
1j

=
∑

i 6=j,1≤j≤n

u2
ij

≥
∑

2≤i≤n

u2
i1 +

∑
2≤i≤n

u2
ii

≥
∑

2≤i≤n

u2
i1 +

1

n− 1

( ∑
2≤i≤n

uii

)2

≥
∑

2≤i≤n

u2
i1 +

1

n− 1
(λu+ u11 + V1u1)2.

Pela desiguladade (26) temos, para quaisquer α, β > 0,

(λu+ u11 + V1u1)2 ≥ (λu+ u11)2

1 + α
− (V1u1)2

α

≥ 1

1 + α

(
u2

11

1 + β
− (λu)2

β

)
− (V1u1)2

α

≥ u2
11

(1 + α)(1 + β)
− (λu)2

(1 + α)β
− (V1u1)2

α
.

Logo, para α, β > 0,

|∇2u|2 − |∇(|∇u|)|2 ≥
∑

2≤i≤n

u2
i1 +

1

n− 1

(
u2

11

(1 + α)(1 + β)
− (λu)2

(1 + α)β
− (V1u1)2

α

)

=

( ∑
2≤i≤n

u2
i1 +

u2
11

(1 + α)(1 + β)(n− 1)

)
− (λu)2

(1 + α)β(n− 1)

− (V1u1)2

α(n− 1)

≥ 1

(1 + α)(1 + β)(n− 1)

∑
1≤i≤n

u2
i1 −

(λu)2

(1 + α)β(n− 1)
− (V1u1)2

α(n− 1)

=
|∇(|∇u|)|2

(1 + α)(1 + β)(n− 1)
− (λu)2

(1 + α)β(n− 1)
− 〈V,∇u〉

2

α(n− 1)
.
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Aplicando (28) na desigualdade acima, obtemos

|∇u|∆V |∇u| = |∇2u|2 − |∇(|∇u|)|2 +RicV (∇u,∇u)− λ|∇u|2

≥ |∇(|∇u|)|2

(1 + α)(1 + β)(n− 1)
+RicV (∇u,∇u)− 〈V,∇u〉

2

α(n− 1)

− (λu)2

(1 + α)β(n− 1)
− λ|∇u|2

≥ |∇(|∇u|)|2

(1 + α)(1 + β)(n− 1)
+

(
RicV −

1

α(n− 1)
V ⊗ V

)
(∇u,∇u)

− (λu)2

(1 + α)β(n− 1)
− λ|∇u|2.

Tomando α = m−n
n−1

conclui-se a demonstração.

Teorema 10 Seja (M, g) uma variedade Riemannian compacta de dimensão n, com

bordo ∂M convexo, quando ∂M 6= ∅. Suponha Ricm,nV ≥ −K, onde K ≥ 0 é uma cons-

tante. Seja u uma solução, limidada por baixo, de ∆V u = −λu, satisfazendo a condição

de Neumann no bordo, ou seja, ∂u
∂ν

= 0 sobre ∂M , desde que ∂M 6= ∅. Então,

|∇u| ≤ C
(
u− inf

M
u
)
, (29)

onde C =
√

(m− 1)K +
√

(m− 1)2K2 + 2λ2. Em particular, se K = 0, podemos assu-

mir C =
√
|λ|.

Demonstração. Assuma, sem perda de generalidade, que u é positiva, do contrário,

substitua u por u− infM u. Defina φ := |∇u|/u = |∇ lnu|. Então,

∇φ =
∇|∇u|
u
− |∇u|∇u

u2
. (30)

Em qualquer ponto que |∇u| 6= 0, temos

∆V |∇u| = u∆V φ+ 2〈∇φ,∇u〉+ φ∆V u = u∆V φ+ 2〈∇φ,∇u〉 − λ|∇u|.
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Pela Proposição 2, temos para todo β > 0,

∆V φ =
∆V |∇u|

u
− 2〈∇φ,∇u〉

u
+
λ|∇u|
u

≥ 1

u|∇u|

(
|∇(|∇u|)|2

(1 + β)(m− 1)
+Ricm,nV (∇u,∇u)− (λu)2

β(m− 1)
− λ|∇u|2

)
− 2〈∇φ,∇u〉

u
+
λ|∇u|
u

≥ 1

u|∇u|

(
|∇(|∇u|)|2

(1 + β)(m− 1)
−K|∇u|2 − (λu)2

β(m− 1)

)
− 2〈∇φ,∇u〉

u

=
1

(1 + β)(m− 1)

|∇(|∇u|)|2

u|∇u|
−Kφ− 1

β(m− 1)

λ2

φ
− 2〈∇φ,∇u〉

u
.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, para cada ε > 0, temos

2〈∇φ,∇u〉
u

= (2− ε)〈∇φ,∇u〉
u

+ ε
〈∇(|∇u|),∇u〉

u2
− ε |∇u|

3

u3

≤ (2− ε)〈∇φ,∇u〉
u

+ ε
|∇(|∇u|)||∇u|

u2
− εφ3.

Além disso, pela desigualdade de Young,

ε
|∇(|∇u|)||∇u|

u2
≤ ε

2

(
|∇(|∇u|)|2

|∇u|u
+
|∇u|3

u3

)
.

Portanto,

∆V φ ≥
1

(1 + β)(m− 1)

|∇(|∇u|)|2

u|∇u|
−Kφ− 1

β(m− 1)

λ2

φ
− 2〈∇φ,∇u〉

u

≥ 2

(1 + β)(m− 1)

|∇(|∇u|)||∇u|
u2

− 1

(1 + β)(m− 1)
φ3 −Kφ− 1

β(m− 1)

λ2

φ

− (2− ε)〈∇φ,∇u〉
u

− ε |∇(|∇u|)||∇u|
u2

+ εφ3.

Tomando ε = 2/(1 + β)(m− 1), conclúımos

∆V φ ≥ −Kφ−
1

β(m− 1)

λ2

φ
−
(

2− 2

(1 + β)(m− 1)

)
〈∇φ,∇u〉

u
+

1

(1 + β)(m− 1)
φ3.

(31)

Suponha que φ atinge seu máximo no ponto x0 ∈ M . Afirmamos que x0 pertence ao

interior de M . Do contrário, pelo prinćıpio do máximo forte, ∂φ
∂ν

(x0) > 0. Escolha um

referencial ortonormal {e1, . . . , en = ∂
∂ν
} sobre TM . Então, em x0,

u2|∇u|φν = u

n−1∑
j=1

ujujν + uνuνν − |∇u|2uν .
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Denote por hjk os componentes da segunda forma fundamental. Assim, pela condição de

Neumann, obtemos

u2|∇u|φν = u
n−1∑
j=1

ujujν = −u
n−1∑
j,k=1

hjkujuk.

Pela hipótese de convexidade no bordo obteŕıamos φν(x0) ≤ 0, uma contradição. Logo,

x0 está no interior de M e, por maximalidade, ∇φ(x0) = 0 e ∆V φ(x0) ≤ 0. Usando a

desigualdade (31),

0 ≥ −Kφ(x0)− 1

β(m− 1)

λ2

φ(x0)
+

1

(1 + β)(m− 1)
φ3(x0).

Ou seja,

βφ4(x0)− β(1 + β)(m− 1)Kφ2(x0)− (1 + β)λ2 ≤ 0.

Portanto, existe uma constante C = C(m,K, λ) > 0 tal que φ(x0) ≤ C, donde, |∇u| ≤ Cu

sobre M . Quando K = 0, faça β tender ao infinito, donde podemos tomar C =
√
λ. Por

outro lado, se K 6= 0, então resolvendo a desigualdade polinomial acima, obtemos

C =

√(
β(1 + β)(m− 1)K +

√
β2(1 + β)2(m− 1)2K2 + 4β(1 + β)λ2

)
/2β

≥
√

(β(1 + β)(m− 1)K) /2β > 0

Em particular, para β = 1, temos C =
√

(m− 1)K +
√

(m− 1)2K2 + 2λ2.

Observação 1 Se assumirmos λ = 0 no Teorema 10 acima, podemos tomar o limite

de C quando β → 0, e deste modo, obteŕıamos a mesma estimativa do caso particular

provado por Li (2005).

4.2 Estimativa Gradiente sobre bolas em variedades Riemannia-

nas completas e uma desigualdade de Harnack

Dando continuidade as estimativas gradiente de autofunções do V -Laplaciano, enunciare-

mos um resultado sobre bolas em Variedades Riemannianas completas, que generaliza o

Teoremas 2.3 e 2.6 de (Li, 2005) e o Teorema 1.5 de (Li, 2015).

Teorema 11 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensão n. Suponha

Ricm,nV ≥ −(m − 1)K, onde K ≥ 0 é uma constante não-negativa. Se u é uma solução

positiva de ∆V u = −λu sobre M , então

sup
B(x,r/2)

|∇u|
u
≤ C,
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onde C = C(m,K, r, λ) é uma constante positiva que depende de m,K, r e λ, e o supremo

é tomado sobre todas as bolas B(x, r/2) de M centradas em algum ponto x com raios r/2.

Demonstração. Da desigualdade (31),

∆V φ ≥ −(m− 1)Kφ− 1

β(m− 1)

λ2

φ
−
(

2− 2

(1 + β)(m− 1)

)
〈∇φ,∇u〉

u
(32)

+
1

(1 + β)(m− 1)
φ3,

onde φ = |∇u|/u. Dado r > 0, defina

F (y) := (r2 − d2(x, y))φ(y), y ∈ B(x, r).

Note que

∇F = −φ∇(d2) + (r2 − d2)∇φ,

∆V F = (r2 − d2)∆V φ− φ∆V (d2)− 2〈∇(d2),∇φ〉.

Suponha |∇u| 6= 0. Como F = 0 sobre ∂B(x, r) e F > 0 em B(x, r), então F atinge

seu máximo em algum ponto x0 ∈ B(x, r). Devido a (Calabi, 1958) (ver também (1975,

1994)), podemos supor que x0 não é um cut-point de x. Portanto, F é suave perto de x0,

donde ∇F (x0) = 0 e ∆F (x0) ≤ 0. Assim, em x0, temos

∆V F = ∆F + 〈V,∇F 〉 ≤ 0,

∇φ
φ

=
∇F

(r2 − d2)φ
+
∇(d2)

(r2 − d2)
=
∇(d2)

(r2 − d2)
;

donde

∆V φ

φ
≤ ∆V (d2)

r2 − d2
+

2〈∇(d2),∇φ〉
(r2 − d2)φ

=
∆V (d2)

r2 − d2
+

2|∇(d2)|2

(r2 − d2)2
.
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Como |∇(d2)|2 = 4d2, pela desigualdade (32) e pelo corolário 3, obtemos, em x0, que

0 ≥ ∆V F

(r2 − d2)φ
=

∆V φ

φ
− ∆V (d2)

(r2 − d2)
− 8d2

(r2 − d2)2

≥ −(m− 1)K − 1

β(m− 1)

λ2

φ2
−
(

2− 2

(1 + β)(m− 1)

)
〈∇φ,∇u〉

φu

+
1

(1 + β)(m− 1)
φ2 − 2 + 2(m− 1)(1 +

√
Kd)

(r2 − d2)
− 8d2

(r2 − d2)2

Por outro lado, por Cauchy-Schwarz,

〈∇φ,∇u〉
φu

=
〈∇(d2),∇u〉
u(r2 − d2)

=
2d〈∇d,∇u〉
u(r2 − d2)

≤ 2dφ

r2 − d2
.

Assim,

0 ≥ −(m− 1)K(r2 − d2)2 − 1

β(m− 1)

λ2

F 2
(r2 − d2)4 − 4

(
(1 + β)m− (β + 2)

(1 + β)(m− 1)

)
dF

+
1

(1 + β)(m− 1)
F 2 − (2 + 2(m− 1)(1 +

√
Kd))(r2 − d2)− 8d2,

ou seja,

0 ≥ βF 4 − 4β[(1 + β)m− (β + 2)]rF 3 − (β + 1)λ2r8

− β(β + 1)(m− 1)[(m− 1)Kr4 + (2m+ 8)r2 + 2(m− 1)
√
Kr3]F 2.

Defina

ξ(y) = βy4 − 4β (m+ βm− β − 2) ry3 − (β + 1)λ2r8 (33)

− β(β + 1)(m− 1)[(m− 1)Kr4 + (2m+ 8)r2 + 2(m− 1)
√
Kr3]y2.

Note que ξ(0) = −(β + 1)λ2r8 < 0, donde a equação polinomial em ξ possui apenas duas

raizes reais, com sinais opostos. Logo, existe uma constante positiva C, dependendo de

m, K, r e λ, de modo que y ≤ C, quando ξ(y) ≤ 0. Portanto, temos F ≤ C sobre B(x, r),

donde

3

4
r2 sup

B(x,r/2)

|∇u|
u
≤ sup

B(x,r/2)

F ≤ C,

ou seja,

sup
B(x,r/2)

|∇u|
u
≤ 4

3
Cr−2. (34)
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Assim, obtemos a estimativa desejada.

Corolário 4 Seja (M, g) variedade Riemanniana completa de dimensão n satisfazendo

Ricm,nV ≥ −(m− 1)K, onde K ≥ 0 é uma constante não-positiva.

1. Se u é solução de ∆V u = −λu sobre uma bola geodésica B(x, r), então

sup
B(x,r/2)

|∇u| ≤ 2C sup
B(x,r/2)

|u|.

2. Se u é uma solução positiva de ∆V u = −λu sobre uma bola geodésica B(x, 2r),

então

sup
B(x,r/2)

u ≤ eCr inf
B(x,r/2)

|u|.

Em ambos os casos C = C(m,K, r, λ) é uma constante positiva dependendo de m,

K, λ e r.

Demonstração. Para provar (1) considere A = supB(x,r) |u|. Assim para qualquer ε > 0,

temos que v := u+ A+ ε > 0 sobre B(x, r). Pelo Teorema 11,

sup
B(x,r/2)

|∇u| = sup
B(x,r/2)

|∇v|

≤ C sup
B(x,r/2)

(u+ A+ ε)

≤ C(2 sup
B(x,r/2)

|u|+ ε).

Tomando ε→ 0 conclúımos a prova de (1).

Finalmente, para provar (2), tome x1, x2 em B(x, r/2) satisfazendo u(x1) =

supB(x,r/2) u e u(x2) = infB(x,r/2) u. Seja γ uma geodésica mı́nimizante conectando x1 a x2.

Como γ está contida em B(x, r), obtemos, do Teorema 11 e da desigualdade triangular,

log
u(x1)

u(x2)
= log u(x1)− log u(x2)

≤
∫
γ

|∇u|
u

ds

≤
∫
γ

Cds

≤ C2r.

Portanto,

u(x1) ≤ erCu(x2).
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5 CONCLUSÃO

Na primeira parte do trabalho vimos que o conceito de métricas m-quasi-

Einstein generalizadas compactas com bordo não é um conjunto vazio, e isto mostra uma

outra forma de enxergar tais métricas. Além disso quando restrita ao caso de métricas

Einstein vemos que aquelas devem ser uma bola geodésica de espaço forma simplesmente

conexo. Isso garante casos em que a trivialidade sempre ocorre e estende, no caso com-

pacto com bordo, os resultados de (2014). Já na segunda parte deste trabalho, con-

seguimos generalizar resultados de (2005) e (2015), conseguindo uma estimativa para o

gradiente de autofunções do V -Laplaciano, ampliando o leque destes resultados. Mesmo

estas estimativas não sendo as melhores, a sua existência em si é de bastante importância

para a teoria, dando-nos inclusive nesse caso uma desigualdade de Harnack.
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