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RESUMO

O objetivo deste trabalho é aplicar o modelo de bumblebee, um modelo de quebra de
simetria espontanea de Lorentz gerada por um quadri-vetor de valor esperado de vacuo
nao-nulo, a um espago de vacuo. Apresentamos resultados para quebra de simetria de
Lorentz radial /temporal em um espago de Schwarzschild. Além disso, é verificada uma
incompatibilidade entre a hipotese de o universo ser homogéneo quando nao ha presenca
de matéria massiva ordinéria e a imposicao de um campo de bumblebee paralelamente

transportado na direcao radial.



ABSTRACT

The objective of this work is apply bumblebee model, a spontaneously Lorentz symmetry
breaking model due to a non-vanishing vacuum expectation value vector field, to a va-
cuum space. Results are presented for a radial /temporal Lorentz symmetry breaking in a
Schwarzschild space. Also, it is verified an incompatibility between the hypothese of the
universe to be homogenous in the absence of massive ordinary matter and the imposition

of a parallelly transported bumblebee field in radial direction.
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Notacao

As regras abaixo serao implicitas ao longo do texto. Casos excepcionais ficarao claros pelo

contexto.
e Indices latinos (a, b, c, ...) referem-se a tensores no espaco-tempo.
e Indices gregos (i, v, A, k) referem-se a coordenadas de tensores no espacgo-tempo

em um sistema de coordenadas qualquer.

Indices latinos (i, j, k, ...) referem-se a coordenadas espaciais, usualmente 1, 2, 3

ou z, ¥y, z, em um sistema de coordenadas.

As coordenadas naturais no espaco R" sao representadas por x*.

A assinatura da métrica g,, do espago-tempo é (—1,1,1,1).

Vetores espaciais, ou trivetores, sdo representados por uma flecha ().

Sera adotada a convencao de soma de Einstein, ou seja, indices repetidos indicam

um somatorio implicito correndo sobre o indice.

A velocidade da luz é tomada como unitaria.



Capitulo 1

Introducao

Em 1905, o fisico alemao Albert Einstein publicou a teoria da relatividade especial |1]. Tal
trabalho mudou a concepcao de espaco e de tempo, que antes eram vistos como grandezas
distintas: o espacgo tri-dimensional euclidiano e uma dimensao temporal independente e
absoluta. A relatividade especial combina as dimensoes espaciais e a dimensao temporal
a uma unica variedade, que é chamada de espaco de Minkowsk:.

Na relatividade restrita foi estabelecida a simetria de Lorentz, que é a invariancia das
leis fisicas sob as chamadas transformacoes de Lorentz. Tal simetria é global e abrange
simetria de translagao espacial e temporal.

Em 1915, novamente Albert Einstein publicou um trabalho que mudou a visao de
espago-tempo [2]. Se antes havia uma simetria global das transformagoes de Lorentz,
agora a simetria é apenas local. O espago-tempo nao é mais invariante sob translagoes.
Invariancia de Lorentz local refere-se a possibilidade de, em qualquer ponto do espaco-
tempo, aplicar a covariancia de Lorentz em uma regiao infinitesimal que contenha tal
ponto.

O Modelo Padrao descreve todas as interacoes nao-gravitavionais. Tanto o Modelo
Padrao como a Relatividade Geral apresentam simetria de Lorents e de CPT, além de
serem bem estabelecidos, mas até hoje nao ha uma unificacao dos dois modelos ampla-
mente aceita pela comunidade cientifica. Existem teorias, como a teoria das cordas ou a
gravitagao quantica em lago, que tentam unificar a gravitacao ao modelo padrao.

Os autores Kostelecky e Samuel mostraram que ha interagoes presentes em teoria das
cordas que podem levar & quebra espoténea da simetria de Lorentz [3]. O Modelo Padrao
Estendido (SME) surge como uma teoria de campo efetiva que contém tanto o Modelo
Padrao como a Relatividade Geral, além de todos os operadores possiveis que quebram a
simetria de Lorentz.

Dois trabalhos dos autores Colladay e Kostelecky, de 1997 e 1998, deram origem ao
SME minimo no espago flat [1,5]. Ja em 2004, um trabalho publicado por Kostelecky e
Alan expo6s os termos lideres de quebra de simetria de Lorentz em espacos curvos para o
SME minimo [0]. No mesmo trabalho, os autores elaboram o modelo de bumblebee, que ¢ a

suposicao da existéncia de um campo vetorial de valor esperado de vacuo nao-nulo, o que



por si s6 quebra a simetria de Lorentz, por gerar diregoes privilegiadas no espago-tempo.

Como exemplo de publicagoes que aplicam o modelo de bumblebee, podemos citar dois
trabalhos em contextos distintos: o primeiro é dos autores Bertolami e Paramos (2005) [7],
em gravitagao, e o segundo trabalho ¢ dos autores Capello e Paramos (2015) [], o qual
mostra o surgimento natural da constante cosmolégica a partir do potencial do campo de
bumblebee.

Em 2005, um trabalho publicado pelos autores Bertolami e Paramos apresenta uma
nova solugao de vacuo de um espago-tempo esfericamente simétrico e estatico, dada a
existéncia de um campo vetorial de valor esperado de vacuo nao-nulo. O autor impoe
que o campo de bumblebee é paralelamente transportado na dire¢ao radial. Os resultados
foram uma modificagao no raio de Schwarzschild e uma diferenca no potencial gravita-
cional newtoniano [7]. O objetivo de nosso trabalho é analisar a influéncia do modelo
de bumblebee no mesmo espaco-tempo, mas partindo de uma outra premissa: no limite
assintotico devemos ter um universo homogéneo e isotropico. O que encontramos neste
trabalho foi um campo de bumblebee em um espago-tempo de Schwarzschild e uma in-
compatibilidade entre a premissa acima e a imposi¢ao de que o campo de bumblebee é
paralelamente transportado na direcao radial.

No capitulo 2 definiremos o espaco-tempo como uma variedade quadri-dimesional do-
tada de métrica Lorentziana. A partir das propriedades de uma variedade Lorentzi-
ana, derivaremos um conjunto de propriedades geométricas que descrevem a dinamica do
espaco-tempo: uma equacao que descreve o movimento de uma particula livre, a equagao
da geodésica, e outra equagao que relaciona a geometria do espago-tempo ao conteudo de
matéria, a famosa equagao de Einstein. Finalmente, descreveremos o espago de Schwarzs-
child, um espago-tempo esfericamente simétrico e estatico, com um corpo esfericamente
simétrico de massa m centrado na origem. No capitulo 3 descreveremos o modelo de
violagao de simetria de Lorentz desenvolvido por kostelecky e Samuel e apresentaremos
o modelo de bumblebee, em que a violagdo ¢ realizada por um quadri-vetor [6]. No
capitulo 4, encontramos um campo de bumblebee em um espaco-tempo de métrica de
Schwarzschild e a incompatibilidade acima citada.

Os resultados deste trabalho foram obtidos a partir dos softwares livres SageMath e
SageManifold |9].



Capitulo 2

Gravitacao Einsteiniana e Métrica de
Schwarzschild

Neste capitulo, desenvolveremos as ideias iniciais da teoria da relatividade geral partindo
da premissa que o espago-tempo é uma variedade quadri-dimensoinal cuja métrica é de
assinatura (—, +, 4+, +). A linha de raciocinio apresentada aqui é baseada nos livros-textos
dos autores Wald, [10], e Weinberg, [!|]. Primeiramente definiremos variedade, métrica,
vetores e tensores; apos isso derivaremos duas propriedades muito importantes, que sao
curvatura e transporte paralelo. Nas secoes posteriores aplicaremos essas ideias desen-
volvidas no contexto da relatividade geral, o que produz trés importantes resultados: a
equacao da geodésica, o limite newtoniano e a equagao de Einstein. Por tltimo aplicare-
mos a teoria desenvolvida em um universo de vacuo, estatico e esfericamente simétrico,

chamado de espacgo de Schwarzschild.

2.1 Variedade, Campo Vetorial, Tensores e Métrica

Seja M uma variedade n-dimensional dotado de métrica gq, Lorentziana. O conjunto M
ser uma variedade n-dimensional significa que ele “localmente” possui as mesmas proprie-
dades de R", ou seja, para todo ponto p € M existe um subconjunto aberto da variedade,
U, C M, tal que p € U,, e existe um difeomorfismo ¢, : U, — R". Os fisicos chamam a
aplicacao ¢ de sitema de coordenadas. Ja a variedade M ser Lorentziana significa que a
métrica tem assinatura (—,+,...,+). Falaremos mais a respeito disso no final da segao.

Definimos em M o conjunto .# das fungoes suaves que levam pontos de M a pontos em
R. Aqui uma funcao ser suave significa que ela possui tantas derivadas quanto necessario.
Em linguagem matematica, f € .# é equivalente a f : M — R, com f suave. Dado um
ponto p € U, C M e um difeomorfismo ¢, : U, — R", dizemos que o ponto ¢,(p) € R"
possui coordenadas x#, ou @, (p) = (x',...,2"), onde {z#} sao as coordenadas naturais
de R™.

Em todo ponto p € M, podemos definir um espaco vetorial T,(M) tal que um vetor

v pertencente a ele é uma aplicagao linear v : % — R definida da seguinte forma. Seja C'
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Figura 2.1: Representagao esquematica de duas cartas ¢, e s distintas que cobrem os
abertos de Uy, Uz C M, respectivamente [10].

uma curva em M parametrizada por ¢, esta em p quando ¢t = 0 e possui tangente v sobre

o ponto em questao. Se f € .% esta definido em p, o vetor v é uma aplicagao

d d
p= —(foO)t = —(fo(propa))(C(t
ifly= U 00| = Gre (et op(C)|
d d
- GUeeNeaocm)| = FUree )|
0 _q, dat
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onde (z!(t),...,2"(t)) = z(t) = wa(C(t)) é a curva C' em coordenadas z/. Em uma
notagao menos carregada,
[ Of dat
o[fly = (@E) o (2.1)

onde o lado esquerdo da equagao definimos em U, 3> p e o lado direito da equacao
aplicamos em ¢ (U,) C R™ Por conveniéncia escrevemos f o o' como apenas f. A
curva z(t) = po(C(t)) pertence a R” e tem vetor-velocidade da#(t)/d¢t. Definamos vy =
(dzt(t)/dt)|=o e usemos tal notagao ao longo do capitulo. Voltando & defini¢ao de vetor,
veja que o lado direito da equagdo (2.1), se vy tem modulo 1, é a derivada direcional da

fungao f em R™ na dire¢ao vy e pode ser reescrito como vy - V f:

v[f], = [UO . ﬁf} : (2.2)

¥a(p)

Definamos aqui a aplicagdo ¢ : T,(M) — R"™, pondo ¢} (v) = vy, de acordo com

(2.2). E imediato verificar que a aplicagdo ¢?, ¢ uma aplicacdo linear.



A primeira observacgao a ser feita é que tal definicao de vetor nao depende do sistema
de coordenadas adotado. Sejam g : Uz — R" um difeomorfismo, com p € U, N Ug, e
z'(t) = ¢(C(t)) a curva C(t) no sistema de coordenadas x’. Definimos vys = da'"(t)/dt

e, pela regra da cadeia,

B ozt dz'™
Coxvodt

Voo

A aplicagao v[f] no sistema de coordenadas ¢z ¢ entao

_dz™ of  da™ ozt Of
©5(p) dt 9 dt Oz Oz

v[fles = [UOB ’ 6f] = [UOa ' ﬁf} = [ flga;

va(p)
onde usamos a lei de transformacao de coordenadas

0 oz¥ 0

drh  Oxm Oz

Comumente, {z#} é chamado de as coordenadas naturais do sistema de coordenadas ..
Pela equagdo acima, as componentes v* de um vetor v € T,(M) em um sistema de
coordenadas ¢, estao relacionadas com as componentes v do mesmo vetor v em um
outro sistema de coordenadas ¢z da seguinte forma:
’
’ 0x’“

v = vk (2.3)

Oz

Reciprocamente, ¢ possivel mostrar que se temos um conjunto de fungoes escalares {v*}
em um sistema de coordenadas ¢ que se transformam como as componentes de um vetor
sob uma transformagao de coordenadas, equagao (2.3), entao existe um tnico vetor v em
T,(M) de componentes {z*} no sistema de coordenadas ¢. Por conveniéncia, indicamos
o vetor v como v*. O indice em cima chamamos de indice contravariante.

Quando estendemos a definicao de um vetor em um ponto p para uma regiao de M,
os coeficientes deixam de ser constantes e passam a ser fun¢oes em .#. O vetor passa a
se chamar campo vetorial.

A proxima definigao natural que surge é a base dual de {v,}, o qual chamaremos de
{dz*} e definiremos da seguinte forma:

ozt

dat(v,) = v, (at) = B oL (2.4)

Pelas propriedades da derivada parcial, a aplica¢ao (2.4) é linear. Chamaremos de 1-forma
qualquer elemento do espago vetorial formado pela base {dz*}, ou seja, o elemento w, €
15 (M) é uma 1-forma. O indice em baixo, ou indice covariante, ¢ uma analogia & notagao
de vetores, pois w é uma combinacao linear dos elementos {dz"}, ou w = w,dz*. Entao

w também pode ser definido como uma aplicagao linear w : T,(M) — R. Vejamos como



as componentes de uma 1-forma se transformam sob uma transformacao de coordenadas:

Oxt
1o — [T
w " =w() = wot = B =
Oxt
/ J—
Wit = 5 Wa (2.5)

Analogamente aos vetores, se um conjunto de funcoes escalares {w,} em um sistema de
coordenadas ¢ se transforma como as componentes de uma 1-forma sob uma transfor-
magao de coordenadas, equagao (2.5), entao existe uma tnica 1-forma w em T (M) de
componentes {w, } no sistema de coordenadas . Também podemos estender a definicao
de uma 1-forma de um ponto p para uma regiao de M, o que chamamos de campo de
1-forma, e os coeficientes passam a ser fung¢oes de .%.

Agora estamos em plena condigao de definir tensor na variedade. Um tensor T no
ponto p € M é um elemento do espago multivetorial .7 (k, ) definido como uma aplicagao

linear

T:T;(M)®---®T;(MZ®:_FP(M)®---®TP(M2—>R. (2.6)
k\je,zes lV;;es

Podemos ainda escrever T na notagao indicial:
T =TV @ Qv, ®de" @ - ®dz".

Dizemos que um tensor 7' é do tipo (k,1) quando T" € 7 (k,l) em componentes possui k
indices contravariantes e [ indices covariantes. Podemos representar 1" por 1% %, .., .

Naturalmente, os coeficientes deixam de ser constantes e passam a ser fungoes em
% quando estendemos a definicdo de tensor de um ponto p € M para a uma regiao da
variedade, e o tensor passa a se chamar campo tensorial.

Dado um sistema de coordenadas ¢, de coordenadas naturais {z*} e outro sistema de
coordenadas g de coordenadas naturais {2"'}, as componentes de um tensor T’ € .7 (k, 1)
se transformam da seguinte forma:

oz’ Ox'Mk dxt ox”

!/ !/
T M, e e THBE 2.7
M Qg Oxme Ozt Q™ mm 2.7)

Assim como vetores e 1-formas, se funcoes escalares T##*,, ., se transformam da forma
acima, entao existe um tnico tensor 7' na variedade M no ponto p de componentes
TwikE,, .., Do sistema de coordenadas em questao.

Ao longo do trabalho, usaremos em demasia quatro tipos de operagoes tensoriais.
A primeira é contra¢do, também chamada de trago, que leva um tensor de .7 (k,l) em
um tensor em 7 (k — 1,1 —1). Se T %, 4, € Z(k,l), entdo podemos escrever suas

componentes em um sistema de coordenadas ¢ como TH'"Fk, ., e contrair o i-ésimo



indice contravariante, (1 <14 < k), com o j-ésimo indice covariante, (1 < j <), assim:

Provemos que as componentes de um tensor contraido ainda se transformam como tenso-

res.
i / .
A W / e ceee
TRy A Oz Oz O™ dx™ Ox" O™ it
Ly , =
AT G Oxti Ozt Jzmi oz oz I
//,1,'1 //,L;c V1 1%}
_ Ox .”83: Ox 0™ e .
Ot Oxte 9x™i Oz rmae
onde usamos a relagao
ox'* Ox” y
Oxr Ox'> M

Portanto TH=*~#k, . sdo componentes de um tensor em 7 (k — 1,1 — 1) e o deno-
taremos por T ¢ %, ... A segunda operacao tensorial ¢ o produto exterior de dois
tensores. Sejam A um tensor em .7 (k,l) e B um tensor em .7 (k’,l') definidos em um
mesmo ponto p € M. O produto exterior A ® B é um tensor T em 7 (k + k', 1 + ') no
ponto p € M e em componentes é escrito como

TR Hk Bl 1 Pt k! — AMI"'MkV VBMk+1"'Mk+k/
1V

vV Vl-‘rl“'VH»l’ Vl+1"'”l+l’7

o que facilmente pode ser demonstrado se transformar como as componentes de um tensor.
A terceira operagao é a simetrizacao de incides, que consiste em simetrizar dois indices
de um tensor, ambos covariantes ou contravariantes, mas nunca um covariante com outro

contravariante. Se Ty, ¢ um tensor do tipo (0,2), entao (), definido por

1
Tiapy = §(Tab + Tha),

se transforma como (2.7) e, portanto, é um tensor do tipo (0,2). O ntmero de indices
independentes, ou graus de liberdade, de um tensor do tipo (0,2) é n?, ja um tensor do
mesmo tipo simetrizado é n(n + 1)/2. A quarta e ultima operacao é a antissimetrizagao
de indices de um tensor, que consiste em antissimetrizar dois ou mais indices, todos
covariantes ou todos contravariantes. Iniciemos com um tensor T, do tipo (0,2). O

tensor T4, definido por
1
ir[ab} = E(Tab - Tba)a

também se transforma como (2.7). No caso em quest@o, o nimero de graus de liberdade

¢ n(n — 1)/2. Para antissimetrizarmos k indices de um tensor, Tj,, 4., precisamos



inicialmente saber duas informacoes. A primeira é que o nimero de permutacoes possiveis
de k indices é k!. A segunda é que uma permutacao impar (par) consiste em permutar
um namero impar (par) de indices, ou “trocar” de posi¢gdo uma quantidade impar (par)

de pares de indices. Finalmente temos:

1
T'[al,,..,ak]... - E{ Z T{al,..‘,ak},.. - Z T{al,...,ak}...}a
K}

par{ai,...,ax } impar{azi,...,a

onde impar(par){ay, ..., a;} indica uma soma sobre todas as permutagdes impares (pares)
possiveis dos indices {ay, ..., a}.
Finalmente vamos definir métrica. Métrica g ¢ uma operador bilinear de T,(M) ®

T,(M) em reais, simétrico e nao-degenerado.

1) Bilinear significa que para todo vy, ve, wy,we € T,(M) e todo oy, s, 1,2 € R, as

seguintes relacoes sao validas:

g(v1, Brwy + Bowsa) = Prg(ve, wr) + Bag(vi, wa),

g(a1vy + aovg, wy) = ayg(vy, wy) + asg(ve, wy).
2) Simétrico significa que
9(v,w) = g(w,v).
3) Nao-degenerado significa que se para todo v € T,,(M) tem-se
g(v,w) =0,

entao w = 0.

Pela definigao de tensores, a métrica g ¢ um campo tensorial do tipo (0, 2), simétrico e néo-
degenerado em uma variedade M. Por ser um tensor do tipo (0, 2), podemos representé-lo

simplesmente por g,,. Em um sistema de coordenadas, a métrica é dada por

ds? = Zgw,dx“dx”
[T8%

onde dz* sao deslocamentos infinitesimais em R™. O valor de dS? pode ser positivo, nulo
ou negativo.

Veja que g(v, -) é uma operacao linear que leva vetores de 7,,(M) em reais. Portanto
g(v,-) é uma 1-forma. Por conveniéncia, se v* é um vetor em 7,(M), entdo a 1-forma
g(v, ) pode ser reescrita como vy, = v*ggp.

Finalmente, se uma variedade n-dimensional M é dotada de uma métrica g, entao
sempre é possivel tomar uma base ortonormal {v,} de T),(M), em todo ponto p € M, de

forma que g(v,,v,) =0, para p # v, e g(v,,v,) = £1. Provemos por inducao.

10



g(v,v")
g(v,w) 77

forma uma base ortogonal de T),(M). Redefinimos v — ,/——~ v, u — , /m u e temos

1
g(v,v)

Para n = 2, se {v,v'} forma uma base de T,(M), entdo {v,u}, com v = v —

uma base ortogonal.

Agora suponhamos que para n = k a afirmacao seja verdadeira. Dada uma variedade
(k + 1)-dimensional M, dotada de métrica g, e dada uma base {wy,...,wy, wry1} de
T,(M), com g(w,,w,) = £1, o conjunto {wy, ..., w;} forma uma base de T),(M’), onde

M’ é uma sub-variedade de M, k-dimensional e dotada de métrica g. Por hipotese, existe

uma base ortonormal {v1, ..., v} de T,(M’). Se definirmos vy, ; = wi1 — %m —

1 / 4
U}y, formard

_ g(wrg1,vk)
g(v;c+1’v;c+l)

9(Vk,vk)
uma base de ortonormal de 7,,(M) e a afirmagao esta provada.

Vg, O conjunto {vy,...,Vk, Vksr1}, COM Vgpiq =

A assinatura da métrica é definida pela quantidade de sinais g(v,,v,) = +1e g(v,,v,) =
—1. E possivel provar que a assinatura da métrica independe da base ortonormal esco-
lhida, portanto a assinatura é uma propriedade intrinseca da variedade. Se todos os
sinais forem positivos, (+,...,+), teremos uma métrica Riemaniana, ja se a assinatura
for (—,+,...,+), teremos uma métrica Lorentziana, que ¢ a assinatura da métrica de um
espago-tempo. Espaco-tempo é uma variedade fisica 4-dimensional que nos ateremos ao

longo de nosso trabalho.

2.2 Derivada Covariante, Conexao Afim e Transporte

Paralelo

Definomos um operador de diferenciacao V, em uma variedade M como um mapa que
toma tensores do tipo (k,[) e leva em tensores do tipo (k,l + 1) e satisfaz as seguintes

propriedades:

1. Linearidade: para todo A, B € J(k,l) e a, B € R,

Vc(aAalu.akbl---bl + ﬁBalmakbl---bl) — Oéchal”.akbl---bl + ﬁchal".akbl---bl-

2. Regra de Leibnitz: para todo tensor A, B € .7, vale a regra

/

V(A" g By ) = (VeA™ 7y ) B gy 4 A% (VB

/

)
3. Comutatividade com contragao:

ay-d--a ar--d---a
VC(A ! kb1-~~d~--bl) = VCA ! kb1~--d-~~bl-

4. Consisténcia com a notacao de vetores tangentes como derivadas direcionais sobre

campos escalares: para todo f € .# e todo t* € T,(M),
t(f) =t"V,f.
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5. Sem torgao: para todo f € .Z,

VoV f = Vi Vaf.

O item (5) nos assegura que o espaco ¢ livre de tor¢ao.

Seja ¢ um sistema de coordenadas em uma vizinhanga de M e seja {x*} as coorde-
nadas naturais associadas. Assim, em uma regiao coberta por ¢, podemos definir um
operador diferencial 0,, chamado de derivada ordindria, da seguinte forma. Para qual-
quer tensor suave 7% "%, ., € J(k,l), tomamos ele em componentes, TH#*, = 1o
sistema de bases em questao e definimos 9,7 %, ..;, como o tensor de componentes
oTHt,, ., /0x?. Todas as cinco propriedades s@o satisfeitas pelas propriedades usuais
da derivada parcial. Logo, dado um sistema de coordenadas ¢, podemos construir um
operador diferencial 0, associado. Tal operador diferencial é dependente do sistema de
coordenadas escolhido, nao da estrutura da variedade.

O primeiro resultado imediato que podemos extrair das propriedades de um operador
de diferenciagao é relacionado a comutagao de dois vetores v* e t* em M. Seja f uma

fungao suave em M, assim:
v(t(f)) = v*Va("Ve(f)) = v t°0u0p f + 0"V oty f
e portanto o comutador de v® e t* é

[0,V f = [, 8](f) = v(t(f)) = t(v(f)) = [1*Vat" = 1"V,0")0, f =
[0,1]" = V"V t" — t*V 0" (2.8)

Para sabermos o quao tnico sao os operadores diferenciais, analisemos a diferenca
Vo —V,, onde V, e V, sao operadores diferenciais. Primeiramente apliquemos sobre

uma funcgao suave f:

t'Vof = t(f) =t*Vof = Vof = Vof (2.9)

Agora investiguemos uma possivel diferenga sobre tensores de rank maior. Comecemos
com uma l-forma. Seja w, um campo de 1-forma e consideremos a diferenca V,(fwy) —

Vo(fwp) para um campo escalar f arbitrario.
Valfws) = Va(fws) = (Vaf)ws + fVaws — (Vaf)ws — fVaws = f(Vawy — Vaws)

Naturalmente, dado um ponto p € M, o valor de V,w, em p depende do valor de w, em
p e na vizinhanca de p. Provemos que Vaw, — Vaw, em p depende apenas de p. Sejam

w! e w, campos de 1-forma definidos na vizinhanga de p e iguais em tal ponto. Assim
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podemos escrever

Wy — Wp = Z Fpms®
a=1

)

onde ul()a sao campos de 1-forma e f(,) sao fungoes suaves definidos na vizinhanga de p,

com f(a)(p) = 0 para todo v = 1,...,n. Assim sobre o ponto p temos:

Valwy — wp) = Va(@ — w) = Y {ValFays™) = Valfyn™)}
a=1

= § f(a){ﬁa,uz()a) - Vaﬂl(;a)}
a=1
=0

Portanto V, — V, define um mapa de 1-formas em p em tensores do tipo (0,2) em p.
Pela propriedade (1), esse mapa ¢ linear. Consequentemente (V, — V,) define um tensor
do tipo (1,2) em p, que denotaremos C,;. Assim mostramos que dado dois operadores

diferenciais @a e V, existe um campo tensorial C°, tal que
Vawb = @awb — C’cabwc. (210)

Usando a propriedade (5) combinada a (2.10) e (2.9), podemos mostrar que C,;, é simé-

trico nos indices covariantes. Veja:
VaVif = VaVif = CaVef
Pela propriedade (5) o dois primeiros termos sdo simétricos. Consequentemente
Cb = C%

Para determinarmos a relacao entre V, e V, ao aplicarmos sobre um campo vetorial,
usemos a propriedade (5) e aregra de Leibnitz. Sejam t* e w, campos tensoriais arbitrarios.

Temos que

0= (Va— Vo) (wpt")
= t"(Vy — Vo)wp 4+ wp(Vg — Vo)t
= t°C° pw. + wb(@a — Vo)t
= wp[(Va = Vo)t* + CPoet]

13



Como o w, é um campo de 1-forma qualquer, temos que o termo entre colchetes é nulo.

Portanto
Vat’ = Vt® + C° ot (2.11)

Para um campo tensorial 7% "%, ., € J (k,1) arbitrario, podemos provar por indugao

a relacao a seguir:

k l
VTP ey = VTP e+ D OV g TP = " Ol T e, (212)

i=1 J=1

Portanto a diferenca entre dois operadores diferenciais é completamente definida por um
campo tensorial C¢,;. Por outro lado, dado um campo tensorial C¢,; e um operador
diferencial V, arbitrarios, se (2.12) é valido, entdo V,, satisfaz as cinco propriedades de um
operador diferencial. Isso mostra que existe uma grande liberdade de escolha envolvendo
um operador de diferenciacao, visto que em uma variedade n-dimensional C°,, possui
n?(n + 1)/2 componentes independentes a serem determinadas em cada ponto.

O termo C°,; é chamado de conexao afim, um nome bastante apropriado visto que
“conecta” diferentes operadores diferenciais e é nulo quando os operadores sao iguais.

Talvez a aplicagdo mais importante da equagao (2.12) seja o caso em que V., é o opera-
dor de diferenciagao ordinério d,. Neste caso, o tensor C,;, é denotado por I'“,,, chamado
de simbolo de Christoffel. Visto que a derivada ordinéria depende da escolha do sistema
de coordenadas, o simbolo de Christoffel depende de V, e do sistema de coordenadas,
portanto nao associado a estrutura da variedade. Caso mudemos de coordenadas, o ten-
sor I'¢,, também mudara para I, logo as componentes de I'°,;, nao estao relacionadas
com as componentes de [¢,;, pela lei de transformacao tensorial, visto que mudamos tanto
de tensor como de coordenadas. Se soubermos como computar I'“,,, saberemos também
como computar V,, visto que a derivada parcial é conhecida.

Agora vamos estudar uma nocao de transporte paralelo, dado um operador diferencial
V4. Dizemos que um campo vetorial v* é paralelamente transportado ao longo de uma

curva C' de tangente t* se
V0" =0

De forma genérica, dizemos que 7% % .. & paralelamente transportado ao longo de uma
) 1 1

curva C' de tangente t* se
tN TP =0

Mas um operador diferencial nao necessariamente esta conectado a estrutura da variedade.
Entretanto, se definirmos uma métrica g, na variedade, surge uma escolha natural do

operador de diferenciacao. Uma propriedade do transporte paralelo é que se v* e w® sao
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transportados paralelamente ao longo de uma curva C' de tangente t*, entdo g(v,w) =

Gapv®w? também ¢ paralelamente transportado. Portanto

1V o (gpev"w®) = 0 =
Vagbc =0 (213)

Essa é a condigao adicional sobre V, para definirmos um operador de diferenciagao co-
nectado a métrica e, portanto, a estrutura da variedade. A esse operador diferencial
particular daremos o nome de derivada covariante. Daqui em diante nos referiremos a V,
como derivada covariante.

Provemos que a derivada covariante é tinica. Seja V., um operador diferencial qualquer.

Assim:

0= Vagbc = @agbc - Cdabgdc - Cdacgbd =

1 N . 5
Cap = §QCd {Vagbd + ViGaa — Vdgab} - (2.14)

Portanto @agbc =0« @a = V, e a unicidade esta provada. No caso especial em que
V., = 0,, a conexao afim recebe o nome de simbolo de Christoffel, representada por 'y,

e, pela equagao (2.14), é dada por

1
I = 59“[ {0agbd + ObGad — OaGan } - (2.15)

De forma geral, se um vetor v® é paralelamente transportado ao longo de uma curva

C' de tangente t*, entao
0 = t*V,0° = t29,0° + t*T,.0°. (2.16)

Em componentes, seja t o parametro da curva C. A equagao acima fica

dov¥
dt

+ IV a0t = 0. (2.17)

Este é um conjunto de equacgoes diferenciais de primeira ordem e homogéneas. Dado
o valor de v* em algum ponto p da curva, o valor de v* ao longo de toda a curva é
unicamente determinado pela equagao (2.17).

Naturalmente o tensor t* é paralelamente transportado, se impusermos t,t* = constante.
Tomando o caso particular v* = t* e sabendo que o vetor tangente pode ser escrito em
componentes como t* = dx*/dt, a equagao (2.17) fica

d2at dz dz?

TH —— = — . 2.1
w Vg 7Y (2.18)
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Esta é a equacao da geodésica. Normalmente o parametro ¢ é escrito como 7, chamado de

tempo proprio. Mais & frente falaremos a respeito.

2.3 Curvatura

Transportar paralelamente um vetor v* em um ponto p a um ponto ¢ em geral depende do
caminho que liga os dois pontos. Podemos usar a dependéncia de caminho do transporte
paralelo para definir uma noc¢ao intrinseca de curvatura. Primeiramente vamos definir
o tensor de curvatura em termos da nao-comutatividade da aplicacao de duas derivadas
covariantes sobre uma 1-forma. Entao vamos dar um exemplo em um pequeno loop de
que tal tensor de curvatura esté relacionado a falha do vetor em retornar ao valor original
ao percorrer o loop.

Primeiramente apliquemos duas derivadas covariantes no produto fw., onde f € % e

w uma l-forma, e usemos a regra de Leibnitz sucessivas vezes:

Vavb<fc‘-)c) = (Vavbf)wc + Vbfvawc + Vafvbc‘-}c + fvavbwc =
(VaVb — VbVa)(wa) = f(VaVb - vaa)wc.

Analogamente ao que fizemos para encontrar a conexao afim, o tensor (V,V, — V,V,)w.
no ponto p s6 depende do valor de w. no ponto p. Consequentemente (V,V, — V,V,)
define um mapa linear de vetores duais em p em tensores do tipo (0,3) em p; isto é, a
agao de um tensor do tipo (1,3). Logo mostramos que existe um campo tensorial Rape?

tal que para todo campo vetorial dual w,, temos
(vavb - vbva)wc = Rabcdwd (219)

Agora vejamos como o tensor de curvatura estd relacionado a falha em um vetor
retornar ao seu valor inicial apos ser paralelamente transportado em um loop. Seja p o
ponto inicial, onde inicialmente temos o vetor v®. Agora tomemos uma superficie de duas
dimensoes tangente a p e inteiramente contida na variedade. Na superficie, parametrizada

por T' e S de forma que p = (0,0), vamos transportar paralelamente v® pelos caminhos
e 1: S=0eT=0— AT,
e o T'=ATeS=0—AS,
e v3: S=ASeT =AT — 0,
e 1 T'=0eS5S=AS—=0,
formado assim um loop. Em todos os caminhos é vélida a equacao

"V, 0" = 0,
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(at,4s)

(at0)

Figura 2.2: Transporte paralelo do vetor v* ao longo de um loop. Como veremos mais
adiante, a variagao do vetor ao percorrer o loop em segunda ordem para AS e AT é
proporcional ao tensor de Riemann [10].

onde t* é o vetor tangente a curva, com t* =T% em 7, e y3 e t* = 5% em 7, e 4. Uma
maneira engenhosa de estudar a variagao do vetor apos o loop é por meio de um campo de
1-forma genérico w,. Naturalmente, por ser um campo vetorial, o valor de w, s6 depende
do ponto em M. Agora vamos analisar a variacao do produto v%w, ao longo dos caminhos.

Para isso basta calcularmos a variacao no caminho 1, os demais caminho sao analogos.

0(v'wa) = (V'wWa)l(ar0) — (V*wa) (00

(ana)|(o,0) + Tbvb(vawa)}(%,o) AT — (ana)|(0,0)

— Tbe(v“wa)|(%70) AT

_ _.amb
=0T waak%p) AT
A variagao dos caminhos 1 e 3 ¢é
61+ 05 = AT { 01"V (a1 ) = 0T Vi a1 o }

A variagao nos caminho 1 e 4 é analoga. Veja que se fizermos AS — 0, a variagao
serd nula. Portanto nao temos variacao em primeira ordem. Para calcular a variacao em

segunda ordem basta expandir o segundo termo entre chaves em primeira ordem, seguindo

o caminho T'= AT/2, S =0 — AT. Veja:

U T'Vita| (ar ag) = VT Viwa| (a2 g) + 5Ve (VT"Viwa) | (ar 25y AS

= VT Vyw,| (az,0) T V"5V (T"Vyw, ) ](%7% AS
logo

81 4 03 = —ATAS v* SV, (T"Vw,)| (5 49)

’ 2
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Finalmente a variacao total do produto v*w, em um loop é

8(v%wq) = ATAS { VTV, (8"Vii,) |(ar

)

AT) CLSCV (Tbvbwa AT?% }
= ATAS v* { [TV = SVI'] Viwa + T°5" (VeViy = Vi Vo) wa b

)

LL
2 02

O termo entre colchetes ¢ [T S]b, por (2.8). Tomando a superficie em um sistema de
coordenadas natural (¢, s) tal que (T'=t,S = s), temos que T* = J; e S* = J; e, pelas
propriedades da derivada parcial, os vetores comutam. Logo o termo em questao é nulo.

Finalmente a variagao, usando (2.19), fica
§(v%w,) = ATASVT®SC Ryea g
Mas w, nao sofre variacao e é qualquer, logo
sv* = ATASVT SR "

Assim o tensor de curvatura esta relacionado a falha de um vetor retornar ao valor original
apos ser paralelamente transportado em um loop.

Agora calculemos uma expressao analoga a (2.19) para vetores. Sejam t* um campo
vetorial e w, um campo de 1-forma quaisquer em M. Pelas propriedades de vetor, o

produto t%w, representa uma fungao (suave) em M, portanto

0= (VaVb - VbVa) (tcwc)
={° (VaVb — vaa) We + We (VaVb — vaa) t¢
+ ViptVawe + V t°Vyw, — V tViwe. — VitV we.

Finalmente usamos a equagao (2.19) e chegamos a relagdo
(VaVi — Vi Vo) 1 = — Ry t* (2.20)

Podemos generalizar as expressoes (2.19) e (2.20) para um tensor do tipo (k,[) qualquer

via inducao. De forma geral,

(VaVi = VoVa) T %y, | ZRa STy dl+ZRabd T e, (221)

i=1 j=1
Agora vamos estabelecer cinco propriedades de simetria do tensor de Riemann. Sao elas:
1) Rape’ = —Rpac”

2) Riaq? =0

3) Rabcd - _Rabdc
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4) Rabcd - Rcdab
5) identidade de Bianchi: Vi Ryq" = 0

A primeira propriedade é uma consequéncia imediata de (2.19). Para provar a segunda
propriedade, vamos usar a equagao (2.15) e o fato de o simbolo de Christoffel ser simétrico
nos indices covariantes. Seja w, um campo de 1-forma qualquer. Assim, usando a equagao

(2.12), temos que
V[avbwc] = a[(;va("}c] - Fe[abv|e\wc] - Fe[acvb]we = a[a (817(*)6} - dec]wd) =0
mas
R[abc]dwd = (V[avb — V[bva) wc] = QV[awac} =0

e finalmente como w, é qualquer, a propriedade (2) é satisfeita. Para provar a propriedade

(3) vamos usar a relagao (2.13). Veja:
0= (Vavb - vbva) Ged = Rabceged + Rabdegce - Rabcd + Rabdc
A quarta propriedade provamos a partir das demais. Veja:

1
0= R[abc}d = g(Rabcd + Reabd + Rycad — Rpacd — Repad — Racbd)

2
= ?(Rabcd + Rcabd + Rbcad)

Agora apliquemos sucessivamente os resultados ja obtidos:

0 = Rjabga
= Riapgd — Ricdap = Ridablc — Rjpedja
= Rabed + Ricad — Redab — Raach = Raabe + Rabde — Rbcda — Redba
= Rabed — Redab + Rocad — Radbe = Rabed — Redab — Rbcad + Radbe

= Rabcd - Rcdab

Finalmente a quinta e tltima propriedade vamos obter de
1) (VaVy = VyV,) (Vewd) = Rape"Vewa + Rape®V ewe
ii) Vo(VpVe = VVi)ws = weVaRiped” + Ryed®Vawe
Veja que Vio(VyVg — VVy) = (VL Ve — VV,) V4 logo as expressoes (i) e (ii) antissi-

metrizadas sao equivalentes. Portanto

R[abc]evewd + R[ab|d\evc]we = wev[aRbc}de + R[bc\d\eva]we =
wev[aRbc}de =0
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e novamente por w, ser qualquer, a propriedade (5) é satisfeita.
E interessante analisarmos os tragos possiveis do tensor de curvatura. Iniciemos com

Rape”:
Rabe” = Rapeag™ = Rapfeajg"™® =0
O mesmo vale para R%.;.. Definimos o tensor de Ricci da seguinte forma:
Rae = Rap’ = Rlape (2.22)
O escalar de curvatura é o trago do tensor de Ricci:
R=R', =R, (2.23)

A dltima propriedade que vamos obter aqui é bastante 1til em gravitacao. A partir da

identidade de Bianchi fazemos:

0 = V[ Rpga”
= VaulRied” + VeRapd® + Vi Read”
= Vaolya + VeRapa” — VpRag
=V.R -V R, — VR,

1 Cc C
—Vc(iéaR—Ra>

O tensor de Finstein é definido como
a a 1 a
b = RY% — 55 bR (2.24)
Veja que o tensor de Einstein é simétrico. Finalmente temos a relagao
VG = 0. (2.25)

Esta equacao representa uma conservacao, como ficard mais claro adiante.

Finalmente vamos computar a curvatura. A maneira que faremos é por um sistema
de coordenadas. Inicialmente escolhemos um sistema de coordenadas, entao escrevemos
o tensor de curvatura em termos da derivada ordinaria e do simbolo de Christoffel. De

uma forma direta,

1
E Rcbadwd =V [cvb} Wq

= a[cab]{"-)ob - 8[C(de}awd> - Fd[cb}vdwa - Fea[c<ab]we - de]ewd)
= _a[crdb]a + Fea[crdb]e-
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Finalmente chegamos & expressao
Rabcd - 2Fec[ardb}e - 28[ardb]c- (226)

Esta expressao é bastante tutil tanto para encontrarmos um limite Newtoniano quanto

para derivarmos a equagao de Einstein.

2.4 Geodésica e Limite Newtoniano

A geodésica é uma equagcao que descreve o movimento de uma particula livre em um dado
espago-tempo. Ja adiantamos que a equagao propriamente dita é (2.18), mas agora busca-
remos deriva-la pelo principio variacional. Por uma questao de conveniéncia, adotaremos
um sistema de coordenadas ¢ de coordenadas naturais {z*}. Naturalmente é necessario

primeiro definir uma acao a ser extremizada e, para isso, vamos escrever dr2:
—dr? = gudatda”, (2.27)

onde —d7? é uma grandeza chamada intervalo e pode ser negativa (tipo-tempo), nula
(tipo-luz) ou positiva (tipo-espago). Esta grandeza se transforma de acordo com a trans-
formacao tensorial em componentes, por ser uma contracao de vetores com um tensor e,
portanto, é invariante sob transformacao de coordenadas. Além disso, ela define a métrica
Jap do espago-tempo. Sejam p e ¢ dois pontos no espacgo-tempo e C' uma curva qualquer
que liga os dois pontos. Queremos a curva que extremize a grandeza 7, chamada tempo

proprio e definida por

7= /q dr. (2.28)

Observacao: somente é definido o tempo proprio de curvas que conservem o sinal da
grandeza intervalo. Se o sinal for negativo, a curva é do tipo-tempo, se positivo, tipo-
espaco e se nula, tipo-luz. Em termos da métrica, dr pode ser escrito em termos do

parametro t da curva C' como

d dat dzv
T = y——
ETINY
e finalmente a agao pode ser reescrita como
/ r dat dav
T= y——
o VP @
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onde 0 e T sao os valores de t nos pontos p e ¢, respectivamente. Por simplicidade,

tomaremos + ao invés de modulo, o que facilita no manuseio. Variando a acgao, temos:

Az da\ 72 dztd (dz¥)  Og dat da¥
oT ==+ + vy, 2 v .UV5 y dt.
! /(g“ dt dt) {g“ & & ot a

Sem perda de generalidade, podemos tomar como parametro t = 7, visto que temos uma

liberdade na escolha do parametro da curva. Assim

dz* dz”
dr = gw,gg = =+1.

dxr dzv

=\ o ar

Por outro lado,

Aot d(@e') _ A ( dotp N ood (O dar
dr  dr dr Ju dr dr Gy dr )~

No primeiro termo usamos o principio fundamental do célculo ao integra-lo e, por nao

haver variagao nos extremos, concluimos que é zero. Finalmente extremizando a acao

(67 = 0) temos:
d dat 1 0g,, dzt dx”
—— gy - 0x? dr = 0.
/[ dT(g“ d7'>+28x“d7' dT}x T=0

Como a variagao dx* da curva é qualquer, concluimos que o termo entre colchetes é zero.

Expandindo o termo em questao,

d2aH 0guo dz* dat 10g,, dzt dz”

g —0.
In dr2 ox» dr dr 2 Ox° dr dr

A partir da equagao (2.14), em componentes, e ap6s algumas manipulagdes algébricas,
chegamos & equagao da geodésica (2.18). Esta é a equacdo que rege o movimento de
particulas livres em um espago-tempo. A partir dela procuraremos relacionar a tao bem-
sucedida gravitacao Newtoniana a métrica do espago-tempo.

No limite Newtoniano devemos reescrever as equacoes em termos da velocidade da luz
¢ e tomar o limite ¢ — oo, haja vista ser muito maior que as velocidades envolvidas e as
interagoes ocorrerem de forma instantanea. Também o tempo é tomado como absoluto, o

que implica 7 = ¢, ou seja, a coordenada temporal é o tempo proprio. Em outras palavras,

da? da? dt

N -y
& d(cr) S @

Também no limite Newtoniano os campos sao estaticos, ou seja, ¢, = g, (Z). Assim a
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equacao da geodésica fica

0= (dr)

%

i 1 a907 9905 agoo}
29 0x0 a:co oz’

dx 1 89

—ae 27 owi

Como o espago tempo é aproximadamente flat, podemos escrever a métrica como aproxi-

madamente a métrica de Minkowski mais uma pequena perturbacao, ou seja:

9 (T) = Ny + Yy (T) Y| << 1,
g(@) =" =) M << 1, (2.29)

onde 7,, ¢ a perturbagao da métrica, cuja inversa ¢ v*. Finalmente a equacao de movi-

mento, em forma vetorial, é

dz 1

Mas a equacao equivalente na teoria Newtoniana é

da:

-V 2.31
onde ¢ é o potencial gravitacional dado por ¢ = —GM/r. Comparando os termos, temos
que

Yoo = —2¢ =
goo = — (1 +2¢). (2.32)

Esta é a primeira relacao entre a relatividade geral e a gravitacao de Newton. Na proxima

secao ela sera usada para derivar a equagao de Einstein.

2.5 Equacao de Einstein

Vamos nesta secao encontrar uma equacao equivalente a equacao de Poisson na teoria

Newtoniana. A equagao de Poisson é
V3¢ = 4nGp, (2.33)

onde ¢ ja definimos como o potencial gravitacional Newtoniano, GG é a constante gravi-

tacional e p é a densidade de massa. Como estamos lidando com o limite Newtoniano,
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podemos utilizar a equagdo (2.32) para reescrever (2.33) como
V%G00 = —8Gp.

Veja que de um lado da equagdo temos escrito um tensor do tipo (0,2) sendo derivado,
enquanto do outro lado temos apena uma funcao p. Mas a densidade de massa é a
componente tempo-tempo do tensor momento-energia, ou Tyg = p. Vamos reescrever a

equacao acima em um “formato mais tensorial”:
V2900 = —87G . (2.34)

Seré que bastaria agora substituir os indices 00 por indices gregos e afirmar que essa é
uma equacao covariante? Nao, pois o termo VZggy nao se transforma como um tensor. A
equagao acima s6 é valida no limite Newtoniano. O que precisamos fazer é encontrar uma
expressao que no limite Newtoniano se reduza a (2.34). Como o lado direito da equagao
¢ uma componente de um tensor (no limite Newtoniano ou nao), vamos definir um tensor

G que satisfaz a equagao
Gab = 87TGTab

e no limite Newtoniano, em componentes, Gog — —V?ggo. Precisamos fazer algumas

consideracoes a respeito do tensor Gg:

(A) Primeiro, ele € uma combinacao linear da métrica e de derivadas dela até segunda

ordem, visto que derivadas de ordem superior a dois resultaria em termos do tipo

r=3,7=% ..., o que iria de encontro & teoria Newtoniana.

(B) ele é simétrico, pois Ty, é simétrico

(C) ele é conservado, visto que Ty, é conservado, ou seja:

VG = 0. (2.35)
De (A), podemos escrever GG, como uma combinagao linear do tensor de Ricci e da

curvatura escalar, que sao combinacoes lineares de derivadas até segunda ordem do tensor

métrico.

Gap = c1Rap + c2gap R.
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Por construgao, (B) é satisfeito. De (C), temos:

0=V'Gyp =1 V'R + 29 V'R
1
= Clﬁva + CQVbR

= (% + C2> ViR,

onde usamos a identidade de Bianchi (2.25). Concluimos que ¢ = —¢;/2. Reescrevendo

G, ficamos com

1
Gab =C <Rab - igabR) .

No limite Newtoniano |Tyo| >> |T;;|. Pela proporcionalidade com G, podemos tomar

1
O = Gij = C <RU — —gin) =

2
1 1
Ri]‘ = §ng ~ §5UR =
3

Logo a curvatura escalar ¢ aproximadamente

3
R = g“”RW =~ T]‘LWRHZ, = —Roo + Rir = —Roo + §R =

Ry = %R.
Assim
Goo = 2¢cRyo.
Agora vamos explicitar Ry em termos do tensor métrico através da equagao (2.26)
Roo = Rouo" = 21" ;oI 1y — 20101 0.

Substituindo (2.15) e apos algumas manipulagoes algébricas concluimos que

1 8%goo 1
R = ———— = ——V2
00 9 Ok Ok 9 goo,
o que implica ¢ = 1. Portanto
1
Gab = Rab — égabR = 87TGTab. (236)

Esta equagcao foi derivada pela primeira vez em 1916 pelo fisico alemao Albert Einstein.

Ele também propos a existéncia de uma constante, chamada constante cosmoldgica, ao
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acrescentar o termo Agy, & equagao:

1
R, — égabR + Agab = 81GTy, (237)

que apesar de nao reduzir a gravitacdo Newtoniana, pois Gog — —V?goo + Agoo, resulta
em um universo estatico, como acreditava Einstein. Pouco tempo depois foi observado
que o universo estd em expansao e a hipétese da constante cosmoldgica foi descartada.
Hoje existem evidéncias de observacoes suficientes para acreditarmos que o universo esta
em expansao acelerada |12]. Uma mudanga de sinal da constante cosmologia explica tal
expansao acelerada e a hipotese voltou a ser considerada. No trabalho do autor Capelo [3],
é demonstrado que o modelo de bumblebee, o qual falaremos mais adiante, no contexto

da cosmologia, faz surgir naturalmente a constante cosmologica.

2.6 Meétrica de Schwarzschild

Vamos agora derivar uma solucao para as equagoes de Einstein no vicuo e em um espago-
tempo esfericamente simétrico e estatico.

O vécuo significa que o tensor momento-energia T,;, é nulo, ou que o tensor de Ricci
é igual a zero. O espago-tempo ser estatico significa que o tensor métrico nao depende
da componente temporal, ou em outras palavras, g,, = ¢, (7). Ja a simetria esférica
significa que o espago é invariante sob rotagao e reversao de eixos. De forma sucinta, ha

invariancia
e de reversao e translagao temporal;
e de rotacao e reversao de eixos.

Tomemos a métrica em coordenadas esféricas e escrevamos a acao:
dS%(t,r,0,0) = g,.(t,7,0, ¢)dz"da”, (2.38)

com os indices 0,1, 2,3 correspondendo as coordenadas t, 7,6, ¢, respectivamente. Pela

simetria ) — —2* em todas as coordenadas, temos que, para um \ fixo,

dS?(z*) = gan(2)dz*da? —|—2ng1/ ydardz” + Z 9 (2)da*da”,

VFEN JIR7ZN
dS?(—z?) = g (—2)d2z da? ZZg,\V MdzAda” + Z G (— ) dztdz”.
VF#EN JTRZ N

Mas g, () = g, (—2?), logo

Z g/\u dm)\dl' =0.
VFEN
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Como as variagoes dz” sao independentes entre si, a consequéncia da simetria de reversao

de coordenadas ¢é gy, = 0 para A # v. Portanto
dS? = gudt? + grrdr? + geed® + gued?®. (2.39)

A agado acima sobre uma 2-esfera a tempo constante,

A% = g (d92 + @d&) ,
900

deve ser igual & métrica de uma 2-esfera usual:
di? = r?(d6? + sin® 0d¢?) = r2dQ>.
Portanto ggg = 1% € gyy = r%sin? . Aplicando em (2.39), temos que
dS? = gudt* + g,.dr® + r2dQ2.

Mas as componentes r-r e t-t do tensor métrico s6 podem depender da componente radial,
por estaticidade e simetria esférica. Por simplicidade definamos g = A(r) e g, = B(r).
Agora apliquemos a métrica acima nas equacoes de Einstein. Para isso precisamos definir
o tensor de Ricci em componentes, que é nulo por considerarmos vacuo. De posse da
métrica, a forma mais direta de se obter o tensor de ricci é calculando o simbolo de
Christoffel e o tensor de curvatura. Pela equagao (2.15), as componentes nao nulas do

simbolo de Christoffel sao

A’ . r
I, = YL ["gp = B I = —cosfsinb,
A . rsin? 0 ¢ _1
Iy = “op M = — B [ = r’ (2.40)
) B s 1 e cos 6
Frr:ﬁv FT"_;’ 07 Sing’

Substituindo o simbolo de Christoffel em (2.26) e aplicando o resultado em (2.22), temos

o sistema de equacoes

rb(A')? — 2rABA" +rAA'B' —4ABA’ =0, (2.41)
rb(A')? — 2rABA" + (rAA + 4A*)B' = 0, (2.42)
2AB? —rBA' +rAB' —2AB = 0. (2.43)

Subtraindo a segunda equacgao pela primeira, temos que

d c
4A’B' + 4ABA' = —(AB) = A=—
+ 0:>d7’( )=0= L
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onde ¢ é uma constante a ser determinada. Substituindo na terceira equacao, ficamos com
_ 0% 2 C C
0=20B2 1B (—B) +r B — 2
=2B*+rB +rB' —2B =
rB'=B(l1 - B) =

1 1 dr
dB(ﬁm)—?;‘

d[InB—In(B—1)]=dlnr =

B
I X
71 r=

B(r) = (1 _ %)_1.

Agora falta determinarmos apenas as duas constantes ¢ e k para definirmos a métrica de
Schwarzschild.

1 1\
dS? =¢ <1 — k:_> de? + (1 — —) dr? + r2d02.

r kr

Usando o limite Newtoniano (2.32), impomos que se tivermos um corpo de massa m

esfericamente simétrico de centro sobre a origem e em repouso, a componente tempo-

(-3)-(-=)

valido para todo raio r suficientemente grande. Logo ¢ = —1 e 1/k = 2Gm. Por convengao

tempo da métrica seria

se define
s =2Gm (2.44)

como o raio de Schwarzschild. Finalmente a métrica de um espago-tempo estético, esfe-
ricamente simétrico e com um corpo sobre a origem de massa m é

ds? = — (1 . ;) d? + (1 - ;)_1 dr? 4 r2d0?. (2.45)
Veja que na regiao r < s hé uma inversao de sinal entre as componentes t-t e r-r da
métrica em relacao a regiao r > s. A hipersuperficie r = s é chamada de horizonte de
eventos e sobre ela ha uma divergéncia da métrica. O raio de Schwarzschild do planeta
terra é aproximadamente 9 mm, enquanto o do sol é aproximadamente 3 km.

Esta foi a primeira solu¢ao de vacuo nao-trivial da equagao de Einstein, obtida em
1915, apenas um més ap6s a publicagao da teoria da relatividade geral, pelo astréonomo e
fisico alemao Karl Schwarzschild [13].

Facamos agora um exercicio de imaginacao para entender a formacgao de um buraco

negro, uma regiao do espago-tempo em que a matéria esté inteiramente contida na regiao
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r<s.
Em unidade completas, o raio de Schwarzschild s para um corpo esfericamente simé-

trico de massa M, raio a e densidade constante p é

2GM 87 G
5 = = ——pa°.
c? 3 c2'0

Logo

s 8rG
~ 3 e

Assim, mesmo que a densidade nao seja muito grande, bastaria que tivéssemos a sufici-
entemente grande para que seja s > a, ou para que o horizonte de eventos esteja fora da
matéria. No caso do sol,

So 3

I x 1070,
470}

\]

Agora considere uma galaxia esfericamente simétrica contendo em torno de 10! sois
igualmente espacado e inicialmente em repouso. Visto que o raio de Schwarzschild s6

depende da massa, podemos tomar como uma aproximagao bastante realista
3
s~ 10" x s & ?106 Qe -

Logo a razao entre os volumes da galaxia e de um sol é

3
(i) ~ 10",
ae

Mesmo que houvessem 10! sois, ainda assim haveria uma “sobra” de 10°. Em outras
palavras, ainda que na galaxia os sois se distanciassem uns dos outros a uma distancia de
100 aw, a matéria estaria inteiramente contida dentro do horizonte. Tal exercicio mostra
que nao ¢ tao dificil que um aglomerado de matéria se colapse e forme um buraco negro.

Somente rotagao poderia “salvar” as galaxias de se colapsarem.
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Capitulo 3

Violacao da Simetria de Lorentz e
Modelo de Bumblebee

Neste capitulo introduziremos brevemente as ideias de violagao de simetria de Lorentz,
seguindo principalmente os artigos dos autores Kostelecky e Bluhm [0, 11]. Iniciamos por
explicar o que sao as simetrias de Lorentz e CPT. Logo ap6s, tomaremos o caso simples de
quebra espontanea de simetria em um campo escalar real. Na sec¢ao seguinte introduzimos
os principais conceitos do Modelo Padrao Estendido (SME) e finalmente apresentamos um

modelo particular do SME, muito explorado nos dias atuais, que é o modelo de bumblebee.

3.1 Transformacoes de Galileu, Lorentz e CPT

Antes de falarmos de violagao de simetria de Lotentz e de violagao de CPT, precisamos
antes saber o que sao tais transformacoes.

De acordo com a teoria euclidiana, a grandeza chamada distancia, uma aplicacao
que relaciona dois pontos no espaco a um real nao negativo, é invariante sob rotacao e
translacao espacial. Qualquer ponto P pertencente ao espaco tri-dimensional pode ser
representado por trés nimeros reais, (z,y, z), chamados de coordenadas. Se dois pontos
P = (x1,y1,21) e Q = (w2, Ys, 22) pertencem ao espago tri-dimensional, entdao a distancia
d(P, Q) entre eles é dada por

d(P,Q) = \/(z1 — 22)> + (11 — 12)* + (21 — )%

Uma transformagao de Galileu é definida da seguinte forma: se um observador O’, que
registra um tempo t', viaja a velocidade ¥ = (v, vy, v,) em relagdo a um outro observador
O, que registra um tempo ¢, entao a relacao entre os tempos t, t' e entre as coordenadas

(x,y, z) observadas por O e as coordenadas (z',y/, 2’) observada por O’ de um mesmo
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ponto P é dada por

=t

(x/7y,7zl) = (x7y7z> - (U$7Uyavz)t7

onde supomos que os relégios sao idénticos e que em ¢t = 0 os relégios estao sincronizados
e as origens dos dois sistemas de coordenadas coincidem. Dados dois pontos P e @)
no espaco, a distancia observada entre os pontos em questao é a mesma para os dois

observadores O e O, pois

d(P,Q) = /(¢ — 96’2)2 + (¥h —y3)* + (21 — 23)?
= (1 — 22)2 + (Y1 — 12)? + (21 — 22)2 = d(P, Q).

Portanto as transformagoes de Galileu preservam distancia .

¥

‘-d_

Ewvent
A 0. A *
O v
¥ i
Il'l"|l vt h
L N
i

- S

Figura 3.1: O observador O’ se move com velocidade v em relagao ao observador O. Cada
um deles possui seu proprio sistema de coordenadas, que classicamente estao relacionados
pela transformagao de Galileu e relativisticamente, pelas transformagoes de Lorentz [15].

2

Além das transformagoes de Galileu, existem as transformacoes de Lorentz. As trans-
formagoes de Lorentz sao de dois tipos: rotagdes espaciais e boosts. Vamos falar sobre
boosts.

Inicialmente substituimos a ideia de espago Euclidiano por espago-tempo de Min-
kowski, onde pontos sao substituidos por eventos, P — &, representados por quatro
nameros reais, & = (t,x,y, z), observados por um observador O. Chamamos a represen-
tagao do espaco-tempo em coordenadas observada por O de sistema de coordenadas. Veja
que um mesmo observador pode representar o espago-tempo por diferentes sistemas de
coordenadas; por exemplo, ele pode mudar a orientacao espacial, executar uma translagao
espacial /temporal ou mesmo “encolher os eixos”, tomando y; = 2z;. Por simplicidade,
a cada observador associamos um tnico referencial, que é representado por um sistema
de coordenadas naturais (t,z,y, z) padrdo. Seja um outro observador O" em velocidade
uniforme v relativa ao observador O. Dizemos que os referenciais O e O estao em configu-
ragdo padrao se o ponto & = (0,0,0,0), chamado de origem, tiver as mesmas coordenadas

em ambos os referenciais, a velocidade v observada por O for constante e na direcao x e
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os eixos x, y e z de O forem paralelos aos eixos ', 3/ e 2’ de O’, respectivamente.
Dados dois referenciais O e O" em configuracao padrao, a lei de transformagao entre

as coordenadas de um mesmo evento & no espago-tempo é

(t—’Ul‘),
(:B_Ut)>

=~
=7

onde v = 1/4/1 — v2? & chamado de fator de Lorentz. A transformacdo acima é chamada
de boost e ela nao preserva distancia. Se &2 e 2 sao eventos no espaco-tempo, entao
nao é necessariamente verdade que d(#', 2') = d(Z?, 2), onde a linha () sobre o evento
significa que as coordenadas do evento tomadas sdo as observadas por O'.

Por outro lado, existe uma grandeza chamada intervalo que é invariante sob uma
transformacao de boost. A grandeza intervalo AS? entre os eventos & = (11,1, ¥y, 21) €

2 = (lg, T2, Ys, 22) €é definida por:
AS? = —(t1 — 1) + (z1 — 32)” + (Y1 — 12)° + (21 — 22)°.

E facil provar que tal grandeza ¢ invariante sob uma transformacao de boost. Se os obser-
vadores O e O estdao em configuracao padrao e as coordenadas de O sdo representadas

por uma linha (’), entéo

AS* (P, 2') = —(t) —t5)” + (z] — 25)* + (y1 — v5)* + (2] — 25)°
= —(t; —to)* + (z1 — 22)* + (1 —)* + (21 — 22)? = AS* (2, 2).

Dizemos entao que AS? é um invariante de Lorentz.

Além da transformacao de boost, a rotacao também deixa a grandeza intervalo inva-
riante. Se uma grandeza é invariante sob uma transformacao de Lorentz, que pode ser
um boost e/ou uma rotacao, dizemos que ela é um invariante de Lorentz. Ja a simetria
de Lorentz diz respeito ao fato de transformagoes de Lorentz deixarem a agao invariante.

Simetria de Lorentz é uma propriedade da natureza segundo a qual o resultado de
experimentos é independente da orientagao ou da velocidade de boost do laboratério no
espaco. Em outras palavras, a fisica é a mesma para dois observadores que se movem a
uma velocidade relativa entre eles uniforme. Covaridncia de Lorentz é uma propriedade
do espago-tempo e possui dois significados distintos, porém relacionados. O primeiro é
que uma grandeza fisica ¢ dita covariante de Lorentz se ela se transforma sob uma repre-
sentagao do grupo de Lorentz. De acordo com a teoria das representacoes do grupo de
Lorentz, tais quantidades sao escalares, quadri-vetores, quadri-tensores e espinores. No
caso de escalares covariantes de Lorentz, eles permanecem inalterados sob uma transfor-

macao de Lorentz, por isso sao ditos invariantes de Lorentz. O segundo significado é que
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uma equacao é dita covariante de Lorentz se ela puder ser escrita em termos de grandezas
invariantes de Lorentz. A principal caracteristica de uma equacao covariante de Lorentz é
que se ela é valida em um sistema de coordenadas inerciais, entao ela é valida em qualquer
sistema de coordenadas inerciais.

Nao se deve confundir covariancia de Lorentz com vetor covariante. Em uma variedade,
covariante e contravariante estao relacionados a como um objeto se transforma sob uma
transformacao de coordenadas.

Em suma, as transformagoes de Lorentz sao:

e rotacgoes espaciais, que sao de trés tipos, uma para cada direcao e

e boosts, gerados por velocidades relativas e também de trés tipos, uma para cada

direcao.

Falemos agora de um outro conjunto de transformacoes. As transformacoes de CPT
sao formadas pela combinagao de trés transformacgoes: Conjugacao de carga, inversao de

Paridade e reversao Temporal.

e C converte particula em antiparticula;
e P transforma um objeto em sua prépria imagem, porém de ponta-cabeca;

e T inverte a direcao do fluxo do tempo.

Um sistema fisico possui simetria de Lorentz se as leis fisicas nao forem afetadas por
uma transformacao de Lorentz e, analogamente, possui simetria de CPT se a fisica também
nao for afetada por uma transformacao de CPT. Aqui uma observacao precisa ser feita:
violagao das simetrias C, P, T e CP sao previstas no Modelo Padrao e sao observados em
experimentos, somente a combinacao CPT é requerida pelo Modelo Padrao para ser uma
simetria da natureza. Essas simetrias sao a base da Relatividade de Einstein.

O Modelo Padrao descreve de maneira unificada todas as particulas elementares e
suas interagoes nao gravitacionais. A nivel classico, a gravitagao é bem descrita pela
Relatividade Geral de Einstein. As duas teorias apresentam simetria de Lorentz e de
CPT. O Modelo-Padrao Estendido (ou SME - Standard-Model Extension) ¢ uma teoria
que tenta generalizar o Modelo Padrao usual e a Relatividade Geral, e que possui todas as
propriedades convencionais desejaveis, além de permitir violagao de simetria de Lorentz e
de CPT.

A quebra de simetria de Lorentz, ou a alteracao da velocidade limite de propagacao,
contraria fortemente a teoria da relatividade restrita, que tem como um dos postulados a
invariancia da velocidade da luz (velocidade limite de propagacao) qualquer que seja o re-
ferencial em que o observador se encontre. Apesar desta contradicao, outros modelos que
tentam unificar a forga gravitacional com as demais, como a teoria das cordas, preveem
esta quebra de simetria. Outras teorias que violam Lorentz incluem, por exemplo, aproxi-
magoes de gravidade quantica [16-22], modelos dinamicos aleatorios [23], multiversos [24],

e cenarios de mundo-brana [25—27].
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3.2 Exemplo de Quebra de Simetria Espontanea

Em teoria quéantica de campos, a quebra de simetrias fundamentais (a nivel de solugao
ou espontanea) leva a previsao teorica de fenémenos observados experimentalmente. Um
exemplo bastante simples é a quebra de simetria de um campo escalar real . Dada a
lagrangeana

1, ., 1

1
- I _ = - 4
L 2(%0)(a ©) SHE = A

onde \ é positivo e p? é positivo ou negativo, a transformacao ¢ — —¢ deixa a lagran-
geana invariante. Temos entao uma simetria em nosso sistema fisico. O potencial, por

construcao, é

1 1
V(p) = 5u2902 + W?

O estado fundamental ¢y é o que minimiza o potencial. Assim,

0 W)
de

= ¥o (M2<P0 + %A%) :
=0
Se p? > 0, entdo existe apenas um minimo, que ¢ em zero e, neste caso, a simetria continua
véalida. Agora, se u? < 0, entao existem dois minimos, que sao em 4+/—6u2/\. Uma vez
escolhido o valor de ¢y # 0, a simetria é quebrada pelo vacuo da teoria.
Se definirmos p = ¢ — ¢, com @y # 0, teremos um minimo em p = 0, mas a simetria

p — —p serd quebrada, pois a lagrangeana escrita em termos de p é

1 1 A
L= 20,p0"p — =1*(p* + 2p0 + 5) — = (p* + 69”05 + o + PP 0o + 4py),

2 2 4!
que nao ¢ invariante sob tal transformacao.
Vv ¢ ow N
VARV
(a) (b)

Figura 3.2: (a) caso p? > 0. Vécuo tnico e a simetria é preservada. (b) Dois vicuos
distintos. O campo p = ¢ — ¢y nao deixa a lagrangeana invariante sob a transformacao

p— —p[25].
Algo anélogo é buscado em relagao as simetrias (locais) de Lorentz. O modelo de
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Kostelecky [0] busca quantidades tensoriais e espinoriais que, na lagrangeana, preservem
a simetria de Lorentz, mas a nivel de vicuo apresentem um valor esperado nao-nulo. Por
exemplo, se temos um quadri-vetor na lagrangeana de um modo que preserve a simetria
de lorentz, mas apresentando um valor esperado de vacuo nao-nulo, entao existe uma
direcao privilegiada no espago-tempo e um referencial privilegiado, o que viola a simetria
de Lorentz. Tal violagao ¢ espontanea por ocorrer apenas a nivel de solu¢ao, nao na

lagrangeana. Se a violacao fosse na lagrangeana, chamariamos de violagao explicita.

3.3 Modelo Padrao Estendido

O Modelo Padrao Estendido, ou SME (Standard-Model Extension), é uma teoria que
engloba o modelo padrao, a relatividade geral, e todos os operadores possiveis que quebram
a simetria de Lorentz. O SME pode ser expressado como uma lagrangeana de varios
termos. Cada termo da lagrangeana que viola a simetria de Lorentz é um escalar sob as
transformacoes de Lorentz construido por contragao de operadores de campo padrao com
coeficientes de controle chamados coeficientes de violagao de Lorentz. Esses coeficientes
de controle sao determinados por restri¢oes ou experimentos.

Existem duas maneiras em teoria de campos de violar tal simetria: explicita e espon-
tanea. A quebra explicita de simetria ocorre quando ja de inicio ela viola a simetria.
J& a quebra espontanea ocorre quando uma simetria da dindmica nao é respeitada em
uma solucao especifica. Por exemplo, as forcas dindmicas que controlam a interacao entre
planetas na gravitacao Newtoniana apresentam simetria rotacional, porém a solucao da
teoria para o sistema solar exibe uma orientacao definida no espaco, que é o plano do sis-
tema solar. Em 2004 um resultado publicado por Kostelecky [6] mostrou que a violagao
explicita de Lorentz leva a uma incompatibilidade das identidades de Bianchi com as leis
de conservacao dos tensores energia-momento e densidade de spin, enquanto na violagao
espontanea nao ha tal incompatibilidade. Logo qualquer quebra de simetria de Lorentz
precisa ser espontanea.

A proposta do SME é, mesmo que a teoria apresente simetria de Lorentz e de CPT,
a solucao de vacuo da teoria poderia violar espontaneamente essas simetrias. Essa é
uma maneira atrativa de quebrar a simetria de Lorentz e de CPT, pois a dindmica per-
manece simétrica e as caracteristicas tao desejaveis da simetria sao preservadas. Assim
como no Modelo Padrao usual, quebras espontaneas da simetria de Lorentz e de CPT
sao desencadeadas por interagoes que desestabilizam o vicuo vazio. No caso usual, o
vacuo é preenchido por grandezas simétricas sob transformagoes de Lorentz e de CPT
(porém violam outras simetrias). J4 no SME, o vacuo é preenchido por grandezas orien-
tadas no espago quadridimensional, gerando quebra de simetria de Lorentz e (em algumas
circunstancias) de CPT.

O teorema de CPT é um resultado geral que liga as simetrias de Lorentz e de CPT.

Ele afirma que as teorias com simetria de Lorentz precisam apresentar também simetria
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de CPT. Essas teorias incluem todas utilizadas para descrever a fisica de particulas e
muitas teorias propostas. No cenario do SME, a quebra de CPT sempre implica quebra
de Lorentz, mas o contrario nao é verdadeiro. Assim o teorema de CPT é valido no SME.

De forma sucinta, o SME agrega todas as propriedades do Modelo Padrao e da Relati-
vidade Geral de Einstein, exceto que as simetrias de Lorentz e de CPT podem ser violadas
localmente. Essa teoria sugere que a quebra de simetria de Lorentz e de CPT pode ser
observada em experimentos realizaveis, e isso conduz a uma fenomenologia geral para
violacao de Lorentz e CPT a nivel do Modelo Padrao e da Relatividade Geral. Outras
teorias padroes como a Eletrodinamica Quéantica sao tomadas como casos especificos.

A presenca de violagao local em um referencial de Lorentz é devido a uma ou mais
grandezas que carregam indices locais de Lorentz, chamados de coeficientes de violagao de
Lorentz. Como exemplo suponhamos que exista um campo vetorial cujo valor esperado
de vacuo é b* # (. Assim existe uma direcao privilegiada no referencial local de Lorentz,
levando a uma viola¢ao no principio da equivaléncia. A quebra de simetria ocorre sempre
que particulas ou campos interagem com b*.

Cabe aqui distinguir dois tipos de transformagoes locais de Lorentz: a transformacao
de particula e a transformacao de observador. Ambas sao compostas pelas transformacoes
usuais de Lorentz, que sao rotacoes e boosts. A diferenca é que na transformacao de par-
ticula o campo b* é mantido fixo, enquanto na transformacao de observador b* também é
transformado (da forma usual em que um vetor se transforma). O SME apresenta invari-
ancia sob uma transformagao de observador, mas ha violacao quando a transformacao é
de particula.

De acordo com os estudos em Violagao de Lorentz, a extensao do setor gravitacional

incluindo termos que violam a simetria de Lorentz é dada pela acao
S = Sgn + Swv + Smatéria; (3.1)

onde Sgg representa a acao de Einstein-Hilbert,
4 ].
SEH = d T/ —QQ—R, (32)
K

R & a curvatura escalar e k> = 87G ¢é a constante de acoplamento gravitacional. A acao

Sty é composta por termos lideres que violam a simetria de Lorentz e é escrita por:

1
Sty = /d4$\/ _g%(UR + SabRab + tadeRabcd)> (3'3)

b e tabcd

onde u, s* sao tensores que geram a violacao de Lorentz. Os tensores adimensionais

5% e t%°d possuem as mesmas simetrias dos tensores de Ricci e de Riemann respectiva-
mente, e possuem traco nulo, ou seja, 5%, = t?,, = 0, uma vez que podemos aloca-los em
w. Também Podemos tomar ¢%¢, = 0, visto que ele pode ser alocado em s%. Assim os

b e tabcd

tensores s* possuem, respectivamente, nove e dez componentes independentes.
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Como exemplo de tensores que geram violacao de Lorentz, vejamos o modelo de bum-

blebee.

3.4 Modelo de Bumblebee

Modelos em que a violacao de Lorentz é resultado da dindmica de um campo vetorial By,
chamado de campo de Bumblebee, sao interessantes pois possuem uma forma relativa-
mente simples e envolvem caracteristicas importantes, como rotagao, boost, e violagao de
CPT. Ele é um exemplo simples de um modelo gravitacional em que um campo vetorial
B* possui valor esperado de vacuo nao nulo, o que induz a uma violacao de Lorentz e
de difeomorfismo. Este modelo foi primeiramente utilizado no contexto da teoria de cor-
das [3], no qual a simetria de Lorentz é espontaneamente quebrada devido ao potencial
V(B*B, £V?) = (BB, £ b%)?, onde A é uma constante real de acoplamento. Uma
outra escolha para o potencial seria uma com similaridades ao modelo sigma: V(x) = Az,
onde A agora é um campo multiplicador de Lagrange. O modelo de Bumblebee pode ser

representado na acao (3.3) sempre que
abed 1 a ab a b 1 ab e
¢ =0, wu= ZfB B,, sV=¢|B*B’— 19 B°B. |, (3.4)

onde £ é uma constante. Em um espac¢o de Riemann-Cartan, o campo de forga corres-

pondente a B, é definido por

Bab = vaBb - VI)Ba + TcabBc
— 9,By — 0,B, (3.5)

onde V, ¢ a derivada covariante com respeito a métrica, 7, ¢ a tor¢ao do espago-tempo
e J, € a derivada ordinéaria. No espaco-tempo de Riemann, em que nao ha torc¢ao, o termo
de torcao T, na definicao acima é omitido, haja vista ser nulo.

De posse destas defini¢oes, a agao responséavel pela dindmica do campo de Bumblebee
B, é

1 1
S = / d'zy/ =g {%(R + (BB Ry, — ZB“bBab — V(B"B, £ b*) + Liateria| »  (3.6)

onde L ateria € a lagrangeana da matéria.

No vécuo, onde a curvatura e a torcao sao nulas, o campo de Bumblebee possui
valor nao nulo B* = b%, onde b%, = Fb?, de forma que V = 0. A grandeza b, é o
coeficiente de violagao de Lorentz e CPT. Em um referencial local de Lorentz as condigoes
se tornam: B,B" = Fb?, o que implica um campo de fundo b, nao nulo, gerando diregoes
privilegiadas. Como consequéncia, mesmo no limite do espago-tempo plano de Minkowski
h& uma anisotropia, embora esse efeito possa ser mascarado pela presenca de matéria e

por fortes curvaturas e torgoes [0].
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As ideias fisicas oferecidas por esta teoria sao bastante ricas. O limite do espago-tempo
de Minkowski e o potencial do multiplicador de Lagrange é equivalente a teoria estudada
por Nambu [29], que obteve uma prova de que esta teoria é equivalente & eletrodinamica
em um gauge nao linear. O caso sem violacao de Lorentz e de potencial V nulo, mas de
¢ nao nulo é usado como uma teoria alternativa de gravitagao em um espaco-tempo de
Riemann por Will e Nordtvedt [30-32]|. Teorias onde £ = 0 foram introduzidas na Ref. [3]
para ilustrar algumas ideias a respeito da violagao da simetria de Lorentz.

De posse da acao, podemos derivar as equagoes de movimento pelo principio variaci-
onal. Variando a agao (3.6) com respeito ao campo de bumblebee (d5S5[g, B] = 0) temos
o conjunto de equacoes

V.B" =2 (V’Bb — %BQR“”) : (3.7)

Ao variarmos a mesma agao em relagao a métrica (6,5[g, B] = 0) temos
1
Gup = 1|2V BuBy = BucB% = (V + 1 BeaB ) gun
1
te bBCBdRCdgab — 2B, B° Ry, (3.8)
1 1
+ VeV BBy) = 5VeVa(BBY)gu - §D(BaBb)] + KT,

onde Gy € o tensor de Einstein usual e T,;, o tensor momento-energia da matéria.

A equagao (3.7) implica a lei de conservacao de corrente
V(26V'B) = V,(€B,R™). (3.9)

J& uma lei covariante de conservacao do tensor momento-energia se deriva da seguinte

forma: definimos o tensor momento-energia de bumblebee como
1
T4 = 2V'BuBy — BucB%y — (V 4 BB ) g (3.10)

aplicamos o operador V® nos dois lados da equagao acima e utilizamos a equacao de

movimento (3.7), resultando em
1
kVOTE = ¢V RyBBy) — 55Ji>0‘7lvb(Bch) (3.11)

Como uma aplicacao do modelo, vejamos no proximo capitulo como se comporta o

campo de bumblebee em um espago de Schwarzschild.
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Capitulo 4
Dinamica do Campo de Bumblebee

O objetivo deste capitulo é encontrar uma solugao de vacuo de um espago-tempo esferica-
mente simétrico e estatico, dado um campo vetorial de valor esperado de vacuo nao-nulo.
Pela equacao de movimento desenvolvida no capitulo anterior, a presenca de matéria or-
dinéria altera a geometria do espago-tempo, que por sua vez altera o valor do campo de
bumblebee, e o proprio campo de bumblebee também altera a geometria do espaco tempo.

Neste capitulo, assumiremos que o espago-tempo é estético e esfericamente simétrico,
com métrica, em coordenadas esféricas, g,, = diag(—e®,e?,r? r?sin*#), onde ® e p sdo
fungoes de r. Também assumiremos que o campo de bumblebee B, convergiu ao valor
esperado de vacuo by, o que para o espago-tempo em questao somente podera ser escrito
da forma b, = (b:(r), b.(r),0,0).

Assumiremos que o universo é isotrépico e, no limite assintotico, homogéneo. Portanto

os limites

lim b (r) = lim b*(r) = by,
m—0

T—00
7nl;rgob (r) = 7Ln_n)ob (r) =0, (4.1)

onde by é uma constante, serao assumidos ao longo do capitulo. Além disso, assumiremos
que a métrica é assintoticamente flat, ou seja,

lim g, (r) = r}qlinm G (1) = Ny (4.2)

=00

Primeiramente consideraremos o caso geral acima. Logo ap6s, tomaremos como hipo-
tese um campo de bumblebee em um espago-tempo de métrica de Schwarzschild (2.45).
Por ultimo vamos impor que o campo de bumblebee é paralelamente transportado ao
longo da direcao radial, assim como é feito em um trabalho publicado em 2005 pelos
autores Berlotami e Paramos [7], chegando a uma incompatibilidade com a métrica de

Schwarzschild no limite by — 0.
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4.1 Caso geral

Tomando a métrica g, = diag(—e®,e?, 1% r? sin? ), o Tensor de Ricci pode ser encon-
trado explicitamente através das equagdes (2.15), (2.22) e (2.26). Visto que o campo de
bumblebee é igual ao valor esperado de vécuo, podemos tomar o potencial V(B*B,, & b?)
igual a zero. De posse dessas informagoes, a componente r da equagao (3.7) afirma que
ou

@t

S S A 4.3
p=r r® +2 (4.3)

ou
b= 0. (4.4)

Analisemos os dois casos.
No primeiro caso, (4.3), o limite by — 0 concorda com a métrica de Schwarzschild,

como é requerido. A componente t da equagao (3.7), substituindo (4.3), é

2 ((1)1)2 + CI)”
bl/ (D/ - b/
et (3 + T " r® + 2 ¢

+ {(@’)2 + " + @ {% - r(q;g,—j:g)”} } (2 + %) by = 0. (4.5)

A equagao (4.5) e o sistema de equagdes nao-lineares (3.8) sdo por demais complicados
de serem solucionados. Na se¢ao seguinte analisaremos o caso do campo de bumblebee
em um espaco de Schwarzschild.

Ja no segundo caso, b" = 0, a componente ¢t da equacao (3.7) nos da
/! / 2 / / N2 " / 2 / §
b+ (302 = W+ (@@ (S p )| (242 =0 (46)
As componentes nao-nulas da equagao (3.8) sao:
f 2 4P 5/\27,2 5 / f _ 5 / 4Py 17/
4(2=+9)r2e™ (@) + | (8249 ) rd' + 4= —2=2rp"| 4re™bib;
K K K K
£

L8 2etty (8— + 9) 2 ()2 + (2rp — 14 €¥)8e** = 0 (4.7)
K K

4 (2§ + 9) r2e*® (@)% + 4 (2§ + 9) r2e?®®'b,b; + 9r°e*® (by)?
R K

—8(2r®’ +e* —1)=0 (4.8)
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—4 <2§ — 1) r2e*®(9)20? — 4 (2§ — 1> r2e*® (')2b,b), + 1r2e** (b))

K K

—8r(r(®)? +rd" + & —r®'p — p') =0 (4.9)

As equagoes diferenciais (4.6-4.9) sdo nao-lineares e acopladas.

Trataremos do mesmo problema em um caso particular, o Espago de Schwarzschild.

4.2 Campo de Bumblebee em um Espaco de Schwarzs-
child

Visto que a lei do inverso quadrado gravitacional apresenta uma precisao extraordinaria,
é razoavel consideramos que, mesmo existindo um campo vetorial de valor esperado de
vacuo nao-nulo, a solucao de Schwarzschild continue valida.

Na hipotese em questdo, mesmo que consideremos V(B*B,, & b*), concluiremos que

V =0. A equagao (3.7), em componentes e assumindo a hipotese acima, é
Vb =2V, (4.10)

visto que o tensor de Ricci é nulo. Em componentes, a equagao (4.10) se torna

Vo' (r) =0, (4.11)
4o (r) . dbi(r)
t _
2V'rb (r) + (r — s) o2 T 2 Fa 0. (4.12)
Da primeira equacao, ou V' = 0 ou b" = 0. Caso consideremos b" = 0, as equagoes

(3.8) nos dara V' =V = 0. Logo o mais geral é considerarmos V' = 0. Agora esta facil
resolver a equagdo (4.12). Fagamos a mudanga de variavel u = r — s, definamos a fungao
U(u) = b'(r) e substituamos em (4.12):

dU’(u) dU’'(u) du
oy (w) =0 S
R +207(u) ~ U'(u) u
1
= dInU'(u) = —2dInu = dln —
u
C
C
= Ulu) = 71 1 Cy.
Aplicando a condigao (4.1), concluimos que
ks
b'(r)="b 4.1
)=ty 2 (4.13)

onde k é uma constante a ser determinada. Por construgao, k tem a mesma dimensao do
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campo de bumblebee. A equacdo (3.8), em componentes, se reduz a

1
0= G;U/ = _b,u/\b)\u - Zb)\ab)\o-guu

1 1
+ €[V b)) = STV (8 ) g — 50(bb)]. (4.14)
Ao substituirmos (4.13) na equagao acima, teremos o conjunto de equagoes

3(b3 — bk + k2)7~232 _ 6(53 — 2ok + k2>rs3 n 3(53 — obok + k;2>34
1 db"\ 2 42" db"
= 4 67 4 617 -7 1 5171 -
2{ r (dr> + 7"17(7’)(1702 + 6rb(7“)dr
+ A4 (r)? 2(b3 — bk + k2>7"33 - (bg — bk + k2)34
db™\2 2
4 417
+ [4fr <dr> + 4r*b (r)m
dv”
+ 227’31771(7“)5 + 770" (r)? - (bg — 2bpk + 4k2>r2] s?
217

-2 [47’5 (%) i + 4r°0" (1) ((11:)2

dov”
4pr 3pr 2
+197°b (r)—r + 4r°b" (1) }s}f =0, (4.15)

- 3(b3 — ok + k2>7~252 + 6(bg — ok + I{:Q)rs?’ - s(bg — ok + k2)34

L( oy
+§{8rb(r)d

4 () 42 (48 — 200k + ) s’

A

- (bg — bk + k:2)s4 + [m%’@% 4302 (r)? — (bg . 2b0k:> rﬂ 52

do”
— 2(7r4br(r)5 + 47“36’”(7“)2)3}6 =0, (4.16)

- 2(bg 2ok + /#)7»252 + 4(53 ok + k2)rs3 - 2<bg ok + k2>34

+ {4 (‘g)Q + 4r6bT(T)C(112erT + 87"567"(7“)%

— 208 — 20k + k) s + (8 — 2ok + K2 *

+ [4#(%2?)2 + 4#%7@%

+ 10r3br(r)% 7207 () 4 (88 = 2bok)r?) 5*
2’y

-2 [47“5(%)2 + 4T5br(r)i? + 97“467"(7“)%] 3}5 =0, (4.17)
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— 208 = 2 + 2 )25+ 4 (0 — 2ok + k) rs” — 2(F — 2ok + k) 5*

+ {4 (iﬁ)z + 4r6zf(r)% + 8r5bT(r)%
- 2(53 ok + k2)7«33 n (bg ok + k2)34

o
dr2

db”
3pr 217 (12 2 _ 2] .2
+ 107°0"(r) Erad b (r)” + (bo 260k>r ]s

- [47’4 <%>2 + 44" (1)

-2 [47“5(((15)2 + 47’%%7‘)% + 97“46’”(7“)(35] 3}5 = 0. (4.18)

Pela repeticio do termo (by — k)2 nas equacoes acima, um bom palpite para o valor
de k é k = by. Em tal hipétese, nenhuma das equagoes acima conterd a constante
de acoplamento nao-minimo &, supondo nao-nulo. Tomando como palpite k& = by nas

equacgoes acima, ficamos com

db”y 2 d*r dbr
6 6171 517 417 2
4r <_dr> + 4r°b (7")—dT2 + 167°b (r)—dr + 470" (1)
217

db™\ 2 d*b db”
4 apr 3pr 210,02 ap2 2] 2
- [47’ <d7“> + 4r°0" (1) 52 + 22r°b" (1) o + 7reb" (r)* — 3byr ]s
db™\ 2 d*o
_ 577 Spr
2[4r<d ) —|—4rb(r)d

r 72

+ 197“4bT(r)((ii—b + 4r3b”(7")2} s =0, (4.19)
r

db”
8roh"
7°b" (1) J

— 47407 (r)?
do” db”
3pr 277 2 2,2 .2 4pr
+[67"b(r) T + 3r°b"(r) +b0r}s 2<7rb(7") e

+ 4r3b7"(7")2> s =0, (4.20)

49 ((i{l:j)Q + 47’617’“(1”)% + 87’517”(7”)%

- [47"4 <%)2 - 41"%’“(7“)% + 107“367“(1”)% + 7207 (r)* — bgr? | s?

-2 [47“5(%)2 + 47”56”(7')% + 970467’(7')%] s=0, (4.21)
4" (%)2 + 47‘66'"(7’)% + 87‘51)’"(7“)%

+ [47“4<(ifj)2 + 4T4bT(r)(i12Tb; + 107‘%’“(7’)% + 7207 (r)* — bgr? | s?

—9 [47"5 (‘ifjf)2 + 475 (r) ff; + 904 (1) ‘g] s =0. (4.22)

O que nos restou foi um conjunto de equacoes diferenciais de segunda ordem homogéneas
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e nao-lineares. Agora vamos buscar uma solugao para o conjunto de equagoes acima por

método de tentativas. Fagamos

s7

b(r)=A (4.23)

(r —ns)?’

onde A é uma constante de mesma dimensao canonica que o campo de bumblebee, n pode

ser zero ou um e y uma constante. Analisemos as duas hipoteses para n.

Para n = 1:

[4 (272 - 37+ 1)7"4 — 2(872 — 23y + 8) s+ (872 — 567 + 27) r?s?

2y
+ 22 <’Y - 1)7”83 + 734} A% — 3<b§r232 —2b3rs® + b§s4> (r — s) =0, (4.24)

4(2y =1)r° =2(7y = 6)r's + r3s? 4 3r?s? | A2s*
[4(2r =) —2(rr = 6)rte+ (67— 11) )

- (bgr3$2 bgr233> (7" - s> =0, (4.25)

[4(272 — 7)7‘6 — 2(872 — 97)7"53 + (87 — 24~y + 1) 152

2y
+ 2(57 - 1>r383 + 7"234} A%s*T — <b3r452 —2b5r°s” + 637“254) <r — s) =0. (4.26)

As equacoOes acima devem ser validas para todo r > s. O termo independente de r na

segunda equagao é (3A2 + b2)s* ™3 o qual nunca é zero. Portanto n nao pode ser um.

Para n = 0:
3bprir?s® — [4(29° — 3y + 1)1t
—2(8y* — 15y +4)r’s 4 (8 — 187 + 7)r?s’| A’s* = 0, (4.27)
borr®'s® — [4(2y — 1)r® — 2(Ty — 4)r’s + 3(2y — 1)rs*] A’s*7 = 0, (4.28)

bor’r?s* — [4(27% — )t = 2(89* = By)r®s + (8y* — 67+ 1)r®s°| A% = 0. (4.29)

Novamente as equagoes acima precisam ser validas para todo r > s. A tnica solugao
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possivel é A = by e v = 1/2. Portanto

b(r) = bo (X, /%, 0, 0)

(4.30)
bu(r) = bo (~1, 2,0, 0)
Tal soluc@o respeita os limites (4.1), além de ser b,b" = —by?, mas podem existir outras

solugoes que também respeitem esses limites. Também é possivel a existéncia de outras
hipoteses, além do campo de bumblebee no espago de Schwarzschild, que levem a outras

solugdes que respeitem os limites (4.1) e (4.2).

4.3 Campo paralelamente transportado na diregao ra-
dial

Finalmente vamos impor que o campo de bumblebee é paralelamente transportado na
direcao radial, ou r*V,b* = 0, com 7* = (0, 1,0,0), como ¢ imposto no trabalho publicado
em 2005 pelos autores Bertolami e Paramos [7]. Nele, o autor considera primeiramente
um campo de bumblebee puramente radial, depois um campo de componentes radial e
temporal e por ultimo um campo de componentes temporal e axial, sem considerar os
limites (4.1). O resultado ¢ uma modificagdo no raio de Schwarzschild. Em nosso caso, a
primeira consequéncia de tal imposicao é que

- b0€(1—<1>)/2

I

b =0, (4.31)

onde by é uma constante.

A componente ¢ da equagao (3.7) é

(1 + %) (p’ DL il) EF Y (4.32)

o/ T K

Ao solucionarmos a equagao acima, encontramos uma constante de movimento, que defi-

niremos por A, escrita como

_ o §/r
p=2In (?é) + ] +€/R®+AO. (4.33)

Desejamos que no limite by — 0 a métrica convirja para a métrica de Schwarzschild,

ou seja, para by — 0,
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Substituindo na equagao (4.33), temos:

B En (. &n
A““”‘Hg/ﬁq"(l 1+5/n)‘1"

Para que o termo acima seja constante, ¢ necessario que ﬁ = 0, ou lim £ = “o0.
bop—0

Apesar do absurdo continuemos o raciocinio. Entao & = £(by) e Ag = Ag(by), com a
primeira funcao divergindo e a segunda tendendo a zero quando by tende a zero. Por

M =12 com lim L? = 1. A métrica é portanto

simplicidade tomamos e
bog—0

L2 7a4

§/k
— () emer=® dr? 4 r2d Q2.
S

dS? = —e® dt? +

Finalmente apliquemos a equagao (3.8). A componente r-r da equagao em questao,

no limite by — 0, é
8rt(®')? — 8rs’®’ — 8s* = 0,

o que nos da a relacao

s+ sv/s2 + 4r?

P =
273

Veja que nenhuma das duas igualdades acima concorda com a métrica de Schwarzschild.
Portanto nao podemos impor que o campo de bumblebee é paralelamente transportado

ao longo da diregao radial se tomarmos como hipotese os limites (4.1).
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Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

Ao longo do capitulo 2, tratamos o espaco-tempo como uma variedade quadri-dimensional
dotada de métrica Lorentziana, deduzimos as equagoes geométricas que determinam a di-
namica do espaco-tempo, que sao a equagao da geodésica e a equacao de Einstein, e
descrevemos o Espaco de Schwarzschil, onde derivamos a métrica de Schwarzschild e ilus-
tramos o colapso de uma galaxia. No capitulo 3, falamos das transformagoes de Galileu,
de Lorentz e de CPT, ilustramos um exemplo de quebra de simetria espontanea por um
campo escalar, apresentamos o Modelo Padrao Estendido (SME), o modelo de violagao
de simetria de Lorentz elaborado pelos autores Kostelecky e Samuel, e apresentamos o
modelo de bumblebee, um modelo de quebra de simetria de Lorentz gerado por um quadri-
vetor de valor esperado de vacuo nao-nulo. No capitulo 4, mostramos a existéncia de uma
solucao de vacuo que admite a presenca de um campo vetorial de valor esperado de vacuo
nao-nulo em um espaco de Schwarzschild, o que esta de acordo com a tao precisa lei do
inverso quadrado gravitacional. Também mostramos que em um espago-tempo estatico,
isotropico e homogéneo, nao ¢ admitido a existéncia de um campo de bumblebee parale-
lamente transportado na direcao radial, haja vista a solugao nao concordar com a métrica
de Schwarzschild no limite de o campo ser nulo.

Como perspectiva, podemos buscar corregoes quanticas da forga gravitacional devido
a presenga do campo de bumblebee encontrado (4.30). Também podemos buscar novas
solugbes para as equagoes (3.7) e (3.8), ainda respeitando os limites (4.1), ou mesmo provar
que a solugao (4.30) é tnica, dados os limites citados. Além disso, podemos também buscar
possiveis aplicagoes no contexto cosmologico, analisando se a presenga de um campo de
bumblebee como apresentado na secao 4.2 geraria algum fenémeno fisico observado, mas

nao previsto classicamente, como o aumento de massa em algumas regioes, por exemplo.
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