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RESUMO
O objetivo deste trabalho é aplicar o modelo de bumblebee, um modelo de quebra de
simetria espontânea de Lorentz gerada por um quadri-vetor de valor esperado de vácuo
não-nulo, a um espaço de vácuo. Apresentamos resultados para quebra de simetria de
Lorentz radial/temporal em um espaço de Schwarzschild. Além disso, é verificada uma
incompatibilidade entre a hipótese de o universo ser homogêneo quando não há presença
de matéria massiva ordinária e a imposição de um campo de bumblebee paralelamente
transportado na direção radial.



ABSTRACT
The objective of this work is apply bumblebee model, a spontaneously Lorentz symmetry
breaking model due to a non-vanishing vacuum expectation value vector field, to a va-
cuum space. Results are presented for a radial/temporal Lorentz symmetry breaking in a
Schwarzschild space. Also, it is verified an incompatibility between the hypothese of the
universe to be homogenous in the absence of massive ordinary matter and the imposition
of a parallelly transported bumblebee field in radial direction.
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Notação

As regras abaixo serão implícitas ao longo do texto. Casos excepcionais ficarão claros pelo
contexto.

• Índices latinos (a, b, c, . . . ) referem-se a tensores no espaço-tempo.

• Índices gregos (µ, ν, λ, κ) referem-se a coordenadas de tensores no espaço-tempo
em um sistema de coordenadas qualquer.

• Índices latinos (i, j, k, . . . ) referem-se a coordenadas espaciais, usualmente 1, 2, 3

ou x, y, z, em um sistema de coordenadas.

• As coordenadas naturais no espaço Rn são representadas por xµ.

• A assinatura da métrica gab do espaço-tempo é (−1, 1, 1, 1).

• Vetores espaciais, ou trivetores, são representados por uma flecha (~v).

• Será adotada a convenção de soma de Einstein, ou seja, índices repetidos indicam
um somatório implícito correndo sobre o índice.

• A velocidade da luz é tomada como unitária.
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Capítulo 1

Introdução

Em 1905, o físico alemão Albert Einstein publicou a teoria da relatividade especial [1]. Tal
trabalho mudou a concepção de espaço e de tempo, que antes eram vistos como grandezas
distintas: o espaço tri-dimensional euclidiano e uma dimensão temporal independente e
absoluta. A relatividade especial combina as dimensões espaciais e a dimensão temporal
a uma única variedade, que é chamada de espaço de Minkowski.

Na relatividade restrita foi estabelecida a simetria de Lorentz, que é a invariância das
leis físicas sob as chamadas transformações de Lorentz. Tal simetria é global e abrange
simetria de translação espacial e temporal.

Em 1915, novamente Albert Einstein publicou um trabalho que mudou a visão de
espaço-tempo [2]. Se antes havia uma simetria global das transformações de Lorentz,
agora a simetria é apenas local. O espaço-tempo não é mais invariante sob translações.
Invariância de Lorentz local refere-se à possibilidade de, em qualquer ponto do espaço-
tempo, aplicar a covariância de Lorentz em uma região infinitesimal que contenha tal
ponto.

O Modelo Padrão descreve todas as interações não-gravitavionais. Tanto o Modelo
Padrão como a Relatividade Geral apresentam simetria de Lorents e de CPT, além de
serem bem estabelecidos, mas até hoje não há uma unificação dos dois modelos ampla-
mente aceita pela comunidade científica. Existem teorias, como a teoria das cordas ou a
gravitação quântica em laço, que tentam unificar a gravitação ao modelo padrão.

Os autores Kostelecky e Samuel mostraram que há interações presentes em teoria das
cordas que podem levar à quebra espotânea da simetria de Lorentz [3]. O Modelo Padrão
Estendido (SME) surge como uma teoria de campo efetiva que contém tanto o Modelo
Padrão como a Relatividade Geral, além de todos os operadores possíveis que quebram a
simetria de Lorentz.

Dois trabalhos dos autores Colladay e Kostelecky, de 1997 e 1998, deram origem ao
SME mínimo no espaço flat [4, 5]. Já em 2004, um trabalho publicado por Kostelecky e
Alan expôs os termos líderes de quebra de simetria de Lorentz em espaços curvos para o
SME mínimo [6]. No mesmo trabalho, os autores elaboram o modelo de bumblebee, que é a
suposição da existência de um campo vetorial de valor esperado de vácuo não-nulo, o que
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por si só quebra a simetria de Lorentz, por gerar direções privilegiadas no espaço-tempo.
Como exemplo de publicações que aplicam o modelo de bumblebee, podemos citar dois

trabalhos em contextos distintos: o primeiro é dos autores Bertolami e Páramos (2005) [7],
em gravitação, e o segundo trabalho é dos autores Capello e Páramos (2015) [8], o qual
mostra o surgimento natural da constante cosmológica a partir do potencial do campo de
bumblebee.

Em 2005, um trabalho publicado pelos autores Bertolami e Páramos apresenta uma
nova solução de vácuo de um espaço-tempo esfericamente simétrico e estático, dada a
existência de um campo vetorial de valor esperado de vácuo não-nulo. O autor impõe
que o campo de bumblebee é paralelamente transportado na direção radial. Os resultados
foram uma modificação no raio de Schwarzschild e uma diferença no potencial gravita-
cional newtoniano [7]. O objetivo de nosso trabalho é analisar a influência do modelo
de bumblebee no mesmo espaço-tempo, mas partindo de uma outra premissa: no limite
assintótico devemos ter um universo homogêneo e isotrópico. O que encontramos neste
trabalho foi um campo de bumblebee em um espaço-tempo de Schwarzschild e uma in-
compatibilidade entre a premissa acima e a imposição de que o campo de bumblebee é
paralelamente transportado na direção radial.

No capítulo 2 definiremos o espaço-tempo como uma variedade quadri-dimesional do-
tada de métrica Lorentziana. A partir das propriedades de uma variedade Lorentzi-
ana, derivaremos um conjunto de propriedades geométricas que descrevem a dinâmica do
espaço-tempo: uma equação que descreve o movimento de uma partícula livre, a equação
da geodésica, e outra equação que relaciona a geometria do espaço-tempo ao conteúdo de
matéria, a famosa equação de Einstein. Finalmente, descreveremos o espaço de Schwarzs-
child, um espaço-tempo esfericamente simétrico e estático, com um corpo esfericamente
simétrico de massa m centrado na origem. No capítulo 3 descreveremos o modelo de
violação de simetria de Lorentz desenvolvido por kostelecky e Samuel e apresentaremos
o modelo de bumblebee, em que a violação é realizada por um quadri-vetor [6]. No
capítulo 4, encontramos um campo de bumblebee em um espaço-tempo de métrica de
Schwarzschild e a incompatibilidade acima citada.

Os resultados deste trabalho foram obtidos a partir dos softwares livres SageMath e
SageManifold [9].
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Capítulo 2

Gravitação Einsteiniana e Métrica de
Schwarzschild

Neste capítulo, desenvolveremos as ideias iniciais da teoria da relatividade geral partindo
da premissa que o espaço-tempo é uma variedade quadri-dimensoinal cuja métrica é de
assinatura (−,+,+,+). A linha de raciocínio apresentada aqui é baseada nos livros-textos
dos autores Wald, [10], e Weinberg, [11]. Primeiramente definiremos variedade, métrica,
vetores e tensores; após isso derivaremos duas propriedades muito importantes, que são
curvatura e transporte paralelo. Nas seções posteriores aplicaremos essas ideias desen-
volvidas no contexto da relatividade geral, o que produz três importantes resultados: a
equação da geodésica, o limite newtoniano e a equação de Einstein. Por último aplicare-
mos a teoria desenvolvida em um universo de vácuo, estático e esfericamente simétrico,
chamado de espaço de Schwarzschild.

2.1 Variedade, Campo Vetorial, Tensores e Métrica

SejaM uma variedade n-dimensional dotado de métrica gab Lorentziana. O conjuntoM
ser uma variedade n-dimensional significa que ele “localmente” possui as mesmas proprie-
dades de Rn, ou seja, para todo ponto p ∈M existe um subconjunto aberto da variedade,
Uα ⊂M, tal que p ∈ Uα, e existe um difeomorfismo ϕα : Uα → Rn. Os físicos chamam a
aplicação ϕ de sitema de coordenadas. Já a variedadeM ser Lorentziana significa que a
métrica tem assinatura (−,+, . . . ,+). Falaremos mais a respeito disso no final da seção.

Definimos emM o conjunto F das funções suaves que levam pontos deM a pontos em
R. Aqui uma função ser suave significa que ela possui tantas derivadas quanto necessário.
Em linguagem matemática, f ∈ F é equivalente a f :M→ R, com f suave. Dado um
ponto p ∈ Uα ⊂M e um difeomorfismo ϕα : Uα → Rn, dizemos que o ponto ϕα(p) ∈ Rn

possui coordenadas xµ, ou ϕα(p) = (x1, . . . , xn), onde {xµ} são as coordenadas naturais
de Rn.

Em todo ponto p ∈ M, podemos definir um espaço vetorial Tp(M) tal que um vetor
v pertencente a ele é uma aplicação linear v : F → R definida da seguinte forma. Seja C
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Figura 2.1: Representação esquemática de duas cartas ϕα e ϕβ distintas que cobrem os
abertos de Uα, Uβ ⊂M, respectivamente [10].

uma curva emM parametrizada por t, está em p quando t = 0 e possui tangente v sobre
o ponto em questão. Se f ∈ F está definido em p, o vetor v é uma aplicação

v[f ]p =
d
dt

(f ◦ C)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(f ◦ (ϕ−1
α ◦ ϕα))(C(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(f ◦ ϕ−1
α )(ϕα ◦ C(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

(f ◦ ϕ−1
α )(x(t))

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂xµ
(f ◦ ϕ−1

α )
dxµ

dt

∣∣∣∣
t=0

onde (x1(t), . . . , xn(t)) = x(t) = ϕα(C(t)) é a curva C em coordenadas xµ. Em uma
notação menos carregada,

v[f ]p =

(
∂f

∂xµ
dxµ

dt

)
ϕ(p)

, (2.1)

onde o lado esquerdo da equação definimos em Uα 3 p e o lado direito da equação
aplicamos em ϕ (Uα) ⊂ Rn. Por conveniência escrevemos f ◦ ϕ−1

α como apenas f . A
curva x(t) = ϕα(C(t)) pertence a Rn e tem vetor-velocidade dxµ(t)/dt. Definamos v0 ≡
(dxµ(t)/dt)|t=0 e usemos tal notação ao longo do capítulo. Voltando à definição de vetor,
veja que o lado direito da equação (2.1), se v0 tem módulo 1, é a derivada direcional da
função f em Rn na direção v0 e pode ser reescrito como v0 · ~∇f :

v[f ]p =
[
v0 · ~∇f

]
ϕα(p)

. (2.2)

Definamos aqui a aplicação ϕ∗α : Tp(M) → Rn, pondo ϕ∗α(v) = v0, de acordo com
(2.2). É imediato verificar que a aplicação ϕ∗α é uma aplicação linear.
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A primeira observação a ser feita é que tal definição de vetor não depende do sistema
de coordenadas adotado. Sejam ϕβ : Uβ → Rn um difeomorfismo, com p ∈ Uα ∩ Uβ, e
x′ν(t) = ϕβ(C(t)) a curva C(t) no sistema de coordenadas x′ν . Definimos v0β = dx′ν(t)/dt
e, pela regra da cadeia,

v0α =
∂xµ

∂x′ν
dx′ν

dt
.

A aplicação v[f ] no sistema de coordenadas ϕβ é então

v[f ]ϕβ =
[
v0β · ~∇f

]
ϕβ(p)

=
dx′ν

dt
∂f

∂x′ν
=

dx′ν

dt
∂xµ

∂x′ν
∂f

∂xµ
=
[
v0α · ~∇f

]
ϕα(p)

= v[f ]ϕα ,

onde usamos a lei de transformação de coordenadas

∂

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
.

Comumente, {xµ} é chamado de as coordenadas naturais do sistema de coordenadas ϕα.
Pela equação acima, as componentes vµ de um vetor v ∈ Tp(M) em um sistema de
coordenadas ϕα estão relacionadas com as componentes v′ν do mesmo vetor v em um
outro sistema de coordenadas ϕβ da seguinte forma:

v′µ
′
=
∂x′µ

′

∂xµ
vµ. (2.3)

Reciprocamente, é possível mostrar que se temos um conjunto de funções escalares {vµ}
em um sistema de coordenadas ϕ que se transformam como as componentes de um vetor
sob uma transformação de coordenadas, equação (2.3), então existe um único vetor v em
Tp(M) de componentes {xµ} no sistema de coordenadas ϕ. Por conveniência, indicamos
o vetor v como va. O índice em cima chamamos de índice contravariante.

Quando estendemos a definição de um vetor em um ponto p para uma região deM,
os coeficientes deixam de ser constantes e passam a ser funções em F . O vetor passa a
se chamar campo vetorial.

A próxima definição natural que surge é a base dual de {vµ}, o qual chamaremos de
{dxµ} e definiremos da seguinte forma:

dxµ(vν) ≡ vν(x
µ) =

∂xµ

∂xν
= δµν . (2.4)

Pelas propriedades da derivada parcial, a aplicação (2.4) é linear. Chamaremos de 1-forma
qualquer elemento do espaço vetorial formado pela base {dxµ}, ou seja, o elemento ωa ∈
T ∗p (M) é uma 1-forma. O índice em baixo, ou índice covariante, é uma analogia à notação
de vetores, pois ω é uma combinação linear dos elementos {dxµ}, ou ω = ωµdxµ. Então
ω também pode ser definido como uma aplicação linear ω : Tp(M) → R. Vejamos como
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as componentes de uma 1-forma se transformam sob uma transformação de coordenadas:

ω′µ′v
′µ′ = ω(v) = ωµv

µ = vµ
′ ∂xµ

∂x′µ′
ωµ ⇒

ω′µ′ =
∂xµ

∂x′µ′
ωµ. (2.5)

Analogamente aos vetores, se um conjunto de funções escalares {ωµ} em um sistema de
coordenadas ϕ se transforma como as componentes de uma 1-forma sob uma transfor-
mação de coordenadas, equação (2.5), então existe uma única 1-forma ω em T ∗p (M) de
componentes {ωµ} no sistema de coordenadas ϕ. Também podemos estender a definição
de uma 1-forma de um ponto p para uma região de M, o que chamamos de campo de
1-forma, e os coeficientes passam a ser funções de F .

Agora estamos em plena condição de definir tensor na variedade. Um tensor T no
ponto p ∈M é um elemento do espaço multivetorial T (k, l) definido como uma aplicação
linear

T : T ∗p (M)⊗ · · · ⊗ T ∗p (M)︸ ︷︷ ︸
k vezes

⊗ Tp(M)⊗ · · · ⊗ Tp(M)︸ ︷︷ ︸
l vezes

→ R. (2.6)

Podemos ainda escrever T na notação indicial:

T = T µ1···µk
ν1···νl vµ1 ⊗ · · · ⊗ vµk ⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνl .

Dizemos que um tensor T é do tipo (k, l) quando T ∈ T (k, l) em componentes possui k
índices contravariantes e l índices covariantes. Podemos representar T por T a1···ak

b1···bl .
Naturalmente, os coeficientes deixam de ser constantes e passam a ser funções em

F quando estendemos a definição de tensor de um ponto p ∈ M para a uma região da
variedade, e o tensor passa a se chamar campo tensorial.

Dado um sistema de coordenadas ϕα de coordenadas naturais {xµ} e outro sistema de
coordenadas ϕβ de coordenadas naturais {x′ν′}, as componentes de um tensor T ∈ T (k, l)

se transformam da seguinte forma:

T ′µ
′
1···µ′k

ν′1···ν′l =
∂x′µ

′
1

∂xµ1
· · · ∂x

′µ′k

∂xµk
∂xν1

∂x′ν
′
1
· · · ∂x

νl

∂x′ν
′
l

T µ1···µk
ν1···νl . (2.7)

Assim como vetores e 1-formas, se funções escalares T µ1···µk
ν1···νl se transformam da forma

acima, então existe um único tensor T na variedade M no ponto p de componentes
T µ1···µk

ν1···νl no sistema de coordenadas em questão.
Ao longo do trabalho, usaremos em demasia quatro tipos de operações tensoriais.

A primeira é contração, também chamada de traço, que leva um tensor de T (k, l) em
um tensor em T (k − 1, l − 1). Se T a1···ak

b1···bl ∈ T (k, l), então podemos escrever suas
componentes em um sistema de coordenadas ϕ como T µ1···µk

ν1···νl e contrair o i-ésimo
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índice contravariante, (1 ≤ i ≤ k), com o j-ésimo índice covariante, (1 ≤ j ≤ l), assim:

n∑
λ=1

T µ1···λ···µk
ν1···λ···νl .

Provemos que as componentes de um tensor contraído ainda se transformam como tenso-
res.

T ′µ
′
1···λ···µ′k

ν′1···λ···ν′l =
∂x′µ

′
1

∂xµ1
· · · ∂x

′λ

∂xµi
· · · ∂x

′µ′k

∂xµk
∂xν1

∂x′ν
′
1
· · · ∂x

νj

∂x′λ
· · · ∂x

νl

∂x′ν
′
l

T µ1···µi···µk
ν1···νj ···νl

=
∂x′µ

′
1

∂xµ1
· · · ∂x

′µ′k

∂xµk
∂xν1

∂x′ν
′
1
· · · ∂x

νl

∂x′ν
′
l

T µ1···λ···µk
ν1···λ···νl ,

onde usamos a relação

∑
λ

∂x′λ

∂xµ
∂xν

∂x′λ
= δνµ.

Portanto T µ1···λ···µk
ν1···λ···νl são componentes de um tensor em T (k − 1, l − 1) e o deno-

taremos por T a1···c···ak
b1···c···bl . A segunda operação tensorial é o produto exterior de dois

tensores. Sejam A um tensor em T (k, l) e B um tensor em T (k′, l′) definidos em um
mesmo ponto p ∈ M. O produto exterior A ⊗ B é um tensor T em T (k + k′, l + l′) no
ponto p ∈M e em componentes é escrito como

T µ1···µk µk+1···µk+k′
ν1···νl νl+1···νl+l′ = Aµ1···µk

ν1···νlB
µk+1···µk+k′

νl+1···νl+l′ ,

o que facilmente pode ser demonstrado se transformar como as componentes de um tensor.
A terceira operação é a simetrização de íncides, que consiste em simetrizar dois índices
de um tensor, ambos covariantes ou contravariantes, mas nunca um covariante com outro
contravariante. Se Tab é um tensor do tipo (0, 2), então T(ab), definido por

T(ab) =
1

2
(Tab + Tba),

se transforma como (2.7) e, portanto, é um tensor do tipo (0, 2). O número de índices
independentes, ou graus de liberdade, de um tensor do tipo (0, 2) é n2, já um tensor do
mesmo tipo simetrizado é n(n + 1)/2. A quarta e ultima operação é a antissimetrização
de índices de um tensor, que consiste em antissimetrizar dois ou mais índices, todos
covariantes ou todos contravariantes. Iniciemos com um tensor Tab do tipo (0, 2). O
tensor T[ab], definido por

T[ab] =
1

2
(Tab − Tba),

também se transforma como (2.7). No caso em questão, o número de graus de liberdade
é n(n − 1)/2. Para antissimetrizarmos k índices de um tensor, T[a1,...,ak]..., precisamos
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inicialmente saber duas informações. A primeira é que o número de permutações possíveis
de k índices é k!. A segunda é que uma permutação ímpar (par) consiste em permutar
um número ímpar (par) de índices, ou “trocar” de posição uma quantidade ímpar (par)
de pares de índices. Finalmente temos:

T[a1,...,ak]... =
1

k!

{ ∑
par{a1,...,ak}

T{a1,...,ak}... −
∑

ímpar{a1,...,ak}

T{a1,...,ak}...

}
,

onde ímpar(par){a1, . . . , ak} indica uma soma sobre todas as permutações ímpares (pares)
possíveis dos índices {a1, . . . , ak}.

Finalmente vamos definir métrica. Métrica g é uma operador bilinear de Tp(M) ⊗
Tp(M) em reais, simétrico e não-degenerado.

1) Bilinear significa que para todo v1, v2, w1, w2 ∈ Tp(M) e todo α1, α2, β1, β2 ∈ R, as
seguintes relações são válidas:

g(v1, β1w1 + β2w2) = β1g(v1, w1) + β2g(v1, w2),

g(α1v1 + α2v2, w1) = α1g(v1, w1) + α2g(v2, w1).

2) Simétrico significa que

g(v, w) = g(w, v).

3) Não-degenerado significa que se para todo v ∈ Tp(M) tem-se

g(v, w) = 0,

então w = 0.

Pela definição de tensores, a métrica g é um campo tensorial do tipo (0, 2), simétrico e não-
degenerado em uma variedadeM. Por ser um tensor do tipo (0, 2), podemos representá-lo
simplesmente por gab. Em um sistema de coordenadas, a métrica é dada por

dS2 =
∑
µ,ν

gµνdxµdxν

onde dxµ são deslocamentos infinitesimais em Rn. O valor de dS2 pode ser positivo, nulo
ou negativo.

Veja que g(v, ·) é uma operação linear que leva vetores de Tp(M) em reais. Portanto
g(v, ·) é uma 1-forma. Por conveniência, se va é um vetor em Tp(M), então a 1-forma
g(v, ·) pode ser reescrita como vb ≡ vagab.

Finalmente, se uma variedade n-dimensional M é dotada de uma métrica g, então
sempre é possível tomar uma base ortonormal {vµ} de Tp(M), em todo ponto p ∈M, de
forma que g(vµ, vν) = 0, para µ 6= ν, e g(vµ, vµ) = ±1. Provemos por indução.
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Para n = 2, se {v, v′} forma uma base de Tp(M), então {v, u}, com u = v′ − g(v,v′)
g(v,v)

v,

forma uma base ortogonal de Tp(M). Redefinimos v →
√

1
g(v,v)

v, u→
√

1
g(u,u)

u e temos
uma base ortogonal.

Agora suponhamos que para n = k a afirmação seja verdadeira. Dada uma variedade
(k + 1)-dimensional M, dotada de métrica g, e dada uma base {w1, . . . , wk, wk+1} de
Tp(M), com g(wµ, wµ) = ±1, o conjunto {w1, . . . , wk} forma uma base de Tp(M′), onde
M′ é uma sub-variedade deM, k-dimensional e dotada de métrica g. Por hipótese, existe
uma base ortonormal {v1, . . . , vk} de Tp(M′). Se definirmos v′k+1 = wk+1 − g(wk+1,v1)

g(v1,v1)
v1 −

· · · − g(wk+1,vk)

g(vk,vk)
vk, o conjunto {v1, . . . , vk, vk+1}, com vk+1 =

√
1

g(v′k+1,v
′
k+1)

v′k+1, formará

uma base de ortonormal de Tp(M) e a afirmação está provada.
A assinatura da métrica é definida pela quantidade de sinais g(vµ, vµ) = +1 e g(vµ, vµ) =

−1. É possível provar que a assinatura da métrica independe da base ortonormal esco-
lhida, portanto a assinatura é uma propriedade intrínseca da variedade. Se todos os
sinais forem positivos, (+, . . . ,+), teremos uma métrica Riemaniana, já se a assinatura
for (−,+, . . . ,+), teremos uma métrica Lorentziana, que é a assinatura da métrica de um
espaço-tempo. Espaço-tempo é uma variedade física 4-dimensional que nos ateremos ao
longo de nosso trabalho.

2.2 Derivada Covariante, Conexão Afim e Transporte

Paralelo

Definomos um operador de diferenciação ∇a em uma variedade M como um mapa que
toma tensores do tipo (k, l) e leva em tensores do tipo (k, l + 1) e satisfaz as seguintes
propriedades:

1. Linearidade: para todo A,B ∈ T (k, l) e α, β ∈ R,

∇c(αA
a1···ak

b1···bl + βBa1···ak
b1···bl) = α∇cA

a1···ak
b1···bl + β∇cB

a1···ak
b1···bl .

2. Regra de Leibnitz: para todo tensor A,B ∈ T , vale a regra

∇c(A
a1···

b1···B
a′1···

b′1···) = (∇cA
a1···

b1···)B
a′1···

b′1··· + Aa1···
b1···(∇cB

a′1···
b′1···).

3. Comutatividade com contração:

∇c(A
a1···d···ak

b1···d···bl) = ∇cA
a1···d···ak

b1···d···bl .

4. Consistência com a notação de vetores tangentes como derivadas direcionais sobre
campos escalares: para todo f ∈ F e todo ta ∈ Tp(M),

t(f) = ta∇af.
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5. Sem torção: para todo f ∈ F ,

∇a∇bf = ∇b∇af.

O item (5) nos assegura que o espaço é livre de torção.
Seja ϕ um sistema de coordenadas em uma vizinhança deM e seja {xµ} as coorde-

nadas naturais associadas. Assim, em uma região coberta por ϕ, podemos definir um
operador diferencial ∂a, chamado de derivada ordinária, da seguinte forma. Para qual-
quer tensor suave T a1···ak

b1···bl ∈ T (k, l), tomamos ele em componentes, T µ1···µk
ν1···νl , no

sistema de bases em questão e definimos ∂cT a1···ak
b1···bl como o tensor de componentes

∂T µ1···µk
ν1···νl/∂x

σ. Todas as cinco propriedades são satisfeitas pelas propriedades usuais
da derivada parcial. Logo, dado um sistema de coordenadas ϕ, podemos construir um
operador diferencial ∂a associado. Tal operador diferencial é dependente do sistema de
coordenadas escolhido, não da estrutura da variedade.

O primeiro resultado imediato que podemos extrair das propriedades de um operador
de diferenciação é relacionado à comutação de dois vetores va e ta em M. Seja f uma
função suave emM, assim:

v(t(f)) = va∇a(t
b∇b(f)) = vatb∂a∂bf + va∇at

b∂bf

e portanto o comutador de va e ta é

[v, t]b∇bf = [v, t](f) = v(t(f))− t(v(f)) = [va∇at
b − ta∇av

b]∂bf ⇒

[v, t]b = va∇at
b − ta∇av

b (2.8)

Para sabermos o quão único são os operadores diferenciais, analisemos a diferença
∇a − ∇̃a, onde ∇a e ∇̃a são operadores diferenciais. Primeiramente apliquemos sobre
uma função suave f :

ta∇̃af = t(f) = ta∇af ⇒ ∇̃af = ∇af (2.9)

Agora investiguemos uma possível diferença sobre tensores de rank maior. Comecemos
com uma 1-forma. Seja ωa um campo de 1-forma e consideremos a diferença ∇̃a(fωb) −
∇a(fωb) para um campo escalar f arbitrário.

∇̃a(fωb)−∇a(fωb) = (∇̃af)ωb + f∇̃aωb − (∇af)ωb − f∇aωb = f(∇̃aωb −∇aωb)

Naturalmente, dado um ponto p ∈ M, o valor de ∇aωb em p depende do valor de ωa em
p e na vizinhança de p. Provemos que ∇̃aωb − ∇aωb em p depende apenas de p. Sejam
ω′a e ωa campos de 1-forma definidos na vizinhança de p e iguais em tal ponto. Assim
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podemos escrever

ω′b − ωb =
n∑

α=1

f(α)µ
(α)
b

onde µ(α)
b são campos de 1-forma e f(α) são funções suaves definidos na vizinhança de p,

com f(α)(p) = 0 para todo α = 1, . . . , n. Assim sobre o ponto p temos:

∇̃a(ω
′
b − ωb)−∇a(ω̃b − ωb) =

n∑
α=1

{∇̃a(f(α)µ
(α)
b )−∇a(f(α)µ

(α)
b )}

=
n∑

α=1

f(α){∇̃aµ
(α)
b −∇aµ

(α)
b }

= 0

Portanto ∇̃a − ∇a define um mapa de 1-formas em p em tensores do tipo (0, 2) em p.
Pela propriedade (1), esse mapa é linear. Consequentemente (∇̃a −∇a) define um tensor
do tipo (1, 2) em p, que denotaremos Cc

ab. Assim mostramos que dado dois operadores
diferenciais ∇̃a e ∇a existe um campo tensorial Cc

ab tal que

∇aωb = ∇̃aωb − Cc
abωc. (2.10)

Usando a propriedade (5) combinada a (2.10) e (2.9), podemos mostrar que Cc
ab é simé-

trico nos índices covariantes. Veja:

∇a∇bf = ∇̃a∇̃bf − Cc
ab∇cf

Pela propriedade (5) o dois primeiros termos são simétricos. Consequentemente

Cc
ab = Cc

ba

Para determinarmos a relação entre ∇̃a e ∇a ao aplicarmos sobre um campo vetorial,
usemos a propriedade (5) e a regra de Leibnitz. Sejam ta e ωa campos tensoriais arbitrários.
Temos que

0 = (∇̃a −∇a)(ωbt
b)

= tb(∇̃a −∇a)ωb + ωb(∇̃a −∇a)t
b

= tbCc
abωc + ωb(∇̃a −∇a)t

b

= ωb[(∇̃a −∇a)t
b + Cb

act
c]
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Como o ωa é um campo de 1-forma qualquer, temos que o termo entre colchetes é nulo.
Portanto

∇at
b = ∇̃at

b + Cb
act

c (2.11)

Para um campo tensorial T a1···ak
b1···bl ∈ T (k, l) arbitrário, podemos provar por indução

a relação a seguir:

∇aT
b1···bk

c1···cl = ∇̃aT
b1···bk

c1···cl +
k∑
i=1

Cbi
adT

b1···d···bk
c1···cl −

l∑
j=1

Cd
acjT

b1···bk
c1···d···cl (2.12)

Portanto a diferença entre dois operadores diferenciais é completamente definida por um
campo tensorial Cc

ab. Por outro lado, dado um campo tensorial Cc
ab e um operador

diferencial ∇̃a arbitrários, se (2.12) é válido, então∇a satisfaz as cinco propriedades de um
operador diferencial. Isso mostra que existe uma grande liberdade de escolha envolvendo
um operador de diferenciação, visto que em uma variedade n-dimensional Cc

ab possui
n2(n+ 1)/2 componentes independentes a serem determinadas em cada ponto.

O termo Cc
ab é chamado de conexão afim, um nome bastante apropriado visto que

“conecta” diferentes operadores diferenciais e é nulo quando os operadores são iguais.
Talvez a aplicação mais importante da equação (2.12) seja o caso em que ∇̃a é o opera-

dor de diferenciação ordinário ∂a. Neste caso, o tensor Cc
ab é denotado por Γcab, chamado

de símbolo de Christoffel. Visto que a derivada ordinária depende da escolha do sistema
de coordenadas, o símbolo de Christoffel depende de ∇a e do sistema de coordenadas,
portanto não associado à estrutura da variedade. Caso mudemos de coordenadas, o ten-
sor Γcab também mudará para Γ′cab, logo as componentes de Γcab não estão relacionadas
com as componentes de Γ′cab pela lei de transformação tensorial, visto que mudamos tanto
de tensor como de coordenadas. Se soubermos como computar Γcab, saberemos também
como computar ∇a, visto que a derivada parcial é conhecida.

Agora vamos estudar uma noção de transporte paralelo, dado um operador diferencial
∇a. Dizemos que um campo vetorial va é paralelamente transportado ao longo de uma
curva C de tangente ta se

ta∇av
b = 0

De forma genérica, dizemos que T b1···bk c1···cl é paralelamente transportado ao longo de uma
curva C de tangente ta se

ta∇aT
b1···bk

c1···cl = 0

Mas um operador diferencial não necessariamente está conectado à estrutura da variedade.
Entretanto, se definirmos uma métrica gab na variedade, surge uma escolha natural do
operador de diferenciação. Uma propriedade do transporte paralelo é que se va e wa são
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transportados paralelamente ao longo de uma curva C de tangente ta, então g(v, w) =

gabv
awb também é paralelamente transportado. Portanto

ta∇a(gbcv
bwc) = 0⇒

∇agbc = 0 (2.13)

Essa é a condição adicional sobre ∇a para definirmos um operador de diferenciação co-
nectado à métrica e, portanto, à estrutura da variedade. A esse operador diferencial
particular daremos o nome de derivada covariante. Daqui em diante nos referiremos a ∇a

como derivada covariante.
Provemos que a derivada covariante é única. Seja ∇̃a um operador diferencial qualquer.

Assim:

0 = ∇agbc = ∇̃agbc − Cd
abgdc − Cd

acgbd ⇒

Cc
ab =

1

2
gcd
{
∇̃agbd + ∇̃bgad − ∇̃dgab

}
. (2.14)

Portanto ∇̃agbc = 0 ⇔ ∇̃a = ∇a e a unicidade está provada. No caso especial em que
∇̃a = ∂a, a conexão afim recebe o nome de símbolo de Christoffel, representada por Γcab,
e, pela equação (2.14), é dada por

Γcab =
1

2
gcd {∂agbd + ∂bgad − ∂dgab} . (2.15)

De forma geral, se um vetor va é paralelamente transportado ao longo de uma curva
C de tangente ta, então

0 = ta∇av
b = ta∂av

b + taΓbacv
c. (2.16)

Em componentes, seja t o parâmetro da curva C. A equação acima fica

dvν

dt
+ Γνµλt

µvλ = 0. (2.17)

Este é um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem e homogêneas. Dado
o valor de vµ em algum ponto p da curva, o valor de vµ ao longo de toda a curva é
unicamente determinado pela equação (2.17).

Naturalmente o tensor ta é paralelamente transportado, se impusermos tata = constante.
Tomando o caso particular va = ta e sabendo que o vetor tangente pode ser escrito em
componentes como tµ = dxµ/dt, a equação (2.17) fica

d2xµ

dt2
+ Γµνλ

dxν

dt
dxλ

dt
= 0. (2.18)
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Esta é a equação da geodésica. Normalmente o parâmetro t é escrito como τ , chamado de
tempo próprio. Mais à frente falaremos a respeito.

2.3 Curvatura

Transportar paralelamente um vetor va em um ponto p a um ponto q em geral depende do
caminho que liga os dois pontos. Podemos usar a dependência de caminho do transporte
paralelo para definir uma noção intrínseca de curvatura. Primeiramente vamos definir
o tensor de curvatura em termos da não-comutatividade da aplicação de duas derivadas
covariantes sobre uma 1-forma. Então vamos dar um exemplo em um pequeno loop de
que tal tensor de curvatura está relacionado à falha do vetor em retornar ao valor original
ao percorrer o loop.

Primeiramente apliquemos duas derivadas covariantes no produto fωc, onde f ∈ F e
ω uma 1-forma, e usemos a regra de Leibnitz sucessivas vezes:

∇a∇b(fωc) = (∇a∇bf)ωc +∇bf∇aωc +∇af∇bωc + f∇a∇bωc ⇒

(∇a∇b −∇b∇a)(fωc) = f(∇a∇b −∇b∇a)ωc.

Analogamente ao que fizemos para encontrar a conexão afim, o tensor (∇a∇b −∇b∇a)ωc

no ponto p só depende do valor de ωc no ponto p. Consequentemente (∇a∇b − ∇b∇a)

define um mapa linear de vetores duais em p em tensores do tipo (0, 3) em p; isto é, a
ação de um tensor do tipo (1, 3). Logo mostramos que existe um campo tensorial Rabc

d

tal que para todo campo vetorial dual ωc, temos

(∇a∇b −∇b∇a)ωc = Rabc
dωd (2.19)

Agora vejamos como o tensor de curvatura está relacionado à falha em um vetor
retornar ao seu valor inicial após ser paralelamente transportado em um loop. Seja p o
ponto inicial, onde inicialmente temos o vetor va. Agora tomemos uma superfície de duas
dimensões tangente a p e inteiramente contida na variedade. Na superfície, parametrizada
por T e S de forma que p = (0, 0), vamos transportar paralelamente va pelos caminhos

• γ1: S = 0 e T = 0→ ∆T ,

• γ2: T = ∆T e S = 0→ ∆S,

• γ3: S = ∆S e T = ∆T → 0,

• γ4: T = 0 e S = ∆S → 0,

formado assim um loop. Em todos os caminhos é válida a equação

ta∇av
b = 0,
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Figura 2.2: Transporte paralelo do vetor va ao longo de um loop. Como veremos mais
adiante, a variação do vetor ao percorrer o loop em segunda ordem para ∆S e ∆T é
proporcional ao tensor de Riemann [10].

onde ta é o vetor tangente à curva, com ta = T a em γ1 e γ3 e ta = Sa em γ2 e γ4. Uma
maneira engenhosa de estudar a variação do vetor após o loop é por meio de um campo de
1-forma genérico ωa. Naturalmente, por ser um campo vetorial, o valor de ωa só depende
do ponto emM. Agora vamos analisar a variação do produto vaωa ao longo dos caminhos.
Para isso basta calcularmos a variação no caminho 1, os demais caminho são análogos.

δ(vaωa) = (vaωa)|(∆T,0) − (vaωa)|(0,0)

= (vaωa)|(0,0) + T b∇b(v
aωa)

∣∣
(∆T

2
,0) ∆T − (vaωa)|(0,0)

= T b∇b(v
aωa)

∣∣
(∆T

2
,0) ∆T

= va T b∇bωa
∣∣
(∆T

2
,0) ∆T

A variação dos caminhos 1 e 3 é

δ1 + δ3 = ∆T
{
vaT b∇bωa

∣∣
(∆T

2
,0) − vaT b∇bωa

∣∣
(∆T

2
,∆S)

}
A variação nos caminho 1 e 4 é análoga. Veja que se fizermos ∆S → 0, a variação
será nula. Portanto não temos variação em primeira ordem. Para calcular a variação em
segunda ordem basta expandir o segundo termo entre chaves em primeira ordem, seguindo
o caminho T = ∆T/2, S = 0→ ∆T . Veja:

vaT b∇bωa
∣∣
(∆T

2
,∆S) = vaT b∇bωa

∣∣
(∆T

2
,0) + Sc∇c

(
vaT b∇bωa

)∣∣
(∆T

2
,∆S

2 ) ∆S

= vaT b∇bωa
∣∣
(∆T

2
,0) + vaSc∇c

(
T b∇bωa

)∣∣
(∆T

2
,∆S

2 ) ∆S

logo

δ1 + δ3 = −∆T∆S vaSc∇c

(
T b∇bωa

)∣∣
(∆T

2
,∆S

2 )
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Finalmente a variação total do produto vaωa em um loop é

δ(vaωa) = ∆T∆S
{
vaT c∇c

(
Sb∇bωa

)∣∣
(∆T

2
,∆S

2 ) − vaSc∇c

(
T b∇bωa

)∣∣
(∆T

2
,∆S

2 )

}
= ∆T∆S va

{[
T c∇cS

b − Sc∇cT
b
]
∇bωa + T cSb (∇c∇b −∇b∇c)ωa

}∣∣
(∆T

2
,∆S

2 )

O termo entre colchetes é [T, S]b, por (2.8). Tomando a superfície em um sistema de
coordenadas natural (t, s) tal que (T = t, S = s), temos que T a = ∂t e Sa = ∂s e, pelas
propriedades da derivada parcial, os vetores comutam. Logo o termo em questão é nulo.
Finalmente a variação, usando (2.19), fica

δ(vaωa) = ∆T∆SvaT bScRbca
dωd

Mas ωa não sofre variação e é qualquer, logo

δva = ∆T∆SvbT cSdRcdb
a

Assim o tensor de curvatura está relacionado à falha de um vetor retornar ao valor original
após ser paralelamente transportado em um loop.

Agora calculemos uma expressão análoga a (2.19) para vetores. Sejam ta um campo
vetorial e ωa um campo de 1-forma quaisquer em M. Pelas propriedades de vetor, o
produto taωa representa uma função (suave) emM, portanto

0 = (∇a∇b −∇b∇a) (tcωc)

= tc (∇a∇b −∇b∇a)ωc + ωc (∇a∇b −∇b∇a) t
c

+∇bt
c∇aωc +∇at

c∇bωc −∇at
c∇bωc −∇bt

c∇aωc

Finalmente usamos a equação (2.19) e chegamos à relação

(∇a∇b −∇b∇a) t
c = −Rabd

ctd (2.20)

Podemos generalizar as expressões (2.19) e (2.20) para um tensor do tipo (k, l) qualquer
via indução. De forma geral,

(∇a∇b −∇b∇a)T
c1...ck

d1...dl = −
k∑
i=1

Rabe
ciT c1...e...ckd1...dl +

l∑
j=1

Rabdj
eT c1...ckd1...e...dl (2.21)

Agora vamos estabelecer cinco propriedades de simetria do tensor de Riemann. São elas:

1) Rabc
d = −Rbac

d

2) R[abc]
d = 0

3) Rabcd = −Rabdc
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4) Rabcd = Rcdab

5) identidade de Bianchi : ∇[aRbc]d
e = 0

A primeira propriedade é uma consequência imediata de (2.19). Para provar a segunda
propriedade, vamos usar a equação (2.15) e o fato de o símbolo de Christoffel ser simétrico
nos índices covariantes. Seja ωa um campo de 1-forma qualquer. Assim, usando a equação
(2.12), temos que

∇[a∇bωc] = ∂[a∇bωc] − Γe[ab∇|e|ωc] − Γe[ac∇b]ωe = ∂[a

(
∂bωc] − Γdbc]ωd

)
= 0

mas

R[abc]
dωd =

(
∇[a∇b −∇[b∇a

)
ωc] = 2∇[a∇bωc] = 0

e finalmente como ωa é qualquer, a propriedade (2) é satisfeita. Para provar a propriedade
(3) vamos usar a relação (2.13). Veja:

0 = (∇a∇b −∇b∇a) gcd = Rabc
eged +Rabd

egce = Rabcd +Rabdc

A quarta propriedade provamos a partir das demais. Veja:

0 = R[abc]d =
1

3!
(Rabcd +Rcabd +Rbcad −Rbacd −Rcbad −Racbd)

=
2

3!
(Rabcd +Rcabd +Rbcad)

Agora apliquemos sucessivamente os resultados já obtidos:

0 = R[abc]d

= R[abc]d −R[cda]b = R[dab]c −R[bcd]a

= Rabcd +Rbcad −Rcdab −Rdacb = Rdabc +Rabdc −Rbcda −Rcdba

= Rabcd −Rcdab +Rbcad −Radbc = Rabcd −Rcdab −Rbcad +Radbc

= Rabcd −Rcdab

Finalmente a quinta e última propriedade vamos obter de

i) (∇a∇b −∇b∇a) (∇cωd) = Rabc
e∇eωd +Rabc

e∇cωe

ii) ∇a(∇b∇c −∇c∇b)ωd = ωe∇aRbcd
e +Rbcd

e∇aωe

Veja que ∇[a(∇b∇c] −∇c∇b]) = (∇[a∇b −∇[b∇a)∇c] logo as expressões (i) e (ii) antissi-
metrizadas são equivalentes. Portanto

R[abc]
e∇eωd +R[ab|d|

e∇c]ωe = ωe∇[aRbc]d
e +R[bc|d|

e∇a]ωe ⇒

ωe∇[aRbc]d
e = 0
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e novamente por ωa ser qualquer, a propriedade (5) é satisfeita.
É interessante analisarmos os traços possíveis do tensor de curvatura. Iniciemos com

Rabc
c:

Rabc
c = Rabcdg

dc = Rab[cd]g
(cd) = 0

O mesmo vale para Ra
abc. Definimos o tensor de Ricci da seguinte forma:

Rac ≡ Rabc
b = Rb

abc (2.22)

O escalar de curvatura é o traço do tensor de Ricci:

R ≡ Ra
a = Ra

a (2.23)

A última propriedade que vamos obter aqui é bastante útil em gravitação. A partir da
identidade de Bianchi fazemos:

0 = ∇[aRbc]d
e

= ∇aRbcd
c +∇cRabd

c +∇bRcad
c

= ∇aRbd +∇cRabd
c −∇bRad

= ∇aR−∇cRa
c −∇bRa

b

= ∇c

(
1

2
δa
cR−Ra

c

)
O tensor de Einstein é definido como

Ga
b ≡ Ra

b −
1

2
δabR. (2.24)

Veja que o tensor de Einstein é simétrico. Finalmente temos a relação

∇aGab = 0. (2.25)

Esta equação representa uma conservação, como ficará mais claro adiante.
Finalmente vamos computar a curvatura. A maneira que faremos é por um sistema

de coordenadas. Inicialmente escolhemos um sistema de coordenadas, então escrevemos
o tensor de curvatura em termos da derivada ordinária e do símbolo de Christoffel. De
uma forma direta,

1

2
Rcba

dωd = ∇[c∇b]ωa

= ∂[c∂b]ωa − ∂[c(Γ
d
b]aωd)− Γd[cb]∇dωa − Γea[c(∂b]ωe − Γdb]eωd)

= −∂[cΓ
d
b]a + Γea[cΓ

d
b]e.
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Finalmente chegamos à expressão

Rabc
d = 2Γec[aΓ

d
b]e − 2∂[aΓ

d
b]c. (2.26)

Esta expressão é bastante útil tanto para encontrarmos um limite Newtoniano quanto
para derivarmos a equação de Einstein.

2.4 Geodésica e Limite Newtoniano

A geodésica é uma equação que descreve o movimento de uma partícula livre em um dado
espaço-tempo. Já adiantamos que a equação propriamente dita é (2.18), mas agora busca-
remos derivá-la pelo princípio variacional. Por uma questão de conveniência, adotaremos
um sistema de coordenadas ϕ de coordenadas naturais {xµ}. Naturalmente é necessário
primeiro definir uma ação a ser extremizada e, para isso, vamos escrever dτ 2:

−dτ 2 = gµνdxµdxν , (2.27)

onde −dτ 2 é uma grandeza chamada intervalo e pode ser negativa (tipo-tempo), nula
(tipo-luz) ou positiva (tipo-espaço). Esta grandeza se transforma de acordo com a trans-
formação tensorial em componentes, por ser uma contração de vetores com um tensor e,
portanto, é invariante sob transformação de coordenadas. Além disso, ela define a métrica
gab do espaço-tempo. Sejam p e q dois pontos no espaço-tempo e C uma curva qualquer
que liga os dois pontos. Queremos a curva que extremize a grandeza τ , chamada tempo
próprio e definida por

τ =

∫ q

p

dτ. (2.28)

Observação: somente é definido o tempo próprio de curvas que conservem o sinal da
grandeza intervalo. Se o sinal for negativo, a curva é do tipo-tempo, se positivo, tipo-
espaço e se nula, tipo-luz. Em termos da métrica, dτ pode ser escrito em termos do
parâmetro t da curva C como

dτ =

√∣∣∣∣gµν dxµdt
dxν

dt

∣∣∣∣ dt
e finalmente a ação pode ser reescrita como

τ =

∫ T

0

√∣∣∣∣gµν dxµdt
dxν

dt

∣∣∣∣ dt,
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onde 0 e T são os valores de t nos pontos p e q, respectivamente. Por simplicidade,
tomaremos ± ao invés de módulo, o que facilita no manuseio. Variando a ação, temos:

δτ = ±
∫ (
±gµν

dxµ

dt
dxν

dt

)−1/2 [
2gµν

dxµ

dt
d (δxν)

dt
+
∂gµν
∂xσ

δxσ
dxµ

dt
dxν

dt

]
dt.

Sem perda de generalidade, podemos tomar como parâmetro t = τ , visto que temos uma
liberdade na escolha do parâmetro da curva. Assim

dτ =

√∣∣∣∣gµν dxµdτ
dxν

dτ

∣∣∣∣ dτ ⇒ gµν
dxµ

dτ
dxν

dτ
= ±1.

Por outro lado,

gµν
dxµ

dτ
d (δxν)

dτ
=

d
dτ

(
gµν

dxµ

dτ
δxν
)
− δxν d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ

)
.

No primeiro termo usamos o princípio fundamental do cálculo ao integrá-lo e, por não
haver variação nos extremos, concluímos que é zero. Finalmente extremizando a ação
(δτ = 0) temos: ∫ [

− d
dτ

(
gµσ

dxµ

dτ

)
+

1

2

∂gµν
∂xσ

dxµ

dτ
dxν

dτ

]
δxσ dτ = 0.

Como a variação δxµ da curva é qualquer, concluímos que o termo entre colchetes é zero.
Expandindo o termo em questão,

−gµσ
d2xµ

dτ 2
− ∂gµσ

∂xλ
dxλ

dτ
dxµ

dτ
+

1

2

∂gµν
∂xσ

dxµ

dτ
dxν

dτ
= 0.

A partir da equação (2.14), em componentes, e após algumas manipulações algébricas,
chegamos à equação da geodésica (2.18). Esta é a equação que rege o movimento de
partículas livres em um espaço-tempo. A partir dela procuraremos relacionar a tão bem-
sucedida gravitação Newtoniana à métrica do espaço-tempo.

No limite Newtoniano devemos reescrever as equações em termos da velocidade da luz
c e tomar o limite c→∞, haja vista ser muito maior que as velocidades envolvidas e as
interações ocorrerem de forma instantânea. Também o tempo é tomado como absoluto, o
que implica τ = t, ou seja, a coordenada temporal é o tempo próprio. Em outras palavras,

dxi

dτ
→ dxi

d(cτ)
<<

dt
dτ
≈ 1.

Também no limite Newtoniano os campos são estáticos, ou seja, gµν = gµν(~x). Assim a
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equação da geodésica fica

0 =
dxi

dt2
+ Γi00

(
dt
dτ

)2

=
dxi

dt2
+

1

2
giσ
{
∂g0γ

∂x0
+
∂g0σ

∂x0
− ∂g00

∂xσ

}
=

dxi

dt2
− 1

2
gij
∂g00

∂xj
.

Como o espaço tempo é aproximadamente flat, podemos escrever a métrica como aproxi-
madamente a métrica de Minkowski mais uma pequena perturbação, ou seja:

gµν(~x) = ηµν + γµν(~x) |γµν | << 1,

gµν(~x) = ηµν − γµν(~x) |γµν | << 1, (2.29)

onde γµν é a perturbação da métrica, cuja inversa é γµν . Finalmente a equação de movi-
mento, em forma vetorial, é

d~x
dt2

=
1

2
∇γ00. (2.30)

Mas a equação equivalente na teoria Newtoniana é

d~x
dt2

= −∇φ, (2.31)

onde φ é o potencial gravitacional dado por φ = −GM/r. Comparando os termos, temos
que

γ00 = −2φ⇒

g00 = −(1 + 2φ). (2.32)

Esta é a primeira relação entre a relatividade geral e a gravitação de Newton. Na próxima
seção ela será usada para derivar a equação de Einstein.

2.5 Equação de Einstein

Vamos nesta seção encontrar uma equação equivalente à equação de Poisson na teoria
Newtoniana. A equação de Poisson é

∇2φ = 4πGρ, (2.33)

onde φ já definimos como o potencial gravitacional Newtoniano, G é a constante gravi-
tacional e ρ é a densidade de massa. Como estamos lidando com o limite Newtoniano,
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podemos utilizar a equação (2.32) para reescrever (2.33) como

∇2g00 = −8πGρ.

Veja que de um lado da equação temos escrito um tensor do tipo (0, 2) sendo derivado,
enquanto do outro lado temos apena uma função ρ. Mas a densidade de massa é a
componente tempo-tempo do tensor momento-energia, ou T00 = ρ. Vamos reescrever a
equação acima em um “formato mais tensorial”:

∇2g00 = −8πGT00. (2.34)

Será que bastaria agora substituir os índices 00 por índices gregos e afirmar que essa é
uma equação covariante? Não, pois o termo ∇2g00 não se transforma como um tensor. A
equação acima só é válida no limite Newtoniano. O que precisamos fazer é encontrar uma
expressão que no limite Newtoniano se reduza a (2.34). Como o lado direito da equação
é uma componente de um tensor (no limite Newtoniano ou não), vamos definir um tensor
Gab que satisfaz a equação

Gab = 8πGTab

e no limite Newtoniano, em componentes, G00 → −∇2g00. Precisamos fazer algumas
considerações a respeito do tensor Gab:

(A) Primeiro, ele é uma combinação linear da métrica e de derivadas dela até segunda
ordem, visto que derivadas de ordem superior a dois resultaria em termos do tipo
r−3, r−4, . . . , o que iria de encontro à teoria Newtoniana.

(B) ele é simétrico, pois Tab é simétrico

(C) ele é conservado, visto que Tab é conservado, ou seja:

∇aGab = 0. (2.35)

De (A), podemos escrever Gab como uma combinação linear do tensor de Ricci e da
curvatura escalar, que são combinações lineares de derivadas até segunda ordem do tensor
métrico.

Gab = c1Rab + c2gabR.
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Por construção, (B) é satisfeito. De (C), temos:

0 = ∇aGab = c1∇aRab + c2gab∇aR

= c1
1

2
∇bR + c2∇bR

=
(c1

2
+ c2

)
∇bR,

onde usamos a identidade de Bianchi (2.25). Concluímos que c2 = −c1/2. Reescrevendo
Gab, ficamos com

Gab = c

(
Rab −

1

2
gabR

)
.

No limite Newtoniano |T00| >> |Tij|. Pela proporcionalidade com Gµν , podemos tomar

0 = Gij = c

(
Rij −

1

2
gijR

)
⇒

Rij =
1

2
gijR ≈

1

2
δijR⇒

Rkk =
3

2
R.

Logo a curvatura escalar é aproximadamente

R = gµνRµν ≈ ηµνRµν = −R00 +Rkk = −R00 +
3

2
R⇒

R00 =
1

2
R.

Assim

G00 = 2cR00.

Agora vamos explicitar R00 em termos do tensor métrico através da equação (2.26)

R00 = R0µ0
µ = 2Γν0[0Γµµ]ν − 2∂[0Γµµ]0.

Substituindo (2.15) e após algumas manipulações algébricas concluímos que

R00 = −1

2

∂2g00

∂xk∂xk
= −1

2
∇2g00,

o que implica c = 1. Portanto

Gab = Rab −
1

2
gabR = 8πGTab. (2.36)

Esta equação foi derivada pela primeira vez em 1916 pelo físico alemão Albert Einstein.
Ele também propôs a existência de uma constante, chamada constante cosmológica, ao
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acrescentar o termo Λgab à equação:

Rab −
1

2
gabR + Λgab = 8πGTab, (2.37)

que apesar de não reduzir à gravitação Newtoniana, pois G00 → −∇2g00 + Λg00, resulta
em um universo estático, como acreditava Einstein. Pouco tempo depois foi observado
que o universo está em expansão e a hipótese da constante cosmológica foi descartada.
Hoje existem evidências de observações suficientes para acreditarmos que o universo está
em expansão acelerada [12]. Uma mudança de sinal da constante cosmologia explica tal
expansão acelerada e a hipótese voltou a ser considerada. No trabalho do autor Capelo [8],
é demonstrado que o modelo de bumblebee, o qual falaremos mais adiante, no contexto
da cosmologia, faz surgir naturalmente a constante cosmológica.

2.6 Métrica de Schwarzschild

Vamos agora derivar uma solução para as equações de Einstein no vácuo e em um espaço-
tempo esfericamente simétrico e estático.

O vácuo significa que o tensor momento-energia Tab é nulo, ou que o tensor de Ricci
é igual a zero. O espaço-tempo ser estático significa que o tensor métrico não depende
da componente temporal, ou em outras palavras, gµν = gµν(~x). Já a simetria esférica
significa que o espaço é invariante sob rotação e reversão de eixos. De forma sucinta, há
invariância

• de reversão e translação temporal;

• de rotação e reversão de eixos.

Tomemos a métrica em coordenadas esféricas e escrevamos a ação:

dS2(t, r, θ, φ) = gµν(t, r, θ, φ)dxµdxν , (2.38)

com os índices 0, 1, 2, 3 correspondendo às coordenadas t, r, θ, φ, respectivamente. Pela
simetria xλ → −xλ em todas as coordenadas, temos que, para um λ fixo,

dS2(xλ) = gλλ(x
λ)dxλdxλ + 2

∑
ν 6=λ

gλν(x
λ)dxλdxν +

∑
µ,ν 6=λ

gµν(x
λ)dxµdxν ,

dS2(−xλ) = gλλ(−xλ)dxλdxλ − 2
∑
ν 6=λ

gλν(−xλ)dxλdxν +
∑
µ,ν 6=λ

gµν(−xλ)dxµdxν .

Mas gµν(xλ) = gµν(−xλ), logo ∑
ν 6=λ

gλν(x
λ)dxλdxν = 0.
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Como as variações dxν são independentes entre si, a consequência da simetria de reversão
de coordenadas é gλν = 0 para λ 6= ν. Portanto

dS2 = gttdt2 + grrdr2 + gθθdθ2 + gφφdφ2. (2.39)

A ação acima sobre uma 2-esfera a tempo constante,

dl2 = gθθ

(
dθ2 +

gφφ
gθθ

dφ2

)
,

deve ser igual à métrica de uma 2-esfera usual:

dl2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2) = r2dΩ2.

Portanto gθθ = r2 e gφφ = r2 sin2 θ. Aplicando em (2.39), temos que

dS2 = gttdt2 + grrdr2 + r2dΩ2.

Mas as componentes r-r e t-t do tensor métrico só podem depender da componente radial,
por estaticidade e simetria esférica. Por simplicidade definamos gtt ≡ A(r) e grr ≡ B(r).
Agora apliquemos a métrica acima nas equações de Einstein. Para isso precisamos definir
o tensor de Ricci em componentes, que é nulo por considerarmos vácuo. De posse da
métrica, a forma mais direta de se obter o tensor de ricci é calculando o símbolo de
Christoffel e o tensor de curvatura. Pela equação (2.15), as componentes não nulas do
símbolo de Christoffel são

Γttr =
A′

2A
,

Γrtt = − A
′

2B
,

Γrrr =
B′

2B
,

Γrθθ = − r
B
,

Γrφφ = −r sin2 θ

B
,

Γθrθ =
1

r
,

Γθφφ = − cos θ sin θ,

Γφrφ =
1

r
,

Γφθφ =
cos θ

sin θ
.

(2.40)

Substituindo o símbolo de Christoffel em (2.26) e aplicando o resultado em (2.22), temos
o sistema de equações

rb(A′)2 − 2rABA′′ + rAA′B′ − 4ABA′ = 0, (2.41)

rb(A′)2 − 2rABA′′ + (rAA′ + 4A2)B′ = 0, (2.42)

2AB2 − rBA′ + rAB′ − 2AB = 0. (2.43)

Subtraindo a segunda equação pela primeira, temos que

4A2B′ + 4ABA′ = 0⇒ d
dr

(AB) = 0⇒ A =
c

B
,
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onde c é uma constante a ser determinada. Substituindo na terceira equação, ficamos com

0 = 2
c

B
B2 − rB

(
− c

B2
B′
)

+ r
c

B
B′ − 2c

= 2B2 + rB′ + rB′ − 2B ⇒

rB′ = B(1−B)⇒

dB
(

1

B
+

1

1−B

)
=

dr
r
⇒

d [lnB − ln(B − 1)] = d ln r ⇒
B

B − 1
= kr ⇒

B(r) =

(
1− 1

kr

)−1

.

Agora falta determinarmos apenas as duas constantes c e k para definirmos a métrica de
Schwarzschild.

dS2 = c

(
1− 1

kr

)
dt2 +

(
1− 1

kr

)−1

dr2 + r2dΩ2.

Usando o limite Newtoniano (2.32), impomos que se tivermos um corpo de massa m

esfericamente simétrico de centro sobre a origem e em repouso, a componente tempo-
tempo da métrica seria

c

(
1− 1

kr

)
= −

(
1− 2Gm

r

)
,

válido para todo raio r suficientemente grande. Logo c = −1 e 1/k = 2Gm. Por convenção
se define

s ≡ 2Gm (2.44)

como o raio de Schwarzschild. Finalmente a métrica de um espaço-tempo estático, esfe-
ricamente simétrico e com um corpo sobre a origem de massa m é

dS2 = −
(

1− s

r

)
dt2 +

(
1− s

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.45)

Veja que na região r < s há uma inversão de sinal entre as componentes t-t e r-r da
métrica em relação à região r > s. A hipersuperfície r = s é chamada de horizonte de
eventos e sobre ela há uma divergência da métrica. O raio de Schwarzschild do planeta
terra é aproximadamente 9 mm, enquanto o do sol é aproximadamente 3 km.

Esta foi a primeira solução de vácuo não-trivial da equação de Einstein, obtida em
1915, apenas um mês após a publicação da teoria da relatividade geral, pelo astrônomo e
físico alemão Karl Schwarzschild [13].

Façamos agora um exercício de imaginação para entender a formação de um buraco
negro, uma região do espaço-tempo em que a matéria está inteiramente contida na região
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r < s.
Em unidade completas, o raio de Schwarzschild s para um corpo esfericamente simé-

trico de massa M , raio a e densidade constante ρ é

s =
2GM

c2
=

8π

3

G

c2
ρa3.

Logo

s

a
=

8π

3

G

c2
ρa2.

Assim, mesmo que a densidade não seja muito grande, bastaria que tivéssemos a sufici-
entemente grande para que seja s > a, ou para que o horizonte de eventos esteja fora da
matéria. No caso do sol,

s�
a�
≈ 3

7
× 10−5.

Agora considere uma galáxia esfericamente simétrica contendo em torno de 1011 sois
igualmente espaçado e inicialmente em repouso. Visto que o raio de Schwarzschild só
depende da massa, podemos tomar como uma aproximação bastante realista

s ≈ 1011 × s� ≈
3

7
106 a�.

Logo a razão entre os volumes da galáxia e de um sol é(
s

a�

)3

≈ 1017.

Mesmo que houvessem 1011 sois, ainda assim haveria uma “sobra” de 106. Em outras
palavras, ainda que na galáxia os sois se distanciassem uns dos outros a uma distância de
100 a�, a matéria estaria inteiramente contida dentro do horizonte. Tal exercício mostra
que não é tão difícil que um aglomerado de matéria se colapse e forme um buraco negro.
Somente rotação poderia “salvar” as galáxias de se colapsarem.
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Capítulo 3

Violação da Simetria de Lorentz e
Modelo de Bumblebee

Neste capítulo introduziremos brevemente as ideias de violação de simetria de Lorentz,
seguindo principalmente os artigos dos autores Kostelecky e Bluhm [6,14]. Iniciamos por
explicar o que são as simetrias de Lorentz e CPT. Logo após, tomaremos o caso simples de
quebra espontânea de simetria em um campo escalar real. Na seção seguinte introduzimos
os principais conceitos do Modelo Padrão Estendido (SME) e finalmente apresentamos um
modelo particular do SME, muito explorado nos dias atuais, que é o modelo de bumblebee.

3.1 Transformações de Galileu, Lorentz e CPT

Antes de falarmos de violação de simetria de Lotentz e de violação de CPT, precisamos
antes saber o que são tais transformações.

De acordo com a teoria euclidiana, a grandeza chamada distância, uma aplicação
que relaciona dois pontos no espaço a um real não negativo, é invariante sob rotação e
translação espacial. Qualquer ponto P pertencente ao espaço tri-dimensional pode ser
representado por três números reais, (x, y, z), chamados de coordenadas. Se dois pontos
P = (x1, y1, z1) e Q = (x2, y2, z2) pertencem ao espaço tri-dimensional, então a distância
d(P,Q) entre eles é dada por

d(P,Q) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

Uma transformação de Galileu é definida da seguinte forma: se um observador O′, que
registra um tempo t′, viaja a velocidade ~v = (vx, vy, vz) em relação a um outro observador
O, que registra um tempo t, então a relação entre os tempos t, t′ e entre as coordenadas
(x, y, z) observadas por O e as coordenadas (x′, y′, z′) observada por O′ de um mesmo
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ponto P é dada por

t′ = t,

(x′, y′, z′) = (x, y, z)− (vx, vy, vz)t,

onde supomos que os relógios são idênticos e que em t = 0 os relógios estão sincronizados
e as origens dos dois sistemas de coordenadas coincidem. Dados dois pontos P e Q
no espaço, a distância observada entre os pontos em questão é a mesma para os dois
observadores O e O′, pois

d′(P,Q) =
√

(x′1 − x′2)2 + (y′1 − y′2)2 + (z′1 − z′2)2

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 = d(P,Q).

Portanto as transformações de Galileu preservam distância .

Figura 3.1: O observador O′ se move com velocidade v em relação ao observador O. Cada
um deles possui seu próprio sistema de coordenadas, que classicamente estão relacionados
pela transformação de Galileu e relativisticamente, pelas transformações de Lorentz [15].

Além das transformações de Galileu, existem as transformações de Lorentz. As trans-
formações de Lorentz são de dois tipos: rotações espaciais e boosts. Vamos falar sobre
boosts.

Inicialmente substituímos a ideia de espaço Euclidiano por espaço-tempo de Min-
kowski, onde pontos são substituídos por eventos, P → P, representados por quatro
números reais, P = (t, x, y, z), observados por um observador O. Chamamos a represen-
tação do espaço-tempo em coordenadas observada por O de sistema de coordenadas. Veja
que um mesmo observador pode representar o espaço-tempo por diferentes sistemas de
coordenadas; por exemplo, ele pode mudar a orientação espacial, executar uma translação
espacial/temporal ou mesmo “encolher os eixos”, tomando y1 = 2x1. Por simplicidade,
a cada observador associamos um único referencial, que é representado por um sistema
de coordenadas naturais (t, x, y, z) padrão. Seja um outro observador O′ em velocidade
uniforme ~v relativa ao observador O. Dizemos que os referenciais O e O′ estão em configu-
ração padrão se o ponto O = (0, 0, 0, 0), chamado de origem, tiver as mesmas coordenadas
em ambos os referenciais, a velocidade ~v observada por O for constante e na direção x e
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os eixos x, y e z de O forem paralelos aos eixos x′, y′ e z′ de O′, respectivamente.
Dados dois referenciais O e O′ em configuração padrão, a lei de transformação entre

as coordenadas de um mesmo evento P no espaço-tempo é

t′ = γ (t− vx) ,

x′ = γ (x− vt) ,

y′ = y,

z′ = z,

onde γ = 1/
√

1− v2 é chamado de fator de Lorentz. A transformação acima é chamada
de boost e ela não preserva distância. Se P e Q são eventos no espaço-tempo, então
não é necessariamente verdade que d(P ′,Q′) = d(P,Q), onde a linha (’) sobre o evento
significa que as coordenadas do evento tomadas são as observadas por O′.

Por outro lado, existe uma grandeza chamada intervalo que é invariante sob uma
transformação de boost. A grandeza intervalo ∆S2 entre os eventos P = (t1, x1, y1, z1) e
Q = (t2, x2, y2, z2) é definida por:

∆S2 = −(t1 − t2)2 + (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2.

É fácil provar que tal grandeza é invariante sob uma transformação de boost. Se os obser-
vadores O e O′ estão em configuração padrão e as coordenadas de O′ são representadas
por uma linha (’), então

∆S2(P ′,Q′) = −(t′1 − t′2)2 + (x′1 − x′2)2 + (y′1 − y′2)2 + (z′1 − z′2)2

= −(t1 − t2)2 + (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 = ∆S2(P,Q).

Dizemos então que ∆S2 é um invariante de Lorentz.
Além da transformação de boost, a rotação também deixa a grandeza intervalo inva-

riante. Se uma grandeza é invariante sob uma transformação de Lorentz, que pode ser
um boost e/ou uma rotação, dizemos que ela é um invariante de Lorentz. Já a simetria
de Lorentz diz respeito ao fato de transformações de Lorentz deixarem a ação invariante.

Simetria de Lorentz é uma propriedade da natureza segundo a qual o resultado de
experimentos é independente da orientação ou da velocidade de boost do laboratório no
espaço. Em outras palavras, a física é a mesma para dois observadores que se movem a
uma velocidade relativa entre eles uniforme. Covariância de Lorentz é uma propriedade
do espaço-tempo e possui dois significados distintos, porém relacionados. O primeiro é
que uma grandeza física é dita covariante de Lorentz se ela se transforma sob uma repre-
sentação do grupo de Lorentz. De acordo com a teoria das representações do grupo de
Lorentz, tais quantidades são escalares, quadri-vetores, quadri-tensores e espinores. No
caso de escalares covariantes de Lorentz, eles permanecem inalterados sob uma transfor-
mação de Lorentz, por isso são ditos invariantes de Lorentz. O segundo significado é que
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uma equação é dita covariante de Lorentz se ela puder ser escrita em termos de grandezas
invariantes de Lorentz. A principal característica de uma equação covariante de Lorentz é
que se ela é válida em um sistema de coordenadas inerciais, então ela é válida em qualquer
sistema de coordenadas inerciais.

Não se deve confundir covariância de Lorentz com vetor covariante. Em uma variedade,
covariante e contravariante estão relacionados a como um objeto se transforma sob uma
transformação de coordenadas.

Em suma, as transformações de Lorentz são:

• rotações espaciais, que são de três tipos, uma para cada direção e

• boosts, gerados por velocidades relativas e também de três tipos, uma para cada
direção.

Falemos agora de um outro conjunto de transformações. As transformações de CPT
são formadas pela combinação de três transformações: Conjugação de carga, inversão de
Paridade e reversão Temporal.

• C converte partícula em antipartícula;

• P transforma um objeto em sua própria imagem, porém de ponta-cabeça;

• T inverte a direção do fluxo do tempo.

Um sistema físico possui simetria de Lorentz se as leis físicas não forem afetadas por
uma transformação de Lorentz e, analogamente, possui simetria de CPT se a física também
não for afetada por uma transformação de CPT. Aqui uma observação precisa ser feita:
violação das simetrias C, P, T e CP são previstas no Modelo Padrão e são observados em
experimentos, somente a combinação CPT é requerida pelo Modelo Padrão para ser uma
simetria da natureza. Essas simetrias são a base da Relatividade de Einstein.

O Modelo Padrão descreve de maneira unificada todas as partículas elementares e
suas interações não gravitacionais. A nível clássico, a gravitação é bem descrita pela
Relatividade Geral de Einstein. As duas teorias apresentam simetria de Lorentz e de
CPT. O Modelo-Padrão Estendido (ou SME - Standard-Model Extension) é uma teoria
que tenta generalizar o Modelo Padrão usual e a Relatividade Geral, e que possui todas as
propriedades convencionais desejáveis, além de permitir violação de simetria de Lorentz e
de CPT.

A quebra de simetria de Lorentz, ou a alteração da velocidade limite de propagação,
contraria fortemente a teoria da relatividade restrita, que tem como um dos postulados a
invariância da velocidade da luz (velocidade limite de propagação) qualquer que seja o re-
ferencial em que o observador se encontre. Apesar desta contradição, outros modelos que
tentam unificar a força gravitacional com as demais, como a teoria das cordas, preveem
esta quebra de simetria. Outras teorias que violam Lorentz incluem, por exemplo, aproxi-
mações de gravidade quântica [16–22], modelos dinâmicos aleatórios [23], multiversos [24],
e cenários de mundo-brana [25–27].
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3.2 Exemplo de Quebra de Simetria Espontânea

Em teoria quântica de campos, a quebra de simetrias fundamentais (a nível de solução
ou espontânea) leva a previsão teórica de fenômenos observados experimentalmente. Um
exemplo bastante simples é a quebra de simetria de um campo escalar real ϕ. Dada a
lagrangeana

L =
1

2
(∂µϕ)(∂µϕ)− 1

2
µ2ϕ2 − 1

4!
λϕ4,

onde λ é positivo e µ2 é positivo ou negativo, a transformação ϕ → −ϕ deixa a lagran-
geana invariante. Temos então uma simetria em nosso sistema físico. O potencial, por
construção, é

V (ϕ) =
1

2
µ2ϕ2 +

1

4!
λϕ4.

O estado fundamental ϕ0 é o que minimiza o potencial. Assim,

0 =
dV (ϕ)

dϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

= ϕ0

(
µ2ϕ0 +

1

6
λϕ2

0

)
.

Se µ2 > 0, então existe apenas um mínimo, que é em zero e, neste caso, a simetria continua
válida. Agora, se µ2 < 0, então existem dois mínimos, que são em ±

√
−6µ2/λ. Uma vez

escolhido o valor de ϕ0 6= 0, a simetria é quebrada pelo vácuo da teoria.
Se definirmos ρ ≡ ϕ− ϕ0, com ϕ0 6= 0, teremos um mínimo em ρ = 0, mas a simetria

ρ→ −ρ será quebrada, pois a lagrangeana escrita em termos de ρ é

L =
1

2
∂µρ∂

µρ− 1

2
µ2(ρ2 + 2ρϕ0 + ϕ2

0)− λ

4!
(ρ4 + 6ρ2ϕ2

0 + ϕ4
0 + ρ3ϕ0 + 4ρϕ3

0),

que não é invariante sob tal transformação.

Figura 3.2: (a) caso µ2 > 0. Vácuo único e a simetria é preservada. (b) Dois vácuos
distintos. O campo ρ = ϕ − ϕ0 não deixa a lagrangeana invariante sob a transformação
ρ→ −ρ [28].

Algo análogo é buscado em relação às simetrias (locais) de Lorentz. O modelo de
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Kostelecky [6] busca quantidades tensoriais e espinoriais que, na lagrangeana, preservem
a simetria de Lorentz, mas a nível de vácuo apresentem um valor esperado não-nulo. Por
exemplo, se temos um quadri-vetor na lagrangeana de um modo que preserve a simetria
de lorentz, mas apresentando um valor esperado de vácuo não-nulo, então existe uma
direção privilegiada no espaço-tempo e um referencial privilegiado, o que viola a simetria
de Lorentz. Tal violação é espontânea por ocorrer apenas a nível de solução, não na
lagrangeana. Se a violação fosse na lagrangeana, chamaríamos de violação explícita.

3.3 Modelo Padrão Estendido

O Modelo Padrão Estendido, ou SME (Standard-Model Extension), é uma teoria que
engloba o modelo padrão, a relatividade geral, e todos os operadores possíveis que quebram
a simetria de Lorentz. O SME pode ser expressado como uma lagrangeana de vários
termos. Cada termo da lagrangeana que viola a simetria de Lorentz é um escalar sob as
transformações de Lorentz construído por contração de operadores de campo padrão com
coeficientes de controle chamados coeficientes de violação de Lorentz. Esses coeficientes
de controle são determinados por restrições ou experimentos.

Existem duas maneiras em teoria de campos de violar tal simetria: explícita e espon-
tânea. A quebra explícita de simetria ocorre quando já de início ela viola a simetria.
Já a quebra espontânea ocorre quando uma simetria da dinâmica não é respeitada em
uma solução específica. Por exemplo, as forças dinâmicas que controlam a interação entre
planetas na gravitação Newtoniana apresentam simetria rotacional, porém a solução da
teoria para o sistema solar exibe uma orientação definida no espaço, que é o plano do sis-
tema solar. Em 2004 um resultado publicado por Kostelecky [6] mostrou que a violação
explícita de Lorentz leva a uma incompatibilidade das identidades de Bianchi com as leis
de conservação dos tensores energia-momento e densidade de spin, enquanto na violação
espontânea não há tal incompatibilidade. Logo qualquer quebra de simetria de Lorentz
precisa ser espontânea.

A proposta do SME é, mesmo que a teoria apresente simetria de Lorentz e de CPT,
a solução de vácuo da teoria poderia violar espontaneamente essas simetrias. Essa é
uma maneira atrativa de quebrar a simetria de Lorentz e de CPT, pois a dinâmica per-
manece simétrica e as características tão desejáveis da simetria são preservadas. Assim
como no Modelo Padrão usual, quebras espontâneas da simetria de Lorentz e de CPT
são desencadeadas por interações que desestabilizam o vácuo vazio. No caso usual, o
vácuo é preenchido por grandezas simétricas sob transformações de Lorentz e de CPT
(porém violam outras simetrias). Já no SME, o vácuo é preenchido por grandezas orien-
tadas no espaço quadridimensional, gerando quebra de simetria de Lorentz e (em algumas
circunstâncias) de CPT.

O teorema de CPT é um resultado geral que liga as simetrias de Lorentz e de CPT.
Ele afirma que as teorias com simetria de Lorentz precisam apresentar também simetria
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de CPT. Essas teorias incluem todas utilizadas para descrever a física de partículas e
muitas teorias propostas. No cenário do SME, a quebra de CPT sempre implica quebra
de Lorentz, mas o contrário não é verdadeiro. Assim o teorema de CPT é válido no SME.

De forma sucinta, o SME agrega todas as propriedades do Modelo Padrão e da Relati-
vidade Geral de Einstein, exceto que as simetrias de Lorentz e de CPT podem ser violadas
localmente. Essa teoria sugere que a quebra de simetria de Lorentz e de CPT pode ser
observada em experimentos realizáveis, e isso conduz a uma fenomenologia geral para
violação de Lorentz e CPT a nível do Modelo Padrão e da Relatividade Geral. Outras
teorias padrões como a Eletrodinâmica Quântica são tomadas como casos específicos.

A presença de violação local em um referencial de Lorentz é devido a uma ou mais
grandezas que carregam índices locais de Lorentz, chamados de coeficientes de violação de
Lorentz. Como exemplo suponhamos que exista um campo vetorial cujo valor esperado
de vácuo é ba 6= 0. Assim existe uma direção privilegiada no referencial local de Lorentz,
levando a uma violação no princípio da equivalência. A quebra de simetria ocorre sempre
que partículas ou campos interagem com ba.

Cabe aqui distinguir dois tipos de transformações locais de Lorentz: a transformação
de partícula e a transformação de observador. Ambas são compostas pelas transformações
usuais de Lorentz, que são rotações e boosts. A diferença é que na transformação de par-
tícula o campo ba é mantido fixo, enquanto na transformação de observador ba também é
transformado (da forma usual em que um vetor se transforma). O SME apresenta invari-
ância sob uma transformação de observador, mas há violação quando a transformação é
de partícula.

De acordo com os estudos em Violação de Lorentz, a extensão do setor gravitacional
incluindo termos que violam a simetria de Lorentz é dada pela ação

S = SEH + SLV + Smatéria, (3.1)

onde SEH representa a ação de Einstein-Hilbert,

SEH =

∫
d4x
√
−g 1

2κ
R, (3.2)

R é a curvatura escalar e κ2 = 8πG é a constante de acoplamento gravitacional. A ação
SLV é composta por termos líderes que violam a simetria de Lorentz e é escrita por:

SLV =

∫
d4x
√
−g 1

2κ
(uR + sabRab + tabcdRabcd), (3.3)

onde u, sab e tabcd são tensores que geram a violação de Lorentz. Os tensores adimensionais
sab e tabcd possuem as mesmas simetrias dos tensores de Ricci e de Riemann respectiva-
mente, e possuem traço nulo, ou seja, saa = tabab = 0, uma vez que podemos alocá-los em
u. Também Podemos tomar tabcb = 0, visto que ele pode ser alocado em sab. Assim os
tensores sab e tabcd possuem, respectivamente, nove e dez componentes independentes.
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Como exemplo de tensores que geram violação de Lorentz, vejamos o modelo de bum-
blebee.

3.4 Modelo de Bumblebee

Modelos em que a violação de Lorentz é resultado da dinâmica de um campo vetorial Ba,
chamado de campo de Bumblebee, são interessantes pois possuem uma forma relativa-
mente simples e envolvem características importantes, como rotação, boost, e violação de
CPT. Ele é um exemplo simples de um modelo gravitacional em que um campo vetorial
Ba possui valor esperado de vácuo não nulo, o que induz a uma violação de Lorentz e
de difeomorfismo. Este modelo foi primeiramente utilizado no contexto da teoria de cor-
das [3], no qual a simetria de Lorentz é espontaneamente quebrada devido ao potencial
V (BaBa ± b2) = λ

2
(BaBa ± b2)2, onde λ é uma constante real de acoplamento. Uma

outra escolha para o potencial seria uma com similaridades ao modelo sigma: V (x) = λx,
onde λ agora é um campo multiplicador de Lagrange. O modelo de Bumblebee pode ser
representado na ação (3.3) sempre que

tabcd = 0, u =
1

4
ξBaBa, sab = ξ

(
BaBb − 1

4
gabBcBc

)
, (3.4)

onde ξ é uma constante. Em um espaço de Riemann-Cartan, o campo de força corres-
pondente a Ba é definido por

Bab ≡ ∇aBb −∇bBa + T cabBc

= ∂aBb − ∂bBa (3.5)

onde ∇a é a derivada covariante com respeito à métrica, T cab é a torção do espaço-tempo
e ∂a é a derivada ordinária. No espaço-tempo de Riemann, em que não há torção, o termo
de torção T cab na definição acima é omitido, haja vista ser nulo.

De posse destas definições, a ação responsável pela dinâmica do campo de Bumblebee
Ba é

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

2κ
(R + ξBaBbRab)−

1

4
BabBab − V (BaBa ± b2) + Lmatéria

]
, (3.6)

onde Lmatéria é a lagrangeana da matéria.
No vácuo, onde a curvatura e a torção são nulas, o campo de Bumblebee possui

valor não nulo Ba = ba, onde baba = ∓b2, de forma que V = 0. A grandeza ba é o
coeficiente de violação de Lorentz e CPT. Em um referencial local de Lorentz as condições
se tornam: BµB

µ = ∓b2, o que implica um campo de fundo ba não nulo, gerando direções
privilegiadas. Como consequência, mesmo no limite do espaço-tempo plano de Minkowski
há uma anisotropia, embora esse efeito possa ser mascarado pela presença de matéria e
por fortes curvaturas e torções [6].
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As ideias físicas oferecidas por esta teoria são bastante ricas. O limite do espaço-tempo
de Minkowski e o potencial do multiplicador de Lagrange é equivalente à teoria estudada
por Nambu [29], que obteve uma prova de que esta teoria é equivalente à eletrodinâmica
em um gauge não linear. O caso sem violação de Lorentz e de potencial V nulo, mas de
ξ não nulo é usado como uma teoria alternativa de gravitação em um espaço-tempo de
Riemann por Will e Nordtvedt [30–32]. Teorias onde ξ = 0 foram introduzidas na Ref. [3]
para ilustrar algumas ideias a respeito da violação da simetria de Lorentz.

De posse da ação, podemos derivar as equações de movimento pelo princípio variaci-
onal. Variando a ação (3.6) com respeito ao campo de bumblebee (δBS[g,B] = 0) temos
o conjunto de equações

∇aB
ab = 2

(
V ′Bb − ξ

2κ
BaR

ab

)
. (3.7)

Ao variarmos a mesma ação em relação à métrica (δgS[g,B] = 0) temos

Gab = κ
[
2V ′BaBb −BacB

c
b −
(
V +

1

4
BcdB

cd
)
gab

]
+ ξ
[1

2
BcBdRcdgab − 2B(aB

cRb)c (3.8)

+∇c∇(a(B
cBb))−

1

2
∇c∇d(B

cBd)gab −
1

2
�(BaBb)

]
+ κTab,

onde Gab é o tensor de Einstein usual e Tab o tensor momento-energia da matéria.
A equação (3.7) implica a lei de conservação de corrente

∇b(2κV
′Bb) = ∇b(ξBaR

ab). (3.9)

Já uma lei covariante de conservação do tensor momento-energia se deriva da seguinte
forma: definimos o tensor momento-energia de bumblebee como

TBab ≡ 2V ′BaBb −BacB
c
b −
(
V +

1

4
BcdB

cd
)
gab, (3.10)

aplicamos o operador ∇a nos dois lados da equação acima e utilizamos a equação de
movimento (3.7), resultando em

κ∇aTBab = ξ∇d(RcdB
cBb)−

1

2
ξRcd∇b(BcBd) (3.11)

Como uma aplicação do modelo, vejamos no próximo capítulo como se comporta o
campo de bumblebee em um espaço de Schwarzschild.
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Capítulo 4

Dinâmica do Campo de Bumblebee

O objetivo deste capítulo é encontrar uma solução de vácuo de um espaço-tempo esferica-
mente simétrico e estático, dado um campo vetorial de valor esperado de vácuo não-nulo.
Pela equação de movimento desenvolvida no capítulo anterior, a presença de matéria or-
dinária altera a geometria do espaço-tempo, que por sua vez altera o valor do campo de
bumblebee, e o próprio campo de bumblebee também altera a geometria do espaço tempo.

Neste capítulo, assumiremos que o espaço-tempo é estático e esfericamente simétrico,
com métrica, em coordenadas esféricas, gµν = diag(−eΦ, eρ, r2, r2 sin2 θ), onde Φ e ρ são
funções de r. Também assumiremos que o campo de bumblebee Bµ convergiu ao valor
esperado de vácuo bµ, o que para o espaço-tempo em questão somente poderá ser escrito
da forma bµ = (bt(r), br(r), 0, 0).

Assumiremos que o universo é isotrópico e, no limite assintótico, homogêneo. Portanto
os limites

lim
r→∞

bt(r) = lim
m→0

bt(r) = b0,

lim
r→∞

br(r) = lim
m→0

br(r) = 0, (4.1)

onde b0 é uma constante, serão assumidos ao longo do capítulo. Além disso, assumiremos
que a métrica é assintoticamente flat, ou seja,

lim
r→∞

gµν(r) = lim
m→0

gµν(r) = ηµν . (4.2)

Primeiramente consideraremos o caso geral acima. Logo após, tomaremos como hipó-
tese um campo de bumblebee em um espaço-tempo de métrica de Schwarzschild (2.45).
Por último vamos impor que o campo de bumblebee é paralelamente transportado ao
longo da direção radial, assim como é feito em um trabalho publicado em 2005 pelos
autores Berlotami e Páramos [7], chegando a uma incompatibilidade com a métrica de
Schwarzschild no limite b0 → 0.
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4.1 Caso geral

Tomando a métrica gµν = diag(−eΦ, eρ, r2, r2 sin2 θ), o Tensor de Ricci pode ser encon-
trado explicitamente através das equações (2.15), (2.22) e (2.26). Visto que o campo de
bumblebee é igual ao valor esperado de vácuo, podemos tomar o potencial V (BµBµ± b2)

igual a zero. De posse dessas informações, a componente r da equação (3.7) afirma que
ou

ρ′ = r
(Φ′)2 + Φ′′

rΦ′ + 2
, (4.3)

ou

br = 0. (4.4)

Analisemos os dois casos.
No primeiro caso, (4.3), o limite b0 → 0 concorda com a métrica de Schwarzschild,

como é requerido. A componente t da equação (3.7), substituindo (4.3), é

b′′t +

(
3Φ′ +

2

r
− r (Φ′)2 + Φ′′

rΦ′ + 2

)
b′t

+

{
(Φ′)2 + Φ′′ + Φ′

[
2

r
− r (Φ′)2 + Φ′′

rΦ′ + 2

]}(
2 +

ξ

κ

)
bt = 0. (4.5)

A equação (4.5) e o sistema de equações não-lineares (3.8) são por demais complicados
de serem solucionados. Na seção seguinte analisaremos o caso do campo de bumblebee
em um espaço de Schwarzschild.

Já no segundo caso, br = 0, a componente t da equação (3.7) nos dá

b′′t +

(
3Φ′ +

2

r
− ρ′

)
b′t +

[
(Φ′)2 + Φ′′ + Φ′

(
2

r
− ρ′

)](
2 +

ξ

κ

)
bt = 0 (4.6)

As componentes não-nulas da equação (3.8) são:

4

(
2
ξ

κ
+ 9

)
r2e4Φ(Φ′)2b2

t +

[(
8
ξ

κ
+ 9

)
rΦ′ + 4

ξ

κ
− 2

ξ

κ
rρ′
]

4re4Φbtb
′
t

+8
ξ

κ
r2e4Φbtb

′′
t +

(
8
ξ

κ
+ 9

)
r2e4Φ(b′t)

2 + (2rρ′ − 1 + e2ρ)8e2Φ = 0 (4.7)

4

(
2
ξ

κ
+ 9

)
r2e2Φ(Φ′)2b2

t + 4

(
2
ξ

κ
+ 9

)
r2e2ΦΦ′btb

′
t + 9r2e2Φ(b′t)

2

−8(2rΦ′ + e2ρ − 1) = 0 (4.8)
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−4

(
2
ξ

κ
− 1

)
r2e2Φ(Φ′)2b2

t − 4

(
2
ξ

κ
− 1

)
r2e2Φ(Φ′)2btb

′
t + r2e2Φ(b′t)

2

−8r(r(Φ′)2 + rΦ′′ + Φ′ − rΦ′ρ′ − ρ′) = 0 (4.9)

As equações diferenciais (4.6-4.9) são nao-lineares e acopladas.
Trataremos do mesmo problema em um caso particular, o Espaço de Schwarzschild.

4.2 Campo de Bumblebee em um Espaço de Schwarzs-

child

Visto que a lei do inverso quadrado gravitacional apresenta uma precisão extraordinária,
é razoável consideramos que, mesmo existindo um campo vetorial de valor esperado de
vácuo não-nulo, a solução de Schwarzschild continue válida.

Na hipótese em questão, mesmo que consideremos V (BµBµ ± b2), concluiremos que
V = 0. A equação (3.7), em componentes e assumindo a hipótese acima, é

∇µb
µν = 2V ′bν , (4.10)

visto que o tensor de Ricci é nulo. Em componentes, a equação (4.10) se torna

V ′br(r) = 0, (4.11)

2V ′rbt(r) + (r − s)d
2bt(r)

dr2
+ 2

dbt(r)
dr

= 0. (4.12)

Da primeira equação, ou V ′ = 0 ou br = 0. Caso consideremos br = 0, as equações
(3.8) nos dará V ′ = V = 0. Logo o mais geral é considerarmos V = 0. Agora está fácil
resolver a equação (4.12). Façamos a mudança de variável u = r − s, definamos a função
U(u) ≡ bt(r) e substituamos em (4.12):

u
dU ′(u)

du
+ 2U ′(u) = 0⇒ dU ′(u)

U ′(u)
= −2

du
u

⇒ d lnU ′(u) = −2d lnu = d ln
1

u2

⇒ U ′(u) =
C

u2

⇒ U(u) =
C1

u
+ C2.

Aplicando a condição (4.1), concluímos que

bt(r) = b0 +
ks

r − s
, (4.13)

onde k é uma constante a ser determinada. Por construção, k tem a mesma dimensão do
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campo de bumblebee. A equação (3.8), em componentes, se reduz a

0 = Gµν = −bµλbλν −
1

4
bλσb

λσgµν

+ ξ
[
∇λ∇(µ(bλbν))−

1

2
∇λ∇σ(bλbσ)gµν −

1

2
�(bµbν)

]
. (4.14)

Ao substituirmos (4.13) na equação acima, teremos o conjunto de equações

3
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
r2s2 − 6

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 + 3

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

− 1

2

{
4r6
(dbr
dr

)2

+ 4r6br(r)
d2br

dr2
+ 16r5br(r)

dbr

dr
+ 4r4br(r)2 + 2

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 −

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

+
[
4r4
(dbr
dr

)2

+ 4r4br(r)
d2br

dr2

+ 22r3br(r)
dbr

dr
+ 7r2br(r)2 −

(
b2

0 − 2b0k + 4k2
)
r2
]
s2

− 2
[
4r5
(dbr
dr

)2

+ 4r5br(r)
d2br

dr2
+ 19r4br(r)

dbr

dr
+ 4r3br(r)2

]
s
}
ξ = 0, (4.15)

− 3
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
r2s2 + 6

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 − 3

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

+
1

2

{
8r5br(r)

dbr

dr
+ 4r4br(r)2 + 2

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3

−
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4 +

[
6r3br(r)

dbr

dr
+ 3r2br(r)2 −

(
b2

0 − 2b0k
)
r2
]
s2

− 2
(

7r4br(r)
dbr

dr
+ 4r3br(r)2

)
s
}
ξ = 0, (4.16)

− 2
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
r2s2 + 4

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 − 2

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

+
{

4r6
(dbr
dr

)2

+ 4r6br(r)
d2br

dr2
+ 8r5br(r)

dbr

dr
− 2
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 +

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

+
[
4r4
(dbr
dr

)2

+ 4r4br(r)
d2br

dr2

+ 10r3br(r)
dbr

dr
+ r2br(r)2 +

(
b2

0 − 2b0k
)
r2
]
s2

− 2
[
4r5
(dbr
dr

)2

+ 4r5br(r)
d2br

dr2
+ 9r4br(r)

dbr

dr

]
s
}
ξ = 0, (4.17)
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− 2
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
r2s2 + 4

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 − 2

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

+
{

4r6
(dbr
dr

)2

+ 4r6br(r)
d2br

dr2
+ 8r5br(r)

dbr

dr
− 2
(
b2

0 − 2b0k + k2
)
rs3 +

(
b2

0 − 2b0k + k2
)
s4

+
[
4r4
(dbr
dr

)2

+ 4r4br(r)
d2br

dr2

+ 10r3br(r)
dbr

dr
+ r2br(r)2 +

(
b2

0 − 2b0k
)
r2
]
s2

− 2
[
4r5
(dbr
dr

)2

+ 4r5br(r)
d2br

dr2
+ 9r4br(r)

dbr

dr

]
s
}
ξ = 0. (4.18)

Pela repetição do termo (b0 − k)2 nas equações acima, um bom palpite para o valor
de k é k = b0. Em tal hipótese, nenhuma das equações acima conterá a constante
de acoplamento não-mínimo ξ, supondo não-nulo. Tomando como palpite k = b0 nas
equações acima, ficamos com

4r6
(dbr
dr

)2

+ 4r6br(r)
d2br

dr2
+ 16r5br(r)

dbr

dr
+ 4r4br(r)2

+
[
4r4
(dbr
dr

)2

+ 4r4br(r)
d2br

dr2
+ 22r3br(r)

dbr

dr
+ 7r2br(r)2 − 3b2

0r
2
]
s2

− 2
[
4r5
(dbr
dr

)2

+ 4r5br(r)
d2br

dr2
+ 19r4br(r)

dbr

dr
+ 4r3br(r)2

]
s = 0, (4.19)

8r5br(r)
dbr

dr
+ 4r4br(r)2

+
[
6r3br(r)

dbr

dr
+ 3r2br(r)2 + b2

0r
2
]
s2 − 2

(
7r4br(r)

dbr

dr
+ 4r3br(r)2

)
s = 0, (4.20)

4r6
(dbr
dr

)2

+ 4r6br(r)
d2br

dr2
+ 8r5br(r)

dbr

dr

+
[
4r4
(dbr
dr

)2

+ 4r4br(r)
d2br

dr2
+ 10r3br(r)

dbr

dr
+ r2br(r)2 − b2

0r
2
]
s2

− 2
[
4r5
(dbr
dr

)2

+ 4r5br(r)
d2br

dr2
+ 9r4br(r)

dbr

dr

]
s = 0, (4.21)

4r6
(dbr
dr

)2

+ 4r6br(r)
d2br

dr2
+ 8r5br(r)

dbr

dr

+
[
4r4
(dbr
dr

)2

+ 4r4br(r)
d2br

dr2
+ 10r3br(r)

dbr

dr
+ r2br(r)2 − b2

0r
2
]
s2

− 2
[
4r5
(dbr
dr

)2

+ 4r5br(r)
d2br

dr2
+ 9r4br(r)

dbr

dr

]
s = 0. (4.22)

O que nos restou foi um conjunto de equações diferenciais de segunda ordem homogêneas
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e não-lineares. Agora vamos buscar uma solução para o conjunto de equações acima por
método de tentativas. Façamos

br(r) = A
sγ

(r − ns)γ
, (4.23)

onde A é uma constante de mesma dimensão canônica que o campo de bumblebee, n pode
ser zero ou um e γ uma constante. Analisemos as duas hipóteses para n.

Para n = 1:[
4
(

2γ2 − 3γ + 1
)
r4 − 2

(
8γ2 − 23γ + 8

)
r3s+

(
8γ2 − 56γ + 27

)
r2s2

+ 22
(
γ − 1

)
rs3 + 7s4

]
A2s2γ − 3

(
b2

0r
2s2 − 2b2

0rs
3 + b2

0s
4
)(
r − s

)2γ

= 0, (4.24)

[
4
(

2γ − 1
)
r5 − 2

(
7γ − 6

)
r4s+

(
6γ − 11

)
r3s2 + 3r2s3

]
A2s2γ

−
(
b2

0r
3s2 − b2

0r
2s3
)(
r − s

)2γ

= 0, (4.25)

[
4
(

2γ2 − γ
)
r6 − 2

(
8γ2 − 9γ

)
r5s+

(
8γ2 − 24γ + 1

)
r4s2

+ 2
(

5γ − 1
)
r3s3 + r2s4

]
A2s2γ −

(
b2

0r
4s2 − 2b2

0r
3s3 + b2

0r
2s4
)(
r − s

)2γ

= 0. (4.26)

As equações acima devem ser válidas para todo r > s. O termo independente de r na
segunda equação é (3A2 + b2

0)s2γ+3, o qual nunca é zero. Portanto n não pode ser um.

Para n = 0:

3b2
0r

2r2γs2 −
[
4
(
2γ2 − 3γ + 1

)
r4

− 2
(
8γ2 − 15γ + 4

)
r3s+

(
8γ2 − 18γ + 7

)
r2s2

]
A2s2γ = 0, (4.27)

b2
0rr

2γs2 −
[
4(2γ − 1)r3 − 2(7γ − 4)r2s+ 3(2γ − 1)rs2

]
A2s2γ = 0, (4.28)

b2
0r

2r2γs2 −
[
4
(
2γ2 − γ

)
r4 − 2

(
8γ2 − 5γ

)
r3s+

(
8γ2 − 6γ + 1

)
r2s2

]
A2s2γ = 0. (4.29)

Novamente as equações acima precisam ser válidas para todo r > s. A única solução
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possível é A = b0 e γ = 1/2. Portanto

bµ(r) = b0

(
r
r−s ,

√
s
r
, 0, 0

)
bµ(r) = b0

(
−1,

√
sr

r−s , 0, 0
) (4.30)

Tal solução respeita os limites (4.1), além de ser bµbµ = −b0
2, mas podem existir outras

soluções que também respeitem esses limites. Também é possível a existência de outras
hipóteses, além do campo de bumblebee no espaço de Schwarzschild, que levem a outras
soluções que respeitem os limites (4.1) e (4.2).

4.3 Campo paralelamente transportado na direção ra-

dial

Finalmente vamos impor que o campo de bumblebee é paralelamente transportado na
direção radial, ou ra∇ab

b = 0, com rµ = (0, 1, 0, 0), como é imposto no trabalho publicado
em 2005 pelos autores Bertolami e Páramos [7]. Nele, o autor considera primeiramente
um campo de bumblebee puramente radial, depois um campo de componentes radial e
temporal e por último um campo de componentes temporal e axial, sem considerar os
limites (4.1). O resultado é uma modificação no raio de Schwarzschild. Em nosso caso, a
primeira consequência de tal imposição é que

bt = b0e
(1−Φ)/2,

br = 0, (4.31)

onde b0 é uma constante.
A componente t da equação (3.7) é(

1 +
ξ

κ

)(
ρ′ − 2

Φ′′

Φ′
− 4

r

)
− ξ

κ
Φ′ = 0. (4.32)

Ao solucionarmos a equação acima, encontramos uma constante de movimento, que defi-
niremos por Λ0, escrita como

ρ = 2 ln

(
r2

s
Φ′
)

+
ξ/κ

1 + ξ/κ
Φ + Λ0. (4.33)

Desejamos que no limite b0 → 0 a métrica convirja para a métrica de Schwarzschild,
ou seja, para b0 → 0,

Φ = ln
(

1− s

r

)
⇒ Φ′ =

s

r2
eρ,

ρ = −Φ.
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Substituindo na equação (4.33), temos:

Λ0 = −ρ− ξ/κ

1 + ξ/κ
Φ =

(
1− ξ/κ

1 + ξ/κ

)
Φ.

Para que o termo acima seja constante, é necessário que 1
1+ξ/κ

= 0, ou lim
b0→0

ξ = ±∞.

Apesar do absurdo continuemos o raciocínio. Então ξ = ξ(b0) e Λ0 = Λ0(b0), com a
primeira função divergindo e a segunda tendendo a zero quando b0 tende a zero. Por
simplicidade tomamos eΛ0 ≡ L2, com lim

b0→0
L2 = 1. A métrica é portanto

dS2 = −eΦ dt2 +
L2r4

s2
(Φ′)2 e

ξ/κ
1+ξ/κ

Φ dr2 + r2dΩ2.

Finalmente apliquemos a equação (3.8). A componente r-r da equação em questão,
no limite b0 → 0, é

8r4(Φ′)2 − 8rs2Φ′ − 8s2 = 0,

o que nos dá a relação

Φ′ =
s2 ± s

√
s2 + 4r2

2r3
.

Veja que nenhuma das duas igualdades acima concorda com a métrica de Schwarzschild.
Portanto não podemos impor que o campo de bumblebee é paralelamente transportado
ao longo da direção radial se tomarmos como hipótese os limites (4.1).
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Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Ao longo do capítulo 2, tratamos o espaço-tempo como uma variedade quadri-dimensional
dotada de métrica Lorentziana, deduzimos as equações geométricas que determinam a di-
nâmica do espaço-tempo, que são a equação da geodésica e a equação de Einstein, e
descrevemos o Espaço de Schwarzschil, onde derivamos a métrica de Schwarzschild e ilus-
tramos o colapso de uma galáxia. No capítulo 3, falamos das transformações de Galileu,
de Lorentz e de CPT, ilustramos um exemplo de quebra de simetria espontânea por um
campo escalar, apresentamos o Modelo Padrão Estendido (SME), o modelo de violação
de simetria de Lorentz elaborado pelos autores Kostelecky e Samuel, e apresentamos o
modelo de bumblebee, um modelo de quebra de simetria de Lorentz gerado por um quadri-
vetor de valor esperado de vácuo não-nulo. No capítulo 4, mostramos a existência de uma
solução de vácuo que admite a presença de um campo vetorial de valor esperado de vácuo
não-nulo em um espaço de Schwarzschild, o que está de acordo com a tão precisa lei do
inverso quadrado gravitacional. Também mostramos que em um espaço-tempo estático,
isotrópico e homogêneo, não é admitido a existência de um campo de bumblebee parale-
lamente transportado na direção radial, haja vista a solução não concordar com a métrica
de Schwarzschild no limite de o campo ser nulo.

Como perspectiva, podemos buscar correções quânticas da força gravitacional devido
à presença do campo de bumblebee encontrado (4.30). Também podemos buscar novas
soluções para as equações (3.7) e (3.8), ainda respeitando os limites (4.1), ou mesmo provar
que a solução (4.30) é única, dados os limites citados. Além disso, podemos também buscar
possíveis aplicações no contexto cosmológico, analisando se a presença de um campo de
bumblebee como apresentado na seção 4.2 geraria algum fenômeno físico observado, mas
não previsto classicamente, como o aumento de massa em algumas regiões, por exemplo.
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