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Resumo 

 

Neste trabalho estudamos clássica e quanticamente o oscilador harmônico com 

massa dependente da posição (OHMDP). Na parte clássica, utilizamos a transformação 

de Legendre para encontrar a hamiltoniana do sistema. A seguir definimos duas funções 

𝑎 e 𝑎∗ para escrevermos a hamiltoniana do OHMDP de uma forma mais simples. 

Utilizando a álgebra de Poisson encontramos as expressões para a posição e o momento. 

Por fim, através de uma transformação canônica veremos como relacionar as equações 

do OHMDP com aquelas do oscilador harmônico simples (OHS). Na parte quântica, 

escrevemos a hamiltoniana do OHMDP em termos de operadores 𝐴𝑎
− e 𝐴𝑎

+. Em seguida, 

vamos supor que estes operadores satisfaçam a mesma relação de comutação que os 

operadores abaixamento e levantamento do OHS. Analisando que condição deve ser 

satisfeita para que os osciladores OHMDP clássico e quântico tenham o mesmo potencial, 

encontramos uma forma simplificada da hamiltoniana do OHMDP. Em seguida, 

transformamos a equação de Schrödinger (ES) para o OHMDP na ES para o OHS. Assim, 

obtemos a função de onda do OHMDP em termos da função de onda do OHS. 

Estudaremos dois sistemas com massa dependente da posição, a saber: 𝑚1(𝑥) =

𝑚0/[(𝜆𝑥)2 + 𝑎2]2 e 𝑚2(𝑥) = 𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(𝑥/𝜆 ), vemos que quando 𝜆 → 0, recaímos no 

OHS. Para cada sistema encontraremos a posição e o momento (estudo clássico), bem 

como a função de onda (estudo quântico). Para os dois sistemas analisaremos também o 

comportamento da incerteza na posição, incerteza no momento, produto de incerteza, 

informação de Fisher e entropia de Shannon, para o estado fundamental, em função do 

parâmetro de deformação 𝜆. 
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Abstract 

 

In this work we study from both classical and quantum point of view the position 

dependent mass harmonic oscillator (PDMHO). Classically, we use the Legendre 

transformation to find the Hamiltonian of the system. Next, we define two functions, 𝑎 

and 𝑎∗, to simplify the hamiltonian of the PDMHO. By using the Poisson algebra we find 

the expressions for the position and moment. At last, by using a canonical transformation 

we relate the equations of the PDMHO to those of the simple harmonic oscillator (SHO). 

Quantically, we write the Hamiltonian of the PDMHO in terms of the operators 𝐴𝑎
− and 

𝐴𝑎
+. Next, we consider that these operators satisfy the same algebra that those of the SHO. 

By assuming that both the classical and quantum PDMHO have the same form, we are 

able to find a simple form for the PDMHO Hamiltonian. Finally, by transforming the 

Schrödinger equation (SE) of the PDMHO into that of the SHO, we can write the wave 

function of the PDMHO in terms of that of the SHO. We will study two time-dependent 

systems, namely 𝑚1(𝑥) = 𝑚0/[(𝜆𝑥)2 + 𝑎2]2 and 𝑚2(𝑥) = 𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(𝑥/𝜆 ), we observe 

that as 𝜆 → 0, they tend to a simple harmonic oscillator. For each system we find the 

position and momentum (classical study), as well as the wave-function (quantum study). 

For both systems we analyze the the position e momentum uncertainty, the product 

uncertainty, the fisher information and Shannon entropy, for the ground state, as a 

function of the parameter 𝜆. 
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Lista de Figuras 

Figura 2.1: (a) Posição do oscilador harmônico simples em função do tempo para uma 

energia igual a 1, (b) Mesmo que (a), mas para o momento do oscilador, (c) Diagramas 

de fases do oscilador harmônico simples, 𝐸 = 0.5(- -), 𝐸 = 1.0(− −) e 𝐸 = 2.0(— —). 

Para todos os gráficos tomamos 𝜙 = 0. 

Figura 2.2: (a) Função de onda do estado fundamental 𝑛 = 0, (b) Densidade de 

probabilidade do estado fundamental 𝑛 = 0. Nos gráficos usamos a Eq. (2.71) e o fato 

que 𝜌0(𝑋) = |𝜙0(𝑋)|2.                    

Figura 3.1: Em todos os gráficos temos que 𝜙 = 0 e 𝑚0 = 𝑎 = 1 (a) Função massa 

𝑚1(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), 

mas para 𝜆 = 5. (d) Potencial 𝑉1(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (e) Mesmo que (d), mas para 

𝜆 = 1. (f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. (g) Posição 𝑥1(𝑡) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (h) 

Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 1. (i) Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 5. (j) Momento 𝑝1(𝑡) 

para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (l) Mesmo que (j), mas para 𝜆 = 1. (m) Mesmo que (j), mas para 

𝜆 = 5. (n) Diagrama de fase para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (o) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 1. 

(p) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 5. (q) Diagrama de fase para 𝜆 = 1 e 𝐸 = 0,1. (r) 

Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 1. (s) Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 5. 

Figura 3.2: Em todos os gráficos temos que 𝜙 = 0 e 𝑚0 = 1 (a) Função massa 𝑚2(𝑥) 

para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), mas para 

𝜆 = 5. (d) Potencial 𝑉2(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (e) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 1. (f) 

Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. (g) Posição 𝑥2(𝑡) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (h) Mesmo que 

(g), mas para 𝜆 = 1. (i) Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 5. (j) Momento 𝑝2(𝑡) para 𝐸 = 1 

e 𝜆 = 0,1. (l) Mesmo que (j), mas para 𝜆 = 1. (m) Mesmo que (j), mas para 𝜆 = 5. (n) 

Diagrama de fase para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (o) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 1. (p) Mesmo 

que (n), mas para 𝜆 = 5. (q) Diagrama de fase para 𝜆 = 1 e 𝐸 = 0,1. (r) Mesmo que (q), 

mas para 𝐸 = 1. (s) Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 5. 

   Figura 4.1: Em todos os gráficos tomamos 𝑚0 = 𝑎 = 1 (a) Função de onda 𝜓0
(1)(𝑥) 

para 𝜆 = 0.1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 5. 

(d) Densidade de probabilidade 𝜌0
(1)

(𝑥) para 𝜆 = 0.1. (e) Mesmo que (d), mas para 𝜆 =

1. (f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. Para os gráficos utilizamos as eqs. (4.28) e (4.29). 
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Figura 4.2: Em todos os gráficos tomamos 𝑚0 = 1 (a) Função de onda 𝜓0
(2)(𝑥) para 𝜆 =

0.1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 5. (d) 

Densidade de probabilidade 𝜌0
(2)

(𝑥) para 𝜆 = 0.1. (e) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 1. 

(f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. Para os gráficos utilizamos as eqs. (4.32) e (4.33). 

Figura 5.1: Nos quatro gráficos tomamos 𝑎 = 𝑚0 = 1. (a) Função 𝑚1(𝑥), preto 𝜆 = 0.1, 

vermelho 𝜆 = 0.5 e azul 𝜆 = 1. (b) Função 𝑚2(𝑥), preto 𝜆 = 0.1, vermelho 𝜆 = 0.5 e 

azul 𝜆 = 1. (c) Função de onda do estado fundamental para o sistema 1, preto 𝜆 = 0.1, 

vermelho 𝜆 = 0.5 e azul 𝜆 = 1. (d) Função de onda do estado fundamental para o sistema 

2, preto 𝜆 = 0.1, vermelho 𝜆 = 0.5 e azul 𝜆 = 1. 

Figura 5.2: Nos seis gráficos tomamos 𝑎 = 𝑚0 = 1. (a) Informação de Fisher na 

representação de posição (estado fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 

para o sistema 1. (b) Mesmo que (a), mas para a informação de Fisher na representação 

de momento. (c) Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posição 

(estado fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 para o sistema 1. (e) 

Mesmo que (d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto 

de incerteza. 

 

Figura 5.3: Nos seis gráficos tomamos 𝑚0 = 1. (a) Informação de Fisher na representação 

de posição (estado fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 para o sistema 

2. (b) Mesmo que (a), mas para a informação de Fisher na representação de momento. (c) 

Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posição (estado 

fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 para o sistema 2. (e) Mesmo que 

(d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto de incerteza. 

 

Figura 5.4: Nos dois gráficos tomamos 𝑎 = 𝑚0 = 1. (a) Entropia de Shannon do estado 

funtamental para o sitema 1. (b) Entropia de Shannon do estado funtamental para o sitema 

2. Linha traçejada corresponde a 1 + 𝑙𝑛𝜋.  
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Capítulo 1 

 

Introdução 

 

Nas últimas décadas os sistemas com massa dependente da posição 

despertaram grande interesse da comunidade científica. Isso se deve, principalmente, ao 

fato que estes sistemas são utilizados para descrever muitos sistemas quânticos como, por 

exemplo: semicondutores não homogêneos [1-4], líquidos quânticos [5], pontos quânticos 

[6], cristais quânticos [7], entre outros sistemas [8-21]. 

Dentro do escopo da Mecânica Quântica, o estudo de sistemas com massa 

dependente da posição, por si só, já é muito interessante. Na formulação inicial da teoria, 

estes sistemas apresentam uma dificuldade, pois, o operador energia cinética na forma 

padrão (
𝑃2

2𝑚
), quando 𝑚 = 𝑚(𝑥), é claramente não hermitiano, por isso, devemos ter 

cuidado ao escrevê-lo. Em virtude disso, várias hamiltonianas têm sido apresentas para 

descrever sistemas com massa dependente da posição, entre as quais [13-14, 22]: 

                                 𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
1

4
[

1

𝑚2(𝑥)
𝑝2 + 𝑝2 1

𝑚2(𝑥)
] + 𝑉,                         (1.1) 

                                    𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
1

2
[

1

√𝑚(𝑥)
𝑝2 1

√𝑚(𝑥)
] + 𝑉,                             (1.2) 

                                       𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
1

2
[𝑝

1

𝑚(𝑥)
𝑝] + 𝑉,                                    (1.3) 

e 

                                   𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
1

2
[

1

√𝑚(𝑥)
𝑝

1

√𝑚(𝑥)
𝑝] + 𝑉.                             (1.4) 

Neste trabalho estudaremos o oscilador harmônico com massa dependente da 

posição, cuja hamiltoniana é dada por 

                                 𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
1

2
𝑚𝑎(𝑥)𝑝𝑚2𝑏(𝑥)𝑝𝑚𝑎(𝑥) + 𝑉,                     (1.5) 
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onde 𝑎 + 𝑏 = −
1

2
 e 𝑉 é o potencial.  

Algumas técnicas têm sido utilizadas para estudar este problema, as principais 

são: transformação canônica de ponto [22-32] e mecânica quântica supersimétrica [33-

37]. Neste trabalho, procuraremos encontrar as soluções clássicas e quânticas através da 

analogia com o oscilador harmônico simples e utilizando as duas técnicas mencionadas 

anteriormente. 

Estudaremos dois sistemas com massa dependente da posição, a saber: 

𝑚1(𝑥) = 𝑚0/[(𝜆𝑥)2 + 𝑎2]2 e 𝑚2(𝑥) = 𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(𝑥/𝜆 ). Para cada um encontraremos a 

posição e o momento (análise clássica) e a função do onda (análise quântica), bem como 

analisaremos o comportamento da incerteza na posição, incerteza no momento, produto 

de incerteza, informação de Fisher e entropia de Shannon. Abaixo um breve histórico 

sobre a Teoria da Informação. 

A origem da Teoria da Informação é atribuída ao matemático e engenheiro 

Claude Shannon no seu artigo “A Mathematical Theory of Communication” de 1948 [38]. 

Um dos principais conceitos na teoria da informação é o de entropia definida como sendo 

uma medida da incerteza do valor obtido por uma variável aleatória, ou seja, está 

associada com a quantidade de “informação” que obtemos com o conhecimento do valor 

da variável aleatória.  Formulada para resolver problemas relacionados a engenharia de 

telecomunicações em 1948, a entropia de Shannon, desde então, vem influenciando 

estudos nas mais variadas áreas do conhecimento, como a química, a física, a matemática 

e a biologia [39]. Na física muitos estudos tem sido realizados [40-42], principalmente na 

mecânica quântica. 

Para sistemas com massa constante muitos trabalhos foram realizados para 

estudar a entropia de Shannon. Beckner, Bialynicki-Birula e Mycielski encontraram a 

relação de incerteza entrópica [43], sendo utilizada hoje em dia como uma alternativa a 

relação de incerteza de Heisenberg. Em 1994, Yáñez, Van Assche e Dehesa [44] 

encontraram a entropia de Shannon para o oscilador harmônico isotrópico e o átomo de 

hidrogênio de dimensão D. Majerník e Opatrný [45], em 1996, encontraram a entropia de 

Shannon para os estados estacionários quânticos do oscilador harmônico simples em 

função de sua energia e determinaram a correspondente relação de incerteza entrópica. 

Eles investigaram também a evolução temporal da entropia de Shannon para estados não 
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estacionários. Em 2011, Ghasemi, Hooshmandasl e Tavassoly [46] calcularam a entropia 

de Shannon para o oscilador harmônico isotônico. Eles observaram o efeito de 

compressão em alguns autoestados. Em 2014, Dong et al. [47] obtiveram a entropia de 

Shannon para um poço de potencial simétrico quadrado. Outros resultados interessantes 

para diferentes sistemas quânticos podem ser obtidos na Refs. [48-52]. 

A informação de Fisher tem sido objeto de muito estudo na Física, desde a sua 

definição em 1925 [53]. Podemos citar, por exemplo, Romera, Sánchez-Moreno e Dehesa 

[54-55], que em 2005, encontraram a informação de Fisher para uma partícula em um 

potencial central. Em 2007, Patil e Sen [56] encontraram a relação de incerteza para o 

oscilador isotrópico e o potencial de Coulomb. Omiste, Yánéz e Dehesa [57], em 2010, 

analisaram as propriedades da teoria da informação para “half-line one-dimensional 

Coulomb potential”. Em 2011, Bouvrie, Angulo e Dehesa [58] estudaram a teoria da 

informação para potencial tipo delta de Dirac. Vários outros resultados interessantes 

podem ser encontrados nas Refs. [59-66].  

Pelo exposto acima ficou claro que o estudo de sistemas com massa dependente 

da posição, bem como, a teoria da informação são de grande interesse na Física. Contudo, 

poucos estudos tem sido realizados envolvendo os dois assuntos. Por isso, neste trabalho 

estudaremos a informação de Fisher e a entropia Shannon para dois sistemas com massa 

dependente da posição. 

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no próximo capítulo faremos 

uma revisão do estudo clássico e quântico do oscilador harmônico simples. 

Encontraremos sua posição e momento, bem como a função de onda.  

No Capítulo 3 estudaremos o oscilador harmônico com massa dependente da 

posição do ponto de vista clássico. Utilizaremos a álgebra de Poisson para encontrar a 

posição e o momento do oscilador harmônico com massa dependente da posição em 

função da posição e momento do oscilador harmônico simples. Como aplicação, 

estudaremos dois sistemas com massa dependente da posição. 

Depois do estudo clássico, no Capítulo 4, analisaremos o oscilador harmônico 

com massa dependente da posição do ponto de vista da mecânica quântica. Inicialmente 

escreveremos a hamiltoniana da Eq. (1.5) em função de operadores de abaixamento e 

levantamento, e utilizando a álgebra de Dirac encontraremos que 𝑎 = 𝑏 = −
1

4
. Com estes 
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valores de 𝑎 e 𝑏 determinaremos a forma da hamiltoniana do oscilador harmônico com 

massa dependente da posição. Depois disso, através de uma transformação canônica de 

ponto, obteremos a função de onda do oscilador harmônico com massa dependente da 

posição em termos da função de onda do oscilador harmônico simples. Em seguida 

analisaremos os mesmos sistemas que foram considerados no estudo clássico. 

O Capítulo 5 é destinado ao estudo da informação de Fisher e entropia de 

Shannon para os dois sistemas com massa dependente da posição estudados em capítulos 

anteriores.  

A última parte é destinada as conclusões. 
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Capítulo 2 

 

Oscilador Harmônico Simples 

 

Neste capítulo estudaremos o oscilador harmônico simples, ou seja, o oscilador 

harmônico com massa constante. Começaremos o capítulo com o estudo clássico, 

primeiro falaremos das equações de Hamilton, em seguida falaremos dos conceitos de 

transformações canônicas e dos parênteses de Poisson para, em seguida, analisarmos o 

oscilador harmônico simples classicamente. 

Depois do estudo clássico, faremos um estudo do oscilador harmônico do ponto 

de vista da mecânica quântica. Começaremos definindo operadores de levantamento e 

abaixamento. Em seguida, encontraremos os autovalores, as autofunções, os valores 

médios e o produto de incerteza para este sistema. 

 

2.1 Tratamento Clássico 

 

2.1.1 Equações de Hamilton 

Consideremos inicialmente a função energia, integral de Jacobi ou, 

simplesmente, a hamiltoniana do sistema [67], cuja definição é dada pela equação abaixo: 

                                             𝐻 = ∑ �̇�𝑘
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘

𝑛
𝑘=1 − 𝐿,                                                      (2.1) 

sendo 𝑞𝑘, (𝑘 = 1, 2, … , 𝑛) as coordenadas generalizadas e 𝐿 a lagrangiana do sistema. 

Definindo o momento canônico 𝑝𝑘 por 

                                                     𝑝𝑘 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘
,                                                                 (2.2) 

a hamiltoniana passa a ser 
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                                      𝐻(𝑞𝑘, 𝑝𝑘, 𝑡) = ∑ �̇�𝑘𝑝𝑘
𝑛
𝑘=1 − 𝐿(𝑞𝑘, �̇�𝑘, 𝑡),                              (2.3) 

Agora considerando 𝐻 como função de 𝑞𝑘, 𝑝𝑘 e 𝑡, tomando 𝑞𝑘 𝑒 𝑝𝑘 como 

variáveis independentes, podemos escrever que 

                                    𝑑𝐻 = ∑ (
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
𝑑𝑞𝑘 +

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
𝑑𝑝𝑘)𝑛

𝑘=1 +
𝜕𝐻

𝜕𝑡
𝑑𝑡,                              (2.4) 

contudo da Eq. (2.3) encontramos que 

              𝑑𝐻 = ∑ (�̇�𝑘
𝑛
𝑘=1 𝑑𝑝𝑘 + 𝑝𝑘𝑑�̇�𝑘) − ∑ (

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
𝑑𝑞𝑘 +

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘
𝑑�̇�𝑘)𝑛

𝑘=1 −
𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝑑𝑡.          (2.5) 

Utilizando a equações de Lagrange [
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
= 0] e a definição de 

momento canônico, Eq. (2.2), na equação anterior obtemos que 

                                           𝑑𝐻 = ∑ (�̇�𝑘𝑑𝑝𝑘 − �̇�𝑘
𝑛
𝑘=1 𝑑𝑞𝑘) −

𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝑑𝑡.                            (2.6) 

Finalmente comparando as Eqs. (2.4) e (2.6) encontramos que 

                                                          �̇�𝑘 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
,                                                            (2.7) 

                                                         �̇�𝑘 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
,                                                          (2.8) 

e 

                                                            
𝜕𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕𝐿

𝜕𝑡
.                                                            (2.9) 

 

As duas primeiras são chamadas equações de Hamilton e a terceira é uma 

importante relação entre a hamiltoniana e a lagrangiana. As variáveis 𝑞𝑘 𝑒 𝑝𝑘 são 

chamadas, respectivamente, de coordenadas canônicas e momentos canônicos. O espaço 

cartesiano formado pelas coordenadas e momentos é chamado espaço de fase. Um ponto 

do espaço de fase informa o estado do sistema, ou seja, as posições e velocidades das 

partículas. 

Vamos agora encontrar a derivada total da função energia. Usando o fato que H 

é função de 𝑞𝑘, 𝑝𝑘 e 𝑡 temos que 

                                     
𝑑𝐻

𝑑𝑡
= ∑ (

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
+

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
)𝑛

𝑘=1 +
𝜕𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝑡
,                                     (2.10) 
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onde usamos as equações de Hamilton. Agora usando as Eqs. (2.9) e (2.10) obtemos que 

                                                    
𝑑𝐻

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐿

𝜕𝑡
,                                                     (2.11) 

ou seja, a derivada total da hamiltoniana é igual a sua derivada parcial, que é igual a 

derivada parcial da lagrangiana. Sendo assim, se a lagrangiana não apresenta dependência 

temporal explícita, a hamiltoniana, também, não apresenta. Outra coisa interessante é que 

se 𝐻 não depende explicitamente do tempo sua derivada total em relação ao tempo é nula. 

Vamos agora encontrar a relação entre a hamiltoniana e a energia do sistema. Na 

situação em que a energia cinética é função puramente quadrática das velocidades e a 

energia potencial independe das velocidades, então a hamiltoniana é a energia do sistema, 

como podemos ver abaixo. 

                                       ∑ (�̇�𝑘
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘
)𝑛

𝑘=1 = ∑ (�̇�𝑘
𝜕𝑇

𝜕�̇�𝑘
)𝑛

𝑘=1 = 2𝑇,                               (2.12) 

onde usamos o teorema de Euler para funções homogêneas [67]. Com este resultado e 

usando a Eq. (2.1) temos que 

                                 𝐻 = ∑ �̇�𝑘
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘

𝑛
𝑘=1 − 𝐿 = 2𝑇 − (𝑇 − 𝑉) = 𝑇 + 𝑉,                     (2.13) 

ou seja, para as condições descritas acima a hamiltoniana coincide com a energia do 

sistema. Além do mais, estas condições são apenas suficientes, portanto, concluímos que 

elas podem não ser satisfeitas e mesmo assim a hamiltoniana coincidir com a energia do 

sistema. 

 

2.1.2 Transformações Canônicas 

Uma transformação de coordenadas no espaço de fase será canônica se preservar 

a forma canônica das equações de Hamilton. Considere as variáveis canônicas (𝑞𝑘, 𝑝𝑘), 

que satisfazem as equações de Hamilton, Eqs. (2.7) e (2.8). Queremos encontrar uma 

transformação de coordenadas inversível 

                                      𝑄𝑘 = 𝑄𝑘(𝑞𝑘, 𝑝𝑘, 𝑡), 𝑃𝑘 = 𝑃𝑘 (𝑞𝑘, 𝑝𝑘, 𝑡),                              (2.14) 

de tal forma que exista uma nova função, 𝐾(𝑄𝑘 , 𝑃𝑘 , 𝑡), que satisfaça as equações abaixo 
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𝑑𝑄𝑘

𝑑𝑡
=

𝜕𝐾

𝜕𝑃𝑘
 ,                                                     (2.15) 

e 

                                                           
𝑑𝑘

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐾

𝜕𝑄𝑘
 .                                                     (2.16) 

Assim, a nova função deve satisfazer as equações de Hamilton nas novas 

coordenadas. Isso é possível se, e somente se, existir uma função Φ, tal que 

                                       𝐾(𝑄𝑘, 𝑃𝑘, 𝑡) = 𝐻(𝑞𝑘, 𝑝𝑘, 𝑡) +
𝜕Φ

𝜕𝑡
 .                                      (2.17) 

  A função Φ é chamada de função geratriz, e ela funciona como uma ligação 

entre as coordenadas iniciais e as coordenadas finais. Existem vários tipos de funções 

geratrizes dependendo do problema em questão.  

Portanto, para se transformar uma hamiltoniana em outra hamiltoniana, cujas 

equações de Hamilton tenham uma solução mais fácil, primeiro encontramos uma 

transformação inversível, depois a função geratriz, e por fim, a nova hamiltoniana. 

Usaremos esse procedimento no próximo capítulo para transformar a hamiltoniana do 

oscilador harmônico com massa dependente da posição na hamiltoniana do oscilador 

harmônico simples. 

 

2.1.3 Parênteses de Poisson 

Consideremos inicialmente a derivada total de uma função 𝐹 que é função das 

coordenadas, momentos e do tempo 

                                     
𝑑𝐹

𝑑𝑡
= ∑ (

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘

𝑑𝑞𝑘

𝑑𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑘

𝑑𝑝𝑘

𝑑𝑡
)𝑛

𝑘=1 +
𝜕𝐹

𝜕𝑡
,                                    (2.18) 

usando as equações de Hamilton encontramos que 

                                        
𝑑𝐹

𝑑𝑡
= ∑ (

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
−

𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑘

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
)𝑛

𝑘=1 +
𝜕𝐹

𝜕𝑡
,                                  (2.19) 

o somatório desta equação é a definição do parêntese ou colchete de Poisson {𝐹, 𝐻} de 𝐹 

e 𝐻, com isso temos que 
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𝑑𝐹

𝑑𝑡
= {𝐹, 𝐻} +

𝜕𝐹

𝜕𝑡
, com {𝐹, 𝐻} = ∑ (

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
−

𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑘

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
)𝑛

𝑘=1 .                 (2.20) 

Com isso, concluímos que para uma função 𝐹 ser uma constante ou integral de 

movimento (sua derivada total em relação ao tempo ser zero) tem que seu parêntese de 

Poisson com a hamiltoniana ser nulo e ela não depender explicitamente do tempo, ou a 

soma dos dois ser zero. Para a hamiltoniana como sua derivada total em relação ao tempo 

é igual à derivada parcial, concluímos que se não houver dependência temporal explicita 

a hamiltoniana é uma constante de movimento. 

Para finalizar vamos falar de um importante teorema: uma transformação de 

coordenadas no espaço de fase é canônica se e somente se [67] 

                                                {𝑄𝑖, 𝑄𝑗}(𝑞,𝑝) = 0,                                                        (2.21) 

                                                 {𝑃𝑖, 𝑃𝑗}(𝑞,𝑝) = 0,                                                        (2.22) 

e 

                                                 {𝑄𝑖, 𝑃𝑗}(𝑞,𝑝) = 𝛿𝑖𝑗.                                                     (2.23) 

Usaremos este resultado no próximo capítulo para demonstrar que uma 

transformação de coordenadas é canônica. 

 

2.1.4 Oscilador Harmônico Simples 

Consideremos inicialmente a hamiltoniana do oscilador harmônico simples com 

massa e frequência unitárias [67] (para este trabalho podemos sem perca de generalidade, 

tomar valores unitários para estas grandezas). 

                                                𝐻 =
𝑃2

2
+

𝑋2

2
= 𝑇 + 𝑉.                                               (2.24) 

Das equações de Hamilton encontramos que 

                                                    
𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻

𝜕𝑃
= 𝑃,                                                          (2.25) 

e 
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𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑋
= −𝑋,                                                        (2.26) 

para resolver estas equações acopladas o procedimento usual é: derivamos a primeira e 

depois usamos a segunda para eliminar 𝑑𝑃/𝑑𝑡, esse procedimento produz 

                                                     
𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
= −𝑋,                                                             (2.27) 

cuja solução é 

                                       𝑋(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 𝐵𝑠𝑒𝑛(𝑡),                                               (2.28) 

onde 𝐴 e 𝐵 são constantes determinadas pelas condições iniciais. Para encontrar 𝑃(𝑡) 

usamos a Eq. (2.25), de onde encontramos que 

                                       𝑃(𝑡) = −𝐴𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑡).                                            (2.29) 

Considerando que em 𝑡 = 0, 𝑋 tem valor 𝑋0 e 𝑃 tem valor 𝑃0 as Eqs. (2.28) e 

(2.29) tornam-se 

                                      𝑋(𝑡) = 𝑋0𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 𝑃0𝑠𝑒𝑛(𝑡),                                             (2.30) 

                                     𝑃(𝑡) = −𝑋0𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 𝑃0𝑐𝑜𝑠(𝑡).                                           (2.31) 

Existe outro método elegante para resolver estas equações [67]. Primeiro vamos 

definir funções 𝐴 e 𝐴∗ da seguinte forma 

                                                 𝐴 =
1

√2
(𝑋 + 𝑖𝑃),                                                       (2.32) 

e 

                                                𝐴∗ =
1

√2
(𝑋 − 𝑖𝑃),                                                       (2.33) 

de tal forma que 

                                                𝐻 = 𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴,                                                        (2.34) 

                                                 𝑋 =
1

√2
(𝐴 + 𝐴∗),                                                       (2.35) 

e 

                                                  𝑃 =
−𝑖

√2
(𝐴 − 𝐴∗).                                                      (2.36) 
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Usando a definição do parêntese de Poisson é fácil demonstrar que 

                                                     𝑖{𝐴, 𝐴∗} = 1,                                                          (2.37) 

                                                    𝑖{𝐻, 𝐴} = −𝐴,                                                        (2.38) 

e 

                                                    𝑖{𝐻, 𝐴∗} = 𝐴∗.                                                        (2.39) 

Com as duas últimas equações podemos construir integrais de movimento como 

mostrado abaixo 

                                             𝑄 = 𝐴𝑒𝑖𝑡 =
𝑒𝑖𝑡

√2
(𝑋 + 𝑖𝑃),                                              (2.40) 

e 

                                          𝑄∗ = 𝐴∗𝑒−𝑖𝑡 =
𝑒−𝑖𝑡

√2
(𝑋 − 𝑖𝑃),                                          (2.41) 

de tal forma que 𝐻 = 𝑄𝑄∗ = 𝑄∗𝑄. A hamiltoniana neste caso é uma quantidade 

conservada, sendo a própria energia do sistema. Como 𝑄 e 𝑄∗ são complexo conjugado 

um do outro concluímos que 

                                                         𝑄 = √𝐸𝑒−𝑖𝜙,                                                     (2.42) 

                                                         𝑄∗ = √𝐸𝑒𝑖𝜙,                                                     (2.43) 

sendo 𝐸 a energia do sistema e 𝜙 uma fase, determinada por uma condição inicial. Agora 

usando as Eqs. (2.42) e (2.43) nas Eqs. (2.40) e (2.41) encontramos que 

                                              𝑋(𝑡) = √2𝐸cos (𝑡 + 𝜙),                                             (2.44) 

e 

                                            𝑃(𝑡) = −√2𝐸 sen(𝑡 + 𝜙).                                            (2.45) 

Novamente encontramos a posição e o momento em termos de duas constantes. 

Na primeira situação em termos da posição e momento iniciais, agora em termos de uma 

fase e da energia do sistema. Utilizaremos estes resultados da álgebra de Poisson do 

oscilador harmônico simples quando formos trabalhar com o oscilador harmônico com 
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massa dependente da posição. Das Eqs. (2.44) e (2.45) vemos que as trajetórias no espaço 

de fase são circunferências concêntricas de raio √2𝐸. Abaixo plotamos a posição e o 

momento do oscilador para 𝐸 = 1. Plotamos também algumas trajetórias no espaço de 

fase para alguns valores da energia. Em todos os gráficos tomamos 𝜙 = 0. 

 

 

 

 

 



25 
 

Figura 2.1: (a) Posição do oscilador harmônico simples em função do tempo para uma 

energia igual a 1, (b) Mesmo que (a), mas para o momento do oscilador, (c) Diagramas 

de fases do oscilador harmônico simples, 𝐸 = 0.5(- -), 𝐸 = 1.0(− −) e 𝐸 = 2.0(— —). 

Para todos os gráficos tomamos 𝜙 = 0. 

 

2.2 Tratamento Quântico 

 

2.2.1 Autovalores e autoestados 

Consideremos inicialmente a hamiltoniana do oscilador harmônico simples 

(como no caso clássico, podemos sem perca de generalidade considerar a frequência e a 

massa unitária) 

                                                    𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
𝑃2

2
+

𝑋2

2
,                                           (2.46) 

onde 𝑋 e 𝑃 são os operadores posição e momento, respectivamente, que satisfazem a 

seguinte relação de comutação [68] 

                                                            [𝑋, 𝑃] = 𝑖,                                                      (2.47) 

onde tomamos ℏ = 1 (neste trabalho utilizaremos este valor para ℏ). 𝑇 =
𝑃2

2
 é a energia 

cinética e 𝑉 =
X2

2
 é o potencial.  

Dada a hamiltoniana, Eq. (2.46), queremos encontrar os autovalores 𝐸𝑛 e 

autoestados ⃓𝑛⟩ da equação de Schrödinger independente do tempo 

                                                          𝐻⃓𝑛⟩ = 𝐸𝑛⃓𝑛⟩,                                               (2.48) 

Para encontrar os autovalores e autoestados é conveniente definirmos dois 

operadores não hermitianos 

                                                              𝑎 =
𝑋+𝑖𝑃

√2
,                                                      (2.49)       

e 
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                                                            𝑎+ =
𝑋−𝑖𝑃

√2
,                                                      (2.50)       

de tal forma que 

                                                            [𝑎, 𝑎+] = 1.                                                    (2.51) 

Agora usando as Eqs. (2.46), (2.49) e (2.50) é fácil mostrar que 

                                                   𝐻 = 𝑎+𝑎 +
1

2
= 𝑁 +

1

2
,                                           (2.52) 

onde 𝑁 = 𝑎+𝑎 é o operador número. Considerando um autoestado de 𝑁 com autovalor 

𝑛, temos que 

                                                          𝑁⃓𝑛⟩ = 𝑛⃓𝑛⟩.                                                 (2.53) 

Uma vez que 𝐻 é uma função linear de 𝑁, ambos podem ser diagonalizados 

simultaneamente, com isso encontramos que 

                                              𝐻⃓𝑛⟩ = (𝑛 +
1

2
) ⃓𝑛⟩ = 𝐸𝑛⃓𝑛⟩,                                  (2.54) 

logo os autovalores de energia são dados por 

                                                                𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
).                                            (2.55) 

Agora usando a definição do operador número e a relação de comutação da Eq. 

(2.51) obtemos que 

                                                                 [𝑁, 𝑎] = −𝑎,                                             (2.56) 

                                                                [𝑁, 𝑎+] = 𝑎+,                                             (2.57) 

como resultado destas duas últimas equações obtemos facilmente que 

                                                   𝑁𝑎+⃓𝑛⟩ = (𝑛 + 1)𝑎+⃓𝑛⟩,                                     (2.58) 

                                                     𝑁𝑎⃓𝑛⟩ = (𝑛 − 1)𝑎⃓𝑛⟩.                                       (2.59) 

Estas relações implicam que 𝑎+⃓𝑛⟩ é autoestado de 𝑁 com autovalor (𝑛 + 1), 

da mesma forma 𝑎⃓𝑛⟩é autoestado de 𝑁 com autovalor (𝑛 − 1). Assim concluímos que 

𝑎⃓𝑛⟩ e ⃓𝑛 − 1⟩ são proporcionais, pois têm o mesmo autovalor, com isso podemos 

escrever que 



27 
 

                                                        𝑎⃓𝑛⟩ = 𝑐⃓𝑛 − 1⟩,                                             (2.60) 

onde 𝑐 é uma constante. Desta última equação concluímos que 

                                            ⟨𝑛|𝑎+𝑎|𝑛⟩ = |𝑐|2 →  |𝑐|2 = 𝑛,                                      (2.61) 

escolhendo 𝑐 real e positivo, temos que 

                                               𝑎⃓𝑛⟩ = √(𝑛 − 1)⃓𝑛 − 1⟩.                                         (2.62) 

Utilizando o mesmo procedimento é fácil mostrar que 

                                              𝑎+⃓𝑛⟩ = √(𝑛 + 1)⃓𝑛 + 1⟩.                                       (2.63) 

Assim vemos que o operador 𝑎 atuando no estado ⃓𝑛⟩ leva no estado ⃓𝑛 − 1⟩ e 

o operador 𝑎+ leva no estado ⃓𝑛 + 1⟩. Por esse motivo, estes operadores são chamados 

de operador de abaixamento e operador de levantamento, respectivamente. 

Para encontrar os possíveis valores de 𝑛, primeiro vamos encontrar o módulo de 

𝑎⃓𝑛⟩, que é dado por 

                                                   ⟨𝑛|𝑎+𝑎|𝑛⟩ = 𝑛 ≥ 0,                                                (2.64) 

portanto concluímos que 𝑛 deve ser um real não negativo, pois o mesmo é o módulo do 

estado 𝑎⃓𝑛⟩. Da Eq. (2.62) concluímos que 𝑛 deve ser um inteiro não negativo, pois caso 

contrário aplicações sucessivas do operador abaixamento conduzirá a valores negativos 

de 𝑛, o que não é permitido de acordo com a Eq. (2.64). Com isso finalmente obtemos os 

autovalores de energia, dados por 

                                                𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
) , 𝑛 = 0,1,2,3 …                                     (2.65) 

Da Eq. (2.62) encontramos que 

                                                              𝑎⃓0⟩ = 0,                                                     (2.66) 

ou seja, o estado fundamental é um autoestado do operador 𝑎 com autovalor nulo. Usando 

a Eq. (2.63) podemos aplicar o operador 𝑎+ sucessivamente no estado fundamental ⃓0⟩ 

para produzir o estado ⃓𝑛⟩, desse procedimento encontramos que 

                                                       ⃓𝑛⟩ =
(𝑎+)𝑛

√𝑛!
⃓0⟩.                                                 (2.67) 
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2.2.2 Função de onda 

Para encontrar a função de onda do oscilador harmônico simples temos que 

resolver a equação de Schrödinger independe do tempo [68] como mostrada abaixo 

              𝐻𝜙𝑛(𝑋) = 𝐸𝑛𝜙𝑛(𝑋)  →  −
𝑑2𝜙𝑛(𝑋)

𝑑𝑋2 +
(𝑋)2

2
𝜙𝑛(𝑋) = 𝐸𝑛𝜙𝑛(𝑋),                  (2.68) 

onde usamos o fato que na representação de posição o operador 𝑃 atua como −𝑖
𝑑

𝑑𝑋
.  

Existe, porém, um método mais simples para encontrar a função de onda do 

oscilador harmônico simples que resolver a equação de autovalor. Este método é ilustrado 

a seguir. Primeiro usamos a Eq. (2.66), para determinar a função de onda do estado 

fundamental como mostrado abaixo 

        ⟨𝑋′|𝑎|0⟩ = 0 →
1

√2
⟨𝑋′|(𝑋 + 𝑖𝑃)|0⟩ = 0 →  (𝑋′ +

𝑑

𝑑𝑋′) 𝜙0(𝑋′) = 0,             (2.69) 

onde 𝜙0(𝑋′) = ⟨𝑋′|0⟩ é a função de onda do estado fundamental. Resolvendo esta 

equação diferencial encontramos que 

                                                𝜙0(𝑋′) =
1

√𝜋
4 𝑒𝑥𝑝 (

−(𝑋′)
2

2
).                                        (2.70) 

Para encontrar a função de onda dos demais estados utilizamos a Eq. (2.67) de 

onde obtemos que 

                                       𝜙𝑛(𝑋) =
1

√𝜋
4

1

√2𝑛𝑛!
𝑒𝑥𝑝 (

−(𝑋)2

2
) 𝐻𝑛(𝑋),                                (2.71) 

onde 𝐻𝑛(𝑋) são os polinômios de Hermite. 

Abaixo plotamos a função de onda e a densidade de probabilidade 𝜌0(𝑋) =

|𝜙0(𝑋)|2 para o estado fundamental. 
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Figura 2.2: (a) Função de onda do estado fundamental 𝑛 = 0, (b) Densidade de 

probabilidade do estado fundamental 𝑛 = 0. Nos gráficos usamos a Eq. (2.71) e o fato 

que 𝜌0(𝑋) = |𝜙0(𝑋)|2. 

 

2.2.3 Valores médios 

Para encontrar os valores médios primeiro vamos usar as Eqs. (2.49) e (2.50) 

para encontrar que 

                                                       𝑋 =
(𝑎++𝑎)

√2
,                                                          (2.72) 

                                                        𝑃 =
𝑖(𝑎+−𝑎)

√2
,                                                        (2.73) 

os operadores posição e momento em termos de 𝑎 e 𝑎+. Destas duas últimas equações 

encontramos facilmente os valores médios de 𝑋 e 𝑃 que são dados por 
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                                             ⟨𝑛|𝑋|𝑛⟩ =
⟨𝑛|𝑎+ + 𝑎|𝑛⟩

√2
= 0,                                        (2.74) 

e 

                                            ⟨𝑛|𝑃|𝑛⟩ =
𝑖⟨𝑛|𝑎+ − 𝑎|𝑛⟩

√2
= 0,                                        (2.75) 

ou seja, os valores médios de 𝑋 e 𝑃 são nulos, o que é esperado, pois 𝑎 e 𝑎+ quando atuam 

em ⃓𝑛⟩ diminuem ou aumentam o estado em uma unidade, e como os autoestados da 

hamiltoniana são ortogonais o produto escalar final é zero. 

Agora usando as Eqs. (2.62), (2.63), (2.72) e (2.73) obtemos os valores médios 

abaixo 

                                                 Δ𝑋2 = 〈𝑋2〉 = (𝑛 +
1

2
),                                            (2.76) 

e 

                                                 Δ𝑃2 = 〈𝑃2〉 = (𝑛 +
1

2
),                                            (2.77) 

por fim das Eqs. (2.76) e (2.77) encontramos o produto de incerteza dado por 

                                                       Δ𝑋Δ𝑃 = (𝑛 +
1

2
),                                                (2.78) 

que é sempre maior ou igual a 1/2, ocorrendo o menor valor para o estado fundamental 

𝑛 = 0. 
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Capítulo 3 

 

Oscilador Harmônico Com Massa 

Dependente da Posição: Tratamento Clássico 

 

Neste capítulo estudaremos classicamente o oscilador harmônico com massa 

dependente da posição. Começaremos encontrando a hamiltoniana do sistema, em 

seguida, como para o oscilador harmônico simples, definiremos duas funções 𝑎 e 𝑎∗ em 

termos das quais poderemos escrever a hamiltoniana de uma forma mais simples. Logo 

após, utilizando a álgebra de Poisson, encontraremos a posição e o momento do oscilador 

e através de uma transformação canônica veremos como passar do oscilador com massa 

dependente da posição para o oscilador harmônico simples. 

Para finalizar, estudaremos dois sistemas, a saber: 𝑚1(𝑥) = 𝑚0/[(𝜆𝑥)2 + 𝑎2]2 

e 𝑚2(𝑥) = 𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(𝑥/𝜆 ). Onde 𝑚0, 𝑎 e 𝜆 são constantes positivas. Para os dois casos 

vemos que quando 𝜆 → 0 obtemos o oscilador harmônico simples, por esse motivo, 

chamaremos estes osciladores harmônicos com massa dependente da posição de 

osciladores harmônicos deformados. 

 

3.1 Considerações Gerais 

Inicialmente consideremos a lagrangiana de um sistema com massa dependente 

da posição 

                                         𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =
𝑚(𝑥)𝑥2̇

2
− 𝑉(𝑥).                                              (3.1) 

Nesta expressão 𝑇 é a energia cinética, 𝑉(𝑥) é a energia potencial, 𝑚(𝑥) é uma 

função qualquer da posição que representa a massa do sistema, 𝑥 a posição do oscilador 

e �̇� a sua velocidade. Como a energia cinética não é função puramente quadrática da 
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velocidade, pois depende da posição, não podemos concluir que a energia é igual à 

hamiltoniana. Para encontrar a hamiltoniana do sistema precisamos usar a transformação 

de Legendre como foi exposto no capítulo anterior. Primeiro encontramos o momento 

canônico usando a Eq. (2.2) 

                                                     𝑝 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�
= 𝑚(𝑥)�̇�,                                                    (3.2) 

agora usando a Eq. (2.1) encontramos que 

                                      ℎ = �̇�𝑝 − 𝐿 =
𝑚(𝑥)𝑥2̇

2
+ 𝑉(𝑥) = 𝑇 + 𝑉.                                (3.3) 

Ou seja, mesmo as condições não sendo satisfeitas a hamiltoniana coincide com 

a energia do sistema. Como a mesma não apresenta dependência temporal explícita é 

conservada. 

Agora para trabalhar com o oscilador harmônico com massa dependente da 

posição vamos usar a mesma álgebra de Poisson que foi utilizada no oscilador harmônico 

com massa constante. Primeiro vamos definir funções 𝑎 e 𝑎∗ da seguinte forma [31-32] 

                                                 𝑎 = 𝑤(𝑥) +
𝑖𝑝

√2𝑚(𝑥)
 ,                                                   (3.4) 

e 

                                                𝑎∗ = 𝑤(𝑥) −
𝑖𝑝

√2𝑚(𝑥)
 ,                                                   (3.5) 

onde 𝑤(𝑥) é uma função da posição a ser determinada. Com isso temos que 

                                      ℎ = 𝑎𝑎∗ = 𝑎∗𝑎 =
𝑝2

2𝑚(𝑥)
+ [𝑤(𝑥)]2,                                      (3.6) 

logo concluímos que  

                                                    𝑉(𝑥) = [𝑤(𝑥)]2.                                                      (3.7) 

Agora vamos encontrar o parêntese de Poisson de 𝑎 e 𝑎∗, da definição Eq. (2.20) 

temos que 

                                    {𝑎, 𝑎∗} =
𝜕𝑎

𝜕𝑥

𝜕𝑎∗

𝜕𝑝
−

𝜕𝑎

𝜕𝑝

𝜕𝑎∗

𝜕𝑥
= −𝑖√

2

𝑚(𝑥)

𝑑𝑤

𝑑𝑥
,                                 (3.8) 
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comparando este resultado com a Eq. (2.37) e supondo que 𝑎 e 𝑎∗ tenham o mesmo 

parêntese de Poisson que 𝐴 e 𝐴∗ do oscilador harmônico simples obtemos que 

                                   
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= √

𝑚(𝑥)

2
→ 𝑤(𝑥) = (∫ √

𝑚(𝑡)

2
𝑑𝑡 + 𝑤0),                            (3.9) 

onde 𝑤0 é uma constante de integração. Assim usando a Eq. (3.7) concluímos que 

                                     𝑉(𝑥) = [𝑤(𝑥)]2 = (∫ √
𝑚(𝑡)

2
𝑑𝑡 + 𝑤0)

2

,                             (3.10) 

ou seja, dada a função massa temos a forma do potencial 𝑉(𝑥). Tomaremos o valor de 𝑤0 

adotando que 𝑉(𝑥 = 0) = 0. Vemos desta última equação que quando a massa é 

constante recaímos no oscilador harmônico simples. Outra coisa interessante que obtemos 

usando as Eqs. (3.3) – (3.5) é que 

                                                    𝑖{ℎ, 𝑎} = −𝑎,                                                         (3.11) 

e 

                                                    𝑖{ℎ, 𝑎∗} = 𝑎∗.                                                         (3.12) 

Destas duas últimas equações podemos encontrar integrais de movimento como 

o exposto abaixo 

                                               𝑞 = 𝑎𝑒𝑖𝑡 =
𝑒𝑖𝑡

√2
(𝑥 + 𝑖𝑝),                                              (3.13) 

e 

                                           𝑞∗ = 𝑎∗𝑒−𝑖𝑡 =
𝑒−𝑖𝑡

√2
(𝑥 − 𝑖𝑝) .                                          (3.14) 

Destas equações concluímos imediatamente que ℎ = 𝑎𝑎∗ = 𝐸, onde 𝐸 é a 

energia do sistema. Como 𝑞 e 𝑞∗ são complexo conjugado um do outro podemos 

encontrar que 

                                                     𝑞 = √𝐸𝑒−𝑖𝜙,                                                         (3.15) 

e 

                                                       𝑞∗ = √𝐸𝑒𝑖𝜙,                                                        (3.16) 
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onde 𝜙 é uma fase constante. Assim, encontramos um resultado análogo ao encontrado 

no oscilador harmônico simples. Agora usando as Eqs. (3.4), (3.5), (3.13) – (3.16) 

encontramos que  

                      𝑤(𝑥) = √𝐸 cos(𝑡 + 𝜙) → 𝑥(𝑡) = 𝑤−1[√𝐸 cos(𝑡 + 𝜙)],                   (3.17) 

e 

                                   𝑝(𝑡) = −√2𝐸𝑚[𝑥(𝑡)]𝑠𝑒𝑛(𝑡 + 𝜙).                                        (3.18) 

Logo, através das Eqs. (3.17) e (3.18) podemos determinar a posição e o 

momento do oscilador harmônico com massa dependente da posição. As soluções 

encontradas podem ser harmônicas ou não, isso vai depender da forma da função massa. 

Para finalizar esta seção consideremos a seguinte transformação de coordenadas 

no espaço de fase 

                                                 𝑋(𝑥) = √2𝑤(𝑥),                                                       (3.19) 

                                             𝑃(𝑥, 𝑝) = 𝑝/√𝑚(𝑥).                                                    (3.20) 

Vemos facilmente que esta transformação é canônica, pois {𝑥, 𝑝} = 1. Com esta 

transformação de coordenadas vemos que é possível transformar a hamiltoniana do 

oscilador com massa dependente da posição, Eq. (3.3), na hamiltoniana do oscilador com 

massa constante, Eq. (2.24). Vemos assim, uma estreita relação entre o sistema com 

massa constante e o sistema com massa dependente da posição. Observamos, também, 

que das Eqs. (3.19) e (3.20) obtemos a posição e o momento do oscilador com massa 

dependente da posição em função da solução do oscilador harmônico simples. Mesmo 

resultado que obtemos anteriormente usando as constantes de movimento 𝑞 e 𝑞∗. 

 

3.2 Exemplos de osciladores harmônicos deformados 

Para ilustrar o formalismo desenvolvido anteriormente, nesta seção vamos 

analisar dois exemplos de osciladores harmônicos deformados. Para cada oscilador 

encontraremos a posição e o momento, bem como plotaremos estas grandezas e o 

diagrama de fase. 
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3.2.1 Exemplo 1: 𝒎𝟏(𝒙) = 𝒎𝟎/[(𝝀𝒙)𝟐 + 𝒂𝟐]𝟐 

Começaremos utilizando a Eq. (3.9) para determinar a função 𝑤(𝑥) 

                                         𝑤1(𝑥) =
1

𝜆𝑎
√

𝑚0

2
arctan (

𝜆𝑥

𝑎
),                                           (3.21) 

agora utilizando as Eqs. (3.10), (3.17) e (3.18) encontramos que 

                                        𝑉1(𝑥) =
𝑚0

2(𝜆𝑎)2 [arctan (
𝜆𝑥

𝑎
)]

2

,                                           (3.22) 

                                    𝑥1(𝑡) =
𝑎

λ
tan (√

2𝐸

𝑚0
𝜆𝑎cos (𝑡 + 𝜙)),                                     (3.23) 

e 

                                         𝑝1(𝑡) =
−√2𝐸𝑚0𝑠𝑒𝑛(𝑡+𝜙)

𝑎2𝑠𝑒𝑐2(√
2𝐸

𝑚0
𝜆𝑎cos (𝑡+𝜙))

.                                         (3.24) 

Abaixo plotamos a função massa, o potencial, a posição e o diagrama de fase 

para alguns valores da energia e do parâmetro de deformação 𝜆. Em todos os gráficos 

tomamos 𝜙 = 0 e 𝑚0 = 𝑎 = 1. 
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Figura 3.1: Em todos os gráficos temos que 𝜙 = 0 e 𝑚0 = 𝑎 = 1 (a) Função massa 

𝑚1(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), 

mas para 𝜆 = 5. (d) Potencial 𝑉1(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (e) Mesmo que (d), mas para 

𝜆 = 1. (f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. (g) Posição 𝑥1(𝑡) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (h) 

Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 1. (i) Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 5. (j) Momento 𝑝1(𝑡) 

para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (l) Mesmo que (j), mas para 𝜆 = 1. (m) Mesmo que (j), mas para 

𝜆 = 5. (n) Diagrama de fase para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (o) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 1. 

(p) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 5. (q) Diagrama de fase para 𝜆 = 1 e 𝐸 = 0,1. (r) 

Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 1. (s) Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 5. 
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3.2.2 Exemplo 2: 𝒎𝟐(𝒙) = 𝒎𝟎𝒕𝒂𝒏𝒉𝟐 (
𝒙

𝝀
) 

Como no exemplo anterior começaremos utilizando a Eq. (3.9) para determinar 

a função 𝑤(𝑥) 

                                         𝑤2(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝜆√
𝑚0

2
ln [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)],                                   (3.25) 

agora utilizando as Eqs. (3.10), (3.17) e (3.18) encontramos que 

                                            𝑉2(𝑥) =
𝑚0𝜆2

2
𝑙𝑛2 [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)],                                         (3.26) 

                                   𝑥2(𝑡) = 𝜆 arccosh {𝑒𝑥𝑝 [
√

2𝐸

𝑚0
|𝑐𝑜𝑠(𝑡+𝜙)|

𝜆
]},                             (3.27) 

e 

        𝑝2(𝑡) = −√2𝑚0𝐸𝑠𝑒𝑛(𝑡 + 𝜙) |tanh {𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠ℎ [𝑒𝑥𝑝 (
√

2𝐸

𝑚0
|𝑐𝑜𝑠(𝑡+𝜙)|

𝜆
)]}|,      (3.28) 

onde 𝑆(𝑥) é a função escada 

                                                         𝑆(𝑥) = {
+1, 𝑠𝑒 𝑥 ≥ 0
−1, 𝑠𝑒 𝑥 < 0

.                                      (3.29) 

Abaixo plotamos a função massa, o potencial, a posição e o diagrama de fase 

para alguns valores da energia e do parâmetro de deformação 𝜆. Em todos os gráficos 

tomamos 𝜙 = 0 e 𝑚0 = 1. 

 



39 
 

                      

                           

              

                      

               



40 
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            Figura 3.2: Em todos os gráficos temos que 𝜙 = 0 e 𝑚0 = 1 (a) Função massa 

𝑚2(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), 

mas para 𝜆 = 5. (d) Potencial 𝑉2(𝑥) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (e) Mesmo que (d), mas para 

𝜆 = 1. (f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. (g) Posição 𝑥2(𝑡) para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (h) 

Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 1. (i) Mesmo que (g), mas para 𝜆 = 5. (j) Momento 𝑝2(𝑡) 

para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (l) Mesmo que (j), mas para 𝜆 = 1. (m) Mesmo que (j), mas para 

𝜆 = 5. (n) Diagrama de fase para 𝐸 = 1 e 𝜆 = 0,1. (o) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 1. 

(p) Mesmo que (n), mas para 𝜆 = 5. (q) Diagrama de fase para 𝜆 = 1 e 𝐸 = 0,1. (r) 

Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 1. (s) Mesmo que (q), mas para 𝐸 = 5. 

 

3.2.3 Discussão  

Para os dois casos estudados no limite que 𝜆 → 0, a posição , o momento e o 

potencial tendem a posição, ao momento e ao potencial do oscilador harmônico simples, 

Eqs. (2.44), (2.45) e (2.24), respectivamente. 

Analisando os gráficos vemos que para o menor valor de 𝜆 (deformação quase 

desprezível) todos os gráficos têm um comportamento muito semelhante ao oscilador 

harmônico simples. A medida que aumentamos 𝜆, os gráficos passam a ter um 

comportamento muito diferente do oscilador harmônico simples, ou seja, a deformação 

destrói completamente o caráter harmônico dos sistemas. Concluímos, assim, que para 

pequenos valores de 𝜆 poderíamos utilizar a teoria das pequenas vibrações para analisar 

os sistemas, porém, à medida que esta grandeza aumenta de valor a teoria não mais se 

aplica e teríamos que usar o formalismo desenvolvido neste capítulo, uma vez que o 

mesmo se aplica para qualquer valor de 𝜆. 

Analisando os digramas de fase das Figs. 3.1 (n) e 3.2 (n) vemos que para 

pequenos valores da energia o comportamento é quase harmônico. A medida que 

aumentamos o seu valor o comportamento harmônico é destruído. Isso se deve ao fato 

que para pequenos valores da energia temos, também, pequenos valores da posição e do 

momento, e analisando a função massa concluímos que para pequenos valores da posição 

a massa é aproximadamente constante, ou seja, temos aproximadamente um oscilador 

harmônico. Quando aumentamos o valor da energia, as variáveis canônicas passam a ter 
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valores maiores e, consequentemente, a função massa passar a variar e oscilador deixa de 

ser harmônico. 
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Capítulo 4 

 

Oscilador Harmônico Com Massa 

Dependente da Posição: Tratamento 

Quântico 

 

Neste capítulo estudaremos quanticamente o oscilador harmônico com massa 

dependente da posição. Incialmente, escreveremos a hamiltoniana apresentada no 

capítulo 1 em função de operadores 𝐴𝑎
− e 𝐴𝑎

+. Em seguida, suporemos que estes 

operadores satisfação a mesma relação de comutação que os operadores abaixamento e 

levantamento do oscilador harmônico simples. Com isso, e analisando que condições 

devem ser satisfeitas para que os osciladores clássico e quântico tenham o mesmo 

potencial obtemos que 𝑎 = 𝑏 = −
1

4
. Com estes valores de 𝑎 e 𝑏 encontramos a forma da 

hamiltoniana do oscilador harmônico com massa dependente da posição.  

Logo após, transformaremos a equação de Schrödinger do oscilador harmônico 

com massa dependente da posição na equação de Schrödinger do oscilador harmônico 

simples, e, assim, obteremos a função de onda do oscilador harmônico com massa 

dependente da posição em função da função de onda do oscilador harmônico simples. 

Depois destas considerações gerais analisaremos os dois sistemas de massa que 

foram considerados classicamente. Para cada sistema encontraremos a função de onda e 

a densidade de probabilidade. 

 

4.1 Considerações gerais 

Começaremos trabalhando com a hamiltoniana apresentada no capítulo 1, Eq. 

(1.5), que é dada por 
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                𝐻𝑎(𝑥) = 𝑇𝑎(𝑥) + 𝑉𝑎(𝑥) =
1

2
𝑚𝑎(𝑥) 𝑝 𝑚2𝑏(𝑥) 𝑝 𝑚𝑎(𝑥) + 𝑉𝑎(𝑥),              (4.1) 

onde 𝑎 + 𝑏 = −
1

2
. 

Como no caso do oscilador harmônico simples vamos supor que a hamiltoniana 

possa ser escrita em função de operadores de levantamento e abaixamento, da seguinte 

forma 

                                                  𝐻𝑎(𝑥) = 𝐴𝑎
+𝐴𝑎

− +
1

2
,                                                   (4.2) 

onde,  

                                         𝐴𝑎
− =

𝑖

√2
𝑚𝑏(𝑥) 𝑝 𝑚𝑎(𝑥) + 𝑤𝑎(𝑥),                                    (4.3) 

e 

                                        𝐴𝑎
+ =

−𝑖

√2
𝑚𝑎(𝑥) 𝑝 𝑚𝑏(𝑥) + 𝑤𝑎(𝑥),                                     (4.4) 

sendo 𝑤𝑎(𝑥)uma função do operador posição, chamada de super potencial [31-32]. 

Usando a relação de comutação entre 𝑥 e 𝑝, Eq. (2.47), encontramos que 

                                         𝐴𝑎
− =

𝑖𝑝

√2𝑚(𝑥)
[1 + 𝑎 𝑙𝑛(𝑚)] + 𝑤𝑎(𝑥),                                (4.5) 

                                         𝐴𝑎
+ =

−𝑖𝑝

√2𝑚(𝑥)
[1 + 𝑏 𝑙𝑛(𝑚)] + 𝑤𝑎(𝑥),                                (4.6) 

Para encontrar a relação entre o potencial e o super potencial usamos as Eqs. 

(4.2), (4.5) e (4.6), de onde obtemos que  

     𝑉𝑎(𝑥) =
1

√2
{

(4𝑎+1)

2
𝑤𝑎(𝑥)

1

√𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛 𝑚(𝑥)] −

1

√𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑤𝑎(𝑥)} + 𝑤𝑎

2(𝑥) +
1

2
,    (4.7) 

onde utilizamos o fato que na representação de posição o operador 𝑝 atua como −𝑖
𝑑

𝑑𝑥
 . 

Agora encontramos o comutador de 𝐴𝑎
− e 𝐴𝑎

+ que é dado por 

                [𝐴𝑎
−, 𝐴𝑎

+] =
(4𝑎+1)

2

1

√2𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{

1

√2𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛 𝑚(𝑥)]} + √

2

𝑚(𝑥)

𝑑𝑤𝑎(𝑥)

𝑑𝑥
.            (4.8) 
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Supondo que estes operadores satisfaçam a mesma relação de comutação que os 

operadores de abaixamento e levantamento do oscilador harmônico simples, obtemos a 

relação entre o super potencial e a massa, dada por 

                   𝑤𝑎(𝑥) =
1

√2
{∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 −

(4𝑎+1)

4

1

√𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛 𝑚(𝑥)] + 𝑤0},                 (4.9) 

sendo 𝑤0 uma constante de integração. Usando este resultado na Eq. (4.7) encontramos 

que 

𝑉𝑎(𝑥) =
1

2
(∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑉0)

2

+ 

           +
1

2
{

(4𝑎+1)

4

1

√𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

1

√𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛 𝑚(𝑥)] − [

(4𝑎+1)

4

1

√𝑚(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛 𝑚(𝑥)]]

2

},      (4.10) 

onde 𝑉0 é uma constante, determinada pelo nível zero de potencial. Determinaremos 𝑉0 

adotando que 𝑉(𝑥 = 0) = 0. 

Analisando esta última equação, vemos que o potencial é diferente do potencial 

clássico, Eq. (3.10). Esta diferença deve-se aos dois últimos termos, porém se 𝑎 = −
1

4
 os 

dois potenciais ficam iguais e dados por 

                                          𝑉(𝑥) =
1

2
(∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑉0)

2

.                                       (4.11) 

Usando a Eqs. (4.1), (4.11) e o fato que 𝑎 = 𝑏 = −
1

4
 obtemos a hamiltoniana do 

oscilador harmônico quântico com massa dependente da posição dada por 

                    𝐻(𝑥, 𝑝) =
1

√𝑚(𝑥)4 𝑝
1

√𝑚(𝑥)
𝑝

1

√𝑚(𝑥)4 +
1

2
(∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑉0)

2

.                 (4.12) 

Das Eqs. (4.3) e (4.4) encontramos os operadores de abaixamento e 

levantamento dados por 

                          𝐴− =
𝑖

√2

1

√𝑚(𝑥)4 𝑝
1

√𝑚(𝑥)4 +
1

√2
(∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑤0),                          (4.13) 

e, 

                          𝐴+ =
−𝑖

√2

1

√𝑚(𝑥)4 𝑝
1

√𝑚(𝑥)4 +
1

√2
(∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑤0).                          (4.14) 
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Devido às propriedades algébricas de 𝐴− e 𝐴+ encontramos as seguintes relações 

                                                       𝐴−𝜓0(𝑥) = 0,                                                     (4.15) 

                                           𝐴−𝜓𝑛(𝑥) = √𝑛 − 1𝜓𝑛−1(𝑥),                                         (4.16) 

                                           𝐴+𝜓𝑛(𝑥) = √𝑛 + 1𝜓𝑛+1(𝑥),                                         (4.17) 

e 

                                           𝜓𝑛(𝑥) =
1

√𝑛!
(𝐴+)𝑛𝐴−𝜓0(𝑥),                                          (4.18) 

ou seja, como no oscilador harmônico simples a função de onda do estado fundamental é 

obtida pela aplicação do operador de abaixamento, e os demais estados são encontrados 

por aplicações sucessivas do operador levantamento no estado fundamental. Também em 

virtude das propriedades algébricas destes operadores obtemos que o oscilador harmônico 

com massa dependente da posição tem a mesma energia do oscilador harmônico simples, 

portanto 

                              𝐻(𝑥, 𝑝)𝜓𝑛(𝑥) = 𝐸𝑛𝜓𝑛(𝑥) ,    →  𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
).                         (4.19) 

Para finalizar esta seção consideremos a seguinte transformação canônica de 

ponto [31-32] 

                                                𝑋 = 𝑋(𝑥) = ∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥,                                          (4.20) 

                                              𝜓𝑛(𝑥) = √𝑚(𝑥)4
𝜙𝑛[𝑋(𝑥)],                                         (4.21) 

utilizando esta transformação de coordenadas na equação de autovalor e usando a 

hamiltoniana da Eq. (4.12) encontramos que 

                                 −
𝑑2𝜙𝑛(𝑋)

𝑑𝑋2
+

(𝑋+𝑉0)2

2
𝜙𝑛(𝑋) = 𝐸𝑛𝜙𝑛(𝑋),                                   (4.22) 

ou seja, a equação de autovalor do oscilador harmônico simples, Eq. (2.68), quando 𝑉0 =

0. Logo usando as Eqs. (2.71), (4.20) e (4.21) obtemos a função de onda do oscilador 

harmônico com massa dependente da posição em função da função de onda do oscilador 

harmônico simples  
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        𝜓𝑛(𝑥) =
1

√𝜋
4

1

√2𝑛𝑛!
√𝑚(𝑥)4

exp [−
[(∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥)+𝑉0]2

2
] 𝐻𝑛 [∫ √𝑚(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑉0].    (4.23) 

Assim como no caso clássico é possível transformar do oscilador harmônico com 

massa dependente da posição no oscilador harmônico simples.  

Usando as Eqs. (4.20) e (4.21) podemos demostrar que a função de onda 𝜓𝑛(𝑥) 

é ortogonal e normalizada. Primeiro da Eq. (4.20) vemos que 

                                                   𝑑𝑥 =
1

√𝑚(𝑥)
𝑑𝑋,                                                       (4.24) 

agora usando este resultado na Eq. (4.21) obtemos que 

                ∫|𝜓𝑛(𝑥)|2 𝑑𝑥 = ∫ √𝑚(𝑥) |𝜙𝑛(𝑋)|2 1

√𝑚(𝑥)
𝑑𝑋 = ∫|𝜙𝑛(𝑋)|2 𝑑𝑋,             (4.25) 

ou seja, a função de onda 𝜓𝑛(𝑥) é ortogonal e normaliza, como a função de onda 𝜙𝑛(𝑋) 

do oscilador harmônico simples. 

 

4.2 Exemplos de osciladores harmônicos deformados 

Para ilustrar o formalismo desenvolvido anteriormente, nesta seção vamos 

analisar os dois exemplos de osciladores harmônicos deformados que foram considerados 

classicamente. Para cada oscilador encontraremos a função de onda e a densidade de 

probabilidade. 

 

4.2.1 Exemplo 1: 𝒎𝟏(𝒙) = 𝒎𝟎/[(𝝀𝒙)𝟐 + 𝒂𝟐]𝟐 

Primeiro encontramos o potencial utilizando a Eq. (4.11) 

                                        𝑉1(𝑥) =
𝑚0

2(𝜆𝑎)2 [arctan (
𝜆𝑥

𝑎
)]

2

,                                           (4.26) 

que é igual ao potencial clássico. Com o potencial encontramos a hamiltoniana usando a 

Eq. (4.12) dada por 
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         𝐻1(𝑥, 𝑝) =
√[(𝜆𝑥)2+𝑎2]

√𝑚0
4 𝑝

[(𝜆𝑥)2+𝑎2]

√𝑚0
𝑝

√[(𝜆𝑥)2+𝑎2]

√𝑚0
4 +

𝑚0

2(𝜆𝑎)2
[arctan (

𝜆𝑥

𝑎
)]

2

          (4.27) 

e através da Eq. (4.23) obtemos a função de onda 

𝜓𝑛
(1)(𝑥) = 

      
1

√𝜋
4

1

√2𝑛𝑛!

√𝑚0
4

√[(𝜆𝑥)2+𝑎2]
exp {−

𝑚0

2(𝜆𝑎)2 [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝜆𝑥

𝑎
)]

2

} 𝐻𝑛 [
√𝑚0

(𝜆𝑎)
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝜆𝑥

𝑎
)],         (4.28)  

e com a função de onda encontramos a densidade probabilidade 

𝜌𝑛
(1)

(𝑥) = |𝜓𝑛
(1)(𝑥)|

2

= 

          =
1

√𝜋

1

2𝑛𝑛!

√𝑚0

[(𝜆𝑥)2+𝑎2]
exp {−

𝑚0

(𝜆𝑎)2
[𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝜆𝑥

𝑎
)]

2

} 𝐻𝑛
2 [

√𝑚0

(𝜆𝑎)
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝜆𝑥

𝑎
)].       (4.29)  

Abaixo plotamos a função de onda e a densidade de probabilidade para o estado 

fundamental. Nos gráficos escolhemos 𝑚0 = 𝑎 = 1 e diferentes valores do parâmetro de 

deformação 𝜆.  
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   Figura 4.1: Em todos os gráficos tomamos 𝑚0 = 𝑎 = 1 (a) Função de onda 𝜓0
(1)(𝑥) 

para 𝜆 = 0.1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 5. 

(d) Densidade de probabilidade 𝜌0
(1)

(𝑥) para 𝜆 = 0.1. (e) Mesmo que (d), mas para 𝜆 =

1. (f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. Para os gráficos utilizamos as eqs. (4.28) e (4.29). 

 

4.2.2 Exemplo 2: 𝒎𝟐(𝒙) = 𝒎𝟎𝒕𝒂𝒏𝒉𝟐 (
𝒙

𝝀
) 

Como no caso anterior primeiro encontramos o potencial utilizando a Eq. (4.11) 

                                           𝑉2(𝑥) =
𝑚0𝜆2

2
𝑙𝑛2 [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)],                                          (4.30) 

com o potencial obtemos a hamiltoniana usando a Eq. (4.23) 

        𝐻2(𝑥, 𝑝) =
1

√𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(
𝑥

𝜆
)

4
𝑝

1

√𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(
𝑥

𝜆
)

𝑝
1

√𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(
𝑥

𝜆
)

4
+

𝑚0𝜆2

2
𝑙𝑛2 [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)],   (4.31) 

e através da Eq. (4.23) obtemos a função de onda 

        𝜓𝑛
(2)(𝑥) =

1

√𝜋
4

1

√2𝑛𝑛!
√𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2 (

𝑥

𝜆
)

4
exp [

−𝑚0𝜆2

2
𝑙𝑛2 [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)]] 𝐻𝑛 [√𝑚0𝜆 ln [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)]],   (4.32) 

e com a função de onda encontramos a densidade probabilidade 

𝜌𝑛
(2)

(𝑥) = |𝜓𝑛
(2)(𝑥)|

2

= 
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 =
1

√𝜋

1

2𝑛𝑛!
√𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2 (

𝑥

𝜆
) exp [−𝑚0𝜆2𝑙𝑛2 [𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝑥

𝜆
)]] 𝐻𝑛

2 [√𝑚0𝜆 ln [𝑐𝑜𝑠ℎ (
𝑥

𝜆
)]].  (4.33) 

Como no exemplo 1, abaixo plotamos a função de onda e a densidade de 

probabilidade para o estado fundamental. Nos gráficos escolhemos 𝑚0 = 1 e diferentes 

valores do parâmetro de deformação 𝜆. 

 

            

           

                     

   

Figura 4.2: Em todos os gráficos tomamos 𝑚0 = 1 (a) Função de onda 𝜓0
(2)(𝑥) para 𝜆 =

0.1. (b) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 1. (c) Mesmo que (a), mas para 𝜆 = 5. (d) 
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Densidade de probabilidade 𝜌0
(2)

(𝑥) para 𝜆 = 0.1. (e) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 1. 

(f) Mesmo que (d), mas para 𝜆 = 5. Para os gráficos utilizamos as eqs. (4.32) e (4.33). 

 

4.2.3 Discussão 

Para os dois sistemas analisados, no limite que 𝜆 → 0 a função de onda tende a 

função de onda do oscilador harmônico simples, Eq. (2.71). Resultado análogo ao 

encontrado no estudo clássico. 

Analisando os gráficos vemos que para o menor valor de 𝜆 (deformação quase 

desprezível) todos os gráficos têm um comportamento muito semelhante ao oscilador 

harmônico simples. Ou seja, a função de onda e a densidade de probabilidade são 

praticamente iguais à função de onda e a densidade de probabilidade do oscilador 

harmônico simples. Logo para pequenos valores de 𝜆 podemos analisar os exemplos 

utilizando a teoria da perturbação independe do tempo. Contudo, à medida que a 

deformação aumenta os gráficos passam a ter um comportamento diferente do oscilador 

harmônico simples, e consequentemente, a teoria da perturbação independente do tempo 

não se aplica mais. Assim, teríamos que usar o formalismo desenvolvido neste capítulo, 

uma vez que o mesmo se aplica para qualquer valor de 𝜆. 
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Capítulo 5 

 

Informação de Fisher e entropia de Shannon 

 

Neste capítulo estudaremos a informação de Fisher e a entropia de Shannon. 

Incialmente apresentaremos a teoria relacionada com estas duas grandezas, as definições 

e as principais relações associadas a informação de Fisher e a entropia de Shannon. Em 

seguida, estudaremos o comportamento destas grandezas para os dois osciladores 

hormônicos deformados estudamos anteriormente e, veremos também como a informação 

de Fisher e a entropia de Shannon estão relacionadas com a incerteza na posição, incerteza 

no momento e o produto de incerteza. Verificaremos também a compressão na posição e 

no momento.  

 

5.1 Informação de Fisher  

A informação de Fisher de um observável 𝑥 unidimensional com densidade de 

probabilidade 𝑃𝑛(𝑥) é definida por [69]: 

                                  𝐹𝑛 𝑥 = ∫ 𝑃𝑛(𝑥) [
𝑑 𝑙𝑛𝑃𝑛(𝑥)

𝑑𝑥
]

2

𝑑𝑥 > 0.                                      (5.1) 

Considerando um sistema quântico descrito pela função de onda 𝜓𝑛(𝑥). A 

densidade de probabilidade é 𝑃𝑛(𝑥) = |𝜓𝑛(𝑥, 𝑡)|2, logo a informação de Fisher na 

representação de posição pode ser escrita como 

                       𝐹𝑛 𝑥 = 4 ∫ 𝜓𝑛
∗′(𝑥)𝜓𝑛

′ (𝑥)𝑑𝑥 + ∫ [
𝜓𝑛

′ (𝑥)

𝜓𝑛(𝑥)
−

𝜓𝑛
∗′(𝑥)

𝜓𝑛
∗ (𝑥)

]
2

|𝜓𝑛(𝑥)|2 𝑑𝑥,            (5.2) 

onde 𝜓𝑛
′ (𝑥) =

𝑑𝜓𝑛(𝑥)

𝑑𝑥
. 

A correspondente informação de Fisher na representação de momento 

pode ser escrita como 



53 
 

                    𝐹𝑛 𝑝 = 4 ∫ 𝜙𝑛
∗′(𝑝)𝜙𝑛

′ (𝑝)𝑑𝑝 + ∫ [
𝜙𝑛

′ (𝑝)

𝜙𝑛(𝑝)
−

𝜙𝑛
∗′(𝑝)

𝜙𝑛
∗ (𝑝)

]
2

|𝜙𝑛(𝑝)|2 𝑑𝑝,               (5.3) 

sendo 𝜙𝑛(𝑝) dado por 

                             𝜙𝑛(𝑝) = ∫
𝑑𝑥𝑒

−
𝑖𝑝𝑥

ℏ

(2𝜋ℏ)
𝑑

2⁄
𝜓𝑛(𝑥),                                                    (5.4) 

ou seja, a função de onda  na representação de momento e 𝜙𝑛
′ (𝑝) =

𝑑𝜙𝑛(𝑝)

𝑑𝑝
. 

Utilizaremos as Eqs. (5.2) e (5.3) para estudar a informação de Fisher, no estado 

fundamental, para os dois osciladores deformados discutidos anteriormente. 

De acordo com as inequações de Cramer-Rao [70-71] as relações entre incerteza 

na posição, incerteza no momento e informação de Fisher são dadas por 

                𝐹𝑥 ≥
1

Δ𝑥2, 𝐹𝑝 ≥
1

Δ𝑝2 .                                                      (5.5) 

 

5.2 Entropia de Shannon 

As entropias de Shannon na representação de posição e momento são definidas, 

respectivamente, por [48]: 

                                𝑆𝑥 = − ∫ 𝑑𝑥 |𝜓𝑛(𝑥)|2 𝑙𝑛|𝜓𝑛(𝑥)|2,                                     (5.6) 

 

                                𝑆𝑝 = − ∫ 𝑑𝑝 |𝜙𝑛(𝑝)|2 𝑙𝑛|𝜙𝑛(𝑝)|2.                                     (5.7) 

Beckner, Bialynicki-Birula e Mycielski [43] encontraram a relação de incerteza 

entrópica para a entropia de Shannon dada por 

         𝑆 =  𝑆𝑥 + 𝑆𝑝 ≥ (1 + 𝑙𝑛𝜋).                                              (5.8) 

 

5.3 Resultados e discussões  

Nesta seção analisaremos a informação de Fisher e a entropia de Shannon para 

os dois sistemas com massa dependente da posição estudados em capítulos anteriores, a 

saber: 𝑚1(𝑥) = 𝑚0/[(𝜆𝑥)2 + 𝑎2]2 e 𝑚2(𝑥) = 𝑚0𝑡𝑎𝑛ℎ2(𝑥/𝜆 ). Sendo 𝑚0, 𝑎 e 𝜆 são 
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constantes positivas. O estudo será em função do parâmetro de deformação 𝜆 e para o 

estado fundamental. 

Antes de analisarmos a informação de Fisher e a entropia de Shannon, plotamos 

as funções massas para diferentes valores do parâmetro de deformação 𝜆. Analisando as 

figuras 5.1 (a) e (b) observamos que as massas dos sistemas 1 e 2 apresentam 

comportamentos diferentes, para o sistema 1 a medida que 𝜆 aumenta a massa diminui a 

largara e para o sistema 2 ocorre o inverso, a largura aumenta à medida que 𝜆 aumenta. 

Plotamos também as funções de onda para diferentes valores de 𝜆. Observamos das 

figuras 5.1 (c) e (d) que apresentam comportamentos diferentes, para o sistema 1, a 

largura à meia altura aumenta com o aumento de 𝜆, e para o sistema 2 ocorre o contrário, 

a medida que 𝜆 aumenta a largura à meia altura diminui. 

 

                    

               

 

Figura 5.1: Nos quatro gráficos tomamos 𝑎 = 𝑚0 = 1. (a) Função 𝑚1(𝑥), preto 𝜆 = 0.1, 

vermelho 𝜆 = 0.5 e azul 𝜆 = 1. (b) Função 𝑚2(𝑥), preto 𝜆 = 0.1, vermelho 𝜆 = 0.5 e 

azul 𝜆 = 1. (c) Função de onda do estado fundamental para o sistema 1, preto 𝜆 = 0.1, 

vermelho 𝜆 = 0.5 e azul 𝜆 = 1. (d) Função de onda do estado fundamental para o sistema 

2, preto 𝜆 = 0.1, vermelho 𝜆 = 0.5 e azul 𝜆 = 1. 
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Abaixo plotamos, para o estado fundmental, a informação de Fisher na 

representação de posição (𝐹𝑥), a informação de Fisher na representação de momento (𝐹𝑝), 

o produto de informação de Fisher (𝐹𝑥𝐹𝑝), a incerteza na posição (Δ𝑥), a incerteza no 

momento (Δ𝑝) e o produto de incerteza (Δ𝑥Δ𝑝) para o sistema 1. Nos gráficos utilizamos 

a função de onda dada pela Eq. (4.28) e as Eqs. (5.2) e (5.3) para a informação de Fisher. 

 

                                     

                               

                                      

 

Figura 5.2: Nos seis gráficos tomamos 𝑎 = 𝑚0 = 1. (a) Informação de Fisher na 

representação de posição (estado fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 

para o sistema 1. (b) Mesmo que (a), mas para a informação de Fisher na representação 

de momento. (c) Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posição 

(estado fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 para o sistema 1. (e) 

Mesmo que (d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto 

de incerteza. 
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Pelos gráficos da Fig. 5.2 observamos que a informação de Fisher na posição 

decresce (Fig. 5.2 a), enquanto a informação de Fisher no momento cresce (Fig. 5.2 b) e 

o produto de Fisher decresce (Fig. 5.2 c). Podemos entender este comportamento 

analisando a incerteza na posição (Fig. 5.2 d), incerteza no momento (Fig. 5.2 e) e o 

produto de incerteza (Fig. 5.2 f), para o sistema 1, as seguintes relações são verificadas: 

𝐹𝑥 =
1

Δ𝑥2, 𝐹𝑝 =
1

Δ𝑝2 e 𝐹𝑥𝐹𝑝 =
1

Δ𝑥2

1

Δ𝑝2, ou seja, as relações de Cramer-Rao [43] para a 

igualdade. Assim, a informação de Fisher na posição decresce, enquanto a incerteza na 

posição cresce, a informação de Fisher do momento cresce, enquanto a incerteza no 

momento decresce, o produto de Fisher decresce, enquanto o produto de incerteza cresce.  

Analisando a função de onda para o sistema 1 (Fig. 5.1 c), observamos que a 

medida que 𝜆 aumenta a largura à meia altura aumenta, logo Δ𝑥 deve aumentar também, 

conforme a Fig. 5.2 e. Para 𝜆 = 0, Δ𝑥 = Δ𝑝 = 0.707, Δ𝑥Δ𝑝 = 0.50, valores iguais ao 

oscilador harmônico simples, como deveria ser. Contudo para 𝜆 > 0, Δ𝑥 > 0.707 e Δ𝑝 <

0.707, mostrando o fenômeno de compressão no momento 𝑝. 

Como para o sistema 1, abaixo plotamos, para o estado fundmental, a informação 

de Fisher na representação de posição (𝐹𝑥), a informação de Fisher na representação de 

momento (𝐹𝑝), o produto de informação de Fisher (𝐹𝑥𝐹𝑝), a incerteza na posição (Δ𝑥), a 

incerteza no momento (Δ𝑝) e o produto de incerteza (Δ𝑥Δ𝑝). Nos gráficos utilizamos a 

função de onda dada pela Eq. (4.32) e as Eqs. (5.2) e (5.3) para a informação de Fisher. 
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Figura 5.3: Nos seis gráficos tomamos 𝑚0 = 1. (a) Informação de Fisher na representação 

de posição (estado fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 para o sistema 

2. (b) Mesmo que (a), mas para a informação de Fisher na representação de momento. (c) 

Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posição (estado 

fundamental) em função do parâmetro de deformação 𝜆 para o sistema 2. (e) Mesmo que 

(d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto de incerteza. 

 

Pelos gráficos da Fig. 5.3 observamos que a informação de Fisher na posição 

cresce (Fig. 5.3 a), enquanto a informação de Fisher no momento decresce (Fig. 5.3 b) e 

o produto de Fisher decresce (Fig. 5.3 c). Como para o sistema 1, podemos entender em 

comportamento analisando a incerteza na posição (Fig. 5.3 d), incerteza no momento (Fig. 

5.3 e) e o produto de incerteza (Fig. 5.3 f), para o sistema 2, as seguintes relações são 

verificadas: 𝐹𝑥 =
1

Δ𝑥2, 𝐹𝑝 =
1

Δ𝑝2 e 𝐹𝑥𝐹𝑝 =
1

Δ𝑥2

1

Δ𝑝2, ou seja, as relações de Cramer-Rao [43] 

para a igualdade. Assim, a informação de Fisher na posição cresce, enquanto a incerteza 

na posição decresce, a informação de Fisher do momento decresce, enquanto a incerteza 

no momento cresce, o produto de Fisher decresce, enquanto o produto de incerteza cresce.  

Analisando a função de onda para o sistema 2 (Fig. 5.1 d), observamos que a 

medida que 𝜆 aumenta a largura à meia altura diminui, logo Δ𝑥 deve diminuir também, 

conforme a Fig. 5.3 e. Para 𝜆 = 0 Δ𝑥 = Δ𝑝 = 0.707, Δ𝑥Δ𝑝 = 0.50, valores iguais ao 

oscilador harmônico simples, como para o sistema 1. Contudo para 𝜆 > 0, Δ𝑥 < 0.707 e 

Δ𝑝 > 0.707, mostrando o fenômeno de compressão na posição 𝑥. 

Para finalizarmos, abaixo plotamos a entropia de Shannon, para o estado 

fundamental, para os sistemas 1 e 2. Nos gráficos usamos as Eqs. (5.6) - (5.8). 
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Figura 5.4: Nos dois gráficos tomamos 𝑎 = 𝑚0 = 1. (a) Entropia de Shannon do estado 

funtamental para o sitema 1. (b) Entropia de Shannon do estado funtamental para o sitema 

2. Linha traçejada corresponde a 1 + 𝑙𝑛𝜋. 

 

Verificamos que para os dois sistesma a relação de incerteza entrópica é 

satisfeita, ou seja, a entropia de Shannon é maior ou igual a 1 + 𝑙𝑛𝜋. Para pequenos 

valores de 𝜆 a igualdade é satisfeita (entropia do oscilador harmônico simples 𝑆0
(1)

=

𝑆0
(2)

= 1 + 𝑙𝑛𝜋), pórem, a medida que 𝜆 aumenta a entropia dos dois sitemas aumenta 

também. 

De acordo com as Refs. [42, 72] a entropia de Shannon e a informação de Fisher 

são relacioanados por: 

                                              ∆𝑥∆𝑝 ≥
1

2𝜋𝑒
exp (𝑆),                                                      (5.9) 

usando as Eqs. (5.5) encontramos que 

                                         𝑆 ≥ 1 + 𝑙𝑛2𝜋 −
1

2
ln (𝐹𝑥𝐹𝑝),                                             (5.10) 

para o estado fundamental, os dois sistemas satisfazem a igualdade de Cramer-Rao, como 

discutido anteriormente, logo 
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                                       𝑆0 = 1 + 𝑙𝑛2𝜋 −
1

2
ln (𝐹0 𝑥𝐹0 𝑝).                                        (5.11) 

Mostrando que quando a informação de Fisher diminue a entropia de Shannon 

aumenta e vice – versa. 
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Conclusões 

 

Neste trabalho estudamos dois sistemas com massa dependente da posição. 

Inicialmente fizemos um estudo clássico, obtemos a posição e o momento para os dois 

sistemas. Verificamos que para pequenos valores de 𝜆, os sistemas se comportam como 

osciladores harmônicos simples, contudo à medida que o parâmetro de deformação 

aumento o caráter de oscilador harmônico simples é completamente destruído.  

Em seguida, analisamos os dois sistemas quanticamente. Devido a massa 

depender da posição o operador energia cinética padrão [𝑃2/2𝑚(𝑥)] não é hermitiano. 

Para encontrar o operador energia cinética hermitiano usamos a analogia entre o oscilador 

harmônico simples e o oscilador com massa dependente da posição, e o fato que os 

sistemas clássico e quântico tenham o mesmo potencial, com isso, obtemos que 𝑎 = 𝑏 =

−1/4. Depois que encontramos o operador energia cinética, analisamos os dois sistemas 

com massa dependente da posição do caso clássico e encontramos as respectivas funções 

de onda. Um resultado muito importante é que todos os sistemas estudados são 

isoespectrais, ou seja, têm a mesma energia. 

Com as funções de onda dos dois sistemas com massa dependente da posição, 

estudamos a incerteza na posição, incerteza no momento, produto de incerteza, 

informação de Fisher e entropia de Shannon, para o estado fundamental, para os dois 

sistemas. Verificamos que os dois sistemas têm comportamentos diferentes.  

Para o sistema 1 a informação de Fisher na posição decresce, para o sistema 2 

cresce, para a informação de Fisher no momento ocorre o oposto, cresce para o sistema 1 

e decresce para o sistema 2. Como vimos este comportamento pode ser explicado pela 

inequação de Cramer – Rao, que para os dois sistemas satisfaz a igualdade, ou seja, 𝐹𝑥 =

1

Δ𝑥2, 𝐹𝑝 =
1

Δ𝑝2. Observamos também efeito de compressão para o momento no sistema 1 e 

para a posição no sistema 2.  

Verificamos que para os dois sistemas a relação de incerteza entrópica é 

satisfeita, ou seja, a entropia de Shannon é maior ou igual a 1 + 𝑙𝑛𝜋. Outra coisa 

interessante que encontramos foi que para o estado fundamental 𝑆0 = 1 + 𝑙𝑛2𝜋 −
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1

2
ln (𝐹0 𝑥𝐹0 𝑝). Mostrando que quando a informação de Fisher aumenta a entropia de 

Shannon diminui, e vice versa. 

Para finalizar, gostariamos de apresentar algumas perspectivas deste trabalho. 

Poderemos acrescentar um terno anarmônico ao sistema (proprocialnal a 1/𝑥2) e estudar 

a influência deste terno nas grandezas entropia e informação. Poderemos também 

acrescentar um campo elétrico para verificar se os sistemas continuam isoespectrais, 

enfim, são muitas as extensões deste trabalho. 
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