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Resumo

Neste trabalho estudamos classica e quanticamente o oscilador harmdnico com
massa dependente da posicdo (OHMDP). Na parte classica, utilizamos a transformacao
de Legendre para encontrar a hamiltoniana do sistema. A seguir definimos duas fungdes
a e a* para escrevermos a hamiltoniana do OHMDP de uma forma mais simples.
Utilizando a algebra de Poisson encontramos as expressfes para a posi¢ao e 0 momento.
Por fim, através de uma transformacdo candnica veremos como relacionar as equacoes
do OHMDP com aquelas do oscilador harmonico simples (OHS). Na parte quantica,
escrevemos a hamiltoniana do OHMDP em termos de operadores A; e A%. Em seguida,
vamos supor que estes operadores satisfacam a mesma relacdo de comutacdo que 0s
operadores abaixamento e levantamento do OHS. Analisando que condicdo deve ser
satisfeita para que os osciladores OHMDP classico e quantico tenham o mesmo potencial,
encontramos uma forma simplificada da hamiltoniana do OHMDP. Em seguida,
transformamos a equacéo de Schrodinger (ES) parao OHMDP na ES para o0 OHS. Assim,
obtemos a fungdo de onda do OHMDP em termos da funcdo de onda do OHS.
Estudaremos dois sistemas com massa dependente da posicdo, a saber: m;(x) =
my/[(Ax)? + a?]? e my(x) = mytanh?(x/1), vemos que quando A — 0, recaimos no
OHS. Para cada sistema encontraremos a posi¢cdo e 0 momento (estudo classico), bem
como a funcdo de onda (estudo quéantico). Para os dois sistemas analisaremos também o
comportamento da incerteza na posi¢do, incerteza no momento, produto de incerteza,
informacdo de Fisher e entropia de Shannon, para o estado fundamental, em func¢éo do

parametro de deformacéo A.



Abstract

In this work we study from both classical and quantum point of view the position
dependent mass harmonic oscillator (PDMHO). Classically, we use the Legendre
transformation to find the Hamiltonian of the system. Next, we define two functions, a
and a*, to simplify the hamiltonian of the PDMHO. By using the Poisson algebra we find
the expressions for the position and moment. At last, by using a canonical transformation
we relate the equations of the PDMHO to those of the simple harmonic oscillator (SHO).
Quantically, we write the Hamiltonian of the PDMHO in terms of the operators A, and
A} . Next, we consider that these operators satisfy the same algebra that those of the SHO.
By assuming that both the classical and quantum PDMHO have the same form, we are
able to find a simple form for the PDMHO Hamiltonian. Finally, by transforming the
Schrodinger equation (SE) of the PDMHO into that of the SHO, we can write the wave
function of the PDMHO in terms of that of the SHO. We will study two time-dependent
systems, namely m; (x) = my/[(Ax)? + a?]? and m,(x) = motanh?(x/2), we observe
that as 4 — 0, they tend to a simple harmonic oscillator. For each system we find the
position and momentum (classical study), as well as the wave-function (quantum study).
For both systems we analyze the the position e momentum uncertainty, the product
uncertainty, the fisher information and Shannon entropy, for the ground state, as a
function of the parameter A.
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Figura 3.1: Em todos os gréaficos temos que ¢ =0 e my = a = 1 (a) Fungdo massa
my(x) para E =1e A =0,1. (b) Mesmo que (a), mas para 1 = 1. (¢) Mesmo que (a),
mas para A = 5. (d) Potencial V;(x) para E = 1e 1 = 0,1. (¢) Mesmo que (d), mas para
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Mesmo que (q), mas para E = 1. (s) Mesmo que (q), mas para E = 5.
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(9), mas para A = 1. (i) Mesmo que (g), mas para A = 5. (j) Momento p,(t) paraE =1
e A =0,1. (I) Mesmo que (j), mas para A = 1. (m) Mesmo que (j), mas para A = 5. (n)
Diagrama de fase para E = 1 e A = 0,1. (0) Mesmo que (n), mas para A = 1. (p) Mesmo
que (n), mas para A = 5. (q) Diagrama de fase paraA = 1e E = 0,1. (r) Mesmo que (q),

mas para E = 1. (s) Mesmo que (q), mas para E = 5.

Figura 4.1: Em todos os graficos tomamos m, = a = 1 (a) Funcdo de onda 1p§1)(x)
para A = 0.1. (b) Mesmo que (a), mas para 4 = 1. (c) Mesmo que (a), mas para A = 5.
(d) Densidade de probabilidade pél)(x) para A = 0.1. (¢) Mesmo que (d), mas para A =
1. (f) Mesmo que (d), mas para A = 5. Para os gréaficos utilizamos as egs. (4.28) e (4.29).
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Figura 5.2: Nos seis graficos tomamos a = my = 1. (a) Informacdo de Fisher na
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Figura5.3: Nos seis graficos tomamos m, = 1. (a) Informacéao de Fisher na representacao
de posicao (estado fundamental) em funcéo do parametro de deformacédo A para o sistema
2. (b) Mesmo que (a), mas para a informagdo de Fisher na representagcdo de momento. (c)
Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posicdo (estado
fundamental) em funcdo do parametro de deformacéao A para o sistema 2. (¢) Mesmo que

(d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto de incerteza.

Figura 5.4: Nos dois graficos tomamos a = m, = 1. (a) Entropia de Shannon do estado
funtamental para o sitema 1. (b) Entropia de Shannon do estado funtamental para o sitema

2. Linha tragejada corresponde a 1 + Inm.
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Capitulo 1

Introducao

Nas Ultimas décadas os sistemas com massa dependente da posicao
despertaram grande interesse da comunidade cientifica. Isso se deve, principalmente, ao
fato que estes sistemas sao utilizados para descrever muitos sistemas quanticos como, por
exemplo: semicondutores ndo homogéneos [1-4], liquidos quanticos [5], pontos quanticos
[6], cristais quénticos [7], entre outros sistemas [8-21].

Dentro do escopo da Mecénica Quantica, o0 estudo de sistemas com massa
dependente da posicao, por si s6, ja € muito interessante. Na formulacdo inicial da teoria,

estes sistemas apresentam uma dificuldade, pois, o0 operador energia cinética na forma

~ P2 . ~ .. .
padrdo (%), quando m = m(x), é claramente ndo hermitiano, por isso, devemos ter

cuidado ao escrevé-lo. Em virtude disso, varias hamiltonianas tém sido apresentas para

descrever sistemas com massa dependente da posicéo, entre as quais [13-14, 22]:

_ _1f_1 2 2 1

H—T+V—4[m2(x)p +p mz(x)]+v, (1.1)
H=T+V=1[;p2;]+v (1.2)

2 |ym(x) Jm(x) ! ’

1 1
H=T+V=5[p%p]+V, (13)
e

H—T+V—1[ L L ]+V (1.4)

- T2 1/m(x)p1/m(x)p ) '

Neste trabalho estudaremos o oscilador harménico com massa dependente da

posi¢do, cuja hamiltoniana é dada por

H=T+V = %ma(x)meb (X)pm%(x) + V, (1.5)
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ondea+b = —%e I € o potencial.

Algumas técnicas tém sido utilizadas para estudar este problema, as principais
sdo: transformacdo candnica de ponto [22-32] e mecénica quantica supersimétrica [33-
37]. Neste trabalho, procuraremos encontrar as soluc@es classicas e quanticas atraves da
analogia com o oscilador harménico simples e utilizando as duas técnicas mencionadas

anteriormente.

Estudaremos dois sistemas com massa dependente da posicdo, a saber:
my(x) = mg/[(Ax)? + a?]? e my(x) = mytanh?®(x/2 ). Para cada um encontraremos a
posicdo e 0 momento (analise classica) e a funcdo do onda (analise quantica), bem como
analisaremos o comportamento da incerteza na posicao, incerteza no momento, produto
de incerteza, informacgdo de Fisher e entropia de Shannon. Abaixo um breve historico
sobre a Teoria da Informagéo.

A origem da Teoria da Informacdo é atribuida ao matematico e engenheiro
Claude Shannon no seu artigo “A Mathematical Theory of Communication” de 1948 [38].
Um dos principais conceitos na teoria da informacéo € o de entropia definida como sendo
uma medida da incerteza do valor obtido por uma varidvel aleatdria, ou seja, estd
associada com a quantidade de “informac¢ao” que obtemos com o conhecimento do valor
da variavel aleatoria. Formulada para resolver problemas relacionados a engenharia de
telecomunicacdes em 1948, a entropia de Shannon, desde entdo, vem influenciando
estudos nas mais variadas areas do conhecimento, como a quimica, a fisica, a matematica
e a biologia [39]. Na fisica muitos estudos tem sido realizados [40-42], principalmente na

mecanica quantica.

Para sistemas com massa constante muitos trabalhos foram realizados para
estudar a entropia de Shannon. Beckner, Bialynicki-Birula e Mycielski encontraram a
relacdo de incerteza entropica [43], sendo utilizada hoje em dia como uma alternativa a
relacdo de incerteza de Heisenberg. Em 1994, Yafez, Van Assche e Dehesa [44]
encontraram a entropia de Shannon para o oscilador harmonico isotrépico e o atomo de
hidrogénio de dimensdo D. Majernik e Opatrny [45], em 1996, encontraram a entropia de
Shannon para os estados estacionarios quanticos do oscilador harménico simples em
funcdo de sua energia e determinaram a correspondente relacdo de incerteza entropica.

Eles investigaram também a evolucéo temporal da entropia de Shannon para estados nao
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estacionarios. Em 2011, Ghasemi, Hooshmandasl e Tavassoly [46] calcularam a entropia
de Shannon para o oscilador harmoénico isotbnico. Eles observaram o efeito de
compressdo em alguns autoestados. Em 2014, Dong et al. [47] obtiveram a entropia de
Shannon para um poco de potencial simétrico quadrado. Outros resultados interessantes

para diferentes sistemas quanticos podem ser obtidos na Refs. [48-52].

A informacéo de Fisher tem sido objeto de muito estudo na Fisica, desde a sua
defini¢do em 1925 [53]. Podemos citar, por exemplo, Romera, Sdnchez-Moreno e Dehesa
[54-55], que em 2005, encontraram a informacdo de Fisher para uma particula em um
potencial central. Em 2007, Patil e Sen [56] encontraram a relacdo de incerteza para o
oscilador isotrdpico e o potencial de Coulomb. Omiste, Yanéz e Dehesa [57], em 2010,
analisaram as propriedades da teoria da informacdo para “half-line one-dimensional
Coulomb potential”. Em 2011, Bouvrie, Angulo e Dehesa [58] estudaram a teoria da
informacdo para potencial tipo delta de Dirac. Varios outros resultados interessantes

podem ser encontrados nas Refs. [59-66].

Pelo exposto acima ficou claro que o estudo de sistemas com massa dependente
da posicdo, bem como, a teoria da informacao sao de grande interesse na Fisica. Contudo,
poucos estudos tem sido realizados envolvendo os dois assuntos. Por isso, neste trabalho
estudaremos a informacéo de Fisher e a entropia Shannon para dois sistemas com massa

dependente da posicao.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no proximo capitulo faremos
uma revisdo do estudo classico e quantico do oscilador harménico simples.

Encontraremos sua posi¢do e momento, bem como a fungéo de onda.

No Capitulo 3 estudaremos o oscilador harménico com massa dependente da
posicdo do ponto de vista classico. Utilizaremos a algebra de Poisson para encontrar a
posicdo e 0 momento do oscilador harmoénico com massa dependente da posi¢cdo em
funcdo da posicdo e momento do oscilador harménico simples. Como aplicagéo,

estudaremos dois sistemas com massa dependente da posigéo.

Depois do estudo classico, no Capitulo 4, analisaremos o oscilador harménico
com massa dependente da posicdo do ponto de vista da mecanica quantica. Inicialmente

escreveremos a hamiltoniana da Eq. (1.5) em funcdo de operadores de abaixamento e

- , . 1
levantamento, e utilizando a &lgebra de Dirac encontraremos quea = b = — " Com estes
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valores de a e b determinaremos a forma da hamiltoniana do oscilador harménico com
massa dependente da posi¢do. Depois disso, através de uma transformacéo candnica de
ponto, obteremos a funcdo de onda do oscilador harménico com massa dependente da
posicdo em termos da funcdo de onda do oscilador harmonico simples. Em seguida

analisaremos 0s mesmos sistemas que foram considerados no estudo classico.

O Capitulo 5 é destinado ao estudo da informacao de Fisher e entropia de
Shannon para os dois sistemas com massa dependente da posic¢ao estudados em capitulos
anteriores.

A (ltima parte é destinada as conclusoes.

16



Capitulo 2

Oscilador Harmonico Simples

Neste capitulo estudaremos o oscilador harménico simples, ou seja, o oscilador
harmonico com massa constante. Comecaremos o capitulo com o estudo classico,
primeiro falaremos das equacdes de Hamilton, em seguida falaremos dos conceitos de
transformacdes candnicas e dos parénteses de Poisson para, em seguida, analisarmos o

oscilador harmonico simples classicamente.

Depois do estudo classico, faremos um estudo do oscilador harmdnico do ponto
de vista da mecanica quantica. Comegaremos definindo operadores de levantamento e
abaixamento. Em seguida, encontraremos os autovalores, as autofuncdes, os valores

médios e o produto de incerteza para este sistema.

2.1 Tratamento Classico

2.1.1 Equacoes de Hamilton

Consideremos inicialmente a funcdo energia, integral de Jacobi ou,
simplesmente, a hamiltoniana do sistema [67], cuja definicdo é dada pela equacédo abaixo:

—yn o 9L _
H =Xj=10x 5, — L, (2.1)

sendo qy, (k = 1,2,...,n) as coordenadas generalizadas e L a lagrangiana do sistema.

Definindo o momento canénico p;, por
Pr =5 (2.2)

a hamiltoniana passa a ser
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H(qy, prst) = X=19kPr — L(qks Grr 1), (2.3)

Agora considerando H como funcdo de g, pyx € t, tomando g, e p, como
variaveis independentes, podemos escrever que

0H
0qy

ad 0
AH = Yoy (i + 3o-dpy ) + 5rd, 2.4)

contudo da Eq. (2.3) encontramos que

. . oL oL . oL

dH = Ties (i dpic + Prdds) = Ties (G- dae + 3= ddy) = 5dt. (25)

Utilizando a equacdes de Lagrange [% (;TL) _;TL: 0] e a definicdo de
k k

momento candnico, Eqg. (2.2), na equacao anterior obtemos que

. : aL
dH = Yj=1(qrdpx — Prc dqi) — 5, dt. (2.6)

Finalmente comparando as Egs. (2.4) e (2.6) encontramos que

. 0H
qrx = a_pk’ (27)
. 0H
Pk = _a_qu (28)
(5]
0H JaL
Tl (2.9)

As duas primeiras sdo chamadas equacdes de Hamilton e a terceira é uma
importante relacdo entre a hamiltoniana e a lagrangiana. As variaveis qy e p; Sao
chamadas, respectivamente, de coordenadas candnicas e momentos candnicos. O espaco
cartesiano formado pelas coordenadas e momentos é chamado espaco de fase. Um ponto
do espaco de fase informa o estado do sistema, ou seja, as posi¢oes e velocidades das

particulas.

Vamos agora encontrar a derivada total da funcéo energia. Usando o fato que H

é funcdo de gy, p; € t temos que

dH _ @n (6H aH) 0H _ O0H (2.10)

at — “k=1\aq, ' op,/) ' ot  ot’
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onde usamos as equacOes de Hamilton. Agora usando as Egs. (2.9) e (2.10) obtemos que

dH 0H oL
=== "o (2.11)

ou seja, a derivada total da hamiltoniana € igual a sua derivada parcial, que é igual a
derivada parcial da lagrangiana. Sendo assim, se a lagrangiana ndo apresenta dependéncia
temporal explicita, a hamiltoniana, também, ndo apresenta. Outra coisa interessante é que

se H ndo depende explicitamente do tempo sua derivada total em relacéo ao tempo é nula.

Vamos agora encontrar a relacdo entre a hamiltoniana e a energia do sistema. Na
situacdo em que a energia cinética é funcdo puramente quadratica das velocidades e a
energia potencial independe das velocidades, entdo a hamiltoniana é a energia do sistema,

como podemos ver abaixo.
. oL . T
=1 (CIk a) = Yk=1 (Qk a—qk) = 2T, (2.12)

onde usamos o teorema de Euler para funcdes homogéneas [67]. Com este resultado e

usando a Eq. (2.1) temos que
H=Yp dim—L=2T=(T=V)=TH+V, (2.13)

ou seja, para as condi¢cBes descritas acima a hamiltoniana coincide com a energia do
sistema. Além do mais, estas condicOes sdo apenas suficientes, portanto, concluimos que
elas podem néo ser satisfeitas e mesmo assim a hamiltoniana coincidir com a energia do

sistema.

2.1.2 Transformacdes Candnicas

Uma transformacéo de coordenadas no espaco de fase sera candnica se preservar
a forma canonica das equagdes de Hamilton. Considere as varidveis canonicas (qy, px),
que satisfazem as equagOes de Hamilton, Egs. (2.7) e (2.8). Queremos encontrar uma

transformacéo de coordenadas inversivel

Qk = Qk(qks Pir ), P = P (Qks Picsr ©), (2.14)

de tal forma que exista uma nova funcdo, K (Qy, Py, t), que satisfaca as equacgdes abaixo
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dQy 0K

e (2.15)
e
dk 0K
= e (2.16)

Assim, a nova funcdo deve satisfazer as equacbes de Hamilton nas novas

coordenadas. Isso é possivel se, e somente se, existir uma fungéo &, tal que

oD
K(Qk;Pk, t) = H(QIU Pk t) + E . (217)

A funcdo @ é chamada de funcdo geratriz, e ela funciona como uma ligacao
entre as coordenadas iniciais e as coordenadas finais. Existem varios tipos de funcdes

geratrizes dependendo do problema em questéo.

Portanto, para se transformar uma hamiltoniana em outra hamiltoniana, cujas
equacdes de Hamilton tenham uma solucdo mais facil, primeiro encontramos uma
transformacdo inversivel, depois a funcdo geratriz, e por fim, a nova hamiltoniana.
Usaremos esse procedimento no proximo capitulo para transformar a hamiltoniana do
oscilador harménico com massa dependente da posicdo na hamiltoniana do oscilador

harmonico simples.

2.1.3 Parénteses de Poisson

Consideremos inicialmente a derivada total de uma funcdo F que é funcdo das

coordenadas, momentos e do tempo

dF _ ©on (aF dqy OF dpk) OF 218
dt ~ “k=1\gq, dt ' opy dt at’ (2.18)

usando as equagdes de Hamilton encontramos que

dF _ wn (aF OH _ OF aH) oF (2.19)

ac ~ “k=1\oqcapx  opxoqr) ' at’

0 somatario desta equagéo é a defini¢do do paréntese ou colchete de Poisson {F,H} de F

e H, com isso temos que
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ar _ or _yn (OF 9H _ oF oH
dt - {F) H} + atl com {F, H} - k=1 (aqk apk apk aqk)' (2'20)

Com isso, concluimos que para uma funcdo F ser uma constante ou integral de
movimento (sua derivada total em relacdo ao tempo ser zero) tem que seu paréntese de
Poisson com a hamiltoniana ser nulo e ela ndo depender explicitamente do tempo, ou a
soma dos dois ser zero. Para a hamiltoniana como sua derivada total em relagdo ao tempo
é igual a derivada parcial, concluimos que se ndo houver dependéncia temporal explicita

a hamiltoniana é uma constante de movimento.

Para finalizar vamos falar de um importante teorema: uma transformacao de

coordenadas no espaco de fase € candnica se e somente se [67]

{QuQj}qp =0, (2.21)

{P, Pi}qp) = 0, (2.22)
e

{Qu P} g = 8ij- (2.23)

Usaremos este resultado no préximo capitulo para demonstrar que uma

transformac&o de coordenadas é candnica.

2.1.4 Oscilador Harmoénico Simples

Consideremos inicialmente a hamiltoniana do oscilador harmonico simples com
massa e frequéncia unitarias [67] (para este trabalho podemos sem perca de generalidade,

tomar valores unitarios para estas grandezas).
2 2
H=Z+2=T+V. (2.24)

Das equacdes de Hamilton encontramos que

dX _9H _
dt  ap

P, (2.25)
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L —e (2.26)

para resolver estas equagdes acopladas o procedimento usual é: derivamos a primeira e

depois usamos a segunda para eliminar dP /dt, esse procedimento produz

dazx
—= =X (2.27)
cuja solucéo é
X(t) = Acos(t) + Bsen(t), (2.28)

onde A e B sdo constantes determinadas pelas condic@es iniciais. Para encontrar P(t)

usamos a Eq. (2.25), de onde encontramos que
P(t) = —Asen(t) + Bcos(t). (2.29)

Considerando que em t = 0, X tem valor X, e P tem valor P, as Egs. (2.28) e

(2.29) tornam-se
X(t) = Xycos(t) + Pysen(t), (2.30)
P(t) = —Xysen(t) + Pycos(t). (2.31)

Existe outro método elegante para resolver estas equacdes [67]. Primeiro vamos

definir fungdes A e A* da seguinte forma

1 ,
A= E(X +iP), (2.32)
e
" 1 .
A" = \/—E(X —iP), (2.33)
de tal forma que
H = AA™ = A”A, (2.34)
1 .
X =\/_§(A+A ) (2.35)
e
—Zbea_ gpx
P = ﬁ(A A"). (2.36)
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Usando a defini¢do do paréntese de Poisson é facil demonstrar que

i{4,A%} = 1, (2.37)

i{H,A} = -4, (2.38)
e

i{H,A"} = A", (2.39)

Com as duas ultimas equacgdes podemos construir integrais de movimento como

mostrado abaixo

Q = Ae't = % (X +iP), (2.40)
(S
Q" = Aeit = (x —iP), (2.41)

de tal forma que H = QQ* = Q*Q. A hamiltoniana neste caso é uma quantidade
conservada, sendo a prépria energia do sistema. Como Q e Q* sdo complexo conjugado

um do outro concluimos que
Q =VEe™?, (2.42)
Q" =VEe', (2.43)

sendo E a energia do sistema e ¢ uma fase, determinada por uma condicdo inicial. Agora
usando as Egs. (2.42) e (2.43) nas Egs. (2.40) e (2.41) encontramos que

X(t) =V2Ecos(t + ¢), (2.44)
e
P(t) = —V2E sen(t + ¢). (2.45)

Novamente encontramos a posi¢cao e 0 momento em termos de duas constantes.
Na primeira situacdo em termos da posicdo e momento iniciais, agora em termos de uma
fase e da energia do sistema. Utilizaremos estes resultados da algebra de Poisson do

oscilador harménico simples quando formos trabalhar com o oscilador harménico com
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massa dependente da posi¢do. Das Egs. (2.44) e (2.45) vemos que as trajetdrias no espaco
de fase sdo circunferéncias concéntricas de raio V2E. Abaixo plotamos a posi¢do e o
momento do oscilador para E = 1. Plotamos também algumas trajetorias no espaco de

fase para alguns valores da energia. Em todos os graficos tomamos ¢ = 0.

§ 0
-1 (@)
7 8 12
t
1k
£ 0
= (b)
4 8 12
t
P PR R
7 K
1.5} .
/ # N \
/e N\
< o-( ( Vo)
Ay \\ \\\\-,/, /
—1.5-\ S o8 7
N\ I
- o (c)
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Figura 2.1: (a) Posicdo do oscilador harmdnico simples em funcdo do tempo para uma
energia igual a 1, (b) Mesmo que (a), mas para 0 momento do oscilador, (c) Diagramas
de fases do oscilador harménico simples, E = 0.5(- -), E = 1.0(— -) e E = 2.0(— —).

Para todos os graficos tomamos ¢ = 0.

2.2 Tratamento Quantico

2.2.1 Autovalores e autoestados

Consideremos inicialmente a hamiltoniana do oscilador harmonico simples
(como no caso classico, podemos sem perca de generalidade considerar a frequéncia e a

massa unitaria)
P2 X2
H:T+V:7+7, (246)

onde X e P sdo os operadores posicdo e momento, respectivamente, que satisfazem a

seguinte relacdo de comutacéo [68]
[X,P] =1, (2.47)
2
onde tomamos 7 = 1 (neste trabalho utilizaremos este valor para #). T = P? é a energia
.. X2, .
cinéticae VV = = € o potencial.

Dada a hamiltoniana, Eq. (2.46), queremos encontrar os autovalores E, e

autoestados In) da equacgdo de Schrodinger independente do tempo
H In) = E, In), (2.48)

Para encontrar os autovalores e autoestados é conveniente definirmos dois

operadores ndo hermitianos

(2.49)
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at =22 (2.50)
de tal forma que
[a,a*] = 1. (2.51)
Agora usando as Egs. (2.46), (2.49) e (2.50) ¢ facil mostrar que
H=a*a+-=N+, (2.52)

onde N = a*a é o operador nimero. Considerando um autoestado de N com autovalor

n, temos que
N In) = n In). (2.53)

Uma vez que H é uma funcdo linear de N, ambos podem ser diagonalizados

simultaneamente, com isso encontramos que
H In) = (n + %) In) = E, In), (2.54)

logo os autovalores de energia sdo dados por
En=(n+3) (2.55)

Agora usando a definicdo do operador nimero e a relacdo de comutacao da Eq.

(2.51) obtemos que
[N,a] = —a, (2.56)
[N,a*] = a*, (2.57)
como resultado destas duas Ultimas equacdes obtemos facilmente que
Na* In) = (n+ Da* In), (2.58)
Na In) = (n— 1)a In). (2.59)

Estas relacOes implicam que a™ In) é autoestado de N com autovalor (n + 1),
da mesma forma a In)é autoestado de N com autovalor (n — 1). Assim concluimos que
a In) e In— 1) sdo proporcionais, pois ttm o mesmo autovalor, com isso podemos

escrever que
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aln)y=cin—1), (2.60)
onde ¢ é uma constante. Desta ultima equacéo concluimos que
(nla*aln) = |c|* = [c|* =n, (2.61)

escolhendo c real e positivo, temos que

aln)y=,/(n—1) In—1). (2.62)

Utilizando o mesmo procedimento é facil mostrar que

at In)=/(n+1) In+1). (2.63)

Assim vemos que o operador a atuando no estado In) leva no estado In —1)e
o operador a* leva no estado In + 1). Por esse motivo, estes operadores sdo chamados

de operador de abaixamento e operador de levantamento, respectivamente.

Para encontrar os possiveis valores de n, primeiro vamos encontrar o médulo de

a In), que é dado por
(nlataln) =n >0, (2.64)

portanto concluimos que n deve ser um real ndo negativo, pois 0 mesmo € o médulo do
estado a In). Da Eq. (2.62) concluimos que n deve ser um inteiro ndo negativo, pois caso
contrario aplicac6es sucessivas do operador abaixamento conduzira a valores negativos
de n, 0 que ndo é permitido de acordo com a Eqg. (2.64). Com isso finalmente obtemos os

autovalores de energia, dados por
E, = (n + ;) n=0123.. (2.65)
Da Eq. (2.62) encontramos que

a 10) = 0, (2.66)

ou seja, o estado fundamental é um autoestado do operador a com autovalor nulo. Usando
a Eq. (2.63) podemos aplicar o operador a™ sucessivamente no estado fundamental 10)

para produzir o estado In), desse procedimento encontramos que

_(a+)n
in) = £2- 10). (2.67)
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2.2.2 Fungao de onda

Para encontrar a funcdo de onda do oscilador harmonico simples temos que
resolver a equacdo de Schrodinger independe do tempo [68] como mostrada abaixo

H(X) = Entp(X) > — L2904 O 4 (%) = E,,00), (2.68)

~ . N . d
onde usamos o fato que na representacdo de posi¢do o operador P atua como —i—.

Existe, porém, um método mais simples para encontrar a funcdo de onda do
oscilador harmonico simples que resolver a equacao de autovalor. Este método é ilustrado
a seguir. Primeiro usamos a Eq. (2.66), para determinar a fungcdo de onda do estado

fundamental como mostrado abaixo

d
ax’

(X'|al0) = 0 > = (X'|(X +iP)0) = 0 - (X' + ) bo(X) =0, (2.69)

onde ¢,(X') = (X'|0) é a funcdo de onda do estado fundamental. Resolvendo esta

equacao diferencial encontramos que

Bo(X") = eexp (L), (2.70)

Para encontrar a funcdo de onda dos demais estados utilizamos a Eg. (2.67) de

onde obtemos que

1 1 —(X)?
dn(X) = Tﬁx/zn_n!exp (T) Hy (X), (2.71)
onde H,, (X) s&o os polindbmios de Hermite.

Abaixo plotamos a funcdo de onda e a densidade de probabilidade py,(X) =

| (X)|? para o estado fundamental.
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Figura 2.2: (a) Funcdo de onda do estado fundamental n = 0, (b) Densidade de

probabilidade do estado fundamental n = 0. Nos graficos usamos a Eq. (2.71) e o fato
que po(X) = ldo (X

2.2.3 Valores médios

Para encontrar os valores médios primeiro vamos usar as Egs. (2.49) e (2.50)

para encontrar que

_(at+a)

x =020 2.72)
__i(at-a)
P = 5 (2.73)

os operadores posicdo e momento em termos de a e a*t. Destas duas Ultimas equacoes

encontramos facilmente os valores médios de X e P que sdo dados por
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(n|X|n) =+———=0, (2.74)

i<n|a+ — a|n>

(n|Pn) = 5 =0, (2.75)

ou seja, os valores médios de X e P séo nulos, o que é esperado, pois a e a* quando atuam
em In) diminuem ou aumentam o estado em uma unidade, e como os autoestados da

hamiltoniana séo ortogonais o produto escalar final é zero.

Agora usando as Egs. (2.62), (2.63), (2.72) e (2.73) obtemos os valores médios

abaixo

AX? = (x?) = (n+3), (2.76)

AP? = (P?) = (n+3), 2.77)
por fim das Egs. (2.76) e (2.77) encontramos o produto de incerteza dado por
AXAP = (n+3), (2.78)

gue é sempre maior ou igual a 1/2, ocorrendo o menor valor para o estado fundamental

n = 0.
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Capitulo 3

Oscilador Harmonico Com Massa

Dependente da Posicao: Tratamento Classico

Neste capitulo estudaremos classicamente o oscilador harmdnico com massa
dependente da posicdo. Comecaremos encontrando a hamiltoniana do sistema, em
seguida, como para o oscilador harménico simples, definiremos duas fungdes a e a* em
termos das quais poderemos escrever a hamiltoniana de uma forma mais simples. Logo
apos, utilizando a algebra de Poisson, encontraremos a posi¢do e 0 momento do oscilador
e através de uma transformacéo candnica veremos como passar do oscilador com massa

dependente da posicéo para o oscilador harménico simples.

Para finalizar, estudaremos dois sistemas, a saber: m, (x) = my/[(1x)? + a?]?
e m,(x) = mytanh?(x/1). Onde m,, a e A sdo constantes positivas. Para os dois casos
vemos que quando A — 0 obtemos o oscilador harménico simples, por esse motivo,
chamaremos estes osciladores harmdnicos com massa dependente da posicdo de

osciladores harmonicos deformados.

3.1 Consideracdes Gerais

Inicialmente consideremos a lagrangiana de um sistema com massa dependente

da posicgéo

=102y, 3.1)

Nesta expressao T € a energia cinética, V(x) é a energia potencial, m(x) é uma
funcdo qualquer da posicdo que representa a massa do sistema, x a posicao do oscilador

e x a sua velocidade. Como a energia cinética ndo é fungdo puramente quadratica da
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velocidade, pois depende da posi¢do, ndo podemos concluir que a energia € igual a
hamiltoniana. Para encontrar a hamiltoniana do sistema precisamos usar a transformacao
de Legendre como foi exposto no capitulo anterior. Primeiro encontramos o momento
candnico usando a Eq. (2.2)

p= % = m(x)x, (3.2)

agora usando a Eq. (2.1) encontramos que

m(x)x2
2

h=xp—L= +V(x)=T+V. (3.3)

Ou seja, mesmo as condigdes ndo sendo satisfeitas a hamiltoniana coincide com
a energia do sistema. Como a mesma ndo apresenta dependéncia temporal explicita é

conservada.

Agora para trabalhar com o oscilador harmonico com massa dependente da
posicao vamos usar a mesma algebra de Poisson que foi utilizada no oscilador harménico

com massa constante. Primeiro vamos definir funcdes a e a* da seguinte forma [31-32]

a=w)+ zj:(x) , (3.4)
e
a* — W(X) —_ Z;Z(x) s (35)

onde w(x) é uma funcdo da posi¢do a ser determinada. Com isso temos que

h=aa =aa= Z:sz) + WP, (3.6)
logo concluimos que
V(x) = [w(x)]?. (3.7)

Agora vamos encontrar o paréntese de Poisson de a e a*, da definicdo Eq. (2.20)

temos que

g otarw oasw 7 aw
{a'a}_ax ap 9p ax ' m(x) dx’ (3:8)
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comparando este resultado com a Eq. (2.37) e supondo que a e a* tenham o mesmo

paréntese de Poisson que A e A* do oscilador harménico simples obtemos que

d ®
%: @%w(x) =<f det+wo>, (3.9)

onde w, € uma constante de integracdo. Assim usando a Eq. (3.7) concluimos que

V(x) = [wx)]? = <f\/@dt +W0> , (3.10)

ou seja, dada a fungdo massa temos a forma do potencial V (x). Tomaremos o valor de w,
adotando que V(x =0) = 0. Vemos desta Ultima equacdo que quando a massa é
constante recaimos no oscilador harmdnico simples. Outra coisa interessante que obtemos

usando as Egs. (3.3) — (3.5) é que

i{h,a} = —a, (3.12)

ith,a*} = a”. (3.12)

Destas duas Ultimas equagdes podemos encontrar integrais de movimento como

0 exposto abaixo

q = ae't = %t(x + ip), (3.13)
e
q*=ae ™t = %(x —ip). (3.14)

Destas equagbes concluimos imediatamente que h = aa* = E, onde E é a
energia do sistema. Como g e g* sdo complexo conjugado um do outro podemos

encontrar que

q =VEe™®, (3.15)

q* = VEe'®, (3.16)
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onde ¢ é uma fase constante. Assim, encontramos um resultado analogo ao encontrado
no oscilador harmonico simples. Agora usando as Egs. (3.4), (3.5), (3.13) — (3.16)

encontramos que

w(x) = VE cos(t + ¢) = x(t) = w™L[VE cos(t + ¢)], (3.17)
e
p(t) = —2Em[x(t)]sen(t + ¢). (3.18)

Logo, através das Egs. (3.17) e (3.18) podemos determinar a posicdo e o
momento do oscilador harmdnico com massa dependente da posicdo. As solucdes

encontradas podem ser harmdnicas ou nao, isso vai depender da forma da funcdo massa.

Para finalizar esta secdo consideremos a seguinte transformacéo de coordenadas

no espaco de fase

X(x) = \V2w(x), (3.19)
P(x,p) =p/ym(x). (3.20)

Vemos facilmente que esta transformacao é candnica, pois {x,p} = 1. Com esta
transformacdo de coordenadas vemos que é possivel transformar a hamiltoniana do
oscilador com massa dependente da posicao, Eqg. (3.3), na hamiltoniana do oscilador com
massa constante, Eq. (2.24). Vemos assim, uma estreita relacdo entre o sistema com
massa constante e o sistema com massa dependente da posicdo. Observamos, também,
que das Egs. (3.19) e (3.20) obtemos a posi¢cdo e 0 momento do oscilador com massa
dependente da posi¢do em funcéo da solucdo do oscilador harmonico simples. Mesmo

resultado que obtemos anteriormente usando as constantes de movimento q e q*.

3.2 Exemplos de osciladores harmoénicos deformados

Para ilustrar o formalismo desenvolvido anteriormente, nesta secdo vamos
analisar dois exemplos de osciladores harmonicos deformados. Para cada oscilador
encontraremos a posi¢cdo e 0 momento, bem como plotaremos estas grandezas e o

diagrama de fase.
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3.2.1 Exemplo 1: m4(x) = my/[(Ax)? + a?]?

Comecaremos utilizando a Eq. (3.9) para determinar a fungdo w(x)

w;(x) = % \/@arctan (%x), (3.21)

agora utilizando as Egs. (3.10), (3.17) e (3.18) encontramos que

Vi(x) = (T;))Z [arctan (%)]2’ (3.22)
x,(t) = %tan (\/;:ilacos(t + ¢)), (3.23)
e
—J2Emqsen(t+@) (3.24)

p1(t) = :
! azsecz( ’i—i)lacos(t+¢))

Abaixo plotamos a funcdo massa, o potencial, a posi¢cdo e o diagrama de fase

para alguns valores da energia e do parametro de deformacdo A. Em todos os graficos

tomamos ¢ = 0emy, = a = 1.
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Figura 3.1: Em todos os gréaficos temos que ¢ =0 e my = a = 1 (a) Fungdo massa
my(x) para E =1e A =0,1. (b) Mesmo que (a), mas para A = 1. (c) Mesmo que (a),
mas para A = 5. (d) Potencial V;(x) para E = 1e 1 = 0,1. (¢) Mesmo que (d), mas para
A = 1. (f) Mesmo que (d), mas para A = 5. (g) Posicédo x,(t) paraE =1e 1 =0,1. (h)
Mesmo que (g), mas para A = 1. (i) Mesmo que (g), mas para A = 5. (j) Momento p; (t)
paraE =1e A =0,1. (I) Mesmo que (j), mas para A = 1. (m) Mesmo que (j), mas para
A =5.(n) Diagrama de fase para E = 1 e A = 0,1. (0) Mesmo que (n), mas para A = 1.
(p) Mesmo que (n), mas para A = 5. (q) Diagrama de fase paraA=1¢e E =0,1. ()

Mesmo que (q), mas para E = 1. (s) Mesmo que (q), mas para E = 5.




3.2.2 Exemplo 2: m,(x) = mytanh? G)

Como no exemplo anterior comecaremos utilizando a Eq. (3.9) para determinar

a funcéo w(x)

w,(x) = S(x)A\/@ln [cosh G)], (3.25)

agora utilizando as Egs. (3.10), (3.17) e (3.18) encontramos que

Vo(x) = mOTAZ In? [cosh G)], (3.26)

x,(t) = Aarccosh<exp

\/Tznilcos(tﬁp)l
e | (3.27)

2E
/—Icos(t+¢>)|
= — NTo
p2(t) = —/2myEsen(t + ¢) |tanh{ arccosh |exp 7 , (3.28)

onde S(x) é a funcdo escada

+1,sex=>0

—1,sex< (O (3.29)

S(x) = {

Abaixo plotamos a funcdo massa, o potencial, a posi¢éo e o diagrama de fase
para alguns valores da energia e do parametro de deformacdo A. Em todos os graficos

tomamos ¢ = 0 e my = 1.
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Figura 3.2: Em todos os gréficos temos que ¢ = 0 e my, = 1 (a) Fungdo massa
m,(x) para E =1e A1 =0,1. (b) Mesmo que (a), mas para A = 1. (¢c) Mesmo que (a),
mas para A = 5. (d) Potencial V,(x) para E =1 e A = 0,1. (¢) Mesmo que (d), mas para
A = 1. (f) Mesmo que (d), mas para A = 5. (g) Posicdo x,(t) para E =1e A1 =0,1. (h)
Mesmo que (g), mas para A = 1. (i) Mesmo que (g), mas para A = 5. (j) Momento p,(t)
paraE =1e A1 =0,1. (I) Mesmo que (j), mas para A = 1. (m) Mesmo que (j), mas para
A = 5. (n) Diagrama de fase para E = 1 e A = 0,1. (0) Mesmo que (n), mas para A = 1.
(p) Mesmo que (n), mas para A = 5. (q) Diagrama de fase para A =1¢e E = 0,1. (r)

Mesmo que (q), mas para E = 1. (s) Mesmo que (q), mas para E = 5.

3.2.3 Discussao

Para os dois casos estudados no limite que 4 — 0, a posi¢do , 0 momento e 0
potencial tendem a posicdo, ao momento e ao potencial do oscilador harmdnico simples,
Egs. (2.44), (2.45) e (2.24), respectivamente.

Analisando os graficos vemos que para o menor valor de A (deformacéo quase
desprezivel) todos os graficos tém um comportamento muito semelhante ao oscilador
harménico simples. A medida que aumentamos A, os graficos passam a ter um
comportamento muito diferente do oscilador harménico simples, ou seja, a deformacéo
destroi completamente o carater harmdnico dos sistemas. Concluimos, assim, que para
pequenos valores de A poderiamos utilizar a teoria das pequenas vibrac@es para analisar
0s sistemas, porém, a medida gque esta grandeza aumenta de valor a teoria ndo mais se
aplica e teriamos que usar o formalismo desenvolvido neste capitulo, uma vez que o

mesmo se aplica para qualquer valor de A.

Analisando os digramas de fase das Figs. 3.1 (n) e 3.2 (n) vemos que para
pequenos valores da energia o comportamento é quase harménico. A medida que
aumentamos o seu valor o comportamento harmonico € destruido. Isso se deve ao fato
que para pequenos valores da energia temos, também, pequenos valores da posi¢éo e do
momento, e analisando a fun¢do massa concluimos que para pequenos valores da posi¢ao
a massa € aproximadamente constante, ou seja, temos aproximadamente um oscilador

harmonico. Quando aumentamos o valor da energia, as variaveis candnicas passam a ter
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valores maiores e, consequentemente, a funcdo massa passar a variar e oscilador deixa de

ser harmonico.
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Capitulo 4

Oscilador Harmonico Com Massa
Dependente da  Posicdo:  Tratamento

Quantico

Neste capitulo estudaremos quanticamente o oscilador harménico com massa
dependente da posicdo. Incialmente, escreveremos a hamiltoniana apresentada no
capitulo 1 em funcdo de operadores A; e Af. Em seguida, suporemos que estes
operadores satisfacdo a mesma relacdo de comutacdo que os operadores abaixamento e
levantamento do oscilador harmdnico simples. Com isso, e analisando que condi¢cOes

devem ser satisfeitas para que os osciladores classico e quantico tenham o mesmo
. 1
potencial obtemosquea = b = — " Com estes valores de a e b encontramos a forma da

hamiltoniana do oscilador harmonico com massa dependente da posicéo.

Logo apos, transformaremos a equacdo de Schrodinger do oscilador harménico
com massa dependente da posi¢cdo na equacdo de Schrodinger do oscilador harmdnico
simples, e, assim, obteremos a fungdo de onda do oscilador harmdnico com massa

dependente da posic¢do em funcdo da funcdo de onda do oscilador harmdnico simples.

Depois destas consideracdes gerais analisaremos 0s dois sistemas de massa que
foram considerados classicamente. Para cada sistema encontraremos a funcédo de onda e

a densidade de probabilidade.

4.1 Consideracoes gerais

Comecaremos trabalhando com a hamiltoniana apresentada no capitulo 1, Eq.

(1.5), que é dada por
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Ha(x) = To(x) + Va () = 5m?(x) p m?? () p m(x) + Vo (x), (4.1)

ondea+ b =—%.

Como no caso do oscilador harménico simples vamos supor que a hamiltoniana

possa ser escrita em funcdo de operadores de levantamento e abaixamento, da seguinte

forma
Ho(x) = ALA; +5, (4.2)
onde,
A7 = =mb(x) pme(x) + wa (x), (4.3)
e
A% = Zm(x) pmP (x) + wa(x), (4.4)

sendo w,(x)uma funcdo do operador posi¢cdo, chamada de super potencial [31-32].

Usando a relacdo de comutacdo entre x e p, Eq. (2.47), encontramos que

A7 = [1+ aln(m)] + w,(x), (4.5)

(x

[1+ b In(m)] + w,(x), (4.6)

i g

Ag—z(

Para encontrar a relacdo entre o potencial e o super potencial usamos as Egs.
(4.2), (4.5) e (4.6), de onde obtemos que

{(“““) w20+, (47)

Va) = H{EE Dy () s [t m()] — s wy ()

- « - . d
onde utilizamos o fato que na representagéo de posicdo o operador p atua como —i—.

Agora encontramos o comutador de A, e A} que é dado por

+ (4a+1) 1 d 1 2 dwg(x)
[A aAa 1= 2 J2am(x) dx{JZm(x) dx [in m(x)]} \’m(x) dx (4.8)
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Supondo que estes operadores satisfacam a mesma relacdo de comutacéo que 0s
operadores de abaixamento e levantamento do oscilador harmdnico simples, obtemos a

relagdo entre o super potencial e a massa, dada por

(4a+1) 1 d

wy(x) = %{f m(x)dx ——; COrT [Inm(x)] + WO}, (4.9)

sendo w, uma constante de integracdo. Usando este resultado na Eq. (4.7) encontramos

que

V,(x) = %(f de + V0>2 +

2
ety 1 a1 i[lnm(x)]—lmﬂ) L_2in m(x)]l } (4.10)

2 4 m(x) E m(x) dx 4 m(x) dx

onde V, é uma constante, determinada pelo nivel zero de potencial. Determinaremos V,,
adotando que V(x = 0) = 0.

Analisando esta Ultima equacdo, vemos que o potencial é diferente do potencial
classico, Eg. (3.10). Esta diferenca deve-se aos dois ultimos termos, porém se a = — i 0S

dois potenciais ficam iguais e dados por

2
V() =2 (fJmGdx + V) . (4.12)
Usando a Egs. (4.1), (4.11)eofatoquea =b = — i obtemos a hamiltoniana do

oscilador harmdnico quantico com massa dependente da posicdo dada por

1 1 1 1 2
H(x,p) = P TP Tt + E(I ym(x)dx + VO) : (4.12)

Das Egs. (4.3) e (4.4) encontramos o0s operadores de abaixamento e

levantamento dados por

- _ i 1 1 1
A —ﬁ4m(x)pm+ﬁ(f\/m(x)dx+wo), (4.13)
e,
+ -t _1 1 1
A —ﬁ,j,m(x)pm+ﬁ(fw/m(x)dx+wo). (4.14)
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Devido as propriedades algébricas de A~ e AT encontramos as seguintes relacoes

A™Po(x) = 0, (4.15)
A () =V = Thys (1), (4.16)
A4 () =V F Tha (1), (4.17)
e
() = 7= (A Ao (), (4.18)

ou seja, como no oscilador harmdnico simples a funcao de onda do estado fundamental é
obtida pela aplicacdo do operador de abaixamento, e 0s demais estados sdo encontrados
por aplicacGes sucessivas do operador levantamento no estado fundamental. Também em
virtude das propriedades algébricas destes operadores obtemos que o oscilador harménico
com massa dependente da posi¢do tem a mesma energia do oscilador harménico simples,

portanto

HOG P (6) = Bt (), = By = (n+3). (4.19)

Para finalizar esta secdo consideremos a seguinte transformacdo canoénica de
ponto [31-32]

X =Xx) = [Jm(x)dx, (4.20)
P (1) = Ym(x)Pn [X ()], (4.21)

utilizando esta transformacdo de coordenadas na equacdo de autovalor e usando a
hamiltoniana da Eqg. (4.12) encontramos que

_ dPPa(X) | (X+Vp)?
dx? T 2

Pn(X) = Endpn(X), (4.22)

ou seja, a equacdo de autovalor do oscilador harménico simples, Eq. (2.68), quando V, =
0. Logo usando as Egs. (2.71), (4.20) e (4.21) obtemos a funcdo de onda do oscilador
harménico com massa dependente da posicdo em funcdo da fungédo de onda do oscilador

harmonico simples

46



Pn(x) = %\/% Ym(x) exp [— [J */Wx;dx)ﬂ/(’]z] H, [f ymx)dx + VO]. (4.23)

Assim como no caso classico é possivel transformar do oscilador harménico com

massa dependente da posi¢do no oscilador harmonico simples.

Usando as Egs. (4.20) e (4.21) podemos demostrar que a funcdo de onda y,, (x)

é ortogonal e normalizada. Primeiro da Eg. (4.20) vemos que

1
dx = de, (424)

agora usando este resultado na Eq. (4.21) obtemos que
[l ) dx = [ mG) |gnOP ==X = [Igpn(X)PdX,  (4.25)

ou seja, a funcdo de onda y,,(x) é ortogonal e normaliza, como a funcdo de onda ¢,,(X)

do oscilador harmdnico simples.

4.2 Exemplos de osciladores harmonicos deformados

Para ilustrar o formalismo desenvolvido anteriormente, nesta secdo vamos
analisar os dois exemplos de osciladores harménicos deformados que foram considerados
classicamente. Para cada oscilador encontraremos a fungdo de onda e a densidade de
probabilidade.

4.2.1 Exemplo 1: m;(x) = my/[(Ax)? + a?]?

Primeiro encontramos o potencial utilizando a Eq. (4.11)

Vi(x) = 2(1;2)2 [arctan (%x)]z (4.26)

que € igual ao potencial classico. Com o potencial encontramos a hamiltoniana usando a
Eq. (4.12) dada por
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242 24 2 212 2
Hl(x p) _ VJI(Ax)2+a?]  [(Ax)*+a?] [(Ax)2+a?] 2(7;1 : [arctan (/Ix)]

T P e P i (4.27)

e através da Eq. (4.23) obtemos a funcdo de onda
P () =

[arctan ( - )] }H ‘(/; arctan ( :)] (4.28)

1 1 4fmg {
A V2 I (/1x)2+a2

2(Aa )2

e com a funcéo de onda encontramos a densidade probabilidade

o0 = [Pl =

=¢%2%mWJT_:ﬂeXp{ (;n)z [arctan( )] }HZ ‘(//1_) ( )] (4.29)

Abaixo plotamos a funcdo de onda e a densidade de probabilidade para o estado

fundamental. Nos graficos escolnemos m, = a = 1 e diferentes valores do parametro de

deformacéo A.

g (a) 0.5} (d)
¥ %
02
0.1}
=3 3 =3 0 2
X
o (b) 0.5t (e)
S ¥
02
0.1}
3 3 =2 0 2



() 0.5} Q)
0.6}

(1
o (X)

|
/’[0 '®

0.1}

Figura 4.1: Em todos os graficos tomamos my, = a = 1 (a) Funcdo de onda wél)(x)
para A = 0.1. (b) Mesmo que (a), mas para A = 1. (c) Mesmo que (a), mas para 1 = 5.
(d) Densidade de probabilidade pél)(x) para A = 0.1. (€) Mesmo que (d), mas para A =
1. (f) Mesmo que (d), mas para A = 5. Para os graficos utilizamos as eqgs. (4.28) e (4.29).

4.2.2 Exemplo 2: m,(x) = mytanh? G)

Como no caso anterior primeiro encontramos o potencial utilizando a Eq. (4.11)

V,(x) = M2 2 [cosh (g)] (4.30)

com o potencial obtemos a hamiltoniana usando a Eq. (4.23)

1 1 1 moA? x
H,(x,p) = Jmotanhz \/motanhz Jmotanhz( )+ (; In? [cosh (z)], (4.31)

e através da Eq. (4.23) obtemos a funcéo de onda

(2) (x) =
‘k/_\/zn— /motanh expl cosh( )]l [\/_A In [cosh( )” (4.32)

e com a fungdo de onda encontramos a densidade probabilidade

PP =Pl =

49




:%ﬁ ’motanhz( exp[ mo/’lzln cosh ]Hz JmedIn cosh( )H (4.33)

Como no exemplo 1, abaixo plotamos a funcdo de onda e a densidade de

probabilidade para o estado fundamental. Nos graficos escolhemos m, = 1 e diferentes

valores do parametro de deformagéo A.
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Figura 4.2: Em todos os graficos tomamos m, = 1 (a) Funcéo de onda gbéz)(x) paral =

0.1. (b) Mesmo que (a), mas para A = 1. (¢) Mesmo que (a), mas para A = 5. (d)
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Densidade de probabilidade péz) (x) para A = 0.1. (¢) Mesmo que (d), mas para A = 1.

(f) Mesmo que (d), mas para A = 5. Para os graficos utilizamos as egs. (4.32) e (4.33).

4.2.3 Discussao

Para os dois sistemas analisados, no limite que 4 — 0 a funcdo de onda tende a
funcdo de onda do oscilador harménico simples, Eq. (2.71). Resultado analogo ao

encontrado no estudo classico.

Analisando os graficos vemos que para o menor valor de A (deformacéo quase
desprezivel) todos os graficos tém um comportamento muito semelhante ao oscilador
harmonico simples. Ou seja, a fungdo de onda e a densidade de probabilidade sdo
praticamente iguais a funcdo de onda e a densidade de probabilidade do oscilador
harmonico simples. Logo para pequenos valores de A podemos analisar os exemplos
utilizando a teoria da perturbacdo independe do tempo. Contudo, a medida que a
deformacdo aumenta os graficos passam a ter um comportamento diferente do oscilador
harmonico simples, e consequentemente, a teoria da perturbagéo independente do tempo
ndo se aplica mais. Assim, teriamos que usar o formalismo desenvolvido neste capitulo,

uma vez que o mesmo se aplica para qualquer valor de A.
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Capitulo 5

Informacao de Fisher e entropia de Shannon

Neste capitulo estudaremos a informacdo de Fisher e a entropia de Shannon.
Incialmente apresentaremos a teoria relacionada com estas duas grandezas, as definigcdes
e as principais relacGes associadas a informacao de Fisher e a entropia de Shannon. Em
seguida, estudaremos o comportamento destas grandezas para os dois osciladores
hormonicos deformados estudamos anteriormente e, veremos também como a informacao
de Fisher e a entropia de Shannon estédo relacionadas com a incerteza na posicao, incerteza
no momento e o produto de incerteza. Verificaremos também a compressdo na posicédo e

no momento.

5.1 Informacao de Fisher

A informacdo de Fisher de um observavel x unidimensional com densidade de
probabilidade P, (x) € definida por [69]:

2
E, .= [P(x) [‘”%;(")] dx > 0. (5.1)
Considerando um sistema quantico descrito pela funcdo de onda v, (x). A

densidade de probabilidade é P,(x) = |,,(x,t)|?, logo a informacdo de Fisher na

representacdo de posicdo pode ser escrita como

_ OV () d Yho Wi 0]° 24 5
Fox = 4f¢n () YPn(x)dx +f Y Pn) [, () |* dx, (5.2)

onde Py (x) = %.

A correspondente informacéo de Fisher na representagdo de momento

pode ser escrita como
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oh®) _ 5 »]°
Fup = 4] ¢ 0enpddp + [ 205 = 58 16u )12 dp, (53)

sendo ¢, (p) dado por

_ipx

dxe

dn(p) = fml/)n(x), (5.4)

ou seja, a funcdo de onda na representagdo de momento e ¢, (p) = %p@).

Utilizaremos as Egs. (5.2) e (5.3) para estudar a informacao de Fisher, no estado

fundamental, para os dois osciladores deformados discutidos anteriormente.

De acordo com as inequacgdes de Cramer-Rao [70-71] as relagdes entre incerteza

na posicao, incerteza no momento e informagéo de Fisher sdo dadas por

F,>— F >—. (5.5)

5.2 Entropia de Shannon

As entropias de Shannon na representacdo de posicdo e momento sdo definidas,
respectivamente, por [48]:

Sy =— f dx |¢n(x)|2 lnIl/)n(x)Iz, (5.6)

Sp == [ dp lpn ()| Inlpn (@)1 (5.7)
Beckner, Bialynicki-Birula e Mycielski [43] encontraram a relacdo de incerteza

entropica para a entropia de Shannon dada por

S= S +S,=(1+Inm). (5.8)

5.3 Resultados e discussoes

Nesta secéo analisaremos a informacao de Fisher e a entropia de Shannon para
os dois sistemas com massa dependente da posicdo estudados em capitulos anteriores, a

saber: m;(x) = my/[(Ax)? + a?]? e my(x) = mytanh?(x/1). Sendo m,, a e A sdo
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constantes positivas. O estudo serd em funcdo do parametro de deformacdo A e para o
estado fundamental.

Antes de analisarmos a informacao de Fisher e a entropia de Shannon, plotamos
as funcbes massas para diferentes valores do parametro de deformacdo A. Analisando as
figuras 5.1 (a) e (b) observamos que as massas dos sistemas 1 e 2 apresentam
comportamentos diferentes, para o sistema 1 a medida que A aumenta a massa diminui a
largara e para o sistema 2 ocorre o inverso, a largura aumenta a medida que A aumenta.
Plotamos também as funcbes de onda para diferentes valores de A. Observamos das
figuras 5.1 (c) e (d) que apresentam comportamentos diferentes, para o sistema 1, a
largura a meia altura aumenta com o aumento de 4, e para o sistema 2 ocorre o contrario,

a medida que A aumenta a largura a meia altura diminui.

(@)
0.8} 0.8}
¥ ¥
8 8
0.3f 0.3}
(@)
=i 0 1 =1 0 1
X X
(© (d)
0.6} 0.6}
¥ ¥
0.2} 0.2}
-3 0 3 -3 0 3
X X

Figura 5.1: Nos quatro gréaficos tomamos a = m, = 1. (a) Fungdo m, (x), preto A = 0.1,
vermelho 4 = 0.5 e azul A = 1. (b) Fungdo m,(x), preto A = 0.1, vermelho 1 = 0.5 e
azul A = 1. (c) Funcéao de onda do estado fundamental para o sistema 1, preto 1 = 0.1,
vermelho A = 0.5 eazul 2 = 1. (d) Func&o de onda do estado fundamental para o sistema

2, preto A = 0.1, vermelho A = 0.5 eazul A = 1.
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Abaixo plotamos, para o estado fundmental, a informacdo de Fisher na
representacao de posicdo (F,), a informagcéo de Fisher na representagéo de momento (F,),
o0 produto de informacdo de Fisher (FF,), a incerteza na posi¢do (Ax), a incerteza no
momento (Ap) e o produto de incerteza (AxAp) para o sistema 1. Nos graficos utilizamos

a funcdo de onda dada pela Eq. (4.28) e as Egs. (5.2) e (5.3) para a informacao de Fisher.
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Figura 5.2: Nos seis graficos tomamos a = m, = 1. (a) Informacdo de Fisher na
representacdo de posicao (estado fundamental) em funcéo do parametro de deformacéo A
para o sistema 1. (b) Mesmo que (a), mas para a informacédo de Fisher na representacao
de momento. (c) Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posigéo
(estado fundamental) em funcdo do parametro de deformacdo A para o sistema 1. (e)
Mesmo que (d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto

de incerteza.
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Pelos gréaficos da Fig. 5.2 observamos que a informacédo de Fisher na posi¢édo
decresce (Fig. 5.2 a), enquanto a informacdo de Fisher no momento cresce (Fig. 5.2 b) e
0 produto de Fisher decresce (Fig. 5.2 c¢). Podemos entender este comportamento
analisando a incerteza na posicdo (Fig. 5.2 d), incerteza no momento (Fig. 5.2 e) e 0

produto de incerteza (Fig. 5.2 f), para o sistema 1, as seguintes relacdes sao verificadas:

1 1 1 1 . ~
o = pve e KF, = ou seja, as relacbes de Cramer-Rao [43] para a

E = = AxZ ap?’

igualdade. Assim, a informacéo de Fisher na posicao decresce, enquanto a incerteza na
posicdo cresce, a informacdo de Fisher do momento cresce, enquanto a incerteza no
momento decresce, o produto de Fisher decresce, enquanto o produto de incerteza cresce.

Analisando a funcdo de onda para o sistema 1 (Fig. 5.1 c¢), observamos que a
medida que A aumenta a largura a meia altura aumenta, logo Ax deve aumentar também,
conforme a Fig. 5.2 e. Para A = 0, Ax = Ap = 0.707, AxAp = 0.50, valores iguais ao
oscilador harménico simples, como deveria ser. Contudo paraA > 0, Ax > 0.707 e Ap <
0.707, mostrando o fendmeno de compressao no momento p.

Como para o sistema 1, abaixo plotamos, para o estado fundmental, a informacéo
de Fisher na representacdo de posicéo (E,), a informacéo de Fisher na representacdo de
momento (F,), o produto de informacéo de Fisher (F,F,), a incerteza na posicdo (Ax), a
incerteza no momento (Ap) e o produto de incerteza (AxAp). Nos graficos utilizamos a

funcdo de onda dada pela Eq. (4.32) e as Egs. (5.2) e (5.3) para a informacdo de Fisher.

2.4 0.77
8222 2 ok
3 <
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 08 1
A A
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- 0.77}
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. %] 0.7}
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Figura 5.3: Nos seis graficos tomamos m, = 1. (a) Informacéo de Fisher na representacao
de posicao (estado fundamental) em funcéo do parametro de deformacdo A para o sistema
2. (b) Mesmo que (a), mas para a informacéo de Fisher na representacdo de momento. (c)
Mesmo que (a), mas para o produto de Fisher. (d) Incerteza na posicdo (estado
fundamental) em funcdo do parametro de deformacéao A para o sistema 2. (¢) Mesmo que

(d), mas para a incerteza no momento. (f) Mesmo que (d), mas para o produto de incerteza.

Pelos gréficos da Fig. 5.3 observamos que a informacao de Fisher na posi¢éo
cresce (Fig. 5.3 a), enquanto a informacéo de Fisher no momento decresce (Fig. 5.3 b) e
o0 produto de Fisher decresce (Fig. 5.3 ¢). Como para o sistema 1, podemos entender em
comportamento analisando a incerteza na posic¢éo (Fig. 5.3 d), incerteza no momento (Fig.
5.3 e) e o produto de incerteza (Fig. 5.3 f), para o sistema 2, as seguintes relagdes séo

1

- Ax?’

1 1 1 f ~
E, = v e K FE, = A7 ap7 ou seja, as relacdes de Cramer-Rao [43]

verificadas: F,
para a igualdade. Assim, a informacéo de Fisher na posicéo cresce, enquanto a incerteza
na posicao decresce, a informacdo de Fisher do momento decresce, enquanto a incerteza
no momento cresce, o produto de Fisher decresce, enquanto o produto de incerteza cresce.

Analisando a fungéo de onda para o sistema 2 (Fig. 5.1 d), observamos que a
medida que A aumenta a largura a meia altura diminui, logo Ax deve diminuir também,
conforme a Fig. 5.3 e. Para A = 0 Ax = Ap = 0.707, AxAp = 0.50, valores iguais ao
oscilador harménico simples, como para o sistema 1. Contudo para A > 0, Ax < 0.707 e
Ap > 0.707, mostrando o fendmeno de compressdo na posicao x.

Para finalizarmos, abaixo plotamos a entropia de Shannon, para o estado

fundamental, para os sistemas 1 e 2. Nos graficos usamos as Egs. (5.6) - (5.8).
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Figura 5.4: Nos dois graficos tomamos a = m, = 1. (a) Entropia de Shannon do estado
funtamental para o sitema 1. (b) Entropia de Shannon do estado funtamental para o sitema

2. Linha tragejada corresponde a 1 + Inm.

Verificamos que para os dois sistesma a relacdo de incerteza entrépica é

satisfeita, ou seja, a entropia de Shannon é maior ou igual a 1 + Inm. Para pequenos
valores de A a igualdade é satisfeita (entropia do oscilador harménico simples Sél) =

Séz) =1 + Inm), pérem, a medida que A aumenta a entropia dos dois sitemas aumenta

também.

De acordo com as Refs. [42, 72] a entropia de Shannon e a informacéo de Fisher
séo relacioanados por:

1
AxAp > Z—maexp(S), (5.9
usando as Egs. (5.5) encontramos que
S =1+ n2m — S In(FRy), (5.10)

para o estado fundamental, os dois sistemas satisfazem a igualdade de Cramer-Rao, como

discutido anteriormente, logo
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So = 1+ In2m — ~In(Fy +Fy ). (5.11)

Mostrando que quando a informacao de Fisher diminue a entropia de Shannon

aumenta e vice — versa.
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Conclusodes

Neste trabalho estudamos dois sistemas com massa dependente da posicéo.
Inicialmente fizemos um estudo classico, obtemos a posi¢do e 0 momento para os dois
sistemas. Verificamos que para pequenos valores de A, 0s sistemas se comportam como
osciladores harménicos simples, contudo a medida que o parametro de deformacéo

aumento o carater de oscilador harmonico simples é completamente destruido.

Em seguida, analisamos os dois sistemas quanticamente. Devido a massa
depender da posicdo o operador energia cinética padrdo [P?/2m(x)] nédo é hermitiano.
Para encontrar o operador energia cinética hermitiano usamos a analogia entre o oscilador
harmonico simples e o oscilador com massa dependente da posicdo, e o fato que os
sistemas classico e quantico tenham o mesmo potencial, com isso, obtemos que a = b =
—1/4. Depois que encontramos o operador energia cinética, analisamos o0s dois sistemas
com massa dependente da posi¢do do caso classico e encontramos as respectivas fungdes
de onda. Um resultado muito importante é que todos os sistemas estudados sdo

isoespectrais, ou seja, ttm a mesma energia.

Com as fungbes de onda dos dois sistemas com massa dependente da posicao,
estudamos a incerteza na posic¢do, incerteza no momento, produto de incerteza,
informacdo de Fisher e entropia de Shannon, para o estado fundamental, para os dois

sistemas. Verificamos que os dois sistemas tém comportamentos diferentes.

Para o sistema 1 a informacdo de Fisher na posicédo decresce, para o sistema 2
cresce, para a informacdo de Fisher no momento ocorre o0 oposto, cresce para o sistema 1
e decresce para o sistema 2. Como vimos este comportamento pode ser explicado pela

inequacdo de Cramer — Rao, que para os dois sistemas satisfaz a igualdade, ou seja, F, =

1

1 , . ~ .
—, F, = —. Observamos também efeito de compressao para 0 momento no sistema 1 e
Ax2' P Ap?

para a posi¢ao no sistema 2.

Verificamos que para os dois sistemas a relacdo de incerteza entropica é
satisfeita, ou seja, a entropia de Shannon é maior ou igual a 1 + Inm. Outra coisa

interessante que encontramos foi que para o estado fundamental S, =1+ In2w —
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%ln(F0 xFop). Mostrando que quando a informacdo de Fisher aumenta a entropia de

Shannon diminui, e vice versa.

Para finalizar, gostariamos de apresentar algumas perspectivas deste trabalho.
Poderemos acrescentar um terno anarmaonico ao sistema (proprocialnal a 1/x?) e estudar
a influéncia deste terno nas grandezas entropia e informacdo. Poderemos também
acrescentar um campo elétrico para verificar se 0s sistemas continuam isoespectrais,

enfim, sdo muitas as extensdes deste trabalho.
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HIGHLIGHTS

» Wave functions for position-dependent mass oscillators,
» Fisher infermation and Shannon entropy for the oscillators.
» Observation of squeezing effect in either position or momentum.

ARTICLE INFO ABSTRACT

Article history: We calculate the Fisher information and the Shannon entropy for three position-dependent
Received 23 September 2014 mass oscillators, These systems can be seen as deformed harmonic oscillators in the sense
Received in revised form 6 March 2015 that when the deformation parameter (L) goes to zero, they are identical to the constant

Available online 24 April 2015 mass harmonic oscillator. For two out of the three oscillators we ohserve that as 4 increases

the position Fisher information (Fe ) increases while the momentum Fisher information (F )

:Eﬁher information decreases. On the other hand, the Shannon entropy always increases for the three systems
Shannamn entropy with increasing A. Discussion about squeezing effect in either position or momentum due
Pasition-dependent mass to the 4 variation and a relation between the product of Fisher information and the Shannon

entropy are also presented.
© 2015 Elsevier BV, All rights reserved,

1. Inmtroduction

Fisher information is a quality of an efficient measurement procedure used for estimating ultimate quantum limits, It
also measures the system entropy (degree of disorder) and determines the uncertainty relations of constant mass quantum
system, For instance, in 2005, Romera, Sanchez-Moreno and Dehesa | 1] calculated the Fisher information of single-particle
systems with a central potential. In 2006, these authors derived the uncertainty relation for Fisher information of D-
dimensional single-particle systems with central potentials |2]. In 2007, Patil and Sen [3] found the uncertainty relations
for modified isotropic harmonic oscillator and Coulomb potentials. In 20010, Omiste, Yanéz and Dehesa [4] studied the
information properties of the half-line Coulomb potential. In 2011, Bouvrie, Angulo and Dehesa |5] calculated the entropy
and complexity properties of Dirac-delta-like potentials. Other interesting results can be found in Refs. [6-13].

The entropy introduced by Claude E. Shannon in 1948 [14], was firstly employed to study fundamental limits on signal
processing operations. Later on, it was used in many areas of Physics [15]. For instance, in Quantum Mechanics it was
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