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Resumo

Um importante campo da pesquisa em fisica do estado sélido € a investigacdo de sistemas
de baixa dimensionalidade, nos quais o movimento do portadores de carga estd confinado em
uma, duas ou trés dimensdes. Uma importante classe desses sistemas sao os anéis quanticos,
eles formam um sistema natural para a investiga¢do de fendmenos de interferéncia quantica
e de transportes, como as oscilagdes de Aharonov-Bohm e correntes persistentes. Por outro
lado, o grafeno, uma folha plana de d4tomos de carbono disposto em uma rede hexagonal, exibe
propriedades peculiares como o comportamento pseudo-relativistico dos portadores de cargas
préximos do nivel de Fermi e espera-se sua aplicagdo no desenvolvimento de novos dispositivos
eletronicos. Nesse trabalho, estudamos estados localizados de anéis quanticos em monocamada

e bicamada de grafeno.

Sabe-se que, devido a uma interagdo com um substrato, uma monocamada de grafeno pode
desenvolver um termo de massa na equagao de Dirac-Weyl que descreve o comportamento dos
portadores de carga na proximidade do nivel de fermi. Além disso, uma inversdo na massa,
obtida através de defeitos no substrato, pode confinar os portadores de carga na interface da
mudancga do sinal. Estudamos um sistema em que essa inversao se dd ao longo de uma linha
circular, portanto formando um confinamento anelar. A dispersao eletronica foi calcula como
fun¢do do raio da linha circular e da intensidade do termo de massa induzido tanto analiticamente,
utilizando o modelo continuo, quanto numericamente, utilizando o modelo tight-binding. Nossos
resultados mostraram uma boa concordancia entre os dois modelos. Além disso os niveis de
energia mostraram um comportamento fracamente dependente da intensidade do termo de
massa induzidos. Os estados confinados nesse sistema sao robusto em relacdo a desordens no
sentido que, nenhuma desordem nao magnética pode quebrar a degenerescéncia de vale e os
estados nao podem ser retroespalhados, semelhantes a estados topoldgicos. A influéncia de um
campo magnético nesse sistema também foi estudada e, além das oscilagdes de Aharonov-Bohm,
foi observado que controlando o campo magnético pode-se controlar o vale que os estados

pertencem.

Submetendo uma bicamada de grafeno a uma diferencga de potencial(ddp) heterogénea pode-se
confinar o movimento dos portadores de carga, porém, além de um confinamento convencional,
ha a possibilidade de um confinamento topoldgico, no qual a ddp aplicada sobre a bicamada
inverte de sinal na regido do confinamento. Analogamente ao anel na monocamada, propomos
um sistema em que essa inversao se dd ao longo de uma linha circular, portanto formando
um confinamento anelar em bicamada de grafeno. A dispersdo eletronica foi calcula analiti-
camente como funcdo do raio da linha circular, da amplitude da ddp e da intensidade de um

campo magnético externo utilizando o modelo continuo. Os estados nesse sistema, semelhantes



ao sistema na monocamada, também apresentaram robustez a desordens ndo magnéticas e a

retroespalhamentos.

Palavras-chaves: massa. bicamada. grafeno. confinamento topologico. campo magnético. anel

quantico.



Abstract

One important field of solid-state physics is the investigation of low-dimensional devices, in
which the charge carriers motion is confined in one, two or three dimensions. One important class
of such systems are quantum rings, they are a natural systems to investigate quantum interference
phenomenon in transport properties, Aharonov-Bohm oscillations and persistent currents. On
the other hand, graphene, a planar monolayer of carbon atoms arranged on two-dimensional
hexagonal lattice, exhibits peculiar properties like a pseudo-relativistic charge carriers behavior
nest to the Fermi level and is expected to lead to the development of new devices. In this work,

we studied located states in quantum rings in monolayer and bilayer graphene.

One known that, due a interaction with substrate, monolayer graphene can develop a mass term
in the Dirac-Weyl equation that describes the charge carriers nest to Fermi level. Furthermore,
a mass inversion, obtained through defects on the substrate, can confine charge carriers in
the interface of sign change. We studied a system where the sign inversion happens along a
circle, therefore, forming a ring-like confinement. The electronic dispersion was calculated as a
function of the radius of the circular line defect and the intensity of the mass term induced ether
analytically, by continuous model, or numerically, through tight-binding model. Our analytical
results show very good agreement with the tight-binding ones. Furthermore, the energies levels
are weakly dependent on the intensity of mass term. The states are robust in the presence of
disorder, in the sense that non-magnetic can not break the valley degeneracy and are immune
to backscattering, like topological states. Also was studied the influence of a external magnetic
field and, besides the Aharonov-Bohn oscillations, we found that tunning tha magnetic field, on

can control the ground state valley.

Under a heterogeneously potential bias, one can confine the charge carriers motion in a bilayer
graphene, but, besides the conventional confinement, it is possible to define a topological
confinement, in which the potential bias reverse the sign on the confinement zone. Analogously
to the monolayer ring, we propose a system where that inversion happens in a circular line,
therefore, forming a ring-like confinement in bilayer graphene. The electronic dispersion was
calculated analytically as a function of the radius of the circular line, the intensity of potential
bias and the intensity of a external magnetic field using the continuous model. The states in such

system, similar to the monolayer one, are robust to a non-magnetic disorder and a backscattering.

Key-words: mass. bilayer. graphene. topological confinement. magnetic field. quantum ring.



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Lista de ilustracoes

Formas alotropicas do carbono. No canto superior esquerdo, uma folha de
grafeno; no sentido horério tem-se grafite (multiplas folhas de grafeno),
fulereno e nanotubo de carbono. . . . . . ... L.
A esquerda, dispersdao do grafeno. A direita, dispersdao aproximadamente
linear proximo do pontode Dirac. . . . . . . . .. .. ... ... ......
Condutividade Hall o,, (vermelho) e resistividade longitudinal p,, (verde)
no grafeno a temperatura de 4 K e campo magnético de 14 T como fung¢ado
da concentracdo dos portadores de carga. (Inser¢do) o,, para uma bicamada
de grafeno, onde a usual quantizag@o ocorre em valores inteiros de 4¢?/h.
Figura adaptadadaRef. [1]. . . . . .. ... .. ... .. .
a) Dispersao linear sem gap do grafeno para energias proximas do nivel
de Fermi. b) Dispersao aproximadamente parabdlica sem gap para uma
bicamada para energias préximas do nivel de Fermi. ¢) Surgimento de um
gap A na dispersao da BG ao se aplicar um campo eletrostético perpendicular
ascamadas. . .. ... Lo
Foto de filmes de grafite (azul) com vérias espessuras, d, depositados em
um substrato de SiO, (violeta). Os valores indicados das espessuras foram
medidos através de microscopia de for¢a atomica. Observe que a drea em que
d =~ 2nm no canto superior esquerdo a mudanc¢a na coloracio é extremamente
ténue. Figura adaptadade Ref. [2]. . . . . .. .. ... ... ... .. ...
Imagem de microscopia de for¢a atdbmica de dois anéis quanticos concéntricos.
Figura adaptadadeRef. [3]. . . . . . . . ... ... ... .. ... ...
Dispersao do grafeno obtida através dos modelos fight-binding e ab initio. a)
A dispersdo obtida através de calculos ab initio € mostrada em linhas cheias,
e a obtida pelo tight-binding € mostrado em linhas pontilhadas. A dispersao
do tight-binding é calculada para os melhores valores dos parametros do
tight-binding que interpolam a dispersdo do ab initio . b) Diferenca entre as
dispersoes. Figura adaptadadaRef. [4].. . . . . . ... ... ... .....
Rede hexagonal do grafeno. Esquerda: a rede do grafeno representada como
duas redes triangulares cujos os vetores primitivos sdo a; € as. Os vetores
01, 09 € 03 localizam os primeiros vizinhos para os dtomos que pertencem
a sub-rede B. Para os dtomos que pertencem a sub-rede A os primeiros
vizinhos estdo nas posi¢des —d;, —ds € —d3. Direita: zona de Brillouin.
Figura adaptadadaRef. [5]. . . . . . . .. .. .. ... oo



Figura9 -

Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Estrutura de banda do grafeno obtido pelo modelo continuo para (a) potencial

externo nulo, (b) um potencial externo uniforme Uy e (c) um termo de massa

Niveis de Landau no grafeno obtido pelo modelo continuo para (a) potencial
externo nulo, (b) um potencial externo uniforme g, € (c) um termo de massa
uniforme d0g. . . . . . ... e
Bicamada de grafeno com empilhamento AB vista de cima. Os carbonos em
vermelho formam a sub-rede triangular B da camada inferior. Os carbonos
em azul formam a sub-rede A’ da camada superior. Os carbonos em preto
sdo as sub-redes B’ e A que coincidem pois a coordenada z € ignorada pela
PEISPECHIVA. . . . v v i e e e e e e e e e e e e
(a) Rede cristalina de uma BG. Os atomos em verde formam, na folha inferior,
a sub-rede A e na folha superior a sub-rede B’. Os parametros de hopping
entre os respectivos pontos sao mostrados. No presente modelo consideramos
v3 = 74 = 0. (b) Primeira zona de Brillouin. Figura adaptada da Ref. [5]. . .
Dispersao eletronica da BG. As energias foram tracadas como funcao de ak,
para ak, = 2m /3. Os pontos K e K’ sdo destacados no grifico. . ... ...
Esquema de uma bicamada de grafeno submetida a um campo elétrico uni-
forme induzido através de um capacitor. As camadas foram esbocadas em
linhas coloridas e o capacitoremcinza. . . . . . . . . . ... ... .....
Dispersao eletronica da BG usando o modelo continuo. As energias foram
tragadas como funcgéo de ak, onde k é a distancia ao ponto K ou K’ para (a)
potencial externonuloe (b)para V- =1¢/12. . . . .. .. ... .. ... ..
(a) Niveis de landau préximos do ponto K como funcao do campo magnético
aplicado perpendicular a bicamada de grafeno (a) na auséncia de um potencial
externo e (b) na presenga de um potencial externo uniforme (V' = 50 meV)
destacado por uma linha tracejada. . . . . . . .. ... ... ... .. ...
(a) Intensidade fotoeletronica como funcdo da energia e do momento entorno
do ponto K. As linhas sélidas marcam o mdximo de intensidade. (b) Esbogo
da buffer layer que induz potenciais ndo equivalentes sobre as sub-redes A
(azul) e B (vermelho). Figura adaptadada Ref. [6]. . . . . . . ... .. ...
Valores de gap calculados pela DFT para trés configura¢des do grafeno sobre
o substrato de h-BN a, b, e ¢ como fun¢do da distancia entre as camadas,
onde os circulos pretos, azuis e vermelhos s@o, respectivamente, &tomos de
Carbono, Boro e Nitrogénio. A separagdo de equilibrio € indicada pelas setas.
Figura adaptadadaRef. [7]. . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ...

41



Figura 19 —

Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

(a) Perfil do potencial Uy (r) = —Up(r) = A(r) no grafeno induzido pelo
substrato de h-BN. (b) Esboc¢o da folha de grafeno sobre um substrato de
h-BN com uma linha de defeito na posi¢do x = 0 responsdvel pelo confina-
mento no grafeno. Figura adaptadadaRef. [8]. . . . . . ... ... .. ...
(a) Dispersao eletronica do grafeno sobre um substrato de h-BN com uma
linha de defeito. inset: velocidade para os estados no vale K (pontilhado
azul) e no vale K’ (pontilhado vermelho) e para o caso sem defeito (linha
sélida preta). (b) e (c) autofungdes nos vales K e K, respectivamente. Figura
adaptadadaRef. [8].. . . . . . . . ..
(a) Esboco do substrato de h-BN com uma linha de defeito circular de raio R
responsavel pelo confinamento anelar no grafeno. (b) Perfil do potencial no
grafeno induzido pelo substratode h-BN. . . . . . . .. ... ... ...
Niveis de energia como fun¢do do raio R da linha de defeito circular como
mostrada na Figura 21. A intensidade do termo de massa induzida pelo subs-
trato € Ay = 200 meV. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem
aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo)

para elétrons no vale K. A regido cinza corresponde um continuo de energias.

Os pontos sdo os resultados numéricos obtidos através do modelo tight-binding. 58

Niveis de energia como funcao da intensidade do termo de massa induzido A
para o raio da linha de defeito circular R = 20 nm. As curvas em vermelho
(azul, preto) correspondem aos estados com o indice de momento angular, m,
negativo (positivo, nulo) para elétrons no vale K. A regido cinza corresponde
um continuo de energias. Os pontos sao os resultados numéricos obtidos
através do modelo tight-binding. . . . . . . . . . ... ... .. ... ...
Niveis de energia como funcao do raio R da linha de defeito circular sobre
a influéncia de campo magnético perpendicular B, = 1 T. A intensidade
do termo de massa induzida pelo substrato é Ay = 200 meV. As curvas em
vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com o indice de momento
angular, m, negativo (positivo, nulo) para elétrons no vale K. A regido cinza
nao mais corresponde a um continuo de energias, mas sim, aos niveis de
Landau. . . ... .. .
Niveis de energia como fung¢do da intensidade do termo de massa induzido
Ay para o raio da linha de defeito circular de raio R = 20 nm e sobre
a influéncia de campo magnético perpendicular B, = 1 T. As curvas em
vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com o indice de momento
angular, m, negativo (positivo, nulo) para elétrons no vale K. A regiao cinza
ndo mais corresponde a um continuo de energias, mas sim, aos niveis de

Landau. . . . . . . . . e



Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —

Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Niveis de energia para os vales K (linha sélidas) e K’ (linhas tracejadas)
como fung¢do do campo magnético externo B, para raio 2 = 20 nm. A in-
tensidade do termo de massa induzida pelo substrato é Ay = 200 meV. As
curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com o indice de
momento angular, m, negativo (positivo, nulo). A linha sélida verde corres-
ponde ao estado fundamental para elétrons. A regido cinza nao corresponde
a um continuo de energias, mas sim, aos niveis de Landau semelhantes aos
mostrados na Figura9. . . . . ... ... . oo o
Densidade de corrente angular para os vales K (linha sélidas) e K’ (linhas
tracejadas) como fun¢do do campo magnético externo B, para raio R = 20
nm. A intensidade do termo de massa induzida pelo substrato € Ay = 200
meV. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com
o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). A linha sélida
verde corresponde a densidade de corrente angular do estado fundamental
paraelétrons. . . . . ...
Niveis de energia obtidos pelo modelo tight-binding para um anel eliptico
como funcdo a excentricidade, &, variando a excentricidade de zero (circulo
de raio R = 20 nm) até 0.99 mantendo o perimetro da elipse constante. A
intensidade do termo de massa induzida pelo substrato é Ay = 200 meV.inset
Formadaelipseparaé =0e&=09.. . . . . ... ..o oo oL
Niveis de energia obtidos pelo modelo tight-binding para uma elipse com
excentricidade, £ = 0.9, deformada do circulo de raio R = 20 nm mantendo o
perimetro constante. A intensidade do termo de massa induzida pelo substrato
€ Ay = 200 meV.inset Densidade de probabilidade para o nivel de energia
indicadapelaseta. . . . . . . . . ...
Esquema de um potencial kink induzido em uma BG através de dois capa-
citores. As camadas foram esbocadas em linhas coloridas e os capacitores
em cinza. Em linha pontilhada mostra um esboco dos estados confinado na
direcdo perpendicular a direcdo em que ha a troca de sinal. Figura adaptada
daRef. [9].. . . . . . . e
Espectro de energia como fun¢do do momento na dire¢@o y. O estado € confi-
nado espacialmente na dire¢do x. (a) Espectro obtido para um potencial kink
abrupto (linha pontilhada) e obtido com um potencial kink suave proporcional
a V tanh(z/l) paral = 0,5 (linha sélida). (b) Espectro para um potencial
kink abrupto e um antikink (oposto do potencial kink). (c) Mesmo que em
(a) para [ = 4, o qual torna a troca de sinal mais lenta. (d) Espectro de um

confinamento convencional (ndo topoldgico). Figura adaptada da Ref. [9].

66

69



Figura 32 —

Figura 33 —

Figura 34 —

Figura 35 —

Figura 36 —

Figura 37 —

Figura 38 —

Espectro de energia de um kink linear como fun¢cdo do campo magnético
para (a) k, = 0 e (b) k;, = 0.15, onde k, = k,hvp/t,. Os niveis em azul
correspondem aos niveis confinado no “kink”, enquanto que os vermelho aos
niveis de Landau. Figura adaptadada Ref. [10]. . . . . ... ... .. ...
Esquema de um anel quantico eletrostdtico em um BG. Na regido do disco,
devido a um capacitor, atravessa um campo elétrico uniforme e perpendicular
as camadas, o qual induz um potencial de +V (azul) no disco da camada
superior e —V (vermelho) no disco da camada inferior. Na regido fora do
disco, devido a um segundo capacitor, um campo elétrico oposto ao primeiro
induz um potencial de —V  (vermelho) na regiao complementar do disco da
camada superior e +V (azul) na respectiva regiao da camada inferior. . . . .
Griéfico do potencial U; (em preto) e Us (em vermelho) como fungdo da
coordenada radial, para um anel quantico em uma bicamada de grafeno.
Ilustracdo dos intervalos, onde os autovalores de p sdo complexos. A Regido
I corresponde a drea pintada de preto abaixo do eixo € = 0; as Regides II, 11T
e IV as areas pitadas, respectivamente, de azul, verde e vermelho e Regido
IV a drea pintada de preto acimadoeixoe =0. . .. ... ... ... ...
Niveis de energia com relagdo ao raio do anel nas proximidades do ponto
K para B, =1TeV = 200 meV. As Regides I,...,V, foram separadas por
linhas sélidas cinzas. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem
aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo)
e estdo na Regido III. A regido em cinza (Regido I e V) corresponde aos
niveis de Landau que, nesse caso, por serem muito densos foi preferido nao
mMOStra-1os. . . . . . ..
Niveis de energia com relacdo a intensidade da ddp aplicada, V', nas proxi-
midades do ponto K para B, = 1T e R = 20 nm. As Regioes L....,V, foram
separadas por linhas sélidas cinzas. As curvas em vermelho (azul, preto)
correspondem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo
(positivo, nulo). As regides que apresentam um alta densidade de energia
correspondem aos niveis de Landau nas Regides I e V. Onde os niveis de
energia sao menos densos corresponde a Regiao IIl. . . . . . .. ... ...
Niveis de energia com relagdo a intensidade do campo magnético, ., nas
proximidades do ponto K para R = 20 nm e V' = 200 meV. As Regides
L,...,V, foram separadas por linhas sélidas cinzas. As curvas em vermelho
(azul, preto) correspondem aos estados com o indice de momento angular,
m, negativo (positivo, nulo). As regides que apresentam um alta densidade
de energia correspondem aos niveis de Landau nas Regides I e V. Onde os

niveis de energia sdo menos densos corresponde a Regiao Il . . . . . . ..
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Figura 39 — O mesmo da Figura 38, porém incluindo os niveis no vale K’ para energias na
Regido III tracados como pontos coloridos. A linha sélida verde corresponde
ao estado fundamental paraelétrons. . . . . . ... ... ... .......

Figura 40 — Densidade de corrente angular para os vales K (linha sélidas) e K’ (linhas
tracejadas) como funcdo do campo magnético externo B, para R = 20 nm
e V = 200 meV. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos
estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). A
linha sélida verde corresponde a densidade de corrente angular do estado

fundamental paraelétrons. . . . . . .. .. ..o oo
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1 Introducao

E um fato bem conhecido que o carbono é uma das matérias-prima para a vida e é
base para toda a quimica organica — o seu pequeno raio atdmico permite-lhe formar grandes
cadeias com a complexidade necessdria para gerar a vida como a conhecemos. Porém, nas
ultimas décadas, uma nova promessa surgiu a partir da descoberta de novas formas alotrépicas
do carbono. Além da grafite e do diamante observou-se inlimeras estruturas baseadas em carbono
que exibem propriedades fisicas singulares possibilitando um vasto nimero de aplicagdes
tecnoldgicas. Essas propriedades fisicas sdo, em grande parte, devido a dimensionalidade efetiva
dessas estruturas as quais podem ser caracterizadas como estruturas desde dimensionalidade
zero (0D), até dimensionalidade trés (3D). Tal diversidade, por sua vez, decorre da flexibilidade

das ligacdes quimicas em sistemas baseados em carbono 3,

Figura 1 — Formas alotrépicas do carbono. No canto superior esquerdo, uma folha de grafeno;
no sentido horério tem-se grafite (multiplas folhas de grafeno), fulereno e nanotubo
de carbono.

O interesse no estudo das formas alotrépicas do carbono recebeu um grande impulso a
partir da década de 1980, quando os fulerenos foram descobertos e fabricados 1o componente
mais famoso dessa familia é o Cgy, uma molécula formada por 60 d&tomos de carbono em uma
estrutura semelhante a de uma bola de futebol (ver Figura 1). Do ponto de vista fisico, os
fulerenos podem ser descritos como estruturas efetivamente 0D e portanto possuem estados
com niveis de energia discretos. A quimica dos fulerenos continua uma drea bastante ativa, por
exemplo, possiveis aplicacdes em nanotecnologia e nanotribologia® t€ém sido consideradas 12)
Em 1996 H. W. Kroto, R. E. Curl e R. E. Smalley foram agraciados com Prémio Nobel de

*

Ramo da tribologia que estuda fendmenos de fric¢do em escala nanométrica.
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Quimica pela descoberta dos fulerenos. Na década 1990, observou-se a existéncia de estruturas
tubulares constituidas apenas de carbono, chamadas de nanotubos de carbono 13 Nanotubos de
carbonos, estruturas efetivamente com dimensionalidade um (1D), sdo dotados de propriedades
excepcionais, por exemplo, dependendo da disposi¢do dos dtomos de carbono, podem ser metais
ou semicondutores. Suas propriedades eletronicas, mecanicas e de condugdo térmica tém atraido
a atencao dos pesquisadores para possiveis aplicacdes em microeletronica e em engenharia 14
Finalmente em 2004 isolou-se a que talvez seja a mais promissora das estruturas aqui citadas:
o grafeno 5o grafeno € constituido por dtomos de carbono dispostos em uma rede planar
- portanto uma estrutura efetivamente com dimensionalidade dois (2D), do tipo favo-de-mel
formada por hexdgonos justapostos, onde cada &tomo ocupa um vértice do hexdgono. Andre
Geim e Konstantin Novoselov em colaboragcdo com pesquisadores da Universidade de Manchester
e do Institute for Microelectronics Technology em Chernogolovka, Russia, foram os primeiros a
isolar o grafeno em laboratério e foram agraciados com o Prémio Nobel de Fisica de 2010 por

“experiéncias inovadoras quanto ao material bidimensional grafeno”.

1.1 Grafeno

Através do grafeno podemos entender as propriedades eletrOnicas de outras formas
alotrépicas do carbono, por isso, o grafeno ja vém sido estudado teoricamente desde 1946. A
grafite - uma estrutura 3D - nada mais € do que varias folhas de grafeno ligadas entre si por fracas
ligagdes de Van-der-Waals. O nanotubo de carbono € tratado teoricamente como uma folha de
grafeno enrolada e os fulerenos podem ser obtidos adicionando-se pentdgonos a estrutura do
grafeno gerando uma curvatura positiva na estrutura. Foi P. R. Wallace quem primeiro escreveu
a estrutura de banda do grafeno como um ponto de partida para um estudo da grafite 16 um

importante material para reatores nucleares na era pés Segunda Guerra Mundial.

Embora o grafeno seja estudado teoricamente hd mais de 60 anos, apenas em 2004 é
que ele foi isolado em laboratdrio! Isso ocorreu, em primeiro lugar, porque os fisicos, em geral,
nao acreditavam ser possivel obter um cristal bidimensional estdvel. Em segundo lugar, ndo
existiam ferramentas experimentais para se procurar um cristal da espessura de um dtomo dentre
os detritos de grafite cobrindo areas macroscopicas. O grafeno apenas pdde ser observado através

do fendmeno de interferéncia da luz visivel (ver se¢do 1.3).

O carbono possui seis elétrons e, quando livre, apenas dois elétrons estao desempare-
lhados tornando-o um atomo bivalente (1s%2s%2p?). Porém, no grafeno (assim como em muitos
outros compostos de carbono), um dos seus 2s elétrons troca para um orbital 2p ndo ocupado
pelos outros dois elétrons, tornando-o, portanto, quadrivalente. Tal movimento € energeticamente
desfavoravel, pois, os orbitais 2p s@o mais energéticos que o orbital 2s, porém, € justificado
pelo aumento na estabilidade das ligacdes quimicas efetuadas 7 0s quatro elétrons de valéncia

sdo responsdveis pelas ligacdes inter-dtomos. No grafeno, trés desses elétrons ocupam orbitais
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hibridos sp? e participam de ligagdes o no plano do grafeno com outros trés carbonos (os
primeiros vizinhos) os quais se ligam formando um angulo de 120° entre si (por isso a rede
hexagonal). Essas ligacdes sao relativamente fortes, o que garante a estabilidade do grafeno
mantendo os elétrons confinados na regido da ligacdo. O quarto elétron ocupa o orbital 2p, que
possui como plano nodal o plano das ligagdes o, logo, pode ser tratado como independente dos
demais elétrons de valéncia’. Esses elétrons quase livres (um por 4tomo) ddo origem a ligagdes 7
fracas, portanto sao chamados de elétrons 7 e s@o os principais responsdveis pelas propriedades

de transporte no grafenolg.

Boa parte das propriedades peculiares do grafeno pode ser explicada através de sua

estrutura de banda. A estrutura de banda do grafeno obtido através do Hamiltoniano tight-

.. . .~ . . .. , 1
binding considerando apenas transicdes entre primeiros vizinhos, € dado por 6,

Ek) = j:t\/?) + 2 cos(V/3kya) + 4 cos(V/3k,a,/2) cos(3k,a/2),

onde k = (k,, k,) € o vetor posi¢do no espago reciproco, a o pardmetro da rede e ¢ € pardmetro

tight-binding de hopping entre os primeiros vizinhos.

Figura 2 — A esquerda, dispersdo do grafeno. A direita, dispersdao aproximadamente linear pro-
ximo do ponto de Dirac.

Dos pontos em que £/ = 0 (ver Figura 2) apenas dois nio sdo equivalentes’, chamados

de pontos de Dirac. Suas posi¢des no espago reciproco sao

Ko (270 27 ) o (27 27 ),
3a’ 3v/3a 3a’” 3v/3a

Para valores de energia proximo de zero, isto €, para valores de k préximos de K ou K’, a
dispersdo é aproximadamente linear semelhante a dispersdo obtida para um férmion de massa
zero a partir da equacdo de Dirac. De fato, os portadores de carga préximo dos pontos de
Dirac comportam-se como férmions de Dirac sem massa, exceto pelo fato que eles se movem

com velocidade vy trezentas vezes menor que a da luz 3. No grafeno neutro o nivel de Fermi

t Isto é, pertencem a primeira zona de Brillouin.
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cruza exatamente os pontos de Dirac, o que significa que para energias proximas ao nivel de
Fermi os portadores exibem tal comportamento pseudo-relativistico. A priori isso possibilita
que experimentos relativistico sejam feitos em uma escala de energia bem menor, porém a
aplicabilidade do grafeno vai muito além disso. Fermions de Dirac comportam-se completamente

diferente quando comparados a elétrons ordindrios conduzindo assim a novos fendmenos fisicos.

Quando sujeitos a campos magnéticos, férmions de Dirac exibem um efeito Hall quantico
(EHQ) andmalo, sendo este qualitativamente diferente do EHQ observado em dispositivos a base
de semicondutores. O EHQ descreve a quantiza¢do da condutividade Hall o,,,, condutividade
medida perpendicular a corrente, em platds de valores inteiros de 4¢? /h. No entanto, no grafeno,
os platds sdo deslocados de 1/2 do valor esperado, ja que o,,, = +4e*/h(N 4 1/2) onde N é o
nivel de Landau '. Esse comportamento € explicado pela presenca de um nivel de Landau em
N = 0 no espectro de energia E = +v/2eABN do grafeno em um campo magnético B, onde F
¢ positivo para elétrons e negativo para buracos. A Figura 3 mostra a condutividade Hall 0, € a
resistividade longitudinal p,, como fun¢@o da concentra¢ao dos portadores de carga para uma
folha de grafeno sujeita a um campo magnético B = 14 T e temperatura de 4 K. Por causa da
grande energia de ciclotron exibidas por elétrons “relativisticos”, o EHQ no grafeno pode ser

observado em temperatura ambiente, mesmo que sendo necessirio campos magnéticos elevados.

o, (4e?/h) L
4
3 — 5/2
2
10 17777 (10 cm?) a2
= -2 2
=3 0 &
3 <o
Q — —1/2 =
— —3/2
— —5/2
— —7/2

Figura 3 — Condutividade Hall o,,, (vermelho) e resistividade longitudinal p,, (verde) no grafeno
a temperatura de 4 K e campo magnético de 14 T como fun¢ao da concentracdo dos
portadores de carga. (Inser¢do) o,, para uma bicamada de grafeno, onde a usual
quantizagdo ocorre em valores inteiros de 4¢? /h. Figura adaptada da Ref. [1].

Outra caracteristica dos férmions de Dirac € sua insensibilidade a potenciais eletrostaticos

externos. Isso € devido ao chamado paradoxo de Klein'® ?°: férmions de Dirac podem ser trans-
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mitidos com probabilidade unitdria através de uma regido classicamente proibida. No grafeno
potenciais eletrostaticos podem ser facilmente gerados devido a desordens como ondulagdes
na superficie, presenga de impurezas ionizadas no substrato ou mesmo adatomos ou moléculas
adsorvidos. Isso significa que os portadores de carga no grafeno sdao praticamente insensiveis
a desordem e sdo, sob certas circunstancias, imunes a efeitos de localizacdo observados em
elétrons ordindrios °. Medidas nesse material revelam uma alta mobilidade mesmo em tempera-
tura ambiente. Materiais de largo emprego na industria de semicondutores, como silicio (Si) e
o arseneto de gilio (GaAs), ttm mobilidade a temperatura ambiente aproximadamente 130 e
25 vezes menores, respectivamente, que a do grafeno. Isso torna o grafeno um material muito

promissor para a constru¢do de dispositivos eletronicos.

O leque das propriedades e das aplicagcdes do grafeno € extenso e aqui apenas citamos
superficialmente algumas (para mais detalhes ver Ref. [5]). Devido a isso existe hoje um grande

animo no estudo desse material.

1.2 Bicamada de Grafeno

N3ao s6 a monocamada de grafeno apresenta extraordindrias caracteristicas, multicamadas
de grafeno, que consistem de poucas camadas de grafenos acopladas por ligacdes de Van-der-
Waals, apresentam novas e interessantes propriedades ndo observadas em monocamadas. Em
particular, a bicamada de grafeno (BG) exibe um espectro aproximadamente parabdlico, ainda
que sem gap (banda proibida), nos pontos K e K’. Isso é uma consequéncia da interagao

inter-camadas e das simetrias do sistema (ver Figura 4).

Estudos recentes mostraram que o espectro da BG € fortemente modificado por dopagem
quimica ou pela aplicacdo de um campo elétrico externo de forma que o espectro adquire um
gap devido a quebra de simetria de inversdo das camadas. Tal gap pode ser controlado através
do nivel de dopagem ou da intensidade do campo elétrico aplicado ! Em uma monocamada
também se observa o aparecimento de um gap, porém este surge devido a efeitos da bordas
em nanofitas de carbono (grafeno com uma das dimensdes do plano de dtomos muito menor
do que a outra). Porém tal gap depende fortemente do tipo da borda da nanofita, podendo ser
armchair ou zigzag. A dificuldade no controle das desordens nas bordas de nanofitas torna
dificil o controle de tal gap, fato que ndo é observado em uma BG submetida a um campo
elétrico. Uma outra forma de surgir um gap no grafeno € através de uma interacdo apropriada

8,22,23

com um substrato , porém, também nao pode ser facilmente controlado. Além disso,

também foi mostrado que € possivel obter confinamento eletrostdtico dos portadores de cargas na

24,25, 26, 27, 28, 29, 30 31,32. Recentemente foi

BG em dispositivos quinticos como pontos e anéis
mostrado que, além desses confinamentos convencionais ha a possibilidade de um confinamento
topoldgico, no qual o potencial de confinamento muda de sinal na regido de confinamento

9:33.34.35 Og estados provenientes do confinamento topoldgico possuem similaridades com
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estados de borda de isolantes topoldgicos 3637 Tais resultados mostram a possibilidade da

fabricacdo de nanoestruturas eletrostaticas controldveis a base de bicamadas de grafeno.

=A

Figura 4 — a) Dispersao linear sem gap do grafeno para energias préximas do nivel de Fermi. b)
Dispersao aproximadamente parabdlica sem gap para uma bicamada para energias
proximas do nivel de Fermi. ¢) Surgimento de um gap A na dispersdo da BG ao se
aplicar um campo eletrostatico perpendicular as camadas.

1.3 Fabricacao de folhas de grafeno

Grande parte da pesquisa experimental académica feita sobre grafeno utiliza amostras
obtidas por meio de clivagem micromecanica do cristal de grafite, a mesma técnica utilizada para
isolar a primeira folha de grafeno observada em laboratério 15 Utiliza-se um cristal de grafite
de alta qualidade, da qual se extrai planos de grafeno com uma fita adesiva. Posteriormente,
fricciona-se a amostra de grafeno no substrato de 6xido de silicio. No substrato de silicio os
filmes de grafite ficam depositado em diferentes nimeros de camadas de grafeno (ou seja, em
diferentes espessuras) em uma macroregido. Filmes de grafite com espessura menor que 50 nm
sdo transparentes a luz visivel, porém sobre a superficie de silicio eles sdo facilmente observados
devido a um fendomeno de interferéncia. O substrato de SiO, com uma espessura de 300 nm
possui uma coloracao violeta quando observado pelo microscépio 6tico. Com o acréscimo da
espessura proveniente dos filmes de grafite observa-se uma mudancga na colorac¢io para azul na
regido onde esses filmes se localizam. Quanto mais finos sdo os filmes mais ténue € a mudanca
na coloracdo, até que filmes com espessuras menores que 1,5 nm nao sao mais observados por
esse método. Através da microscopia eletronica de varredura de alta resolucdo, esses filmes
podem ser claramente identificados. Entdo, nas regides em que os filmes de grafite possuem
espessura menor que 1, 5 nm aplica-se microscopia eletronica de varredura para localizar uma

camada de grafeno isolada (ver Figura 5)2.

Apesar de simples e de ser largamente utilizado, o processo de fabricacao de grafeno
através da clivagem micromecanica € ineficiente e portanto inadequado para a produgdo em larga
escala. Por essa razdo, surgiu um grande interesse em novas formas de fabricagcdo. Outra maneira
de produzir grafeno ¢ utilizando carbeto de silicio (SiC), esquentando-o a altas temperaturas.

Nesse processo, atomos de silicio sdo removidos do cristal e, na superficie deste dltimo, sdao
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Figura 5 — Foto de filmes de grafite (azul) com vdrias espessuras, d, depositados em um substrato
de SiO; (violeta). Os valores indicados das espessuras foram medidos através de
microscopia de forca atdbmica. Observe que a drea em que d ~ 2nm no canto superior
esquerdo a mudanca na coloracdo € extremamente ténue. Figura adaptada de Ref. [2].

criadas camadas de grafeno 38 Esse procedimento abre a perspectiva de producdo do grafeno em

maior escala, fundamental para avancos tecnoldgicos e aplicacgoes.

1.4 Anéis quanticos

Um importante campo da pesquisa em fisica do estado sélido € a investigacao de sistemas
de baixa dimensionalidade, nos quais 0 movimento do elétron estd confinado de forma que o
comprimento de onda é da ordem das dimensdes da estrutura de confinamento. Novas propri-
edades surgem, diferentes daquelas observadas em elétrons que podem se mover livremente
(bulk). Sistemas de baixa dimensionalidade capazes de confinar o elétron em uma, duas ou
trés dimensdes vem sendo fabricados e extensivamente estudados nas dltimas décadas. Tais
estudos sdo estimulados pela vasta demanda por dispositivos eletronicos mais eficientes, rapidos

€ miniaturizados.

Entre os sistemas de baixa dimensionalidade, estruturas duplamente ligadas em forma
anelar (ver Figura 6) sdo chamados de anéis quanticos (AQs). Anéis quanticos sdo capazes de
confinar nas trés dimensdes, porém, as autofungdes do Hamiltoniano possuem um comportamento
transitorio entre um fio quantico (confinamento em duas dimensdes) € um ponto quantico

(confinamento em trés dimensdes). Sobre a influéncia de campo magnético AQ exibem correntes
persistentes, que sdo correntes circulares que ndo exigem uma fonte de forga externa 39,40, 41,42
Além disso, devido a uma fase geométrica, pode-se estudar efeitos de interferéncia quantica como

o efeito Aharonov-Bohm que se manifesta como uma oscilagdo no momento angular do estado

fundamental®. Anéis quanticos foram estudados extensivamente tanto experimentalmente44’ 45

22,46, 47, 48,49, 50

quanto teoricamente em grafeno.
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100 nm

Figura 6 — Imagem de microscopia de for¢a atdomica de dois anéis quanticos concéntricos. Figura
adaptada de Ref. [3].

Devidos as suas propriedades, espera-se a aplicagdao de anéis quanticos em um amplo
nimero de sistemas, por exemplo, teoricamente, utilizando AQ, pode-se controlar entre reter
ou liberar fotons individuais ajustando o campo elétrico e magnético sobre o anel. Emissao
individual de fétons foi demonstrado ser possivel em anéis de InAs/GaAs incorporados a uma
rede cristalina fotonica. Aplicacdes de tais AQs como capacitores de luz sdo prospectivas no
campo da computagdo fotonica. Além disso, possiveis aplicacdes de AQs como spin qubits para
a computagao quantica vem sendo cogitadas, pois, devido a alta estabilidade que o spin apresenta
em tais estruturas, processos de relaxacdo e incoeréncia ocorrem em tempos relativamente altos

possibilitando leitura e manipulag;ﬁo3 .

1.5 Estrutura da tese

No préximo capitulo desenvolveremos os modelos utilizado para descrever os sistemas
estudados nesta tese e os aplicaremos a sistemas triviais, mas, que permitem melhor compreensao
dos sistemas baseados em mono- e bicamadas de grafeno. Partindo do Hamiltoniano tight-
binding deduziremos o Hamiltoniano do modelo continuo tanto para a monocamada quanto para
a bicamada de grafeno. Em seguida mostraremos o espectro de energias proximos ao nivel de

fermi obtida pelo modelo continuo na presenca de campos elétricos e/ou magnéticos.

Nos Capitulo 3 e 4 estudaremos, respectivamente, anéis quanticos em monocamada de
grafeno induzidos pelo substrato e anéis quanticos devido a um kink na diferenca de potencial
induzida sobre uma bicamada de grafeno. Em ambos os capitulos seguiremos a mesma estrutura,

comecaremos o capitulo expondo resultados da literatura que embasam tanto teoricamente
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quanto experimental o sistema proposto, em seguida resolveremos a equacao de autovalor do

Hamiltoniano e por dltimo mostraremos e discutiremos os resultados obtidos.

No Capitulo 5 concluimos a tese, recordando os sistemas estudados e seus principais

resultados, assim como sugerimos possiveis aplicagoes.
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2 Modelo Tebrico

Neste capitulo serd apresentado o modelo utilizado para calcular a estrutura de bandas
ou as sub-bandas em monocamada ou bicamada de grafeno para energias préximas do nivel
de Fermi. Nesse intuito, serd feito o uso do método tight-binding que consiste em calcular o
espectro de energias considerando a fun¢@o de onda como uma combinacao linear dos orbitais

atdomicos de cada 4tomo da rede cristalina".

O modelo tight-binding, geralmente, possui um precisdo inferior a modelos que utilizam
primeiros principios como o da teoria do funcional de densidade (DFT - abreviacdo em inglés)
31 Porém para o grafeno o modelo tight-binding exibe uma boa descricdo da estrutura de banda
proximo ao nivel de Fermi®. Observe na Figura 7, onde o modelo tight-binding e um modelo

ab initio sdo comparados. Proximo ao ponto de Dirac K os modelos exibem uma excelente

concordancia.
— abiniio
& M=~ N\ - tight binding
O R h
5 N\
§ i ]
52 : =
SE ]
L D
3 2 b) \/ ]
-4
M r K M

Wave vector

Figura 7 — Dispersdo do grafeno obtida através dos modelos tight-binding e ab initio. a) A
dispersdo obtida através de calculos ab initio € mostrada em linhas cheias, e a obtida
pelo tight-binding é mostrado em linhas pontilhadas. A dispersao do tight-binding é
calculada para os melhores valores dos parametros do tight-binding que interpolam a
dispersao do ab initio . b) Diferenca entre as dispersoes. Figura adaptada da Ref. [4].

2.1  Modelo Tight-Binding no Grafeno

A rede cristalina do grafeno é uma rede planar hexagonal com os d&tomos de carbonos

ocupando os vértices dos hexdgonos. Essa ndo € uma rede de Bravais, porém, podemos obter
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uma rede de Bravais triangular tomando como base dois atomos de carbono e cujos vetores
primitivos sdo dados por,

a; =

= g (3, \/§) cay = - (3, —\/5) , (2.1

2

onde a ~ 1,42 A ¢ a distancia entre dois d&tomos de carbono. Na base constituida por dois
atomos, um ocupa um ponto da rede e o outro d&tomo é deslocado do primeiro pelo vetor (a, 0).

A rede reciproca € formada pelos vetores,

27 27

b= (1, Jﬁ) eby = (1, —\/5) . (2.2)

Os dtomos que ocupam os pontos da rede triangular formam a sub-rede triangular A,

enquanto que os demais d&tomos constituem a sub-rede triangular B que € deslocada da primeira

pelo vetor (a, 0). Os primeiros vizinhos de um atomo na sub-rede B, sdo dtomos na sub-rede A
1 V3 1 _ V3

localizados relativamente nas posi¢des 6, = a(3, *5°), d2 = a(5, —%5°) e 63 = a(—1,0), como

pode-se ver na Figura 8.

® 6\ :

b, A

/ A B kyh 1
A\

83

Figura 8 — Rede hexagonal do grafeno. Esquerda: a rede do grafeno representada como duas
redes triangulares cujos os vetores primitivos sdo a; e a,. Os vetores 91, 0 € 03
localizam os primeiros vizinhos para os &tomos que pertencem a sub-rede B. Para os
atomos que pertencem a sub-rede A os primeiros vizinhos estdo nas posi¢cdes —d,
—09 € —03. Direita: zona de Brillouin. Figura adaptada da Ref. [5].

Consideraremos que apenas os elétrons 7 sdo responsaveis pelas propriedades eletronicas
do grafeno. Nao levaremos em conta, explicitamente, interagdes elétron-elétron ou spin-Orbita
a assumimos NN sitios da rede de Bravais. O Hamiltoniano tight-binding para um elétron 7 no
grafeno escrito no formalismo de segunda quantizagdo, incluindo apenas o termo de hopping

.. . . , . 2 4
entre os primeiros VlZlIlhOS, € escrito como 52,53,5 :

H=—- Y tlak,br, +bk,ar,) + > Ur,ak,ar, + > Urybk, Orss (2.3)
(Ra,Rp) R Rp
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onde R 4 percorre todos os sitios da sub-rede A e R 3, no primeiro somatério, apenas os primeiros
vizinhos do sitio R 4 na sub-rede B, enquanto que no terceiro somatorio, todos os sitios da sub
rede B; t (= 2,8 eV) € o parametro de hopping entre os primeiros vizinhos; o operador ar
(ak) destréi (cria) um elétron no estado 2p, (estado dos elétrons 7) no sitio R da sub-rede A e
uma andloga defini¢@o para os operadores br e b}{ € usada para a sub-rede B; Ur € a energia
potencial induzida sobre o sitio R. Observe que o potencial induzido, em geral, ndo possui a
periodicidade da rede, portanto, as autofun¢des do Hamiltoniano, em geral, ndo obedecem ao

teorema de Bloch.

No modelo tight-binding, supomos que os autoestados da energia sdo combinacdes

lineares dos estados orbitais 2p.,

U=Us+Tp=D> crRalXRa)+ D CRulXRE): (2.4)
Ra RB

onde |yr) € o ket associado ao estado 2p, do carbono com o centro deslocado de R, isto &,
(r|xr) = x(r—R), sendo x(r) a fun¢do de onda do orbital. Os 2N coeficientes cg , ,cr; podem
ser determinados obtendo 2V equagdes substituindo W na equagdo de autovalor do Hamiltoniano

e entdo fazendo o produto interno com os 2N estados atdmicos,

[H][V] = E[S][V], (2.5)

onde [H], ; = (xwr;|H|xwr,), [S];; = (Xri|XR;)» [¥]; = Cr, € Ri, R; percorrem todos os sitios

das sub-redes.

Os elementos [S] ;; $80 as integrais de superposi¢do dos orbitais atdmicos que sobre a

aproximagao tight-binding diremos que,
3 { 1 seisj,
Sy = [ x(r = Rox(r = Ry = 2.6)
0 qualquer outro caso,

onde R; e R; sdo quaisquer vetores das sub-redes. A condigdo (2.6) estabelece que a superpo-

sicdo entre dois estados 2p, entre dois carbonos diferentes quaisquer do cristal sempre € nula.

Essa condi¢do restringe o modelo, porém, verifica-se que o método ainda € aplicdvel com satisfa-

toriedade pois as funcdes de onda do estado 2p. decrescem rapidamente quando distanciamos do

niicleo. Através da equacdo (2.6) acha-se que [S] = Ionx2on € a matriz identidade. Os elementos

|H ]z ; 880 0s hopping entre os sitios e portanto serdo dados por,

U; nadiagonal principal,
[H],; = /X(r —R;)Hx(r — Rj)d°x = { —t para primeiros vizinhos, (2.7)

0 qualquer outro caso.

No modelo right-binding os autovalores sido obtidos diagonalizando a matriz [H]. O efeito de um
campo magnético externo pode ser introduzido no modelo tight-binding incluindo-se uma fase

nos termos de hopping de acordo com a substituicdo de Peierls —¢t — —t exp (—z% fij A- dl),
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onde A € o potencial vetor e a integral é feita no caminho que conecta os sitios i e j5 3,54,

Bxr
2 b

)) para hopping ao longo do vetor 41,

Para um campo magnético uniforme B, escolhemos o gauge simétrico definido por A =

eB.a (g /3

portanto a fase de Peierls torna-se exp ( e (5 5

exp (Zef%(% + IT‘/g)) para hopping ao longo do vetor d e exp (—i“gi;fy) para hopping ao longo
do vetor 03.

2.2 Modelo Continuo no Grafeno

2.2.1 Modificagdo do Hamiltoniano Tight-Binding

Observe que o sistema de equacdes (2.5) pode ser obtido, sob a condig¢do (2.6), se

Uy
=F .
[\IJB]’ (2.8)

onde Uy = YR, CRAIXRA) € YB = YRy CRs|XRg). Observe que o operador CLRAGRA éo

reescrevermos a equacao de autovalor do Hamiltoniano da forma,

Wy
Up

ZRA URACLTRAGRA —t Z<]f_{Ay]-:{B> GL«AbRB

_t Z<RA7RB> bTRBaRA ERB URBbL,BbRB

operador de projecdo sobre o estado |xr., ), isto &, ak LOR, = |XRa){XRa|- Decorre de um

resultado fundamental da mecanica quantica 17 que

Z URAGI:(ACLRA = Z URA’XRA><XRA‘ = UA<f')’ (29)
Rj Ra
onde T é o operador posi¢do e Uy(r) é a energia potencial sobre os dtomos da sub-rede A.
Observe que a ultima afirmagdo apenas € verdadeira se desprezarmos os termos fora da diagonal
principal na matriz que representa U, (') na base {|xr, )}, porém, isso estd implicitamente

assumido na expressao do Hamiltoniano (2.3). De forma andloga, podemos mostrar que,

ZURBQI{BG’RB = UB(f') (210)
Rp

onde Ug(r) é a energia potencial sobre os dtomos da sub-rede B.

Supondo a rede cristalina do grafeno infinita, podemos reescrever o operador 3= g , g ;) ak Ry

como um operador de translacdo, se observarmos que
( Z aIlAbRB) ‘XRB> - ‘XRB+61> + ‘XRB+52> + ‘XRB+63>’ (211)
(Ra,Rp)

onde 9; sdo as posi¢des dos primeiros vizinhos relativo ao carbono na posi¢do Rg. Utilizando o

operador de translacdo espacial, podemos escrever que

ip-s ip-s ip-s:
( 3 a;AbRB) IRy ) = (e e R e ﬁi)lxRB% (2.12)
<

RAvRB>
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onde p € o operador momento linear. Simplificando a expressdo anterior, podemos escrever que

( > akAbRB) IXRa) = 9(P)|XRs)> (2.13)

<RA7RB>
onde,
g(D) = e~ + e T eI = eiPra/h 4 9=ifee/2 o5 \/3a/2H). (2.14)

Podemos obter uma formula andloga para o operador > g , r ) b}{ SOR >

( > bRBaRA> [XRa) = 9(D)|IXRA) (2.15)
(

RA,RB)

onde g(p) é o complexo conjugado de g(p). Entdo podemos reescrever a equacdo de autovalor

do Hamiltoniano (2.8), como

(2.16)

Entdo supomos que ¥4 e Wz podem assumir qualquer forma e ndo somente uma
combinacdo dos estados atdomicos. Além disso, assumiremos que a dependéncia na coordenada
z, perpendicular ao plano do grafeno, é a mesma nas fungdes W, e Uy e portanto pode ser

eliminada da equacdo (2.16).

2.2.2 Dispersao Eletrénica do Grafeno

A equagdo (2.16) pode facilmente ser resolvida para o caso onde U4 = Up = 0. Nesse

caso, podemos desacoplar o sistema e obtemos a equacao,
2lg(D)*Va = B2V, 2.17)

cuja solugdo, sdao ondas livres ¥ 4 = e’¥T e os autovalores sdo

E(k) = +t|g(hk)| = j:t\/?) + 2 cos(V/3kya) + 4 cos(vV/3k,a/2) cos(3k,a/2). (2.18)

As duas solugdes anteriores formam a banda de valéncia e a banda de conducao do grafeno
mostradas na Figura 2, onde £ = 0 é o nivel de fermi. Observe que as bandas se tocam nos
pontos K = (27/3a,27/3v/3a) e K' = (27/3a, —27/3+/3a) e ainda que g(hK) = g(hK') = 0.
Nas proximidades dos pontos K e K’ as bandas possuem um comportamento aproximadamente

linear, formando dois cones chamados de vale K e vale K'.

2.2.3 Hamiltoniano do Modelo Continuo

De forma geral, a solu¢do da equagdo (2.16) torna-se complicada devido a complexidade

do operador g(p). No modelo continuo, se expande a funcdo g(hk) em torno dos pontos K
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e K’ e se retém apenas os termos lineares, simplificando consideravelmente a equacdo (2.16).

Expandindo g(hk) obtém-se que
3a . ik /6
g(hk) ~ —?(kx — ikky)e"™®, (2.19)

onde k = 1 quando a expansao € feita no entorno do ponto K e kK = —1 quando a expansao é

feita no entorno do ponto K'. A equacdo de autovalor torna-se

Wy
Up

L\
Up

=F , (2.20)

3ta

Ua(t) 34 (b, — ikp,)e /0
34 (b, + ikpy)e” /6 Up(#)

seja a velocidade de Fermi, vg, dada por vp = 3ta/2h. Multiplicando a equacdo superior por

e~ *7/12 ¢ a inferior por e**"/12 obtemos que
Ua(t) Vp(Pe — iKDy) U yeinm/12 B U e inm/12 o)
UF (ﬁx + i/i]ay) UB(f') \IlB,ei"“T/l2 \I/Bei/wr/m ’ :

finalmente obtemos o Hamiltoniano segundo o modelo continuo para o grafeno nas proximidades

dos pontos K e K’,

U T

o | Ua® (2.22)
T Ug(T)
onde

T = vp(Py + ikDy), (2.23)

o Hamiltoniano opera sobre um pseudospinor dado por,
o= | ¥ : (2.24)

¢B

onde ¢4 e ¢p diferem das funcdes de onda associadas as sub-redes apenas por uma fase.
O efeito de um campo magnético externo pode ser introduzido fazendo a usual substitui¢ao

p — D — ¢A(F), onde A(r) é o potencial vetor e ¢ a carga da particula (para o elétron ¢ = —e).

2.2.4 Propriedades do Operador 7

Observe que em coordenadas retangulares, podemos escrever 7 e 7! como

T = —ithvp (0, + 1k0,), (2.25)
7 = —ihvp(0, — iK0,), (2.26)

J4 em coordenadas polares,
7 = —ihvgpe™? (@, + i/ﬁp‘lﬁg) , (2.27)

7l = —ihvpe 0 (8p — i/@p_l(%) ) (2.28)
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Pode-se mostrar que

i = vip? = —0vEh2V? e [r, 7] = 0. (2.29)

Na presenca de um campo magnético, devemos fazer a substituicdo p — p — ¢A(T),

faremos isso cometendo um abuso de notacao, diremos que
p = —ihV? — gA (D). (2.30)
No caso de coordenadas retangulares, temos que

T = —ihvp(0, + ik0y) + vp (Ay +1iKA,), (2.31)
= —ihvp(0, — ik0,) + vr (A, — iKA,), (2.32)

enquanto que em coordenadas polares temos que

7= —ihvpe™ (0, +irp ' 00) + evpe™ (A, + irAy), (2.33)
P—— P (Gp — iﬁp’lﬁe) + evpe 0 (A, —ikAy). (2.34)

Pode-se mostrar que

- U%]f)2 + /{U%hqu, (2.35)
mir = vip® — kuthgB., (2.36)
m, 7] = 2m0hgB., (2.37)

onde o operador p? pode ser escrito como

p? = —h2V2 + 2ighA - V + iqh (V - A) + ¢*A. (2.38)

2.2.5 Autofuncdes do operador p?

As solucdes dos sistemas que estudaremos nos proximos capitulos serdo combinacdes
dos autovetores do operador p?. Nessa se¢do desenvolveremos vérios resultados que serdo

utilizados nos préximos capitulos. Desejamos achar as solu¢des da equag@o de autovalor

piF = K’aF. (2.39)

2.2.5.1 Auséncia de Campo Magnético

Na auséncia de campo magnético o operador p? é simplesmente um multiplo do La-
placiano, p? = —h?V2. Em coordenadas retangulares, os autovetores sdo as bem conhecidas
ik-r

ondas planas ¢’*T cujos autovalores sdo i2k?. Precisaremos também conhecer os autovetores em

coordenadas polares, isto €, desejamos resolver a equagdo (2.39)

—V?F = oF, (2.40)
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em coordenadas polares. Substituindo o Laplaciano em coordenadas polares obtemos que

10 [10F 1 02F
- il -z F=0. 2.41
pOp <p8p>+p2392+a ! (24D

Separando as varidveis a solucdo na varidvel 0 é e onde, devido a simetria, m =

0,41, 42, .... Substituindo F(p, #) por G(p)e™™ obtemos que

2 1 2
LA LS O e TYe ) (2.42)

dp> pdp p

Para solucionar a equacao na varidvel radial, primeiro faremos uma mudanga na variavel

independente = = /«ap para obtemos equacédo de Bessel

LG 1d 2
LS G+<1—m>G:0, (2.43)

dr?  xdx 2

cujas as solugdes sdo as Fungdes de Bessel do primeiro tipo J,,(x) e do segundo tipo Y, ().

Portanto as autofun¢des do operador p? com autovalor i« sdo,

Gm(Vap)e™ = J.(Vap)e™ (2.44)
Ho(Vap)e™ = Yo(Jap)em (2.45)

Se « for negativo, ainda podemos achar solugdes reais se ao invés de usarmos J,,(1/ap) e

Y,.(v/ap) usarmos I,,,(v/—ap) e K,,(v/—ap), onde I, (z) e K,,(z) sdo as fun¢des de Bessel
modificadas do primeiro e segundo tipo. Devemos conhecer o comportamento assintético de

cada autovetor para adequarmos as solugdes. Pode-se mostrar que55

o p—0:

Tn(Nap) = (gfg!m, (2.46)
Ln(vV—ap) — W, (2.47)
Yo(v/ap) — —n(Vap), (2.48)
Ko(v=ap) = —In (vV=ap), (2.49)
Y, (Vap) — —W, (m > 0) (2.50)
Ko(v/—ap) — %, (m > 0) (2.51)

® p — OQ:
In(Vap) — ”ﬂjap Cos (\/ap —mm/2 — 7r/4> : (2.52)
Ln(v/—ap) — i (1 At 1) : (2.53)

2/ —ap 8v/—ap
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2
Y, (Vap) — 1/Wﬁpsen (Vap —mm/2—n/4), (2.54)

2 _
Ko(v/=ap) = —_e=v=an (1 4 2 1) (2.55)
2v/—ap 8v—ap

Observe que apesar de J,,,(v/ap) e Y,,(\/ap) evanescerem quando p — oo, elas ndo sdo
quadrado integréveis no plano, pois p|.J,,,(v/ap)|* € p|Ym(y/ap)|?* ndo evanescem. J4 as fungdes
L.(v/—ap) e K,,(v/—ap) sdo quadrado integraveis no plano. Observe ainda que Y,,(y/ap) e
K,.(v/—ap) divergem para p — 0.

As fungdes de Bessel também obedecem as seguintes relacdes de recorréncia

Bii(z) = B, () + mz B, (x), (2.56)
~Ly1(z) = L] (z) — ma 'L, (x), (2.57)

onde B,, denota J,,,, Yy, Ly, (—1)™K,, e L,, denota J,,, Yy, (—1)" 1, K.

2.2.5.2 Presenca de Campo Magnético Perpendicular Uniforme

Na presenca de um campo magnético perpendicular uniforme, B = B.k, podemos

determinar p? através da equagio (2.30),

p? = (—ihd, + eA,)” + (—ihd, + eA,)?
= —hV? — 2iehA -V —ieh (V- A) + e?A?, (2.58)

no terceiro termo o operador V opera apenas sobre A. Resolveremos a equacdo de autovalor
(2.39) em coordenadas polares, pois o sistema possui simetria axial, além disso, utilizaremos em

toda a tese o gauge simétrico,

1 1
A= §B XTr= §szé9, (259)

onde &y € o vetor unitdrio tangencial. A equacdo de autovalor se torna

ieB, OF e*B2p?

2 —_—
ViE+ =50 ~ T

F+aF =0. (2.60)

Fazendo F(p,0) = G(p)e™ para separar as varidveis e devido a simetria m = 0, 1,42, ...,
substituindo na equagao anterior, temos que
d*G  1dG m? p* 3>

@ a0 T

G+ aG =0, (2.61)

onde,

== (2.62)
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Para solucionar a equacio na varidvel radial, primeiro faremos uma mudanga na varidvel inde-

pendente, p,
T = , (2.63)

e obtemos que
m m x
_ _ ~_=Z =0. 2.64
-8 n(ﬁ)2 4>G 0 (2.64)

Em seguida, muda-se a varidvel dependente GG para
G(p) = e~ 2m2 ) (), (2.65)

e entdo obtemos a Equac¢do Diferencial Hypergeométrica Confluente

d*M dM |m| m o 1
vyt (Lt m| —w) - — <2+Sgn(5)2—2|5|+2>M—0, (2.66)

cujas as solucdes linearmente independentes sdo as Funcdes Hypergeométrica Confluentes do

primeiro tipo

M('T) = 1F1 ((Z, ba x)a (267)
e do segundo tipo
M(z) = Ul(a,b, x), (2.68)
onde b =1+ |m|e
|m| m o 1
= &~ oAt o 2.
a ==~ +sgn(f)5 R (2.69)

Portanto os autovetores do operador p? com autovalor A%c sdo

im —x m ’m‘ m Q
Gm(a’p)e 6 =e /le |/21F1 (2 + Sgn(ﬁ); — 2‘52‘

1 .
+ 5 lm| + 1,w> ™ (2.70)

H,(a, p)e™ = e=#/2gIml2 ('T;ﬂ + sgn(ﬁ)% - 2‘(15‘ bt |m| + 1, x) e'm? (2.71)

Devemos conhecer o comportamento assintético de cada autovetor para adequarmos as

solucdes. Pode se mostrar que5 >

e p— 0 .
Gm(a, p) — ge_x/Qa:‘mVQH, (2.72)
H,(a, p) = o0, (2.73)

e p— o0 -
Gomla, p) — F((a;ew/%a“'m'/{ (2.74)

H, (o, p) — e~/ 2gIml/2=a (2.75)
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Observe que solugdo G,,(a, p?) é definida para p = 0 e para p — oo diverge se a # —n,
n inteiro ndo negativo, caso contrério converge para zero. A solugio H,,(c, p*) ndo é definida

para p = 0 e tende para zero para p — oo.

As funcdes Hypergeometricas Confluentes obedecem as seguintes relacdes que serdao

uteis no proximo capitulo,

F(a,b,7) = %1F1 (a+1,b+1,2), (2.76)

Ula,b,x) = —aU(a+ 1,0+ 1,2). (2.77)

2.2.6 Equagao de Dirac

Quando Uy(r) = Ug(r) = U(r), podemos escrever o Hamiltoniano (2.22) da forma
H=vpo-p+ IU®H), (2.78)

onde 0 = (0,,0,) sdo as matrizes de Paulli e / a matriz identidade de ordem dois. Observe
que esse ¢ exatamente o Hamiltoniano de Dirac para uma particula relativistica sem massa cuja

velocidade da luz € igual a velocidade de Fermi, vy, se movendo sobre a influéncia do potencial

U(#).

Para o caso onde o potencial é uniforme, isto é, Us(r) = Ug(r) = Uy, podemos

desacoplar o sistema de equacdes para ¢4 € obtemos que

g — (E —Uy)?ps =0, (2.79)

ou ainda
—VEh*V2hs — (E — Uy)?pa = 0. (2.80)
essa equagio € a mesma tanto para o vale K (k = 1) quanto para o vale K’ (x = —1). Substituindo

¢4 por uma onda plana, ¢4 = €T, obtemos que

E = fvphlk| + Us. (2.81)

A Figura 9a mostra a forma de £ como funcdo £ para U, = 0, onde podemos ver que o
espectro é um cone sem gap entre as bandas de valéncia e conducao, assim como era no caso
mais geral dado pela equagdo (2.18). Observe na Figura 9b que o unico efeito do potencial €

deslocar o espectro de energias.

2.2.7 Termo de Massa

Supunha que U, (r) = —Ug(r) = U(r), nesse caso a equacdo de Dirac passa a ter um
termo de massa
H =vpo-p+U(t)o,, (2.82)
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Banda de Condugao

Banda de Valéncia, e

0 0
k

Figura 9 — Estrutura de banda do grafeno obtido pelo modelo continuo para (a) potencial externo
nulo, (b) um potencial externo uniforme Uy e (¢) um termo de massa Uj.

onde a “massa” do elétron seria dada por m = U(#)/v%. No préximo capitulo discutiremos

como um potencial como esse pode ser obtido.

Se o potencial for uniforme, isto é, Ua(r) = —Up(r) = U, ird abrir um gap entre as

bandas de valéncia e condugdo do grafeno. De fato, desacoplando o sistema obtemos que

mings — (B* — U2)pa = 0, (2.83)

ou, usando (2.29),
—vEh? V204 — (B> — Ug)d4 = 0. (2.84)
Essa equacio é a mesma tanto para o vale K (x = 1) quanto para o vale K’ (x = —1).

Substituindo ¢ 4 por uma onda plana, isto é, ¢4 = e’KT obtemos que
E = +\/vih2k? + Ug. (2.85)

A Figura 9¢ mostra a forma de £ como funcao %, onde podemos ver que o espectro

possui um gap de 2U, entre as bandas de valéncia e condugio nos pontos K e K'.

2.2.8 Niveis de Landau

Agora acharemos os niveis de energia do grafeno na presenca de um campo magnético
perpendicular uniforme, B = Bk, e um potencial externo ou uma massa uniforme, Uy (r) =
Uy + Ao Up(r) = Uy — Ay. A equagdo de autovalor do Hamiltoniano nos conduz ao sistema de

equacoes

(Uo + DNo)pa + m'gp = Eda, (2.86)
s+ (Up — Do)op = E¢p, (2.87)
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que poder ser desacoplando para ¢4, como

s — [(E — Up)? — A4 = 0. (2.88)

Utilizando a equacgao (2.36) obtemos que
VEP 4 + kUER?Bds — [(E — Up)? — A2]gpa = 0, (2.89)
cujas solucdes sdo os autovalores do operador p? dados na equagio (2.70)
b4 = Gmla,p)e™, (2.90)

onde excluimos a fungdo H,,(«, p) pois ela diverge em p = 0. A fun¢do G,,(«, p) apenas ird
convergir para p — oo se a = —n, onde n € um inteiro nao negativo e a é dado pela equagao

(2.69), portanto,
|m| m o« 1

7 + Sgl’l(ﬁ); - m + 5 = —Nn, (291)
de modo que
a = |B|(2n+ |m| +sgn (5) m + 1), (2.92)
ou
a=|p|(2N + 1), (2.93)

onde N =n+ |m|(1 +sgn(mp))/2=0,1,2,3,.... Podemos achar a relacdo entre a energia £

e 0 a, substituindo ¢ 4 na equacio desacoplada
vER o + kvER?B — (E — Up)? + AZ =0, (2.94)

ou ainda
€ =up+\/a+ 8+ kB (2.95)

onde € = E/hvp, ug = Up/hvp e 6g = Ag/hvp. Substituindo «, obtemos os niveis de Landau,

e =uy£/|BI(2N + 1) + 62 + xB. (2.96)

Da ultima equacdo podemos concluir que os niveis de energia nos vales K ¢ K’ possuem a
simetria ex () = ex/(—/). A Figura 10 mostra os niveis de Landau com e sem um potencial

externo aplicado e no caso de um termo de massa no vale K.

2.3 Modelo Tight-Binding para a Bicamada de Grafeno

Uma bicamada de grafeno (BG) é formada por duas folhas de grafeno sobrepostas e
acopladas por ligacdes de Van Der Waals entre os carbonos da folha inferior com os carbonos
da folha superior. Dividimos a rede cristalina da BG em quatro sub-redes triangulares, duas da

folha inferior, sub-redes A e B, e as outras duas para a folha superior, sub-redes A’ e B’. Se os
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)

o
-8 -4 0 4
2 (T)

Figura 10 — Niveis de Landau no grafeno obtido pelo modelo continuo para (a) potencial externo
nulo, (b) um potencial externo uniforme g, € (c) um termo de massa uniforme J.

carbonos da folha superior estiverem exatamente acima dos carbonos da folha inferior, entao
eles se ligam e formam o empilhamento conhecido como AA. Por outro lado, um outro tipo de
empilhamento ocorre quando apenas os carbonos da sub-rede B’ da folha superior se encontram
exatamente sobre os carbonos da sub-rede A da folha inferior e as ligacdes ocorrem apenas entre
essas sub-redes. Esse é o empilhamento conhecido como AB (Figura 11), também chamado de
empilhamento de Bernal. Obtem-se uma boa concordancia ao se comparar dados experimentais
em bicamadas de grafeno produzidas por clivagem micromecéanica com os dados tedricos do

empilhamento AB 5, portanto trataremos com o empilhamento de Bernal.

Figura 11 — Bicamada de grafeno com empilhamento AB vista de cima. Os carbonos em ver-
melho formam a sub-rede triangular B da camada inferior. Os carbonos em azul
formam a sub-rede A’ da camada superior. Os carbonos em preto sdo as sub-redes B’
e A que coincidem pois a coordenada z € ignorada pela perspectiva.

O Hamiltoniano tight-binding para um elétron 7 na BG escrito no formalismo de segunda
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quantizacao, incluindo apenas o termo de hopping entre os primeiros vizinhos, € escrito como
5,53.

H=— Y tlak,br, +bk,or,)— > tlak, br, +Dbk, or,)
(Ra,Rp) R Rpr)
— Y tilak,br, +bk,0r,) T Y Ur,ak,or, + 3 Urgbh bR,
<RA7RB’) Ra Rp
+ Y Ur,ak ,ar, + Y Ur, bk, br,. (2.97)
R 4/ Ry

onde t; (=~ 04 eV’ ) € o valor do hopping entre os carbonos da sub-rede A e B’, e os demais
simbolos tem significado semelhante aos da equagdo (2.3). O primeiro somatdrio sao 0s temos
de hopping entre os primeiros vizinhos na folha inferior; o segundo somatério é andlogo ao
primeiro para a folha superior; o terceiro somatdrio sao os termos de hopping entre os carbonos
da sub-rede A da folha inferior e os da sub-rede B’ da folha superior; os demais termos sao os
potenciais induzidos em cada sitio das sub-redes. A Figura 12 mostra na configuracao espacial
dos atomos de carbono da BG os termos de hopping. Semelhante ao grafeno, os autovalores e

autovetores sao obtidos diagonalizando a matriz do Hamiltoniano (2.97).

(a)

B A :

Figura 12 — (a) Rede cristalina de uma BG. Os dtomos em verde formam, na folha inferior, a
sub-rede A e na folha superior a sub-rede B’. Os parametros de hopping entre os
respectivos pontos sdo mostrados. No presente modelo consideramos 3 = v4 = 0.
(b) Primeira zona de Brillouin. Figura adaptada da Ref. [5].

2.4 Modelo Continuo para a Bicamada de Grafeno

2.4.1 Modificagao do Hamiltoniano Tight-Binding

Pode-se aplicar os conceitos do modelo continuo e deduzir um Hamiltoniano semelhante

ao (2.22) para a BG, para isso, observe que podemos reescrever o Hamiltoniano (2.97) como

YR, URAaLAaRA —t 3 (RuRp) aﬁAbRB —tL X RAR ) aIaAbRB/ 0
g | “txmars b, 1R 4 Srp UrpbR, bR 0 0
—tL Y (RAR) b}{B,GRA 0 YR, URB/b;{B, br,, —t (R, Ry b;{B, aR,, ,
0 0 Sy Ry Oy PRy Yry, URy Ok, am

(2.98)
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onde ele opera sobre um pseudospinor dado por

v = (2.99)

Ty

onde ¥, € uma combina¢do dos estados orbitais dos sitios da sub-rede 7. Observe que o operador
—t1 2 (RA R ak ,br,,, quando agindo sobre os estados orbitais |xr,,) comporta-se como um

operador de translagdo, isto €,

( > akAbRB,) xR ) = [XR,, 0 i) = €7 xR ) (2.100)
<RA»RB/>

onde £ € o vetor unitdrio na dire¢do z e a, € a distancia entre as folhas. De forma equivalente,

podemos escrever que

( > bRB,aRA> XR) = [XR e ) = € P xR )- (2.101)
(

RA,RB/>

Combinando esses resultados com as equagdes (2.9) e (2.13), obtemos que

Ua(t) —tg(p) —tpeP=or/h 0
—t5(p Up(f 0 0
H= 9(p) (f) A o (2.102)
—tleflpzai-/h 0 Up (I‘) —tg(p)
0 0 —tg(p)  Un(®)

Entdo supomos que V4, U, Ui e ¥4 podem assumir qualquer forma e ndo somente
uma combinagio dos estados atbmicos. Além disso, assumiremos que a dependéncia na coorde-
nada z, perpendicular ao plano da BG, é a mesma nas fungdes ¥ 4, W g e apenas deslocada de
a k para as funcdes W e W4/ Observe entdo que podemos eliminar a dependéncia em 2 na

equacgdo de autovalor. De fato, podemos escrever a equagdo de autovalor na seguinte forma

Ua(E) —tg(p) —tieP/ 0 Yalz,y)Z(2) Yalz,y)Z(2)
ae) Us) 0 0 ooz | _ | elenze |
—t e paL/h 0 Ugp (t) —tg(p) Vi, y)Z(z —ay) Vi, y)Z(z —ay)
0 0 —tg(p)  Ua(R) Ya(x,y)Z(z —ay) Ya(@,y)Z(z —ay)
(2.103)

observe que ¢?:1/"Z(z—a, ) = Z(z) e que e P=*1/" Z(2) = Z(z—a_ ) e portanto conseguimos

eliminar a dependéncia em z em todas as quatro equacdes, isto €,

Ua(®) —tg(p) —to 0 balz,y) valz,y)

—tg(p)  Un(¥) 0 0 vs(ey) | _ | ¥sn.y) (2.104)
—ty 0 Up(t) —tg(d) | | vp(z,y) Ve (2, y)
0 0 —tg(p) Uw(f) Ya(z,y) Va(z,y)
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2.4.2 Dispersao Eletrénica da Bicamada de Grafeno

A equacdo (2.104) pode ser facilmente resolvida para o caso onde Uy = Ug = U =

U4 = 0. Nesse caso, podemos desacoplar o sistema e obtemos a equagdo

—t4g(p)[*va + 2B |g(P)[*voa + (1 E* — E*)p4 = 0, (2.105)
cuja solugio sdo ondas livres U4 = €’¥ e os autovalores sdo
2ty 5
B(k) = £/ lg(hk) 22 + - ?\/4|g(hk)|2t2 2, (2.106)

onde |g(hk)| é dado na equagdo (2.18). As quatro solu¢des ddo origem a quatro bandas de
energia que formam a dispersao eletronica da BG proximo ao nivel de fermi, £ = 0. Observe
que para t | = 0 as solucdes recaem nas solugdes da monocamada de grafeno, equagdo (2.18). A
Figura 13 mostra £/t como fungdo de ak, para ak, = 2m/3, portanto, passando pelos pontos
K e K'. Observe que as solugdes com o sinal de menos dentro da raiz zeram nos pontos K e
K’ e formam a banda de valéncia e conducio que, semelhante a monocamada de grafeno, ndo
apresentam gap. Entretanto, a dispersdo nos vales K e K’ é aproximadamente parabélico e ndo

mais linear como para a monocamada de grafeno.

|
I
|
|
|
|
|
|
s s s s 1 s s 1 | -
-2 K -1 0 1 K
aky

Figura 13 — Dispersao eletronica da BG. As energias foram tracadas como fung¢do de ak, para
ak, = 2w /3. Os pontos K e K’ sdo destacados no gréfico.

2.4.3 Hamiltoniano do Modelo Continuo

Semelhante a monocamada de grafeno, para obtermos o Hamiltoniano do modelo conti-

nuo para a BG, devemos expandir a fungio g(%k) em torno dos pontos K e K’ e reter apenas os
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termos lineares. Utilizando a equacao (2.19) obtemos que

Ua(®) S by — P, )e/0 —tL 0 Va Pa
S (Do + iy Jem /0 Up(t) 0 0 ve | _ | ve
—tL 0 Up (F) %(ﬁr + i/@ﬁy)e%m/ﬁ Y - Y
0 0 34 (p, — ikp,)em/0 Un(F) Y P a
(2.107)
Fazendo vp = 3ta/2h e multiplicando a primeira equagio por e~*"/12 a segunda
equagio por e"*™/12_ a terceira equagio por —e~ /12 e a quarta equagio por —e~*3*7/12_ obtemos
que
Ua(t) Vr(Pr — kD) iy 0 Paeminm/12 Pae /12
Vp(Pe + kD) Us(#) 0 0 bpeinT/12 . W peinT/12
tL 0 UB/(f') UF(ﬁz + Z/‘f/ﬁy) —1/)31671.%”/12 - _wB/efiKTr/IQ
0 0 velpe — kD)) Un(®) e V12 e/
(2.108)

do qual, finalmente, o Hamiltoniano segundo o modelo continuo para a BG nas proximidades
dos pontos K ¢ K’ é obtido,

Ua(T) 7r ty 0
f Up(r 0 0
| 5(t) ) (2.109)
tL 0 UB’ (I') 7'('Jr
0 0 s Ua (1)
O Hamiltoniano opera sobre um pseudospinor dado por
da
o—| 9P , (2.110)
P
du

onde ¢4, ¢, ¢p € ¢4 diferem das fungdes de onda associadas as sub-redes apenas por uma

fase.

2.4.4 Diferenca de Potencial Uniforme

Suponha que a BG é colocada entre um capacitor de placas paralelas submetidos a
uma diferenca de potencial (ddp) (ver Figura 14). Um campo elétrico uniforme atravessa
perpendicularmente as folhas e portanto as sub-redes pertencentes a mesma folha possuem os
mesmo potencial, isto é, Ua(r) = Ug(r) = Ui(r) e Ua(r) = Up (r) = Us(r).
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Figura 14 — Esquema de uma bicamada de grafeno submetida a um campo elétrico uniforme
induzido através de um capacitor. As camadas foram esbogadas em linhas coloridas
e 0 capacitor em cinza.

A equagdo de autovalor do Hamiltoniano nos conduz ao seguinte sistema de equacoes

diferenciais
o+ (U — E)Ypa+ti9op = 0, (2.111)
mios+ (U — E)op = 0, 2.112)
moa+ (Uy — E)pp +ti0a = 0, (2.113)
wop + (U2 — E)pa = 0 (2.114)

Desacoplando tal sistema para U;(r) e Us(r) constantes, obtemos a seguinte equagio

diferencial para ¢ 4

mirnrtioq — (U — EVrlngs — (Us — E)rntgpa+
+ (U — E)Y(Uy — E)2¢p4 —t2(Uy — E)(Uy — E)pa = 0. (2.115)

Substituindo 7, obtemos que,

Vp(B) s — v} |(Ur — E)* + (Us — E)*| p*voa+
+[(U = B2(Uz — E)? — &2 (Uy — E)(Us — B)| 4 =0, (2.116)
e finalmente, fazendo U, (r) = —Us(r) = V e p* = —h?V?, obtemos a equagdo
VER (V2204 + 20007 (V2 4 B2) V2u + (V2 = B2) (V2= E® 443 ) ¢a = 0, (2.117)

cujas solu¢des sio ondas planas, ¢4 = €’**. Substituindo ¢ 4 na equacgio diferencial obtemos

que os autovalores do Hamiltoniano sao

2 4
:i\lzﬂ—i—k?—i—;i\/(4v2—|—72)k2+1, (2.118)

onde € = F/vph,v = V/vphe T = t, /uph. As quatro solu¢des compdem as quatro bandas

da BG. Na Figura 15a tracamos a dispersao obtida para v nulo, onde os niveis de energia sao
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semelhantes aos obtidos na Figura 13 préximos ao ponto K e K’. Na Figura 15b tracamos a
dispersdo obtida para V' = t/12 onde observa-se o surgimento de um gap. O gap é exatamente

igual duas vezes o valor minimo da energia da banda superior, isto é,

gap = 2 (2.119)

AV24+2)

onde vemos que o gap pode ser controlado, alterando a ddp aplicada sobre a bicamada.

2y B S |1 N N

02 01
ak

Figura 15 — Dispersao eletronica da BG usando o modelo continuo. As energias foram tragadas
como fungdo de ak, onde k € a distancia ao ponto K ou K’ para (a) potencial externo
nulo e (b) para V' = t/12.

2.4.5 Niveis de Landau

Suponha que além do capacitor, exista um campo magnético uniforme perpendicular as

folhas de grafeno. Substituindo 7 na equacdo separada (2.115) obtemos que

Vp(D*) s — vp |(Ur = B)* + (Us — B)’| p*a + (U1 — E)*(Us — E)*—
—t*(Uy — E)(Uy — E) — vph?e* B2 — viheB.(Uy — E)? + vpheB.(Uy — E)?| 14 = 0,
(2.120)

e finalmente fazendo U, (r) = —Us(r) = V, temos que

Vp(D?) s — 205 (V2 + E?) p*ihat
+[(V2 = B%)? + 2(V? — %) — v} 12e* B2 + w}hhe B.VE| 4 = 0. (2.121)

Observe que a ultima equagdo € uma equacao quadratica com coeficientes constantes

para o operador p?, portanto buscaremos solucdes que sdo autofungdes desse. As autofuncdes
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do operador p? serdo solucdo da equacdo (2.121) contanto que o seu respectivo autovalor o

satisfaca a equacgdo caracteristica,
yla? =29 (V2 + EYa+ [(V2 = B2 + 2(V2 — %) = 4'8* + 49?BVE| =0, (2.122)
onde v = vph. Fazendo e = E/vy,v = V/ve T = t, /v aequagdo caracteristica torna-se

a® —2(v* + )a + {(1)2 — P+ 7200 =€) - B+ 451}6} =0. (2.123)

No caso de v nulo a solug@o apenas contard com as solu¢des G, (v, p) jé que as solugdes
H,,(a, p) divergem para p — 0. Além disso, as fungdes G,,(«, p) devem convergir quando
p — 00, portanto deve-se fazer a« = —n, n inteiro nao negativo. Entao isolando o na equagao

(2.69), obtemos que

1
a=2|f] (n + ’m2‘ + sgn(ﬁ)% + 2) =|8l(2N+1),com N =0,1,2,3,...  (2.124)

A equacdo (2.123) torna-se,
et — Qa4+ 1)+ -3 =0. (2.125)

Resolvendo para €, obtém-se que

T4

1 (2.126)

2
Ezi\la+72i—\/52+a72+
Observe que a energia € uma fun¢do par de 5 (um multiplo nao inteiro de B,). A Figura 16a
mostra os quatro conjuntos de niveis de energia na proximidade do ponto K em func¢do de B,
para N =0, ..., 100.

Para o caso v # 0, para que as solugdes G,,(«, p) convirjam quando p — oo deve-se
fazer a = —n, n inteiro ndo negativo. Portanto a equacgdo (2.124) também € vélida nesse caso.

Para determinarmos os valores da energia devemos resolver a equacdo de quarto grau (2.123)
et — (207 + 2a + 7)€ + 4Bve + o® — B2 + v* (7% + v — 2a) = 0. (2.127)

Apesar de poder ser resolvida analiticamente foi feito a solugdo numérica e mostrada na Figura
16b para N = 0, ..., 100. Primeiramente, nota-se o aparecimento de um gap entre as bandas
mais proximas da reta £ = 0, esse resultado ja € bem conhecido da literatura 3. Outra diferenca,
destacado no inset da figura, € o fato que os niveis de energia nao sd@o mais fungdes pares do

campo magnético.
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Figura 16 — (a) Niveis de landau préximos do ponto K como funcdo do campo magnético
aplicado perpendicular a bicamada de grafeno (a) na auséncia de um potencial
externo e (b) na presenga de um potencial externo uniforme (V' = 50 meV) destacado
por uma linha tracejada.
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3 Anéis Quanticos em Grafeno Induzi-
dos pelo Substrato

3.1 Massa Induzida pelo Substrato

Na secdo (2.2.7) vimos que quebrando a simetria entre as sub-redes A e B com um termo
de massa Uy (r) = —Ug(r) = U(r) surge um gap entre a banda de condug@o e valéncia no
grafeno. Para isso, o potencial induzido sobre o grafeno deve possui a periodicidade de uma
rede hexagonal como a do grafeno. Pode-se obter tal potencial através de uma interacio com um
substrato apropriado 8.22.23 por exemplo, € conhecido que grafeno crescido epitaxialmente em
um substrato de SiC exibe um gap devido a interacdo do grafeno com uma camada de atomos de
carbonos no substrato de SiC conhecida como buffer layer (Figura 17) que também € uma rede

hexagonal com um parametro de rede similar ao do grafeno 657,58

’ b) First graphene layer
[9)
Buffer layer
05
2
5 C
Y 10 Si
15
0.4 04

Figura 17 — (a) Intensidade fotoeletronica como func¢do da energia e do momento entorno do
ponto K. As linhas sélidas marcam o méximo de intensidade. (b) Esboco da buf-
fer layer que induz potenciais ndo equivalentes sobre as sub-redes A (azul) e B
(vermelho). Figura adaptada da Ref. [6].

Além disso, foi demostrado teoricamente através da DFT que a estrutura eletronica do
grafeno sobre um substrato de Nitreto de Boro hexagonal (h-BN) também exibe tal gap 0
cristal de h-BN pode ser obtido com uma estrutura similar ao do grafeno, exceto pelo fato que os

componentes quimicos das sub-redes A e B sdo diferentes e a diferenca entre os pardmetros de



Capitulo 3. Anéis Qudnticos em Grafeno Induzidos pelo Substrato 50

rede do grafeno e do h-BN é menor do que 2% 7-59_ Os resultados mostraram que o gap induzido
depende da distincia e orientacdo entre o grafeno e a camada de h-BN (Figura 18). Experimentos

recentes relataram um crescimento precisamente alinhado de grafeno sobre um cristal de h-BN
60

200 a o
L | |
175 |- E N ’—Or )
150 | " .h— )"
Ewph L A
<1g 75 L xl\\ ‘ ® )7
50 | \l\ - cbi ®
25 | { \‘\\‘\: r..,._ .>
0 3|.o :;.1 3|.2 3l.3 3I.4 31.5 3J.6 3l.7 QR o )-’

d (A) @ e

Figura 18 — Valores de gap calculados pela DFT para trés configuracdes do grafeno sobre o
substrato de h-BN a, b, e ¢ como func¢do da distincia entre as camadas, onde os
circulos pretos, azuis e vermelhos sdo, respectivamente, &tomos de Carbono, Boro e
Nitrogénio. A separagdo de equilibrio € indicada pelas setas. Figura adaptada da Ref.

[7].

O comportamento semicondutor com gap finito do grafeno abre uma perspectiva de
se estudar confinamento em grafeno devido a um termo de massa dependendo da posigao.
Uma massa dependendo da posi¢ao pode ser obtida modificando espacialmente o subtrato, por

exemplo, através de defeitos na rede cristalina.

3.2 Confinamento Topoloégico em uma Linha de Defeito

Um trabalho recente ® estudou confinamento em grafeno sobre h-BN com uma linha de
defeito onde ao atravessarmos a linha a rede cristalina do h-BN inverte os dtomos de Nitrogénio
e Boro como mostra a Figura 19. Nesse caso o potencial induzido sobre os 4&tomos de carbono
também se invertem, tal que, Uy (r) = —Up(r) = A(r), onde

—Ag parax < 0,

A(r) = 3.1
(x) Ag parax > 0, G-1)

sendo A a intensidade do potencial induzido sobre os carbonos devido ao substrato.

Nota. De forma geral, os potenciais induzidos em cada sub-rede néo sdo opostos, Us(r) #
—Ug(r), porém, nesse caso, podemos deslocar o nivel de referéncia da energia F de forma
que o ponto médio entre U, e Up se torne o novo nivel ' = 0. Nesse caso, podemos escrever

que Ay = (Us — Ug)/2. Obtidos os niveis E’, pode-se obter os niveis de energia F fazendo
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E = E' 4 (U + Ug)/2, portanto, apenas retornando os niveis de energia a posi¢ao inicial. No
restante desse capitulo suporemos que os potenciais induzido em cada sub-rede sdo opostos, isto

é, Ua(r) = —Up(r) = A(r).

o
B sublattice B N H
B-B line defect

Figura 19 — (a) Perfil do potencial Us(r) = —Up(r) = A(r) no grafeno induzido pelo substrato
de h-BN. (b) Esboco da folha de grafeno sobre um substrato de h-BN com uma
linha de defeito na posi¢ao x = 0 responsdvel pelo confinamento no grafeno. Figura
adaptada da Ref. [8].

Os resultados mostram o aparecimento de niveis de energia £ = xhvp|k,| na regido do
gap entre as bandas mostrados na Figura 20. A Figura 20b e ¢ mostra as autofun¢des nos vales K
e K’, respectivamente, onde se observa o confinamento ao longo do eixo z, perpendicular a linha
de defeito. O inset da Figura 20a mostra a velocidade para os estados no vale K (pontilhado
azul) e no vale K’ (pontilhado vermelho). Observe que os estados no vale K se propagam no
sentido positivo do eixo y enquanto que os estados do vale K’ se propagam no sentido negativo,

isto €, sdao contrapropagantes.

Esses estados possuem semelhanca com os estados topoldgicos em isolantes topoldgicos,
por exemplo, se assemelha aos estados topoldgicos do Quantum Hall Effect (QHE) onde os esta-
dos contrapropagantes estdo deslocados fisicamente para as bordas; ou estados do Quantum Spin
Hall Effect onde os estados contrapropagantes diferem no valor do spin. Se desconsiderarmos a
interacdo intra-vale, os estados ndo podem ser retroespalhados por ndo possuir, em cada vale, um
estado associado a0 movimento na dire¢do oposta, isso significa que os estados, assim como 0s

estados em isolantes topoldgicos, podem contornar desordens sem haver espalhamento.

Além disso, observe que os estados sdo duplamente degenerados, para uma dada energia
existe um estado no vale K e um no vale K’, isso ocorre devido ao teorema Kramer, ja que como
as autofuncdes sao autofunc¢des de um (pseudo-)fermion e o Hamiltoniano possui a simetria
de inversdo de tempo, entao todo autoestado deve ser degenerado, isso significa que nenhuma

desordem ndo-magnética pode quebrar a degenerescéncia entre os vales.
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F [h’L’F/H

Figura 20 — (a) Dispersao eletronica do grafeno sobre um substrato de h-BN com uma linha
de defeito. inset: velocidade para os estados no vale K (pontilhado azul) e no vale
K’ (pontilhado vermelho) e para o caso sem defeito (linha sélida preta). (b) e (c)
autofun¢des nos vales K e K’, respectivamente. Figura adaptada da Ref. [8].

3.3 Linha de Defeito Circular

Nossa proposta foi estudar anéis quanticos no grafeno formados por uma linha de defeito
circular no substrato de h-BN, isto €, ao sairmos da regido circular de raio R, os dtomos das
sub-redes A e B do substrato s@o trocados como mostra a Figura 21. Um defeito perfeitamente
circular modela em primeira aproximag¢do qualquer regido limitada por uma linha de defeito.
Estudos recentes mostram avangos no controle de defeitos em h-BN °! Devemos enfatizar que o
elétron ficard confinado ao longo da linha circular de defeito e nao na regido do disco, portanto,

formando um confinamento em forma de anel e ndo de ponto quantico como € aparente.

a) (X - b B sublattice
Ay R
- !
_ ! Line
/Deffect
R p. 0 R ’ P

A sublattice

Figura 21 — (a) Esboco do substrato de h-BN com uma linha de defeito circular de raio R
responsavel pelo confinamento anelar no grafeno. (b) Perfil do potencial no grafeno
induzido pelo substrato de h-BN.
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O potencial induzido sobre os dtomos de carbono se escreve como Ux(r) = —Up(r) =
A(r), tal que
A <R,
Afr)={ “Copaar (3.2)
—Ag para p > R,

onde R ¢ o raio da regido circular e A € a intensidade do potencial induzido pelos dtomos do

substrato sobre os carbonos. Observe que a equacao de autovalor do Hamiltoniano, H® = E®,

{¢A]:E|:¢A]7 (33)
¢B oB

pode ser separada se dividirmos a solu¢do em duas regides, p < Re p > R, isto é,

que s€ €sCreve como

A(T) dl
T —A(r)

D(r) = { O<(r) para p < R, (3.4)

®~(r) para p > R.

Dentro de cada regido o potencial é uniforme e o sistema de equagdes diferenciais da equacao de

autovalor do Hamiltoniano pode ser facilmente separado. Para p < R as equagdes sdo

Nogli + o5 =Ed3, (3.5)
To% — Doy =Ed5. (3.6)
separando para ¢5 obtemos que
mirgR — (B = Aj)é5 = 0. (3.7)
Primeiramente resolveremos o caso sem campo magnético, portanto, 7im = —vphV? e a
equacao (3.7) torna-se,
V25 + (€ — 65)¢5 = 0. (3.8)

onde € = E/hvp e 09 = Ag/hvp. Para obter o sistema de equagdes para p > R basta substituir

dp por —dy, porém observe que a equacao separada ndo se modifica.

3.3.1 Solucdo Geral da Equacéao Separada

Primeiramente acharemos a solug@o geral do problema de autovalor com massa constante

e entdo aplicaremos as solugcdes obtidas cada regido separadamente.

3.3.1.1 Componente ¢4

Observe que a equacao (3.8) € uma equacdo de autovalor do Laplaciano, portanto a

solucdo pode ser escritas em termos dos autovalores do operador p? estudados na se¢do (2.2.5.1),

64 = (Ciln(V=0p) + Cou(V=ap)) & (3.9)
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onde m = 0, =1, £2, ... e escrevemos a solu¢do em termos das fungdes de Bessel modificadas 7,
e K,,, pois desejamos achar estados confinados que apenas é possivel se a < 0. ¢4 escrito como
uma combinacio dos autovetores de p? serd solucdo apenas para « satisfazendo o polindmio

caracteristico obtido substituindo ¢ 4 na equagao (3.8)
—a+e — 65 =0, (3.10)

isto €,
a=¢e — 6. (3.11)
Portanto, com a < 0 (estados confinados) devemos ter |e| < |dg|. Observe que || < [do]

corresponde exatamente a banda proibida devido ao termo de massa mostrada na Figura 9. Para

simplificar a notagdo, sejan = \/—a = /03 — €2, entdo ¢4 se torna

ba = (CJm(np) + Csz(np))eim". (3.12)

3.3.1.2 Componente ¢z

Podemos obter a componente ¢ 5 isolando-a no sistema de equacdes diferenciais como

funcdo de ¢4, isto &,

1
o Us TPA
o _ZhUF ik |
_E—|—U06 (8p+mp 89) ¢A

26+1506¢(m+n)a (9, — rmp™) (Can(np) + CaKon(np))

= —7 i _ i(m—+k)0
=Tl s, (Crlnsn(np) = CoFsn(p) ) , (3.13)

o

onde usamos as equacoes (2.27), (2.56) e (2.57).

3.3.2 Solugdo do Anel Quantico

A solug¢do no interior da linha de defeito pode ser escrita partindo da solug@o geral como,

¢5 = C 1y (np)e™?, (3.14)
05 = ~i = O Lnrsnp)e "+, (3.15)

onde descartamos a solucdo K, fazendo C5 = 0 ja que ela diverge para p = 0. A solugéo
externa a linha de defeito pode ser obtida da solugcdo geral obtida na se¢io anterior substituindo

0o por —dg

¢ = C5 K (np)e™®, (3.16)

o5 = Z'€_775002>Km+n(770)€i(m+ﬁ)0, (3.17)
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onde descartamos a solugdo [, fazendo C7 = 0 ja que ela diverge para p — oco. As solugdes

aceitaveis sdo aquelas que sdo continuas na interface p = R, isto é, ®<(R,0) = &~ (R,0).
Impondo essa condi¢do obtemos o seguinte sistema homogéneo
Im(nR) —Kn(nR)

0
. ) = . (3.18)
o Imin(MR) 5 Kniw(nR) 0
Para o sistema ter solu¢do o determinante da matriz dos coeficientes deve zerar, isto &,

In(NR) Ky (NR) 1 Ly (MR) K (NR)
€ — 5() €+ 50

Cr
Cy

=0. (3.19)

Observe que apenas para certos valores a condi¢ao anterior € satisfeita, conduzindo a quantizagao
da energia. As solucdes dessa equacdo transcendental foram obtidas por métodos numéricos e os

niveis de energia obtidos serdo mostrados e discutidos na préxima se¢ao.

Resolvemos o mesmo problema diagonalizando a matriz do Hamiltoniano tight-binding
dado pela equacdo (2.7). Utilizamos uma folha de grafeno hexagonal grande relativo ao raio
do anel e com bordas armchair para evitar efeitos devido a finitude da folha. Utilizamos 100
anéis de carbonos na lateral do hexdgono que corresponde a um estrutura de lado igual a 42,316
nm. Para modelar o termo de massa fizemos Ur , = A (Ur, = —4\() para dtomos na posi¢ciao
R4 (Rp) da sub-rede A (B) tal que |R4| < R (|JRp| < R) — tomando como orgiem o centro
do hexdgono —e Ur,, = —Ay (Ur, = Ay) para dtomos na posi¢do R4 (Rp) tal que [R4| > R
(|Rp| > R). Os niveis de energia também sdo discutidos na préxima se¢do em comparagdo com

os resultados do modelo continuo.

Terminaremos essa secao mostrando a solucdo analitica para o caso particular em que
nR — oo, isto é, || << |dy| ou |R| — oo. Primeiramente usando a equagdo do Wronskiano

para I, e K,,,

WAL, K }(2) = I (2) Ko (2) + Iy (2) Ko () — i (3.20)

podemos reescrever a equacgdo transcendental como

dg — €
20RLu(1R) K (nR) = = (3.21)
0
Supondo nR — oo, podemos usar as expansodes assintoticas (2.53) e (2.55)
nR Am2 — 1 4 21 Sy —
MR (1 - VT r (g A E ) =07 322
V2mnR 8nR V2nR 8nR o
simplificando,
4m?* —1  4(m+k)*—1 €
1— =1-—, 3.23
8RR * 8nR o (3-23)
ou ainda 5 .
e _ _Amet (3.24)

So 2R
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onde descartamos termos proporcionais a (nR)~2. Resolvendo a dltima equagdo obtemos que,

o 05 0 [ Am?+4dmk+1

2 2 2R

(3.25)

Assumindo que (4m?2 + 4mxk + 1)/62R2 < 1 e usando a série binomial (1 — %)z ~ 1 — 22/2,
simplificamos a equacdo anterior, agora dada por

2km + 1

R (3.26)

e = —sgn (do)

A equacdo (3.26) serd discutida na préxima secao.

3.3.3 Resultados e Discussoes

A Figura 22 mostra os niveis de energia como fun¢do do raio R do defeito circular para
um termo de massa Ay = 200 meV nas proximidades do ponto K. As linhas sélidas sdo os
niveis de energia obtidos pelo modelo continuo, enquanto que os pontos sao os niveis obtidos
pelo modelo tight-binding. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com
o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). Os numeros sao os valores de m para
cada nivel de energia. A regido cinza é um continuo de energia de estados livres que no modelo
tight-binding é traduzido como uma regido com uma alta densidade de energias. Observa-se uma
boa concordancia entre os resultados do modelo continuo e os do modelo tight-binding onde
apenas apresentam uma leve discordancia para altos valores de m. Isso ocorre pois o modelo
continuo € obtido do modelo tight-binding truncando uma expansao no momento, entdo quanto
maior for o valor do indice do momento angular m significa mais distante do ponto K ou K’
na rede reciproca, aumentando o erro do truncamento. Os niveis de energia exibem o usual
comportamento hiperbélico 1/ R de estados confinados em anéis quénticos. Observe que para o
caso particular R — oo, equagdo (3.26), pode-se observar explicitamente esse comportamento.
No limite R — 0, a regido de confinamento da fun¢do de onda se torna excessivamente pequena
exigindo que os estados confinados tenham uma maior curvatura, portanto, niveis de energia

maiores, consequentemente, os niveis de energia “imergem” no continuo.

Os niveis de energia sdo simétricos em rela¢do ao nivel de fermi £r = 0, de fato, pode-se
mostrar facilmente da equagio (3.26) que EX(—m) = EX(m + 1) onde o indice sobrescrito K
indica que a relagdo € valida nas proximidades do vale K (x = 1). A equagdo (3.26) também
mostra a relagcdo entre as energias em cada vale, de fato, todo nivel de energia é duplamente
degenerado possuindo um estado em cada vale com o indice de momento angular oposto ao
outro, isto é, £ (—m) = E®'(m), onde o indice sobrescrito K indica que a relacio é vélida nas
proximidades do vale K’ (x = —1). Isso ocorre devido ao teorema da degenerescéncia de Kramer,
ja que o Hamiltoniano possui simetria de inversao temporal e o elétron tem momento semi-
inteiro. Portando, pode-se dizer que esses estados sdo robustos no sentido que nenhuma impureza
nao-magnética pode quebrar a degenerescéncia de vales. Isso também pode ser observado nos

resultados tight-binding em que todo nivel de energia aparece em pares extremamente proximos,
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Figura 22 — Niveis de energia como funcdo do raio [? da linha de defeito circular como mostrada
na Figura 21. A intensidade do termo de massa induzida pelo substrato € Ay = 200
meV. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com o indice
de momento angular, m, negativo (positivo, nulo) para elétrons no vale K. A regido
cinza corresponde um continuo de energias. Os pontos sdo os resultados numéricos
obtidos através do modelo tight-binding.

a pequena diferenca pode ser devido uma interacdo intra-vales que € descartada no modelo

continuo, ou a erros nuMmMeEricos.

A Figura 23 mostra o espectro de energia no vale K como funcio da intensidade do
termo de massa induzido pelo substrato de h-BN, A, para raio R = 20 nm. As cores e 0s
indices tem o mesmo significado utilizado na Figura 22. Observe que os niveis de energia
dentro do gap, |E| < |Ay|, dependem fracamente com a intensidade A, porém quanto maior
ele se torna, mais niveis surgem do continuo. Como foi visto na Secao (3.1), a intensidade do
termo de massa induzida depende da distancia e do empilhamento do grafeno sobre a camada
de h-BN. Isso significa que os niveis de energia que surgem nesse sistema sdo praticamente
independentes dessa distancia ou empilhamento e que influenciam apenas na quantidade dos
niveis de energia. Observe que esse resultado pode ser demonstrado analiticamente no caso
nR — oo, onde na equagdo (3.26) apenas existe uma dependéncia no sinal da intensidade A,

mas nao na intensidade propriamente dita.
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Figura 23 — Niveis de energia como fun¢do da intensidade do termo de massa induzido A para
o raio da linha de defeito circular R = 20 nm. As curvas em vermelho (azul, preto)
correspondem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo,
nulo) para elétrons no vale K. A regido cinza corresponde um continuo de energias.
Os pontos sdo os resultados numéricos obtidos através do modelo tight-binding.

3.4 Campo Magnético Perpendicular a Linha de Defeito
Circular

Agora consideraremos o sistema estudado na se¢do anterior incluindo um campo magné-
tico B = Bk perpendicular as camadas do substrato e grafeno. Utilizaremos o gauge simétrico

A =r x B/2, portanto
B.p

2
Seguiremos a mesma metodologia dividindo a solu¢do para as regides interior e exterior a linha

A = 0. (3.27)

circular de defeito. A equacdo separada (3.7) ainda é valida, porém, devemos substituir 77

usando a equacdo (2.36)

VD05 + kunhe B.gs — (B — A§)¢5 = 0. (3.28)

3.4.1 Solucdo Geral da Equacao Separada

Primeiramente acharemos a solu¢@o geral do problema de autovalor com massa constante

e entdo aplicaremos as solugdes obtidas a cada regido separadamente.



Capitulo 3. Anéis Qudnticos em Grafeno Induzidos pelo Substrato 59

3.4.1.1 Componente ¢,

A equagcio (3.28) é uma equagio de autovalor do operador p?, portanto, a solu¢do serd

combinac¢ao dos autovalores estudados na Secao (2.2.5.2),
¢4 = (C1Gp(, p) + CoHp(cv, p)) €, (3.29)

onde m = 0,+£1,+2,...; G, e H,, sdo dados nas equagdes (2.70) e (2.71), respectivamente. ¢ 4
escrito como uma combinacdo dos autovetores de p? serd solucio apenas para « satisfazendo o

polindmio caracteristico obtido substituindo ¢ 4 na equacao (3.28), isto &, para
a=e -5 — kKB, (3.30)
onde € = E/hvp, g = Ag/hvre B = eB./h.

3.4.1.2 Componente ¢p

Podemos obter a componente ¢p isolando-a no sistema de equacdes diferenciais como

funcdo de ¢4,

b5 =——n

PR, A
_ —thur K, eB.p
TE+ Uy (a”ﬂpae “on ) 9

1 km  kBp
s = i(m+k)0 o .
=t 5 (p " :2>@%@Amp%H%HmWJﬂ
1 .

= — i(m+k)0
= @EMO(ClQGm(O@p)+029Hm(oz,p))e : (3.31)

onde usamos as equagdes (2.33) e (3.27). O operador {2 € definido como

0—0,- ’f;” _ *”"gf’, (3.32)

e as fungdes QG,, (o, p) e QH,,(«, p) podem ser facilmente calculadas

OG(ap) = ~ 2058 + 18D Gl )+ ™G o, ) (3.33)
Pl (o 1l 2,0)

(3.34)

O, (a0, p) = =L (55 + 18) o0+ B0, ) (3.35)

—ap|Ble X\ MU (@ +1,m[ +2,x),  (3.36)

onde x = |B|p*/2, a = (|m| + sgn(B) m — a/|B| + 1)/2 e utilizamos as equagdes (2.76) €
2.77).
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3.4.2 Solugdo do Anel Quantico

A solugdo no interior da linha de defeito pode ser escrita partindo da solug¢do geral como

05 = O5 G(a, p)e™, (3.37)
1 ,
O = —i g, CT0Gm{, e, (338

onde descartamos a solugdo H,, fazendo C5 = 0 jd que ela diverge para p = 0. A solugao
externa a linha de defeito pode ser obtida da solucdo geral obtida na se¢io anterior substituindo

0o por —dg, levando as seguintes solugdes
¢35 = C5 Hp(a, p)e™, (3.39)

1
65 = i

Cy QH,, (a, p)elmr)f, (3.40)
€ — (50

onde descartamos a solugdo G, fazendo C7 = 0 ja que ela diverge para p — co. As solugdes

aceitdveis sdo aquelas que sdo continuas na interface p = R, isto é, P<(R,0) = ¢~ (R, 0).

0
= . 341
H

Para o sistema ter soluc¢do ndo trivial o determinante da matriz dos coeficientes deve zerar, isto €,

Impondo essa condi¢do obtemos o seguinte sistema homogéneo

Gm(a, R) —H,,(a, R)
L -0G,. (0, R) ——-QH,(a, R)

e+do e—do

Cr
¢y

Gm(aa R)QHW(Q7 R) - Hm<04, R)QGm(Oé7 R) =0. (342)
€ — (50 €+ 50

Observe que apenas para certos valores que a condi¢do anterior € satisfeita, conduzindo a
quantizacao da energia. As solucdes dessa equagdo transcendental foram obtidas por métodos

numéricos e os niveis de energia obtidos serdo mostrados e discutidos na préxima secao.

Assim como no caso sem campo magnético podemos achar uma aproximag¢ao para os
niveis de energia para o limite |e|] << |Jg| ou |dy| — o0, porém, através de consideracoes
numéricas. Como serd mostrado na Figura 26, os niveis de energia nesse limite sdo linear com
0 campo magnético, isto €, podem ser escritos como £ = a1 B, + agy. O coeficiente constante,
ap, € o nivel de energia quando o campo for nulo, portando, deve ser igual a equacgao (3.26).
O coeficiente angular a; pode ser determinado através da Figura 24, onde se observa que para
R — oo os niveis também sdo lineares com o raio R, isto é, a; = p R, portanto, ajustando p as

curvas obtidas tem-se que

hvp(2km + 1)

E =sgn(Ag) |k (—0.4530 meV/nm T) RB, — R

(3.43)

A equagdo (3.43) serd discutida na préxima secao.
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3.4.3 Resultados e Discussao

A Figura 24 mostra os niveis de energia como fun¢do do raio R do defeito circular
para um termo de massa Ay = 200 meV sobre a influéncia de campo magnético B, = 1 T
nas proximidades do ponto K obtidos pelo modelo continuo. A regido cinza ndo mais cor-
responde a um continuo de energias, mas sim, aos niveis de Landau. Os niveis de energia
ainda exibem um comportamento assintético 1/ R, porém nao tendem mais para zero, mas para

sgn (Ag) k£ (—0.4530 meV/nm T) RB, como pode-se observar na equagao (3.43).

200 F 1y

N\

0 20 40 60 R0
R (nm)

0

Figura 24 — Niveis de energia como fun¢do do raio R da linha de defeito circular sobre a
influéncia de campo magnético perpendicular B, = 1 T. A intensidade do termo
de massa induzida pelo substrato € Ay = 200 meV. As curvas em vermelho (azul,
preto) correspondem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo
(positivo, nulo) para elétrons no vale K. A regido cinza ndo mais corresponde a um
continuo de energias, mas sim, aos niveis de Landau.

A Figura 25 mostra o espectro de energia no vale K como func¢do da intensidade do
termo de massa induzido pelo substrato de h-BN, A, para raio R = 20 nm e sobre a influéncia
de campo magnético B, = 1 T. Observe que os niveis de energia dentro do gap, |E| < |Ay|,
ainda dependem fracamente com a intensidade Ay. Observe que no limite |e|] << |do| ou
|00] — o0, a equagdo (3.43) apenas existe uma dependéncia no sinal da intensidade A, mas ndo

na intensidade propriamente dita.

A Figura 26 mostra o espectro de energia para ambos os vales K (linha sélidas) e
K’ (linhas tracejadas) como fun¢dao do campo magnético externo B, para raio R = 20 nm e
intensidade do termo de massa induzida pelo substrato Ay = 200 meV. A regido cinza nio
corresponde a um continuo de energias, mas sim, aos niveis de Landau semelhantes aos mostrados

na Figura 9. Observe que no limite |F| < |Ag

, 0s niveis de energia exibem uma dependéncia
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Figura 25 — Niveis de energia como fun¢do da intensidade do termo de massa induzido A
para o raio da linha de defeito circular de raio R = 20 nm e sobre a influéncia de
campo magnético perpendicular B, = 1 T. As curvas em vermelho (azul, preto)
correspondem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo,
nulo) para elétrons no vale K. A regido cinza nao mais corresponde a um continuo
de energias, mas sim, aos niveis de Landau.

aproximadamente linear com o campo magnético B, com os niveis igualmente espacados o que
nos possibilitou deduzir a equagdo (3.43). Através desta equacdo pode-se mostrar que os niveis
de energia possuem a simetria E%(m) = —EX'(m + 1). A influéncia do campo magnético
quebra a degenerescéncia entre os vales, porém, reestabelece para eventuais valores do campo e
indices de momento angular maiores. A linha sélida verde corresponde ao estado fundamental
para elétrons que troca periodicamente de vale e momento angular semelhante as oscilagdes de
Aharonov-Bohm. Pode-se calcular o periodo de oscilagdo no limite |¢| << |do| ou |dp| — o0
através da equacdo (3.43), obtendo que
hup

ABz = . 3.44
= (0.4530 meV/nm T) 2R? (344)

Esses estados sdao semelhantes aos estados na linha de defeito vista na Secdo (3.2), se
propagam unidirecionalmente ao longo da linha circular, com a dire¢do dependendo do vale.
Para demonstra isso, calculamos a componente angular da densidade de corrente,
- ] 0 _eiH ¢A

Jo = —vp®Ployd = —ivp { b Op b 0 " (3.45)

onde a barra sobre a fungdo expressa o complexo conjugado. Supondo ¢4 = @ A(p)e™, pp =

iop(p)e! ™V »4(p) e pa(p) reais, obtemos que,

Jo = —20pQPApB. (3.46)
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Figura 26 — Niveis de energia para os vales K (linha sélidas) e K’ (linhas tracejadas) como
fun¢do do campo magnético externo B, para raio 2 = 20 nm. A intensidade do
termo de massa induzida pelo substrato é Ay = 200 meV. As curvas em vermelho
(azul, preto) correspondem aos estados com o indice de momento angular, m,
negativo (positivo, nulo). A linha sélida verde corresponde ao estado fundamental
para elétrons. A regido cinza nao corresponde a um continuo de energias, mas sim,
aos niveis de Landau semelhantes aos mostrados na Figura 9.

A Figura 27 mostra (jy/vr) para os vales K (linhas sélidas) e K’ (linhas tracejadas) como
funcdo do campo magnético externo B, para raio R = 20 nm. A intensidade do termo de massa
induzida pelo substrato ¢ Ag = 200 meV. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos
estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). Observe que a densidade
de corrente dos estados no vale K € negativa (rotagao horéria), enquanto que dos estados no vale
K’ é positiva (rotagdo anti-horaria). A linha sélida verde corresponde a densidade de corrente
do estado fundamental para elétrons onde se observa que a direcdo de propagacgdo pode ser

controlada ajustando o campo magnético externo.

3.5 Anéis Elipticos

Vimos na se¢do anterior que os estados confinados no anel quantico formado pela linha
de defeito circular sdo unidirecionais, portanto, assim como em estados topoldgicos, podem
contornar desordens sem ser espalhados. Para provar essa hipdtese, propomos uma linha de
defeito de forma eliptica. Anéis elipticos ja foram estudados em semicondutores e observa-se
que os elétrons tendem a se confinar nas regides de maior curvatura. Com isso o confinamento

deixa de ser anelar, alterando efeitos de interferéncia como as oscilagcdes de Aharonov-Bohm. Os
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Figura 27 — Densidade de corrente angular para os vales K (linha sélidas) e K’ (linhas tracejadas)
como fung@o do campo magnético externo B, para raio R = 20 nm. A intensidade
do termo de massa induzida pelo substrato é Ay = 200 meV. As curvas em vermelho
(azul, preto) correspondem aos estados com o indice de momento angular, m,
negativo (positivo, nulo). A linha sélida verde corresponde a densidade de corrente
angular do estado fundamental para elétrons.

niveis de energia para um anel eliptico no grafeno formado por uma linha de defeito no substrato
foram obtidas numericamente pelo método tight-binding em uma folha de grafeno idéntica a

descrita na Secdo 3.3.2.

A Figura 28 mostra os niveis de energia para um anel eliptico como func¢do da excentri-
cidade, &, variando-a de zero (circulo de raio R = 20 nm) até 0.99* mantendo o perimetro da
elipse constante. A intensidade do termo de massa induzida pelo substrato € Ay = 200 meV.
Observe que os niveis de energia praticamente nao se alteram com a mudanga da excentricidade,
exceto para £ > 0,9. Para £ > 0,9 a parte inferior da elipse se aproxima da parte superior e o
sistema se aproxima de duas semi-linhas paralelas onde a fun¢do de onda se propagando em
dire¢cdes opostas em cada linha. Devido a proximidade, o confinamento exige estados com maior

curvatura, portanto, maior energia, entao os niveis “imergem’” no continuo.

A Figura 29 mostra os niveis de energia obtidos pelo modelo tight-binding para uma
elipse com excentricidade, £ = 0.8, deformada do circulo de raio R = 20 nm mantendo o
perimetro constante. A intensidade do termo de massa induzida pelo substrato é Ay = 200
meV. Observe que os niveis de energia sdo praticamente inalterados em relagdo aos da Figura
26, em particular, as oscilacdes Aharonov-Bohm s3o mantidas mesmo existindo regides de alta

curvatura no confinamento. Por ndo existir estados se propagando na direcio oposta ao longo da

*

Para ¢ = 1 a elipse se torna duas linhas.
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Figura 28 — Niveis de energia obtidos pelo modelo tight-binding para um anel eliptico como
fun¢do a excentricidade, £, variando a excentricidade de zero (circulo de raio R = 20
nm) até 0.99 mantendo o perimetro da elipse constante. A intensidade do termo de
massa induzida pelo substrato € Ay = 200 meV.inset Forma da elipse paraé =0 e
£=0.9.

linha de defeito, os estados ndo sdo confinados nas regides de alta curvatura o que pode ser visto
no inset da Figura 29 que mostra a densidade de probabilidade distribuida ao longo da elipse

para o nivel de energia indicado na figura (B, = 3 T).
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Figura 29 — Niveis de energia obtidos pelo modelo tight-binding para uma elipse com excentri-
cidade, £ = 0.9, deformada do circulo de raio R = 20 nm mantendo o perimetro
constante. A intensidade do termo de massa induzida pelo substrato € Ay = 200
meV.inset Densidade de probabilidade para o nivel de energia indicada pela seta.
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4 Confinamento topologico em bica-
mada de grafeno

4.1 Confinamento Topologico em Bicamada de Grafeno

Como foi visto na Secdo (2.4.4) um potencial uniforme pode abrir um gap na dispersao
eletronica da bicamada de grafeno. Isso abre uma perspectiva de se estudar confinamento em BG
devido a um potencial dependendo da posi¢do. Sabe-se que aplicando uma diferenca de potencial
inomogénea em uma BG, pode-se confinar espacialmente os portadores de carga para energias
proximas do nivel de Fermi 25,3132 No entanto, além de um confinamento convencional, ha a
possibilidade de um confinamento topologico na interface entre regides em que o Hamiltoniano

¢ topologicamente distinto” % 3% 3,

Introduziremos a seguinte nomenclatura: se o espectro de energias de um Hamiltoniano
possuir uma gap diremos que ele ¢ um Hamiltoniano aberto, caso contrario serd um Hamilto-
niano fechado. Partindo desse conceito, dois Hamiltonianos aberto sdo topologicamente iguais
quando pode-se deformar continuamente um no outro sem que haja um Hamiltoniano fechado
no processo, caso contrario sdo topologicamente distintos, isto €, um nao pode ser deformado
continuamente no outro a menos que ocorra uma transicao de fase e o Hamiltoniano se torne
fechado® %3,

Um exemplo de Hamiltonianos abertos topologicamente distintos sdo os Hamiltonianos
de uma BG submetido a diferenga de potenciais uniformes e inversas. Isso se verifica pois 1)
a deformac¢do no Hamiltoniano ocorre apenas deformando a energia potencial, ja que o termo
de energia cinética é inalterado e ii) para deformar continuamente uma ddp U(r) = U para
U(r) = —Uy, haverd estigios em que limy|_,o U(r) = 0 para algum valor da coordenada
angular ¢; nesses casos, haverd estados livres, com espectro continuo e energia nula, portanto

gerando um espectro sem gap.

Na interface entre regioes onde o Hamiltoniano € topologicamente distinto (parede de
dominio ou kink) surgem estados de bordas metélicos, isto €, sem gap que sd@o chamados de

estados topoldgicos.

Um exemplo de tal potencial kink foi estudado por I. Martin et al, no qual uma ddp € in-
duzida em um semiplano da BG por um campo elétrico uniforme e perpendicular e no semiplano
complementar a ddp (e o campo) é oposto ao primeiro (ver Figura 30). Martin utilizou o modelo
continuo estudando vdrios potenciais gerados pela configuracdo, tanto analiticamente com um
potencial que mudava abruptamente de sinal (potencial kink abrupto), quanto numericamente

com potenciais em que a mudanga de sinal acontecia suavemente (potencial kink suave). Em
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Figura 30 — Esquema de um potencial kink induzido em uma BG através de dois capacitores.
As camadas foram esbocadas em linhas coloridas e os capacitores em cinza. Em
linha pontilhada mostra um esboco dos estados confinado na direcao perpendicular
a direcdo em que h4 a troca de sinal. Figura adaptada da Ref. [9].

seus resultados, os autores estudaram estados quirais unidimensionais com energia nula (1D

chiral zero modes). O espectro proximo do ponto K obtido é mostrado na Figura 31.

3 3
a b

2 \ _/ 2 U

1 = —— g 1\ —_—  —— / 1
w 0Of “1____“_1_"—“ «q.-__.h__&_‘ w of /‘_f}{-_'_:_______:__:___:_'}_-.::_\x ‘ |

-1t — 4t - = = — ]

2 —" TR s ey

-3 -3

15 - 05 0 0.5 1 15 15 -1 -0.5 0 05 1 1.5

Figura 31 — Espectro de energia como funcdo do momento na dire¢do y. O estado € confinado
espacialmente na direcdo x. (a) Espectro obtido para um potencial kink abrupto (linha
pontilhada) e obtido com um potencial kink suave proporcional a V' tanh(z/l) para
[ = 0,5 (linha sélida). (b) Espectro para um potencial kink abrupto e um antikink
(oposto do potencial kink). (c) Mesmo que em (a) para [ = 4, o qual torna a troca de
sinal mais lenta. (d) Espectro de um confinamento convencional (ndo topolégico).
Figura adaptada da Ref. [9].

Os gréficos (a) e (c) da Figura 31 mostram o espectro para um potencial kink abrupto
(linha pontilhada) e um potencial kink suave (linha sélida). No grafico (c) a mudanca do sinal
do kink suave se d4 de forma mais lenta do que no grafico (a), por isso em (a) as curvas do
kink abrupto e suave se assemelham mais do que as curvas em (c). Em (c) observa-se ainda o

surgimento de novas subbandas no espectro do kink suave. O grafico (b) mostra o espectro para
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um potencial kink e seu oposto, um antikink. Observe que, para os confinamentos topoldgicos,
graficos (a),(b) e (c), o espectro é impar, isto &, E(p,) = —E(—p,) e possuem dois 1D chiral zero
modes, ambos com velocidade de propagacao negativa. Tais estados surgem devido a natureza
topoldgica do confinamento. Em (d) é mostrado o espectro de um confinamento convencional
(ndo topoldgico) onde ndo se observa tais estados e o gap € mantido. Para se obter o espectro
préximo do ponto K’ basta substituir p, por —p,. Nos graficos da Figura 31 tal substitui¢o
€ equivalente a refletir as curvas em relacdo ao eixo das ordenadas, portanto, do grafico (b),
vemos que o espectro nas proximidades do ponto K’ € igual ao espectro do potencial antikink
nas proximidades do ponto K. Isso mostra que tal sistema possui dois 1D chiral zero modes por
vale (pontos K e K') que se propagando na mesma direcio e sentido, porém, estados de vales
diferentes se propagam em sentidos contrarios. Esses estados podem, a priori, ser aplicados na

vallleytronics™ 64,65

, como esses estados possuem dire¢do de propagacdo determinadas pelo vale
que se encontram, entdo um “filtro de vale” pode ser feito aplicando uma diferenga de potencial
ao longo do kink, apenas elétrons de um dos vales vao se propagar, os elétrons do outro vale

serdo “filtrados”.

O mesmo sistema foi estudado sobre a influéncia de um campo magnético constate
por Zarenia et al. Os resultados mostraram que devido ao forte confinamento e a propagagao
unidirecional, o niveis de energias confinados no kink eram praticamente insensiveis a0 campo
magnético10 como mostra a Figura 32, onde os estados quirais sao mostrados em azul para dois

valores do momento no eixo y, (a) k, = 0 e (b) k;, = 0.15, sendo k;, = k,hvp/t,.

il —— == - T T F---" - _____C i
02p------=---=""""""" FTTTTTTTTTT -
I
osl k=0
ki, =0.15
- .
~ 0 o]
£y
-0.1¢
02F 7T (a) T2 7m==--es )
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
B (T) B (T)

Figura 32 — Espectro de energia de um kink linear como fun¢do do campo magnético para (a)
k, = 0e (b) k,, = 0.15, onde k, = k,hvp/t,. Os niveis em azul correspondem aos
niveis confinado no “kink”, enquanto que os vermelho aos niveis de Landau. Figura
adaptada da Ref. [10].

*  Proposta de utilizagdo dos graus de liberdade dos vales para funcionalidades eletronicas



Capitulo 4. Confinamento topolégico em bicamada de grafeno 70

4.2 Anel Quantico Topologico sobre um Campo Magnético

Em trabalhos anteriores propomos um sistema em que a mudanga de sinal (kink) na
ddp ocorria na direcdo radial 33, Tal sistema d4 origem a estados quirais confinados ao longo
do kink, portanto, semelhantes a estados confinados em anéis quanticos. Os niveis de energia
apresentavam oscilacdes semelhantes as oscilagdes de Aharonov-Bohm mesmo na auséncia de
um campo magnético. Nessa se¢do daremos continuidade ao estudo desse sistema estudando
a influéncia de um campo magnético B = B.k perpendicular a BG. Utilizaremos o gauge

simétrico A = r x B/2, portanto
B.p

2

A= 0. (4.1)

Suponha que a BG — a qual trataremos como infinita — € colocada entre placas paralelas
circulares com raio R de um capacitor’ submetido 4 uma ddp igual a 2V. Suponha que existe
outro capacitor de placas paralelas vazadas, submetido a uma ddp inversa ao do primeiro
capacitor, de forma que a regido da BG que nao estd entre as placas do primeiro capacitor, estard
entre as placas vazadas do segundo capacitor! (ver Figura 33). Entdo os potenciais induzido

sobre as camadas sdo dados por (ver Figura 34),

AT

Figura 33 — Esquema de um anel quantico eletrostatico em um BG. Na regido do disco, devido a
um capacitor, atravessa um campo elétrico uniforme e perpendicular as camadas, o
qual induz um potencial de +V (azul) no disco da camada superior e —V" (vermelho)
no disco da camada inferior. Na regido fora do disco, devido a um segundo capacitor,
um campo elétrico oposto ao primeiro induz um potencial de —V (vermelho) na
regido complementar do disco da camada superior e +V (azul) na respectiva regiao
da camada inferior.

Us(p) = V., se 0<p<R, 42)
e = -V, se R<p, '

O modelo limite de uma BG infinita & aplicdvel a um sistema em que as dimensdes das camadas sdo muito
maiores que o raio do capacitor, R.

t A parte vazada deve ser em forma de disco das placas do primeiro capacitor para que os eles possam ser
encaixados.
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-V, se 0<p<R,
U. = - 4.3)
2(p) { V, se R <p.
onde U, (p) (Uaz(p)) é o potencial induzido sobre a camada superior (inferior). Chamamos tal
sistema de anel quantico, pois a regido de confinamento (a regido onde os potenciais mudam de

sinal) possui uma forma anelar.

[ U
+Vih—eeccccacaaaa,
ol
[ U
I ¥
0 R

Figura 34 — Gréfico do potencial U; (em preto) e Us (em vermelho) como fun¢do da coordenada
radial, para um anel quantico em uma bicamada de grafeno.

Podemos, sem perda de generalidade, supor que as componentes do pseudospinor, ¢;,

sdo da forma

<(p,0 0<p<R,
@(pﬂ):{sz (p.0), se 0<p< 4.4)

o7 (p,0), se R<p,
onde i denota A, B, B’ e A’ e devemos impor a condi¢do de continuidade das componentes para

todo p. A equagdo de autovalor do Hamiltoniano para 0 < p < R é dada por

To5 + (U — E)o3 + 115 =0, 4.5)
'3 + (U — E)¢5 = 0, (4.6)
moF + (Vo — E)dg +1165 =0, (4.7)
7T¢B/ (U2 E)¢A/ — 0. (4.8)
Fazendo U; = —U, uniformes e separando o sistema, obtemos que

et — (Uy — B nlrgs — (Uy — E) rnl g5+
(U — BY(Us — B65 — £2(Us — B)(Us — E)o5 = 0. (49)

Substituindo 77’ e 77 pelas equacdes (2.35) e (2.36), temos que

Vp(*)0% — vF [(Un = B) + (Uz — B P05 + |(Ur — E)*(Uz — E)*~
~t*(Uy — E)(Uy — E) — vph®e®B? — viherB.(Uy — E)® + kvpherB.(Us — E)?| 65 = 0,
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fazendo U; = —U,; = V, obtemos

vh(P?)?65 — 207 (V2 + E?) pPo5+
+[(V2 = E?)? + 2(V? = %) — vph?*B? + 4vphesB.VE| ¢5 = 0. (4.11)
Primeiramente acharemos a solugdo geral da equacdo (4.11) e a adequaremos a regido
interna p < R. Para obter o sistema de equacdes e a equacdo separada para a regido externa

p > R basta substituir V' por —V/, portanto a solugdo geral achada na préxima se¢ao também

serd valida para a regido p > R se trocarmos v por —v.

4.2.1 Solucdo Geral da Equacéao Separada
4.2.1.1 Componete ¢,

Observe que a equacio (4.11) é um polindmio no operador p? com coeficientes constan-
tes, portanto a solugio pode ser escrita como uma combinacdo dos autovalores de p?, desde que,

os respectivos autovalores satisfacdo o polindmio caracteristico
yla? =22 (V2 + E®a+ [(V2 = E?)? + (V2 = B%) = '8* + 49°kBVE| =0, (4.12)
onde v = vph. Fazendo e = E//~,v = V/ve T =t, /v aequagdo caracteristica torna-se
o =2 + Ha + [(02 — A+ - ) - B+ 4/161}6] = 0. (4.13)

Resolvendo a equacdo para «, obtém-se duas solucdes

apy =02+ €+ \/41)262 — 712(v? — €2) + % — 4K Sve. (4.14)

Dada uma energia F, a componente ¢4 serd dada pela combinacao linear dos autovetores do

operador p? estudados na Sec¢do (2.2.5.2)
¢a(r) = [C1Gplan, p) + CoGrlap, p) + CsHp(onr, p) + CaHo(ap, p)] €. (4.15)

Observe que como temos dois autovalores a p 5 duplamente degenerados, uma solugio G, («, p)
e aoutra H,,(«, p), entdo temos quatro solugdes linearmente independentes, como € de se esperar

j4 que a equagdo (4.11) é de quarta ordem.

4.2.1.2 Componente ¢p

Supondo obtido a componente ¢4 do pseudospinor, pode-se obter a componente ¢

através da equacao (4.6)

mipa
=— : 4.16
¢B U —E (4.16)
Em coordenadas polares, o operador 7 é da forma
. i 0 ik 0  prp
t— ik CeU T e 4.17
T ihvpe < o p o0 + 5 ) (4.17)
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Se 7' operar sobre uma fungdo da forma F'(p, ) = G(p)e™™?, €m-se que

. 4 d
T Gp)e™ = —mém“w<@f+iT+ﬁzﬁ>G@) 4.18)
O operador (2, é definido como
d
0y = Ly KPP (4.20)
dp p 2

portanto no caso do potencial uniforme temos que

i

[CIQZGm<aM7 p) + CQQQGm(apa p) + O3QQHm(aM7 p) + O4QgHm(OéP7 p)] ei(m—ﬂ)ﬁ’
421)

¢p =

V—E¢€

e as fungdes QG (, p) € Qo H,, (v, p) podem ser facilmente calculadas como

im| + km

p
a

Im| +1

QG (e p) = 5 (w8 = |8))Gin(r, p)+ G, p)+

+ leeﬂde‘le Fy(a+1,m| +2,x),

(4.22)

im| + km

QuHy (e, p) = £(56 = [B) Hur, p)+ Ho (a1, )+

—ap|Ble MU (@ 4+ 1, |m| + 2, x), (4.23)
onde x = [B|p?/2, a = (Jm| + sgn (B)m — «/|B] + 1)/2 e utilizamos as equagdes (2.76) e
(2.77).
4.2.1.3 Componente ¢p

A componente ¢p/ é obtida a partir das equagdes (4.5) e (4.6), as quais fornecem

1

¢Hzﬂm_Eﬂmﬁ4m—Eﬂ¢A (4.24)

Observe que 77! = v%4p? — k723. No caso de um potencial uniforme, ¢4 é uma combinagio

linear de autofungdes do operador p?, portanto ¢ é dado por

bp = 7'(1}77— J [C1Gm(ans, p) + CoGr(ap, p) + CsHp(anr, p) + CaHp(crp, p)] €,
(4.25)
onde n = a? — (v —€)* — k0.
4.2.1.4 Componente ¢
Por tdltimo, pode-se obter ¢ 4/ partindo das equagdes (4.5), (4.6) e (4.8):
b = — 107 (4.26)

(U —E)
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Em coordenadas polares, o operador 7 € da forma

0 o _ M) . 4.27)

— —ih N
T thupe <8,0 5 a0 5

. o d rkm pKfS

mb i(m+k)0 . _ ="
7G(p)e ive (dp ; 5 ) G(p) (4.28)
= —ine!MI0, G p). (4.29)

O operador (2, € definido como
H=—-——-—, (4.30)

portanto no caso do potencial uniforme temos que

¢A' = —ZL [Clﬂle(OéM, p) + CQQle(OCP, p)+

7(v2 — €2)

+ O3 Hy (s, p) + Cu Hy(aup, p)] €590 (431)

e as fungdes Q1 G, (v, p) € Q1 H,p, (, p) podem ser facilmente calculadas como

mi — KkKMm
UG 0) = ~ 2058 + 18D Gl )+ G )
a — m
T 1Pl AR (a4 L ] +2,%).
4.32)
Im| — km

QuHy (0 p) = =5 (k8 + [B) Holor, p) + Ho (o, p)+

—ap|Ble X\ MU (@ + 1, |m| +2,x),  (4.33)

onde x = |B|p?/2, a = (|m| + sgn(8)m — «/|3| + 1)/2 e utilizamos as equagdes (2.76) e
(2.77).

4.2.1.5 Solucdes Reais

Para certos valores de energia ap y; € complexo, portanto a equagdo transcendental serd
uma funcdo a valores complexos. Do ponto de vista computacional, achar as raizes de uma
funcgdo a valores complexos € equivalente a achar a solucao de sistema de duas equagdes nao
lineares. Ademais, nos métodos numéricos para achar a solugdo de sistema de equagdes nao
lineares, em geral, ndo € possivel isolar a solu¢ado e, portanto, impossibilitando o controle do erro.
Por esse motivo, nessa secdo acharemos as solugdes reais que podem substituir as complexas,

facilitando achar a solucdo da equagdo transcendental.

Pela equagdo (4.14), ap s serd complexo quando

dv2e? — 72 (v — €®) + % — 4k Bve < 0, (4.34)
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isto €,
€1 < €< €y, (4.35)

onde,

2kBv + \/v272(41)2 + 72) — 5272
42 + 12 )

Portanto, se a energia estiver no intervalo (e, €5), entdo as autofungdes (e os autovalores) de p?

(4.36)

€12 =

sdo complexos. Nesse caso, para trabalharmos com fungdes reais, escolhe-se como solugdo geral

da equacgdo (4.11) a parte real e imagindria das solu¢des complexas,

da(r) = [C1R[Gnlamr, p)] + CoS[Grlanr, p)] + CsR[Hn(arr, p)] + CaS[Hp(c0rr, p)]] €™,

(4.37)
onde I e & denotam, respectivamente, as partes real e imaginaria da funcéo e apenas usamos o
autovalor oy, em todas as funcdes. Para demostrar a validade da solucéo (4.37) definiremos o

operador (13, tal que,

p2G(p)e™ = —h*e™PQsG(p), (4.38)
onde 3G (p) é dado por
d2 1d m2 B2p2
Q= — = B — 4.
T T pdp 2 P o (39

€ facil mostrar que €23 é linear. Substituindo a equagio (4.38) na equagdo (4.11), obtém-se que

SG(p) = QG(p) — 2 (v’ + €*) WG(p)+
+[(0? = &) + (0 = @) — B2 + 4KPve| G(p) = 0, (4.40)

tal que, o operador acima definido por S, também € linear. Dessa maneira, temos que

S{Gn}(p) = 0, 4.41)

S{R[Gm] +13[Gul}(p) = 0, (4.42)

S{R[Gm]} +iS5{S[Gn]}(p) = 0, (4.43)
S{RIGn]} =0 e  S{Y[Gn]} = 0. (4.44)

0 que mostra que dado uma solugido G,,(p)e™’ da equagio (4.11), entdo, R[G,,(p)]e™’ e

3[Gon(p)]e™? também o sdo.

Pode-se obter as demais componentes usando as seguintes propriedades,

WPG(p)] = PluG(p)], (4.45)
©LPG(p)] = PI0G(p)), (4.46)
QBPG(p)] = PG, (4.47)

onde P denota R ou . Dado ¢4 da forma (4.37), entdao as demais componentes sdo dadas por
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?

05 = — [C1R[0Gnlan, p)] + CoS[QGmlan, p)1+
+COsR[QH (ang, p)] + CuS[QH (ang, p)]] €™, (4.48)
b = s [CRIn(0)Go (s )]+ Cod () Gl )+
+CsRn(cn) Holanr, )] + CaSn(anr) Ho(cnr, p)]] €™, (4.49)
10 = =g (ORI Con )]+ CoS(on) o))+

+C5R[n () Hin(p)] + CaS(an) 0 H (p)]] €97, (4.50)

onde n(a) = a — (v —€)? — Kf.

Podemos combinar as solugdes para ap yy complexo ou real adotando as notagdes | |#

e [ ]! abaixo definidas,

64(x) = [C1[Gn(a, )™ + Col G0, p))'T + Ca[Hon(a, p))™ + Col Hyn(cr, )] ] ™,
4.51)
onde o primeiro indice superior indica a parte da fungdo que serd adotada caso o complexo, R
para parte real e [ para parte imagindria. O segundo indice indica qual o sinal de « na equagao
(4.14) devemos adotar, caso « real. Observe que no caso de o complexo, deve-se utilizar para

todas as funcdes o autovalor ovj;. As demais componentes sao dadas por,

?

(bB - V— € {Cl [Q2Gm<aa p)]RM + 02 [QZGW(&’ p>]IP+
+Cs[Q Hy (0, )] + Ch[QpHon(a, p)])'7] €77, (4.52)
1
b0 = oy [CulnGun(en ™+ ol )17+
+C3[nHm (e, )™ + CalnHn(p))'"] €™, (4.53)
P = _7(1122—62) [CL 0G0, )] + ol G, p)]'*

+Cs[n Hyn (0, p) "™ + Cul 1 Hin (e, p)' 7] €97 (4.54)
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4.3 Solugdes do Anel Quantico Topoldgico

A solugdo interior a linha do kink, isto é, para 0 < p < R, pode ser escrita partindo da

solucdo geral como

65 = [CFGm(a, p))™M< + C5 (Gl p)) 7<) €™, (4.55)
(4.56)
65 = —— [CFGm(a, )< + O (G, ) P<] 0, (4.57)
(4.58)
o5 = T(Ul_e) |CE G0, p))™< 4 C5 G (0, p)) <] €™, (4.59)
(4.60)
0% = —T(Ugi_ 7 CF NG, p)]™= + C5 [ G, p)) 7] €07, (4.61)

onde descartamos as solugdes H,,(«, p) fazendo C5 = 0 e C5 = 0 jd que elas divergem para
p = 0. A solucdo externa a linha do kink, isto é, para p > R, pode ser escrita partindo da solugdo

geral obtida na se¢do anterior substituindo v por —v, dada por

03 = [CF [Hn(o, o)™ + CF [Hon(, p)) '] e, (4.62)
(4.63)
65 =~ [CEOa (0 I + CF (e, )] 0, )
(4.65)
6 =~ (O () + CE e )] e, (4.66)
(4.67)
0% = —T@;_ 3 |C [0 Hon(ev, p)]™ + CF [0 Hon (v, p)) 77| €15, (4.68)

onde descartamos as solugdes G, («, p) fazendo C7 = 0 e C5 = 0 ja que elas divergem para
p — o0. Foi introduzido um terceiro indice superior > e < para indicar o sinal v. No caso do
indice >, toda dependéncia em v deve ser substituido por —v, jd no caso do indice <, toda
dependéncia em v deve ser mantida inalterada. As solucdes aceitdveis sao aquelas que sao
continuas na interface p = R, isto é, <(R,0) = &~ (R, ). Impondo essa condicdo somos
conduzidos a um sistema homogéneo nas constantes C;~, C5*, C5 e C7 . Para que esse sistema

admita solucao ndo trivial o determinante da matriz formadas pelos coeficientes deve ser nulo,

isto €
[G(a, R)]HM< [Go(a, RS ~[Hp(a, R)]*M> ~[Hp(a, R)]TP>
o[ QGon(e, R)]RM< - E[QQG (a, RIS o [QoHp (o, R [ Qo Ho (e, R)]“’> _0
ﬁ[ Gm(a, R)J™M o [nG (a, RS GlnHp(o, R S nHp (o, )P ’
(UG (e, RS [0 G, RS =0 Hop (e, )M [ Hyn (o, R)J'F>

(4.69)
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ou seja, para se achar os niveis de energia deve-se achar os zeros da equacdo transcendental
anterior. Tal condi¢do nos conduz a niveis de energias discretos, pois apenas para certos valores

de energia ela € satisfeita.

Foi analisado o comportamento dos niveis de energia em relag@o ao raio do anel, 12, a

intensidade do potencial eletrostatico, V', e a intensidade do campo magnético B..

4.4 Resultados e Discussoes

Na se¢fio anterior vimos que para certos intervalos de energia os autovalores de p? sdo
complexos, porém, os intervalos em que isso acontece sao diferente para as solu¢des quando
p < Rep > R.De fato, para p < R o intervalo em que a5 ,, é complexo é o intervalo

compreendido entre as energias,

2k0v + \/v272(41)2 + 72) — 5272

= 4.70
€12 4v? + 12 (4.70)
Ja para p > R o intervalo em que a; A € complexo € o compreendido entre,
—2Kpv £ (V272 (4v? + 72) — (272
€34 = \/ ( ) . (471)

4v? + 72
Os niveis de energia foram calculados dividindo o espectro nos intervalos delimitados pelas
energias €; 2 3.4 ja que as solugdes em p < R e p > R diferem para cada intervalo. Chamaremos
esses intervalos de Regides I,...,V em ordem crescente de energia. A Figura 35 mostra como
as energias € 2 3 4+ dependem com o campo magnético para IV = 50 meV e as regides que elas
separam. A Regido I corresponde a drea pintada de preto abaixo do eixo € = 0; as Regides II, I1I
e IV as areas pitadas, respectivamente, de azul, verde e vermelho e Regido V a area pintada de
preto acima do eixo € = 0. Observe que as energias fecham duas elipses e que para elevados
valores absolutos do campo magnético apenas existe as Regides I e V, porém isso ocorre para
campos nao atingiveis do ponto de vista pratico. A Regido III corresponde ao “gap” no caso em

que a ddp € uniforme, portanto onde surgem os estados topoldgicos.

A Figura 36 mostra dependéncia dos niveis de energia com relagdo ao raio do anel nas
proximidades do ponto K para B, =1 Te V = 200 meV. As Regides I....,V, foram separadas
por linhas sélidas cinzas, porém, as regides Il e IV sdo estreitas para B, = 1 T (conferir Figura
35) e portanto ndo sdo visiveis na escala de energia do grafico. As curvas em vermelho (azul,
preto) correspondem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo)
e estdo na Regido III. A regidao em cinza (Regido I e V) corresponde aos niveis de Landau
que, nesse caso, por serem muito densos foi preferido ndo mostrar-los. Os niveis de energia
possuem um comportamento similar ao caso na auséncia do campo magnético, possuem um
comportamento assintdtico que tendem para o nivel de energia £, = 0 no caso do kink linear 06,

além disso, quando o raio do kink se torna pequeno, os estados tendem a ter maior curvatura e
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Figura 35 — Ilustragdo dos intervalos, onde os autovalores de p sao complexos. A Regido I
corresponde a drea pintada de preto abaixo do eixo € = 0; as Regides II, Ill e IV as
areas pitadas, respectivamente, de azul, verde e vermelho e Regido IV a area pintada
de preto acima do eixo € = 0.

portanto maior energia, logo os niveis “imergem” na regido dos niveis de Landau. A principal
diferenca que a presenga do campo magnético cria é a quebra da simetria E(m) = —E(—m)
que existe na auséncia do campo magnético 3 Em particular, o campo magnético quebra a

degenerescéncia no estado de energia zero.

A Figura 37 mostra dependéncia dos niveis de energia com relacdo a intensidade da ddp
aplicada, V', nas proximidades do ponto K para B, = 1 T e R = 20 nm. As Regides L....,V,
foram separadas por linhas sélidas cinzas, porém as regides II e IV ndo sdo visiveis na escala de
energia do grafico. As cores das curvas tem o mesmo significado da Figura 36. As regides que
apresentam uma alta densidade de energia correspondem aos niveis de Landau nas Regides [ e V.
Onde os niveis de energia sao menos densos corresponde a Regido III onde se observa que os
niveis de energia possuem um comportamento similar ao caso na auséncia do campo magnético,

diferindo apenas na quebra de simetria que foi destacada no paragrafo anterior.

A Figura 38 mostra dependéncia dos niveis de energia com relacao a intensidade do
campo magnético, B., nas proximidades do ponto K para R = 20 nm e V = 200 meV. As
Regides I....,V, foram separadas por linhas sélidas cinzas. As curvas em vermelho (azul, preto)
correspondem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). As
regides que apresentam um alta densidade de energia correspondem aos niveis de Landau nas
Regides I e V. Observe que os niveis de Landau sdo semelhantes as niveis da Figura 16, porém
exibem oscilagdes formando “anticrossing”. Isso pode ser entendido como uma combinacao dos
espectros dos sistemas com potenciais uniformes e opostos (Figura 16), quando combinados,
0s espectros nos pontos que possuem as mesma energia hd um “anticrossing”. Onde os niveis

de energia sao menos densos corresponde a Regido III e observa-se que, diferente do caso kink
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Figura 36 — Niveis de energia com relacdo ao raio do anel nas proximidades do ponto K para
B, =1TeV = 200 meV. As Regides L,...,V, foram separadas por linhas sélidas
cinzas. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com o indice
de momento angular, m, negativo (positivo, nulo) e estdo na Regido III. A regido em
cinza (Regiao I e V) corresponde aos niveis de Landau que, nesse caso, por serem
muito densos foi preferido ndo mostra-los.

linear (Figura 32), os niveis topoldgicos sofrem uma grande variacdo com o campo magnético.
De um ponto de vista semi-cldssico, no caso kink linear, uma carga estaria confinada a se mover
em uma linha e unidirecionalmente, ndo permitindo que haja formacao de orbitas de ciclotron.
Ja no caso de um anel, tais orbitas sdo possiveis devido a geometria do sistema e portanto sendo
influenciadas pelo campo magnético. A Figura 39 é o mesmo da Figura 38, porém incluindo os
niveis no vale K’ para energias na Regido III tragados como pontos coloridos. A linha sélida
verde corresponde ao estado fundamental para elétrons que troca periodicamente de vale e

momento angular semelhante as oscilagdes de Aharonov-Bohm.

Esses estados sdo semelhantes aos estados no “kink™ linear visto na sec¢ao (4.1), se
propagam unidirecionalmente ao longo da linha circular, com a dire¢do dependendo do vale.
Para demonstra isso, calculamos a componente angular da densidade de corrente mostrada na
Figura 40. Observe que a densidade de corrente dos estados no vale K (linhas sélidas) € negativa
(rotagdo hordria), enquanto que dos estados no vale K’ (linhas tracejadas) € positiva (rotagao
anti-hordria). A linha sélida verde corresponde a densidade de corrente do estado fundamental
para elétrons onde se observa que a dire¢do de propagacao pode ser controlada controlando o

campo magnético externo.
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Figura 37 — Niveis de energia com relacdo a intensidade da ddp aplicada, V', nas proximidades
do ponto K para B, = 1 T e R = 20 nm. As Regioes I....,V, foram separadas por
linhas sélidas cinzas. As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados
com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). As regides que
apresentam um alta densidade de energia correspondem aos niveis de Landau nas
Regides I e V. Onde os niveis de energia sio menos densos corresponde a Regido III.
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Figura 38 — Niveis de energia com relacdo a intensidade do campo magnético, B,, nas proxi-
midades do ponto K para R = 20 nm e V' = 200 meV. As Regides I....,V, foram
separadas por linhas sélidas cinzas. As curvas em vermelho (azul, preto) correspon-
dem aos estados com o indice de momento angular, m, negativo (positivo, nulo). As
regides que apresentam um alta densidade de energia correspondem aos niveis de
Landau nas Regides I e V. Onde os niveis de energia sao menos densos corresponde
a Regiao III.

Figura 39 — O mesmo da Figura 38, porém incluindo os niveis no vale K’ para energias na
Regido III tracados como pontos coloridos. A linha sélida verde corresponde ao
estado fundamental para elétrons.
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Figura 40 — Densidade de corrente angular para os vales K (linha sélidas) e K’ (linhas tracejadas)

tico externo B, para R = 20 nm e V' = 200 meV.

é
As curvas em vermelho (azul, preto) correspondem aos estados com o indice de

momento angular, m, negativo (positivo, nulo). A linha sélida verde corresponde a

4o do campo magn
densidade de corrente angular do estado fundamental para elétrons.

como fung
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5 Conclusao

Em sintese, estudamos estados confinados em estrutura anelares em monocamada € bica-
mada de grafeno tanto numericamente, utilizando o modelo tight-binding, quanto analiticamente
através do modelo continuo. Nossos resultados analiticos mostraram uma boa concordéincia com

os resultados do modelo tight-binding e forneceram um melhor entendimento do sistema.

Na monocamada um gap € aberto devido a uma interacdo com o substrato apropriado
(rede hexagonal) e o confinamento anelar pode ser obtido através de uma linha de defeito circular
no substrato. Uma linha de defeito no substrato pode ser modelada por um kink no termo de
massa da equagdo de Dirac-Weyl que descreve o comportamento dos portadores de carga na
proximidade do nivel de fermi. Nossos resultados mostram a presencga de estados confinados na
regido do kink semelhantes a estados topoldgicos possuindo uma dupla degenerescéncia de vales
e mostraram-se robustos a desordens ndo magnéticas, no sentido que elas ndo podem quebra
tal degenerescéncia. Os niveis de energia se mostraram praticamente insensiveis a intensidade
da massa induzida que influencia apenas na quantidade de estados confinados. Os estados
possuem uma corrente angular diferente de zero, mesmo na auséncia do campo magnético,
porém, circulando em sentidos contrdrios em cada vale. Isso contribui com a robustez dos
estados, a propagac¢do unidirecional coibi o retroespalhamento prevenindo, por exemplo, a
localizacdo dos estados devido a desordens. Devido a degenerescéncia entre vales a corrente
liquida no caso sem campo magnético € nula, porém, sobre a influéncia de um campo magnético
perpendicular observa-se correntes persistentes devido a quebra dessa degenerescéncia. Além
disso oscilagdes de Aharonov-Bohm no momento angular foram observadas no espectro de
energia como func¢do do campo magnético, mais do que isso, é observada uma oscilagc@o entre
os vales de forma que o vale do estado fundamental pode ser controlado ajustando o campo
magnético. Tais oscilacdes persistem mesmo variando a excentricidade da linha de defeito que
€ um reflexo da impossibilidade do retroespalhamento, provando a robustez desses estados.
Esses resultados sdo drasticamente diferentes dos resultados apresentados em anéis quanticos
em semi-condutores, onde uma excentricidade finita pode confinar os estados nas regides de alta

curvatura.

Na bicamada de grafeno um gap € aberto devido a uma diferenca de potencial aplicada
perpendicular as camadas. Pode-se fazer um confinamento topoldgico em bicamada de grafeno,
invertendo o sinal da diferenca de potencial aplicada sobre a bicamada. Na parede de dominio
surgem estados de bordas metdlicos, isto €, sem gap, estados topoldgicos. Em trabalhos anteriores
propomos um sistema em que a mudanga de sinal (kink) na ddp ocorria na direcao radial 33 Tal
sistema dé origem a estados quirais confinados ao longo do kink, portanto, semelhantes a estados
confinados em anéis quanticos. Os niveis de energia apresentavam oscilagdes semelhantes as

oscilagdes de Aharonov-Bohm mesmo na auséncia de um campo magnético. Damos continui-
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dade a andlise desse sistema estudando a influéncia de um campo magnético perpendicular a
bicamada. Os estados também sdo robustos a desordens ndo magnéticas e ao retroespalhamento,
no mesmo sentido aplicado anteriormente. A influéncia do campo magnético novamente quebra
a degenerescéncia de vales gerando correntes persistentes e as oscilacdes de Aharonov-Bohm.
Semelhante a monocamada, pode-se controlar o vale do estado fundamental controlando o campo

magnético externo.

Nossos resultados contribui com a literatura em anéis quanticos apresentando novos resul-
tados que ndo acontecem em anéis quanticos de semi-condutores, como os estados propagantes
unidirecional inibindo o retroespalhamento. Devidos as suas propriedades, espera-se a aplicacdo
de anéis quanticos de semicondutores em um amplo nimero de sistemas, por exemplo, como
fonte e detector na fotdnica; qubits para computacdo quantica e dispositivos da spintronica o7,
Nos sistemas estudados além dessas aplicag¢des, poderiam ser utilizados na valetrénica utilizando

o grau de liberdade do vale nos fendmenos de transporte eletronico®.
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