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Resumo

Seja F um grupo livre e seja w € F. Dado um grupo G, denotaremos por
G, 0 conjunto de todos os w-valores em G e por w(G) = (G,,) o subgrupo
verbal de G correspondente a w. Uma palavra w é chamada limitadamente
concisa se, para cada grupo G tal que |G,,| < n, tivermos [w(G)| < ¢, onde
¢ ¢ um inteiro que depende somente de n. Mostraremos que se w é uma
palavra limitadamente concisa e G é um grupo tal que [x®*| < m para todo
x € G, entdo [x"(6)] < d para todo x € G, onde d = d(m,w) é um inteiro

dependendo somente de m e w.



Abstract

Let F be a free group and let w € F. For a group G, let G,, denote the set of
all w-values in G and w(G) = (G,,) the verbal subgroup of G corresponding
to w. A word w is called boundedly concise if, for each group G such that
|G| < n, we have W(G)| < ¢, for some integer ¢ depending only on n.
We will show w is a word boundedly concisa and G is a group such that
IxGv| < m for all x € G, then [x"(G)| < d such that x € G and a some

interger d = d(m,w) depending only on m and w.
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Introducao

Seja G um grupo. Para subconjuntos X, Y de G, escrevemos XY para denotar
o conjunto

x¥;x e XeyeY},

onde x¥ = y~!xy é o conjugado do elemento x € X pelo elemento y € Y.
O grupo G é dito ser um FC-grupo se x& = {x9; g € G} ¢ finito para todo
x € G se além de finito o ntimero de elemetos de x© for limitado por uma

constante que independe da escolha do x, diremos que G é um BFC-grupo.

Em [3] B.H Neumann mostrou que um grupo G é um BFC-grupo se, e so-
mente se, o subgrupo derivado G’ é finito. Esse resultado serd demonstrado
minunciosamente no Capitulo 1 por se tratar de um aliado na demonstracao

de outros resultados bastante 1teis ao longo desse trabalho.

Dizemos que um subgrupo H de G estd FC-mergulhado em G se x' ¢é finito

para todo x € G.

Ainda, um subgrupo H de G estd BFC-mergulhado em G se x'' é finito
para todo x € G e o ntimeros de elementos em x" é limitado por uma con-

stante que nao depende da escolha do x.

Em [1] Franciose, de Giovanni e Shumyatsky introduziram uma generali-
zagao verbal de FC-grupos.
Seja G um grupo e w = x{'---x&", com Xi # Xi11 € €; € Z uma palavra

que pode ser vista como uma funcao de n variaveis definida em G. Sejam

g1,.-.,9n elementos de um grupo G, definimos o valor da palavra w em



(91,5 gn) POr W(g1,...,gn) =g1", ..., 95"
Denotamos por G,, = {w(g1,...,9gn);gi € G} o conjunto constituido por

todos os w-valores de G e por w(G) = (G,,) o subgrupo verbal de G corres-
pondente a palavra w.

P. Hall formulou a seguinte pergunta:

‘ Se o conjunto G,, for finito, serd que o subgrupo verbal w(G) ¢é também finito?

P. Hall(sem publicagao) e Turner-Smith em [9] mostraram que algumas das
palavras mais conhecidas satisfazem o questionamento proposto por P. Hall.
Entre elas, as palavras centrais inferiores, definidas pelas equacoes y1(x) = x
e Vi1 = [Yx, Y1l e as palavras derivadas, definidas pelas equagoes d¢(x) = x
e dx = [6x_1,0k_1]. Porém em 1991, A. Yu. O’lshanskii em [4] mostrou que

existem palavras que nao sao concisas.

Diremos que uma palavra w é concisa se ela satisfaz o questionamento levan-
tado por P. Hall.

Um grupo G é chamado FC(w)-grupo se x&» é finito, para todo x € G.
Similarmente, dizemos que G é uma BFC(w)-grupo se x®» ¢ finito, para
todo x € G, e o nimero de elementos em x®» ¢ limitado por uma constante

que independe da escolha de x.

Exemplos de FC(w)-grupos (respectivamente, BFC(w)-grupos) sao dados por
grupos G em que o subgrupo verbal w(G) estd FC-mergulhado (respectiva-

mente, BFC-mergulhado) em G.

Se w € uma palavra concisa, entdo G € um FC(w)-grupo se, e somente se, o
subgrupo verbal w(G) estd FC-mergulhado em G.

Este resultado é o teorema pricipal da dissertagao de mestrado [5].

Agora é natural que se queira dar uma caracterizagao similar para os BFC(w)-

grupos.
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Chamaremos w uma palavra limitadamente concisa se, e somente se,

[©

concisa e, em qualquer grupo G tal que G,, é finito, a ordem de w(G)

limitada por uma funcao que depende somente do nimero |G,,|.
“Nao sabemos no entanto se toda palavra concisa é limitadamente concisa.”

Nosso principal objetivo nesse trabalho é demonstrar o seguinte teorema de

Pavel Shumyatsky, Alexei Krasilnikov e Sérgio Brazil [8).

Teorema 0.1. Seja w uma palavras limitadamente concisa. Um grupo G €

um BFC(w)-grupo se, e somente se, w(G) estda BFC- mergulhado em G.

A prova desse teorema é baseada na idéia utilizada para demonstrar o
classico lema de Dietzmann o qual enunciaremos agora
Lema 0.1 (Dietzmann). se x € G é um elemento de ordem n tal que [x€| =

m, entdo a ordem do subgrupo (x©) é no mdrimo n™.

Esse lema sera demonstrado na Se¢ao 1 do Capitulo 2.

Para provar o Teorema 0.1 vamos utilizar um “efeito dominé” que consiste em
provar uma série de lemas (e ou, proposigoes) que culminam com a demons-

tracao do teorema em questao.

O Capitulo 1 foi feito, em sua totalidade, para dar suporte aos capitulos
posteriores. Nele constam resultados basicos de Teoria dos Grupos. Dentre
os quais podemos destacar o Teorema de Schur, O Homomorfismo Transfer

bem como uma breve explanacao sobre as séries: normal, derivada e central.

No Capitulo 2 faremos um estudo detalhado sobre FC-grupos, BFC-grupos,
FC(w)-grupos e BFC(w)-grupos. Nele também desmonstraremos os princi-
pais resultados de R. Baer, B.H Neumann a respeito dos FC-grupos e dos
BFC-grupos. E neste capitulo que esta o principal resultado deste trabalho,

pois é nele em que serd demonstrado o teorema 0.1.

Finalmente, no Capitulo 3 mostraremos que as palavras nao-comutador, as

palavras centrais inferior e as palavras derivadas sao limitadamente concisas.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo dar suporte ao desenvolvimento e en-
tendimento dos resultados principais deste trabalho. Faremos uma breve
revisao da teoria basica de grupos necessaria, demonstraremos alguns resul-
tados como o Teorema de Schur e o Teorema de Dietzmann e introduziremos
os conceitos de FC-grupos e BFC-grupos, dentre outros que servirao como

alicerce aos capitulos posteriores.

1.1 Classes Laterais

Seja G um grupo e H um subgrupo de G (notagao: H < G), podemos definir

em G a seguinte relagao de equivaléncia

x~Yy <>y 'x €H. (1.1)

Dessa forma a classe de equivaléncia contendo x € G serd o subconjunto
xH = {xh;h € H},

que sera chamado classe lateral a esquerda de H contendo x. De modo

analogo, definimos a classe lateral a direita de H contendo x como o conjunto

Hx = {hx; h € H}.

12



OBSERVACOES:

1. Duas classes laterais a esquerda (ou a direita) ou sao iguais ou sao

disjuntas e G é a uniao de todas elas.

2. Todas as classes laterais de H tém a mesma cardinalidade de H em

virtude da bijecao

H — xH

h —— xh.

Definicao 1.1. Um subconjunto T C G € dito um transversal (a esquerda

de H em G) quando G se escreve como a unido disjunta

G:UtH.

teT

Assim, para cada g € G, existem unicos t € T, h € H tais que g = th.

Um transversal (a direita) pode ser definido de modo anélogo.
Denotaremos a cardinalidade de um conjunto X por |X|. Como definicao,

temos o seguinte:
e |X| =1Y] se existe uma bijecao f: X —Y;
e |X| < Y| se existe uma injecao f: X —Y;
o X[ [Y=|XxY|

Proposicao 1.1. Se A;, com i € 1, sao conjuntos disjuntos com |A;| = |A]

entao

A =1T1-1AlL

iel

Prova: Considere f; : A — A; uma bijecao, para cada i € I, e defina
b:IxA— UAi por ¢(i,a) = fi(a). E fécil ver que ¢ é bijetiva.

i€l
De fato:
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e ¢ ¢ sobrejetiva, por construcao.
e Para mostrar que ¢ ¢é injetiva consideraremos dois casos:
1. i =j: Se ¢(i,a) = d(i,b), ou seja, fi(a) = fi(b), entdo a = b
desde que f; é bijecao. Portanto (1, a) = (i,b) e dai ¢ é injetiva
2. 1#j: Se (i,a) # (j, b) entao ¢(i,a) = fi(a) € A e §(j,b) =
fj(b) € Aj, como Ay N A; = 0 temos fi(a) # f;(b) e, portanto,
®(i,a) # ¢(j,b). Logo, ¢ é injetiva.

A

iel

Dal segue a igualdade =|IxAl=]|1]|-]A|

Definicao 1.2. Definimos o indice de H em G como sendo a cardinalidade
do conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em G, o qual

denotaremos por |G : H|.

Observagao 1.2: Observe que se T é um transversal, entao |G : H| = |T|,
pois em um transversal aparece um e somente um representante de cada

classe.

Proposigao 1.2 (Lagrange). Se G é um grupo finito e H < G entao |H| €

um divisor de |G|, isto é,
|Gl =[G : H| - [H].
Prova: Como G = U tH, pela Proposicao 1.1, |G| = |T| - |[H| e da Ob-

teT
servagao 1.1, temos |T| = |G : H|, se T é um transversal de H em G. Portanto,

Gl =G : H[- [H|.

De uma forma mais geral temos:

Proposicao 1.3. Se H < K < G. Entao |G:H|=|G:K|-|K:H]|

14



Prova: Podemos escrever: G = U tKe K = U uH onde T é um transver-

teT uelu
sal de K em G e U é um transversal de H em K. Provaremos entao que:

G= U tuH

teT,uel
Para isso, vamos mostrar que as classes laterais tuH sao distintas duas a
duas e dai o conjunto { tu; t €T e uwe U} é um transversal de H em G.

Se tivéssemos tuH N tyuyH # 0, entao existiria b € tuH N t;u;H. Por-
tanto,
b = tuh1 e b :t1u1h2
= tuh; = tjuhy

= uhhy'u;'=t't €K

Daif t(t7't;) € tk edal t; € tK, o que implica t;K = tK.

Como T é um transversal temos t = t; e, portanto, uH = u;H o que implicau =
u;, desde que U é um transversal de H em K. Isso significa que a uniao é

disjunta. Logo,
|G:H|=|G:K|-|K:H|

Observe que no caso em que H = 1 e G ¢ finito, teremos o Teorema de

Lagrange.

Proposigao 1.4 (Poincaré). Se Aj, Ag, ..., Ay sdo subgrupos de G com
n
indice finito, entdao m A tem indice finito em G.
i=1
Prova: Defina:
n
¢:{g()Ai; g€ G — {gA1;9€ Gl x - x{gAn; g€ G}

i=1

gﬂAl — (gAl,...,gAn)

i=1

15



Vamos mostrar que ¢ ¢é injetiva, e assim teremos

g (VA <HgAi/g € G} x-- x{gAn/g € G},

n n
ou seja, |G : ﬂ Ail < H |G : Ai| e a proposicao estard demonstrada.
i=1

i=1

De fato: (gA1,...,9An) = (gA1, ..., gAL) &

9A1=TGA1 .. 0An =TAn g =Th; h € (A= g[|A=7[)A.
i=1

i=1 i=1

1.2 Subgrupos Classicos

Nessa segao iremos relembrar algumas defini¢oes e propriedades bem

conhecidas dentro da Teoria de Grupos. Seja G um grupo,

e Se x € G, definimos a ordem de x, indicada por o(x), como o menor
natural t tal que x* = 1. Caso nao exista esse natural, diremos que a

ordem de x ¢ infinita.
e Se x,g € G, o conjugado de x por ¢ serd x9 = g~ 'xg.
e Se x € G, a classe de conjugacao de x ¢ o subconjunto
x¢ ={x9; ge G}
e Se N < G, um subgrupo conjugado a N ¢é dado por
N* = x7!Nx = {x"'nx; n € N}, para algum x € G.

Caso N* = N, para todo x € G, diremos que N é normal em G e

denotaremos N < G.

e Se x € G, o centralizador de x em G é o subgrupo formado pelos

elementos em G que comutam com X, indicado por
Cs(x) ={g € G;x9 =x}.

16



Se H C G, o centralizador de H em G é o subgrupo

Ce(H)={geGh¥=h, VheH}= () Cs(h)

heH

O centro do grupo G ¢ o subgrupo formado pelos elementos de G

que comutam com todos os outros elementos de G, isto é,

Z(G) =Cg(G) 4 G.

Se H < G, definimos o normalizador de H em G como sendo o
subgrupo Ng(H) ={g € G; H9 = H}. Note que H < Ng(H) < G.

Se x,y € G, definimos o comutador de x e y como por
x,yl =x 'y xy.
Assim, para x,y,z € G, escrevemos

[x,vy,z] = [[x,y], z].

Proposicao 1.5. Sejam x,y,z € G entao temos as sequintes propriedades:
(1) byl = ly,x;

(ii) Ix,yzl = [x,z] - [x,yl*

(iii) [xy,z] = Ix,z]* - [y, z|;

—1

(iv) by = (yly ) telx

(v) x,zy hzlY-ly,z-

Prova: (i),(ii),(iii) e (iv) decorrem direto da definigdo de comutador. Va-
mos provar (v).
Tome u = xzx 'yx, v=yxy 'zy e w = zyz~'xz. Note o seguinte:

Xy LzZV=ulv , [yz

Portanto, temos



Definicao 1.3. Seja G um grupo e seja X C G. O subgrupo gerado por
X € definido por
(X) = {x{'x52 ... xt xi € X, ey = +1}.

A

Definigao 1.4. Seja G uma grupo, definimos o subgrupo derivado G’

como o subgrupo gerado por todos os comutadores de G, isto €,
G’ = ([x,yl;x,y € G).
Observe que G’ < G.
e Se H,K C G, definimos [H,K] = ( [h,k;heHek € K ).
e Um grupo K é de tor¢ao, quando o(x) < oo, para todo x € K.

Definigao 1.5. Seja G um grupo e N < G. O conjunto das classes a direita
de N em G (ou a esquerda), é um grupo com a operagio Nx-Ny = Nxy ou,
equivalentemente, XN - yN = xyN. Tal grupo é chamado quociente de G

por N e é denotado por N

- .G :
Proposicao 1.6. Se N <G, entao N ¢ abeliano se, e somente se, G < N.

G
Prova: =| Sejam a,b € G quaisquer. Como N é abeliano, aN - bN =
bN - aN. Entao

abN =baN = (ba) 'abeN= a'b'ab=[a,b]eN.

Portanto,
G' = {la,b]; a,be G) <N.

< | Suponhamos agora G’ < N.

G
Sejam aN,bN € N quaisquer. Como [a,b] € N para quaisquer a,b € G,
temos que [a, b]N = N.

Como [a,b]N =a !N b !N-aN-bN, temos aN - bN = bN - aN.

18



Proposicao 1.7. Seja G um grupo, considere os subgrupos K, H,N < G, tal
que N < H, entao:
(i) H G [H, GIN
i) |——| =——

N’ N N
(ii) [HK,G] = [H,G]-[K, G]

K G G

dKe—<Z(= i0 —— <
(iii) SeH_KeH\Z(H> entao Z( )

Prova: (i) Observe que para h € He g € G temos:

H H, G]N
[hN, gN] :hleg’lNhNgN = [h, gIN, portanto [ G} - H, G] )

N'N N

i

N
Por outro lado, seja yN € , logoy € [H, G]N e portanto y = xm

onde x € [H, G] e m € N. Assim,

H G
N=xNmN=xN¢€ [, 2.
I K
(ii) Considere h € H,k € K e g € G arbitrérios, entao temos
[hk, gl = [h, gI*[k, gl € [H, GI[K, G], pois [H,G] <G,

Assim, [HK, G] C [H, G][K, G].

Por outro lado, temos
[H,G] € [HK, G] e [K,G] C [HK,G].
Logo [H, GJ[K, G] € [HK, G].

K
(iii) Como I <Z (%) temos [K, G] < H e, como N<G, podemos afirmar

que [N, G] < N. Portanto, [KN, G] = [K, G][N, G] < HN
Logo

KN _ (G

HN HN

19



1.3 Série Normal e Nilpoténcia

Definicao 1.6. Uma sequéncia (Gg, Gy,...,Gy) de subgrupos mormais de

um grupo G € chamada uma série normal de G se
1=GpdG6; 4G, 9--- 4G, ;1 4G, =G.

Chamamos os grupos quocientes Gi/Gi_1, 1 < i1 < 1, de fatores da série
normal.

Quando nem todos os subgrupos Gi’s sao normais em G, dizemos que
(S): 1=Gp <G <G, <---4G,1 4G, =G,
¢ série subnormal de G.

Definigao 1.7. Dizemos que um grupo G € nilpotente, se existe uma série

normal:

(S): 1=Gp9G; <--- 4G, =G,

N

tal que GGHil Z(é) , para todoi=0,...,n— 1.

Observagao: Se G; < G, entao

G; G
th <Z (G_l) & [Giy1, Gl < Gs.

De fato, suponhamos [Gi;1,G] < G;. Entao, dados gi11Gi € Giy1/G; e
gG; € G/G; quaisquer, temos:

(9:4Gi) (97'G1) (9i+1Gi) (9Gi) = (91 97! gir1 9)Gi = Gy

Logo (gi+1Gi) (gGi) = (gGi) (gi+1Gi) para todo g € G e assim g;,1G; €
Z(G/Gy).

Reciprocamente, tome [gi,1, 9] € [Giy1, G], como GGiH <Z <G£> temos
[9i+1,9]Gi = [gi+1Gi, gGil = Gi.
Dai [git+1, 9] € Gi e [Git1, Gl < G
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Teorema 1.1. Se G ¢ nilpotente e H < G, entao H € nilpotente.

Prova: Seja

(S): 1=Gp<G;<---<4G,, =G

L Git1 .
uma série normal de G, com —~—~ < Z | — ), para cada i.
. .

Considere H; = GiNH paracadai=1,...,n. Como G; <G, entao H; <H.

Além disso, H; < Hi 1, paracadai=1,...,n..

Veja que
[Hi+laH] = [Gi.’.lﬂH, H] < [Gi-l-laG] < Gi

Como [Hi;1, H] < H segue que [Hi,,H < GiNH=H;.

1.4 Série Derivada e Solubilidade

Chamaremos de G’ o subgrupo derivado de um grupo G, gerado por
todos os comutadores [a, b], com a,b € G. Para todo inteiro positivo, vamos
definir ,recursivamente, o n-ésimo subgrupo derivado de G (com a notacao

G") da seguinte forma:

G’ =G, G'=G =[G,al, G*=[G,G],
G" = (Gn—l)’ — [Gn—l7 G Y
A série G =G > G' > G? > .- é chamada série derivada de G.
Definigao 1.8. Diz-se que um grupo G € soluvel, se existe uma série

1=Gp<G;1 <G <---4Gr =G

i+1

tal que € abeliano, para todoi=10,..., n—1.

i
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Teorema 1.2. Um grupo G € soluvel se, e somente se, G™ =1, para algum
n e N.

Prova: Suponha que o grupo G é soluvel, entao existe uma série

1=Gp<G;1 <G ---4Gr =G

Gy
+1 .
¢é abeliano.

tal que cada
i

Afirmacao: G' < G,_jpara cadai =0,1,...,n.

Para i =0 temos G° = G = G,,.

G
Para i = 1 temos o= abeliano, o que implica pela Proposicao

anl anl
1.6, G’ < Gn_y.

Gn_(i-1)
Gn—i

!

Suponha G < G,,_(i_1). Como ¢ abeliano, entao (Gn_(i—1)) <

Gn_i.

De G"! < G,_(i_1) podemos concluir que (GH1)' < (Gn—(i—l))/ e, por-

tanto,
G ! < Gy, ou seja, Gt < Gy
Tomando i = n temos G™ < Gy = 1 entdao G™ =1

Reciprocamente, considere a série:

1=G"<Gv!l<g...9G =G

an(i+1)
———— é abeliano, G é soluvel.

Como, para cada 0 <i<n Gt
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1.5 Séries Centrais

Definicao 1.9. Seja G um grupo. FEziste uma série crescente de subgrupos

de G onde, para cada 1> 0, definimos

1=270(G)DZ(G)LZ,(G) L --- DZ,(G) D -+,

Zi41(G)
Zi(G)

=7 (Z (GG)) Esta é chamada série central superior de
G. '

Teorema 1.3. Um grupo G € nilpotente se, e somente se, Z,(G) = G, para

algum n >0

Prova: =] Suponha que G seja nilpotente, entao existe uma série normal,

1=Gp4G; 4G, 914G, =G

Gi G .
tal que GH <Z (G—) para todoi=10,...,n— 1.

Afirmacgao: G; < Z;{(G), para cada 1 > 0.

De fato, para i =0, temos Gg = 1 = Zy(G).
Suponha que o resultado vale para todo 1 < n, ou seja, Gy < Z;(G).

Gn G -
Sendo Z,(G),G,,Ghy1 9G e GH < Z (G_) segue da Proposigao
1.7 " '

Zi(G)Gi+1 G .
————— < . P ’ . < Zi(G), .
AT Z( I(G) ) ara i < n, com G; < Z;(G), temos
(G)G

o 171+1 G ~ Zin(G)

Portanto,

Zi(G)Giy1 £ Zi1(G) = Gy < Ziga(G),

e isto prova nossa afirmagao.
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<] Suponha Z,(G) = G, para algum n > 0.
Entao 1 =Zy(G) <--- < Z,(G) = G é série normal de G.

Z;
Além disso, ——1E) — 7 (

Z:(G) ) . Logo G ¢ nilpotente.

Zi(G)

Dado um grupo G, definimos, recursivamente,
YI(G) =G ) ’YQ(G) - I:YI(G)J G]a e 7’YTI+I(G) - [ n(G)7 G]
Afirmacgao: vi(G) < G, para todo i > 1.
Usaremos indugao sobre 1 para verificar essa afirmacao.
Parai=1, v,(G) =G JG.

Suponhamos valido para i = n e mostremos para i =n+ 1.

Seja g € G qualquer. Como v, (G) < G, temos
Yn11(G)9 = [yn(G)9, G = [yn(G), Gl = vn1(G),

0 que prova nossa afirmacao, ou seja, yn,1(G) < G.
Desse modo,
Yn+1(G) d 'Yn(G)apara todon > 1

Definicao 1.10. A série normal decrescente de subgrupos de G,
GC=v1(G) G =72(G)> - Yu(G) BV > -
¢ chamada série central inferior de G.
Teorema 1.4. Um grupo G € nilpotente se, e somente se, Yn(G) = 1, para
algum n > 1.
Prova: =] Suponha que G é nilpotente, entao existe uma série normal,

1=GodG 946G =G

Gy :
com —+1 SZ(—) para cadai=0,...,k—1.
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Afirmacao: v;;1(G) < Gy_jpara todoj > 0
Usaremos indugao sobre j > 0

Paraj =0, v1(G) =G = Gy.
Suponhamos vélido para j = n, ou seja, Yn+1(G) < Gx_n.

Como Yn41(G) < Gx_n, segue que
Yn+2(G) = [yn41(G), Gl < [Gx—n, G] € Gxn1 = Gr—(nt1)-

Portanto, ¥ (n41)+1(G) < Gx—(nt1)-
E assim concluimos que v;j;1(G) < Gk_j, para todo j > 0.
Tomando j = k temos v, 1(G) < Gy =1, e portanto, vy 1(G) = 1.

<] Suponha v, (G) = 1 para algum n > 1. Assim,
Y1(G) =G dy,(G) D+ Dyn 1(G) Iy (G) =1

é uma série normal de G.

Além disso,

_ o vi(G) _ G
Yi+1(G) = [vi(G), Gl = Yit1(G) =7 (Yi+1(G)>

Logo G ¢ nilpotente.
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1.6 Representacao Permutacional

Dado X um conjunto nao-vazio qualquer, denotamos por Sx o conjunto
de todas as fungoes f : X — X bijetoras. E facil ver que Sx com a operagao de
composicao de fungoes é um grupo, o qual chamamos de grupo simétrico,
ou grupo de permutagoes de X. Quando | X | = n < oo, escrevemos

Sx = S, e este serd o grupo de permutacoes de n simbolos, cuja ordem é n!.

Definigao 1.11. Uma representagao permutacional ( ou a¢do ) de um

grupo G sobre um conjunto X é um homomorfismo @ : G — Sx.

Denotaremos a imagem de cada elemento g € G por @(g) ou @g.

Com respeito ao estudo de uma acao @ de um grupo G sobre um conjunto

X, definimos os seguintes conjuntos:

e Se x € X, definiremos o estabilizador de x como sendo:

Gy ={g€G; o(g)(x) =x}

e Se x € X, definimos a 6rbita de x por:

Gx ={ep(g)(x) ; g € G}

e Para cada g € G, denotaremos por Xy o conjunto dos pontos fixos de

@(g). Isto é,
Xg={xeX; @lg)x) =x}

o Xg ={x€X; @(g)lx) =x, Vg € G}

Dada @ : G — Sx uma acao de um grupo G sobre um conjunto X, definimos

em X a seguinte relacao:

x~1Yy < y=o(g)(x), para algum g € G.
Veja que:
(i) x ~x, ja que @(1)(x) = x;
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(ii) Se x ~y, entdao y = @(g)(x), para algum g € G. Dai x = @(g)(y) e
y~x

(iii) Sex ~yey ~ z, entao temos: y = @(g1)(x) ez = @(ga)(y), com g1, g2 €
G. Portanto, z = ©(g1)(9(g2)(x)) = @(g1g2)(x) implicando que
X~ Z.

113 7

Portanto, “ ~ 7 é uma relacao de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de um elemento x € X é o conjunto:
x ={p(g)(x) ; g€ G} = Gx (6rbita de x)

Teorema 1.5. Seja @ : G — Sx uma agao de um grupo G sobre um conjunto
X. Entao:

(i) G, <G
(i) |Gx|=|G:Gx .
Prova: (i) Como @(1)(x) =x, V x € X, temos 1 € Gy. Dal G, # 0.

Dados g1, g2 € Gy, temos @(g1)(x) =x e ©(g2)(x) =x.

Assim,

©(919; ) (x) = @(g1)(@(g (X)) = @(g1)(x) =x = g19;' €G.

Como g; e g foram tomados arbitrariamente em Gy, o resultado segue.

Consideremos a aplicacao

¢:{gGx; g€ G} — Gx
96— @l(g)(x)

Suponhamos aG, = bGy. Entao a = bz, com z € Gy.

Dai, teremos

d(aGy) = @(a)(x) = @(bz)(x) = @(b)(@(z)(x)) = @(b)(x) = ¢(bGy).



Logo ¢ esta bem definida. Claramente ¢ ¢é sobrejetora.

Além disso,

$(aGy) = d(bGx) = o@la)(x) =e(b)(x)
= (b (ela)x) =x
1

= @b a)(x) =x

Portanto, b~'a € Gy e assim aGy, = bG,. Logo ¢ ¢ injetiva.

Assim concluimos que ¢ é uma bijecao, dai temos | G : G, |=| Gx |.

Exemplo: Seja G um grupo e definamos

©:G — Sg

g — @(g):x—gxg*

B fécil verificar que @ ¢é acao de G sobre si mesmo.
Note que  Gx={gxg™'; g€ G} ={x? " ; g€ G} =xC.
Além disso,

Gx={geG;x9 =x, ¥xeG}=Cg(x).
Assim, pelo teorema anterior, temos

|G:C(x) | =1xC1.
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1.7 O Homomorfismo Transfer

Seja G um grupo e H < G com | G : H |[= n. Fixemos um transversal
{t1,...,tn} de Hem G de modo que

1
Para cada x € G, a classe Htix é uma das classes Ht;, j =1,2,...,n (jd que
Hty, ..., Ht, sdo todas as classes a direita de H, e sao disjuntas.)

Denotamos entao:

Htix = Ht(q)x
Note que i — (i)x é uma permutacao de {1,2,...,n}. Vejamos a injetivi-
dade:
(Ux=()x = Htpy =Htgx

= Htx = Hth

= Ht; = Ht)'

= 1=j
Ja que {ti,ts,...,ty} é uma transversal de H em G. Logoi — (i)x é
bijecdo, pois é injetiva de {1,2,...,n} nele mesmo.

Além disso, sendo Htix = Ht(i)x temos que tixta%X € H, para cada x € G.
Poderiamos perguntar: Dados G grupo e H < G, podemos sempre exibir
um grupo A abelianoe 6: H — A um homomorfismo?

A resposta é sim!

Vimos anteriormente que dados G um grupo e N < G, tem-se:

G
— abeliano & G’ < N

N
Logo, para qualquer H < G, o é abeliano. ( Lembre que H' <H. )
Dai basta tomarmos 6 : H — H/H’, o homomorfismo canonico.
h —— hH’
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Definigao 1.12 ( Homomorfismo Transfer ). Seja G um grupo, H < G, A
um grupo abeliano qualquer e 0 : G — A um homomorfismo de grupos. O
transfer de © ¢ a aplicacao definida por

n

0°(x) = [ JOltixt),).

i=1

Como A ¢ abeliano, a ordem dos fatores no produto € irrelevante.
Lema 1.1. Sobre a aplicacao transfer 8%, temos:
(i) 0* € homomorfismo, o qual chamamos de Homomorfismo Transfer;

(ii) 0" independe do transversal escolhido para H em G.

Prova: (i) Da defini¢ao, temos

Ht(i)xy - Htixy = H(tlx)y = Ht((i)X)y

ey =ty VXY EG (1.2)
Dai:
0 (xy) = ]Jeltoxutly,) = [[0totyyy,)
i=1 i=1
= [0t tiunytidy) = [ JOtxt)0(twxytiiay)
i=1 i=1
n n
= [Tottoaii [ Tottumytid,)
i=1 i=1
= 0°(x)0"(y)
(ii) Seja {t],ts,...,t/} um outro transversal de H em G.

Suponha Ht{ = Ht;, para cada i (caso contrario, reorganizamos os t;’s).
Assim, t{ = hyty, para algum h; € H. Além disso,
t{ =hiti = tix =hitix = Ht{x = Htyx = Ht{;), = Htx)
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Logo t(;), € Ht(i)x. Portanto, t(;,, = hgi)xti)x com hg)x € H.

Assim,
0°(x) = JJoltixtp) = J[OMhitix(huati) ™)

i=1 i=1

_ —1 —1
i=1

= [ o) o(tixty),) 0(h),)
i=1

= JJom) JJottxty)) J]ohg,)
im1 i=1 i=1

= He(hl) HG(halx) He(tixtax) (pois A é abeliano)
i=1 i=1 i=1

= J]ottxts),)
i=1

Observe que nas duas tltimas igualdades, usamos o fato de que 1 — (i)x é

uma permutacao de {1,...,n}.

Lema 1.2 (Célculo de 0*). Considere o homomorfismo © : H — A, onde
H< G e A € abeliano.
Se| G:H|=mn, para cada x € G, existemk € N ely,1lo,..., 1k € N tais que

n

0" (x) = [ T(sux"ss ).
i=1
k

com s; € G eZli:n,

i=1

Prova: Fixado s; € G, consideremos as classes Hsy, Hs;x, Hsyx? . ..
Como ha somente um numero finito de classes laterais, existe n € N tal que
Hs;x™ = Hs;.

Seja l; o primeiro natural em que isso ocorre.
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Entao, temos o ciclo:
Hsy, Hsix, Hsix?, ..., Hsyx!' = Hs;

Se estas nao forem todas as classes laterais de H, tomamos uma nova classe,
Hs, tal que Hsy # Hs x', paratodoi =0, ..., l,_;, e procedemos de maneira
analoga.

Considerando 1, o primeiro natural tal que Hsox!'? = Hs,, temos as classes:

Hso, Hsox, Hsox?, ..., Hsox!2 ™!

Se ainda assim nao tivermos todas as classes laterais de H, repetimos esse
processo até que isso ocorra. Desse modo, encontramos varias cadeias nao

intersectantes de classes laterais.

Seja
Hsy, Hsix, Hsix?, ..., Hspxt 1
a ultima delas.
— — 1l,—1 ~

Como Hsy, ..., Hs;x" ™! Hsy, ..., Hsoxb> ' ... Hsy, ..., Hspx* ' sdo todas

Kk
as classes, temos E L =n.

i=1

Vimos no Lema anterior que 0* independe do transversal. Considere entao

o seguinte transversal de H em G:

_ -1 1,1 l—1
T ={s1,81%, ..., 81X ",89,89X, ..., 89X 2 " ..., Sk,SKkX,...,SkX* L
Facamos :
_ _ — eyl
tl—sl,tg—slx,...,tll—slxl
_ _ R P
T =82, e = 8ox, .0, t 4, = S2x 72
_ _ P P |
ottt +1 = Sk Byttt 2 = SKkX, -, T = th = skxF
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Veja que:
Ht(l)x = Htlx = H81X = Htg
Ht(z)x = HtQX = H81X2 = th

Hty,, = Hty,x = Hs;x! = Hs; = Ht,
Ht(, 1) = Hty, rix = Hsox = Hty 40
Ht (1, 10y« = Htypox = Hsox? = Hiy 45

Ht(11+12 = Ht11+12X = H82X12 = HSQ = Ht11+1

Ht(11+~--+lk,1+1)x = Ht11+--~+lk,1+1x = Hsyx = Ht11+-~~+lk,1+2

Ht(z L)x = th LX = Ht.x = HSkth = Hsyx = Ht11+...+1k71+1
Portanto,
(i)x = i+1, paratodo i#

()x = j, paratodo j=1,...,k—1
(L+-+4)x = L+---+1_1+1, paratodo j=1,...,k—1.

L+l
0 (x) = J] 6ltxty),)

i=1

= O(tixty ") O(toxty ") -+ Oty o Xty )

= O(tyxMt ) Bty paxtt ) - Oty Xt )

= 0(s;xbs7 ) O(saxt2syt) -+ - O(sExtest)

k
IlSXS
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1.8 O Teorema de Schur

O objetivo desta secao é a demonstracao do Teorema de Schur, o qual
usaremos bastante neste trabalho. Antes, vejamos dois lemas que nos serao

necessarios.

Lema 1.3. Seja G um grupo e H < Z(G) tal que | G : H |= n. FEntado, o
homomorfismo transfer da fun¢io © : H — H, com 6(h) = h, para todoh €
H ¢ a fungao 0*(x) = x™.

Prova: Usando o Lema 1.2, temos:

Agora,

six'is;' e HK Z(G) = sixlisy! =z € Z(G)

1

= x'"=s;"2zs; =z € Z(G)

Assim,

Lema 1.4. Se G ¢ finitamente gerado e H< G com | G : H |=n, entdio H é

finitamente gerado.

Prova: Seja T ={1 = ty,ts,...,ty} um transversal de H em G.
Definimos, para cada x € G, Htix = Ht ().

Assim, tix = h(i,x)t(i)x, com h(i,x) € H.

34



Além disso, como visto em (1.2), t(i)xy = t((i)x)y- Logo,

tixy = (tix)Jy = (h(i,x)to))y = h(ix)(te)xy)
(L, x)h((i

i,x
i, x)h((i

(.7

XY ((i)x)y

h )%,y
h %, y)t(i)xy

Analogamente, podemos mostrar a igualdade
tiXUZ = h’(ly X) h((l)X, U) h( (1)7(97 Z) t(i)xyz~
Mais geralmente, temos

ti(xi - xs) = h(i,x1) h((i)x1,x2) - h{(i)Xx1X2 -+ Xs—1,Xs) T(i)xsexe-

Seja G = (X) com X finto.
Tomemos um elemento x € H qualquer.
Como H< G, x =%1--Xn, onde x; € XUX 1.

Como t; =1 e x € H, temos Ht; = H = Hx = Ht;x = Ht(y)x, portanto,
(1)x = 1. Dai

X =tix =t1(x1 - Xn)
= h(LXI) h((l)xlax2) o h((l)XIXQ e 'Xsflaxs) t(l)xpcg---xs
=h(1,x1) h((1)x1,%2) -~ h{(1)xixz -+ Xs_1Xs)

Portanto, H = (h(j,x); 1<j<n e x € XUX!) e H é finitamente

gerado.

Finalmente, podemos provar o Teorema de Schur.
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Teorema 1.6 (Schur). Se ¢ finito, entdo G’ € finito. Além disso, se

G
Z(G)
‘—(GG) ’ =mn, entdo x™ =1, para todo x € G’, isto ¢, o(x) | n, para todo x €
G’.

Prova: Do Lema 1.3, sabemos que

0*: G — Z(G)

x = x"

¢ um homomorfismo. Dai, pelo Primeiro Teorema dos Homomorfismos, temos

G
~ 0"(G) < Z(G).
Nuco- (G) (G)
A 1 / < * — R — .
Logo Nuco™ ¢ abeliano e G < Nucb* ={x € G;x 1}

Assim, para qualquer x € G’, tem-se, x™ = 1.

. G
Seja 7(G]

Dados x,y € G quaisquer, para xZ(G),yZ(G) € existem 1i,j €

G
Z(G)’
{1,...,n} tais que xZ(G) = t;Z(G) e yZ(G) = ;Z(G).

Portanto, x = tiz; e y = tjz;, com zi,z; € Z(G).

Desse modo:

[x,ul = [tizi, tz5) = (tizi) ' (tz) Htizo) (t2)
=zt gz b g
=t 't g
= [ti, t]
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e temos G’ = ([ti, ;] ; 1 < 1,j <n), o queimplica que G’ ¢é finitamente
gerado.
Como Z(G) < G, segue, do Segundo Teorema dos Isomorfismos que:
Z(G)G" G’
Z(G) — Z(GInG’

Em diagrama: G

G/

Por outro lado,

oo >|G:Z(G)|=]1G:Z(G)G" || Z(G)G': Z(G) | > | Z(G)G' : Z(G) |
Logo, |G’': Z(G)NG' | < .
Como G’ é finitamente gerado, pelo Lema 1.4, Z(G) N G’ também é.
Além disso, sendo Z(G) N G’ subgrupo de Z(G) e de G’ este é abeliano e de
torcao.

Logo, pelo do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Ger-

ados, temos
Z(GING = A; x--- X Ay,

onde os Aj’s sao subgrupos ciclicos finitos. Portanto, Z(G) N G’ é finito.

Finalmente,
|G |=|G:Z(G) NG| | Z(G) NG| < =

o que conclui nossa demonstracao.
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Capitulo 2
FC-grupos e BFC-grupos

Apresentaremos a partir de agora os conceitos de FC-grupos, BFC-
grupos, FC(w)-grupos e BFC(w)-grupos, bem como alguns resultados rele-
vantes sobre tais grupos que servirao de apoio para a demonstracao do teo-
rema principal acerca de BFC(w)-grupos, o qual sera demonstrado na tltima

secao deste capitulo.

2.1 FC-grupos e BFC-grupos

Seja G um grupo. Se X e Y sao subconjuntos nao-vazios de G, escrevere-

mos XY para denotar o conjunto:
XY ={x¥;x € X,y €Y}

Note ainda que Cg((x®)) = Cg(x®). Além disso (x¢) < G, o que implica

Cg(x®) < G, ja que o centralizador de um subgrupo normal é normal.

Definicao 2.1. Um grupo G ¢é dito um FC-grupo se, para cada x € G,

tem-se xS finito.

‘ Obs: A sigla FC vem do inglés : “finite conjugate”.

Sobre a classe de conjugacao x© lembramos que:
x€| =1G: Cg(x)|

A proposigao a seguir é uma caracterizagao dos FC-grupos.
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Proposicao 2.1. Um grupo G é um FC-grupo se, e somente se, ————
Cs(x©)
finito, para cada x € G.

Prova: = | Suponhamos G um FC-grupo.
Dado x € G, seja x& ={x1,...,%s}. Entdo,
|G:Colxi) [ =IxF [=1xC|=s.

Pela Proposi¢ao 1.4 (Poincaré), temos:

< JT16:Catxi) | < oo,

i=1

|G:Cs(x®) | =

G: m Cg(Xi)
i=1

isto é ,

¢ finito.

Cg(x%)

«| Para cada x € G temos Cg(x®) < Cg(x) < G. Logo
xS | =]G:Ce(x) | <|G:Cg(x%) | < 00 Vx €G,

portanto, G é um FC-grupo.

Proposicao 2.2. Se G ¢ um FC-grupo, entao ¢ de torcao.

G
Z(G)
Prova: Tome x € G, como G ¢ um FC-grupo, temos

X6 =G : Cg(x)| =n.

Para simplificar a notacdo faca C = Cg(x). Logo [x¢] = |G : C| = n.
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Seja {ti, ta, ..., t,} um transversal de C em G, dai:
G - U Cti.
i=1,...m

mn
Assim G = (C, ty,ta,...,tn). Considere agora H = ﬂ Cg(t9).

i=1
Observe que H tem indice finito em G, pela Proposicao 1.4 (Poincaré),
ja que G é um FC-grupo. Além disso, como vimos no inicio dessa se¢ao, cada

Cg(tf) < G e dai H < G, pois é intersegao de subgrupos normais. Logo

— é finito
H
Logo existird um natural m tal que
(xH)™ =H = x™ € H = x™t; = t;x™, paratodo i=1,...,n,jd que

H=nNCg(tf), paratodoi=1,...,n.

E ainda, em particular,

e =cx™, para todo c € C

b
Portanto, x™ € Z(G) o que implica o(xZ(G))< m, para todo x € G.
]

Teorema 2.1 (B.H Neumann). Seja G um FC-grupo e considere T(G) =
{x € G;o(x) < o). Entio G' C T(G) e T(G) < G. Além disso, se G for
finitamente gerado, T(G) serd finito.
Prova: Tome x € G'. Dai, para a;,b; € G,

X = [a17 bl] [a27 bQ] e [aru bn]

Note que [a,b]~" = [b, al. Vejaquex € H', onde H = (ay,...,an, by, ..., by).

Como H ¢ um FC-grupo finitamente gerado temos que

26 = () Culo) = Z?H) ¢ finito:

cefai,bili,
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ja que |H : Cy(c)| < oo, para todoc € {a;, bi}I,. Pelo Teorema de Schur, H’
é finito, o que implica o(x) < oo, ou seja, x € T(G) e, portanto, G C T(G).

Note que acima foi dito algo interessante, que decorre da Proposicao 2.2

FC-grupo finitamente gerado G = (X) = % finito

Vamos provar agora que T(G) < G. E claro que T(G) # 0. Tome x,y €G

com o(x) = m e o(y) = n. Lembre-se que G' < G e rel é abeliano. Dai
teremos:
(xG)m=x"G =G e (yG )" =x"G =G’
=(xy)™G = (xyG )™ = (xG.yG )™ = (xG )" (yG )™ =G
=(xy)™ e G’

Como G' C T(G), existird t € N tal que

o (xy™t=1= o(xy) <oo=xyeT(G)
Como o(x) = o(x™ 1) segue que

e x ! €T(G) para todo x € T(G).

Portanto, T(G) < G. Finalmente, se G for finitamente gerado, faca G = (X).

Dai teremos, pelo Teorema de Schur,

G . Schur / .
——— finito = G finito
Z(G)

J& vimos que G < T(G). Com isso c sera abeliano finitamente gerado

T(G
¢ abeliano) e de torgao. Logo Q sera

(pois G é finitamente gerado e c

G/
finito. Concluimos entao que:

IT(G)| =T(G): G'.IG'] < 0.
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Definigao 2.2. Diremos que G é um BFC-grupo ( do inglés: BFC= bounded
finite conjugate) se existe um natural n tal que [xS| < n, para todo x € G.

Em outras palavras, as classes de conjugacao sao uniformemente limitadas.

Observe que, quando um grupo G possuir centro de indice finito, G sera

um BFC-grupo pois, para x € G, teremos:
Xl =1G: Ce(x)I <G : Z(G)|

O teorema a seguir caracteriza os grupos com classes de conjugagao uniforme-

mente limitadas.

Teorema 2.2 (B. H. Neumann). Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente
se, G' for finito.
Prova: <| Suponha |G'| = m. Sejax € G um elemento arbitrario. Devemos
mostrar que [x¢| < |G’|. De fato, defina a funcao
p: xS — G
x9 —  [x,g]
Note que @ ¢é bem definida, pois:
x9 =x" = x %9 =x"Ix" = [x,g] =[x, hl.
Além disso, veja que @ é injetiva:
h

X, gl =[x, h] = x %9 =x %" = x9 =x™
Logo [x6| < |G'| = m.
= | Suponha que G seja um BFC-grupo, ou seja, que exista d € N tal que
Ix¢| < d, paratodo x € G.
Seja a € G tal que a realiza essa cota méxima, isto €,
la®| = d.
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Sabemos que |G: Cg(a)| =a®| =d.

Seja {ti,...,tq} um transversal de Cg(a) em G, assim teremos

a® ={a",... a%.
Note que a%, ..., a' sdao os d conjugados de a em G. De fato,
att=a% = ad"% =a = tit;l € Cgla) = tCgla) =1t;Cgla)
Logo  t; = tj o que é um absurdo, pois {t;,...,tq} ¢ um transversal de
Cg(a) em G.

Como cada |G : Cg(ti)] < oo (pois |G : Cg(ti)] = [t&] e G é um BFC-grupo),
d

segue que |G : C| < 0o, onde C = m Cqol(ty).

i=1
Assim, faca
IG:Cl=k
e tome {sy, ..., sy} um transversal de C em G. Seja
N ={(a,s;,...,5)% = (a%,sF ... sS).

Note que N <G, dai N serd um FC-grupo finitamente gerado e, pelo Teorema
2.1

T(N) ={x € N;o(x) < oo} ¢ finito.
Veja agora que se x € C, entao
(xa)t =x%att =xa' pois C < Cg(ty).
Concluimos, portanto, que
(xa)® = {xa',xa'?, ..., xat]},

pois |(xa)®| < d e todos os xa't sao distintos.

Assim, para qualquer y € C, temos (xa)¥ = xa't para algum i, e isso nos da

xYa¥ =xa = x¥=xa""(a ')
= x xY=a'(a )V

= yl=a“(ah¥y €N
Portanto, C' < N. Veja ainda que
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G =(C,s1,...,8¢) < NC < G, o que implica que G = NC.
Usando as propriedades dos comutadores (lembre-se que N < G):
G =[G,G] = [NC,G] = [N, G][C, Gl.
Veja que [N, G] < N, pois N é normal. Dai
[N, GJ[C, G] < N[C,NC].

Agora observe que [C,NC] = ([c,nc;] = [c,cqlle,n], com c,c; € Cen €
N) < C'N, jé que [C,n]® € N, pois N < G. Daf

G <NC'N<N.
Pelo Teorema de Neumann, G C T(G), portanto,

G CT(G)NN=T(N) que é finito
Logo G é finito.

A prova do Teorema Principal desse trabalho é baseada na idéia usada na

demonstracao do classico Lema de Dietzmann o qual demostraremos agora.

Definigao 2.3. Seja X um subconjunto de G. Dizemos que X é normal se,

para qualquer x € X, x9 € G para todo g € G.

Lema 2.1 (Lema de Dietzmann). Em qualquer grupo G, um subconjunto

normal finito X = {x1,...,xn} com o(xy) < oo, para todo 1 =1,...,n, gera
n

um subgrupo normal finito com no mdzimo H o(xi) elementos.

i=1

Prova: Sejam X ={xy,...,X,} um subconjunto normal e H = (X)

Afirmagao: H<J G
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De fato, tome h € H e g € G arbitrarios.
Se h € H, entdo h =x™ ---x*™ onde m; € Z e x; € X,
Entao

—1,my Mn

h? = g'hg =g %" - -xp'"g
= g 'x™(g'g) - (g 'g)xng
— (XI“I)Q(X’Q“Q)Q...(XTH)Q

= (x{)™M )™ (xI)™ € (X) =H paratodogeG

Portanto, H < G

Resta mostrar que H é finito. Para isso tomaremos um elemento arbitario

1 # h € H e estudaremos as possibilidades de se escrever este elemento como
. ~ / . ~ .

combinacao dos x;8 € X. Se estas forem finitas entao , necessariamente, H

serd finito.
SeheH, entaio h=xg!---xg", onde 1< <n

X

Em geral existem muitas formas de se expressar h, entre elas consideraremos

as de menor comprimento, digamos 7.

Além disso, entre essas expressoes de menor comprimento existe uma que

aparece primeiro na ordem lezicogrdfica ( a ordem do dicionario )

Ve ! i i
Esta é a ordem em que (a4, ..., ) precede (&,..., &) se & = o para

. /
i1<s eas <o, para algum s < 1.
Denote esta primeira expressao por h =y1ys---yr, onde yi = xgt.

Nosso principal objetivo é mostrar que os fatores de h estao ordenados de

modo que o < &g < -0 < Ky
Os tnicos dois casos em que i8so nao ocorreria seriam

Caso 1: o4 = 4, para 1 <j.
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Seja
h =Y Yi-1YiYit1 - Yj—1YjYj41 - Yr (2.1)

Perceba que podemos mover yj; para a esquerda, da seguinte maneira

o=y yeyyiyy Dy Wiy ) - U5Y5 Y51 W55 DYYie - Ye
= Y1 ‘Uifl(yiyj)y?jrl o 'iji&liﬂ Yy (2.2)

Note que (2.2) tem comprimento menor que T.

Ty EESURLLS! _ _
De fato, como y; = Xt € Yj = Xq € estamos supondo o = &5 = oy

entao

mi, My oy
YiYj = X X, = Xgr =Yk onde 1 <k<r
Mas isso contraria a minimalidade do comprimento r de h. Portanto, todos

/ ~ .
«;s sao diferentes.

Caso 2: Suponha «; > «;,1. Escreva
h =y --YiYis1---yYyr onde y; =xg " (2.3)

Observe que, dessa forma, nao temos a ordenacao crescente de indices, o que
mit1

vamos fazer entdo, ¢ inverter as posicoes de, da seguinte forma: X't e Xa.';

h = Y- YY)y - YUr

Yi+1

= yl--.yi+1’yl ...yr

mio, . -Xm”l (Xmi)UiJrl . _xmr

= X .
X1 K1 X Xy

Agora temos a ordem crescente nos indices, no entanto esta expressao precede

(2.3) na ordenagao de r-uplas.

mi oMy

X
x1 Kit1

mi)yi+1_,. my My MM | Ty
(X‘Xi X(Xr < X(Xl X‘Xi X‘Xi+1 X(Xr

Mas isso é um absurdo, pois (2.3) é a primeira expressao que aparece na
ordem de r-uplas (ordem lexicogrdfica). Entdao devemos ter o < i1 e,

portanto, o; < &g < -+ - < K.
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Essa conclusao nos auxilia a dizer que as possibilidades de se expressar h sao

H O(Xi).

De fato, basta observar que dado h € H, h =x{™ ---x™ onde m; € Z e

no Mmaximo

m; < o(xy).
[ |

Definicao 2.4. Um subgrupo H de G estd FC-mergulhado em G se x' ¢
finito, para todo x € G.

Definicao 2.5. Um subgrupo H de G estd BFC-mergulhado em G se x'
é finito, para todox € G e o nimero de elementos de x™ € limitado por uma

constante que independe da escolha de .

Exemplos de FC-grupos (respectivamente, BFC-grupos) sao dados por grupos
G nos quais o subgrupo verbal w(G) estd FC-mergulhado (respectivamente,
BFC-mergulhado) em G.

2.2 FC(w)-grupos e BFC(w)-grupos

Seja w uma palavra em n varidveis. Nessa secao apresentaremos os
conceitos de FC(w)-grupo e BFC(w)-grupo, que sao generalizacoes de FC-
grupos e BFC-grupos, respectivamente, com relacao a palavra w. O primeiro
conceito foi apresentado em [1] por S. Franciosi, F. de Giovanni e P. Shumy-

atsky. e o segundo em [8] por S. Brazil, A. Krasilnikov e P. Shumyatsky.

Uma palavra ¢é uma expressao nas variaveis x; da seguinte forma
w :Xil .. .x£“7

n

onde ¢; € Z,com X; # Xi;1,paratodoi=1,...,n—1.

Dada uma palavra w e um grupo G, podemos avaliar w nos elementos de G.

Exemplo: Seja w a palavra comutador e G um grupo qualquer. Entao

w(g1,92) = 979519192, com g; € G, parai=1,2.
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Definigao 2.6. Sejam G um grupo e w = w(gy,...,gs), onde g1 € G,

denotaremos por

Gw ={w(g1,92,...,9n)/g:i € G}

o conjunto de todos os w-valores em G, e por w(G) o subgrupo verbal
de G correspondente a palavra w. Em outras palavras, w(G) € o subgrupo

gerado pelo conjunto G, ou seja, w(G) = (G,y).

Definicao 2.7. Uma palavra w ¢é dita concisa se, para cada grupo G tal que

Gw € finito, tivermos w(G) também finito.

Definigao 2.8. Uma palavra w € dita limitadamente concisa se, para
cada grupo G tal que |G,,| < m, tivermos wW(G)| < ¢, para algum inteiro

¢ = c(m) dependendo somente de m.

Definicao 2.9. O grupo G ¢é um FC(w)-grupo se xS~ ¢ finito, para cada
elemento x € G, ou ainda, G é um FC(w)-grupo se G,, estd FC-merqulhado

em G.
Proposicao 2.3. Se G € um grupo tal que o subgrupo verbal w(G) estd

FC-mergulhado em G, entao G € um FC(w)-grupo.

Prova: Temos G,, C W(G). Assim, xS c x"(6). Como x"(G) ¢ finito,

para todo x € G, temos que x®» também ¢ finito, logo G é FC(w)-grupo.

A reciproca da proposicao acima é verdadeira se a palavra w for concisa.
Na verdade essa reciproca é o teorema que enunciaremos agora e cuja de-
monstragao, que omitiremos aqui, é parte fundamental da Dissertacao de
Mestrado [5].

Teorema 2.3. Se w € uma palavra concisa e G um FC(w)-grupo entdo o

subgrupo verbal w(G) estd FC-mergulhado em G.

Prova: Ver referéncia [5].
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Definicao 2.10. Diremos que G é um BFC(w)-grupo se xSw € finito e
limitado por uma constante m, para todo x € G. Em outras palavras, G €
um BFC(w)-grupo se G,, estd BFC-mergulhado em G. O menor limite m é
chamado o indice do BFC(w)-grupo G.

2.3 Prova do Teorema Principal

O principal objetivo desse trabalho é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.4. Seja w uma palavra limitadamente concisa. Um grupo G €

um BFC(w)-grupo se, e somente se, w(G) esta BFC-mergulhado em G.

Para isso iremos demonstrar uma série de lemas que nos levarao a demons-

tracao desse teorema.

Definicao 2.11. Usaremos o termo {a,b,c,...}-limitado para significar li-
mitado superiormente por alguma funcao que depende somente dos parametros

a,b,c,....

Definicao 2.12. Seja G um grupo e H < w(G). Dizemos que H tem w-

indice finito, se existem g1,...,gm € W(G) tais que:

s
T

Gw g 91

I
—

i
Se m for minimal com tal propriedade, dizemos que H tem w-indice m.

Lema 2.2. Seja G um grupo. Se H e K sdo subgrupos de w(G) com w-
indices m e m, respectivamente, entao a intersecio HNK tem w-indice finito

no mdximo mmn.

Prova: Suponha que H e K tenham w-indices m e n respectivamente, entao

existem X1, ..., Xm, Y1, .- .,Yn elementos de w(G), tais que:
m n
Gw C [ JHxs e Gw € [ J Ky
i=1 j=1

49



Portanto,

m n

Gw C ([ JHxin|JKyy) € |JHxinKy;) = | J(Hzy nKzyy) = [ J(HNK)zy
i=1 j=1 ij i i

Onde zi; € Hxy N Ky;

Vamos verificar que a tltima igualdade é verdadeira,

C| Tome g € Hzi; N Kyy; # @ entdo g = hzy; = kzyj, portanto h =k =1

entdo g = lzy; onde Le HNK . g € (HN K)zj;

D| Tome g € (HNK)zy; = z=1z; onde Le HNK

S leH = g =1z € Hzy e le K= g=1lzy € Kzy

. g € Hzy; N Kzy;. Daf segue a igualdade como querfamos mostrar.

Como 1 <i<mel<j<n,segue que 1 < ij < mn e, portanto, HN K

tem w-indice no maximo mn.
[ |

Corolario 2.1. Seja G um grupo. Se Hy, ..., Hs sdo subgrupos de w(G)

S

com w-indices My, ..., Mg, respectivamente, entao a intersecao ﬂ H; tem
. . i=1

w-indice no mdximo my - - - Mg.

Prova: Faremos uma prova por indugao sobre s > 2

e O resultado vale para s=2, (pelo Lema 2.2).

e Suponha que vale o resultado para s — 1, isto é, H; N... N Hg_; tem

w-indice no maximo my ... mg_7.Assim,

myp---Ms—1
GW Q U (Hl N...N Hsfl)Xi.

i=1

ms
Seja Hy < w(G) com w-indice mg, entao G,, C U Hsyi.

i=1
Devemos mostrar que existem zy, ..., Zm,..m, tais que:
myp Mg
GwC (J (Hin...nHz
i=1



Para isso basta fazer HyN...NH;_; = H e Hy = K. Entao, pelo Lema 2.2,

temos
GW Q LJ“‘[X;L N Ky]) = U(HZi]‘ N KZi]') = U(H N K)Zij
i, i )
onde zi; € Hx; N Kyj. Desde que 1 <1< my---ms_; el <j < myg, segue

que 1 < 1ij < my---mg, portanto, HNK =H;N...N Hs_; NHg tem w-indice

Nno mMAaximo My - - - M.
[ |

Lema 2.3. Um grupo G é um BFC(w)-grupo de indice m se, e somente se,

Cw(c)(x) tem w-indice no mdximo m, para todo x € G.

Prova: =] Suponha que G é um BFC(w)-grupo tal que [x®*| < m, para
todo x € G. Entao, para cada x € G, existem gy,...,9s € Gy, dois a dois
distintos tais que

xCw = {x91 ... x9), onde 1<s<m

S
Se mostrarmos que G,, C U Cwic)(X)gi, entdo Cyy(g)(x) terd w-indice no
i=1
maximo S.

Para isso, tome h € G,, um w-valor qualquer. Assim,

e xS = XM =x9,

para algum 1 <1< m.

Portanto,

h™'xh =g;'xg; = hh 'xhg;' = hg; 'xgig; "

= xhg{1 = hg;lx
= hg:l S CW(G)(X)
= h e Cw(G)(X)gi-

S

Como h foi tomado arbitrariamente, temos G,, C U Cw(c)(x)gi. Desde
i=1

que 1 < s < m, segue que C,y(g)(x) tem w-indice no méaximo m, para todo
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x € G.

<« | Reciprocamente, suponha que Cy,(g)(x) tenha w-indice no maximo m,
para todo x € G. Entao existem gi,...,gs € w(G), com 1 < s < m, tais

que

Gw C U Cw(c)(x)gi.
i=1
Dessa forma, dado h € G,,, existe i € {1, ..., s} tal que h € C,,(g)(x)gi. Dai

hgf1 € Cphg)(x) = xhgf1 = hg{lx
= h 'xhg;'gi = h 'hg; 'xg;

h

= x"'=x9 paraalgum i€{l,..., s}

Podemos concluir que x%v = {x91, ... x9} é finito, para todo x € G, e

nao excede m, isto é, G é um BFC(w)-grupo.
[ |

Lema 2.4. Seja w uma palavra limitadamente concisa ¢ G = (Xq,...,Xs)
um grupo finitamente gerado. Se G é um BFC(w)-grupo tal que [xS»| < m,
para todo x € G, entdo o indice de w(G)NZ(G) em w(G) € {w, m}-limitado.

Prova: Primeiro vamos mostrar que

S

w(G) N Z(G) = () Cuw(c)(x1). (2.4)

i=1
Tome y € w(G)NZ(G), entdoy € w(G) ey € Z(G) , assim y € Cyy(a)(Xi),
paratodoi=1,...,s,logoy € ﬂ Cuia)(xi).

i=1

S

Por outro lado, se y € ﬂ Cw(g)(xi), entao y € w(G) e, além disso, yx; =
i=1

xiYy, paratodo i = 1...,s. Resta verificar se yg = gy, para g tomado

arbitrariamente em G, o que implicard y € Z(G).

De fato, dado g € G arbitrario, temos
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yg =yx;" ... x&)

%
Yxy =Xy

Portanto, y € Z(G) e daiy € w(G) N Z(G).
Agora provaremos o Lema 2.4

Seja G um BFC(w)-grupo de indice m. Pelo Lema 2.3, C,y(g)(xi) tem
w-indice no maximo m, para todo xi,i=1,...,s.
Pelo Lema 2.1 e pela igualdade (2.4), segue que w(G) N Z(G) tem w-indice
no maximo m?.
Faca H=w(G)NZ(G). Observe que H< G, pois H < Z(G), entdao podemos

considerar

K=—.
H

Considere w uma palavra limitadamente concisa definida da seguinte forma

ln

L
w=x;"---X7, comXx; #xj el €Z

Seja K., o conjunto dos w-valores de K, vamos verificar que
Kw ={Hg; g € Gy}
De fato,

w(Hgy, ..., Hgn) = (Hgi)" -~ (Hgn)'" = Hgj'---Hgp
= H(gy'---gy)
= Hw(gi,...,9n)
g €Gy
Afirmacgao: K,, ¢ finito e limitado.
Como H =w(G) N Z(G) tem w-indice no maximo m?*, temos que

s

GW Q ]‘lg1

1

3

.ﬂ.
Il

Portanto, dado Hg € K,,,, com ¢ € G,,, segue que

m
gEUHgi = ¢ € Hgi, paraalgumi €{1,...,m*} = Hg = Hg;.

i=1
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Portanto, |K,,| < mS*.

Sendo w uma palavra limitadamente concisa, segue da definicao que w(K) =
(Kw) é também finito e limitado por uma constante que depende somente de
m e w, ou seja,

w(K)| < c(m®,w).

Observe que

S~ Hgig € w(G) = (Ha:g € Gu) = (Ku) = wlK),
Logo [w(G): w(G) N Z(G)l = 'W(GV)V%G;(G)‘ — w(K)| < c(m),

Ou seja, o indice de w(G) N Z(G) em w(G) é limitado superiormente por

uma funcao que sé6 depende de w e m, portanto, é {w, m}-limitado.
|

Lema 2.5. Seja w uma palavra limitadamente concisa, G um BFC(w)-grupo
de indice m ey € G,,. Entao existe um inteiro positivo n, {w, m}-limitado
tal que y™ € Z(G).

Prova: Seja x € G um elemento arbitrario de G e seja y =w(gy,...,gs) €

Gy, onde g; € G. Defina o subgrupo:

E=(x91,...,9s).

Entaox € Eey € E,, ={w(hy,...,hs); hy € E} Cw(E).

Como E C G segue que E é um BFC(w)-grupo finitamente gerado.

Desde que | X6 |< m para todo x € G, segue que [xF| < m para todo x € E.
Assim, pelo Lema 2.4, o indice de w(E) N Z(E) é {w, m}-limitado, ou seja,

(E)

‘M‘ =[{(w(E)NZ(E))g; g€ w(E)}| <c(w,m)

Logo, deve existir um inteiro n < c(w, m) tal que y™ comuta com x. De

fato, basta considerar n como sendo a ordem de (W(E) N Z(E))y, entao:
(wW(E)NZ(E))y™ = [(w(E) N Z(E))y]™ = w(E) N Z(E)
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Portanto y™ € w(E)NZ(E) e, em particular, y™ € Z(E). Como x € E, temos

y™x = xy". Como x foi tomado arbitrario em G, concluimos que y™ € Z(G).
|

Agora vamos assumir que w é uma palavra limitadamente concisa e G é
um BFC(w)-grupo.

Considere, como no Lema 2.5, G um BFC(w)-grupo de indice m, ou seja,
IxGv| < m, para todo x € G.

Seja x um elemento arbitrario de G e wy,...,ux = 1 elementos de G,,
tais que

xS = {x" x1"2, . xU =x).

Como [xS| < m, segue que k < m.
Escolha arbitrariamente um elemento h € w(G).

Afirmacgao: h pode ser escrito como um produto de alguns elementos de
G, e um elemento de Z(G).

De fato, pelo Lema 2.5, dado y € G,,, existe um inteiro n, {w, m}-limitado
tal que y™ € Z(G).

_ G _
Faca G = > onde Z = Z(G), entao G,, ={gZ; g € G,,}

Tome § € G,,. Entdo § =yZ, portanto, ()" = (yZ)* =y"Z = Z.

Isso significa que todo w-valor de G tem ordem finita médulo Z(G) e, assim,

todo elemento de w(G) é um produto finito de elementos de G,,.

w(G)Z

7 = <CW> =(Y; y € Gy).

Perceba que w(G) =

Assim, dado h € w(G) temos h =71, -, =Y Y.

Dai hZ = (y1---y,)Z e, portanto, h =y ---y,z;z € Z, como queriamos

demonstrar.
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Lema 2.6. Seja h =zd;...dq, ondez € Z(G) e d;...dq € G\. Entao

h ‘LL;I‘LL;2...'LL1

X =X q

para certos iy,...,1q tais que 1 < 1iy,1y,...,1g < k.

Prova: Usaremos inducao sobre q > 1.
e Se =1, entao o Lema é de fato verdadeiro pois, para h = zd;, temos
X" =x* = (zd)) 'x(zdy) = d; 'z xzdy = d) Txdy = x Y =X,
para algum 1 <1i< k.

e Suponha que o Lema seja verdadeiro para elementos de w(G) que po-
dem ser escritos como produto de no méximo q — 1 elementos de G,,.
J4 temos também que: x4 = x%i, para algum 1 < i < k.

Dali,
XM= xFhrda = (24, --~dq)_1x(zd1 --dg)
= d;l cedy Mz xz)dy - dg
= dgl---dflxdl---dq
— (dl"'dq)_1X(d1“‘dq) :Xd1~..dq

— (Xdl)dQ dq

_ (Xui)d2"'dq _ Xuidz(uflui)ds(uflui]---(uflui)dq(uflui)
! /.“ ! X / o

= x%brdat onde  dy = widjup!

Note que d]f = uidjufl € G,,, para todo j. De fato:

1 —1 —1 —1

—1
o -1 _ a4 _ L Loyu; b (4% )1 W, Uy i
df = widiu ' = & = (g g ) = (g )0 (g ) =gy i)
N
€Gyw
Pela hipotese de inducao,
’ ! !/
dydhdl e wi
X 243 9 =X 1 q 1’
para certos iy,...,1q4—1, logo
! ’ !
h _ dodg---dquy __ Wi Wi Wy
X_X23 ql_xll 'q117
como queriamos demonstrar.
[ ]
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Vamos definir agora, um tipo de ordem lexicografica do final para o inicio,

analoga aquela que definimos para provar o Lema de Dietzmann .

Defina uma ordem < sobre o conjunto de todos os produtos da forma:
upug, oy, (@2 1,1<i <k V os) como segue.
Escreva,

Wip Wiy - Uiy < Ui Wiy === Wy,
Se e somente se uma das seguintes condicoes forem satisfeitas:
i) gq<q’
ii) q = q’ e existir um inteiro t < q tal que i, <i] e i, =1, Vs>t
Suponha agora que wi, Uy, - - ‘Ui, € o menor produto dos elementos u;, - - - u;

k

tal que:

X" = x"n

WigrrUig

Devemos mostrar que i; > iy > -+ > iq.
De fato, suponha por absurdo que i, < i1, para algum 1 < n < gq. Entao

teremos

!
P = xWin iy Win Wi g Wi g7 Wiq — yMip " Wip g W Win Wiy 50 Uig ,

/ —
onde u' =u;,u;,,u;' € G,,. Portanto,

7\ Wi Uy sy
x = (Xuil“'uinﬂu ) il K

Pelo Lema 2.6 temos:

4 LU SRR VN U i

xUi o Win g — e B I gy
./ . ./ ’
Para certos i;,...,1,_1,1,,;. Dai
K R B

Mas isso é uma contradigao com a escolha do produto ui,ui, - -+ Uy, como
sendo o menor, pois
uii ; 'ui;lui;ﬂui“ui“*? T Uiy < Uyt Wi W W Ut W

q
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ja que estamos supondo i, < i,41. Logo
h uiluizmui

Xt =x a,

onde i; > i > - -+ > g4, ou equivalentemente,

Ty 1
xh = Xukk—ll gt
para inteiros nao negativos 1y, lg, ..., lx 1 onde k < m.

Pelo Lema 2.5, existe um inteiro positivo n, {w, m}-limitado tal que y™ €
Z(G), para cada y € G,,. Assim, podemos assumir 0 < l; < n, para todo i.
Isso significa que existem, no méximo, n™ ! possibilidades para expressar
x", pois

st <t

e, portanto,

W(G)| m—l.

[x <n

Isso significa que w(G) estd BFC-mergulhado em G, como querfamos demons-

trar.

Reciprocamente, suponha que o subgrupo verbal w(G) esta BFC-mergulhado

em G, vamos mostar que G é um BFC(w)-grupo.

De fato, temos G,, C W(G). Assim, x6» C x"(G) como x"(€) ¢ finito e
limitado por uma constante que independe da escolha do x, temos que xS

também ¢é finito e limitado por essa mesma constante, logo G é BFC(w)-

grupo.
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Capitulo 3

Palavras Limitadamente

Concisas

Nesse capitulo mostraremos que algumas das palavras mais comuns sao

limitadamente concisas.

3.1 Palavra Nao Comutador

Vamos iniciar este capitulo mostrando que toda palavra nao comutador é

limitadamente concisa.

e Uma palavra é chamada nao comutador se, vista como um elemento

de um grupo livre F, nao pertence ao subgrupo derivado F’.

Suponha w(xq,...,Xn) uma palavra nao comutador. Entao, para algum
i=1,...,n, asoma dos expoentes de x; em w é nao-nula. Digamos que esta
soma seja T > 0.

Dado um grupo G, suponha que G,, seja finito com no maximo m w-valores,

ou seja, |G, | < m.
Faca as seguintes substituicoes:

Substitua x; por g € G e xj por 1, para todo j # 1i.
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Dessa forma w assume o valor g" que pertencera a G,, para todo g € G.
Logo (g")°® € G,,, para todo s, pois (¢g")° = (¢g°)" = (h)" € G,,.
Dai concluimos que (g") C G,, e, portanto, [(g")| < m. Assim,
o(gN=m'<m = ofg)=rm <rm,

ou seja, todo elemento g € G tem ordem finita.

Observemos agora que G,, ¢ um subconjunto normal finito, vimos acima
que w assume o valor g" que pertencera a G,,, para todo g € G. Devemos
verificar que (w(xy,...,xn))Y € G, para todo y € G. De fato,

"'g---gy=y'glyy ) (yy Hay

(W1, oxn))¥ = (g =y 'gy=y~

Além disso, provamos que todo elemento de G,, tem ordem no maximo mr.

Assim, pelo Lema 2.1 (Dietzmann),
(Gyw) = w(G) tem no maximo (mr)™ elementos.

Perceba que a finitude de G,, implica na finitude de w(G) e esta depende

apenas de m, portanto, w ¢é limitadamente concisa.

3.2 Palavra Central Inferior

Agora vamos mostrar que a palavra central inferior também é limitada-
mente concisa.
Para um nimero natural k > 1, as palavras centrais inferiores vy sao

definidas recursivamente por:

Yilx) = x
Yalx1,%2) = [x1, %]
YkJrl(Xla' . '7Xk+l) = [Yk(xla' "axk)uxk+1]
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Claramente, o subgrupo verbal de um grupo G que corresponde a vy €
precisamente o k-ésimo termo da série central inferior de G, definida da

seguinte forma:
Y1(G) =G, v2(G) = [y1(G), Gl,...,vn+1(G) = [yn(G), Gl
Denotaremos por Xy (G) o conjunto de todos os yi-valores, ou seja:
Xi(G) ={lg1,..., 9xl; gi € G}

O conjunto Xy em geral nao ¢ um subgrupo, pois o produto de dois elemen-
tos de Xk (G) pode nao pertencer a Xy (G). Vale ressaltar, no entanto, que o

conjunto Xy ¢ simétrico, ou seja, x € Xy se, e somente se, x ! € Xy.

De fato, tome x = [x1, ..., %) = [[x1,. .., Xx_1], X1,
entao
x = Ix Xl = X Xl Xk - X
= XX TG T I e ] (g )
= X X1 X Txe = X - X1, X X
= [xq,... 7Xk—1>X]:1]Xk e Xk(G),

pois X (G) é um subconjunto normal.

O proximo teorema mostra que as palavras vy sao limitadamente concisas.

Teorema 3.1. Sejam m um inteiro positivo e G um grupo tal que |Xy| = m.
Entao

m—1

(Gl <m

Na demonstracao desse teorema utilizaremos o Lema que iremos demonstrar

agora.

Lema 3.1. Seja G um grupo e considere a,b € G. Seja k = 2 um inteiro.
Entao
[a,b*] = [a, b]*[a, b, b][a, b b]---[a,b*"! b]
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Prova: Usaremos inducao sobre k > 2.

Vamos verificar inicialmente que:

[x,yzl = Ix, zllx yl* =[x, zl[x, yllx, y, 2] (3.1)

(1) (2)

A igualdade (1) foi mostrada na Proposicao 1.5, (iii) entao resta verificar (2),

ou seja, [x,yl* = [x,yllx,y, z]

Observe que

x,y,zl =[x, yl, 2l = x 'y 'y, 2l = (x Ty hxy) Tz (xty Ixy)z
= (y'x'yx)z (x Ty T vy)z,

Logo
x,yllx,y, 2l = [k, yl(y % 'yx)z H(xly T ixy)z =[xyl

e assim [x,yz] = [x, z][x, yl* = [x, zl[x, ylIx, y, z].

Portanto, se k = 2, o lema ¢é valido, basta fazer y =z =b e x =a em (3.1),

isto é,
[a,b?] = [a,b][a, bl[a, b, b] = [a,b]*[a, b, bl.

Suponha que vale para k — 1, ou seja,

[a,b* ! = [a,b]* [a,b,blla, b b]---[a,b* 2 ] (3.2)

[a,b¥] = [a,b* "0l = [a,blla, b* 1" = [a, bl[a, b*'][a, b, b]

—~—
(3.1)
= la,blla,b]* '[a,b,blla,b* bl ---[a,b* * blla,b* ", b]

= [a,b]¥a,b,blla,b% bl - -[a, b bl
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Assuma as hipdéteses do Teorema 3.1.

Seja Xx = {¢; = 1,c9,...,cm}. Defina uma ordem < sobre o conjunto de
todos os produtos da forma ci,cy, - - “Ci, (g=1, 2<1i; <m, para todo

j=1,...,q) do seguinte modo:

Ci, Ci, * * - Cyy < Ci/Cqs -~ Cyr

q/
Se, e somente se, uma das seguintes condigoes ¢ satisfeita:

(i) g<gq’

(ii) q =q’ e existe um inteiro t, 1 <t < q, tal que iy <1i; e

iy = 1., para todo s < t.

Desde que Xy é simétrico, qualquer elemento h de yy(G) pode ser escrito

como um produto de elementos de X.

Seja h = c¢y,¢q, -+ - ¢q, 0 menor destes produtos de elementos nao triviais

de Xy. Mostremos que i; <1i; < ... < iq.

De fato, suponha que i; > ij4;, para algum j, entao terfamos

f— . . ... . f— . .. . . / . ... .
h = ¢y, ¢4, Ci, =Ci Ci;_;Ci;,1C Ciyy Ci,

r -1 _ S . . .
onde ¢’ =c¢; | ¢iCi,, = Cy, € Xy, pois Xx é um conjunto normal, o que

L+1
contraria a escolha do produto h = ¢y, ¢y, - - - €¢i, como sendo o menor, pois

/
Ci, - cijflcijcimcw s Ciq > Ci, - Cij—lcij+1c Cij+2 cee Ciq,
j& que por hipétese ij > ij4.
Assim , para cada h € v (G), temos
h:Cilcig"'Ciq7 com ‘.11 glg <L, giq, isto é,
L1
h=ci'cs?---clm,

para inteiros nao-negativos 1y, lo, ..., Liy.
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Afirmacao: Para qualquer b € G, existe um inteiro positivo n < m tal

que b™ centraliza Xy_.

Tome w € Xy e considere o conjunto
M ={w,b"; 1<i<m}
Perceba que M C Xy, e que Xy possui m — 1 elementos nao triviais ja que
Xk :{Cl = 1,C2,...,Cm}.
Entao devemos ter [w,b"] = 1, para algum n < m, ou [w,b!] = [w, bl],
para certos i, j taisque 1 <i<j<<m.
e Se o primeiro caso ocorrer, a afirmagcao esta provada.

e Ocorrendo o segundo temos: w'b~'wbt =w b Jwbl = b twb! =
bIwbl, entdo: w = bibTIwbib—t = b - Hwbi—t = Wb ou seja,

W, b =1, paran=j—i(l<n<m)

Agora estamos em condicoes de completar a prova do teorema.

Seja h um elemento arbitrario de vy (G) e seja h = c?c}f -+-¢tm o menor pro-
duto escolhido anteriormente. Vamos verificar que 0 < 1; < m, para todo 2 <
i<m.

Suponha, por absurdo, que l; > m, para algum 1i.

Seja c¢; = [w,b], onde w = [a;,as,...,ax_1] e a;,ao,...,ax_1,b € G.
Entao, pela afirmagao anterior, existe um inteiro positivo n < m tal que:
(w,b"] =1.
Pelo Lema 3.1, temos
1= [w,b"] = [w, b]"w,b,b][w,b? b]---[w, b ! b]

E, portanto, [w,b]™ =d;---d,_1, onde os di's € Xy.
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O mesmo ocorre para m, ou seja: ¢]* = [w,b|™ =d; ---d;,_1 para certos
!
d; s € Xy. Portanto,

Lt Lo L
ho= e e yef ey MeMed e
1 1'1,1 li—m 11 1 lm
= ¢ ciyet Tdidy s dm1)et e (3.3)

onde os dy,ds,...,dm 1 € Xx.

Isto é uma contradicao com a escolha do produto

_ _ Ala s 1
h=cici, - -ciy =c¢’c3’ ¢y

Porque o produto (3.3) contém q — 1 termos e, portanto, é menor que

Ci, Cq, "'Ciq-

Dessa forma, para cada elemento h € 7y (G), temos:

_ ol 1
h =cycs®---cn
~——

m—1

onde 0 < l; < m para cada 2 < i < m. Isso significa que | yi(G) [< m™ !,

como queriamos demonstrar.

3.3 Palavra Derivada

Seja k um inteiro nao negativo. Nosso préximo objetivo é mostrar que

as palavras derivadas 0y, definidas recursivamente pelas equagoes:

do(x) = x

d1(x1,%2) = [80(x1), d0(x2)]

(X1, oy Xox) = [Or1(X1, oy Xok-1), 01 (Xok—141, -+, Xox )],

sao limitadamente concisas.
Dado um grupo G, denote por Yi = Yi(G) o conjunto de todos os &y-

comutadores em G, isto é,
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Y = Yx(G) ={dk(91,92,---,9x): 91 € G}

Seja T*(G) o subgrupo de G gerado por todos os subgrupos ciclicos contidos
em Y.
Faga T(G) = T*(G) e, parai=1,2,..., defina

T 1(G)como sendo a pré-imagem em G de T* (Tk((SG)> )

1

ou seja,

o T5(G) = TH(G) = {(x € G/(x) C Y(G))

T5.(G) G G
* e (me)) s <Y“ (me)>>

Portanto,

G

Lema 3.2. Seja G um grupo solivel com comprimento derivado k+ 1.
Entao TX(G) = G

Prova: Usaremos inducao sobre k > 0.

Perceba que o Lema ¢ valido para k = 0 pois:
TH(G) =TY(G) =T°(G) = (x € G/(x) CYy(G) =G) =G =G

Vamos verificar que para k = 1 o Lema também ¢é valido e depois provaremos,
por inducao, para um k qualquer.
!

Precisamos mostrar que To(G) = G .

Do Lema 3.1, sabemos que [a, b?] = [a, b]?[a, b, b] para qualquer G.

T(G) G
Tl(G) = <XT1 / <XT1> Q Y1 (T_1>>

v, (9) —{gT, / g € 1(G)} = V,(G)T,(G),

Temos

Como
T

/

segue que To(G) =(x € G / (x) CY{(G)T1(G)) e é claro que To(G) C G .
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Reciprocamente, se x = [a,b] € G, entdo [x2,b] = [x, b]¥[x, b] = [x, b]? pois
G? =1lexe G, daf[x,b] € TH(G).

Observe que,
[a,b?] = [a,b]?*[a, b, b] = [a, b]*[x,b] = [a,b]* = [a, b?][x,b] € Y,(G)T,(G).
Seguindo, recursivamente, esse processo podemos concluir que

(x) CY1(G)Th(G)

e, portanto, x € To(G).

Suponha que o lema vale para k — 1, ou seja,
TEHG) = G,

para qualquer grupo com comprimento derivado k.
Vamos mostrar que vale para k.

Se aplicarmos a hipétese de inducao para G’ no lugar de G conluimos que:

TiHGE) = (6 =6

Fazendo o mesmo para o quociente G temos
w1 G G \*! Gk
Tae-s <@> - (G(k)> - gm
Defina
Ri = Tik_l(G,), se 1 <i<2k—1 e
R; B G - .
G(L) - Tikf211*1 (G(k)) y S€ 2t ig 2k,
Assim,
R Tk-L G \_ Tk—1 G\ Gl
Gl — 22t LGl ) T 2t G ) T TGl
portanto,
RQk = G(kfl)

OBS: Para simplificar a notagao escreva: T, = TX(G).

Mostraremos inicialmente, por inducdo sobre i, que T; < G¥
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e Parai=1, temos

TF=(xx) CY(G) < (V) =G6" = T,<G™,

e Suponha que vale para i — 1, ou seja, T;_; < G*). Devemos verificar

que vale para 1i.

T, G YoTo:  GMT,  G®
<{Y - = = T. <GW,
T < k (Ti_1)> T, T, T,  nse

Em particular, temos:
Ty < G

Agora resta provar que G < Tox e daf o Lema estard demonstrado.

Perceba que isto é equivalente a mostrar que
Ry, GV <T
De fato, como Rox = G*~1) entdo para i = 2% temos
G =[G" M G ] = [Rye, G V] < Tin

e assim teremos a igualdade G'*) = T,.

Novamente usaremos inducio sobre i. Para mostrar que [Ry, G*V] < Ty,

!

escolha arbitrariamente x € Yy_1(G ).
tal que (x) € Yx_1(G') e y € Yi_1(G)

Perceba que x € G, pois (x) € Yi_1(G') C (Yi_1(G")) = G(¥)
Desde que G'®) é um subgrupo normal abeliano de G, para qualquer j temos

Xyl =0yl € Ve 1(G),Ye 1 (G CYi(G) V j € Z

OBS: A igualdade [x,y)) = [xJ,y] pode ser mostrada por inducao sobre j,
utilizando apenas a definicao de comutador e o fato que G¥ é um subgrupo

normal abeliano de G.
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Lembre que T;(G) = (x; (x) C Yx(G)).
Como [x,y] € Yi(G) Vj € Z, entao ([x,y]) C Yi(G) e assim [x,y] € T,(G).

Desde que Ry e GV s3o gerados, respectivamente, pelos elementos x e

y descritos acima, segue que
Ry, G* M < T(G).
Suponha 1 > 2 e [Ri_1,G* Y] < T,_; como sendo a nossa hipétese de

inducao.

OBS: Se mostrarmos o lema para o quociente T oou seja,
i1

(k)
G < T;( i
Tiy T

podemos concluir que G*) < T2]§<(G ).

De fato, como

T <GW
! ~ (TH

G Tx(G)
T <TE(G) = TX (TH>: 25
Temos .
G (%) _ G \® . G _ Tz’i(G)
Tiy T I N P Ty
Portanto,

G™ < TX(G).
Podemos ainda supor, sem perda de generalidade, que Ri_;(G) < Z(G*x1).

De fato:

R. G G\ [Rig Gl _[Ri—l(G)aG(kil)]Ti—l_I
ST )\ T TTo T | Ty B

Isso significa que




Com base na observacao feita acima, passando ao quociente podemos

assumir que Ri_;(G) < Z(Gk-1)).

Ti

Temos dois casos a serem analisados:
CASO 1: 2 <ig21,

Escolha arbitrariamente x € Yi_1(G') tal que (x) C Y_1(G)Ri_1 ey €
Yi_1(G). Como x € G e G¥) ¢ subgrupo normal abeliano de G,

podemos mostrar por indugao que
[Xay]j = [Xj7y]7 para todo J € Za
e entao concluir que

oyl =,y € Vi 1(G), Vi 1(G)] C Yi(G), para todo j € Z.

Dai G
x,ylTioy € Yx <T ) ={gTi_1;9 € Yy}
i1
Como
G G
T =(wli_ € ; WTi1) € Ye(G)Tiy ),
Tiog T
segue que
G T;
x,ylTioy €Ty (Ti—l) = T |
Portanto,

[X, y] S Ti.

Desde que Ry e G*~Y) sdo gerados, respectivamente, pelos x e y descritos

acima, temos
Ri, G* V< T

CASO 2: i> 21,

Escolha arbitrariamente x de Yy_1(G) tal que (x) € Yy 1(G)Ri_; ey €

70



Yi-1(G).

Observe que, para i = 257! + 1, temos:
Ri—1 =Rox141 1 =Roen = TQkkj(G) = (G =6,
Como estamos supondo Ry 1 < Z(G*~V) segue que
Ri 1, G V] =1.
Dai

Ri_1,G* Y] = [Ryxr, G Y] =[G, Gl—1)]
=[G g el =6 6t g =1

Portanto G~ ¢ nilpotente de classe no méaximo 2, ou seja:
(G 1) < z(G ).

Dai
G™ < z(G™ ).

Com isso podemos concluir novamente que [x,y]’ = [xJ,y], para todoj € Z.
Desde que ¥) € Yi_1(G)Ri_; e Ri_; < Z(G*!) temos, para todo j € Z,
[x,y]j = [xj,y] € Y1 (G)Ri—1, Y1 (G)] < i1 (G), Y1 (G)] = Yi(G).

Assim,

G
x,ylTi; €Ty (

T ): = kyeT = [R,G*Y<T.
i1

Teorema 3.2. Seja m um inteiro positivo e G um grupo tal que |Yy| = m.
Entao
| G I (mh)™,
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Prova: CASO 1: Suponha inicialmente que G é um grupo soluvel com

comprimento derivado k+ 1 e [Yi| =m

Do Lema anterior concluimos que G tem uma série
1=TF(G) < TFG) < ... < Th(G) =G™
Por simplicidade de notacao, escrevemos:

1=5,<S5 <...<Sy =G, (com t = 2¥),

Sit1

onde é finito com S;,1 C Y\ Si, para cadai=0,...,k.

i

S.
¢ finito.

Vamos verificar inicialmente que

1

¢ S, =TKG)=(x; x) CY(G))={(x; x*€Y(G), Vs €Z)

Como | Yx(G) |= m segue que o(x®) < oo, para todos € Z. Em particular
o(x) < oo e pelo Lema de Dietzmann concluimos que Sy é finito, pois é gerado

por um conjunto normal finito cujos elementos sao todos de torcao.

Siyi  TEL(G) G\ | G
*s, TG " (Tﬁ(@)) ‘<<"Tik>’ (eTE) & Vi <ﬁ>>

1

Yy (%)‘ < o e, por-

Desde que Y (%) = {gTF ; g € Yx(G)} entdo

tanto, a ordem de (xT¥) ¢ finita.

S.
¢ finito.

Novamente pelo Lema de Dietzmann, concluimos que
i

Vamos mostrar que Si;; C Y Si. Temos

i

Siv1 = <X ; (xSi) € Yy (SE)>’ onde Yy (SE) ={9gSi; ge Y(G)}

Perceba que xS; = ¢S;, para algum g € Yi(G). Assim, x € gS; e dai
Sii1 € Yi(G)Sy, para cada i. Entao

S,
So

So

S1

St
St

=|G¥|. (3.4)
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S2
Si

St

_l’_
St

Afirmacgao: +--+ -1+t

htd
So

S.
Hloog<ig<t—1,
Si

Vamos mostrar que, para cada elemento nao trivial f €
existe v € Yy ~ {1} tal que f =vS;.

Considere a aplicacao

S S, S
v (2 1) (1) oo (1),

Dado v € Yy ~ {1} existe i tal que v € Si;1 Sy, parai=0,...,t— 1, pois
Y C G* = S,. Defina P (v) = vS;.

Sit1

Si

Dado f € B, temos f € — 1, para algum i, e assim f = xS;, onde
X € Si+1 ~ Si.

Como Si; 1 C YiS;, segue que x = vs;, logo f =vS;, parav € Yy ~ {1},

ou seja, dado f € B existe v € Yy ~ {1} tal que P(v) = vS; = f. Por-
tanto VP : Yi ~ {1} — B é sobrejetiva.
Isso implica que | B | < [V N {1} =m — 1.

_ _ S _
ObservequeIBI—‘——1’ ‘——1‘ _|_' ¢ _1‘_
St
Portanto,
Sl 82 ‘ St
e 2 m—1+t. 3.5
So Si St (3.5)

Relembre a Desigualdade Entre as Médias Aritmética e Geométrica‘

(ap-a)V/tg Bt Fan
n ~ t
Logo de (3.4) e (3.5) temos
s s Sy
()5 ) e LBl L
St ) h t ’

ou seja, |G "
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e Set=1entao |GM| <m < (MH™

~ Sl SQ St
oSet}Qentao‘— =2, | = 1=22... > 2.
So S St1
Observe que:
Sq So St
2| 2 [+] 2|+ +] <m—1+t
So S St1

= 2t<m-—-14t = t<m—-1e t>2

Dai:
1/t m—1+4+t 1/t m—1+t\t
o8 (B2 o (001 < (R
t t
1 _
|G(k)‘ < (mft1+t) é (m—t1+t>m \g/(m—ut) \g/ (m—1)m!
t<m—1 t>2 t<m—1

Portanto,
G| < (mh™

CASO 2: Suponha G um grupo qualquer com [Yy| = m.

OBS: Yy é um conjunto normal entdao YZ =Yy

Vamos mostrar que |G(k) : Z(G“‘))’ <ml

Considere a agao

(2 G(k) — Syk

g —>(p9:x—>gxg’1

Como Y¢ = Yy temos gxg ! € Yy.

® (g4 estd bem definida. De fato:

X=Y = gxg ' =gyg ' = @q(x) = @4(y).

e @ ¢ bijecao

¢ 6 injetiva, pois @g(x) = @4(y) = gxg ' =gyg ' = x =y
@ ¢é sobrejetiva, pois € injetiva de Yy em Yy e Yy é finito.

1
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e Nucp={g € GM; pg=1a} ={g € G™; gxg ' =xVxe€ Yy}
— Z(GW).

Agora, pelo Primeiro Teorema dos Isomorfismos, temos

Gk
Z(GW) — Im(p) < Sy,
Logo,
. 6™
B2l = = (k) . )y — 12
‘Z(G“ﬂ)‘ Svl=Sml=m! = |G :Z(GM)]= zigoy S ™

K+1) _

Segue do Teorema 1.6 (Schur) que G! [G™), G™] tem expoente no

maximo m/!.

Observe que Yi;1 C Yy ( Basta usar indugao sobre k).

Suponha que ‘Ykﬂ‘ =londe 1 < m. Como G+

— G _

= (Yir1) , Yiops = Y e
G+ tem expoente no maximo m!, segue que todos os seus elementos tem
ordem finita no maximo m!.

Logo, pelo Lema de Dietzmann, temos

G < (mh)"

Como o grupo quociente é soluvel com comprimento derivado k41,

G(K+1D)
veja também que
G

G
Yk(G(k"‘l)) — {gG(k+1) 79€Yk(G)}
= {glG(kJrl)’ 92G(k+1)’ B glG(k+1)v gl+1G(k+1)y RN gmG(k+1)}

Como gy,...,91 € Yip1 € GRHD segue que:
glG(k+1) — QZG(kH) — = glG(kH) — G(kH),
E dai
Y, G < 1
k(G(k+1)) xm— +1
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Entao, pelo CASO 1, podemos concluir que:

G ((m—1+1)—1) (m—1)
|m|<((m—l+1)—1) =(m-—1) :
Assim,
60| S 1G] < fme )Y
G(k+1) = ’
< (m)™Hmh)!
< (mh™

E isso completa a prova do teorema.

3.4 Um BFC(w)-grupo G com w(G) nao FC-

mergulhado.

Uma palavra w é chamada verbose se nao é concisa.

G (G)

Sabemos que se w é uma palavra concisa e x°w é finito, entao x"
também é finito, resultado mostrado em [1] por Silvana Franciosi, Francesco
Giovanni e Pavel Shumyatsky.

Este teorema pode ser utilizado para construcao de uma palavra verbose.

Com efeito, Ivanov [7] construiu um grupo 2-gerado livre de torgao A, com

infinito de expoente p?m, onde p é primo maior que 5000 e n é im-

Z(A)
par maior que 10, Também, a palavra v(x,y) = [[xP™,yP"],yP"]" toma

somente dois valores em A e Z(A) = (vy) onde vy é o valor nao-trivial de v
em A (isto é, Av = {1,vg}).
Seja A o grupo acima e B = (b) com o(b) = 2. Considere G(A x A) x¢ B

onde
0: B — Aut(AxA)

b+~ 0(b):(x,y) = (y,x)

entao

G=1{xy /xycAeci=0,1} ¢ (x,y)® = (y,x)
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Defina n(x,y) = v(x?,y?). Mostraremos que |G,,| < 4 e que b*(¢) & infinito,
com isso w(G) também é infinito e portanto w nao pode ser concisa.
Para isso, faca K = A x A. Entao

Ky = v((xx), (y,y))/xy,x'y" € A}
- {(V(Xay)uV(Xlay/))/xyyaxl7y/ GA}
= {(1,1), (1,vo), (vo, 1), (vo, Vo )}

X = 2. Daf g* € K para todo g € G. Sendo

w(x,y) = v(x?,y?) segue-se que G,, C K,, ou seja, |G,,| < 4

G G
Agora, — ~ B e portanto 'E

Seja m um inteiro positivo fmpar e

N = ((vo, )™, (1,v0)™) = ((vg", 1), (1,v0) ™)

Como Z(A) = (vy), temos que K centraliza N. Agora, (v, 1)®
(1,v§")® = (vJ*,1). Isso mostra que B normaliza N e portanto

Z\Kwoﬁ
v 2
=

?

ZloZ

K
outro lado, como N tem expoente fmpar p?>mn temos { Z’/z €

De fato, sabemos que g® € K, para todo g € G. Logo,

21+1

. K . 2 .
Reciprocamente, se a € —, entao 1 = aP ™" =a e assim a = (a™')? =

N

G
z?, onde z = a~!, portanto, {z? / z € N} = —, observe que essa igualdade

(%), (),

(%) ={w(gN,g1N)/g, g1 € G} =
={v(g°N, g3N)/g, g1 € G} C
(g) :{V(XN,yN) /xjy c K} _

={V(z’N,z2N) / z,z; € K} = (g)

nos permite concluir que

De fato,
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G X
Assim, (vg, 1)N € (N) e bVoI'N € (bN)W(%),para todo k € Z.

Por outro lado, ((vg, 1)(1,vo) )N tem ordem m em N’ pois

(vo, )(1,v5 1) = (vo, vp 1) = (1,v5 ) (vo, 1),

portanto,
((Vo, 1)(17Val))m = (Vglavam) € N.

Além disso, se (vo,vp!') € N, entdo (v§,vy') € N, portanto, v§ = (vi*)*,

sendo 1 = mt ja que A ¢ livre de torcao.

Observe que bV DN = (vg, 1) %b(vg, 1)*N = b((vg, 1)(1,v)1)*N, visto

que
(1,v0)(vg , Db (v , Db(ve, 1) = (v &, vE) (1,vg ¥) (v, 1) = (1,1) € N.

Como, o((vo, 1)(1,v9) ™) = m, segue que {b™MV*N / k € Z}| = m e assim
bN)WR)| > m, portanto, |b*(S)] > m, e sendo m arbitrario, segue que
I( ;P , , , segue q

bW(G) & infinito.
[ |

Concluimos nosso trabalho destacando que nao sabemos ainda se existe
palavra concisa que nao seja limitadamente concisa. Um caminho para obter
uma tal palavra seria, possivelmente, através do Teorema 2.4.

Com efeito, se conseguirmos uma palavra w e um grupo G tais que [x&| <
m, para todo x € G e x"(S) finito, mas nao limitado por uma constante
dependendo apenas da palavra w e de m, ou seja, ¢ = c¢(w, m), entao w é
concisa mas nao ¢ limitadamente concisa. Mas, certamente este nao é um

problema facil.
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