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Resumo

Seja F um grupo livre e seja w ∈ F. Dado um grupo G, denotaremos por

Gw o conjunto de todos os w-valores em G e por w(G) = 〈Gw〉 o subgrupo

verbal de G correspondente a w. Uma palavra w é chamada limitadamente

concisa se, para cada grupo G tal que |Gw| 6 n, tivermos |w(G)| 6 c, onde

c é um inteiro que depende somente de n. Mostraremos que se w é uma

palavra limitadamente concisa e G é um grupo tal que |xGw | 6 m para todo

x ∈ G, então |xw(G)| 6 d para todo x ∈ G, onde d = d(m,w) é um inteiro

dependendo somente de m e w.
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Abstract

Let F be a free group and let w ∈ F. For a group G, let Gw denote the set of

all w-values in G and w(G) = 〈Gw〉 the verbal subgroup of G corresponding

to w. A word w is called boundedly concise if, for each group G such that

|Gw| 6 n, we have |w(G)| 6 c, for some integer c depending only on n.

We will show w is a word boundedly concisa and G is a group such that

|xGw | 6 m for all x ∈ G, then |xw(G)| 6 d such that x ∈ G and a some

interger d = d(m,w) depending only on m and w.
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Introdução

Seja G um grupo. Para subconjuntos X, Y de G, escrevemos XY para denotar

o conjunto

{xy; x ∈ X e y ∈ Y},

onde xy = y−1xy é o conjugado do elemento x ∈ X pelo elemento y ∈ Y.

O grupo G é dito ser um FC-grupo se xG = {xg; g ∈ G} é finito para todo

x ∈ G se além de finito o número de elemetos de xG for limitado por uma

constante que independe da escolha do x, diremos que G é um BFC-grupo.

Em [3] B.H Neumann mostrou que um grupo G é um BFC-grupo se, e so-

mente se, o subgrupo derivado G
′

é finito. Esse resultado será demonstrado

minunciosamente no Caṕıtulo 1 por se tratar de um aliado na demonstração

de outros resultados bastante úteis ao longo desse trabalho.

Dizemos que um subgrupo H de G está FC-mergulhado em G se xH é finito

para todo x ∈ G.

Ainda, um subgrupo H de G está BFC-mergulhado em G se xH é finito

para todo x ∈ G e o números de elementos em xH é limitado por uma con-

stante que não depende da escolha do x.

Em [1] Franciose, de Giovanni e Shumyatsky introduziram uma generali-

zação verbal de FC-grupos.

Seja G um grupo e w = xǫ1

1 · · ·x
ǫn
n , com xi 6= xi+1 e ǫi ∈ Z uma palavra

que pode ser vista como uma função de n variáveis definida em G. Sejam

g1, . . . , gn elementos de um grupo G, definimos o valor da palavra w em

9



(g1, . . . , gn) por w(g1, . . . , gn) = g
ǫ1

1 , . . . , gǫn
n .

Denotamos por Gw = {w(g1, . . . , gn); gi ∈ G} o conjunto constitúıdo por

todos os w-valores de G e por w(G) = 〈Gw〉 o subgrupo verbal de G corres-

pondente a palavra w.

P. Hall formulou a seguinte pergunta:

Se o conjunto Gw for finito, será que o subgrupo verbal w(G) é também finito?

P. Hall(sem publicação) e Turner-Smith em [9] mostraram que algumas das

palavras mais conhecidas satisfazem o questionamento proposto por P. Hall.

Entre elas, as palavras centrais inferiores, definidas pelas equações γ1(x) = x

e γk+1 = [γk,γ1] e as palavras derivadas, definidas pelas equações δ0(x) = x

e δk = [δk−1, δk−1]. Porém em 1991, A. Yu. O’lshanskii em [4] mostrou que

existem palavras que não são concisas.

Diremos que uma palavra w é concisa se ela satisfaz o questionamento levan-

tado por P. Hall.

Um grupo G é chamado FC(w)-grupo se xGw é finito, para todo x ∈ G.

Similarmente, dizemos que G é uma BFC(w)-grupo se xGw é finito, para

todo x ∈ G, e o número de elementos em xGw é limitado por uma constante

que independe da escolha de x.

Exemplos de FC(w)-grupos (respectivamente, BFC(w)-grupos) são dados por

grupos G em que o subgrupo verbal w(G) está FC-mergulhado (respectiva-

mente, BFC-mergulhado) em G.

Se w é uma palavra concisa, então G é um FC(w)-grupo se, e somente se, o

subgrupo verbal w(G) está FC-mergulhado em G.

Este resultado é o teorema pricipal da dissertação de mestrado [5].

Agora é natural que se queira dar uma caracterização similar para os BFC(w)-

grupos.
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Chamaremos w uma palavra limitadamente concisa se, e somente se, é

concisa e, em qualquer grupo G tal que Gw é finito, a ordem de w(G) é

limitada por uma função que depende somente do número |Gw|.

“Não sabemos no entanto se toda palavra concisa é limitadamente concisa.”

Nosso principal objetivo nesse trabalho é demonstrar o seguinte teorema de

Pavel Shumyatsky, Alexei Krasilnikov e Sérgio Brazil [8].

Teorema 0.1. Seja w uma palavras limitadamente concisa. Um grupo G é

um BFC(w)-grupo se, e somente se, w(G) está BFC- mergulhado em G.

A prova desse teorema é baseada na idéia utilizada para demonstrar o

clássico lema de Dietzmann o qual enunciaremos agora

Lema 0.1 (Dietzmann). se x ∈ G é um elemento de ordem n tal que |xG| =

m, então a ordem do subgrupo 〈xG〉 é no máximo nm.

Esse lema será demonstrado na Seção 1 do Caṕıtulo 2.

Para provar o Teorema 0.1 vamos utilizar um “efeito dominó”que consiste em

provar uma série de lemas (e ou, proposições) que culminam com a demons-

tração do teorema em questão.

O Caṕıtulo 1 foi feito, em sua totalidade, para dar suporte aos caṕıtulos

posteriores. Nele constam resultados básicos de Teoria dos Grupos. Dentre

os quais podemos destacar o Teorema de Schur, O Homomorfismo Transfer

bem como uma breve explanação sobre as séries: normal, derivada e central.

No Caṕıtulo 2 faremos um estudo detalhado sobre FC-grupos, BFC-grupos,

FC(w)-grupos e BFC(w)-grupos. Nele também desmonstraremos os princi-

pais resultados de R. Baer, B.H Neumann a respeito dos FC-grupos e dos

BFC-grupos. É neste caṕıtulo que está o principal resultado deste trabalho,

pois é nele em que será demonstrado o teorema 0.1.

Finalmente, no Caṕıtulo 3 mostraremos que as palavras não-comutador, as

palavras centrais inferior e as palavras derivadas são limitadamente concisas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo tem por objetivo dar suporte ao desenvolvimento e en-

tendimento dos resultados principais deste trabalho. Faremos uma breve

revisão da teoria básica de grupos necessária, demonstraremos alguns resul-

tados como o Teorema de Schur e o Teorema de Dietzmann e introduziremos

os conceitos de FC-grupos e BFC-grupos, dentre outros que servirão como

alicerce aos caṕıtulos posteriores.

1.1 Classes Laterais

Seja G um grupo e H um subgrupo de G (notação: H 6 G), podemos definir

em G a seguinte relação de equivalência

x ∼ y⇐⇒ y−1x ∈ H. (1.1)

Dessa forma a classe de equivalência contendo x ∈ G será o subconjunto

xH = {xh;h ∈ H},

que será chamado classe lateral à esquerda de H contendo x. De modo

análogo, definimos a classe lateral à direita de H contendo x como o conjunto

Hx = {hx;h ∈ H}.

12



OBSERVAÇÕES:

1. Duas classes laterais à esquerda (ou à direita) ou são iguais ou são

disjuntas e G é a união de todas elas.

2. Todas as classes laterais de H têm a mesma cardinalidade de H em

virtude da bijeção

H −→ xH

h 7−→ xh.

Definição 1.1. Um subconjunto T ⊂ G é dito um transversal (à esquerda

de H em G) quando G se escreve como a união disjunta

G =

•
⋃

t∈T

tH.

Assim, para cada g ∈ G, existem únicos t ∈ T , h ∈ H tais que g = th.

Um transversal (à direita) pode ser definido de modo análogo.

Denotaremos a cardinalidade de um conjunto X por |X|. Como definição,

temos o seguinte:

• |X| = |Y| se existe uma bijeção f : X→ Y;

• |X| 6 |Y| se existe uma injeção f : X→ Y;

• |X| · |Y| = |X× Y|.

Proposição 1.1. Se Ai, com i ∈ I, são conjuntos disjuntos com |Ai| = |A|

então
∣

∣

∣

∣

∣

•
⋃

i∈I

Ai

∣

∣

∣

∣

∣

= | I | · |A|.

Prova: Considere fi : A→ Ai uma bijeção, para cada i ∈ I, e defina

φ : I×A→
•
⋃

i∈I

Ai por φ(i,a) = fi(a). É fácil ver que φ é bijetiva.

De fato:
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• φ é sobrejetiva, por construção.

• Para mostrar que φ é injetiva consideraremos dois casos:

1. i = j: Se φ(i,a) = φ(i,b), ou seja, fi(a) = fi(b), então a = b

desde que fi é bijeção. Portanto (i,a) = (i,b) e dai φ é injetiva

2. i 6= j: Se (i,a) 6= (j,b) então φ(i,a) = fi(a) ∈ Ai e φ(j,b) =

fj(b) ∈ Aj, como Ai ∩ Aj = ∅ temos fi(a) 6= fj(b) e, portanto,

φ(i,a) 6= φ(j,b). Logo, φ é injetiva.

Dáı segue a igualdade

∣

∣

∣

∣

∣

•
⋃

i∈I

Ai

∣

∣

∣

∣

∣

= |I×A| = | I | · |A|.

Definição 1.2. Definimos o ı́ndice de H em G como sendo a cardinalidade

do conjunto das classes laterais à esquerda (ou à direita) de H em G, o qual

denotaremos por |G : H|.

Observação 1.2: Observe que se T é um transversal, então |G : H| = |T |,

pois em um transversal aparece um e somente um representante de cada

classe.

Proposição 1.2 (Lagrange). Se G é um grupo finito e H 6 G então |H| é

um divisor de |G|, isto é,

|G| = |G : H| · |H|.

Prova: Como G =

•
⋃

t∈T

tH, pela Proposição 1.1, |G| = |T | · |H| e da Ob-

servação 1.1, temos |T | = |G : H|, se T é um transversal de H em G. Portanto,

|G| = |G : H| · |H|.

De uma forma mais geral temos:

Proposição 1.3. Se H 6 K 6 G. Então |G : H| = |G : K| · |K : H|

14



Prova: Podemos escrever: G =

•
⋃

t∈T

tK e K =

•
⋃

u∈U

uH onde T é um transver-

sal de K em G e U é um transversal de H em K. Provaremos então que:

G =

•
⋃

t∈T ,u∈U

tuH

Para isso, vamos mostrar que as classes laterais tuH são distintas duas a

duas e dáı o conjunto { tu; t ∈ T e u ∈ U } é um transversal de H em G.

Se tivéssemos tuH ∩ t1u1H 6= ∅, então existiria b ∈ tuH ∩ t1u1H. Por-

tanto,

b = tuh1 e b = t1u1h2

⇒ tuh1 = t1u1h2

⇒ uh1h
−1
2 u

−1
1 = t−1t1 ∈ K

Dáı t(t−1t1) ∈ tK e dáı t1 ∈ tK, o que implica t1K = tK.

Como T é um transversal temos t = t1 e, portanto, uH = u1H o que implica u =

u1, desde que U é um transversal de H em K. Isso significa que a união é

disjunta. Logo,

|G : H| = |G : K| · |K : H|.

Observe que no caso em que H = 1 e G é finito, teremos o Teorema de

Lagrange.

Proposição 1.4 (Poincaré). Se A1,A2, . . . ,An são subgrupos de G com

ı́ndice finito, então

n
⋂

i=1

Ai tem ı́ndice finito em G.

Prova: Defina:

ϕ : {g

n
⋂

i=1

Ai ; g ∈ G} −→ {gA1 ; g ∈ G}× · · · × {gAn; g ∈ G}

g

n
⋂

i=1

Ai 7−→ (gA1, . . . , gAn)
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Vamos mostrar que ϕ é injetiva, e assim teremos

|{g

n
⋂

i=1

Ai}| 6 |{gA1/g ∈ G}× · · · × {gAn/g ∈ G}| ,

ou seja, |G :

n
⋂

i=1

Ai| 6

n∏

i=1

|G : Ai| e a proposição estará demonstrada.

De fato: (gA1, . . . , gAn) = (gA1, . . . , gAn)⇔

gA1 = gA1, . . . , gAn = gAn ⇔ g = gh ; h ∈
n
⋂

i=1

Ai ⇔ g

n
⋂

i=1

Ai = g

n
⋂

i=1

Ai.

1.2 Subgrupos Clássicos

Nessa seção iremos relembrar algumas definições e propriedades bem

conhecidas dentro da Teoria de Grupos. Seja G um grupo,

• Se x ∈ G, definimos a ordem de x, indicada por o(x), como o menor

natural t tal que xt = 1. Caso não exista esse natural, diremos que a

ordem de x é infinita.

• Se x, g ∈ G, o conjugado de x por g será xg = g−1xg.

• Se x ∈ G, a classe de conjugação de x é o subconjunto

xG = {xg ; g ∈ G}.

• Se N 6 G, um subgrupo conjugado a N é dado por

Nx = x−1Nx = {x−1nx; n ∈ N}, para algum x ∈ G.

Caso Nx = N, para todo x ∈ G, diremos que N é normal em G e

denotaremos N E G.

• Se x ∈ G, o centralizador de x em G é o subgrupo formado pelos

elementos em G que comutam com x, indicado por

CG(x) = {g ∈ G; xg = x}.

16



• Se H ⊆ G, o centralizador de H em G é o subgrupo

CG(H) = {g ∈ G;hg = h, ∀ h ∈ H} =
⋂

h∈H

CG(h)

• O centro do grupo G é o subgrupo formado pelos elementos de G

que comutam com todos os outros elementos de G, isto é,

Z(G) = CG(G) E G.

• Se H 6 G, definimos o normalizador de H em G como sendo o

subgrupo NG(H) = {g ∈ G;Hg = H}. Note que H E NG(H) 6 G.

• Se x,y ∈ G, definimos o comutador de x e y como por

[x,y] = x−1y−1xy.

Assim, para x,y, z ∈ G, escrevemos

[x,y, z] = [[x,y], z].

Proposição 1.5. Sejam x,y, z ∈ G então temos as seguintes propriedades:

(i) [x,y]−1 = [y, x];

(ii) [x,yz] = [x, z] · [x,y]z;

(iii) [xy, z] = [x, z]z · [y, z];

(iv) [x,y−1] = ([x,y]y
−1

)−1 e [x−1,y] = ([x,y]x
−1

)−1;

(v) [x,y−1, z]y · [y, z−1, x]z · [z, x−1,y]x = 1.

Prova: (i),(ii),(iii) e (iv) decorrem direto da definição de comutador. Va-

mos provar (v).

Tome u = xzx−1yx, v = yxy−1zy e w = zyz−1xz. Note o seguinte:

[x,y−1, z]y = u−1v , [y, z−1, x]z = v−1 e [z, x−1,y]x = w−1.

Portanto, temos

[x,y−1, z]y · [y, z−1, x]z · [z, x−1,y]x = 1.

17
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Definição 1.3. Seja G um grupo e seja X ⊂ G. O subgrupo gerado por

X é definido por

〈X〉 = {xe1

1 x
e2

2 . . . xen
n ; xi ∈ X, ei = ±1}.

Definição 1.4. Seja G uma grupo, definimos o subgrupo derivado G ′

como o subgrupo gerado por todos os comutadores de G, isto é,

G ′ = 〈[x,y]; x,y ∈ G〉.

Observe que G ′ E G.

• Se H,K ⊂ G, definimos [H,K] = 〈 [h, k];h ∈ H e k ∈ K 〉.

• Um grupo K é de torção, quando o(x) <∞, para todo x ∈ K.

Definição 1.5. Seja G um grupo e N E G. O conjunto das classes à direita

de N em G (ou à esquerda), é um grupo com a operação Nx ·Ny = Nxy ou,

equivalentemente, xN · yN = xyN. Tal grupo é chamado quociente de G

por N e é denotado por
G

N
.

Proposição 1.6. Se NEG, então
G

N
é abeliano se, e somente se, G ′ 6 N.

Prova: ⇒⌋ Sejam a,b ∈ G quaisquer. Como
G

N
é abeliano, aN · bN =

bN · aN. Então

abN = baN ⇒ (ba)−1ab ∈ N⇒ a−1b−1a b = [a,b] ∈ N.

Portanto,

G ′ = 〈[a,b] ; a,b ∈ G〉 6 N.

⇐⌋ Suponhamos agora G ′ 6 N.

Sejam aN,bN ∈
G

N
quaisquer. Como [a,b] ∈ N para quaisquer a,b ∈ G,

temos que [a,b]N = N.

Como [a,b]N = a−1N · b−1N · aN · bN, temos aN · bN = bN · aN.
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Proposição 1.7. Seja G um grupo, considere os subgrupos K,H,NEG, tal

que N 6 H, então:

(i)

[

H

N
,
G

N

]

=
[H,G]N

N

(ii) [HK,G] = [H,G] · [K,G]

(iii) Se HE K e
K

H
6 Z

(

G

H

)

então
KN

HN
6 Z

(

G

HN

)

Prova: (i) Observe que para h ∈ H e g ∈ G temos:

[hN, gN] = h−1Ng−1NhNgN = [h, g]N, portanto

[

H

N
,
G

N

]

⊆
[H,G]N

N
.

Por outro lado, seja yN ∈
[H,G]N

N
, logo y ∈ [H,G]N e portanto y = xm

onde x ∈ [H,G] e m ∈ N. Assim,

yN = xNmN = xN ∈

[

H

N
,
G

N

]

.

(ii) Considere h ∈ H, k ∈ K e g ∈ G arbitrários, então temos

[hk, g] = [h, g]k[k, g] ∈ [H,G][K,G], pois [H,G]EG.

Assim, [HK,G] ⊆ [H,G][K,G].

Por outro lado, temos

[H,G] ⊆ [HK,G] e [K,G] ⊆ [HK,G].

Logo [H,G][K,G] ⊆ [HK,G].

(iii) Como
K

H
6 Z

(

G

H

)

temos [K,G] 6 H e, como NEG, podemos afirmar

que [N,G] 6 N. Portanto, [KN,G] = [K,G][N,G] 6 HN

Logo
KN

HN
6 Z

(

G

HN

)

.

�
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1.3 Série Normal e Nilpotência

Definição 1.6. Uma sequência (G0,G1, . . . ,Gr) de subgrupos normais de

um grupo G é chamada uma série normal de G se

1 = G0 EG1 EG2 E · · ·EGr−1 EGr = G.

Chamamos os grupos quocientes Gi/Gi−1, 1 6 i 6 r, de fatores da série

normal.

Quando nem todos os subgrupos Gi’s são normais em G, dizemos que

(S) : 1 = G0 EG1 ⊳G2 E · · ·EGr−1 EGr = G,

é série subnormal de G.

Definição 1.7. Dizemos que um grupo G é nilpotente, se existe uma série

normal:

(S) : 1 = G0 EG1 E · · ·EGn = G,

tal que
Gi+1

Gi

6 Z

(

G

Gi

)

, para todo i = 0, . . . ,n− 1.

Observação: Se Gi EG, então

Gi+1

Gi

6 Z

(

G

Gi

)

⇔ [Gi+1,G] 6 Gi.

De fato, suponhamos [Gi+1,G] 6 Gi. Então, dados gi+1Gi ∈ Gi+1/Gi e

gGi ∈ G/Gi quaisquer, temos:

(g−1
i+1Gi) (g

−1Gi) (gi+1Gi) (gGi) = (g−1
i+1 g

−1 gi+1 g)Gi = Gi.

Logo (gi+1Gi) (gGi) = (gGi) (gi+1Gi) para todo g ∈ G e assim gi+1Gi ∈

Z(G/Gi).

Reciprocamente, tome [gi+1, g] ∈ [Gi+1,G], como
Gi+1

Gi

6 Z

(

G

Gi

)

temos

[gi+1, g]Gi = [gi+1Gi, gGi] = Gi.

Dáı [gi+1, g] ∈ Gi e [Gi+1,G] 6 Gi.
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Teorema 1.1. Se G é nilpotente e H 6 G, então H é nilpotente.

Prova: Seja

(S) : 1 = G0 EG1 E · · ·EGn = G

uma série normal de G, com
Gi+1

Gi

6 Z

(

G

Gi

)

, para cada i.

Considere Hi = Gi ∩H para cada i = 1, . . . ,n. Como GiEG, então HiEH.

Além disso, Hi 6 Hi+1, para cada i = 1, . . . ,n..

Veja que

[Hi+1,H] = [Gi+1 ∩H,H] 6 [Gi+1,G] 6 Gi

Como [Hi+1,H] 6 H segue que [Hi+1,H] 6 Gi ∩H = Hi.

�

1.4 Série Derivada e Solubilidade

Chamaremos de G
′

o subgrupo derivado de um grupo G, gerado por

todos os comutadores [a,b], com a,b ∈ G. Para todo inteiro positivo, vamos

definir ,recursivamente, o n-ésimo subgrupo derivado de G (com a notação

Gn) da seguinte forma:

G0 = G, G1 = G
′

= [G,G], G2 = [G
′

,G
′

],

Gn = (Gn−1)
′

= [Gn−1,Gn−1]

A série G = G0 > G1 > G2 > · · · é chamada série derivada de G.

Definição 1.8. Diz-se que um grupo G é solúvel, se existe uma série

1 = G0 EG1 EG2 E · · ·EGn = G

tal que
Gi+1

Gi

é abeliano, para todo i = 0, . . . ,n− 1.
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Teorema 1.2. Um grupo G é solúvel se, e somente se, Gn = 1, para algum

n ∈ N.

Prova: Suponha que o grupo G é solúvel, então existe uma série

1 = G0 EG1 EG2 E · · ·EGn = G

tal que cada
Gi+1

Gi

é abeliano.

Afirmação: Gi 6 Gr−ipara cadai = 0, 1, . . . ,n.

Para i = 0 temos G0 = G = Gn.

Para i = 1 temos
Gn

Gn−1

=
G

Gn−1

abeliano, o que implica pela Proposição

1.6, G
′

6 Gn−1.

Suponha Gi−1 6 Gn−(i−1). Como
Gn−(i−1)

Gn−i

é abeliano, então (Gn−(i−1))
′

6

Gn−i.

De Gi−1 6 Gn−(i−1) podemos concluir que (Gi−1)
′

6 (Gn−(i−1))
′

e, por-

tanto,

Gi−1 6 Gn−i, ou seja, Gi 6 Gn−i.

Tomando i = n temos Gn 6 G0 = 1 então Gn = 1

Reciprocamente, considere a série:

1 = Gn EGn−1 E · · ·EG0 = G

Como, para cada 0 6 i 6 n
Gn−(i+1)

Gn−i
é abeliano, G é solúvel.

�
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1.5 Séries Centrais

Definição 1.9. Seja G um grupo. Existe uma série crescente de subgrupos

de G onde, para cada i > 0, definimos

1 = Z0(G)E Z1(G)E Z2(G)E · · · E Zn(G)E · · · ,

com
Zi+1(G)

Zi(G)
= Z

(

G

Zi(G)

)

. Esta é chamada série central superior de

G.

Teorema 1.3. Um grupo G é nilpotente se, e somente se, Zn(G) = G, para

algum n > 0

Prova: ⇒] Suponha que G seja nilpotente, então existe uma série normal,

1 = G0 EG1 EG2 E · · ·EGn = G

tal que
Gi+1

Gi

6 Z

(

G

Gi

)

para todoi = 0, . . . ,n− 1.

Afirmação: Gi 6 Zi(G), para cada i > 0.

De fato, para i = 0, temos G0 = 1 = Z0(G).

Suponha que o resultado vale para todo i < n, ou seja, Gi 6 Zi(G).

Sendo Zn(G),Gn,Gn+1 E G e
Gn+1

Gn

6 Z

(

G

Gi

)

segue da Proposição

1.7

que
Zi(G)Gi+1

Zi(G)Gi

6 Z

(

G

Zi(G)Gi

)

. Para i < n, com Gi 6 Zi(G), temos

Zi(G)Gi = Zi(G). Logo
Zi(G)Gi+1

Zi(G)
6 Z

(

G

Zi(G)

)

=
Zi+1(G)

Zi(G)
.

Portanto,

Zi(G)Gi+1 6 Zi+1(G) ⇒ Gi+1 6 Zi+1(G),

e isto prova nossa afirmação.
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⇐] Suponha Zn(G) = G, para algum n > 0.

Então 1 = Z0(G)E · · ·E Zn(G) = G é série normal de G.

Além disso,
Zi+1(G)

Zi(G)
= Z

(

G

Zi(G)

)

. Logo G é nilpotente.

�

Dado um grupo G, definimos, recursivamente,

γ1(G) = G , γ2(G) = [γ1(G),G], . . . ,γn+1(G) = [γn(G),G].

Afirmação: γi(G)EG, para todo i > 1.

Usaremos indução sobre i para verificar essa afirmação.

Para i = 1, γ1(G) = GEG.

Suponhamos válido para i = n e mostremos para i = n + 1.

Seja g ∈ G qualquer. Como γn(G)EG, temos

γn+1(G)
g = [γn(G)

g,Gg] = [γn(G),G] = γn+1(G),

o que prova nossa afirmação, ou seja, γn+1(G)EG.

Desse modo,

γn+1(G) E γn(G), para todo n > 1

Definição 1.10. A série normal decrescente de subgrupos de G,

G = γ1(G)DG
′ = γ2(G)D · · · γn(G)D γn+1 D · · ·

é chamada série central inferior de G.

Teorema 1.4. Um grupo G é nilpotente se, e somente se, γn(G) = 1, para

algum n > 1.

Prova: ⇒] Suponha que G é nilpotente, então existe uma série normal,

1 = G0 EG1 E · · ·EGk = G

com
Gi+1

Gi

6 Z

(

G

Gi

)

para cada i = 0, . . . , k− 1.
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Afirmação: γj+1(G) 6 Gk−jpara todoj > 0

Usaremos indução sobre j > 0

Para j = 0 , γ1(G) = G = Gk.

Suponhamos válido para j = n, ou seja, γn+1(G) 6 Gk−n.

Como γn+1(G) 6 Gk−n, segue que

γn+2(G) = [γn+1(G),G] 6 [Gk−n,G] 6 Gk−n−1 = Gk−(n+1).

Portanto, γ(n+1)+1(G) 6 Gk−(n+1).

E assim conclúımos que γj+1(G) 6 Gk−j, para todo j > 0.

Tomando j = k temos γk+1(G) 6 G0 = 1, e portanto, γk+1(G) = 1.

⇐] Suponha γn(G) = 1 para algum n > 1. Assim,

γ1(G) = GE γ2(G)E · · ·E γn−1(G)E γn(G) = 1

é uma série normal de G.

Além disso,

γi+1(G) = [γi(G),G] ⇒
γi(G)

γi+1(G)
= Z

(

G

γi+1(G)

)

Logo G é nilpotente.

�
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1.6 Representação Permutacional

Dado X um conjunto não-vazio qualquer, denotamos por SX o conjunto

de todas as funções f : X → X bijetoras. É fácil ver que SX com a operação de

composição de funções é um grupo, o qual chamamos de grupo simétrico,

ou grupo de permutações de X. Quando | X | = n < ∞, escrevemos

SX = Sn e este será o grupo de permutações de n śımbolos, cuja ordem é n!.

Definição 1.11. Uma representação permutacional ( ou ação ) de um

grupo G sobre um conjunto X é um homomorfismo ϕ : G → SX.

Denotaremos a imagem de cada elemento g ∈ G por ϕ(g) ou ϕg.

Com respeito ao estudo de uma ação ϕ de um grupo G sobre um conjunto

X, definimos os seguintes conjuntos:

• Se x ∈ X, definiremos o estabilizador de x como sendo:

Gx = {g ∈ G ; ϕ(g)(x) = x}

• Se x ∈ X, definimos a órbita de x por:

Gx = {ϕ(g)(x) ; g ∈ G}

• Para cada g ∈ G, denotaremos por Xg o conjunto dos pontos fixos de

ϕ(g). Isto é,

Xg = {x ∈ X ; ϕ(g)(x) = x}

• XG = {x ∈ X ; ϕ(g)(x) = x, ∀g ∈ G}

Dada ϕ : G → SX uma ação de um grupo G sobre um conjunto X, definimos

em X a seguinte relação:

x ∼ y ⇔ y = ϕ(g)(x), para algum g ∈ G.

Veja que:

(i) x ∼ x, já que ϕ(1)(x) = x;
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(ii) Se x ∼ y, então y = ϕ(g)(x), para algum g ∈ G. Dáı x = ϕ(g−1)(y) e

y ∼ x;

(iii) Se x ∼ y e y ∼ z, então temos: y = ϕ(g1)(x) e z = ϕ(g2)(y), com g1, g2 ∈

G. Portanto, z = ϕ(g1)(ϕ(g2)(x)) = ϕ(g1g2)(x) implicando que

x ∼ z.

Portanto, “ ∼ ” é uma relação de equivalência.

A classe de equivalência de um elemento x ∈ X é o conjunto:

x̄ = {ϕ(g)(x) ; g ∈ G} = Gx (órbita de x)

Teorema 1.5. Seja ϕ : G→ SX uma ação de um grupo G sobre um conjunto

X. Então:

(i) Gx 6 G

(ii) | Gx | = | G : Gx | .

Prova: (i) Como ϕ(1)(x) = x, ∀ x ∈ X, temos 1 ∈ Gx. Dáı Gx 6= ∅.

Dados g1, g2 ∈ Gx, temos ϕ(g1)(x) = x e ϕ(g2)(x) = x.

Assim,

ϕ(g1g
−1
2 )(x) = ϕ(g1)(ϕ(g

−1
2 )(x)) = ϕ(g1)(x) = x ⇒ g1g

−1
2 ∈ G.

Como g1 e g2 foram tomados arbitrariamente em Gx, o resultado segue.

Consideremos a aplicação

φ : {gGx ; g ∈ G} −→ Gx

gGx −→ ϕ(g)(x)

Suponhamos aGx = bGx. Então a = bz, com z ∈ Gx.

Dáı, teremos

φ(aGx) = ϕ(a)(x) = ϕ(bz)(x) = ϕ(b)(ϕ(z)(x)) = ϕ(b)(x) = φ(bGx).
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Logo φ está bem definida. Claramente φ é sobrejetora.

Além disso,

φ(aGx) = φ(bGx) ⇒ ϕ(a)(x) = ϕ(b)(x)

⇒ ϕ(b−1)(ϕ(a)(x)) = x

⇒ ϕ(b−1a)(x) = x

Portanto, b−1a ∈ Gx e assim aGx = bGx. Logo φ é injetiva.

Assim conclúımos que ϕ é uma bijeção, dáı temos | G : Gx |=| Gx |.

�

Exemplo: Seja G um grupo e definamos

ϕ : G −→ SG

g −→ ϕ(g) : x→ gxg−1

É fácil verificar que ϕ é ação de G sobre si mesmo.

Note que Gx = {gxg−1 ; g ∈ G} = {xg
−1

; g ∈ G} = xG.

Além disso,

Gx = {g ∈ G ; xg
−1

= x, ∀x ∈ G} = CG(x).

Assim, pelo teorema anterior, temos

| G : CG(x) | = | xG | .
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1.7 O Homomorfismo Transfer

Seja G um grupo e H 6 G com | G : H |= n. Fixemos um transversal

{t1, . . . , tn} de H em G de modo que

G =

n
⋃

1

Hti.

Para cada x ∈ G, a classe Htix é uma das classes Htj, j = 1, 2, . . . ,n (já que

Ht1, . . . ,Htn são todas as classes à direita de H, e são disjuntas.)

Denotamos então:

Htix = Ht(i)x

Note que i → (i)x é uma permutação de {1, 2, . . . ,n}. Vejamos a injetivi-

dade:

(i)x = (j)x ⇒ Ht(i)x = Ht(j)x

⇒ Htix = Htjx

⇒ Hti = Htj

⇒ i = j

Já que {t1, t2, . . . , tn} é uma transversal de H em G. Logo i → (i)x é

bijeção, pois é injetiva de {1, 2, . . . ,n} nele mesmo.

Além disso, sendo Htix = Ht(i)x temos que tixt
−1
(i)x ∈ H, para cada x ∈ G.

Podeŕıamos perguntar: Dados G grupo e H 6 G, podemos sempre exibir

um grupo A abeliano e θ : H → A um homomorfismo?

A resposta é sim!

Vimos anteriormente que dados G um grupo e NEG, tem-se:

G

N
abeliano ⇔ G ′ 6 N

Logo, para qualquer H 6 G,
H

H ′
é abeliano. ( Lembre que H ′ ⊳H. )

Dáı basta tomarmos θ : H −→ H/H ′, o homomorfismo canônico.

h 7−→ hH ′
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Definição 1.12 ( Homomorfismo Transfer ). Seja G um grupo, H 6 G, A

um grupo abeliano qualquer e θ : G → A um homomorfismo de grupos. O

transfer de θ é a aplicação definida por

θ∗(x) =

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x).

Como A é abeliano, a ordem dos fatores no produto é irrelevante.

Lema 1.1. Sobre a aplicação transfer θ∗, temos:

(i) θ∗ é homomorfismo, o qual chamamos de Homomorfismo Transfer;

(ii) θ∗ independe do transversal escolhido para H em G.

Prova: (i) Da definição, temos

Ht(i)xy = Htixy = H(tix)y = Ht((i)x)y

∴ t(i)xy = t((i)x)y, ∀ x,y ∈ G (1.2)

Dáı:

θ∗(xy) =

n∏

i=1

θ(tixyt
−1
(i)xy) =

n∏

i=1

θ(tixyt
−1
((i)x)y)

=

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)xt(i)xyt

−1
((i)x)y) =

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)θ(t(i)xyt((i)x)y)

=

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

n∏

i=1

θ(t(i)xyt
−1
((i)x)y)

= θ∗(x)θ∗(y)

(ii) Seja {t ′1, t
′

2, . . . , t
′

n} um outro transversal de H em G.

Suponha Ht ′i = Hti, para cada i (caso contrário, reorganizamos os ti’s).

Assim, t ′i = hiti, para algum hi ∈ H. Além disso,

t ′i = hiti ⇒ t ′ix = hitix ⇒ Ht ′ix = Htix ⇒ Ht ′(i)x = Ht(i)x
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Logo t ′(i)x ∈ Ht(i)x. Portanto, t
′

(i)x = h(i)xt(i)x com h(i)x ∈ H.

Assim,

θ∗(x) =

n∏

i=1

θ(t ′ixt
′−1
(i)x) =

n∏

i=1

θ(hitix(h(i)xt(i)x)
−1)

=

n∏

i=1

θ(hitixt
−1
(i)xh

−1
(i)x)

=

n∏

i=1

θ(hi) θ(tixt
−1
(i)x) θ(h

−1
(i)x)

=

n∏

i=1

θ(hi)

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

n∏

i=1

θ(h−1
(i)x)

=

n∏

i=1

θ(hi)

n∏

i=1

θ(h−1
(i)x)

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x) (pois A é abeliano)

=

n∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

Observe que nas duas últimas igualdades, usamos o fato de que i→ (i)x é

uma permutação de {1, . . . ,n}.

Lema 1.2 (Cálculo de θ∗). Considere o homomorfismo θ : H → A, onde

H 6 G e A é abeliano.

Se | G : H |= n, para cada x ∈ G, existem k ∈ N e l1, l2, . . . , lk ∈ N tais que

θ∗(x) =

n∏

i=1

(six
lis−1

i ),

com si ∈ G e

k∑

i=1

li = n.

Prova: Fixado s1 ∈ G, consideremos as classes Hs1,Hs1x,Hs1x
2 . . .

Como há somente um número finito de classes laterais, existe n ∈ N tal que

Hs1x
n = Hs1.

Seja l1 o primeiro natural em que isso ocorre.
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Então, temos o ciclo:

Hs1,Hs1x,Hs1x
2, . . . ,Hs1x

l1 = Hs1

Se estas não forem todas as classes laterais de H, tomamos uma nova classe,

Hs2 tal que Hs2 6= Hs1x
i, para todo i = 0, . . . , lk−1, e procedemos de maneira

análoga.

Considerando l2 o primeiro natural tal que Hs2x
l2 = Hs2, temos as classes:

Hs2, Hs2x, Hs2x
2, . . . ,Hs2x

l2−1

Se ainda assim não tivermos todas as classes laterais de H, repetimos esse

processo até que isso ocorra. Desse modo, encontramos várias cadeias não

intersectantes de classes laterais.

Seja

Hsk, Hskx, Hskx
2, . . . ,Hskx

lk−1,

a última delas.

ComoHs1, . . . ,Hs1x
l1−1,Hs2, . . . ,Hs2x

l2−1
2 , . . . ,Hsk, . . . ,Hskx

lk−1
k são todas

as classes, temos

k∑

i=1

li = n.

Vimos no Lema anterior que θ∗ independe do transversal. Considere então

o seguinte transversal de H em G:

T = {s1, s1x, . . . , s1x
l1−1, s2, s2x, . . . , s2x

l2−1, . . . , sk, skx, . . . , skx
lk−1}.

Façamos :

t1 = s1, t2 = s1x, . . . , tl1 = s1x
l1−1

tl1+1 = s2, tl1+2 = s2x, . . . , tl1+l2 = s2x
l2−1

...

tl1+l2+···+lk−1+1 = sk, tl1+l2+···+lk−1+2 = skx, . . . , t∑ li = tn = skx
lk−1

32



Veja que:

Ht(1)x = Ht1x = Hs1x = Ht2

Ht(2)x = Ht2x = Hs1x
2 = Ht3

...

Htl1x = Htl1x = Hs1x
l1 = Hs1 = Ht1

Ht(l1+1)x = Htl1+1x = Hs2x = Htl1+2

Ht(l1+2)x = Htl1+2x = Hs2x
2 = Htl1+3

...

Ht(l1+l2)x = Htl1+l2x = Hs2x
l2 = Hs2 = Htl1+1

...

Ht(l1+···+lk−1+1)x = Htl1+···+lk−1+1x = Hs2x = Htl1+···+lk−1+2

...

Ht(
∑

li)x = Ht∑ lix = Htnx = Hskx
tk = Hsk = Htl1+···+lk−1+1

Portanto,

(i)x = i+ 1, para todo i 6= lj

(lj)x = j, para todo j = 1, . . . , k− 1

(l1 + · · ·+ lj)x = l1 + · · ·+ lj−1 + 1, para todo j = 1, . . . , k − 1.

Dáı

θ∗(x) =

l1+···+lk∏

i=1

θ(tixt
−1
(i)x)

= θ(t1xt
−1
2 ) θ(t2xt

−1
3 ) · · · θ(tl1+···+lkxt

−1
l1+···+lk−1+1)

= θ(t1x
l1t−1

1 ) θ(tl1+1x
l2t−1

l1+1) · · · θ(tl1+···+lkxt
−1
l1+···+lk−1+1)

= θ(s1x
l1s−1

1 ) θ(s2x
l2s−1

2 ) · · · θ(skx
lks−1

k )

=

k∏

i=1

(six
lis−1

i )

�
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1.8 O Teorema de Schur

O objetivo desta seção é a demonstração do Teorema de Schur, o qual

usaremos bastante neste trabalho. Antes, vejamos dois lemas que nos serão

necessários.

Lema 1.3. Seja G um grupo e H 6 Z(G) tal que | G : H |= n. Então, o

homomorfismo transfer da função θ : H→ H, com θ(h) = h, para todo h ∈

H é a função θ∗(x) = xn.

Prova: Usando o Lema 1.2, temos:

θ∗(x) =

k∏

i=1

θ(six
lis−1

i )

Agora,

six
lis−1

i ∈ H 6 Z(G) ⇒ six
lis−1

i = z ∈ Z(G)

⇒ xli = s−1
i zsi = z ∈ Z(G)

Assim,

θ∗(x) =

k∏

i=1

xli = xl1+···+lk = xn

�

Lema 1.4. Se G é finitamente gerado e H 6 G com | G : H |= n, então H é

finitamente gerado.

Prova: Seja T = {1 = t1, t2, . . . , tn} um transversal de H em G.

Definimos, para cada x ∈ G, Htix = Ht(i)x.

Assim, tix = h(i, x)t(i)x, com h(i, x) ∈ H.
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Além disso, como visto em (1.2), t(i)xy = t((i)x)y. Logo,

tixy = (tix)y = (h(i, x)t(i)x)y = h(i, x)(t(i)xy)

= h(i, x)h((i)x,y)t((i)x)y

= h(i, x)h((i)x,y)t(i)xy

Analogamente, podemos mostrar a igualdade

tixyz = h(i, x) h((i)x,y) h((i)xy, z) t(i)xyz.

Mais geralmente, temos

ti(x1 · · ·xs) = h(i, x1) h((i)x1, x2) · · · h((i)x1x2 · · ·xs−1, xs) t(i)x1···xs
.

Seja G = 〈X〉 com X finto.

Tomemos um elemento x ∈ H qualquer.

Como H 6 G, x = x1 · · ·xn, onde xi ∈ X ∪ X
−1.

Como t1 = 1 e x ∈ H, temos Ht1 = H = Hx = Ht1x = Ht(1)x, portanto,

(1)x = 1. Dáı

x = t1x = t1(x1 · · ·xn)

= h(1, x1) h((1)x1, x2) · · · h((1)x1x2 · · ·xs−1, xs) t(1)x1x2···xs

= h(1, x1) h((1)x1, x2) · · · h((1)x1x2 · · · xs−1xs)

Portanto, H = 〈h(j, x) ; 1 6 j 6 n e x ∈ X ∪ X−1〉 e H é finitamente

gerado.

�

Finalmente, podemos provar o Teorema de Schur.
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Teorema 1.6 (Schur). Se
G

Z(G)
é finito, então G

′

é finito. Além disso, se
∣

∣

∣

∣

G

Z(G)

∣

∣

∣

∣

= n, então xn = 1, para todo x ∈ G ′, isto é, o(x) | n, para todo x ∈

G ′.

Prova: Do Lema 1.3, sabemos que

θ∗ : G → Z(G)

x 7→ xn

é um homomorfismo. Dáı, pelo Primeiro Teorema dos Homomorfismos, temos

G

Nucθ∗
≃ θ∗(G) 6 Z(G).

Logo
G

Nucθ∗
é abeliano e G ′ 6 Nucθ∗ = {x ∈ G; xn = 1}.

Assim, para qualquer x ∈ G ′, tem-se, xn = 1.

Seja
G

Z(G)
= {t1Z(G), t2Z(G), ..., tnZ(G)}.

Dados x,y ∈ G quaisquer, para xZ(G),yZ(G) ∈
G

Z(G)
, existem i, j ∈

{1, . . . ,n} tais que xZ(G) = tiZ(G) e yZ(G) = tjZ(G).

Portanto, x = tizi e y = tjzj, com zi, zj ∈ Z(G).

Desse modo:

[x,y] = [tizi, tjzj] = (tizi)
−1(tjzj)

−1(tizi)(tjzj)

= z−1
i t

−1
i z

−1
j t

−1
j ti zi tj zj

= t−1
i t

−1
j ti tj

= [ti, tj]
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e temos G ′ = 〈[ti, tj] ; 1 6 i, j 6 n〉, o que implica que G ′ é finitamente

gerado.

Como Z(G)⊳G, segue, do Segundo Teorema dos Isomorfismos que:

Z(G)G ′

Z(G)
≃

G ′

Z(G) ∩G ′
.

Em diagrama: G

Z(G)G ′

Z(G)

kkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkkk

G ′

RRRRRRRRRRRRRRRR

Z(G) ∩G ′

SSSSSSSSSSSSSSS

llllllllllllllll

llllllllllllllll

Por outro lado,

∞ > | G : Z(G) | = | G : Z(G)G ′ | | Z(G)G ′ : Z(G) | > | Z(G)G ′ : Z(G) |

Logo, | G ′ : Z(G) ∩G ′ | < ∞.

Como G ′ é finitamente gerado, pelo Lema 1.4, Z(G) ∩G ′ também é.

Além disso, sendo Z(G) ∩G ′ subgrupo de Z(G) e de G ′ este é abeliano e de

torção.

Logo, pelo do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Ger-

ados, temos

Z(G) ∩G ′ = A1 × · · · ×An,

onde os Ai’s são subgrupos ćıclicos finitos. Portanto, Z(G) ∩G ′ é finito.

Finalmente,

| G ′ | = | G ′ : Z(G) ∩G ′ | | Z(G) ∩G ′ | < ∞

o que conclui nossa demonstração.

�
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Caṕıtulo 2

FC-grupos e BFC-grupos

Apresentaremos a partir de agora os conceitos de FC-grupos, BFC-

grupos, FC(w)-grupos e BFC(w)-grupos, bem como alguns resultados rele-

vantes sobre tais grupos que servirão de apoio para a demonstração do teo-

rema principal acerca de BFC(w)-grupos, o qual será demonstrado na última

seção deste caṕıtulo.

2.1 FC-grupos e BFC-grupos

Seja G um grupo. Se X e Y são subconjuntos não-vazios de G, escrevere-

mos XY para denotar o conjunto:

XY = {xy; x ∈ X,y ∈ Y}.

Note ainda que CG(〈x
G〉) = CG(x

G). Além disso 〈xG〉 E G, o que implica

CG(x
G)EG, já que o centralizador de um subgrupo normal é normal.

Definição 2.1. Um grupo G é dito um FC-grupo se, para cada x ∈ G,

tem-se xG finito.

Obs: A sigla FC vem do inglês : “finite conjugate”.

Sobre a classe de conjugação xG lembramos que:

|xG| = |G : CG(x)|

A proposição a seguir é uma caracterização dos FC-grupos.
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Proposição 2.1. Um grupo G é um FC-grupo se, e somente se,
G

CG(xG)
é

finito, para cada x ∈ G.

Prova: ⇒⌋ Suponhamos G um FC-grupo.

Dado x ∈ G, seja xG = {x1, . . . , xs}. Então,

| G : CG(xi) | = | xGi | = | xG | = s.

Pela Proposição 1.4 (Poincaré), temos:

| G : CG(x
G) | =

∣

∣

∣

∣

∣

G :

s
⋂

i=1

CG(xi)

∣

∣

∣

∣

∣

6

s∏

i=1

| G : CG(xi) | < ∞,

isto é ,
G

CG(xG)
é finito.

⇐⌋ Para cada x ∈ G temos CG(x
G) 6 CG(x) 6 G. Logo

| xG | = | G : CG(x) | 6 | G : CG(x
G) | < ∞ ∀ x ∈ G,

portanto, G é um FC-grupo.

�

Proposição 2.2. Se G é um FC-grupo, então
G

Z(G)
é de torção.

Prova: Tome x ∈ G, como G é um FC-grupo, temos

|xG| = |G : CG(x)| = n.

Para simplificar a notação faça C = CG(x). Logo |xG| = |G : C| = n.
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Seja {t1, t2, . . . , tn} um transversal de C em G, dáı:

G =

•
⋃

i=1,...,n

Cti.

Assim G = 〈C, t1, t2, . . . , tn〉. Considere agora H =

n
⋂

i=1

CG(t
G
i ).

Observe que H tem ı́ndice finito em G, pela Proposição 1.4 (Poincaré),

já que G é um FC-grupo. Além disso, como vimos no ińıcio dessa seção, cada

CG(t
G
i ) E G e dáı H E G, pois é interseção de subgrupos normais. Logo

G

H
é finito

Logo existirá um natural m tal que

(xH)m = H⇒ xm ∈ H⇒ xmti = tix
m, para todo i = 1, . . . ,n, já que

H = ∩CG(t
G
i ), para todo i = 1, . . . ,n.

E ainda, em particular,

xmc = cxm, para todo c ∈ C

Portanto, xm ∈ Z(G) o que implica o(xZ(G))6m, para todo x ∈ G.

�

Teorema 2.1 (B.H Neumann). Seja G um FC-grupo e considere T(G) =

{x ∈ G; o(x) < ∞}. Então G
′

⊆ T(G) e T(G) 6 G. Além disso, se G for

finitamente gerado, T(G) será finito.

Prova: Tome x ∈ G
′

. Dáı, para ai,bi ∈ G,

x = [a1,b1][a2,b2] · · · [an,bn].

Note que [a,b]−1 = [b,a]. Veja que x ∈ H
′

, ondeH = 〈a1, . . . ,an,b1, . . . ,bn〉.

Como H é um FC-grupo finitamente gerado temos que

Z(G) =
⋂

c∈{ai,bi}
n
i=1

CH(c) ⇒
H

Z(H)
é finito;
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já que |H : CH(c)| <∞, para todoc ∈ {ai,bi}
n
i=1. Pelo Teorema de Schur, H

′

é finito, o que implica o(x) <∞, ou seja, x ∈ T(G) e, portanto, G
′

⊆ T(G).

Note que acima foi dito algo interessante, que decorre da Proposição 2.2

FC-grupo finitamente gerado G = 〈X〉 ⇒
G

Z(G)
finito

Vamos provar agora que T(G) 6 G. É claro que T(G) 6= ∅. Tome x,y ∈ G

com o(x) = m e o(y) = n. Lembre-se que G
′

E G e
G

G
′
é abeliano. Dáı

teremos:

(xG
′

)m = xmG
′

= G
′

e (yG
′

)n = xnG
′

= G
′

⇒(xy)mnG
′

= (xyG
′

)mn = (xG
′

.yG
′

)mn = (xG
′

)mn(yG
′

)mn = G
′

⇒(xy)mn ∈ G
′

Como G
′

⊆ T(G), existirá t ∈ N tal que

• (xy)mnt = 1⇒ o(xy) <∞⇒ xy ∈ T(G)

Como o(x) = o(x−1) segue que

• x−1 ∈ T(G) para todo x ∈ T(G).

Portanto, T(G) 6 G. Finalmente, se G for finitamente gerado, faça G = 〈X〉.

Dáı teremos, pelo Teorema de Schur,

G

Z(G)
finito

Schur
=⇒ G

′

finito

Já vimos que G
′

6 T(G). Com isso
T(G)

G
′

será abeliano finitamente gerado

(pois G é finitamente gerado e
G

G
′
é abeliano) e de torção. Logo

T(G)

G
′

será

finito. Conclúımos então que:

|T(G)| = |T(G) : G
′

|.|G
′

| <∞.

�
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Definição 2.2. Diremos que G é um BFC-grupo ( do inglês: BFC= bounded

finite conjugate) se existe um natural n tal que |xG| 6 n, para todo x ∈ G.

Em outras palavras, as classes de conjugação são uniformemente limitadas.

Observe que, quando um grupo G possuir centro de ı́ndice finito, G será

um BFC-grupo pois, para x ∈ G, teremos:

|xG| = |G : CG(x)| 6 |G : Z(G)|

O teorema a seguir caracteriza os grupos com classes de conjugação uniforme-

mente limitadas.

Teorema 2.2 (B. H. Neumann). Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente

se, G
′

for finito.

Prova: ⇐⌋ Suponha |G
′

| = m. Seja x ∈ G um elemento arbitrário. Devemos

mostrar que |xG| 6 |G
′

|. De fato, defina a função

ϕ : xG −→ G
′

xg 7−→ [x, g]

Note que ϕ é bem definida, pois:

xg = xh ⇒ x−1xg = x−1xh ⇒ [x, g] = [x,h].

Além disso, veja que ϕ é injetiva:

[x, g] = [x,h]⇒ x−1xg = x−1xh ⇒ xg = xh.

Logo |xG| 6 |G
′

| = m.

⇒⌋ Suponha que G seja um BFC-grupo, ou seja, que exista d ∈ N tal que

|xG| 6 d, para todo x ∈ G.

Seja a ∈ G tal que a realiza essa cota máxima, isto é,

|aG| = d.
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Sabemos que |G : CG(a)| = |aG| = d.

Seja {t1, . . . , td} um transversal de CG(a) em G, assim teremos

aG = {at1 , . . . ,atd}.

Note que at1, . . . ,atd são os d conjugados de a em G. De fato,

ati = atj ⇒ atit
−1
j = a ⇒ tit

−1
j ∈ CG(a) ⇒ tiCG(a) = tjCG(a)

Logo ti = tj o que é um absurdo, pois {t1, . . . , td} é um transversal de

CG(a) em G.

Como cada |G : CG(ti)| <∞ (pois |G : CG(ti)| = |tGi | e G é um BFC-grupo),

segue que |G : C| <∞, onde C =

d
⋂

i=1

CG(ti).

Assim, faça

|G : C| = k

e tome {s1, . . . , sk} um transversal de C em G. Seja

N = 〈a, s1, . . . , sk〉
G = 〈aG, sG1 , . . . , s

G
k 〉.

Note que NEG, dáı N será um FC-grupo finitamente gerado e, pelo Teorema

2.1

T(N) = {x ∈ N; o(x) <∞} é finito.

Veja agora que se x ∈ C, então

(xa)ti = xtiati = xati pois C 6 CG(ti).

Conclúımos, portanto, que

(xa)G = {xati , xat2 , . . . , xatd},

pois |(xa)G| 6 d e todos os xati são distintos.

Assim, para qualquer y ∈ C, temos (xa)y = xati para algum i, e isso nos dá

xyay = xati ⇒ xy = xati(a−1)y

⇒ x−1xy = ati(a−1)y

⇒ [x,y] = ati(a−1)y ∈ N

Portanto, C
′

6 N. Veja ainda que
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G = 〈C, s1, . . . , sk〉 6 NC 6 G, o que implica que G = NC.

Usando as propriedades dos comutadores (lembre-se que NEG):

G
′

= [G,G] = [NC,G] = [N,G][C,G].

Veja que [N,G] 6 N, pois N é normal. Dáı

[N,G][C,G] 6 N[C,NC].

Agora observe que [C,NC] = 〈[c,nc1] = [c, c1][c,n]
c1, com c, c1 ∈ C e n ∈

N〉 6 C
′

N, já que [C,n]c1 ⊂ N, pois NEG. Dáı

G
′

6 NC
′

N 6 N.

Pelo Teorema de Neumann, G
′

⊂ T(G), portanto,

G
′

⊆ T(G) ∩N = T(N) que é finito

Logo G
′

é finito.

�

A prova do Teorema Principal desse trabalho é baseada na idéia usada na

demonstração do clássico Lema de Dietzmann o qual demostraremos agora.

Definição 2.3. Seja X um subconjunto de G. Dizemos que X é normal se,

para qualquer x ∈ X, xg ∈ G para todo g ∈ G.

Lema 2.1 (Lema de Dietzmann). Em qualquer grupo G, um subconjunto

normal finito X = {x1, . . . , xn} com o(xi) < ∞, para todo i = 1, . . . ,n, gera

um subgrupo normal finito com no máximo

n∏

i=1

o(xi) elementos.

Prova: Sejam X = {x1, . . . , xn} um subconjunto normal e H = 〈X〉

Afirmação: HEG
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De fato, tome h ∈ H e g ∈ G arbitrários.

Se h ∈ H, então h = xm1

1 · · ·xmn
n , onde mi ∈ Z e xi ∈ X,

Então

hg = g−1hg = g−1xm1

1 · · ·xmn
n g

= g−1xm1

1 (g−1g) · · · (g−1g)xmn
n g

= (xm1

1 )g(xm2

2 )g · · · (xmn
n )g

= (xg1 )
m1(xg2 )

m2 · · · (xgn)
mn ∈ 〈X〉 = H para todo g ∈ G

Portanto, HEG

Resta mostrar que H é finito. Para isso tomaremos um elemento arbitário

1 6= h ∈ H e estudaremos as possibilidades de se escrever este elemento como

combinação dos x
′

is ∈ X. Se estas forem finitas então , necessariamente, H

será finito.

Se h ∈ H, então h = xm1
α1
· · ·xmr

αr
, onde 1 6 αi 6 n

Em geral existem muitas formas de se expressar h, entre elas consideraremos

as de menor comprimento, digamos r.

Além disso, entre essas expressões de menor comprimento existe uma que

aparece primeiro na ordem lexicográfica ( a ordem do dicionário )

Esta é a ordem em que (α1, . . . ,αr) precede (α
′

1, . . . ,α
′

r) se αi = α
′

i para

i < s e αs < α
′

s, para algum s 6 r.

Denote esta primeira expressão por h = y1y2 · · ·yr, onde yi = x
mi
αi

.

Nosso principal objetivo é mostrar que os fatores de h estão ordenados de

modo que α1 < α2 < · · · < αr.

Os únicos dois casos em que isso não ocorreria seriam

Caso 1: αi = αj, para i < j.
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Seja

h = y1 · · ·yi−1yiyi+1 · · ·yj−1yjyj+1 · · ·yr (2.1)

Perceba que podemos mover yj para a esquerda, da seguinte maneira

h = y1 · · ·yi−1yi(yjy
−1
j )yi+1(yjy

−1
j ) · · · (yjy

−1
j )yj−1(yjy

−1
j )yjyj+1 · · ·yr

= y1 · · ·yi−1(yiyj)y
yj

i+1 · · ·y
yj

j−1yj+1 · · ·yr (2.2)

Note que (2.2) tem comprimento menor que r.

De fato, como yi = xmi
αi

e yj = x
mj
αj

e estamos supondo αi = αj = αk

então

yiyj = x
mi
αk
x
mj
αk

= xmk
αk

= yk onde 1 6 k 6 r

Mas isso contraria a minimalidade do comprimento r de h. Portanto, todos

α
′

is são diferentes.

Caso 2: Suponha αi > αi+1. Escreva

h = y1 · · ·yiyi+1 · · ·yr onde yi = x
mi
αi

. (2.3)

Observe que, dessa forma, não temos a ordenação crescente de ı́ndices, o que

vamos fazer então, é inverter as posições de, da seguinte forma: xmi
αi

e x
mi+1
αi+1

h = y1 · · · (yi+1y
−1
i+1)yiyi+1 · · ·yr

= y1 · · ·yi+1y
yi+1

i · · ·yr

= xm1

α1
· · ·xmi+1

αi+1
(xmi

αi
)yi+1 · · ·xmr

αr

Agora temos a ordem crescente nos ı́ndices, no entanto esta expressão precede

(2.3) na ordenação de r-uplas.

xm1

α1
· · ·xmi+1

αi+1
(xmi

αi
)yi+1 · · ·xmr

αr
< xm1

α1
· · ·xmi

αi
xmi+1
αi+1

· · ·xmr
αr

Mas isso é um absurdo, pois (2.3) é a primeira expressão que aparece na

ordem de r-uplas (ordem lexicográfica). Então devemos ter αi < αi+1 e,

portanto, α1 < α2 < · · · < αr.
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Essa conclusão nos auxilia a dizer que as possibilidades de se expressar h são

no máximo
n∏

i=1

o(xi).

De fato, basta observar que dado h ∈ H, h = xm1

1 · · ·xmn
n onde mi ∈ Z e

mi 6 o(xi).

�

Definição 2.4. Um subgrupo H de G está FC-mergulhado em G se xH é

finito, para todo x ∈ G.

Definição 2.5. Um subgrupo H de G está BFC-mergulhado em G se xH

é finito, para todox ∈ G e o número de elementos de xH é limitado por uma

constante que independe da escolha de x.

Exemplos de FC-grupos (respectivamente, BFC-grupos) são dados por grupos

G nos quais o subgrupo verbal w(G) está FC-mergulhado (respectivamente,

BFC-mergulhado) em G.

2.2 FC(w)-grupos e BFC(w)-grupos

Seja w uma palavra em n variáveis. Nessa seção apresentaremos os

conceitos de FC(w)-grupo e BFC(w)-grupo, que são generalizações de FC-

grupos e BFC-grupos, respectivamente, com relação à palavra w. O primeiro

conceito foi apresentado em [1] por S. Franciosi, F. de Giovanni e P. Shumy-

atsky. e o segundo em [8] por S. Brazil, A. Krasilnikov e P. Shumyatsky.

Uma palavra é uma expressão nas variáveis xi da seguinte forma

w = xε1

1 · · ·x
εn
n ,

onde εi ∈ Z, com xi 6= xi+1, para todo i = 1, . . . ,n− 1.

Dada uma palavra w e um grupo G, podemos avaliar w nos elementos de G.

Exemplo: Seja w a palavra comutador e G um grupo qualquer. Então

w(g1, g2) = g
−1
1 g

−1
2 g1g2, com gi ∈ G, para i = 1, 2.
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Definição 2.6. Sejam G um grupo e w = w(g1, . . . , gs), onde g1 ∈ G,

denotaremos por

Gw = {w(g1, g2, . . . , gn)/gi ∈ G}

o conjunto de todos os w-valores em G, e por w(G) o subgrupo verbal

de G correspondente a palavra w. Em outras palavras, w(G) é o subgrupo

gerado pelo conjunto Gw, ou seja, w(G) = 〈Gw〉.

Definição 2.7. Uma palavra w é dita concisa se, para cada grupo G tal que

Gw é finito, tivermos w(G) também finito.

Definição 2.8. Uma palavra w é dita limitadamente concisa se, para

cada grupo G tal que |Gw| 6 m, tivermos |w(G)| 6 c, para algum inteiro

c = c(m) dependendo somente de m.

Definição 2.9. O grupo G é um FC(w)-grupo se xGw é finito, para cada

elemento x ∈ G, ou ainda, G é um FC(w)-grupo se Gw está FC-mergulhado

em G.

Proposição 2.3. Se G é um grupo tal que o subgrupo verbal w(G) está

FC-mergulhado em G, então G é um FC(w)-grupo.

Prova: Temos Gw ⊂ w(G). Assim, xGw ⊂ xw(G). Como xw(G) é finito,

para todo x ∈ G, temos que xGw também é finito, logo G é FC(w)-grupo.

�

A rećıproca da proposição acima é verdadeira se a palavra w for concisa.

Na verdade essa rećıproca é o teorema que enunciaremos agora e cuja de-

monstração, que omitiremos aqui, é parte fundamental da Dissertação de

Mestrado [5].

Teorema 2.3. Se w é uma palavra concisa e G um FC(w)-grupo então o

subgrupo verbal w(G) está FC-mergulhado em G.

Prova: Ver referência [5].
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Definição 2.10. Diremos que G é um BFC(w)-grupo se xGw é finito e

limitado por uma constante m, para todo x ∈ G. Em outras palavras, G é

um BFC(w)-grupo se Gw está BFC-mergulhado em G. O menor limite m é

chamado o ı́ndice do BFC(w)-grupo G.

2.3 Prova do Teorema Principal

O principal objetivo desse trabalho é demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.4. Seja w uma palavra limitadamente concisa. Um grupo G é

um BFC(w)-grupo se, e somente se, w(G) está BFC-mergulhado em G.

Para isso iremos demonstrar uma série de lemas que nos levarão a demons-

tração desse teorema.

Definição 2.11. Usaremos o termo {a,b, c, . . .}-limitado para significar li-

mitado superiormente por alguma função que depende somente dos parâmetros

a,b, c, . . . .

Definição 2.12. Seja G um grupo e H 6 w(G). Dizemos que H tem w-

ı́ndice finito, se existem g1, . . . , gm ∈ w(G) tais que:

Gw ⊆
m
⋃

i=1

Hgi

Se m for minimal com tal propriedade, dizemos que H tem w-́ındice m.

Lema 2.2. Seja G um grupo. Se H e K são subgrupos de w(G) com w-

ı́ndices m e n, respectivamente, então a interseção H∩K tem w-́ındice finito

no máximo mn.

Prova: Suponha que H e K tenham w-́ındices m e n respectivamente, então

existem x1, . . . , xm, y1, . . . ,yn elementos de w(G), tais que:

Gw ⊆
m
⋃

i=1

Hxi e Gw ⊆
n
⋃

j=1

Kyj
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Portanto,

Gw ⊆ (

m
⋃

i=1

Hxi∩
n
⋃

j=1

Kyj) ⊆
⋃

i,j

(Hxi∩Kyj) =
⋃

i,j

(Hzij∩Kzij) =
⋃

i,j

(H∩K)zij

Onde zij ∈ Hxi ∩ Kyj

Vamos verificar que a última igualdade é verdadeira,

⊆⌋ Tome g ∈ Hzij ∩ Kyij 6= ∅ então g = hzij = kzij, portanto h = k = l

então g = lzij onde l ∈ H ∩ K ∴ g ∈ (H ∩ K)zij

⊇⌋ Tome g ∈ (H ∩ K)zij ⇒ z = lzij onde l ∈ H ∩ K

∴ l ∈ H ⇒ g = lzij ∈ Hzij e l ∈ K ⇒ g = lzij ∈ Kzij

∴ g ∈ Hzij ∩ Kzij. Dáı segue a igualdade como queŕıamos mostrar.

Como 1 6 i 6 m e 1 6 j 6 n, segue que 1 6 ij 6 mn e, portanto, H ∩ K

tem w-́ındice no máximo mn.

�

Corolário 2.1. Seja G um grupo. Se H1, . . . ,Hs são subgrupos de w(G)

com w-́ındices m1, . . . ,ms, respectivamente, então a interseção

s
⋂

i=1

Hi tem

w-́ındice no máximo m1 · · ·ms.

Prova: Faremos uma prova por indução sobre s > 2

• O resultado vale para s=2, (pelo Lema 2.2).

• Suponha que vale o resultado para s − 1, isto é, H1 ∩ . . . ∩ Hs−1 tem

w-́ındice no máximo m1 . . .ms−1.Assim,

Gw ⊆

m1···ms−1
⋃

i=1

(H1 ∩ . . . ∩Hs−1)xi.

Seja Hs 6 w(G) com w-́ındice ms, então Gw ⊆
ms
⋃

i=1

Hsyi.

Devemos mostrar que existem z1, . . . , zm1···ms
tais que:

Gw ⊆
m1···ms
⋃

i=1

(H1 ∩ . . . ∩Hs)zi
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Para isso basta fazer H1 ∩ . . .∩Hs−1 = H e Hs = K. Então, pelo Lema 2.2,

temos

Gw ⊆
⋃

i,j

(Hxi ∩ Kyj) =
⋃

i,j

(Hzij ∩ Kzij) =
⋃

i,j

(H ∩ K)zij

onde zij ∈ Hxi ∩ Kyj. Desde que 1 6 i 6 m1 · · ·ms−1 e 1 6 j 6 ms, segue

que 1 6 ij 6 m1 · · ·ms, portanto, H∩K = H1∩ . . .∩ Hs−1∩Hs tem w-́ındice

no máximo m1 · · ·ms.

�

Lema 2.3. Um grupo G é um BFC(w)-grupo de ı́ndice m se, e somente se,

Cw(G)(x) tem w-́ındice no máximo m, para todo x ∈ G.

Prova: ⇒⌋ Suponha que G é um BFC(w)-grupo tal que |xGw | 6 m, para

todo x ∈ G. Então, para cada x ∈ G, existem g1, . . . , gs ∈ Gw dois a dois

distintos tais que

xGw = {xg1 , . . . , xgs}, onde 1 6 s 6 m

Se mostrarmos que Gw ⊆
s
⋃

i=1

Cw(G)(x)gi, então Cw(G)(x) terá w-́ındice no

máximo s.

Para isso, tome h ∈ Gw um w-valor qualquer. Assim,

xh ∈ xGw ⇒ xh = xgi ,

para algum 1 6 i 6 m.

Portanto,

h−1xh = g−1
i xgi ⇒ hh−1xhg−1

i = hg−1
i xgig

−1
i

⇒ xhg−1
i = hg−1

i x

⇒ hg−1
i ∈ Cw(G)(x)

⇒ h ∈ Cw(G)(x)gi.

Como h foi tomado arbitrariamente, temos Gw ⊆
s
⋃

i=1

Cw(G)(x)gi. Desde

que 1 6 s 6 m, segue que Cw(G)(x) tem w-́ındice no máximo m, para todo
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x ∈ G.

⇐⌋ Reciprocamente, suponha que Cw(G)(x) tenha w-́ındice no máximo m,

para todo x ∈ G. Então existem g1, . . . , gs ∈ w(G), com 1 6 s 6 m, tais

que

Gw ⊆
s
⋃

i=1

Cw(G)(x)gi.

Dessa forma, dado h ∈ Gw, existe i ∈ {1, . . . , s} tal que h ∈ Cw(G)(x)gi. Dáı

hg−1
i ∈ Cw(G)(x) ⇒ xhg−1

i = hg−1
i x

⇒ h−1xhg−1
i gi = h

−1hg−1
i xgi

⇒ xh = xgi para algum i ∈ {1, . . . , s}.

Podemos concluir que xGw = {xg1 , . . . , xgs} é finito, para todo x ∈ G, e

não excede m, isto é, G é um BFC(w)-grupo.

�

Lema 2.4. Seja w uma palavra limitadamente concisa e G = 〈x1, . . . , xs〉

um grupo finitamente gerado. Se G é um BFC(w)-grupo tal que |xGw | 6 m,

para todo x ∈ G, então o ı́ndice de w(G)∩Z(G) em w(G) é {w,m}-limitado.

Prova: Primeiro vamos mostrar que

w(G) ∩ Z(G) =
s
⋂

i=1

Cw(G)(xi). (2.4)

Tome y ∈ w(G)∩Z(G), então y ∈ w(G) e y ∈ Z(G) , assim y ∈ Cw(G)(xi),

para todo i = 1, . . . , s, logo y ∈
s
⋂

i=1

Cw(G)(xi).

Por outro lado, se y ∈
s
⋂

i=1

Cw(G)(xi), então y ∈ w(G) e, além disso, yxi =

xiy, para todo i = 1 . . . , s. Resta verificar se yg = gy, para g tomado

arbitráriamente em G, o que implicará y ∈ Z(G).

De fato, dado g ∈ G arbitrário, temos
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yg = y(xα1

1 . . . xαs
s ) =︸︷︷︸

yx
αi
i = x

αi
i y

(xα1

1 . . . xαs
s )y = gy.

Portanto, y ∈ Z(G) e dáı y ∈ w(G) ∩ Z(G).

Agora provaremos o Lema 2.4

Seja G um BFC(w)-grupo de ı́ndice m. Pelo Lema 2.3, Cw(G)(xi) tem

w-́ındice no máximo m, para todo xi, i = 1, . . . , s.

Pelo Lema 2.1 e pela igualdade (2.4), segue que w(G) ∩ Z(G) tem w-́ındice

no máximo ms.

Faça H = w(G)∩Z(G). Observe que HEG, pois H 6 Z(G), então podemos

considerar

K =
G

H
.

Considere w uma palavra limitadamente concisa definida da seguinte forma

w = xl11 · · ·x
ln
n , com xi 6= xj e li ∈ Z.

Seja Kw o conjunto dos w-valores de K, vamos verificar que

Kw = {Hg; g ∈ Gw}.

De fato,

w(Hg1, . . . ,Hgn) = (Hg1)
l1 · · · (Hgn)

ln = Hgl11 · · ·Hg
ln
n

= H(gl11 · · ·g
ln
n )

= Hw(g1, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
g ∈Gw

Afirmação: Kw é finito e limitado.

Como H = w(G) ∩ Z(G) tem w-́ındice no máximo ms, temos que

Gw ⊆
ms
⋃

i=1

Hgi.

Portanto, dado Hg ∈ Kw, com g ∈ Gw, segue que

g ∈
ms
⋃

i=1

Hgi ⇒ g ∈ Hgi, para algum i ∈ {1, . . . ,ms} ⇒ Hg = Hgi.
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Portanto, |Kw| 6 m
s.

Sendo w uma palavra limitadamente concisa, segue da definição que w(K) =

〈Kw〉 é também finito e limitado por uma constante que depende somente de

m e w, ou seja,

|w(K)| 6 c(ms,w).

Observe que

w(G)

H
= {Hg; g ∈ w(G)} = 〈Hg; g ∈ Gw〉 = 〈Kw〉 = w(K),

Logo |w(G) : w(G) ∩ Z(G)| =

∣

∣

∣

∣

w(G)

w(G) ∩ Z(G)

∣

∣

∣

∣

= |w(K)| 6 c(ms),

Ou seja, o ı́ndice de w(G) ∩ Z(G) em w(G) é limitado superiormente por

uma função que só depende de w e m, portanto, é {w,m}-limitado.

�

Lema 2.5. Seja w uma palavra limitadamente concisa, G um BFC(w)-grupo

de ı́ndice m e y ∈ Gw. Então existe um inteiro positivo n, {w,m}-limitado

tal que yn ∈ Z(G).

Prova: Seja x ∈ G um elemento arbitrário de G e seja y = w(g1, . . . , gs) ∈

Gw, onde gi ∈ G. Defina o subgrupo:

E = 〈x, g1, . . . , gs〉.

Então x ∈ E e y ∈ Ew = {w(h1, . . . ,hs); hi ∈ E} ⊆ w(E).

Como E ⊆ G segue que E é um BFC(w)-grupo finitamente gerado.

Desde que | xGw |6 m para todo x ∈ G, segue que |xEw | 6 m para todo x ∈ E.

Assim, pelo Lema 2.4, o ı́ndice de w(E) ∩ Z(E) é {w,m}-limitado, ou seja,
∣

∣

∣

∣

w(E)

w(E) ∩ Z(E)

∣

∣

∣

∣

= |{(w(E) ∩ Z(E))g; g ∈ w(E)}| 6 c(w,m)

Logo, deve existir um inteiro n 6 c(w,m) tal que yn comuta com x. De

fato, basta considerar n como sendo a ordem de (w(E) ∩ Z(E))y, então:

(w(E) ∩ Z(E))yn = [(w(E) ∩ Z(E))y]n = w(E) ∩ Z(E)
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Portanto yn ∈ w(E)∩Z(E) e , em particular, yn ∈ Z(E). Como x ∈ E, temos

ynx = xyn. Como x foi tomado arbitrário em G, conclúımos que yn ∈ Z(G).

�

Agora vamos assumir que w é uma palavra limitadamente concisa e G é

um BFC(w)-grupo.

Considere, como no Lema 2.5, G um BFC(w)-grupo de ı́ndice m, ou seja,

|xGw | 6 m, para todo x ∈ G.

Seja x um elemento arbitrário de G e u1, . . . ,uk = 1 elementos de Gw

tais que

xGw = {xu1 , xu2 , . . . , xuk = x}.

Como |xGw | 6 m, segue que k 6 m.

Escolha arbitrariamente um elemento h ∈ w(G).

Afirmação: h pode ser escrito como um produto de alguns elementos de

Gw e um elemento de Z(G).

De fato, pelo Lema 2.5, dado y ∈ Gw, existe um inteiro n, {w,m}-limitado

tal que yn ∈ Z(G).

Faça G =
G

Z
, onde Z = Z(G), então Gw = {gZ; g ∈ Gw}

Tome y ∈ Gw. Então y = yZ, portanto, (y)n = (yZ)n = ynZ = Z.

Isso significa que todo w-valor de G tem ordem finita módulo Z(G) e, assim,

todo elemento de w(G) é um produto finito de elementos de Gw.

Perceba que w(G) =
w(G)Z

Z
= 〈Gw〉 = 〈y; y ∈ Gw〉.

Assim, dado h ∈ w(G) temos h = y1 · · ·yr = y1 · · ·yr.

Dáı hZ = (y1 · · ·yr)Z e, portanto, h = y1 · · ·yrz; z ∈ Z, como queŕıamos

demonstrar.
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Lema 2.6. Seja h = zd1 . . .dq, onde z ∈ Z(G) e d1 . . .dq ∈ Gw. Então

xh = xui1
ui2

...uiq

para certos i1, . . . , iq tais que 1 6 i1, i2, . . . , iq 6 k.

Prova: Usaremos indução sobre q > 1.

• Se q=1, então o Lema é de fato verdadeiro pois, para h = zd1, temos

xh = xzd1 = (zd1)
−1x(zd1) = d

−1
1 z

−1xzd1 = d
−1
1 xd1 = x

d1 = xui ,

para algum 1 6 i 6 k.

• Suponha que o Lema seja verdadeiro para elementos de w(G) que po-

dem ser escritos como produto de no máximo q − 1 elementos de Gw.

Já temos também que: xd1 = xui , para algum 1 6 i 6 k.

Dáı,

xh = xzd1···dq = (zd1 · · ·dq)
−1x(zd1 · · ·dq)

= d−1
q · · ·d−1

1 (z−1xz)d1 · · ·dq

= d−1
q · · ·d−1

1 xd1 · · ·dq

= (d1 · · ·dq)
−1x(d1 · · ·dq) = x

d1···dq

= (xd1)d2···dq

= (xui)d2···dq = xuid2(u
−1
i ui)d3(u

−1
i ui)···(u

−1
i ui)dq(u

−1
i ui)

= xd
′

2d
′

3···d
′

qui onde d
′

j = uidju
−1
i

Note que d
′

j = uidju
−1
i ∈ Gw, para todo j. De fato:

d
′

j = uidju
−1
i = d

u−1
i

j = (gl11 · · ·g
ln
n )u

−1
i = (g

u−1
i

1 )l1 · · · (g
u−1

i
n )ln = w(g

u−1
i

1 · · ·g
u−1

i
n )

︸ ︷︷ ︸
∈Gw

Pela hipótese de indução,

xd
′

2d
′

3···d
′

q = xui1
··· uiq−1 ,

para certos i1, . . . , iq−1, logo

xh = xd
′

2d
′

3···d
′

qui = xui1
··· uiq−1

ui ,

como queŕıamos demonstrar.

�
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Vamos definir agora, um tipo de ordem lexicográfica do final para o ińıcio,

análoga aquela que definimos para provar o Lema de Dietzmann .

Defina uma ordem < sobre o conjunto de todos os produtos da forma:

ui1ui2 · · ·uiq (q > 1, 1 6 is 6 k ∀ s) como segue.

Escreva,

ui1ui2 · · ·uiq < ui ′1ui ′2 · · ·ui ′q ′

Se e somente se uma das seguintes condições forem satisfeitas:

i) q < q ′

ii) q = q ′ e existir um inteiro t 6 q tal que it < i
′

t e is = i
′

s ′ ∀ s > t.

Suponha agora que ui1ui2 · · ·uiq é o menor produto dos elementos ui1 · · ·uik

tal que:

xh = xui1
ui2

···uiq

Devemos mostrar que i1 > i2 > · · · > iq.

De fato, suponha por absurdo que in < in+1, para algum 1 6 n 6 q. Então

teremos

xh = xui1
···uin−1

uinuin+1
uin+2

···uiq = xui1
···uin−1

u
′

uinuin+2
···uiq ,

onde u
′

= uinuin+1
u−1
in

∈ Gw. Portanto,

xh =
(

xui1
···uin−1

u
′
)uinuin+2

···uiq

Pelo Lema 2.6 temos:

xui1
···uin−1

u
′

= x
u

i
′

1

···u
i
′

n
u

i
′

n+1

Para certos i
′

1, . . . , i
′

n−1, i
′

n+1. Dáı

xh = x
u

i
′

1

···u
i
′

n
u

i
′

n+1

uin
uin+2

···uiq

Mas isso é uma contradição com a escolha do produto ui1ui2 · · ·uiq como

sendo o menor, pois

ui
′

1
· · ·ui

′

n
ui

′

n+1
uin
uin+2

· · ·uiq < ui1 · · ·uin−1
uinuin+1

uin+2
· · ·uiq
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já que estamos supondo in < in+1. Logo

xh = xui1
ui2

···uiq ,

onde i1 > i2 > · · · > iq, ou equivalentemente,

xh = xu
lk−1
k−1 ···u

l1
1

para inteiros não negativos l1, l2, . . . , lk−1 onde k 6 m.

Pelo Lema 2.5, existe um inteiro positivo n, {w,m}-limitado tal que yn ∈

Z(G), para cada y ∈ Gw. Assim, podemos assumir 0 6 li < n, para todo i.

Isso significa que existem, no máximo, nm−1 possibilidades para expressar

xh, pois

|{u
lk−1

k−1 · · ·u
l1
1 }| 6 nm−1

e, portanto,

|xw(G)| 6 nm−1.

Isso significa quew(G) está BFC-mergulhado em G, como queŕıamos demons-

trar.

Reciprocamente, suponha que o subgrupo verbal w(G) está BFC-mergulhado

em G, vamos mostar que G é um BFC(w)-grupo.

De fato, temos Gw ⊂ w(G). Assim, xGw ⊂ xw(G), como xw(G) é finito e

limitado por uma constante que independe da escolha do x, temos que xGw

também é finito e limitado por essa mesma constante, logo G é BFC(w)-

grupo.

�
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Caṕıtulo 3

Palavras Limitadamente

Concisas

Nesse caṕıtulo mostraremos que algumas das palavras mais comuns são

limitadamente concisas.

3.1 Palavra Não Comutador

Vamos iniciar este caṕıtulo mostrando que toda palavra não comutador é

limitadamente concisa.

• Uma palavra é chamada não comutador se, vista como um elemento

de um grupo livre F, não pertence ao subgrupo derivado F ′.

Suponha w(x1, . . . , xn) uma palavra não comutador. Então, para algum

i = 1, . . . ,n, a soma dos expoentes de xi em w é não-nula. Digamos que esta

soma seja r > 0.

Dado um grupo G, suponha que Gw seja finito com no máximo m w-valores,

ou seja, |Gw| 6 m.

Faça as seguintes substituições:

Substitua xi por g ∈ G e xj por 1, para todo j 6= i.
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Dessa forma w assume o valor gr que pertencerá a Gw para todo g ∈ G.

Logo (gr)s ∈ Gw, para todo s, pois (gr)s = (gs)r = (h)r ∈ Gw.

Dáı conclúımos que 〈gr〉 ⊆ Gw e, portanto, |〈gr〉| 6 m. Assim,

o(gr) = m ′ 6 m ⇒ ◦(g) = rm
′

6 rm,

ou seja, todo elemento g ∈ G tem ordem finita.

Observemos agora que Gw é um subconjunto normal finito, vimos acima

que w assume o valor gr que pertencerá a Gw, para todo g ∈ G. Devemos

verificar que (w(x1, . . . , xn))
y ∈ G, para todo y ∈ G. De fato,

(w(x1, . . . , xn))
y = (gr)y = y−1gy = y−1 g · · ·g

︸ ︷︷ ︸
r

y = y−1g(yy−1) · · · (yy−1)gy

= gy · · ·gy
︸ ︷︷ ︸

r

= (gy)r ∈ Gw.

Além disso, provamos que todo elemento de Gw tem ordem no máximo mr.

Assim, pelo Lema 2.1 (Dietzmann),

〈Gw〉 = w(G) tem no máximo (mr)m elementos.

Perceba que a finitude de Gw implica na finitude de w(G) e esta depende

apenas de m, portanto, w é limitadamente concisa.

3.2 Palavra Central Inferior

Agora vamos mostrar que a palavra central inferior também é limitada-

mente concisa.

Para um número natural k > 1, as palavras centrais inferiores γk são

definidas recursivamente por:

γ1(x) = x

γ2(x1, x2) = [x1, x2]
...

γk+1(x1, . . . , xk+1) = [γk(x1, . . . , xk), xk+1]
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Claramente, o subgrupo verbal de um grupo G que corresponde a γk é

precisamente o k-ésimo termo da série central inferior de G, definida da

seguinte forma:

γ1(G) = G, γ2(G) = [γ1(G),G], . . . ,γn+1(G) = [γn(G),G].

Denotaremos por Xk(G) o conjunto de todos os γk-valores, ou seja:

Xk(G) = {[g1, . . . , gk]; gi ∈ G}

O conjunto Xk em geral não é um subgrupo, pois o produto de dois elemen-

tos de Xk(G) pode não pertencer a Xk(G). Vale ressaltar, no entanto, que o

conjunto Xk é simétrico, ou seja, x ∈ Xk se, e somente se, x−1 ∈ Xk.

De fato, tome x = [x1, . . . , xk] = [[x1, . . . , xk−1], xk],

então

x−1 = [xk, [x1, . . . , xk−1]] = x
−1
k [x1, . . . , xk−1]

−1xk[x1, . . . , xk−1]

= x−1
k [x1, . . . , xk−1]

−1(x−1
k )−1[x1, . . . , xk−1](x

−1
k xk)

= x−1
k [[x1, . . . , xk−1], x

−1
k ]xk = x−1

k [x1, . . . , xk−1, x
−1
k ]xk

= [x1, . . . , xk−1, x
−1
k ]xk ∈ Xk(G),

pois Xk(G) é um subconjunto normal.

O próximo teorema mostra que as palavras γk são limitadamente concisas.

Teorema 3.1. Sejam m um inteiro positivo e G um grupo tal que |Xk| = m.

Então

|γk(G)| 6 m
m−1

Na demonstração desse teorema utilizaremos o Lema que iremos demonstrar

agora.

Lema 3.1. Seja G um grupo e considere a,b ∈ G. Seja k > 2 um inteiro.

Então

[a,bk] = [a,b]k[a,b,b][a,b2,b] · · · [a,bk−1,b]
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Prova: Usaremos indução sobre k > 2.

Vamos verificar inicialmente que:

[x,yz] =︸︷︷︸
(1)

[x, z][x,y]z =︸︷︷︸
(2)

[x, z][x,y][x,y, z] (3.1)

A igualdade (1) foi mostrada na Proposição 1.5, (iii) então resta verificar (2),

ou seja, [x,y]z = [x,y][x,y, z]

Observe que

[x,y, z] = [[x,y], z] = [x−1y−1xy, z] = (x−1y−1xy)−1z−1(x−1y−1xy)z

= (y−1x−1yx)z−1(x−1y−1xy)z,

Logo

[x,y][x,y, z] = [x,y](y−1x−1yx)z−1(x−1y−1xy)z = [x,y]z

e assim [x,yz] = [x, z][x,y]z = [x, z][x,y][x,y, z].

Portanto, se k = 2, o lema é válido, basta fazer y = z = b e x = a em (3.1),

isto é,

[a,b2] = [a,b][a,b][a,b,b] = [a,b]2[a,b,b].

Suponha que vale para k− 1, ou seja,

[a,bk−1] = [a,b]k−1[a,b,b][a,b2,b] · · · [a,bk−2,b] (3.2)

Então:

[a,bk] = [a,bk−1b] =︸︷︷︸
(3.1)

[a,b][a,bk−1]b = [a,b][a,bk−1][a,bk−1,b]

=︸︷︷︸
(3.2)

[a,b][a,b]k−1[a,b,b][a,b2,b] · · · [a,bk−2,b][a,bk−1,b]

= [a,b]k[a,b,b][a,b2,b] · · · [a,bk−1,b]

�
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Assuma as hipóteses do Teorema 3.1.

Seja Xk = {c1 = 1, c2, . . . , cm}. Defina uma ordem < sobre o conjunto de

todos os produtos da forma ci1ci2 · · · ciq (q > 1, 2 6 ij 6 m, para todo

j = 1, . . . ,q) do seguinte modo:

ci1ci2 · · · ciq < ci ′1ci ′2 · · · ci ′q ′

Se, e somente se, uma das seguintes condições é satisfeita:

(i) q < q ′

(ii) q = q ′ e existe um inteiro t, 1 6 t 6 q, tal que it < i
′

t e

is = i
′

s, para todo s < t.

Desde que Xk é simétrico, qualquer elemento h de γk(G) pode ser escrito

como um produto de elementos de Xk.

Seja h = ci1ci2 · · · ciq o menor destes produtos de elementos não triviais

de Xk. Mostremos que i1 6 i2 6 . . . 6 iq.

De fato, suponha que ij > ij+1, para algum j, então teŕıamos

h = ci1ci2 · · · ciq = ci1 · · · cij−1
cij+1

c ′cij+2
· · · ciq

onde c ′ = c−1
ij+1
cijcij+1

= c
cij+1

ij
∈ Xk, pois Xk é um conjunto normal, o que

contraria a escolha do produto h = ci1ci2 · · · ciq como sendo o menor, pois

ci1 · · ·cij−1
cijcij+1

cij+2
· · · ciq > ci1 · · · cij−1

cij+1
c ′cij+2

· · · ciq,

já que por hipótese ij > ij+1.

Assim , para cada h ∈ γk(G), temos

h = ci1ci2 · · · ciq, com i1 6 i2 6 . . . 6 iq, isto é,

h = cl11 c
l2
2 · · · c

lm
m ,

para inteiros não-negativos l1, l2, . . . , lm.
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Afirmação: Para qualquer b ∈ G, existe um inteiro positivo n 6 m tal

que bn centraliza Xk−1.

Tome w ∈ Xk−1 e considere o conjunto

M = {[w,bi]; 1 6 i 6 m}

Perceba que M ⊆ Xk, e que Xk possui m − 1 elementos não triviais já que

Xk = {c1 = 1, c2, . . . , cm}.

Então devemos ter [w,bn] = 1, para algum n 6 m, ou [w,bi] = [w,bj],

para certos i , j tais que 1 6 i < j 6 m.

• Se o primeiro caso ocorrer, a afirmação está provada.

• Ocorrendo o segundo temos: w−1b−iwbi = w−1b−jwbj ⇒ b−iwbi =

b−jwbj, então: w = bib−jwbjb−i = b−(j−i)wbj−i = wb(j−i)

, ou seja,

[w,bn] = 1, para n = j− i (1 6 n 6 m)

Agora estamos em condições de completar a prova do teorema.

Seja h um elemento arbitrário de γk(G) e seja h = cl22 c
l3
3 · · · c

lm
m o menor pro-

duto escolhido anteriormente. Vamos verificar que 0 6 li < m, para todo 2 6

i 6 m.

Suponha, por absurdo, que li > m, para algum i.

Seja ci = [w,b], onde w = [a1,a2, . . . ,ak−1] e a1,a2, . . . ,ak−1,b ∈ G.

Então, pela afirmação anterior, existe um inteiro positivo n 6 m tal que:

[w,bn] = 1.

Pelo Lema 3.1, temos

1 = [w,bn] = [w,b]n[w,b,b][w,b2,b] · · · [w,bn−1,b]

E, portanto, [w,b]n = d1 · · ·dn−1, onde os di
′

s ∈ Xk.
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O mesmo ocorre param, ou seja: cmi = [w,b]m = d1 · · ·dm−1 para certos

di
′

s ∈ Xk. Portanto,

h = cl22 · · ·c
li−1

i−1c
li
i (c

−m
i cmi )c

li+1

i+1 · · · c
lm
m

= cl22 · · ·c
li−1

i−1c
li−m
i (d1d2 · · ·dm−1)c

li+1

i+1 · · · c
lm
m (3.3)

onde os d1,d2, . . . ,dm−1 ∈ Xk.

Isto é uma contradição com a escolha do produto

h = ci1ci2 · · · ciq = cl22 c
l3
3 · · · c

lm
m

Porque o produto (3.3) contém q − 1 termos e, portanto, é menor que

ci1ci2 · · · ciq.

Dessa forma, para cada elemento h ∈ γk(G), temos:

h = cl22 c
l3
3 · · · c

lm
m︸ ︷︷ ︸

m−1

onde 0 6 li < m para cada 2 6 i 6 m. Isso significa que | γk(G) |6 mm−1,

como queŕıamos demonstrar.

�

3.3 Palavra Derivada

Seja k um inteiro não negativo. Nosso próximo objetivo é mostrar que

as palavras derivadas δk, definidas recursivamente pelas equações:

δ0(x) = x

δ1(x1, x2) = [δ0(x1), δ0(x2)]
...

δk(x1, . . . , x2k) = [δk−1(x1, . . . , x2k−1), δk−1(x2k−1+1, . . . , x2k)],

são limitadamente concisas.

Dado um grupo G, denote por Yk = Yk(G) o conjunto de todos os δk-

comutadores em G, isto é,
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Yk = Yk(G) = {δk(g1, g2, . . . , g2k); gi ∈ G}.

Seja Tk(G) o subgrupo de G gerado por todos os subgrupos ćıclicos contidos

em Yk.

Faça Tk1 (G) = T
k(G) e, para i = 1, 2, . . . , defina

Tki+1(G)como sendo a pré-imagem em G de Tk
(

G

Tki (G)

)

,

ou seja,

• Tk(G) = Tk1 (G) = 〈x ∈ G/〈x〉 ⊆ Yk(G)〉

•
Tki+1(G)

Tki (G)
= Tk

(

G

Tki (G)

)

6

〈

Yk

(

G

Tki (G)

)〉

Portanto,

Tki+1(G) =

〈

x ∈ G/
〈

xTki (G)
〉

⊆ Yk

(

G

Tki (G)

)〉

Lema 3.2. Seja G um grupo solúvel com comprimento derivado k+ 1.

Então Tk
2k
(G) = G(k)

Prova: Usaremos indução sobre k > 0.

Perceba que o Lema é válido para k = 0 pois:

T 0
20
(G) = T 01 (G) = T

0(G) = 〈x ∈ G/ 〈x〉 ⊆ Y0(G) = G〉 = G = G(0)

Vamos verificar que para k = 1 o Lema também é válido e depois provaremos,

por indução, para um k qualquer.

Precisamos mostrar que T2(G) = G
′

.

Do Lema 3.1, sabemos que [a,b2] = [a,b]2[a,b,b] para qualquer G.

Temos
T2(G)

T1(G)
=

〈

xT1 / 〈xT1〉 ⊆ Y1

(

G

T1

)〉

.

Como

Y1

(

G

T1

)

= {gT1 / g ∈ Y1(G)} = Y1(G)T1(G),

segue que T2(G) = 〈x ∈ G / 〈x〉 ⊆ Y1(G)T1(G)〉 e é claro que T2(G) ⊆ G
′

.
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Reciprocamente, se x = [a,b] ∈ G
′

, então [x2,b] = [x,b]x[x,b] = [x,b]2 pois

G(2) = 1 e x ∈ G
′

, dáı [x,b] ∈ T1(G).

Observe que,

[a,b2] = [a,b]2[a,b,b] = [a,b]2[x,b]⇒ [a,b]2 = [a,b2][x,b]−1 ∈ Y1(G)T1(G).

Seguindo, recursivamente, esse processo podemos concluir que

〈x〉 ⊆ Y1(G)T1(G)

e, portanto, x ∈ T2(G).

Suponha que o lema vale para k − 1, ou seja,

Tk−1

2k−1(G) = G
(k−1),

para qualquer grupo com comprimento derivado k.

Vamos mostrar que vale para k.

Se aplicarmos a hipótese de indução para G
′

no lugar de G conlúımos que:

Tk−1

2k−1(G
′

) = (G
′

)(k−1) = G(k)

Fazendo o mesmo para o quociente
G

G(k)
, temos

Tk−1

2k−1

(

G

G(k)

)

=

(

G

G(k)

)k−1

=
G(k−1)

G(k)

Defina

Ri = Tk−1
i (G

′

), se 1 6 i 6 2k−1 e

Ri

G(k)
= Tk−1

i−2k−1

(

G

G(k)

)

, se 2k−1 6 i 6 2k.

Assim,
R2k

G(k)
= Tk−1

2k−2k−1

(

G

G(k)

)

= Tk−1

2k−1

(

G

G(k)

)

=
G(k−1)

G(k)
,

portanto,

R2k = G(k−1)

OBS: Para simplificar a notação escreva: Ti = T
k
i (G).

Mostraremos inicialmente, por indução sobre i, que Ti 6 G
(k)
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• Para i = 1, temos

Tk1 = 〈x; 〈x〉 ⊆ Yk(G)〉 6 〈Yk〉 = G
(k) ⇒ T1 6 G

(k).

• Suponha que vale para i − 1, ou seja, Ti−1 6 G(k). Devemos verificar

que vale para i.

Ti

Ti−1

6

〈

Yk

(

G

Ti−1

)〉

=
〈Yk〉Ti−1

Ti−1

=
G(k)Ti−1

Ti−1

=
G(k)

Ti−1

⇒ Ti 6 G
(k).

Em particular, temos:

T2k 6 G(k)

Agora resta provar que G(k) 6 T2k e dáı o Lema estará demonstrado.

Perceba que isto é equivalente a mostrar que

[Ri,G
(k−1)] 6 Ti

De fato, como R2k = G(k−1), então para i = 2k temos

G(k) = [G(k−1),G(k−1)] = [R2k ,G
(k−1)] 6 T2k

e assim teremos a igualdade G(k) = T2k .

Novamente usaremos indução sobre i. Para mostrar que [R1,G
(k−1)] 6 T1,

escolha arbitrariamente x ∈ Yk−1(G
′

).

tal que 〈x〉 ⊆ Yk−1(G
′

) e y ∈ Yk−1(G)

Perceba que x ∈ G(k), pois 〈x〉 ⊆ Yk−1(G
′

) ⊆ 〈Yk−1(G
′

)〉 = G(k)

Desde que G(k) é um subgrupo normal abeliano de G, para qualquer j temos

[x,y]j = [xj,y] ∈ [Yk−1(G
′

), Yk−1(G)] ⊆ Yk(G) ∀ j ∈ Z.

OBS: A igualdade [x,y]j = [xj,y] pode ser mostrada por indução sobre j,

utilizando apenas a definição de comutador e o fato que Gk é um subgrupo

normal abeliano de G.
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Lembre que T1(G) = 〈x; 〈x〉 ⊆ Yk(G)〉.

Como [x,y]j ∈ Yk(G) ∀ j ∈ Z, então 〈[x,y]〉 ⊆ Yk(G) e assim [x,y] ∈ T1(G).

Desde que R1 e G(k−1) são gerados, respectivamente, pelos elementos x e

y descritos acima, segue que

[R1,G
(k−1)] 6 T1(G).

Suponha i > 2 e [Ri−1,G
(k−1)] 6 Ti−1 como sendo a nossa hipótese de

indução.

OBS: Se mostrarmos o lema para o quociente
G

Ti−1

, ou seja,

(

G

Ti−1

)(k)

6 Tk2k

(

G

Ti−1

)

podemos concluir que G(k) 6 Tk
2k
(G).

De fato, como

Ti−1 6 G
(k) ⇒

(

G

Ti−1

)(k)

=
G(k)

Ti−1

e

Ti−1 6 T
k
2k
(G) ⇒ Tk

2k

(

G

Ti−1

)

=
Tk
2k
(G)

Ti−1

,

Temos
G(k)

Ti−1

=

(

G

Ti−1

)(k)

6 Tk2k

(

G

Ti−1

)

=
Tk
2k
(G)

Ti−1

.

Portanto,

G(k)
6 Tk2k(G).

Podemos ainda supor, sem perda de generalidade, que Ri−1(G) 6 Z(G
(k−1)).

De fato:
[

Ri−1

(

G

Ti−1

)

,

(

G

Ti−1

)(k−1)
]

=

[

Ri−1

Ti−1

,
G(k−1)

Ti−1

]

=
[Ri−1(G),G

(k−1)]Ti−1

Ti−1

= 1

Isso significa que

Ri−1

(

G

Ti−1

)

6 Z

(

(

G

Ti−1

)(k−1)
)

.
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Com base na observação feita acima, passando ao quociente
G

Ti−1

podemos

assumir que Ri−1(G) 6 Z(G
(k−1)).

Temos dois casos a serem analisados:

CASO 1: 2 6 i 6 2k−1.

Escolha arbitrariamente x ∈ Yk−1(G
′

) tal que 〈x〉 ⊆ Yk−1(G
′

)Ri−1 e y ∈

Yk−1(G). Como x ∈ G(k) e G(k) é subgrupo normal abeliano de G(k−1),

podemos mostrar por indução que

[x,y]j = [xj,y], para todo j ∈ Z,

e então concluir que

[x,y]j = [xj,y] ∈ [Yk−1(G
′

), Yk−1(G)] ⊆ Yk(G), para todo j ∈ Z.

Dáı

[x,y]Ti−1 ∈ Yk

(

G

Ti−1

)

= {gTi−1; g ∈ Yk}.

Como

T1

(

G

Ti−1

)

=

〈

wTi−1 ∈
G

Ti−1

; 〈wTi−1〉 ⊆ Yk(G)Ti−1

〉

,

segue que

[x,y]Ti−1 ∈ T1

(

G

Ti−1

)

=
Ti

Ti−1

.

Portanto,

[x,y] ∈ Ti.

Desde que Ri e G(k−1) são gerados, respectivamente, pelos x e y descritos

acima, temos

[Ri,G
(k−1)] 6 Ti.

CASO 2: i > 2k−1.

Escolha arbitráriamente x de Yk−1(G) tal que 〈x〉 ⊆ Yk−1(G)Ri−1 e y ∈
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Yk−1(G).

Observe que, para i = 2k−1 + 1, temos:

Ri−1 = R2k−1+1−1 = R2k−1 = Tk−1

2k−1(G) = (G
′

)(k−1) = G(k).

Como estamos supondo Ri−1 6 Z(G
(k−1)) segue que

[Ri−1,G
(k−1)] = 1.

Dáı

[Ri−1,G
(k−1)] = [R2k−1,G(k−1)] = [G(k),G(k−1)]

= [[G(k−1),G(k−1)],G(k−1)] = [G(k−1),G(k−1),G(k−1)] = 1

Portanto G(k−1) é nilpotente de classe no máximo 2, ou seja:

(G(k−1))
′

6 Z(G(k−1)).

Dáı

G(k) 6 Z(G(k−1)).

Com isso podemos concluir novamente que [x,y]j = [xj,y], para todo j ∈ Z.

Desde que xj ∈ Yk−1(G)Ri−1 e Ri−1 6 Z(G
k−1) temos, para todo j ∈ Z,

[x,y]j = [xj,y] ∈ [Yk−1(G)Ri−1, Yk−1(G)] 6 [Yk−1(G), Yk−1(G)] = Yk(G).

Assim,

[x,y]Ti−1 ∈ T1

(

G

Ti−1

)

=
Ti

Ti−1

⇒ [x,y] ∈ Ti ⇒ [Ri,G
(k−1)] 6 Ti.

�

Teorema 3.2. Seja m um inteiro positivo e G um grupo tal que |Yk| = m.

Então

| G(k) |6 (m!)m.
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Prova: CASO 1: Suponha inicialmente que G é um grupo solúvel com

comprimento derivado k + 1 e |Yk| = m

Do Lema anterior conclúımos que G(k) tem uma série

1 = Tk0 (G) 6 T
k
1 (G) 6 . . . 6 Tk2k(G) = G

(k)

Por simplicidade de notação, escrevemos:

1 = S0 6 S1 6 . . . 6 St = G
(k), (com t = 2k),

onde
Si+1

Si
é finito com Si+1 ⊆ YkSi, para cada i = 0, . . . , k.

Vamos verificar inicialmente que
Si+1

Si
é finito.

• S1 = T
k
1 (G) = 〈 x ; 〈x〉 ⊆ Yk(G)〉 = 〈 x ; xs ∈ Yk(G), ∀ s ∈ Z〉

Como | Yk(G) |= m segue que o(xs) < ∞, para todos ∈ Z. Em particular

o(x) <∞ e pelo Lema de Dietzmann conclúımos que S1 é finito, pois é gerado

por um conjunto normal finito cujos elementos são todos de torção.

•
Si+1

Si
=
Tki+1(G)

Tki (G)
= Tk1

(

G

Tki (G)

)

=

〈

〈xTki 〉 ; 〈xT
k
i 〉 ⊆ Yk

(

G

Tki

)〉

Desde que Yk

(

G

Tki

)

= {gTki ; g ∈ Yk(G)} então

∣

∣

∣

∣

Yk

(

G

Tki

)
∣

∣

∣

∣

6 ∞ e, por-

tanto, a ordem de 〈xTki 〉 é finita.

Novamente pelo Lema de Dietzmann, conclúımos que
Si+1

Si
é finito.

Vamos mostrar que Si+1 ⊆ YkSi. Temos

Si+1 =

〈

x ; 〈xSi〉 ⊆ Yk

(

G

Si

)〉

, onde Yk

(

G

Si

)

= { gSi ; g ∈ Yk(G)}.

Perceba que xSi = gSi, para algum g ∈ Yk(G). Assim, x ∈ gSi e dáı

Si+1 ⊆ Yk(G)Si, para cada i. Então

∣

∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣

∣

· · ·

∣

∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣Gk
∣

∣ . (3.4)
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Afirmação:

∣

∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣

∣

+ · · ·+

∣

∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣

∣

6 m− 1+ t.

Vamos mostrar que, para cada elemento não trivial f ∈
Si+1

Si
; 0 6 i 6 t− 1,

existe v ∈ Yk r {1} tal que f = vSi.

Considere a aplicação

Ψ : Yk r {1}−→B =

(

S1

S0
− 1

)

∪̇

(

S2

S1
− 1

)

∪̇ · · · ∪̇

(

St

St−1

− 1

)

.

Dado v ∈ Yk r {1} existe i tal que v ∈ Si+1 r Si, para i = 0, . . . , t − 1, pois

Yk ⊆ G
k = St. Defina ψ(v) = vSi.

Dado f ∈ B, temos f ∈
Si+1

Si
− 1, para algum i, e assim f = xSi, onde

x ∈ Si+1 r Si.

Como Si+1 ⊆ YkSi, segue que x = vsi, logo f = vSi, para v ∈ Yk r {1},

ou seja, dado f ∈ B existe v ∈ Yk r {1} tal que ψ(v) = vSi = f. Por-

tanto ψ : Yk r {1} −→ B é sobrejetiva.

Isso implica que | B | 6 |Yk r {1}| = m− 1.

Observe que | B | =

∣

∣

∣

∣

S1

S0
− 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

S2

S1
− 1

∣

∣

∣

∣

+ · · ·+

∣

∣

∣

∣

St

St−1

− 1

∣

∣

∣

∣

.

Portanto,
∣

∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣

∣

+ · · ·+

∣

∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣

∣

6 m − 1+ t. (3.5)

Relembre a Desigualdade Entre as Médias Aritmética e Geométrica

(a1 · · ·an)
1/t 6

a1 + · · ·+ an

t

Logo de (3.4) e (3.5) temos

(
∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣
· · ·
∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣

)1/t

6

∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣
+ · · ·+

∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣

t
,

ou seja, |G(k)|1/t 6
m − 1+ t

t
.
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• Se t = 1 então |G(k)| 6 m 6 (m!)m

• Se t > 2 então
∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣
> 2,

∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣
> 2 . . .

∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣
> 2.

Observe que:

2t 6
∣

∣

∣

S1

S0

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

S2

S1

∣

∣

∣
+ · · ·+

∣

∣

∣

St

St−1

∣

∣

∣
6 m − 1+ t

⇒ 2t 6 m − 1+ t ⇒ t 6 m− 1 e t > 2

Dáı:

∣

∣G(k)
∣

∣

1/t
6

(m− 1+ t

t

)

⇒

(

∣

∣G(k)
∣

∣

1/t

)t

6

(m− 1+ t

t

)t

∣

∣G(k)
∣

∣ 6

(

m−1+t
t

)t

6
︸︷︷︸

t6m−1

(

m−1+t
t

)m−1

6
︸︷︷︸
t>2

(

m−1+t
2

)m−1

6
︸︷︷︸

t6m−1

(m− 1)m−1

Observe que : m − 1 6 (m!) ⇒ (m− 1)m−1 6 (m!)m−1 6 (m!)m

Portanto,
∣

∣G(k)
∣

∣ 6 (m!)m

CASO 2: Suponha G um grupo qualquer com |Yk| = m.

OBS: Yk é um conjunto normal então YG
k = Yk

Vamos mostrar que
∣

∣G(k) : Z(G(k))
∣

∣ 6 m!.

Considere a ação

ϕ : G(k) −→ SYk

g −→ ϕg : x −→ gxg−1

Como YG
k = Yk temos gxg−1 ∈ Yk.

• ϕg está bem definida. De fato:

x = y ⇒ gxg−1 = gyg−1 ⇒ ϕg(x) = ϕg(y).

• ϕ é bijeção

ϕ é injetiva, pois ϕg(x) = ϕg(y)⇒ gxg−1 = gyg−1 ⇒ x = y

ϕ é sobrejetiva, pois é injetiva de Yk em Yk e Yk é finito.
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• Nucϕ =
{
g ∈ G(k) ; ϕg = Id

}
=

{
g ∈ G(k) ; gxg−1 = x ∀ x ∈ Yk

}

= Z(G(k)).

Agora, pelo Primeiro Teorema dos Isomorfismos, temos

G(k)

Z(G(k))
⋍ Im(ϕ) 6 SYk

Logo,

∣

∣

∣

G(k)

Z(G(k))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|SYk
| = |Sm| = m! ⇒

∣

∣G(k) : Z(G(k))
∣

∣ =

∣

∣G(k)
∣

∣

∣

∣Z(G(k))
∣

∣

6 m!

Segue do Teorema 1.6 (Schur) que G(k+1) = [G(k),G(k)] tem expoente no

máximo m!.

Observe que Yk+1 ⊆ Yk ( Basta usar indução sobre k).

Suponha que
∣

∣Yk+1

∣

∣ = l onde l 6 m. Como G(k+1) = 〈Yk+1〉 , Y
G
k+1 = Yk+1 e

G(k+1) tem expoente no máximo m!, segue que todos os seus elementos tem

ordem finita no máximo m!.

Logo, pelo Lema de Dietzmann, temos

|G(k+1)| 6 (m!)l.

Como o grupo quociente
G

G(K+1)
é solúvel com comprimento derivado k+ 1,

veja também que
∣

∣

∣

∣

Yk(
G

G(k+1)
)

∣

∣

∣

∣

6 m− l+ 1

De fato:

Yk

( G

G(k+1)

)

=
{
gG(k+1) ; g ∈ Yk(G)

}

=
{
g1G

(k+1), g2G
(k+1), . . . , glG

(k+1), gl+1G
(k+1), . . . , gmG

(k+1)
}

Como g1, . . . , gl ∈ Yk+1 ⊆ G
(K+1) segue que:

g1G
(k+1) = g2G

(k+1) = · · · = glG
(k+1) = G(k+1),

E dáı
∣

∣

∣

∣

Yk(
G

G(k+1)
)

∣

∣

∣

∣

6 m − l + 1.
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Então, pelo CASO 1, podemos concluir que:

|
G(k)

G(k+1)
| 6 ((m− l+ 1) − 1)((m−l+1)−1) = (m− l)(m−l).

Assim,

∣

∣G(k)
∣

∣=
∣

∣

∣

G(k)

G(k+1)

∣

∣

∣

∣

∣G(k+1)
∣

∣ 6 (m− l)(m−l)(m!)l

6 (m!)m−l(m!)l

6 (m!)m

E isso completa a prova do teorema.

�

3.4 Um BFC(w)-grupo G com w(G) não FC-

mergulhado.

Uma palavra w é chamada verbose se não é concisa.

Sabemos que se w é uma palavra concisa e xGw é finito, então xw(G)

também é finito, resultado mostrado em [1] por Silvana Franciosi, Francesco

Giovanni e Pavel Shumyatsky.

Este teorema pode ser utilizado para construção de uma palavra verbose.

Com efeito, Ivanov [7] construiu um grupo 2-gerado livre de torção A, com
A

Z(A)
infinito de expoente p2m, onde p é primo maior que 5000 e n é im-

par maior que 1010. Também, a palavra v(x,y) = [[xpn,ypn],ypn]
n
toma

somente dois valores em A e Z(A) = 〈v0〉 onde v0 é o valor não-trivial de v

em A (isto é, Av = {1, v0}).

Seja A o grupo acima e B = 〈b〉 com o(b) = 2. Considere G(A×A)⋊θB

onde
θ : B −→ Aut(A×A)

b 7−→ θ(b) : (x,y)→ (y, x)

então

G = {(x,y)b
i

/x,y ∈ A e i = 0, 1} e (x,y)b = (y, x)
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Defina n(x,y) = v(x2,y2). Mostraremos que |Gw| 6 4 e que bw(G) é infinito,

com isso w(G) também é infinito e portanto w não pode ser concisa.

Para isso, faça K = A×A. Então

Kv = {v((x, x ′), (y,y ′))/x,y, x ′,y ′ ∈ A}

= {(v(x,y), v(x ′,y ′))/x,y, x ′,y ′ ∈ A}

= {(1, 1), (1, v0), (v0, 1), (v0, v0)}

Agora,
G

K
≃ B e portanto

∣

∣

∣

∣

G

K

∣

∣

∣

∣

= 2. Dáı g2 ∈ K para todo g ∈ G. Sendo

w(x,y) = v(x2,y2) segue-se que Gn ⊆ Kv, ou seja, |Gw| 6 4.

Seja m um inteiro positivo ı́mpar e

N = 〈(v0, 1)
m, (1, v0)

m〉 = 〈(vm0 , 1), (1, v0)
m〉

Como Z(A) = 〈v0〉, temos que K centraliza N. Agora, (vmo , 1)b = (1, vm0 ) e

(1, vm0 )b = (vm0 , 1). Isso mostra que B normaliza N e portanto N E G. Por

outro lado, como
K

N
tem expoente ı́mpar p2mn temos

{

z2/z ∈
G

N

}

=
K

N
.

De fato, sabemos que g2 ∈ K, para todo g ∈ G. Logo,

{z2 / g ∈
G

N
} ⊆

K

N
.

Reciprocamente, se a ∈
K

N
, então 1 = ap2mn = a2l+1 e assim a = (a−l)2 =

z2, onde z = a−l, portanto, {z2 / z ∈
G

N
} =

K

N
, observe que essa igualdade

nos permite concluir que

(

G

N

)

w

=

(

K

N

)

v

.

De fato,
(

G

N

)

w

= {w(gN, g1N)/g, g1 ∈ G} =

= {v(g2N, g21N)/g, g1 ∈ G} ⊆
(

K

N

)

v

= {v(xN,yN) / x,y ∈ K} =

= {v(z2N, z21N) / z, z1 ∈ K} =

(

G

N

)

w
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Assim, (v0, 1)N ∈

(

G

N

)

w

e b(v0,1)
k

N ∈ (bN)w(G
N ), para todo k ∈ Z.

Por outro lado, ((v0, 1)(1, v0)
−1)N tem ordem m em

G

N
, pois

(v0, 1)(1, v
−1
0 ) = (v0, v

−1
0 ) = (1, v−1

0 )(v0, 1),

portanto,

((v0, 1)(1, v
−1
0 ))m = (vm0 , v−m

0 ) ∈ N.

Além disso, se (v0, v
−1
0 ) ∈ N, então (vl0, v

−1
0 ) ∈ N, portanto, vl0 = (vm0 )t,

sendo l = mt já que A é livre de torção.

Observe que b(v0,1)
k

N = (v0, 1)
−kb(v0, 1)

kN = b((v0, 1)(1, v0)
−1)kN, visto

que

(1, v0)(v
−k
0 , 1)b−1(v−k

0 , 1)b(vk0 , 1) = (v−k
0 , vk0 )(1, v

−k
0 )(vk0 , 1) = (1, 1) ∈ N.

Como, o((v0, 1)(1, v0)
−1) = m, segue que |{b(v0,1)

k

N / k ∈ Z}| = m e assim

|(bN)w(G
N )| > m, portanto, |bw(G)| > m, e sendo m arbitrário, segue que

bw(G) é infinito.

�

Conclúımos nosso trabalho destacando que não sabemos ainda se existe

palavra concisa que não seja limitadamente concisa. Um caminho para obter

uma tal palavra seria, possivelmente, através do Teorema 2.4.

Com efeito, se conseguirmos uma palavra w e um grupo G tais que |xGw | 6

m, para todo x ∈ G e xw(G) finito, mas não limitado por uma constante

dependendo apenas da palavra w e de m, ou seja, c = c(w,m), então w é

concisa mas não é limitadamente concisa. Mas, certamente este não é um

problema fácil.
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