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RESUMO

Estudamos por meio de simulagoes de Monte Carlo e andlises de escala de tamanho
finito as transicoes de fase que os modelos do votante majoritario e do processo de con-
tato descrevem em redes de Kleinberg. Tais estruturas sao construidas a partir de uma
rede regular onde conexdes de longo alcance sao adicionadas aleatoriamente seguindo a
probabilidade P;; ~ =%, sendo r;; a distancia Manhattan entre dois nés 7 e j e o expoente
a um parametro de controle [J. M. Kleinberg, Nature 406, 845 (2000)]. Nossos resulta-
dos mostram que o comportamento coletivo desses sistemas exibe uma transicao de fase
continua, do tipo ordem-desordem para o votante majoritario e ativo absorvente para o
processo de contato, no parametro critico correspondente. Tal parametro é monotonico
com o expoente «, sendo crescente para o votante majoritario e decrescente para o pro-
cesso de contato. O comportamento critico dos modelos apresenta uma dependéncia nao
trivial com o expoente a. Precisamente, considerando as fungoes de escala e os expoentes
criticos, concluimos que os sistemas passam pelo fenomeno de crossover entre duas classes
de universalidade. Para a < 3, o comportamento critico é descrito pelos expoentes de
campo médio enquanto que para a > 4 os expoentes pertencem a classe de universalidade
de Ising 2D, para o modelo do votante majoritario, e a classe da percolagao direcionada
no caso do processo de contato. Finalmente, na regiao 3 < a < 4 os expoentes criticos
variam continuamente com o parametro a.

Revisamos o processo de contato simbidtico aplicando um método alternativo para ge-
rarmos estados quase estacionarios. Desta forma, realizamos simulagoes de Monte Carlo
em grafos completos, aleatérios, redes espacialmente incorporadas e em redes regulares.
Observamos que os resultados para o grafo completo e redes aleatérias concordam com as
solugoes das equagoes de campo médio, com a presenca de ciclos de histerese e biestabili-
dade entre as fases ativa e absorvente. Para redes regulares, comprovamos a auséncia de
biestabilidade e comportamento histerético, implicando em uma transicao de fase continua
para qualquer valor do parametro que controla a interacao simbidtica. E por fim, conjec-
turamos que a transicao de fase descrita pelo processo de contato simbidtico sera continua
ou descontinua se a topologia de interesse estiver abaixo ou acima da dimensao critica
superior, respectivamente.

Palavras-chave: Transicao de fase de nao equilibrio, Expoentes criticos, Crossover, Bi-
estabilidade, Redes de Kleinberg.



ABSTRACT

We study through Monte Carlo simulations and finite-size scaling analysis the none-
quilibrium phase transitions of the majority-vote model and the contact process taking
place on spatially embedded networks. These structures are built from an underlying
regular lattice over which long-range connections are randomly added according to the
probability, F;; ~ r=® | where r;; is the Manhattan distance between nodes ¢ and 7,
and the exponent « is a controlling parameter [J. M. Kleinberg, Nature 406, 845 (2000)].
Our results show that the collective behavior of those systems exhibits a continuous phase
transition, order-disorder for the majority-vote model and active-absorbing for the contact
process, at a critical parameter, which is a monotonous function of the exponent a.. The
critical behavior of the models has a non-trivial dependence on the exponent «. Precisely,
considering the scaling functions and the critical exponents calculated, we conclude that
the systems undergoes a crossover between distinct universality classes. For a < 3 the
critical behavior in both systems is described by mean-field exponents, while for a > 4 it
belongs to the 2D Ising universality class for majority-vote model and to Directed Per-
colation universality class for contact process. Finally, in the region where the crossover
occurs, 3 < a < 4, the critical exponents vary continuously with the exponent .

We revisit the symbiotic contact process considering a proper method to generate the
quasistatiorary state. We perform Monte Carlo simulations on complete and random
graphs that are in accordance with the mean-field solutions. Moreover, it is observed
hysteresis cycles between the absorbing and active phases with the presence of bistable
regions. For regular square lattice, we show that bistability and hysteretic behavior are
absence, implying that model undergone a continuous phase transition for any value of the
parameter that controlled the symbiotic interaction. Finally, we conjecture that the phase
transition undergone by the symbiotic contact process will be continuous or discontinuous
if the topology considered is below or above of the upper critical dimension, respectively.

Keywords: Nonequilibrium phase transition, Critical exponents, Crossover, Bistabi-
lity, Kleinberg networks.
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Figura 24 Diagrama de fases obtido das equagoes de campo médio. Na regiao absor-

vente as populagoes de ambas espécies estao extintas. Na regiao ativa, hé
uma fragao macroscopica das duas populacoes. Na regiao biestavel pode-
mos encontra o sistema nos dois estados, ativo ou absorvente, dependendo
do estado inicial do sistema. A transicao entre estado absorvente e o es-
tado ativo, para p > 0.5, é continua (linha continua). Ja para u < 0.5,
as transicoes sao descontinuas. A linha tracejada marca a transicao entre
o estado ativo para o absorvente e a linha pontilhada é a transicao entre
o estado absorvente e o estado ativo. A seta indita o caminho percorrido

na figura (21) no diagrama de fases. .

Figura 25 Processo de contato com simbiose em um grafo completo, com p = 0.25

numa rede com N = 4 x 10* sitios, onde as medidas sao realizadas em 60
amostras com 10° passos de Monte Carlo. Aqui, utilizamos o método de
Dickman et al., onde o sistema, ao atingir o estado absorvente, é recolo-
cado em um estado ativo visitado anteriormente. Em (a), vemos que o
sistema apresenta a descontinuidade prevista pela teoria de campo médio
apenas partindo de um estado inicial ativo, longe do estado absorvente.
Mas iniciando-se na regiao absorvente, o sistema nao retorna para o es-
tado ativo do processo de contato com simbiose, com as duas espécies
presentes. Como vemos em (b), partindo do estado quase absorvente, o
sistema segue como um processo de contato ordinario, com apenas uma

das espécies, enquanto a outra permanece extinta.

Figura 26 Resultado da simulagao do processo de contato com simbiose em um grafo

completo em uma rede com N = 4 x 10* sitios, e u = 0.25 (simbolos).
As medidas foram realizadas em 60 amostras com 10° passos de Monte
Carlo. Realizamos as medidas de modo que o estado final de sistema em
A € o inicial em A + A\ (ou A — AX). Em bom acordo com a teoria de
campo médio, a curva de histerese obtida pode ser observada seguindo o
sentido indicado pelas setas, onde vemos a regiao de biestabilidade entre

as linhas verticais pontilhadas. .

Figura 27 -Diagrama de fases obtido da simulagao do processo de contato com sim-

biose em um grafo aleatério (simbolos) utilizando o método onde o estado
absorvente é perturbado. Os circulos escuros sao as transi¢oes no sentido
decrescente de A, os circulos claros sao as transicoes no sentido crescente
de A. Comparando esse resultado com a teoria de campo médio (linhas),

podemos notar uma boa concordancia.
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rede aleatéria de Erdos—Rényi com N = 4 x 10* (sfmbolos) com (a)

k=20 e (b) k = 6, feitas em 60 amostras de 10° passos de Monte Carlo

para um transiente de 5 x 10%. As solucoes analiticas para os dois casos,

(a) k = 20 e (b) k = 6, estao representados pelas linhas pontinhada

vermelha, continua verde e tracejada azul, que correspondem as solugoes

ativa, instdvel e absorvente, respectivamente. Em (a), para k = 20, ha
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1 INTRODUCAO

O estudo das redes complexas ja tem um papel muito importante em diversas
areas, principalmente devida a aplicabilidade dos modelos de redes nao apenas na fisica,
mas também na quimica, na biologia, em telecomunicagoes, sociologia, dentre outros
ramos das ciéncias exatas, tecnolégicas e humanas [1, 2, 3, 4]. Em geral, os sistemas
onde o estudo das redes complexas se aplica sao muito grandes no nimero de elementos
interagentes, com uma grande quantidade de graus de liberdade. Um maneira de analisar
tais sistemas é através da Mecanica Estatistica, a qual nos permite estudar as propriedades
fundamentais sem a necessidade de conhecer todos os detalhes do sistema.

Um dos interesses no estudo das redes complexas reside na analise de transicoes
de fase de modelos descritos nesses sistemas. A geometria da rede pode causar alteracoes
no tipo da transicao, continua ou descontinua, uma mudanca nas suas caracteristicas
universais, e até mesmo fazendo com que a transicao deixe de existir.

Algumas técnicas analiticas podem ser utilizadas para estudar as transigoes
de fase em redes complexas. A aproximacao de campo médio é um método utilizado
para reduzir o problema de varios elementos ao de um tnico corpo interagindo com um
campo que representa a média das interagoes com todos os sitios adjacentes, fornecendo
estimativas sobre as propriedades fisicas de interesse. Temos ainda que, com os avangos na
computacao, as simulagoes numéricas tem sido uma das principais ferramentas no estudo
de redes complexas, cada vez maiores e mais complexas.

A interacao entre seres de espécies diferentes tem sido determinante na de-
finicao dos rumos da evolugao, provocando extingoes devido a competicao por recursos,
ou o sucesso dos organismos que cooperam e denominamos estas relagoes como sim-
biose. Espécies que aprenderam a cooperar tém mais chances de permanecerem vivas
em condicoes adversas. Porém, a dependéncia causada pela simbiose pode tornar os in-
dividuos extremamente vulnerdveis quando a relagao é desfeita. Um argumento como este
pode ser utilizado para justificar o desequilibrio que ocorre quando uma espécie é eliminada
de um sistema ecoldgico, o que pode acarretar na extingao de outras espécies que man-
tinham relagoes simbidticas com a primeira. Se pensarmos em sistemas ecoldgicos como
redes complexas onde os seres se relacionam, podemos usar as ferramentas da mecanica
estatistica para estudar como essas relagoes, que podem ser interpretadas como as co-
nexoes da rede, interferem no comportamento geral do ecossistema. Por exemplo, alguns
virus, como os causadores da dengue, chikungunya e zica, dependem de um vetor para

infectar o seu hospedeiro final. No caso dos virus citados, o mosquito Aedes aegypti é o
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responsavel pela transmissao, de modo que a relacao entre eles beneficia o virus, mas nao
causa nenhum prejuizo ao mosquito. Ainda nao ha vacina para nenhuma dessas doencas,
sendo assim, a estratégia adotada pelos érgaos de saide para erradicar esses virus tem
sido a de eliminar o vetor, e dessa forma interromper o ciclo de transicao. Recentemente,
apés a Copa do Mundo de Futebol de 2014, o Brasil foi assolado por uma epidemia do
virus da zica, o qual se espalhou rapidamente por todo o pais. Uma das principais sus-
peitas é que esse virus tenha chegado durante os jogos através de torcedores que vieram
da Africa, continente que ja vinha enfrentado a doenca ha décadas. Apesar da presenca
do vetor em praticamente todo o pais, a rapidez com que o virus da zica se espalhou
por todas as regides foi surpreendente. Assim como a doenca provavelmente chegou a
Brasil por meio do transporte aéreo ou maritimo, a rede de trafego intenso no Brasil,
principalmente durante a Copa do Mundo de Futebol, pode ter sido a responsavel por
alastrar a doenca tao rapidamente. Entender os efeitos que as redes de transporte causam
ao conectar cidades geograficamente distantes sobre a propagacao de doencas, pode nos
ajudar a criar estratégias de controle de epidemias.

Nesta Tese, estudamos como a geometria da rede afeta as transicoes de fase
em diferentes sistemas. Iniciaremos fazendo um breve revisao sobre transicoes de fase em
sistemas de nao equilibrio a fim de introduzirmos os conceitos de classe de universalidade,
expoentes criticos e fungoes universais. Em seguida faremos um breve comentério sobre
as transicoes descontinuas. Veremos como as propriedades universais das transicoes de
fases dos modelos do votante majoritario e do processo de contato sao alteradas devido
as ligacoes de longo alcance das redes de Kleinberg. E por fim, estudaremos os efeitos
das interacoes simbidticas introduzidas no processo de contato em geometrias regulares e

aleatorias.
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2 TRANSICAO DE FASE E CRITICALIDADE

2.1 Equacao Mestra

Um sistema estocastico classico de muitas particulas é descrito por todas as
possiveis configuracoes do sistema. O sistema evolui no tempo por transicoes instantaneas
e espontaneas entre duas configuracoes ¢ — ¢ quaisquer, com uma dada taxa de probabi-
lidade w._,. Desta forma, um modelo estocastico é completamente descrito pelo conjunto
dos estados acessiveis e pelas respectivas taxas de transicao [5, 6, 7).

Definindo P.(t) como a probabilidade de encontrar o sistema em uma determi-
nada configuracao ¢, temos que a evolugao temporal desta probabilidade é obtida através

da seguinte equacao diferencial
d
S Put) = Z Werye Py (t) — Z Weoser Po(1), (2.1)

denominada de equacao mestra e que determina a dinamina do sistema. O primeiro termo
no lado direito da equagao 2.1 se refere ao aumento na probabilidade de encontrar o sistema
no estado ¢, enquanto o segundo termo se refere a diminuicao dessa probabilidade. Tais
termos se contrapoem durante o processo de evolucao temporal mantendo a distribuicao
de probabilidade normalizada [5, 6].

A Mecanica Estatistica de equilibrio se baseia na premissa de que todo sistema
isolado no estado estacionario maximiza a entropia [7]. Isto quer dizer que o sistema evolui
de modo que todos os estados acessiveis tém a mesma probabilidade de serem atingidos,
desde que a tnica restricao seja que a probabilidade seja normalizada. Do ponto de vista
microscopico, no equilibrio toda transicao deve ser equivalente ao seu processo reverso,

nesse caso o principio do balango detalhado é obedecido,
Wer e Py (t) = wc—>c’Pc(t)a (22)

ou seja, o fluxo da distribuicdo de probabilidade %Pc(t) =0 [5, 8]. Na figura (1a), temos
um esquema da dinamica de um sistema de equilibrio com trés microestados acessiveis. As
taxas de transicao entre os microestados sdo iguais, Pi(c = 1) = Pi(c = 2) = Py(c = 3),
e as transigoes ocorrem em qualquer direcao. Ja para um sistema de nao equilibrio,
no qual a condi¢ao de balango detalhado nao é satisfeita, hd um fluxo resultante de
probabilidade entre os microestados, mesmo no estado estacionario. Como vemos na
figura (1b), as transigoes entre os microestados nao sao igualmente provaveis. Observe

que as probabilidades de transi¢ao ainda sao iguais, porém as transicoes somente ocorrem
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a) b)
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Figura 1 — Sistema como trés microestados, 1, 2, 3, no estado estaciondrio com dlstri—
bui¢ao de probabilidade Pi(c = 1) = Pi(c = 2) = P;(c = 3). Em (a) o sistema satisfaz o
balanco detalhado, uma vez que as transi¢oes entre quaisquer dois microestados sao igual-
mente provaveis, nao havendo um fluxo de probabilidade resultante. Ja em (b), onde as
transigoes s6 ocorrem em um sentido (1 — 2 — 3 — 1), hd um fluxo de probabilidade,
entao dizemos que o sistema é de nao equilibrio.

em uma dada diregao [8, 9, 10].
2.2 Transicao de fase continua em sistemas de nao equilibrio

Uma das principais motivagoes para estudar transicoes de fase de nao equilibrio
é o fato de a maioria das transicoes de fase na natureza ocorrerem em condigoes de nao
equilibrio. Na realidade transi¢oes de equilibrio sao excegoes [6]. Uma consequéncia da
condicao de balango detalhado nao ser satisfeita, é que equilibrios termodinamicos nao
sao atingidos. Desta forma nem a temperatura nem a energia livre podem ser definidas
[6, 11]. De fato, em sistema de nao equilibrio temos fluxos de quantidades fisicas, tais
como massa, carga e energia, mesmo no estado estacionario.

Por exemplo, considere o experimento de Rayleigh-Bénard [12] que analisa
os fluxos de massa e energia no estado estacionario. Tal experimento consiste de uma
camada horizontal de fluido acoplada a dois banhos térmicos com temperaturas T} e T5,
como mostra a figura (2). Na condigdo em que T} < Tj, o sistema atingird um estado
estacionario onde havera um fluxo de energia Kz no sentido 75 — T;. Por outro lado, ha
um fluxo de massa em ambos sentidos devido ao efeito do campo gravitacional g sobre
as diferentes densidades do fluido, criando assim correntes de conveccao. A medida que
a diferenca de temperatura entre os banhos térmicos aumenta, o sistema passa por uma
transi¢ao de fase com a formacao de diferentes padroes de convecgao [12]. Observe que
as correntes de massa e energia nao surgem no caso em que os banhos térmicos tém a

mesma temperatura, 77 = T3, e desta forma, o sistema atingiria um estado estacionario
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Figura 2 — Experimento de Rayleigh-Bénard. Uma camada horizontal de um fluido vis-
coso, estd limitada acima e abaixo por banhos térmico com temperatura 77 e 15, respec-
tivamente, onde 7} < T,. Mesmo no estado estacionario, essa diferenca de temperatura
gera um fluxo de energia e as diferencas na densidades do fluido fazem surgir correntes
de convecgao na presenga de um campo gravitacional g. O experimento é um exemplo de
estado estaciondrio em um sistema fora do equilibrio.

de equilibrio.

Em nenhum dos casos, equilibrio ou nao equilibrio, é possivel determinar um
microestado do sistema, mas no equilibrio podemos encontrar a probabilidade P(c) de
encontrar o sistema em um dado microestado ¢. Para isso é utilizado a distribuicao de

probabilidade de Boltzmann [7]

E(c)

P.,(c)=Z " e *T (2.3)

sendo Z a funcdo de partigao, F(c) é a energia do microestado ¢ e k é constante de
Boltzmann. Uma expressao similar para nao equilibrio nao pode ser encontrada, uma
vez que nao temos uma temperatura caracteristica do sistema. Em geral, a probabilidade
P,eq(c) de encontrar um sistema de ndo equilibrio em um microestado ¢ é determinada
pela dinamica e pelo acoplamento com o banho térmico. Desta forma, o sistema nao pode
ser apenas descrito em termos da distribuicao F,.,, mas também deve ser levado em conta

as correntes de probabilidades no espago de fase [13].

2.2.1 Expoentes criticos e universalidade

As transigoes de fase sao caracterizadas por uma mudanga no parametro de

ordem a medida que variamos um determinado parametro de controle. Talvez a principal
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propriedade do parametro de ordem seja a de possuir valor nulo na fase desordenada,
ou de maior simetria, e valores ndo nulos na fase ordenada, ou de menor simetria [5].
Considere que na regiao critica uma determinada fungao termodinamica f(¢) descreve o
comportamento de um grandeza fisica do sistema, sendo € uma grandeza adimensional
que determina a distancia até o parametro critico de controle t., dado por ¢ = (¢t —
t.)/(t.). Na regiao critica estas fungoes termodinamicas sao proporcionais as poténcias
de €. Em particular, o parametro de ordem e sua suscetibilidade apresentam as seguintes

dependéncias

Y~ <5>57 (2'4)

X~ () (2.5)

O comprimento de correlagao descreve como as variaveis microscopicas de es-
tado em diferentes pontos do sistema se relacionam e possui uma dependéncia com &

~¥. Temos ainda que,

semelhantes as equagoes (2.4) e (2.5), sendo descrita por £ ~ (&)
no limite termodinamico, o comprimento de correlagao diverge no ponto critico (§ — oo
quando ¢ — 0). Porém, em sistemas finitos seu valor esta limitado ao tamanho L do

sistema, implicando em

v Lme™. (2.6)

A partir das equagoes (2.4), (2.5) e (2.6) podemos construir as seguintes relagoes de escala

Y ~ LY (2.7)
x ~ L7, (2.8)
el ~ L7, (2.9)

que descrevem como essas grandezas escalam com o tamanho do sistema. Uma vez que
varias dessas grandezas estao relacionadas entre si, os expoentes criticos nao sao indepen-
dentes uns dos outros, de modo que conhecendo dois expoentes é possivel determinar os

demais através das relagoes de escala [6, 7]

a+28+vy=2, (2.10)

=B - 1), (2.11)
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v=Q2=ny, (2.12)

2—a=uvd, (2.13)

sendo «, 6 e n os expoentes relacionados ao calor especifico, a variacao de pressao na
isoterma critica e a fungao de correlagao, respectivamente, e d é a dimensao efetiva do
sistema. Os expoentes nao descrevem apenas o comportamento nas proximidades do
ponto critico, eles também caracterizam uma propriedade universal das transi¢oes de fase.
Um grupo de sistemas distintos que passam por uma transicao continua e apresentam o
mesmo conjunto de expoentes criticos compoem uma classe de universalidade [5, 9, 7].
Como mostram as leis de escala, os expoentes criticos dependem da dimensao efetiva do
sistema, porém ha uma dimensao critica superior d. a partir da qual os expoentes passam
a ter os valores previstos pela teoria de campo médio, qualquer que seja d > d.. Uma
maneira de encontrar d. é através do critério de Ginzburg, o qual nos permite determinar
a dimensao onde ocorre a mudanca entre duas classes de universalidade.

Para que a aproximacao de campo médio seja auto-consistente na fase orde-
nada, as flutuacoes no parametro de ordem em um dado volume de correlacao precisam

ser muito menores que o préprio parametro de ordem,
<P (2.14)

No regime de campo médio temos que

£~ (e)7M, (2.15)
Y~ (e)r, (2.16)
X~ (e)7Mr, (2.17)

sao as relagoes entre as respectivas grandezas fisicas e os expoentes criticos vyr, Bur €

~yur- Aplicando estas relagoes a desigualdade (2.14), obtemos
62/8]\/1F*dVMF+'Y]\4F > 1. (2.18)

Para que esta relacao seja satisfeita 20y r — dvyr + Yur < 0, consequentemente temos

que a dimensao efetiva é
S 28MF + YMuF

Vmr

d (2.19)
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A teoria de campo médio s6 é valida até o limite que

_ 2BmF + YMmF
19793 ’

de (2.20)

de modo que para valores d < d. o valor dos expoentes criticos dependem da dimensio-
nalidade do sistema.

A mudanca de classe de universalidade é conhecida como o fenémeno de cros-
sover e do ponto de vista da teoria de grupo de renormalizacao é a competicao entre dois
pontos fixos, um correspondendo ao regime classico de campo médio e o segundo ao re-
gime nao classico que determina o comportamento assintotico nas proximidades do ponto

critico [6].
2.3 Transicao de fase descontinua

As transicoes continuas sao de grande interesse, principalmente devido as suas
propriedades de universalidade. Porém, frequentemente transicoes descontinuas sao obser-
vadas na natureza. Um dos mais cotidianos exemplos de tais transicoes sao as mudancas
entre os estados sélido, liquido e gasoso. Alguns fenomenos caracteristicos das transi¢oes
descontinuas, como o ciclo de histerese e a multiestabilidade sao de grande interesse no
estudo das transicoes de fase em sistemas de nao equilibrio, especialmente em sistemas
com estados absorventes.

Uma caracteristica que denuncia a presenca de uma transicao descontinua é
o surgimento das curvas de histerese. Exemplos em sistemas em equilibrio onde podem
ser observados ciclos de histerese e coexisténcia de fases sao os fenomenos de super aque-
cimento e de super resfriamento [6]. Um andlogo desse fenémeno em sistemas de nao
equilibrio pode ser observado em sistemas com estado absorvente, como o processo de
contato tricritico [6, 10]. Nesse tipo de sistema hd um estado absorvente, onde é ne-
cessario um pequeno campo externo para que o sistema possa sair desse estado, onde o
parametro de ordem é zero, e saltar para um estado cujo parametro de ordem é finito. A
transicao do processo de contato tricritico é descontinua e exibe uma curva de histerese,
limitado pelos valores do parametro de controle A\_ < A. < A,. Nesse intervalo temos
uma coexisténcia de fases, na qual as fases absorvente e ativas sao estaveis.

Em alguns casos, o tipo de transicao, ou até mesmo sua existéncia, pode ser
determinados pela dimensionalidade do sistema. Como veremos no Capitulo 4, a transicao
descontinua somente surge acima da dimensao critica superior para o processo de contato

com interagao simbidtica entre duas espécies.
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3 MUDANGCA DE CLASSE DE UNIVERSALIDADE EM SISTEMAS
DE NAO EQUILIBRIO

A hipétese de universalidade afirma que sistemas que apresentam a mesma
simetria no parametro de ordem, mesmo tipo de interacao e a mesma dimensionalidade,
devem possuir o mesmo conjunto de expoentes criticos [14, 15, 16]. Porém, é possivel
controlar algumas dessas propriedades alterando a topologia do sistema. Tal procedimento
pode ser realizado a partir da construcao de Kleinberg para redes de mundo pequeno [17],
alterando as propriedades criticas do modelo de interesse e, sob certas condigoes, induzir
uma mudanca de classe de universalidade.

O fenomeno de Crossover, definido como a mudanca de classe de universalidade
[6], é observado em modelos da Mecanica Estatistica de equilibrio, como em sistemas
ferromagnéticos [18, 19], como também em modelos de nao equilibrio [20, 21, 22, 23,
24, 2]. Neste capitulo estudaremos o comportamento critico e as mudangas de classe
de universalidade induzidas pela construcao da rede de Kleinberg em modelos de nao
equilibrio. Analisaremos a transicao do regime de campo médio para a classe de Ising
2D no modelo do votante majoritario, e do regime de campo médio para a classe da

Percolacao Direcionada para o processo de contato.
3.1 Redes de Kleinberg

Nas estruturas que possuem a propriedade de mundo pequeno o numero de
ligacoes ou nds que separam dois nds ¢ e 7 é muito menor que o tamanho da rede. Se
forem atribuidas aos nés i e j as coordenadas (z;,y;) e (z;,y;), respectivamente, a distancia

de separacao entre eles pode ser definida a partir da distancia de Manhattan,

r(i,7) = |vi — x5 + lyi — y;l- (3.1)

O modelo de Kleinberg cria redes de mundo pequeno adicionando atalhos a uma estrutura
regular. Tais atalhos sao adicionados com uma probabilidade F;; que depende da distancia
r(i, 5),

Py=c-r@i,j)", (3.2)
sendo ¢ a constante de normalizacao. Como a distribuicao de probabilidade P;; ¢ norma-

lizada, de modo que

1= Zc (i, )7 & / c-r % da. (3.3)

i =1
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Figura 3 — Construcao da rede de Kleinberg a partir de uma rede quadrada regular.
Ap6s escolhermos o sitio ¢ sorteamos, com uma probabilidade proporcional a r~, uma
distancia r, definida como a distancia Manhattan. Entao é adicionada uma conexao de

longo alcance direcionada de ¢ para um sitio j a uma distancia r.

A integral é feita sobre um elemento drea circular de raio r centrado no sitio « de uma rede
quadrada de tamanho linear L, tal que o nimero total de sitios na rede ¢ N = L%. Os
limites de integragao sao de r = 1 até o seu valor maximo 7,,,. = vV IN. Esta aproximacao

nos permite calcular o valor de ¢ fazendo a = 2:

1~ / c-r7 2. 2mrdr =~ crinN. (3.4)

=1
Entao, temos que ¢ = (7lnN)~1.

O algoritimo para a construcao da rede de Kleinberg pode ser descrito da
seguinte forma : Escolhe-se um no6 i da rede e em seguida uma distancia r é sorteada
seguindo a distribuicao P,. Entao ¢é adicionada uma conexao direcionada do sitio ¢ para
um sitio j, a uma distancia r, como mostra a figura (3). Todos os sitios j que se encontram
a uma distancia r(i, j), definida na equacao (3.1), do né central i, pertencem a camada [,
de modo que r(i,7) = 2'. A figura (4) mostra os conjuntos de pontos, aqui identificados
pelas cores, pertencentes a uma camada [. Definida a camada [, um né alvo j pertencente
a essa camada é sorteado e conectado ao né i. A conexao sempre é orientada do né de
origem para o no alvo.

Uma vez que a rede quadrada possui N nés, a maior distancia entre dois
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Figura 4 — Esquema de divisao da rede em camadas, no qual cada camada [ contém os
noés cuja distancia até o né central é de 2!. Usamos a definicio de distancia Manhattan,
que é soma das diferencas da coordenadas x e y entre o né central e um né na camada [.

nés quaisquer pode ser no méximo igual a v/ N, de modo que 2! = v/N. Para N grande,
podemos fazer a aproximacao [ = log, VN ~ In N. Se escolhermos um né em uma camada
[, tal que [ > Inln N, qualquer par de nds dentro dessa camada estard, no maximo, a uma
distancia 2-2!. Desse forma, a probabilidade de conectar dois nés i e j, ambos na camada

16
2—a(l+1)

rIn N~

O nimero de nés contidos em todas as camadas interiores & [ é da ordem de m(2'71)2,

Py=c(2:2)7° = (35)

entao a probabilidade de encontrar uma nova ligacao entre um né da camada [ e um no
em uma camada interior é dada por
2—a(l+1)

P~ 21—1 24
m( ) mln N

)

= [20e+2 In N1 (3.6)

A probabilidade de encontrar um atalho para um né nas camadas interiores a [ cai ex-
ponencialmente. Nesse caso, ha uma probabilidade de 1/2(*?) In N de encontrarmos um
caminho que leve alguma camada interna. Uma vez que existem In N camadas, temos
uma probabilidade da ordem de 1/In* N de encontrarmos um atalho [8].

O valor que otimiza a busca por caminhos 6timos na rede Kleinberg é o = d,

na auséncia de custos. Se custos forem considerados na adigao de ligacoes de longo alcance
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o valor 6timo ocorre em o = d + 1. Valores de o maiores que este valor 6timo levam a
um rapido decaimento do nimero de ligacoes de longo alcance. Porém, valores menores
aumentam o nimero de ligagoes de longo alcance. Desta forma, no limite em que « =0 a
rede possui a topologia de um grafo aleatério com as minimas distancias médias da ordem
de InN.

3.2 Modelo do Votante Majoritario

O modelo do votante majoritario [5, 25, 26] foi originalmente definido como um
conjunto de elementos interagentes sobre uma rede regular quadrada de comprimento L,
onde para todo sitio ¢ associamos uma variavel estocéstica o;, que assume os valores =£1.
Um estado desse sistema é entao definido pelo vetor & = (o4,...,0y), sendo N = L x L
o numero total de sitios da rede. A evolucao do sistema se da a partir de regras proba-
bilisticas, definidas pelas probabilidades 1—¢ de um sitio aleatoriamente escolhido assumir
o estado majoritario de seus vizinhos e ¢ deste sitio assumir o estado contrario ao da mai-
oria. Em caso de empate de opinioes, o sitio sorteado assume com igual probabilidade
um dos estados £1. Como descrito em [25, 26|, ¢ é definido como o parametro de ruido,
representando de maneira abstrata uma temperatura social. O modelo do votante ma-
joritario apresenta simetria de inversao e irreversibilidade microscépica, isto é, no estado
estacionario a condicao do balanco detalhado nao é satisfeita. Esta propriedade implica
que este modelo é de nao equilibrio, no qual nao podemos definir energia e temperatura.

Para a analise do comportamento critico do modelo do votante majoritario,
considera-se o calculo da magnetizacao My, e dois de seus cumulantes, a saber, a susceti-
bilidade xr e o cumulante de quarta ordem de Binder, ou simplesmente, o cumulante de
Binder Uy. A magnetizacao define o parametro de ordem do sistema e por isso conside-

ramos o calculo de seus cumulantes. Os estimadores destas quantidades sao dados por,

ML(Q) = <<m>tempo>amostrasa (37)
X2 (@) = N [(0iempo = 0o ot (3.8)
Urlg) =1~ <W> : (3.9)

sendo N = L? o ntmero de sitios no sistema, m = %

N
> in1 O

(...)amostras, Tespectivamente denotam as médias temporais tomadas sobre o estado esta-

. Os sfmbolos (...)empo €

cionario e sobre varias amostras. Em nosso sistema o tempo é medido em passos de Monte
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Figura 5 — Reproducao dos resultados das simulagoes do modelo do votante majoritario
na rede quadrada regular. (a) O parametro de ordem M em funcdo de ¢ para diferentes
tamanhos do sistema. Podemos identificar a transicao entre o estado ordenado, M ## 0,
e o estado desordenado, M = 0. (b) O valor do ponto critico g. é determinado pelo
cruzamento das curvas do cumulante de Binder para diferentes tamanhos do sistema.

Carlo. Mais precisamente, um passo de Monte Carlo é realizado quando sao escolhidos

aleatoriamente N sitios e tentamos mudar seus estados com taxa de probabilidade

w(o;) = % [1 — (1 =2¢)o;S (Z Ui+6)] ) (3.10)
§

sendo o somatério realizado sobre todos os sitios conectados a oy, e S(x) = sgn(x) se
x # 0, caso contrario S(0) = 0. Na figura (5) reproduzimos os resultados da dinamica do
modelo em redes quadradas de tamanhos lineares L = 25,50, 100 e 200. Na figura (5a),
observamos que o modelo descreve uma transigao continua entre o estado ordenado (M #
0) e o estado desordenado (M = 0), em g = ¢., sendo g. definido como o ponto critico da
transicao. Este valor pode ser determinado através do cumulante de Binder (equagao 3.9).
No ponto critico e para tamanhos de redes suficientemente grandes, tal cumulante torna-
se invariante, de modo que as curvas para diferentes valores de L se cruzam em ¢ = ¢.. A
figura (5b) mostra um conjunto de curvas do cumulante de Binder. Podemos observar que
em g = 0.075 e Uy = 0.61(1) todas as curvas tendem a se cruzar [25, 27, 28, 29, 30]. Um
outro comportamento associado a transicoes continuas é a divergéncia da suscetibilidade
no ponto critico no limite termodinamico. Entretanto, como somente podemos simular
sistemas finitos observaremos maximos nas curvas de suscetibilidade, de modo que, quanto
maior o tamanho do sistema mais pronunciado sera o pico da suscetibilidade.

A fim de extrapolarmos as informagoes disponiveis nas simulagoes de sistemas
finitos para o limite termodinamico, consideramos as relagoes de escala de tamanho finito.

Préximo ao ponto critico os observaveis fisicos obedecem as seguintes relacoes de escala

My(q) ~ N~PPM(eNY7), (3.11)
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xn(g) ~ N7X(eNY?), (3.12)
Un(q) ~ U(eN'7), (3.13)
sendo ¢ = |¢ — ¢.| a distancia ao ruido critico. Os expoentes 3, v e U estdo, respec-

tivamente, associados ao decaimento do parametro de ordem Mpy(q), da divergéncia da
suscetibilidade xn(¢q) e da divergéncia no volume de correlagao (§ ~ 7). Aqui conside-
ramos N como variavel de escala ao invés de L. Como consequéncia 7 = dv, sendo d
a dimensionalidade do sistema. Escrever as relagoes de escala desta forma é particular-
mente util quando trabalhamos com sistemas que possuem ligacoes aleatorias de longo
alcance, como é o caso das redes espacialmente incorporadas. Apds a andlise de campo
médio, estudaremos o comportamento critico do modelo do votante majoritario em redes

descritas pela construcao de Kleinberg.

3.2.1 Aproximacao de campo médio

Considerando a dinamica do modelo do votante majoritario, onde um dado
sitio 7 estd no estado o;, a taxa com que esse sitio muda de estado é g, se S(>_50i45) = 03,
ou seja, se a maioria dos seus vizinhos concordarem com ele. Caso S(D 50it5) = —0y,
essa taxa passa a ser 1 — ¢. E finalmente, no caso de nao haver maioria, S(> 5 0;+5) = 0,
a taxa com que o estado o; muda é 1/2. Levando essas taxas em considera¢ao, podemos

escrever uma equagao de evolu¢ao da média do estado do sitio 7, (o;), como sendo

%<O-i> = (1 - 2Q) <S (Z 0i+5)> - <Ui> (3~14)

Vamos considerar agora um sitio 0 possuindo 4 vizinhos, dessa forma podemos escrever a

fungao S(z) através da identidade

1
S(o1+09+03+04) = §<01 +02—|—0'3+U4)—§(0'1020'3+010'204+O'1030'4+020'30'4). (3.15)

Aplicando a aproximacao de campo médio simples

(o10903) = (01){02){(03), (3.16)

e considerando que h& invariancia translacional, de modo que, para todo sitio da rede,

(0;) = m. Ap6s substituimos a identidade (3.15), na equagao (3.14), com ¢ = 0, temos

d

L= (1-29) Pm N lmi%] —m (3.17)

2 2
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Fazendop=1—-2qee=1— 37”, reescrevemos a equagao (3.17) como

d D 5
o= em = gm’. (3.18)

Multiplicando a equagao acima por m,

1d
§£m2 = —em? — §m4. (3.19)

Esta equacao diferencial pode ser resolvida exatamente para m?

m(t = 0) = mo:

com a condic¢ao inicial

2mie

2 0

= . 3.20
" (2¢ + pm3)e=2¢t — pmi (3:20)

No estado estacionério, onde ¢ — oo, para ¢ > 1/6, o sistema estd desordenado ou
paramagnético, m = 0. J4 para ¢ < 1/6, o sistema se encontra no estado ordenado ou

ferromagnético, onde temos que € < 0, o que permite resolver (3.20) da forma

2|e| 2
=44/ — == -3 3.21
m = £ P Vi (3.21)

assim, o parametro de ordem se comporta da forma

m e~ (g —q)'/? (3.22)

onde g. = 1/6 é o parametro critico da transi¢ao entre o estado ordenado e o desordenado.
O parametro de ordem decai com o expoente critico § = 1/2. Outros expoentes criticos
para a aproximacao de campo médio sao v =1 e 7 = 2. A aproximacao de campo médio
nao é a unica aproximacao que pode ser feita. Uma outra aproximagao que fornece um
valor ¢, mais proximo do resultado numérico do modelo do votante majoritario na rede

quadrada é a aproximacao por pares, a qual fornece o valor ¢. = 5/37 [5].
3.3 Mudanga de classe de universalidade no modelo do votante majoritario

Nas sessoes anteriores analisamos duas abordagens diferentes para o modelo
do votante majoritario. Na primeira, aplicamos um método numérico para determinar o
comportamento critico em uma rede quadrada regular, cujo o ruido critico é g. = 0.075(1).
Nesta abordagem, cada sitio interage diretamente com seus primeiros vizinhos. Nesse re-
gime, o sistema pertence a classe de universalidade de Ising 2D e possui expoentes criticos
exatos, f = 1/8, v =T7/4 e 7 = 2. A segunda andlise é feita utilizando a aproximagao
de campo médio, na qual, o efeito de toda vizinhanca de qualquer individuo é reduzida

a um unico efeito médio. Nesse regime o sistema pertence a classe de universalidade de
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Figura 6 — Parametro de ordem em funcao do ruido para a rede quadrada regular e para
redes espacialmente incorporadas com diferentes valores de a. Note que o ponto critico
da transicao tem seu valor maximo para a = 0 e diminui a medida que « cresce, tendo
seu valor limite no ponto critico na rede quadrada.

campo médio, a qual possui os expoentes criticos f=1/2, vy =1e 7V = 2 [6]. As redes es-
pacialmente incorporadas introduzem interagoes cujo alcance, controlado pelo parametro
«, altera a dimensionalidade do sistema. Para a = 0 temos uma topologia préxima a
de um grafo aleatdrio, onde a aproximacao de campo médio pode ser aplicada. Para
valores suficientemente altos de a teremos uma topologia que se aproxima de uma rede
regular, descrito pelo regime nao classico. Analisaremos agora como esta alteracao da
dimensionalidade do sistema influencia o comportamento critico do modelo do votante
majoritario.

A figura (6) mostra o comportamento do parametro de ordem Mpy(g) com o
ruido ¢ para diferentes valores de a.. Note que a medida que aumentamos o valor de « a
regiao ordenada diminui, tendendo ao limite da rede regular quando a — oc.

Na figura (7) temos o diagrama de fases do modelo do votante majoritdrio em
redes de Kleinberg, onde os valores ¢. foram calculados através do cumulante de Binder
na equagao (3.9), com os resultados obtidos das simulagoes em redes com 2500, 10000,
22500, 40000, 90000 e 250000 sitios. As medidas foram realizadas com médias em 10°

passos de Monte Carlo, apés um tempo de relaxamento de 10° passos de Monte Carlo.
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Ordenada

Figura 7 — Diagrama de fase do modelo do votante majoritario na rede de Kleinberg. O
parametro critico g. diminui monotonicamente com o parametro de controle a.Os valores
criticos permanecem sempre acima do valor ¢. = 0.075 da rede regular quadrada (linha
tracejada).

Na regiao critica, utilizamos tempos maiores para realizar as medidas, 10° passos de Monte
Carlo apds o sistema relaxar por 2 x 10° passos de Monte Carlo. Notamos que o ruido
critico decresce monotonicamente, o que reflete o fato de que quanto maior o valor de «
menor a densidade de ligagoes de longo alcance. Para a > 5, a curva ¢.(«) se aproxima
assintoticamente de ¢. = 0.075(1) (linha tracejada) valor do ruido critico do modelo na
rede quadrada [25].

A dependéncia do ruido critico com o parametro a que controla as ligagoes de
longo alcance é de certo modo esperada, uma vez que o parametro critico de controle nao
é uma propriedade universal. Entretanto, é um resultado bastante nao usual que o valor
critico do cumulante de Binder também apresente uma dependéncia com «, como mostra a
figura (8). Para cada valor do parametro «, determinamos U* = U(q.) como a intercessao
das curvas deste cumulante. Observe que apenas em « = 0 o valor do cumulante coincide
com o valor de campo médio, dado por U* = 0.2705208 (linha pontilhada) [19, 31, 27, 32,
33], variando continuamente para todos os valores de @ < 4 com um minimo em a = 2.
Para a > 4 temos U* = 0.61069014(1) (linha tracejada) [27, 28, 29, 30] independente de «

e coincidindo com o valor da classe de universalidade de Ising 2D considerando condigoes
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Figura 8 — Cumulante de Binder calculado no ruido critico g.. A linha vermelha ponti-
lhada corresponde ao valor de campo médio (U* = 0.2705208) ¢ a linha azul tracejada
corresponde ao valor para a classe de universalidade de Ising 2D U* = 0.61069014(1).
Para alguns pontos a barra de erro é menor que os simbolos. Um minimo de U(g.) em
a = 2 é derivado da condicao de navegacao étima com conhecimento local. O regime de
Ising 2D é recuperado para o > 4.

de contorno periodicas.

Em termos dos valores de U*, vimos que o modelo do votante majoritario
tem seu comportamento critico descrito tanto por resultados de campo médio quanto
por resultados nao cléssicos, considerando o valor de « apropriado. Analisaremos agora a
dependeéncia de « sobre as amplitudes criticas do parametro de ordem e da suscetibilidade,
através das relagoes de escala de tamanho finito, segundo as equagoes (3.11) e (3.12). A
partir desta andlise determinamos os expoentes criticos /7 e /7, bem como as fungoes
universais destas quantidades. Na figura (9) mostramos a dependéncia da suscetibilidade,
em ¢ = ¢., com o tamanho N do sistema para diferentes valores no intervalo 3 < a < 4.
Estes resultados sdo obtidos pela equagao (3.12) a partir da andlise grafica em escala

log-log, onde obtemos a seguinte relagao linear:

logxx (40)] = Z1ogN + logX(0). (3.23)

que sao retas cujos coeficientes coeficientes angulares fornecem estimativas do expoente

~/v. Verificamos que no intervalo considerado os expoentes calculados variam continu-
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Figura 9 — Dependéncia da suscetibilidade critica para v = 3.0 (circulos), 3.2 (quadra-
dos), 3.8 (triangulos), 4.0 (estrelas). As linhas continuas s@o os ajustes dos dados cujas
inclinagoes sao os expoentes /7. Os valores dos expoentes estdo expostos na tabela 1.

LS ge———

amente com o parametro «. Entretanto, em o = 3 temos /7 = 0.533 4+ 0.050 que
corresponde ao valor da classe de universalidade de campo médio. E para a = 4 temos
~/7 = 0.870 £ 0.060 correspondente & classe de universalidade de Ising 2D. Vemos que
estes resultados caracterizam o crossover entre estas classes de universalidade. A mesma
andlise foi realizada para outros valores de « e estao resumidos na tabela (1) e exibidos na
figura (10). Concluimos que para a < 3 os valores dos expoentes criticos correspondem
aos da classe de universalidade de campo médio, enquanto que, para a > 4 os expoen-
tes criticos sao descritos pela classe de universalidade de Ising 2D. Por fim, no intervalo
3 < a < 4, os expoentes sao dependentes do parametro a.

Para melhor quantificarmos as conclusoes do ltimo paragrafo, consideraremos
uma analise mais acurada que consiste em obter fungoes universais para a magnetizagao

e suscetibilidade:

M(x) = My (q) N7, (3.24)

X(@) = xn(g)N 77, (3.25)

sendo x = e N7 a varidvel de escala. Tais funcdes representam o colapso de dados para



o qe B/v v/7
0.0 0.1998 + 0.0001 0.253 =+ 0.032 0.490 =+ 0.055
1.0 0.1997 4 0.0002 0.250 =+ 0.040 0.505 + 0.055
2.0 0.1892 4 0.0001 0.250 + 0.063 0.480 + 0.060
2.3 0.1754 + 0.0004 0.249 + 0.032 0.535 + 0.071
2.5 0.1650 = 0.0009 0.260 =+ 0.080 0.480 + 0.063
2.8 0.1464 4 0.0007 0.251 + 0.055 0.500 =+ 0.063
3.0 0.1350 4 0.0003 0.256 + 0.055 0.533 + 0.050
3.2 0.1235 4 0.0003 0.134 + 0.060 0.710 + 0.070
3.5 0.1097 4 0.0010 0.110 =+ 0.060 0.815 + 0.032
3.8 0.1005 = 0.0001 0.069 + 0.044 0.850 + 0.055
4.0 0.0963 4 0.0005 0.066 =+ 0.041 0.870 =+ 0.060
5.0 0.0820 4 0.0003 0.064 =+ 0.040 0.873 + 0.065

35

Tabela 1 — Resultado para o ruido critico e expoentes criticos 5/7 e /7 do modelo do
votante majoritario na rede de Kleinberg para diferentes valores do parametro a. Os
valores de campo médio sao /7 = 0.250 e /v = 0.500, enquanto os expoentes de Ising

2D sdo B/v = 0.0625 e /v = 0.875.
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Figura 10 — Dependéncia dos expoentes criticos /7 e v/7 com o parametro . O expoente
v = 2 para todos os valores de a.

um « fixo e diferentes valores de N. Observe que as curvas universais sao obtidas somente

utilizando os valores corretos dos expoentes. Na figura (11) temos os colapso de dados do

parametro de ordem obtidos das nossas simulagdes. Na figura (11a) mostramos o colapso

da magnetizagao para o = 3, na qual utilizamos os expoentes de campo médio 5 = 1/2,
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Figura 11 — Colapso dos dados da magnetizacao para sistemas com tamanhos N = 1000
(circulos), 22500 (asteriscos), 40000 (quadrados), 62500 (triangulos) e 90000 (losangos).
(a) Curva universal para ov = 3 é consistente com os expoentes de campo médio: § = 1/2,

=1, 7 = 2. Para a = 4, o colapso dos dados foi obtido usando os expoentes de Ising:
f=1/8,v=T/4ev =2.

v = 2. Na figura (11b) o colapso dos dados para a = 4, utilizamos os expoentes de Ising,
f =1/8 e v = 2. Para cada figura foram consideradas redes de tamanhos N = 10000,
40000, 62500 e 90000.

Na figura (12) consideramos o colapso de dados da amplitude critica da susce-
tibilidade como fun¢ao do parametro «, utilizando redes de tamanho N = 10000, 40000,
62500 e 90000. Reescalamos a suscetibilidade na forma da equacao (3.25), tomando os
expoentes criticos que satisfazem nossa conjectura, isto é, expoente de campo médio para
a < 3, expoentes dependentes de o no intervalo 3 < a < 4 e expoente de Ising 2D
para a > 4. Como podemos observar, a figura (12) corrobora com nossa conjectura,
destacando ainda a regiao singular caracterizada por expoentes criticos nao universais.
Observe que em a = 2 nao temos um valor limite inferior para a amplitude critica da
suscetibilidade, diferentemente da amplitude critica do cumulante de Binder. No entanto,
um limite superior das flutuacoes do parametro de ordem pode ser observado para o = 3.

Os resultados apresentados nesta sessao foram publicados em revista da area,

e este artigo estd anexado no apéndice A desta Tese [34].
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Figura 12 — Colapso dos dados da suscetibilidade no ponto critico em funcao de a. Os
expoentes usados sao v/7 = 0.5 para a < 3, 7/¥ = 0.875 para o« > 4 e para 3 < o < 4
foram usados os expoentes listados na tabela 1. Note que ha um méaximo na flutuacao
em o = 3.
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5

3.4 O processo de contato

Introduzido em 1974 por T.E. Harris, o processo de contato é o exemplo mais
simples de sistema irreversivel com estado absorvente que exibe transicao de fase continua
em uma dimensao [35, 9]. Tal modelo é relevante pois serve como ponto de partida para
o desenvolvimento de novos métodos em problemas de nao equilibrio em sistemas finitos.

O processo de contato pode ser entendido como um modelo de propagagao de
uma epidemia simples. Primeiro considera-se individuos que residem em sitios de uma rede
hipercibica, onde tais individuos podem estar sadios ou contaminados. A contaminagao
de um sitio sadio s6 podera ocorrer se ao menos um dos sitios vizinhos estiver contaminado,
de modo que a taxa de contdgio aumenta com o nimero de individuos contaminados na
vizinhancga do individuo sadio. Além do processo de contaminacao, ha o processo de
cura no qual individuos contaminados se tornam sadios espontaneamente. Entretanto,
a recuperacao de um individuo nao o imuniza, sendo possivel que ele retorne ao estado
contaminado. A evolucao temporal desse sistema podera leva-lo a um estado onde nao ha

mais individuos contaminados, fazendo com que a epidemia se extingua. Dizemos entao
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que o sistema atingiu o estado absorvente, do qual nao pode mais sair. Também podemos
descrever o processo de contato como um modelo de criacao e aniquilacao de particulas:
um sitio sadio é associado a um sitio vazio, enquanto um sitio infectado é associado a um
sitio ocupado por uma particula. A propagacao da doenca é equivalente a criacao de uma
particula em um sitio vizinho vazio, enquanto a cura é equivalente a aniquilacao de uma
particula.

O modelo do processo de contato possui uma transi¢ao continua entre o estado
ativo, onde hé sitios ocupados (ou contaminados), e um estado inativo, que é absorvente,
no qual existem apenas sitios vazios (ou sadios). Consideramos que um estado o; de um
sitio 7 da rede assume os valores 0 ou 1. A transicao do estado o; = 0 — g; = 1 ocorre com
a taxa Ar;, sendo A a taxa de criacao e r; é o nimero de vizinhos do sitio i. E a transicao
0, =1— 0; =0, se d4 a uma taxa 7, a qual pode ser unitaria sem perda de generalidade
[9]. A densidade de particulas é definida por p = > . 0;/N, sendo N o nimero total de
sitios e descreve o parametro de ordem da transicao entre o estado ativo e o absorvente,
que ocorre em um particular valor critico A, da taxa de criacao.

A presenca do estado absorvente gera um dificuldade na realizacao das si-
mulagoes do processo de contato. Devido a flutuagoes no parametro de ordem p em
sistemas finitos, mesmo que o sistema se encontre num valor de A > A, o sistema podera
atingir o estado absorvente, inviabilizando a realizacao das medidas de interesse. Para
contornar esse problema sao utilizados métodos para gerar estados quase estacionarios,
prevenindo que o sistema atinja o estado absorvente. Alguns desses métodos consistem na
ativacao espontanea de sitios apés o sistema atingir o estado absorvente [36]. Um outro
método consiste em registar estados ativos visitados pelo sistema e, apds atingir o estado
absorvente, sortear um deste estados no qual o sistema serd recolocado [37]. Nesta etapa
do presente trabalho consideraremos esse segundo método para geracao de estados quase
estacionarios.

Vamos agora descrever a dinamica do processo de contato. A cada passo de
tempo At, sorteamos um dos N, sitios ocupados da rede. Em seguida, escolhemos um

dos seguintes eventos:

e Criamos uma particula, com probabilidade A\N_.At.

e Eliminamos uma particula, com probabilidade N At.

Para o processo de criagao, apés escolhermos um sitio ocupado, sorteamos um dos seus
vizinhos e caso esteja vazio sera ocupado por uma particula. E para o processo de eli-
minacao, simplesmente removemos a particula sorteada. As probabilidades sao normali-

zadas, de modo que 1/At = (N At + AN At). E apds N, sorteios teremos um passo de
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Figura 13 — Reproducao dos resultados das simulagoes do processo de contato na rede
quadrada regula. (a) A densidade p em funcao da taxa de criacdo A\ para diferentes
tamanhos do sistema. Podemos identificar a transicao entre o estado absorvente, p = 0,
e o estado ativo, p # 0. (b) O valor do ponto critico \. é determinado pelo cruzamento
das curvas do cumulante s para diferentes tamanhos do sistema.

Monte Carlo. O método para gerar o estado quase estacionario que utilizamos é aquele no
qual o estado absorvente é substituido por um estado ativo anteriormente visitado. Tais
estados sao armazenados em uma lista com 400 estados, os quais sao atualizados com uma
probabilidade p = 0.01 [37]. Na figura (13) temos o resultado numérico do processo de
contato em redes quadradas de tamanhos L = 100, 150 e 200. As médias foram feitas em
100 amostras com 10° passos de Monte Carlo medidos apés 10* passos de Monte Carlo de
relaxamento. Esse resultado mostra que hda uma transicao entre o estado absorvente, e o
estado ativo. Para estimar o valor do ponto critico A. em sistemas com estados absorvente

utilizamos o cumulante x [38] dos momentos da distribuicao de p, tal que

< <p2 > tempo — <p> %empo > amostra

< <IO > ?empo > amostra

: (3.26)

K =

sendo ( )tempo & NOtacdo que usamos para representar a média no tempo e ( )amostra @
média nas amostras. A figura (13b) montra o cruzamento dos cumulantes x para redes
quadradas de tamanhos lineares L = 100, 150 e 200. O cruzamento das curvas fornece
uma estimativa do valor A\, = 1.649(1) para o processo de contato. O processo de contato
pertence a classe de universalidade de percolacao direcionada, que em duas dimensoes

possui os seguintes expoentes criticos: § = 0.583(4), v = 0.35(1) e 7, = 1.516(9) [9].

3.4.1 Aproximacao de Campo Médio

Assim como descrito em sessoes anteriores, a aproximacao de campo médio

reduz o problema da interacao de muitos corpos a interacao de um corpo com um campo
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que é a média das interagoes do sistema. Consideremos que p(t) é a probabilidade de
um sitio estar ativo num dado instante t. Como a taxa de desocupacao é unitéria, a
probabilidade de um sitio ser desocupado é proporcional a p(t). Ja a probabilidade de
ocupar um sitio depende das fragoes de sitios ocupados e vazios, além da taxa de criacao.

Assim temos que a taxa de variagao de p(t) é dada por

W — )+ M1~ ple)ole). (3.27)

Estamos interessados na solucao estacionaria, ou seja, onde nao ha variacao da populagao
de sitios ocupados
dp(t)

L =0, 3.28
o (3.28)

O resultado é caracterizado por duas solugoes estacionarias. A primeira se refere ao estado
absorvente:

p=0. (3.29)
A segunda solugao é relativa ao estado estacionario ativo do sistema
A—1
= —, 3.30
P=5 (3.30)
a qual sé é valida para A > 1. Portanto, o sistema apresenta, no estado estacionario, uma
transicao entre o estado absorvente e o estado ativo, onde o parametro de ordem p se

comporta da seguinte forma,
p~ (A=), (3.31)

com o ponto critico em A, = 1 [5]. O comportamento critico do processo de contato
segundo a teoria de campo médio é descrito pelos expoentes criticos 8 = 1, v = 0 e
v, =1/2[9].

Essa diferenca no comportamento critico entre os regimes de Percolacao Di-
recionada e de campo médio ¢ atribuido principalmente a mudanca da dimensionalidade
do sistema. No caso da percolacao direcionada a dimensao critica superior é d. = 4,
ou seja, para uma dimensao d > 4 o comportamento critico pertence ao regime de
campo médio, abaixo de d. temos o comportamento critico da percolacao direcionada
unidimensional (f = 0.276486(8), v = 0.54386(6) e 7, = 1.09684(6)), bidimensional
(8 =0.583(4), v =0.35(1) e 7, = 1.516(9)) ou tridimensional (8 = 0.813(9), v = 0.19(1)
e 7, = 1.743(15)). Na proxima sessdo analisaremos a transi¢do entre a classe de uni-
versalidade da percolagao direcionada 2D e a de campo médio. Para isso estudaremos o
processo de contato na rede de Kleinberg, a qual nos permite variar a dimensionalidade

do sistema apenas controlando o parametro «.
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3.5 Mudanca de classe de universalidade para o processo de contato

Analisaremos os efeitos das ligacoes de longo alcance, descritas pela construcao
de Kleinberg, sobre o comportamento critico do processo de contato. Comparando com
uma infec¢ao, em funcao dos atalhos, a doenca pode contaminar individuos distantes do
sitio infectado, acelerando o processo de contagio global. Dessa forma, é esperado que a
infeccao persista mais em comunidades mais conetadas, e como na rede de Kleinberg, a
probabilidade de encontrar atalhos com maior alcance cresce com a reducao do parametro
«, € esperado que a persisténcia da infeccao também cresca a medida que o se aproxima
de zero.

Na figura (14) mostramos o diagrama de fases do processo de contato na rede
de Kleinberg. Cada valor de A.(«) foi calculando do cruzamento do cumulante £ como
funcao da taxa de criagdo para redes com tamanhos N = 10000, 22500, 40000, 62500 e
90000. Observamos que o valor de A.(«) cresce a medida que aumentamos o valor de a,
mas mantendo-se sempre abaixo do valor critico para a rede quadrada (A, = 1.649(1)),

indicado pela linha tracejada. Para a — oo, a rede de Kleinberg tende a recuperar a

1.7
1.6

1.5

A

Figura 14 — Diagrama de fase do processo de contato na rede de Kleinberg. O parametro
critico A\, cresce monotonicamente com o parametro de controle a. Os valores criticos
permanecem sempre abaixo do valor A, = 1.649 da rede regular quadrada (linha trace-
jada).
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geometria regular, entdo A.(«) assintota para o valor critico da rede quadrada.

Em alguns trabalhos mostra-se que o cumulante de Binder e o cumulante dado
pela equagao (3.26) possuem propriedades que sao compartilhadas por diferentes modelos
[39]. Desta forma, tendem a serem descritos como indicadores de universalidade. En-
tretanto, sao dependentes de propriedades como a condi¢ao de contorno. Além disso, ja
mostramos que para o modelo do votante majoritario, a universalidade nao pode ser des-
crita pelo cumulante de Binder em sistemas cujas conexoes sao descritas pela construcao
de Kleinberg. A figura (15) mostra o cumulante critico k. em fungao do parametro a.. Para
valores de a > 4 temos os valores k.(«) consistentes com o valor do regime de percolagao
direcionada 2D, indicado pela linha tracejada (k = 0.3257(5)) [38]. J& para valores de
a < 4 temos que o valor do cumulante critico x. depende do valor de «, apresentando um

maximo em « = 2. Por outro lado o valor do cumulante x sao aproxima do seu valor no

0.8

O
O
O

§
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Figura 15 — Cumulante critico k. calculado no ruido critico A.. A linha vermelha pon-
tilhada corresponde ao valor de campo médio (k = 0.6232(2)), e a linha azul trace-
jada corresponde ao valor para a classe de universalidade de percolagao direcionada 2D
(k = 0.3257(5)). Um médximo de x(A.) em o = 2 é derivado da condi¢do de navegagao
otima com conhecimento local. O regime de percolacao direcionada 2D é recuperado para
a > 4.

regime de campo médio ky r = 0.6232(2), indicado pela linha pontilhada, quando o — 0.
Para determinar os expoentes criticos realizamos a andlise de escala de tamanho finito.

Préximo do ponto critico o parametro de ordem escala segundo a equagao
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Figura 16 — Dependéncia do pardmetro de ordem critico para o = 3.0 (circulos), 3.2
(quadrados), 3.5 (losangos), 3.7 (triangulos) e 4.0 (asteriscos). As linhas continuas sao os
ajustes dos dados, os quais correspondem aos expoentes /7, , os valores estao expostos

na tabela 2.

o' A B/v. K(Ae)

0.0 1.2645 + 0.0008 0.502 £0.012 0.621 £ 0.021
0.5 1.2650 £ 0.0003 0.500 £ 0.015 0.626 £+ 0.020
1.0 1.2642 + 0.0006 0.499 + 0.020 0.643 £ 0.018
1.5 1.2679 £ 0.0005 0.502 £ 0.015 0.678 £ 0.020
2.0 1.2896 + 0.0008 0.501 £ 0.020 0.763 £ 0.038
2.5 1.3501 £ 0.0006 0.506 £ 0.012 0.687 £ 0.022
3.0 1.4350 £ 0.0002 0.494 £+ 0.010 0.617 £0.025
3.2 1.4668 + 0.0009 0.456 £ 0.015 0.557 £ 0.018
3.5 1.5085 £ 0.0003 0.448 £+ 0.026 0.463 £+ 0.020
3.8 1.5309 £ 0.0008 0.410 £ 0.020 0.424 £ 0.026
4.0 1.5568 £ 0.0003 0.395 £ 0.023 0.347 £ 0.017
4.5 1.5848 £+ 0.0012 0.381 £ 0.017 0.319 £ 0.022
5.0 1.6024 + 0.0003 0.387 £+ 0.020 0.315 £ 0.020
5.5 1.6129 + 0.0004 0.385 + 0.021 0.312 £ 0.025

Tabela 2 — Resultado para o A. e o expoente critico 5/7; do modelo do processo de contato
na rede de Kleinberg para diferentes valores do parametro a.. Os valores de campo médio

sao A\ = 1 e /v; = 1/2, enquanto os expoentes do modelo de percolagao direcionada

2D sio A, = 1.649(1) e B/7, = 0.385(6) [9).
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pn(A) ~ NP BN Y7L, (3.32)

sendo € = (A — \.). A figura 16 mostra a relagdo da densidade critica com o tamanho
do sistema para diferentes valores do parametro «, onde os simbolos sao os valores de
p calculados em \. e as retas sao os ajustes dos resultados. A inclinacao dos ajustes
fornecem o valor do expoente critico 5/7, . Notamos que os expoentes criticos no intervalo
3 < a < 4 variam continuamente, significando que neste intervalo o sistema apresenta um
comportamento critico singular, ou seja, temos um valor do expoente critico dependente
de a 0s quais nao pertencem a nenhuma classe de universalidade. A tabela 2 mostra os
valores de A, e de /7, e podemos ver a dependéncia do expoente critico 8/, com «
na figura (17). Para a < 3, §/7, é consistente com o valor de campo médio /7, = 1/2,
e para a > 4 o expoente é consistente com a classe de universalidade da percolagao

direcionada, cujo expoente critico é 5/7; = 0.385(6) [9].
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Figura 17 — Dependéncia do expoente critico 8/ com o parametro a.

Com o intuito de mostrar a consisténcia dos resultados nos dois diferentes re-
gimes criticos, realizamos o colapso dos dados do parametro de ordem p nas proximidades
do ponto critico para as construgoes de Kleinberg de tamanhos N = 10000, 22500, 40000
e 62500. Na figura (18a) fixamos o = 3 e utilizamos § = 1 e ¥ = 2, expoentes criticos
do regime de campo médio. J4 na figura (18b) fixamos a = 4 e utilizamos os expoentes
da percolacao direcionada 2D, 5 = 0.583(4) e 7 = 1.516(9). A equagdo (3.32) indica que
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deve haver uma funcao universal que reescala o parametro de ordem,
p(x) = pn(A NP7, (3.33)

que depende da varidvel de escala x = e N7,

4

0 Y
0.0010.01 0.1_ 1 10 0.01 0.1 1 10

|8|Nl/v |8|Nl/v
Figura 18 — Colapso dos dados da densidade de sitios ativos para sistemas com tamanhos
N = 10000 (circulos), 22500 (quadrados), 40000 (triangulos) e 62500 (asteriscos). (a)
Curva universal para o« = 3 é consistente com os expoentes de campo médio: f =1 e
v =2. (b) Para o = 4, o colapso dos dados foi obtido usando os expoentes de percolagao
direcionada: 5 = 0.583(4) e 7 = 1.516(9).

A figura (19) mostra o colapso de dados do parametro de ordem no ponto
critico em redes de Kleinberg com tamanhos N = 10000, 22500, 40000, 62500 e 90000,
para todos os valores de a expostos na tabela 2. Para a < 3 utilizamos os expoentes
criticos de campo médio. No intervalo 3 < a < 4 reescalamos o parametro de ordem
utilizando os valores do expoente /7 da tabela 2, e para @ > 4 utilizamos (/7 da
percolacao direcionada. Um minimo em o = 2 é observado.

Neste capitulo investigamos as mudancas de classe de universalidade nos mode-
los do votante majoritario e do processo de contato em redes espacialmente incorporadas.
No primeiro caso, a mudanca ocorre entre o regime de Ising 2D e o regime de campo
médio. Para o processo de contato a mudanca ocorre da classe de universalidade de per-
colagao direcionada 2D para a de campo médio. Em ambos os modelos, observamos que

no 3 < a < 4 os expoentes criticos variam continuamente.
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Figura 19 — Colapso dos dados da densidade de sitios ativos no ponto critico em fungao
de a. Os expoentes usados sao /7 = 1/2 para a < 3, 5/7 = 0.385(6) para o > 4 e para
3 < a < 4 foram usados os expoentes listados na tabela 2. Note que ha um maximo na
flutuacao em a = 3.

Os resultados referentes ao processo de contato serao brevemente submetidos
ao periddico Physical Review E. Uma versao desse manuscrito estd anexa no apéndice B

desta Tese.
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4 PROCESSO DE CONTATO COM SIMBIOSE

Apesar das discussoes sobre o significado do termo simbiose, o conceito atual-
mente utilizado pela maioria dos bidlogos é a definicao de de Bary, que diz que o termo
significa “viver junto”, ou seja, qualquer interacao entre espécies diferentes é uma sim-
biose [40]. Ha diferentes tipos de simbiose, algumas delas sdo chamadas de harmoénicas,
como o mutualismo, na qual ambas espécies sao beneficiadas. Como exemplos de mutua-
lismos temos o liquen, que é o resultado da simbiose entre algas microscopicas e fungos, e
algumas espécies de caranguejos que tém uma relagao simbiética com anémonas do mar
[41]. Outra simbiose harmonica é o comensalismo, no qual uma espécie é beneficiada sem
nenhuma consequéncia para o outro individuo. Temos ainda as relagoes nao harmonicas,
nas quais nao ha uma vantagem para as espécies interagentes e podendo ter até prejuizo
para alguma delas. O parasitismo ¢ uma das relagoes simbiéticas nao harmonicas mais
comuns, na qual um individuo se beneficia da relacao enquanto o outro é prejudicado.

No modelo do processo de contato com simbiose, introduzido por Dickman et
al. [42, 43], podemos fazer analogias com as rela¢oes simbidticas do tipo mutualismo. Em
tal modelo, os elementos de espécies diferentes tém maiores chances de sobreviver no sis-
tema quando estao interagindo. Como veremos, essas interagoes simbidticas promovem a

persisténcia das populagoes em uma situagao na qual espécies isoladas nao sobreviveriam.
4.1 Modelo

A fim de introduzir uma interacao simbidtica no sistema, permitimos que dois
processos de contato habitem na mesma rede, definindo particulas distinguiveis, digamos
espécies A e B. Nesse contexto, um sitio pode ser encontrado em quatro estados distintos.
Considere as variaveis de um dado sitio ¢, como sendo o; e 7;, respectivamente. Os estados

(04,m;) permitidos sao:
e (0,0) : sitio esta vazio;
e (1,0) : sitio estd ocupado apenas por uma particula da espécie A;
e (0,1) : sitio estd ocupado apenas por uma particula da espécie B;
e (1,1) : sitio estd ocupado por uma particula de cada espécie.

De acordo com Dickman et al. [42], as transigoes entre os estados do sitio ¢ ocorrem das

seguintes maneiras:
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e (0,0) — (1,0) e (0,1) — (1,1) ocorrem a uma taxa Ang, sendo na a fragdo de

vizinhos ocupados por particulas da espécie A;

e Similarmente, (0,0) — (0,1) e (1,0) — (1,1) ocorrem a uma taxa Ang, onde ng é

a fracao de vizinhos ocupados por particulas da espécie B;
e (1,0) = (0,0) e (0,1) — (0,0) ocorrem a uma taxa unitéria;
e (1,1) » (1,0) e (1,1) — (0,1) ocorrem a uma taxa ;

Esta 1ltima taxa de transicao representa a intensidade da interagao entre duas particulas
que se encontram no mesmo sitio da rede. Para p = 1, as particulas nao interagem e as
duas populacoes evoluem independentemente, como no processo de contato ordinario. Ja
para p < 1, a interagao simbidtica reduz a taxa de aniquilacao das particulas em sitios
duplamente ocupados, até o valor p = 0, onde é impossivel remover a dupla. A figura

(20) mostra como ocorrem as transigoes, segundo as regras listadas acima.

Figura 20 — A figura mostra a transicao entre os possiveis estados que um sitio pode
assumir. O sitio “AB” representa o estado onde hd duas particulas interagindo simbi-
oticamente. Com uma taxa p, o sitio pode mudar para os estados onde apenas uma
particula, “A” ou “B”, ocupa o sitio. Os sitios ocupados com apenas uma particula se
tornam vazios com taxa unitdria. Um sitio vazio é ocupado com taxa An, (ou Any) por
uma particula A (ou uma particula B). Nao ha possibilidade de um sitio passar direto
do estado vazio para o estado duplamente ocupado ou vice-versa.

4.2 Aproximacao de Campo Médio

Definimos as probabilidades de encontrar um sitio vazio, ocupado por uma

particula da espécie A, da espécie B, ou ocupado por ambas, respectivamente, Py, Py,
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Pg e Pyp [42]. Podemos escrever as equagoes de campo médio como

dP,

It :PA+PB—)\P0(PA+PB+2PAB), (41)

dPy
W:/\PO(PA+PAB>+MPAB_(1+/\PB+/\PAB)PA; (42)

dPg
W:)\PO(PB+PAB)+MPAB_<1+)\PA+)\PAB)PBa (43)

dPag

7t = —QMPAB+2>\PAPB+)\PAB<PA+PB>. (44)
No caso simétrico, onde Py = Pg = P, sendo P; a probabilidade de um sitio estar

ocupado com apenas uma particula. Definimos P4 = P, como a probabilidade de um
sitio estar ocupado por duas particulas. Temos portanto que Py + P, + P, = 1. Assim

reescrevemos as equacoes acima como

dP
d—tl =\1—P,—3P) (P, + P,) + uP, — P, (4.5)
dP.
d—; = 2\P,(P, + P) — 2uP. (4.6)
Partindo de (4.6) no estado estacionario, %2 = 0, obtemos
AP
Py=— . 4.7
= B (4.7)
Substituindo (4.7) na equagdo (4.5) e fazendo %t = 0,
M= 1) P2 + M2 = 20 = pA) Py + 2 (A = 1) Py = 0, (4.8)
cujas solugoes sao dadas por
P) =0, (4.9)
212 A—2 42 — 4 A2
pr = 20 A= 20t p Ay — A X (4.10)
2Mp — 1)
2u? A—2u — 4u? — 4 A2
pr = 2 A 2 A — A A (4.11)
2Mp — 1)

Consequentemente, podemos obter a partir da equagao (4.7) as solugdes

P) =0, (4.12)
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Ap — Ap® — N+ (2p — 1)\ /A% — A+ A2
pr = =n + 2p = 1)VAp* —4p + (4.13)

2A\(p — 1) ’
P__4u—4u2—)\—(2;;—1)\/4#2—4#—1-)\2 (4.14)
‘o 2\(p — 1) ' '

Definimos p como a densidade total de particulas no sistema. Tal quantidade é dada
pela soma das probabilidades de encontrar sitios com ocupagao simples e ocupacao dupla,
ponderada por um fator de dois, uma vez que podemos ocupar cada um dos N sitios da
rede de interesse com duas particulas. Para que as solugoes sejam fisicamente aceitaveis,
o radicando 4p? — 4 + A% nas equagoes (4.10)-(4.14), deve ser positivo semidefinido, isto

€,

4p* —4p+ A2 > 0. (4.15)
Temos, portanto
p=2(P)+ Pj), (absorvente) (4.16)
p=2(P  + P)), (ativa estdvel) (4.17)
p=2(P + Py). (ativa instdvel) (4.18)

Na figura (21) apresentamos as solugoes de campo médio, equagdes (4.16)-
(4.18), para u = 0.25. A equagao (4.16), reta horizontal tracejada, representa a solugao
absorvente, uma vez que p = 0. A equacao (4.17), curva traco pontilhada, representa
a solucao ativa estavel e a equagao (4.18), curva continua, representa a solucao ativa
instavel. Tais solugoes sao ativas uma vez que p > 0. Observe que nessa figura temos
uma regiao de A que separa a solucao puramente absorvente da solugao puramente ativa.
Esta regiao é definida no intervalo A.(u) < A < AL, sendo A.(u) o valor do parametro de
controle que define a transicao da fase ativa estavel para a fase absorvente, cujo valor é

obtido tomando-se a igualdade na equagao (4.15), e portanto

Ac(p) = VA — 42 (4.19)

Para p = 0.25 temos A\, = \/3/_4 O valor A\, = 1 define a transicao da fase absorvente para
a fase ativa estavel e é independente de p. Tal valor é encontrado fazendo-se a solugao
(4.18) igual a zero. Temos ainda que nesta regido as trés solugoes (4.16)-(4.18) estao
definidas, implicando uma possivel transicao descontinua com comportamento histerético.

Na proxima sessao faremos uma anélise da estabilidade das solugoes encontradas.
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Figura 21 — Solucoes da aproximagao de campo médio para processo de contato com
simbiose com p = 0.25. A reta horizontal tracejada em p = 0, no intervalo 0 < X\ < 1,
é a solucao na qual o sistema se encontra no estado absorvente. A curva superior, traco
pontilhada é a solugao na qual o sistema se encontra no estado ativo estavel e a curva
continua é a solucao instavel.

4.3 Analise da estabilidade das solucoes e diagrama de fases

Considere a fungao f(P) como sendo a derivada temporal de P

_ap

f(P)=—- (4.20)

Os valores de P = P*, onde f(P*) = 0, sdo chamados de pontos fixos. No processo de

contato com simbiose temos duas variaveis, P; e P, assim podemos definir

dP1 dPQ
== = —= 4.21
f(Pr, P) a © 9(P1, Py) dt (4.21)
onde (Py, P;) é um ponto fixo do sistema, ou seja,
(P P) =0 e g(PfFy)=0; (4.22)

Para determinar o tipo de equilibrio de cada um dos pontos fixos podemos

fazer uma linearizacao das fungoes [44] f(P, P) e g(Py, P»). Considere uma pequena
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perturbagao (u,v) em torno do ponto fixo, de modo que

u=P —P e v=PFP—-F;. (4.23)
E concluimos que
du dPl
—=—=f(P,P 4.24
dv  dPs
— =—==g4(P,P). 4.25
dt di 9(P1, P») ( )
Expandindo as fungoes % e % em torno do ponto fixo (Py, Py) podemos escrever a

dinamica linearizada como

d A A

du _ 191 4o | 2L +O(u, ), (4.26)
dt 0P prpyy L0 ]y

dv [ Og | [ Og ]

do_ J20] 18] o, @.27)
dt 0P pepy  LOP2](pr )

Essas expressoes podem ser reescritas na forma matricial
of  Oof
dfuw) _( 374 am u
dt 99 99 ’
’ or P ) (prpp \ Y

of  of

_ oP, 0Py

A 99 99
oP, 0P (P}, Py)

a matriz Jacobiana calculada no ponto fixo [44]. Resolvendo det(A — IA) = 0, determi-

sendo

namos os autovalores A da matriz Jacobiana A como sendo

A1 2 = (428)

sendo 7 e A, respectivamente, o trago e o determinante de A. Determinado os autovalores,

podemos reescrever a matriz A na forma diagonal,

Ay 0O
A= ! .
0 A,

Assim, 7 = A1+ Ay e A = AjAy. Em geral, Ay # Ay, entao a matriz A possui autovetores
linearmente independentes, sendo assim, todo o espaco pode ser obtido da combinac¢ao
linear dos dois autovetores. Considere uma condigao inicial xy como sendo a combinagao
linear

Xy = Cc1Uq + CoUs. (429)
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Um solugao geral para a equacao Z—’; = Ax pode ser escrita na forma
x(t) = cretuy + cpe?uy, (4.30)

uma vez que uma combinacao linear de solug¢oes é também uma solugao. Além disso, com
o conhecimento de uma condigao inicial, x(0) = xg, pelo teorema da unicidade [44], esta
solucdo é unica. A partir da solucdo (4.30) podemos classificar os pontos fixos, analisando
a evolucao temporal desta solucao no espaco de fase. Primeiro, consideramos os casos
onde A; e Ay sdo ambos reais, 72 — 4A > 0. Considerando A; < 0 e Ay < 0, x(¢) decai
exponencialmente para xo, e classificamos esse ponto fixo como um né estavel (figura
(22a)). Para Ay > 0 e Ay > 0, x() cresce exponencialmente, se afastando de xo, dizemos
que o ponto fixo é um né instavel (figura (22b)). No caso onde A; e Ay possuem sinais
opostos o ponto fixo é um ponto de sela (figura (22¢)). Quando um dos autovalores for
igual a zero, nao teremos apenas um ponto fixo, mas uma linha de pontos fixos, ou ainda,
quando os dois autovalores forem iguais a zero teremos um plano de pontos fixos.
Consideremos os casos em que os autovalores sao complexos, ou seja, 72 —4A <

0. Sendo os autovalores complexos, vamos reescreve-los como
ALQ =a* iw, (431)

ou seja, x(t) é uma combinacio linear de e(®*®)t Utilizando a formula de Euler, ™! =
cos(wt) + isen(wt), concluimos que x(t) é combinacao linear de e*cos(wt) e e*sen(wt).
Sendo assim, no espaco de fase, teremos oscilagoes que decaem exponencialmente quando
7 < 0, e o ponto fixo é chamado de espiral estavel (figura (22d)). Para 7 > 0 teremos
oscilagoes que crescem exponencialmente, e temos um ponto fixo do tipo espiral instavel
(figura (22¢)). Para 7 = 0, temos uma solugdo puramente complexa, a qual apresenta
oscilagoes de amplitude constante com o ponto fixo no centro, o chamado ponto fixo
central.

De volta ao processo de contato com simbiose, utilizando as equacoes 4.5 e 4.6

para determinarmos os elementos da matriz A, encontramos os autovalores

A= —% [\/M+ AINPL+Py) — (A —2p — 1)} e (4.32)
Ay = % [\/M — NP+ Py) + (A —2p — 1)] : (4.33)

onde
M = 8\(1 — ) (2P, + Py) + N+ 2\(2u — 1) + 4p* — dp + 1. (4.34)
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Figura 22 — O fluxo na vizinhanca dos pontos fixos em um sistema dinamico com duas
variaveis. Os pontos fixos podem assumir as seguintes formas: (a) né estével, (b) né
instavel, (c¢) ponto de sela, (d) espiral estével e (e) espiral instavel.

Consequentemente determinamos os valores de 7(Py, Py) e A(Py, Ps):

(P, Py) = A—1—2u— NP, + Py); (4.35)

A(Py, Py) = 4)N*(PE+ P)) + 8\ PPy + 2\ [Po (31— \) + P (4 — 1= N\)] +2u(1—\). (4.36)

Assim obtemos, a partir das solugoes (4.9), (4.10), (4.12) e (4.13), os valores de 7 e A

correspondentes:
(P, P)) =\ —1—2u (4.37)

AP, Py) = 2p(1 = N); (4.38)

7(PF,Py) =21 — A — 1 F 2¢/4p? — 4p + N%; (4.39)

A(PF, Py) = 4p® — dp+ X F (20 — AV Ap? — dp+ N2, (4.40)

A figura (23) mostra o plano 7 x A, onde as retas A =0, 7 = 0 para A > 0 e a curva
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Figura 23 — Plano 7 x A, onde 7 é o traco e A é o determinante da matriz Jacobiana.
Esse plano estd divido em cinco regides pelas retas A = 0 (V7), 7 = 0 e pela pardbola
72 — 4A = 0. Dependendo do par de parametros g e A, o sistema pode ter pontos
fixos com equilibrio do tipo né estavel (I), né instavel (II), espiral estavel (III), espiral
instavel (IV) ou ponto de sela (V). O tipo de equilibrio a qual as solugoes de campo médio
para o processo de contato com simbiose para p = 0.25 pertence é indicado pela regiao
onde se encontram as curvas. A linha tracejada vermelha corresponde & solugao (Pp, P5))
absorvente. O ponto (a), equivale & solugao em A = 0, de modo que a solugao (P}, Py)
apresenta pontos fixos com equilibrio do tipo no estavel até o ponto ¢, em A\ = 1, passando
a possuir pontos fixos com equilibrio do tipo ponto de sela. A solugio (P;", P, ) instdvel
é descrita pela linha verde continua, e é limitada entre o ponto ¢ e o ponto b, em A = A,
que tem pontos fixos com equilibrio do tipo ponto de sela. A solugao (P, PyF) estdvel
possui pontos fixos com equilibrio do tipo né estéavel.

parabdlica 72 — 4A = 0, delimitam as diferentes regioes de estabilidades. As solucoes de
campo médio para p = 0.25 estao representadas pelas demais curvas. A linha tracejada
(vermelha) representa a solucio (PP, PY) absorvente, e possui equilibrio estdvel entre o
ponto (a), para o qual A = 0, e o ponto (¢), com A = 1, a partir do qual passa a ser ponto
de sela. A linha pontilhada (azul) representa a solugao (P;, Py), possui equilibrio do tipo
né estdvel. A linha continua (verde) descreve o tipo de equilibrio da solugao (P;", Py ),
limitada entre os pontos (b), com A = \., e (¢), possui equilibrio do tipo ponto de sela.
O diagrama de fases do processo de contato com simbiose pode ser construido

a partir da equagao (4.19) a medida que variamos os valores de pu. Na figura (24) é
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Figura 24 — Diagrama de fases obtido das equacoes de campo médio. Na regiao absor-
vente as populacoes de ambas espécies estao extintas. Na regiao ativa, ha uma fracao
macroscopica das duas populagoes. Na regiao biestavel podemos encontra o sistema nos
dois estados, ativo ou absorvente, dependendo do estado inicial do sistema. A transicao
entre estado absorvente e o estado ativo, para g > 0.5, é continua (linha continua). Ja
para pu < 0.5, as transigoes sao descontinuas. A linha tracejada marca a transi¢ao entre o
estado ativo para o absorvente e a linha pontilhada é a transicao entre o estado absorvente
e o estado ativo. A seta indita o caminho percorrido na figura (21) no diagrama de fases.

mostrado o diagrama de fases na aproximacao de campo médio. Na regiao absorvente as
populagoes de ambas espécies estao extintas. Na regiao ativa, ha uma fracao macroscopica
das duas populacoes. Na regiao biestavel podemos encontrar o sistema nos dois estados,
ativo ou absorvente, dependendo do estado inicial do sistema. A transicao entre estado
absorvente e o estado ativo, para p > 0.5, é continua (linha continua). Ja para u < 0.5,
as transicoes sao descontinuas. A linha tracejada marca a transicao entre o estado ativo
para o absorvente, e a linha pontilhada é a transicao entre o estado absorvente e o estado
ativo. Note que A, cresce de zero até o valor maximo A, = 1 em p = 0.5, o qual coincide
com o valor critico do processo de contato ordinario, e a partir deste valor as duas espécies

independem da simbiose para sobreviver.
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4.4 Simulacgao e resultados

Aplicar a teoria de campo médio significa reduzir um problema de muitos cor-
pos a um problema de um tnico corpo que interage com um campo, que representa a
interacao média ou efetiva de todos os demais corpos do sistema com esse 1inico corpo.
Como vimos anteriormente, essa aproximagao permite o calculo de solucoes analiticas.
Porém, a aplicacao desta aproximacao tem alcance limitado, principalmente quando ana-
lisamos sistemas cuja dimensionalidade estd abaixo da dimensao critica superior [45]. A
fim de testar o limite da teoria de campo médio e analisar algoritimos adequados para des-
crever os fenomenos de interesse, realizamos simula¢oes numéricas do processo de contato
com simbiose em grafos completos.

Todos os eventos da dinamica do processo de contato com simbiose ocorrem a
partir de sitios ocupados, desta forma, definimos duas listas, uma contendo os sitios de
ocupacao simples e outra contendo os sitios de ocupacgao dupla. O nimero de elementos
em cada uma dessas listas sao N, e Ny, respectivamente, e o nimero total de particulas no
sistema é dado por N, = N, + 2N,. Primeiramente, definimos A¢ como o incremento de
tempo associado a um dado passo da simulagao. Em seguida, para cada passo de tempo

escolhemos um dos seguintes eventos:
1. Criacao a partir de uma particula isolada, com probabilidade AN At;

2. Criagao a partir de uma particula em um sitio com ocupagao dupla, com probabili-
dade 2AN AL,

3. Eliminacao de uma particula isolada, com probabilidade N,At;

4. Eliminacao de uma particula em um sitio com ocupacao dupla, com probabilidade

Como estas probabilidades devem ser normalizadas, temos que 1/At = AN, + Ny +
2uNy. Por fim, definimos At = 1/N, num grafo ou numa malha regular com N, sitios
ativos, e desta forma cada passo de Monte Carlo corresponde, em média, a uma tentativa
de evento por sitio. Uma vez que o evento é escolhido, um sitio é sorteado na lista
apropriada. Para eliminar uma particula isolada, basta sortear um sitio da lista de sitios
com ocupacao simples e retira-lo da lista. Porém, para eliminar uma particula em um
sitio com ocupacao dupla, deve-se além de escolher um sitio da lista apropriada, sortear
com igual probabilidade a espécie a ser eliminada e entao eliminé-la.

Assim como o processo de contato ordinario, a versao simbidtica possui um

estado de vacuo absorvente, o qual pode ser atingido mesmo para A > A., devido as
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flutuacoes no parametro de ordem em sistema finitos. Entretanto, o processo de contato
simbidtico também possui um outro estado absorvente associado a extingao de uma das
espécies, isto é, um subespaco de estados onde apenas uma das espécies esta presente.
Observe que apenas os estados absorventes é que sao verdadeiramente estacionarios e o
estado ativo é dito quase estacionario. No presente trabalho utilizamos dois métodos para
gerarmos o estado quase estaciondrio no processo de contato com simbiose. O primeiro
método, introduzido por Dickman et. at. [42, 43, 37], os estados ativos visitados pelo
sistema sao registrados e armazenados em uma lista, a qual é atualizada com um dada
probabilidade e apds o sistema atingir o estado de vacuo absorvente, sorteamos um dos
estados da lista e em seguida o sistema € recolocado neste estado. Para fins didaticos
tal procedimento serd denominado de Método 1. O segundo método consiste na criacao
espontanea de particulas de ambas as espécies apds o sistema atingir o estado de vacuo

absorvente. E este procedimento serda denominado de Método 2.

4.4.1 Resultados para o grafo completo

Vimos que os resultados de campo médio para u < 0.5, o processo de contato
simbidtico sofre uma transicao de fase descontinua, apresentando comportamento his-
terético. Aqui consideramos simulagoes sobre um grafo completo para verificarmos tais
resultados.

A fim de reproduzirmos os resultados de campo médio da figura (21), durante
as simulagoes realizamos um procedimento no qual o sistema esté inicialmente no estado
absorvente em um valor A = \g < \.. Apds o sistema permanecer por um intervalo
de tempo At neste valor, A é incrementado de A\ e o sistema passa para um valor
A1 = Mo + AX. Entao, apds o sistema permanecer por um tempo At em A, o valor de A
¢ novamente incrementado, de modo que o sistema passa para um valor Ay = Ay + AN\,
Este processo continua fazendo A\; = \i—; + AX até atingir um valor Agipa > Ae. Ao
atingir esse ponto o processo passa a realizar decrementos em \, tal que A\; = A\;j11 — A\,
mantendo o sistema no valor \; durante o tempo At apds cada decremento . O processo
se mantem até \ voltar ao seu valor inicial \g.

Na figura (25a) o ciclo de histerese ¢ construido a partir do Método 1 para es-
tados quase estaciondrios considerando p = 0.25. Partindo do estado ativo (em A = 2.0)
para o estado absorvente (em A = 0.5), observamos uma descontinuidade na transigdo
entre os estados, assim como previsto pela teoria de campo médio. Por outro lado, par-
tindo do estado absorvente (em A = 0.5) para o ativo (em A = 2.0), o sistema nao retorna
para o estado ativo do processo de contato com simbiose. Na figura (25b) mostramos

a densidade de particulas da espécie A (losangos) e da espécie B (triangulos), onde o
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sistema ¢é iniciado no estado absorvente. Observe que utilizando o Método 1, apenas uma,
das espécies permanece no sistema, enquanto a outra esta extinta. Portanto, apesar de
reproduzir a descontinuidade na transi¢ao, o Método 1 nao é capaz de reproduzir o com-
portamento histerético observado nas solugoes de campo médio. Tal efeito se deve ao fato

deste método reativar estados onde apenas uma espécie esta presente.

2.0 T T T T T T T T T T T T T T 06 T T T T
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Figura 25 — Processo de contato com simbiose em um grafo completo, com p = 0.25 numa
rede com N = 4 x 10* sitios, onde as medidas sao realizadas em 60 amostras com 10°
passos de Monte Carlo. Aqui, utilizamos o método de Dickman et al., onde o sistema, ao
atingir o estado absorvente, é recolocado em um estado ativo visitado anteriormente. Em
(a), vemos que o sistema apresenta a descontinuidade prevista pela teoria de campo médio
apenas partindo de um estado inicial ativo, longe do estado absorvente. Mas iniciando-se
na regiao absorvente, o sistema nao retorna para o estado ativo do processo de contato
com simbiose, com as duas espécies presentes. Como vemos em (b), partindo do estado
quase absorvente, o sistema segue como um processo de contato ordinario, com apenas
uma das espécies, enquanto a outra permanece extinta.

O Método 2 consiste em perturbarmos o estado de vacuo absorvente criando
espontaneamente uma particula de cada espécie em sitios distintos do sistema. Na figura
(26) mostramos o ciclo de histerese construido a partir do Método 2 para p = 0.25. Aqui
observamos uma perfeita concordancia com as solugoes de campo médio, com a presenca
de descontinuidade na transicao e do comportamento histerético. Além disso, notamos
que no intervalo A, < A < X, temos uma regidao de biestabilidade, onde tanto o estado
ativo quanto o estado absorvente sao estaveis, corroborando com os resultados de campo
médio. Na regiao de biestabilidade o estado inicial é quem determina se o sistema seguira
para um estado estacionario ativo ou absorvente. Se o sistema for inicializado em um
valor de p acima da solugao ativa instavel, o sistema relaxa para o estado ativo estavel.
Entretanto, se for inicializado com um valor de p abaixo da solugao instavel, o estado
estacionario sera absorvente.

Os resultados para outros valores de p podem ser vistos no diagrama de fases

na figura (27), onde temos os valores de . representados pelos circulos escuros e os A,
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Figura 26 — Resultado da simulacao do processo de contato com simbiose em um grafo
completo em uma rede com N = 4 x 10? sitios, e u = 0.25 (simbolos). As medidas foram
realizadas em 60 amostras com 10° passos de Monte Carlo. Realizamos as medidas de
modo que o estado final de sistema em A ¢ o inicial em A + AX (ou A — AX). Em bom
acordo com a teoria de campo médio, a curva de histerese obtida pode ser observada
seguindo o sentido indicado pelas setas, onde vemos a regiao de biestabilidade entre as
linhas verticais pontilhadas.

pelos circulos claros. As linhas sao os resultados analiticos obtidos das equacoes de campo

médio.
4.4.2 Resultados para a rede aleatéria

Vamos introduzir as equacgoes de campo médio para uma rede com conectivi-
dade constante k. Para tal, considere que em um grafo completo de tamanho N, cada no
possui N — 1 conexdes. Assim, a probabilidade de um dado né esta conectado ao maior
cluster conexo é igual (N — 1)/N e no limite em que N — oo, temos (N —1)/N — 1.
Para um grafo aleatdrio, usaremos a aproximagao em que essa probabilidade é (k —1)/k,
sendo k a conectividade média do grafo. Reescrevendo as equacoes de campo médio
(4.1),(4.2),(4.3) e (4.4), respectivamente, temos

dp,
dt

k—1
=Pys+ Pg— A\ (T) P()(PA + Pp +2PAB), (4.41)
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Figura 27 — Diagrama de fases obtido da simulagao do processo de contato com simbiose
em um grafo aleatdrio (simbolos) utilizando o método onde o estado absorvente é pertur-
bado. Os circulos escuros sao as transicoes no sentido decrescente de A, os circulos claros
sao as transicoes no sentido crescente de A. Comparando esse resultado com a teoria de
campo médio (linhas), podemos notar uma boa concordancia.

dP k—1 k—1
d_tA =\ (T) PO(PA—i-PAB)-i—,uPAB — [1+A (T) (PB‘FPAB)} Py, (4-42)

dP, k—1 k—1
d_tB :A(T> PO(PB+PAB)+MPAB_ |:1+)\(T) (PA+PAB):| P37 (443)
dP k—1
d?B = —2uPap + A (T) 2PaPg + Pap(Pa + Pp)]. (4.44)

Partindo desse novo conjunto de equagoes de campo médio, de maneira analoga as solugoes

obtidas para o grafo completo, chegamos as seguintes solugoes:

p=0 (absorvente), (4.45)
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Figura 28 — Resultado da simulacoes do processo de contato para g = 0.25 em uma rede
aleatéria de Erdos-Rényi com N = 4 x 10* (simbolos) com (a) k = 20 e (b) k = 6, feitas
em 60 amostras de 10° passos de Monte Carlo para um transiente de 5 x 10*. As solucoes
analiticas para os dois casos, (a) k = 20 e (b) k = 6, estao representados pelas linhas
pontinhada vermelha, continua verde e tracejada azul, que correspondem as solugoes ativa,
instdavel e absorvente, respectivamente. Em (a), para k = 20, hd uma boa concordancia
entre o resultado numérico e o analitico.
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L\ o+ \/4u2 —dp+ (B)22
k—1

(ativo), (4.46)

A =20 - \/4u2 —dp+ ()2
k—1
2b-1)\

p= (instével). (4.47)

Dessas solugoes ainda podemos observar as transicoes descontinuas, partindo do estado

ativo para o absorvente,
k

e do estado absorvente para o estado ativo em \.(k) = k/(k —1).

Realizamos as simulacoes do processo de contato com simbiose para p = 0.25
na rede aleatoria de Erdos-Rényi com conectividade média k = 6 e £ = 20, com N =
4x10%* nés. O estado quase estaciondrio foi gerado a partir do Método 2 e as médias foram
realizadas com 60 amostras de 10° passos de Monte Carlo. Na figura (28) comparamos os
resultados das simulagoes com as solugoes analiticas das equagoes (4.45), (4.46) e (4.47).
Na figura (28a), vemos uma boa concordancia entre o resultado numérico com k = 20
(stmbolos) e o resultado analitico com k = 20, onde a curva pontilhada referi-se a solugao
ativa (4.46), a curva continua a solugao instével (4.47) e a linha horizontal tracejada a
solucdo absorvente (4.45). As linha verticais indicam A.(k = 20) (a esquerda) e \.(k = 20)
(a direita). A setas indicam o sentido da variagao de A\, onde podemos identificar a curva
de histerese. Ja na figura (28b), ndo temos a mesma concordancia que obtivemos para

um k malor.

4.4.3 Resultados na rede quadrada

Consideremos agora a analise do processo de contato com simbiose em redes
regulares. Tomando o Método 1 para gerarmos os estados quase estacionarios, podemos
reproduzir os resultados obtidos por Dickman et al. [42]. Na figura (29) observamos
uma transicao continua entre os estados ativo e absorvente a medida que variamos a
taxa de criacao A, em uma rede quadrada de tamanho linear L = 140 com p = 0.25,
considerando 50 amostras com 10 passos de Monte Carlo. De fato, utilizando o Método
1, Dickman et al. [37] ndo observou nenhum indicio de uma transi¢ao descontinua em
redes quadradas regulares, apesar de nao descartar a existéncia deste tipo de transicao
abaixo da dimensao critica superior. Aqui investigaremos a ordem da transi¢ao de fase
que o processo de contato simbidtico sofre em sistemas bidimensionais, mas considerando
o Método 2 para gerarmos os estados quase estacionarios.

Primeiramente, calculamos ciclos de histerese em redes regulares bidimensio-
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Figura 29 — Densidade de particulas de uma rede quadrada de tamanho linear L = 140
com valor de p = 0.25, para 50 amostras com 10° passos de Monte Carlo, usando o Método
1 para gerar o estado quase estacionario.

nais utilizando o mesmo procedimento descrito para os grafos completo e aleatério. Na
figura (30) temos duas curvas de histerese no intervalo 1.0 < A < 1.2 com AX = 0.001,
para os tamanhos lineares L = 100 e L = 200, onde as médias foram realizadas sobre
5 x 10* passos de Monte Carlo e 100 amostras. Observamos que a curva de histerese tem
uma forte dependéncia com o tamanho do sistema, uma vez que quanto maior o sistema
maior a largura da curva. Na figura (31) temos dois ciclos de histerese, mantendo o tama-
nho da rede fixo em L = 100 e considerando dois valores para o tempo de simulagao em
cada ponto dos ciclos, a saber, At =5 x 10? (triangulos) e At = 10 x 10* (circulos) passos
de Monte Carlo. Observamos que a largura da histerese tende a diminuir quanto maior
for o valor de At. Concluimos, portanto, que para sistemas finitos o ciclo de histerese
deve desaparecer para valores de At suficientemente grandes, implicando que mesmo con-
siderando o Método 2 para gerarmos o estado quase estaciondrio, o processo de contato
com simbiose possui um transicao continua em sistemas bidimensionais.

A auséncia de comportamento histerético tem como consequéncia a inexisténcia

de um regiao de biestabilidade em sistemas de baixa dimensionalidade. Na figura (32),
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Figura 30 — Densidade de particulas do processo de contato com simbiose com p = 0.25
em redes quadradas de tamanhos lineares L = 100 (triangulos) e L = 200 (circulos). O
sistema ¢ iniciado em um valor de A > A, e apds 5 x 10* passos de Monte Carlo, o valor
do parametro de controle é reduzido de A\ = 0.001, de modo que o estado inicial de
cada A é o estado final do valor anterior de A. Apds atingir um valor A < A\, passamos a

incrementar A de A\ = 0.001 seguindo o processo inverso até alcangar o valor inicial de
A

onde analisamos a dependéncia das condigoes iniciais sobre a densidade de particulas,
mostramos que o estado absorvente nao é estavel acima do ponto critico da transicao
entre estado ativo e o absorvente. Nesta figura inicializamos o sistema com varios estados
diferentes para A\ = A\, + &, e apés um tempo transiente o sistema sempre retorna para o
estado estacionario ativo. Portanto, mesmo eventualmente acessando o estado absorvente,
o sistema sempre tendera a retornar para o estado ativo estavel em um tempo finito. Na
figura (33) realizamos a mesma anélise para grafos completos (33a) e aleatérios (33b),
onde mostramos que ha uma regiao de biestabilidade, temos que o estado estacionario
depende das condicoes iniciais adotadas para o sistema nesta regiao.

Apés as andlises acima descritas, conjecturamos que o processo de contato com
simbiose sempre terda uma transicao de fase continua em topologias cuja dimensionalidade
esta abaixo da dimensao critica superior d. = 4 da classe de universalidade de Percolagao
Direcionada. Isto pode ser explicado a partir da probabilidade de formacao de sitios
duplamente ocupados, que decai com a dimensionalidade da topologia considerada.

A ordem de uma transicao de fase em sistemas finitos pode ser determi-
nada através do comportamento da suscetibilidade, que usualmente é definida como

Xy = N((p*) — (p)?). Para uma transicao de primeira ordem a suscetibilidade apresenta
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Figura 31 — Densidade de particulas do processo de contato com simbiose com p = 0.25
em um rede quadrada de tamanho linear L = 100. O sistema ¢ iniciado em um valor de
A > ). e a cada 5 x 10? passos de Monte Carlo (triangulos) o valor de A é reduzido de
AN = 0.001 de modo que o estado inicial de cada A é o estado final do valor anterior de
A. Apoés atingir um valor A < A, passamos a incrementar A de A\ = 0.001 seguindo o
processo inverso até alcancgar o valor inicial de A. O mesmo procedimento é realizado mas
com incrementos, ou decremento, em \ a cada 10 x 10* (circulos) passos de Monte Carlo.

um comportamento descontinuo. De fato, se usarmos esta definicao da suscetibilidade
para processo de contato com simbiose em sistemas bidimensionais, concluirfamos que
este modelo descreveria uma transicao descontinua. Entretanto, observamos que de fato
essa transicao é continua, com auséncia de regiao biestdavel. Uma correta analise para a
suscetibilidade é obtida com a seguinte defini¢ao
2 2
=)
XN = )
{p)

descrita na referéncia [46]. Na figura (34), exibimos o comportamento da suscetibilidade

(4.49)

para todas as diferentes topologias consideradas nesse trabalho, tomando a definicao
(4.49). Observe que o comportamento continuo é obtido para rede bidimensional, em
concordancia com os resultados anteriormente descritos.

Neste capitulo realizamos a analise dos estados quase estacionarios do modelo
do processo de contato com simbiose, aplicando um método que considera a criagao es-
pontanea de particulas no estado absorvente. A analise mostrou que esse método é capaz
de reproduzir a transicao descontinua e curvas de histerese em redes de alta dimensiona-
lidade, como previstas pela aproximacao de campo médio. Para sistemas bidimensionais

demonstramos que a transi¢ao é continua, sem a presenca de biestabilidade e sem com-
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Figura 32 — Densidade de sitios ativos em fun¢ao do tempo medido em passos de Monte
Carlo, onde o sistema ¢ iniciado em diferentes densidades p, em uma rede quadrada de
tamanho L = 200 e p = 0.25. Para o valores py = 2 e pg = 0.2, com um valor A = A\, + ¢,
onde ¢ = 0.0127, o sistema vai para o estado estacionario ativo sem passar pelo estado
absorvente. Ja para os valores pp = 0.02 e py = 0.002 o sistema cai no estado absorvente
antes de saltar para o estado estacionario. Independente do estado inicial, o sistema acaba
em um estado estacionario com densidade finita. O estado absorvente é apenas transiente,
ou seja, nao é estavel.

portamento histerético. Os resultados apresentados neste capitulo serao submetidos em

revista da area e o artigo esta anexado no apéndice C.
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Figura 33 — Densidade de sitios ativos em fun¢ao do tempo medido em passos de Monte
Carlo, onde o sistema ¢ iniciado em diferentes densidades py e valores A = A\, + ¢ em um
(a) grafo completo e em (b) uma rede aleatéria com k = 4, ambas de tamanho N = 40000
e com i = 0.25. Nos dois casos, o estado estacionério do sistema depende do estado ini-
cial. Para os valores maiores de pg, o sistema relaxa para um estado estacionario onde a
densidade de particulas no sistema tem um valor finito, mas para densidades iniciais mais
baixas, o estado estacionario do sistema é o estado absorvente, o qual persiste indefinida-
mente. Esse resultado indica que o estado absorvente é estavel e que ha biestabilidade.
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Figura 34 — Suscetibilidade calculada a partir da definigdo (4.49) para diferentes topo-
logias. (a) Processo de contato ordinario em uma rede quadrada de tamanho L = 200
possui uma transicao continua do estado absorvente para o ativo, nao apresentando des-
continuidade na suscetibilidade. (b) Processo de contato com simbiose na rede quadrada
de tamanho L = 200 exibe transi¢do continua no ponto critico, diferentemente da (c)
rede aleatéria com k = 12 e do (d) grafo completo, ambas apresentando descontinuidade
no ponto critico, indicando uma transicao de primeira ordem. Todas as médias foram
obtidas sobre 10° passos de Monte Carlo em 100 amostras.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese estudamos os efeitos da topologia sobre as transigoes de fases nos
modelos do votante majoritario e do processo de contato, assim como em sua varia¢ao, o
processo de contato com simbiose. Apresentamos resultados que mostram a mudanca das
classes de universalidade de Ising (para o modelo do votante majoritario) e percolagao
direcionada (para o processo de contato) para as respectivas classes de universalidade de
campo médio.

No capitulo trés realizamos a dinamica do votante majoritario em redes espa-
cialmente incorporadas para diferentes valores do parametro a;, onde mostramos que para
valores de a > 4 a transicao entre o estado ordenado e o desordenado pertence a classe de
universalidade de Ising, uma vez que as ligacoes de longo alcance sao raras nesse regime,
o sistema mantem o comportamento similar ao da rede regular. Para valores de v < 3, a
transicao pertence a classe de universalidade de campo médio, onde a grande quantidade
de ligacoes de longo alcance passam a determinar o comportamento do sistema. No in-
tervalo 3 < a0 < 4 observamos uma variacao continua dos expoentes criticos, descrevendo
o crossover entre as classe de universalidade de campo médio e Ising 2D. A assinatura
da estrutura das redes espacialmente incorporadas é observada com a presenca de um
minimo no valor do cumulante de Binder em o = 2 e com um méaximo das flutuagoes em
a = 3, a partir da amplitude critica da suscetibilidade.

Ainda no capitulo trés realizamos andlise semelhante para o processo de con-
tato em redes espacialmente incorporadas, onde os resultados encontrados corroboram
com aqueles determinados para o modelo do votante majoritario. Variacao continua dos
expoentes criticos no intervalo 3 < a < 4, expoentes classicos para a < 3 e nao classicos
para a > 4. A assinatura da rede é observada em um maximo para o cumulante x e um
minimo para a amplitude critica do parametro de ordem, ambos em o = 2.

No capitulo quatro estudamos a transicao entre o estado ativo e o estado
absorvente do processo de contato com simbiose. Em nossas simulagoes utilizamos um
método alternativo no qual particula sao criadas espontaneamente no estado absorvente,
gerando assim o estado quase absorvente. As equacoes da dinamica obtidas a partir da
aproximacao de campo médio mostram que o sistema, para valores de u < 0.5, sofre
uma transicao descontinua, cujas estabilidades obtemos analiticamente resolvendo a ma-
triz jacobiana das equacoes da dinamica, a partir da qual encontramos um intervalo de A
onde ha duas solugoes estaveis. Comparamos os resultados das simulacoes da dinamica

no grafo completo com os resultados analiticos de campo médio e obtivemos uma boa
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concordancia entre os dois, confirmando a presenca de uma regiao de biestabilidade, des-
crevendo transicoes descontinuas para p < 0.5. Fazendo um ajuste nas equagoes da
dinamica, encontramos resultados analiticos que concordam com os resultados em redes
aleatorias do tipo Erdos—Rényi, principalmente para altas conectividades. Nestas re-
des também encontramos transi¢oes descontinuas e biestabilidade para p < 0.5, mesmo
para conectividades baixas, como em k = 4. Tal biestabilidade nao pode ser observada
utilizando-se o método utilizado por Dickman et al.. Este método induz a formacao es-
pontanea de sitios duplamente ocupados na regiao de biestabilidade, fazendo com que a
fase absorvente seja preterida em relagao a fase ativa. Ja no método que apresentamos
nessa Tese, a probabilidade de se formar duplas é muito baixa na regiao de biestabilidade,
mantendo o estado absorvente estavel até um valor de A grande o bastante para que as
particulas isoladas persistam e haja a formacao de sitios duplamente ocupados. Porém,
quando partimos para as redes quadradas regulares, a transicao passa a ser continua e
a biestabilidade desaparece. Neste caso, nossos resultados mostraram que o estado ab-
sorvente para A > \. nao ¢ estavel e que a aparente estabilidade do estado absorvente é
apenas transiente.

Como perspectiva, analisaremos como a transicao do processo de contato com
simbiose sobre redes espacialmente incorporadas. Como vimos para o processo de contato
e para o modelo do votante majoritario, variando o parametro a temos uma mudanca
no comportamento universal da transicao de fase. Os resultados preliminares mostrados
na figura (35) indicam que hd uma mudanga no tipo de transi¢ao, observamos transigoes
descontinuas e coexisténcia de fases para valores de a@ < 3, e transi¢oes continuas para

a > 4.
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Figura 35 — Densidade de particulas no processo de contato com simbiose em fungao da
taxa de criacao A para pu = 0.25, onde a dinamica foi realizado sobre a construcao de
Kleinberg com N = 40000 sitios. Para os valores de (a) a =0, (b) a =2, e (¢) a = 3,
podemos observar transicoes descontinuas assim como uma regiao biestavel. Ja para os
valores (d) @ =4 e (e) @ = 5 uma transi¢do continua entre o estado absorvente e o ativo
¢ observada, e sem a presenca de biestabilidade.
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Majority-vote model on spatially embedded networks: Crossover from mean-field
to Ising universality classes
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We study through Monte Carlo simulations and finite-size scaling analysis the nonequilibrium phase transitions
of the majority-vote model taking place on spatially embedded networks. These structures are built from an
underlying regular lattice over which directed long-range connections are randomly added according to the
probability P;; ~ r~%, where r;; is the Manhattan distance between nodes i and j, and the exponent « is a
controlling parameter [J. M. Kleinberg, Nature (London) 406, 845 (2000)]. Our results show that the collective
behavior of this system exhibits a continuous order-disorder phase transition at a critical parameter, which is a
decreasing function of the exponent «. Precisely, considering the scaling functions and the critical exponents
calculated, we conclude that the system undergoes a crossover among distinct universality classes. For ¢ < 3 the
critical behavior is described by mean-field exponents, while for « > 4 it belongs to the Ising universality class.
Finally, in the region where the crossover occurs, 3 < o < 4, the critical exponents are dependent on .

DOI: 10.1103/PhysRevE.93.052101

I. INTRODUCTION

Itis aremarkable feature of the theory of critical phenomena
to condense a large range of systems that undergoes a
continuous phase transition in terms of universality classes [1].
Regardless of microscopic details of interactions, critical
exponents are influenced only by fundamental properties
such as symmetries or dimensionality. However, under some
conditions, it is possible to observe a crossover phenomenon
for a given system or model, namely, a change in its
universality class. Examples of crossover phenomena are
known in equilibrium, such as in ferromagnetic systems [2,3],
as well as in nonequilibrium statistical physics [4-9], where
the zeroth law of thermodynamics is not satisfied. In the
present work we analyze a crossover from mean-field to Ising
universality classes in a nonequilibrium model, namely, the
majority-voter model. However, as will be described, these
regimes are separated by a singular region where the critical
exponents change continuously.

It is worth noticing that other models have shown continu-
ous variation of the critical exponents with a given parameter.
Indeed, in equilibrium statistical mechanics, such as in the
continuum percolation problem [10] or in the eight-vertex
model [11], there is a generalization of the ice-type models,
where critical exponents vary continuously. In nonequilibrium
statistical mechanics, the transition from ordinary directed
percolation to tricritical directed percolation occurs with a
continuous variation of the exponents [1]. Moreover, when
scale-free networks are considered, several models, such as
the Ising [12], the sandpile [13], the contact process [14-16],
and epidemiological models [17], all have critical exponents
varying continuously as a function of the exponent controlling
the distribution of connections.

The majority-vote model (MVM) with noise [18,19] is
a nonequilibrium model system, which presents up-down
symmetry and a continuous order-disorder phase transition.

“Corresponding author: cesar @fisica.ufc.br
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The nature of the transition and the phase diagram for the
MVM defined on both regular and complex networks have
been extensively investigated, including a significant number
of generalizations [8,20-22]. Besides their own motivation
within the context of nonequilibrium statistical mechanics,
these studies have focused on the area of phase transitions
and critical phenomena to improve our understanding on the
robustness and formation of social consensus [23-27].

In the present study, we perform Monte Carlo simulations
and employ the finite-size scaling theory to obtain the phase
diagram and critical behavior of the the MVM on spatially
embedded networks [28,29], namely, networks constituted of
d-dimensional lattices as substrates over which long-range
connections are randomly added to connect any two sites
according to a probability that depends on the distance between
these sites.

The remainder of the paper is organized as follows. In Sec. I
we describe the main features of the social networking model
proposed by Kleinberg and the majority-vote dynamics used
here to determine the time evolution of the Ising variables
associated with each node of this network. In Sec. III the
results of our simulations are presented and the finite-size
scaling analysis is used to investigate the critical properties of
the model. We conclude in Sec. IV.

II. THE MODEL DEFINITION

In order to study the effects of nonlocal interactions on
the global ordering, we associate one Ising spin variable with
each one of the N sites of a regular lattice and perform
Monte Carlo simulations considering each spin evolving in
time according to the majority-vote dynamics [18,19]. Here
we adopt Kleinberg’s network [28] as a model to insert
long-range couplings between sites in the system. Starting
from a regular d-dimensional lattice each site is connected
with its 2d nearest-neighbor sites. Next, every site i can
receive a directed connection with a site j with probability
P;; ~ r;;*, where r;; is the Manhattan distance defined by the

ij
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number of connections separating the nodes i and j in the
underlying regular lattice, « is the parameter that controls
the length of these long-range connections (shortcuts), and the
proportionality factor is calculated for each o considered, in
order to have P;; as a normalized quantity. Since the probability
of long-range connections depends on the distance between
sites, this network is said to be spatially embedded [29]. Here,
we consider a two-dimensional square lattice with periodic
boundary conditions as a substrate over which directed
long-range connections are added [30,31]. However, other
studies [12,24,32] have shown that models with directed and
undirected links tend to have different behavior.

Previous studies have shown that the MVM model on
regular lattices undergoes a typical order-disorder phase
transition at the stationary state [18,19]. Its dynamics is
governed by the probabilities p to attribute to a randomly
chosen spin the same state of the majority of its neighbors,
and ¢ = 1 — p the opposite state. Moreover, in the case of
a tie, each state is chosen at random with equal probability.
Therefore, the control parameter « and the probability ¢ define
the parameter space for the phase diagram of the MVM on
Kleinberg’s network. The critical noise approaches a limiting
value as o — 00, but due to the extra connections, remains
above the value for a regular square lattice, g. = 0.075(1) [19].

The MVM is microscopically irreversible, i.e., its stationary
state does not satisfy detailed balance, and presents up-down
symmetry. The former property implies that we are dealing
with a nonequilibrium system in which neither energy nor
temperature are defined, whereas the existence of up-down
symmetry would ensure the Ising universality class for the
MVM on regular lattices. Remarkably, we show here that the
addition of nonlocal interactions, via Kleinberg’s prescription,
modifies this scenario. Indeed, our results show that the
universality class of the majority-vote model on these networks
does depend on the range of the control parameter «.

In order to study the effect of the noise parameter g
and the control parameter « on the phase diagram and
critical behavior of the majority-vote model, we consider
the magnetization My, the susceptibility xy, and the Binder
fourth-order cumulant Uy, which are defined by

MN(q) = ((m)tim(:)samplm (1)

(@) = NTUm ) ime — (1) ne) sample]s 2
1 (m4)lime

UN(q) - 1 <3<m2>t21me >sample’ (3)

where N is the number of spins in the system and
m=|Y/_ 0i|/N. The symbols (-**)ime and (- )ample:
respectively, denote time averages taken at the station-
ary state and configurational averages taken over several
samples. For a fixed value of «, we have performed
Monte Carlo simulations on Kleinberg’s networks with N =
2500,10 000,22 500,40 000,90 000,250 000. Time in our sim-
ulations is measured in Monte Carlo steps (MCS). More
precisely, one Monte Carlo step is accomplished when we
choose randomly N spins and try to flip each one with the
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probability rate

1
w(o;) = 2[1 el —2q)0;5<26:0,~+5>:|, @)

where the summation is over all spins connected with the
chosen spin o;, and S(x) =sgn(x) if x #0 and S(0) =0
otherwise. We wait 10> MCS for the system to reach the steady
state and the time averages are calculated based on the next
10° MCS. At the critical region, larger runs are performed with
2 x 10° MCS to reach the steady state and 10° for computing
time averages. For all sets of parameters (q,«), at least 100
independent samples are considered in the calculation of
the configurational averages. Moreover, the simulations were
performed using different initial spin configurations.

III. RESULTS AND DISCUSSION

In the thermodynamic limit (N — 00), we expect the
system to show nonzero magnetization only below the critical
noise ¢.(«). In Fig. 1 we show the phase diagram of the MVM
on Kleinberg’s networks. For each value of the parameter o,
the critical value g.(«) is obtained by calculating the Binder
fourth-order cumulant Uy(g), Eq. (3), as a function of the
noise parameter g, considering networks with different number
of nodes N. For sufficiently large system sizes, these curves
intercept each other at a single point U(q,). Since the Binder
cumulant has zero anomalous dimensions [33], the resulting
value of the critical parameter g.(«) is independent of N. As
depicted, the phase diagram in the o vs g parameter space of
Fig. 1 shows that the critical noise g, decreases monotonically
with the control parameter «. This reflects the fact that larger
values of « result in lower densities of long-range links
(shortcuts), and vice versa. For o > 6, the curve for g.(«)
presents an asymptotic behavior (dashed line) to the value g. =
0.075(1) which corresponds to the critical point of the regular
square lattice [19]. In fact, in the limit « — oo we recover the
topology of a square lattice and therefore the majority-vote
model is described by the 2D Ising universality class [8,19,22].

0.2
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FIG. 1. Phase diagram for the majority-vote model on Klein-
berg’s networks. The critical parameter ¢, decreases monotonically
with the control parameter «. The critical values remain always above
the value for the regular square lattice g, = 0.075 [19] (dashed line).
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FIG. 2. Binder’s cumulant calculated at the critical noise g.. The
bottom (red) dotted line corresponds to the mean-field value (U* =
0.2705208) [37] and the upper (blue) dashed line to the limit for the
2D Ising universality U* = 0.61069014(1) [22,38]. For some data
points the error bars are smaller than the symbols. A minimum of
U(q.) at o = 2 is reminiscent of the optimal navigation condition
with local knowledge [28]. The 2D Ising regime is recovered for
o >4

For o = 0, however, the system is described by the mean-field
theory [4,12,34], since for this value of the control parameter
the probability of adding a shortcut is the same for all pairs of
sites and independent of their distances [28,35,36]. Our next
results characterize this crossover [4,5] from the mean-field to
the 2D Ising universality class.

In general, some dependency of the critical noise value
on the control parameter « should be expected since critical
points (for example, critical temperatures [32] and critical rates
of surviving [39]) are not universal properties. Nevertheless,
it is remarkable that the value of the Binder cumulant at
the critical noise also depends on «, as shown in Fig. 2.
For each value of the parameter o considered, we determine
U* (open circles) as the intersection point of the set of
curves of the Binder cumulant [Uy(q)]. Indeed, for systems
with the same symmetry of the Ising model in the regime
of short-range interactions, the Binder cumulant takes the
value U* = 0.61069014(1), considering square lattices with
periodic boundary condition [38,40-43]. For the case of
the majority-vote model on the same topology, the same
value for the critical Binder cumulant was found [22]. In
the mean-field regime, one has the reference value U* =
0.2705208 [3,37,41,44,45]. Both the mean-field and Ising
limits are represented by dashed lines in Fig. 2. The value of the
Binder cumulant at the critical point has a minimum when the
parameter « is assigned to the dimensionality of the underlying
square lattice, @ = 2. Moreover, in therange 0 < o < 3, the -
dependent values for the critical cumulant are all located below
the mean-field line. This is a rather unusual behavior, since the
lower bound for U* normally corresponds to the mean-field
value. Curiously, in the framework of Kleinberg’s prescription,
at @ = d, the navigation time has a minimum [28], while the
Laplacian transport displays a maximum conductance [46].
The 2D Ising behavior is observed only for @ > 4. The results
shown in Fig. 2 suggest a crossover between the mean-field and
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the 2D Ising universality classes as one varies the parameter «.
To investigate the critical behavior of the model, we analyze
the finite-size scaling behavior of the system, which allows
us to extrapolate the information available from finite-system
simulations to the thermodynamic limit. Near the critical point,
the finite-size scaling equations for the observables considered
here are

My(g) ~ NP"M(eN'), 5)
xn(@) ~ N""F (N, (6)
Un(g) ~ U@EN'™), @)

where ¢ = (¢ — q.) is the distance from the critical noise.
The exponents B, y, and V are, respectively, associated
with the decay of the order parameter My (g), the divergence of
the susceptibility xx(g), and the divergence of the correlation
volume (¢ ~ £7"). Their exact values for the Ising universality
class are 8 =1/8, y =7/4, and v = 2, whereas the mean-
field exponents are 8 = 1/2, y = 1, and v = 2 [1]. Notice
that we are using N in the definition of the scaling variable
x =&eN'" where v = dv [8].

To determine how the parameter « affects the critical
behavior of the model, we have explored the dependence of
the magnetization and the susceptibility on the system size
N at g = q., by considering the finite-size scaling relations
Egs. (5) and (6). From this analysis, we are able to estimate
the exponents /v and y /v. Moreover, the correlation length
exponent v can be obtained applying the same analysis, but
now from the derivative of Binder’s cumulant with respect
to the noise parameter. For the susceptibility, this analysis is
illustrated in Fig. 3 considering four values of the parameter
«. The results for the critical points and the critical exponents,
obtained from simulations with several values of «, are
summarized in Table I and Fig. 4. Within the error bars,
we can conclude that, for 0 < o < 3, the critical exponents
are consistent with those of the mean-field critical behavior,
whereas for @ > 4 we get 2D Ising exponents. In the range 3 <
o < 4, we obtain o-dependent exponents, so that the critical

T T T T
3.5 1
* o=4.0
o=23.8
3,04 oo=3.2 B
Eq ooa=3.0
2
%S 2.5¢ E
=
2.0t 1
15373 30 35 50 35
log,, N

FIG. 3. Logarithmic plot showing the finite-size scaling for
the critical susceptibility with « = 3.0 (circles), 3.2 (squares), 3.8
(triangles), and 4.0 (stars). The solid lines represent the least-squares
fits to data, whose slopes correspond to the exponent y /v (see Table I).
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TABLE 1. Results for the critical noise ¢, and critical exponents
B/v and y /v of the majority-vote model on Kleinberg’s network for
different values of the parameter . The mean-field values are /v =
0.250 and y /v = 0.500, while the exponents for the two-dimensional
Ising model are /v = 0.0625 and y /v = 0.875 [1,19].

a qc B/v v/v

0.0 0.1998 4 0.0001 0.25340.032 0.490 4 0.055
1.0 0.1997 4 0.0002 0.25 £ 0.040 0.505 4 0.055
2.0 0.1892 4 0.0001 0.250 4 0.063 0.480 = 0.060
2.3 0.1754 4 0.0004 0.24940.032 0.53540.071
2.5 0.1650 & 0.0009 0.260 = 0.080 0.480 4 0.063
2.8 0.1464 £ 0.0007 0.25140.055 0.500 4 0.063
3.0 0.1350 4 0.0003 0.256 4 0.055 0.533 4 0.050
32 0.1235 4 0.0003 0.134 4 0.060 0.710£0.070
3.5 0.1097 £ 0.0010 0.110 = 0.060 0.81540.032
3.8 0.1005 £ 0.0001 0.069 4 0.044 0.850 4 0.055
4.0 0.0963 + 0.0005 0.066 4 0.041 0.870 = 0.060
5.0 0.0820 4 0.0003 0.064 = 0.040 0.873 4 0.065

behavior of the majority-vote model is described neither by
mean-field nor by Ising universality classes. This continuous
variation of the critical exponents with « is consistent with
the observed effective dimensionality in spatially embedded
networks [29].

In order to accurately determine the exponents and the
nature of the continuous phase transition, we now consider
the data collapse of the results from our simulations with
different system sizes N for a fixed value of «. These data
collapses reflect [see Egs. (5) and (6)] the existence of universal
functions for the rescaled magnetization M(x) = My (q)N?""
and for the rescaled susceptibility ¥ (x) = xn(g)N~"/", with
both depending only on the scaling variable x = eN'/”. The
universal curves shown in Fig. 5 for the order parameter
(magnetization) reveal the presence of two regimes. In Fig. 5(a)
the resulting data collapse is compatible with mean-field
critical behavior; that is, the universal function for o = 3 is
consistent with mean-field exponents: g = 1/2, y =1, and
v = 2. The same set of exponents was considered to obtain
data collapses of excellent quality for other values of « < 3.
However, the data collapse for « = 4 shown in Fig. 5(b) is

'%%% %;E
bk

5 dopds :
REEY:

0 I 2 3 7 5
o

1.0f T
oB/v

e
=N

T~ '

Exponent
(=)
N

=}
o
e}

0.0

FIG. 4. The dependence of the critical exponents /v and y /v
on the parameter « (see Table I). Here, v = 2 for all values of a.
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0010110 10
v

elV

FIG. 5. Data collapse for the magnetization for system
sizes N = 10000 (circles), 22500 (stars), 40000 (rectangles),
62500 (triangles), and 90 000 (diamonds). (a) The universal curve
for o = 3 is consistent with mean-field exponents: g =1/2, y =1,
vV =2. (b) For @ =4, the data collapse is obtained using Ising
exponents: 8 =1/8,y =7/4,v =2.

consistent with 2D Ising exponents. Satisfactory data collapse
was also obtained for the susceptibility and Binder’s cumulant
(not shown).

Figure 6 shows the data collapse for the critical am-
plitude [4,8] of the susceptibility as a function of the
parameter o, considering four values of system sizes N =
10 000,40 000,62 500, and 90000. More precisely, we plot
the rescaled susceptibility, xny(g.)N~7/", using the set of
calculated exponents, namely, mean-field exponents fora < 3,
a-dependent exponents for3 < o < 4, and 2D Ising exponents
for & > 4. As can be seen, the results shown in Fig. 6 give
support to our conjecture, highlighting the singular region,
characterized by nonuniversal exponents. Moreover, a = 2 is
not associated with the lowest limit for the critical amplitude
of the susceptibility, differently from the critical amplitude of

Ll ]
O N =10000 % |
1.2k O N =40000 } } 1

- * N = 62500 ! !

S LOF AN=90000 | ! .
= o8t o |
> i |
\./Z 0.6F Mean Field ISingular| Ising
= i |

0.4 7D m } } N

0af oa” [° % :

Il Il Il i Q

0.0 T 2 3 4 5
o

FIG. 6. Data collapse for the susceptibility at the critical point as
a function of . The exponents used are those from our conjecture:
for o < 3, y/v = 0.5 (mean field), for 3 < o < 4 the exponents are
a-dependent (see Table I), and for > 4, y /v = 0.875 (2D Ising).
Notice that the maximum of the fluctuations occurs at @ = 3.
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Binder’s cumulant. However, an upper limit can be observed
for & = 3 in the fluctuations of the order parameter.

IV. CONCLUSIONS

In this work, the effects of nonlocal interactions on the phase
diagram and critical behavior of the majority-vote model on
Kleinberg’s networks are determined by Monte Carlo simula-
tions and finite-size scaling analysis. The model is defined in
terms of the noise parameter g associated with the resistance
for accepting the majority state and the control parameter o
for the addition of long-range connections (shortcuts). The
resulting phase diagram in the & vs ¢ parameter space indicates
that the critical noise, g.(«), above which the system does
not display global order (consensus) decreases with «. The
Binder cumulant calculated at the critical noise, whose value
has been usually considered as indicative of a given class of
universality, yields results below the mean-field line as « varies
in the interval 0 < o < 3, where a minimum occurs at « = 2.
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Nevertheless, for the entire region 0 < o < 3 the obtained set
of critical exponents is consistent with mean-field behavior. On
the other hand, for @ > 4, the calculated values of the critical
Binder’s cumulant and critical exponents are both indicative of
asystem that belongs to the two-dimensional Ising universality
class.

Finally, in the region 3 < a < 4, a continuum crossover
can be observed from the mean-field to the 2D-Ising critical
behaviors, which suggests that the majority-vote model on
Kleinberg networks is described by «-dependent exponents.
Indeed, this is not a strange result, since the universality class of
a system is determined by its symmetries and dimensionality,
which here are parametrized by the exponent «.
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