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RESUMO

Diante dos baixos resultados de aprendizagem apresentados pelos indicadores de avaliacdes
em larga escala como: SPAECE e PISA, percebe-se o cenario desafiador para o ensino de
matematica nas escolas publicas brasileiras, especialmente na transposicdo didatica de
conteudos considerados abstratos e na metodologia utilizada para efetivacdo do ensino. Diante
dessa realidade, o presente trabalho apresenta uma proposta de ensino dos numeros
complexos, estruturado a partir da Sequéncia Fedathi como metodologia através da pedagogia
mao-no-bolso. A pesquisa foi direcionada a trinta e cinco alunos de terceiro ano de uma
escola publica de ensino profissionalizante do Estado do Ceara. O objetivo foi oferecer uma
possibilidade metodologica ao professor de matematica no ensino do conjunto dos nimeros
complexos, principalmente por se tratar de um contetudo de dificil visualizagdo pratica. Foram
aplicadas trés sessdes didaticas com a utilizagdo das quatro etapas propostas na Sequéncia
Fedathi: tomada de posi¢do, maturagdo, solucdo e prova. Sera feita uma analise a partir dos
resultados obtidos no pré-teste para confrontar os resultados qualitativos e quantitativos
obtidos no pos-teste bem como uma analise do perfil dos sujeitos envolvidos na pesquisa. Por
fim, espera-se que a metodologia Sequéncia Fedathi, utilizada como recurso metodologico,
favorega o professor na mediagdo do ensino de nimeros complexos.

Palavras-chave: Sequéncia Fedathi. Numeros Complexos. Métodos pedagogicos.



ABSTRACT

Given the low learning outcomes presented by large-scale assessments of indicators such as:
SPAECE and PISA, one sees the challenging environment for math education in Brazilian
public schools, especially in didactic transposition of content deemed abstract and the
methodology used for execution teaching. Given this reality, this paper presents an
educational proposal of complex numbers, structured from the Fedathi sequence as a
methodology through hand-in-pocket pedagogy. Research hi directed to thirty-five students of
third year of a public school in vocational education of Ceara. The goal was to provide a
methodological possibility to professor of mathematics in the teaching of all complex
numbers, mainly because it is a content difficult to practice visualization. three teaching
sessions were applied using the four steps proposed in Fedathi sequence: making position,
maturity, and solution testing. an analysis from the results obtained in the pre-test to compare
the qualitative and quantitative results of the post-test as well as a profile analysis of the
subjects involved in the research will be done. Finally, it is expected that the Sequence
Fedathi methodology, used as a methodological resource, promotes the teacher in mediating
the teaching of complex numbers.

Keywords: Sequence Fedathi. Complex numbers. Teaching methods.
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1 INTRODUCAO

Noticias publicadas em veiculos de comunica¢do nacional revelam que “57% das
criancas matriculadas em escolas publicas do pais t€ém baixo aprendizado em matematica.”
(FOREQUIE, 2015). Os dados sao baseados na Avaliacao Nacional da Alfabetizagao — ANA —
aplicada em 2013. A noticia enfatiza ainda que, “em matematica, 22 Estados tém mais da
metade de seus alunos em niveis inadequados de aprendizagem, as regides Norte ¢ Nordeste
apresentam os piores resultados: 74,89% e 74,08, respectivamente” (FOREQUE, 2015).

Dados como esses revelam o desafio de se ensinar matematica nas escolas publicas
brasileiras, especialmente pelos baixos indices de aprendizagem frequentemente associados a
metodologia utilizada pelo professor, o desinteresse pela disciplina bem como indagacgdes de
alunos e professores acerca da relevancia do estudo de determinados contetidos, surgindo
perguntas no meio discente relacionadas a real necessidade de serem-lhe atribuidos estudos,
bem como a aplicacdo pratica dos mesmos em seus cotidianos.

Como exemplo dessa dificuldade de sentido e resposta as indagacdes feitas acima,
tem-se os Numeros Complexos, objeto da referida pesquisa, que geralmente sdo ensinados no
ultimo ano do ensino médio tendo como referéncia para introdug¢ao do ensino, a resolugdo de
equagdes do segundo grau com discriminante negativo. Conforme elucida Boyer (2001, p.
210), “o surgimento dos niimeros complexos ndo foi em nenhum sentido motivado por
consideragdes praticas, nem tinha valor para os engenheiros ou praticantes de matematica.”
Diante dessa afirmacédo, e do proprio sentido da palavra “Complexo” que representa algo de
dificil compreensdo; que abarca e compreende varios elementos ou aspectos distintos cujas
multiplas formas possuem relagdes de interdependéncia, pode-se perceber o desafio de se
ensinar ¢ consolidar o conceito de Nimeros Complexos.

Em consonancia com as questdes levantadas acima acerca dos Numeros Complexos,
Janior (2009, p. 8) afirma que:

E frequente percebermos, entre os professores de matematica, uma resisténcia em
abordar este tema. Embora conhecam a teoria, que envolve definigdes, operagoes e
as diferentes formas de representar estes numeros, eles parecem timidos quanto a
legitimidade de se ensinar este topico, o que vém provocando a sua eliminagdo
pratica de muitos curriculos escolares. Muitos justificam este movimento por uma
falta de aplicagdo concreta dos numeros complexos e pouco se discute sobre a
importancia destes entes matematicos no desenvolvimento da propria ciéncia.
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Por se tratar de um conteido dependente de conhecimentos prévios bem
consolidados, o desafio de transpor didaticamente ' o conceito de Numeros Complexos, tanto
pelo cendrio em questdo (sala de aula de uma escola publica) quanto pelas dificuldades de
aprendizagem acumuladas durante todo periodo de estudo, se colocam como tarefas que
exigem grandes esforgos, conforme podemos observar, os resultados de aprendizagem da
disciplina de matematica no Sistema Permanente de Avaliagdo da Educagdo Basica do Ceara
— SPAECE - apresentam baixos resultados no 92 ano, ou seja, os rendimentos estdo abaixo do
esperado, sendo 325 o limite inferior do nivel adequado ao qual o aluno deve estar ao concluir
o ensino fundamental.

Quadro 1: Escala de Proficiéncia — SPAECE — 92 Ano.

PADRAO DE DESEMPENHO |NiVEL DE PROFICIENCIA
MUITO CRITICO Até 225
CRITICO 2252275
INTERMEDIARIO 2752325
ADEQUADO Acima de 325

Fonte: http://www.spaece.caedufjf.net

O nivel adequado se refere aos conhecimentos minimos que um estudante do 9° ano
precisa possuir ao concluir o ensino fundamental para que possa prosseguir seus estudos no
ensino médio, vale ressaltar que “neste padrdo, os alunos demonstram resolver problemas
envolvendo equagdes do 2° grau e sistemas de equagdes do 1° grau” (CEARA, 2015), ou seja,
conteudos importantes para desenvolvimento do conceito de Numeros Complexos a ser
estudado no terceiro 32 ano do ensino médio. Vejamos os resultados de aprendizagem em
matematica no 92 ano no Estado do Ceara entre 2010 e 2014.

Quadro 2: Resultados do SPAECE — 92 ano.

EDICAO/ANO |PROFICIENCCIA EM MATEMATICA
2010 238.7
2011 2432
2012 247.6
2013 245.1
2014 239.2

Fonte: http://www.spaece.caedufjf.net/resultados

! Transposi¢do Didatica ¢ um “instrumento” pelo qual analisamos o movimento do saber sabio (aquele

que os cientistas descobrem) para o saber a ensinar (aquele que esta nos livros didaticos) e, por este, ao saber
ensinado (aquele que realmente acontece em sala de aula).(POLIDORO; STIGAR, p. 153-154).
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Os resultados observados mostram um leve crescimento na aprendizagem em
matematica no periodo entre 2010 e 2012 e um decrescimento no periodo compreendido entre
2012 e 2014. Um ponto relevante a se observar ¢ o padrio critico em todos os anos mesmo em
periodos de crescimento, além de uma diferenga de desempenho de apenas 0,5 pontos
comparando-se o primeiro ano observado (2010) com o ultimo (2014), assim pode-se
perceber que os alunos situam-se no estagio critico, permitindo-se inferir que os contetdos de
9° ano, importantes para a aprendizagem de Nuimeros Complexos ndo estdo sendo aprendidos,
fato que podera contribuir para possiveis dificuldades enfrentadas no ensino de Numeros
Complexos, conforme pode-se constatar os niveis de aprendizagem em matematica no 32 ano
do ensino médio.

Quadro 3: Escala de Proficiéncia — SPAECE — Matematica - 32 Ano.

PADRAO DE DESEMPENHO |[NiVEL DE PROFICIENCIA
MUITO CRITICO Até 250
CRITICO 250 A 300
INTERMEDIARIO 300 A 350
ADEQUADO Acima de 350

Fonte:http://www.spaece.caedufjf.net

Vale ressaltar que ha uma diferenca de pontos nas escalas de proficiéncia do 9° do
ensino fundamental e o 32 ano do ensino médio por considerar a evolu¢do que o aluno devera
percorrer. Observa-se os resultados no Estado do Ceara referente ao 32 ano do ensino médio.

Quadro 4: Resultados do SPAECE — 32 Ano.

EDICAO/ANO | PROFICIENCCIA EM MATEMATICA
2010 260,9
2011 260.,4
2012 260,7
2013 267,8
2014 266.,3

Fonte: http://www.spaece.caedufjf.net/resultados.

Podemos inferir que houve um leve crescimento na aprendizagem em Matematica no
Estado do Ceara nos anos de 2012 e 2013, com decrescimento nos anos de 2011 e 2014,
porém mesmo nos anos de 2012 e 2013 em que o crescimento de aprendizagem foi observado,
o nivel continuou no estagio critico.

No cendrio nacional, o Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes (PISA),
uma avaliagdo aplicada pela Organizacdo para Cooperacdo e Desenvolvimento Economico

(OCDE) para avaliar o nivel de conhecimento em matematica, leitura e ciéncias de estudantes
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na faixa etaria de 15 anos, ¢ outro indicativo do baixo rendimento dos estudantes brasileiros
em Matematica em comparacao aos demais paises avaliados.

Apesar do crescimento em matematica entre 2003 e 2012, o Brasil ocupa a 582
posicao dos 65 paises avaliados em 2012, com pontuagdo de 391, ficando a frente apenas de 7

paises (Argentina, Tunisia, Colombia, Qatar, Indonésia e Peru, respectivamente).

Quadro 5: Comparativo dos resultados do Brasil no PISA desde 2000.

PISA PISA PISA PISA PISA
INumero de Alunos Participantes| 4.893 4.452 9.295 20.127 18.589
Leitura 396 403 393 412 410
Matematica 334 356 370 386 391
Ciéncias 375 390 390 405 405

Fonte: http://portal.inep.gov.br/internacional-novo-pisa-resultados

Outro ponto relevante a se observar ¢ que o desempenho em matematica, apesar de
ter sido o Unico a crescer entre 2009 e 2012, ¢ inferior ao desempenho em leitura e ciéncias
para todos os anos observados.

Conforme pode-se observar, o ensino de matematica na educacdo basica apresenta
enormes desafios nos processos de ensino. Uma possivel proposi¢do dos motivos do baixo
rendimento para essa disciplina € a forma como os contetidos sdo repassados e a metodologia
utilizada, que por vezes, abordam conteudos abstratos, de dificil visualizacdo pratica, a
exemplo dos Numeros Complexos, sendo necessaria a utilizacdo de metodologias que possam
contribuir para um melhor aprendizado bem como possa fazer o professor refletir acerca de
sua propria postura diante do que se busca ensinar, além da busca por mecanismos que
possam dar sentido ao que se ensina, evitando a abordagem apenas tradicional, conforme
afirmagdo de Borges Neto(et al., 2013, p. 37):

O ensino tradicional, além de sobrecarregar o professor antes, durante e depois das
aulas, subtrai do aluno a possibilidade de participar e contribuir com o
desenvolvimento de sua aprendizagem dos outros alunos, pois, ao ficar na condig¢do
de “mero expectador”, deixard de expor suas duvidas, reflexdes e hipoteses, as quais
poderiam ser de grande valia para todo grupo, no decorrer do assunto estudado.

Somados aos inimeros desafios postos para o ensino de matematica, ha a dificuldade
de aplicacdo de novas metodologias que possam diminuir a utilizagdo da aula meramente
expositiva, dirimindo a utilizagdo de aulas verticalizadas onde o professor ¢ detentor do

conhecimento e o aluno ¢ um “mero” expectador.
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Dessa maneira, objetiva-se com a referida pesquisa apresentar a utilizacdo da
Sequéncia Fedathi como caminho metodoldgico para o ensino dos Numeros Complexos,
possibilitando ao professor uma reflexdo acerca das vantagens do uso dessa metodologia e de
sua propria pratica diante do que se busca ensinar.

Durante o desenvolvimento da pesquisa buscar-se-a descrever e propor sessdes
didaticas por meio da Sequéncia Fedathi acerca do conteido de Numeros Complexos;
Disponibilizar material didatico estruturado a partir da Sequéncia Fedathi para o uso do
professor do ensino médio; Apresentar dados empiricos originados no locus de investigagdo
em consequéncia da aplicagdo da Sequéncia Fedathi buscando respostas acerca das seguintes
indagacdes: Se faz urgente a aplicacdo de novas metodologias para o ensino de Numeros
Complexos que fujam da aula meramente expositiva? Quais as vantagens de utilizacdo da
Sequéncia Fedathi como recurso metodologico? Qual o sentido de se estudar conteudos
abstratos como Numeros Complexos? Como fazer o aluno sentir a necessidade de extrair raiz
quadrada de ntmero negativo, sendo esse um conteudo de dificil aplicagdo pratica no seu
cotidiano? A utilizacdo da metodologia de ensino Sequéncia Fedathi se apresenta “como uma
nova visdo no ato de ensinar e aprender, como um suporte teérico-metodologico com o
objetivo de melhorar o ensino e aprendizagem, especificamente, dos contetidos matematicos
(BORGES NETO et al., 2013, p. 93).

A hipoétese da referida pesquisa ¢ de que a utilizagdo da Sequéncia Fedathi como
metodologia de ensino, favoreca a postura do professor na construcdo do conceito de
Numeros Complexos, podendo o aluno, prosseguir em estudos posteriores (nivel superior)
que exijam o conteudo em sua proposta curricular.

A Sequéncia Fedathi, metodologia usada na referida pesquisa, propde que:

Ao deparar um problema novo, o aluno deve reproduzir os passos que um
matematico realiza quando se debruga sobre seus ensaios: aborda os dados da
questdo, experimenta varios caminhos que possam levar a solugdo, analisa possiveis
erros, busca conhecimentos para constituir a solugéo, testa os resultados para saber
se errou ¢ onde errou, corrige-se € monta um modelo (BORGES NETO et al., 2013,

p. 18).
O presente trabalho apresenta uma proposta de Sequéncia Didatica? associada a
Sequéncia Fedathi, que foi aplicada durante 01(um) més com a participagdo de 35 alunos de

uma escola publica situada no municipio de Canindé.

2 Sequéncia Didatica refere-se a organizagdo de uma sequéncia de aulas, geralmente planejadas para
pesquisas relacionadas a Didatica, podendo ser também uma produgéo para o proprio ensino. (BORGES NETO

etal.,2013, p. 50).
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De acordo com a classificacao proposta por Gil (2002, p. 43), a pesquisa adquire um
carter bibliografico pelo uso de referéncias que subsidiam o desenvolvimento do texto e da
tematica, bem como adquire carater documental pelo uso de documentos (REGISTROS- para
ndo repetir a palavia DOCUMENTOS) originais como SPAECE (2010 a 2014), ENEM (2009
a 2014), PISA (2000 a 2012), PCNEM (1999), OCNEM (2006) e DCNEM (2013). Foram
utilizados questionarios estruturados, antes, durante e ao final da pesquisa, bem como o
método dedutivo por meio de uma andlise qualitativa e quantitativa, que avaliard se a
metodologia favorecera ao ensino e a aprendizagem dos Numeros Complexos.

O presente trabalho sera estruturado em 05 capitulos, expostos na seguinte ordem:
INTRODUCAO, em que constara problematizagdo, justificativa, objetivos, hipoteses, tipo de
pesquisa, metodologia e estrutura da dissertagio; ESTUDO HISTORICO E
EPISTEMOLOGICO DOS NUMEROS COMPLEXOS que abordaré estudos relacionados
a Historia dos Numeros Complexos ¢ a Sequéncia Fedathi; UNIDADE DIDATICA no qual
serdo apresentados estudos relacionados as definicdes de NC a partir de livros didaticos do
ensino médio, aplicagdo contextual, relacdo dos NC com o novo ENEM; A PESQUISA, onde
sera feita a discussdo das sessdes didaticas com a utilizagdo da SF como possibilidade
metodologica; ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS NAS SESSOES DIDATICAS,
no qual serd analisado o método, validacdo das categorias de andlise e a consolidagdo dos
dados quantitativos e qualitativos; CONSIDERACOES FINAIS em que serdo apresentados

os resultados da pesquisa.
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2 ESTUDO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo serd feito um breve histérico acerca do conjunto dos niumeros
complexos, percorrendo momentos preponderantes para seu surgimento, ressaltando os
principais matematicos que contribuiram para o seu desenvolvimento bem como o contexto
dessas descobertas.

A abordagem historica dos fatos que levaram ao surgimento dos nimeros complexos
se da pela possibilidade de compreensdo dos aspectos relevantes ao desenvolvimento da
matematica e consequentemente do conteudo estudado, possibilitando, assim, uma visdo mais
aprofundada.

O texto apresentado tem como referenciais: (BOYER. 2001), (BEKKEN, 1994),
(EVES, 1995), (ROSA, 1998), (GARBI, 2010), (STRUIK, 1969) e (CAJORI, 1928-29).

A apresentacdo sera feita na ordem cronoldgica para possibilitar um melhor
entendimento da sequéncia dos acontecimentos que contribuiram para o surgimento do
conjunto dos niimeros complexos, iniciando-se com as descobertas feitas acerca das equagdes
de 22 grau em todo periodo histdrico, percorrendo os fatos importantes para seu surgimento e
culminando na apresentacdo dos estudos e descobertas feitos a partir das contribui¢des dadas

pelos matematicos italianos no século XVI.

2.1 Um breve histérico dos Nimeros Complexos

O contetido de Numeros Complexos é normalmente ensinado no terceiro ano do
ensino médio, sendo o estudo relacionado as equagdes do segundo grau, uma possibilidade de
ligacdo do conteudo a estudos anteriores.

Deparando-se com a resolucdo de equacdes de segundo grau com discriminante
negativo, geralmente estudadas no 92 ano do ensino fundamental, fica a cargo do professor
citar a ndo existéncia de solu¢do no conjunto dos nimeros reais, ou a citagdo de que sera
estudado posteriormente o conjunto dos Numeros Complexos que os possibilitara resolver tais
equacoes.

Todo esse percurso cria uma impressdo de que o surgimento dos Numeros
Complexos esta ligado a resolucdo de equacdes do segundo grau, fato que sera esclarecido
posteriormente.

Sobre a importincia da abordagem historica de contedos matematicos,

Bekken(1994, p. 9) afirma que:
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Apoés um interesse aparentemente modesto na historia de nossa disciplina na década
de 70, parece que agora este interesse esta crescendo, tanto entre os matematicos
quanto entre os historiadores, que procuram mostrar como a historia pode ajudar no
esfor¢o de ensinar matematica.

Portanto, fazer uma analise historica do contetido torna ainda mais atrativo do ponto

de vista do ensino e da aprendizagem.

2.2 Numeros Complexos: Aspectos Historicos

O surgimento dos Numeros Complexos esta intimamente ligado a resolugdo de
equagdes de 2° e 32 graus com solu¢des que recaiam em raizes negativas, essas surgiram na
matematica em diversas épocas ¢ em diferentes regides, faremos aqui um breve relato desses
acontecimentos. As equagdes, segundo Garbi(2010), constituem do ponto de vista pratico, a
parte mais importante da matematica.

O primeiro registro de resolucdo de equagdes de segundo grau ¢ encontrado 4.000
anos A.C na Babilonia e no Egito, em relagdo as equacdes cubicas, ndo ha registros de
resolucdo dessas no Egito, porém ha muitos exemplos nos babilénicos. (BOYER, 2001). Em

relagdo a esse tema, Garbi (2010, p. 9) corrobora afirmando que:

Os matematicos e astronomos babilonicos do II milénio a.C. realizaram feitos
surpreendentes: eles conheciam a propriedade geral dos tridngulos retdngulos (o hoje
chamado teorema de Pitagoras, também ja conhecido pelos chineses no século XII
a.C.), resolviam equagdes do primeiro e do segundo graus, calculavam dareas e
volumes de certas figuras geométricas, determinavam a raiz de 2 com grande
precisao, etc.

Nos registros babilonicos, ha cerca de 500.000 tabuas de barro com escritura
cuneiforme. Aproximadamente 300 dessas tdbuas sdo referentes a matematica, e estas vem
sendo traduzidas desde 1920, tendo Otto Neugebauer como um de seus principais tradutores,
dessa maneira Bekken (1994, p. 21) observa que “todos os objetos pereciveis desintegram-se
e sdo destruidos em poucas décadas. Porque entdo a Mesopotdmia ¢ um terreno tao fértil para
a arqueologia? A reposta, em poucas palavras é: devido as tabuas de argila babilonicas.”

Em 1700 a.C, surgiram nas tabuletas de argila da Suméria, equagdes de segundo grau,
sendo alguns casos levados a raiz quadra de ntimeros negativos. (ROSA, 1998). Garbi (2010,
p- 9) afirma que “os mais antigos documentos contendo registros numéricos sdo tabletes de

barro sumérios, de meados do IV milénio a.C”.
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Em uma dessas tabuas babilonicas, a AO 8862, de um texto datado de
aproximadamente 1700 A.C, ha a explicacdo de como resolver problemas que hoje tratamos

com o auxilio de equacdes do 22 grau:
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Multipliquei o comprimento e a largura e obtive a area. Em seguida somei a
diferenga entre o comprimento e a largura e obtive 3,3. Mais adiante, somei o
comprimento e a largura, encontramos 27. Desejamos encontrar o comprimento, a
largura e a 4rea.

Dadas as somas 27 e 3,3.

O resultado: comprimento 15; largura 12; area 3,0.

Siga 0 método:

27+3,3=3,30 e 2+27=29

Tome a metade de 29, que da 14;30.

14;30. 14;30=3, 30;15

3,30; 15-3, 30=0; 15

Que tem 0; 30 como raiz quadrada

14;30 + 0;30 = 15 o comprimento

14;30 — 0;30 = 14 q largura

Subtraia de 14 os 2 que foram adicionados a 27 dando 12, que ¢ a largura verdadeira.
O comprimento 15 e a largura 12 se multiplicam, dando a area 3,0.

15-12=3,3+3 =33

15+12=27. (BEKKEN, 1994, p. 22-23)

Vale ressaltar que o texto € apresentado como explicacdo de Neugebauer ¢ de Van
der Waerden bem como num sistema de calculo de base 60 utilizada pelos babilénicos.

Em notagdo atual teriamos o problema resolvido da seguinte forma:

Encontre o comprimento / ¢ a largura b, sendo dadas a area e o semi-perimetro s,
istoé: I.b=ael+b=s.

Isto se resolve do seguinte modo:

Encontre primeiro a metade da soma e eleve ao quadrado, subtraia entdo o produto e
tome a raiz quadrada. Vocé encontra o comprimento / e a largura b, tomando a
metade da soma e adicionando (respectivamente subtraindo) a raiz quadrada.
(BEKKEN, 1994, p. 24)
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Por meio da explicagdo acima, podemos descrever o calculo em fungio de / e b como:

S — S 2 . , ,
P (E) — a, sendo s 0 semi-perimetro e a a area.

Pode-se perceber, portanto, que os babilonicos, por volta de 1700 A.C, podiam
resolver problemas relacionados a equagdes do 2° grau pelo método de “reduzir a metade —
elevar ao quadrado — somar”. Isto ndo era feito com simbolos e sim com palavras. (BEKKEN,
1994)

Os babilonicos também resolveram equagdes do 32 grau. Um desses problemas
conduzia a:

12x% + x% = 1;45
que, depois de multiplicar por 122, transforma-se em:

12x3 + x% = 1;45
Portanto se obtém, sem explicag@o, 12x = 6 e x = 0; 30. Isto podia ter sido obtido
da tabela, cuja existéncia sabemos

n123456789
n%2149162536491,41,21
n318271,42,53,365,438,3212,9

n3 +n?212361,202,304,126,329,3613,30
(BEKKEN, 1994, p. 25).

Embora as tabuas babilonicas apresentassem métodos sistematicos para resolugdo de
equagdes do 2° grau, elas so6 ofereceram solugdes especificas para alguns poucos problemas
do terceiro grau. (BEKKEN, 1994)

Problemas de 3° grau também surgiram as obras de Menaechmos, Arquimedes,
Diofanto, Bhaskara, ..., mas s6 receberam solugdes especificas.

E importante ressaltar que os babilénicos conheciam o Teorema de Pitagoras, pela
comprovacdo da tabua de barro AO 8862. (BEKKEN, 1994)

No Egito, as fontes mais antigas de conhecimento matematico sdo datadas de 3000
A.C e registradas em rolos de papiros, sendo encontramos exemplos de equagdes do 22 grau
nos Papiros de Ahmes(ou de Rhind) e de Moscou, porém ndo ha o desenvolvimento de
equagdes do 32 grau.

O Papiro de Ahmes (ou de Rhind), de cerca de 1650 a. C., apresenta a solucdo de 85
problemas de Aritmética ¢ Geometria. Levou esse nome por ter sido descoberto pelo
egiptdlogo inglés Rhind no final do século XIX e encontra-se exposto atualmente no museu
Britanico em Londres. Havia uma énfase clara nos problemas praticos da sociedade egipcia,
tais como: “calcular areas de terrenos, o tamanho de silos de trigo, o niimero de ladrilhos
necessarios para uma construcdo, salarios em forma de pao ou cerveja para trabalhadores”.

(BEKKEN, 1994, p. 15).
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Figura 1: Papiro de Rhind

L.t;i‘ !Jlll"‘»;‘v" Az RIRY P ol b | )
(e o w222 “.[ » TP E ) e
| ARG~ | /;>/ INWENZ
%&_ _jatidan ez g, e i dat. = .$l1§"'?.J&LL‘J

O F*—‘“—"w—*

= a2 a2 Ja _,..-m VAR
o —— "l”um"./-d’il—uuu'nr“}’r 41“7'0/\ S 2a a‘-)‘.L
AP s 5 nw.wmw R e R g e

¥ A1 T.g 3TN 1 o8 T LB

?::

Fonte: http://www.mathsisgoodforyou.com/artefacts/arsmagnacardano.htm

No papiro de Moscou, de cerca de 1850 a.C., com 25 problemas de Aritmética e

Geometria, encontramos o seguinte problema:

A area de um quadrado é de 100 codos quadrados (codo: medida antiga) ¢ igual a

area de dois quadrados menores, sendo o lado de um deles 24 do lado do outro.
Quais sdo os lados? (BEKKEN, 1994, p. 17)

Em notacdo atual, teriamos a seguinte questdo: encontre os lados x e y, sabendo que
x% + y? = 100 e 4x = 3y, e consequentemente seria a resolucio de uma equacio do 2° grau.

E importante ressaltar que o método utilizado pelos egipcios se baseava em
“adivinhar e ajustar”, conforme podemos observar a explicagao:

Tome sempre um quadrado de lado 1. Entdo o lado do outro ¢ 24. Multiplique isto
24, obtendo 216. A raiz quadrada de 1216 ¢ 14. A raiz quadrada de 100 ¢ 10.

Divida 10 por 121-, obtendo 8, o lado do primeiro quadrado, enquanto 24 de 8 da 6,0
lado do outro quadrado (BEKKEN, 1994, p. 18).

Outro ponto relevante € o fato de que “durante muitos séculos ap6s sua invencao, o
uso das escritas mesopotamica e egipcia ainda permaneceu restrito a um pequeno nimero de
pessoas, os chamados escribas”. (GARBI, 2010, p. 9).

Os gregos, cuja cultura fora desenvolvida a partir de 600 A.C até a conquista de
Alexandria pelos arabes por volta de 600 d.C, também contribuiram para o desenvolvimento
da solucdo de equagdes, principalmente contribuindo para a transformacdo da matematica
calculadora babilonica e egipcia (motivo pelo qual ndo se aceitava raizes quadradas de
nimeros negativos) na matematica racionada grega, a exemplo do didlogo Menon de Platdo

sobre o duplicagdo de um area que recai em uma equacdo de 2° grau, conforme descrigdo:

Sécrates desenha um quadrado que tem dois pés de lado(a area € de quatro pés), e
pede ao escravo de Menon que lhe mostre um quadrado com o dobro da area, isto €,
oito pés quadrados. Diz ele: “Mostre-me exatamente o lado deste quadrado, Se ndo
puder dizé-lo com numeros, mostre-me entdo o comprimento no desenho? O escravo
propde em seguida um quadrado com o lado de quatro pés — por conseguinte o
dobro do lado. Quando Socrates desenha a figura (a), o escravo percebe que esta
area sera quatro vezes maior, e corrige a proposta para um com lado de trés pés.
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Socrates desenha a figura (b), que mostra que esse quadrado também ¢ grande
demais, com nove pés quadrados. Finalmente, Sdcrates propde a figura (c).
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(a) (b) ©)
(BEKKEN, 1994, p. 33-34).

Podemos denotar em linguagem atual que o problema de Socrates recai na resolucdo
na solugio da equagdo x? = 2, que para época era considerado incomensuravel, por ndo haver
ainda o desenvolvimento e conhecimento dos nimeros irracionais.

Os gregos resolviam equagdes de 2° grau do tipo x? + px = q, x> + q = px e x* =
px + q através da utilizagdo da algebra geométrica, para p e g positivos, sem estender o
conceito de ntmeros, especialmente por esbarrarem em expressdes do tipo x? +2 =0,
expressando assim, a insuficiéncia do conjunto dos niimeros reais que era interpretada a época
como um problema sem solugdo. (BEKKEN, 1994). Garbi (2010, p. 20) contribui dizendo
que “o dominio que os gregos tiveram sobre a geometria permitiu-lhes resolver alguns tipos
de equagdes de 2° grau apenas com régua e compasso”

Vale ressaltar que trés grandes livros: Os Elementos de Euclides, As Se¢des Conicas
de Apoldnio e o Almagesto de Ptolomeu “tornaram supérfluas todas as fontes anteriores, de
tal modo que a matematica grega aparece em forma polida e completa. (BEKKEN, 1994, p.
33).

Portanto os gregos deram grandes contribuicdes por transformarem a matematica
calculadora (Babilonica e Egipcia) em fundamentada — de empirica em demonstrativa.
Entretanto, ao se depararem com indagagoes acerca da possibilidade de medir com numero
todas as grandezas, “evitaram participar de uma extensdo sucessiva do sistema de numeros.”
(BEKKEN, 1994, p. 45). Permanecendo até entdo uma incognita ao se depararem com raizes
quadradas de nimeros negativos.

Em 75 d.C. surgiu na obra Estereometria de Heron, um exemplo de raiz quadrada de
nimero negativo, quando da necessidade de se calcular V81 — 144 relacionada ao calculo
sobre o desenho de uma piramide. Porém, a primeira atitude decorrente da raiz quadrada
negativa surge na Arithmética de Diophanto, por volta de 275 d.C, através do seguinte
problema: Um tridngulo retdngulo tem area igual a 7 e seu perimetro ¢ de 12 unidades.

Encontre os lados.
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Figura 2: Arithmética de Diophanto

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM

LIBRI SEX,
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
- RGIRER YNYS,

Fonte: http://www.fisica-interessante.com/aula-historia-e-epistemologia-da-ciencia-10-
revolucao-matematica-1.html

Para a solugdo desse problema, utilizando a notagdo x e y como o comprimento
doscatetos do tridngulo retangulo mencionado, temos que a area do tridngulo sera xz—y =7(1)
e o perimetro: x% + y? = (12 — x — y)?(2).

Isolando a incognita y em (1) y = 1x—4 e prosseguindo a substitui¢do em (2) temos

24 () = (12-x=%)" simp ~ 2
quex” +|—) = 12 —x =) - Simplificando a expressdo podemos encontrar 24x~ +

43tvV-167

172 + 336 = 0, cujas raizes encontradas sdo x = "

Ao chegar a esse estagio, Diophanto observa que a equagdo so teria solugdo mediante

2
.~ (172 . . . . .
a condicdo (T) > 24x336, ou seja, quando o A for maior e igual a zero, dessa maneira

podemos concluir que ndo ha sentido a expressdo cuja raiz ¢ nimero negativo, ou seja,

v—167.

Para o prosseguimento do desenvolvimento da matematica, havia a necessidade de

novos impulsos para se trabalhar com expressdes do tipo 2 — /5 e 2 — v/=5 e trata-las como
namero, e esse impulso foi advindo da Astronomia Hindu. (BEKKEN, 1994)

Bekken (1994, p. 45) afirma que “o papel dos hindus ¢ muitas vezes, nos livros de
historia, ofuscado pelas contribuigdes dos gregos e dos arabes”, porém Cajori (1897) cita que
“é notavel até que ponto a matematica da India entra na ciéncia de nosso tempo. Tanto a
forma quanto o espirito da aritmética e da algebra dos tempos modernos sdo essencialmente
hindus e ndo gregos.

Na india ha grandes contribui¢des acerca de raizes quadradas de niimeros negativos

aproximadamente 850 anos d.C com o matematico Mahavira(599 — 527). Servelli (1998, p.
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43-) retrata que para Mahavira sua ideia era “(...) como na natureza das coisas um negativo
ndo ¢ quadrado, ele ndo tem, portanto, raiz quadrada”.

A éalgebra de Brahmagupta (aprox.. 630) e de Bhaskara(1114 - 1185) sdo
relacionadas a obras de astronomia e sdo formuladas algebricamente regras de célculo para
nameros, fragdes e também para nimeros negativos, sendo os negativos representados com
um ponto acima, como 5. (BEKKEN, 1994, p. 47).

Como proposicdo de Bhaskara, ao enunciar as regras para lidar com negativos, temos:

O produto de um numero positivo por um negativo é negativo, de dois negativos ou
de dois positivos, da um niimero positivo ...

A raiz quadrada de um nimero positivo pode ser positiva ou negativa.

Niao ha raiz quadrada de um nimero negativo, ja que nenhum negativo é um
quadrado.

(BEKKEN, 1994, p. 48)

Outra grande contribui¢do a resolugdo de equacdes advinda da matematica indiana
foi por Bhaskara ao propor a féormula geral para a resolugdo de equagdes quadraticas, porém
considerada sem solu¢do ao se deparar com discriminante negativo. Entretanto, “a esse
respeito ha um fato curioso: a formula de Bhaskara ndo foi descoberta por Bhaskara.
Conforme ele mesmo relatou no século 12, a mencionada formula fora encontrada um século
antes pelo matematico hindu Sridhara (991 - ?) e publicada em uma obra que ndo chegou até
nds”.(GARBI, 2010, p.25)

Conforme Rosa (1998, p. 41) elucida, “a equacdo nunca era vista isoladamente, mas
sim como a formulacdo matematica de um problema.” Dessa maneira ao se deparar com um
problema em que a solugdo culminava em raizes quadradas negativas, a mesma apenas
indicava que o problema nao tinha solug@o.

Bhaskara também contribuiu afirmando que “O quadrado de um afirmativo ¢ um
afirmativo; e a raiz quadrada de um afirmativo ¢ dupla: positiva e negativa. Nao ha raiz
quadrada de um niimero negativo; pois ele ndo ¢ um quadrado.” (ROSA, 1998, p. 43). Outra
reflexdo advinda de Bhaskara afirmava “as pessoas ndo aprovam uma grandeza absoluta
negativa”. (BEKKEN, 1994, p. 56).

Portanto, duas constatagdes foram importantes a partir da Formula de Bhaskara: a
primeira ¢ de que “equacdes acima de 1° grau poderiam ter mais do que uma solugdo” e a
segunda de que “em alguns casos, a aplicacio da férmula conduzia a uma coisa
misteriosa: a raiz quadrada de um nimero negativo”. (GARBI, 2010, p. 27)

Garbi (2010, p. 27) elucida:



30

Ora, quanto é V —7? Ninguém sabia e o fato foi interpretado, a época, como sinal de
que algumas equagdes do 2° grau eram impossiveis, simplesmente ndo tinham
solugdo. Alguns séculos transcorreram até que se entendesse o significado das
raizes quadradas de niumeros negativos mas foi a formula de Bhaskara que, no
século 12, exibiu pela primeira vez ao mundo aquelas misteriosas entidades.

Como podemos perceber, a matematica Hindu deu grandes contribuigdes ao
desenvolvimento da solucdo de equagdes, especialmente as de 2° grau, porém sem o
reconhecimento de solugdes possiveis para expressdes com raizes quadradas negativas.

Na matematica Arabe tivemos, principalmente o desenvolvimento das equagdes de 3°
grau, pois em decorréncia das conquistas de 622 d.C. ao século VIII, “os arabes conheceram a
matematica dos babilonicos, dos gregos e dos hindus, e a traduziram, elaboraram e
desenvolveram.” (BEKKEN, 1994, p. 59).

Aproximadamente em 825, Muhammed bem Musa de Khwarizmi, chamado também
de Al-Khwarizmi, escreveu a obra intitulada “Aljabr w’al muqabalah”, que pode ser traduzida
como “completar e reduzir”, que sdo operagdes muito importantes na resolugdo de equagdes.
(BEKKEN, 1994)

Os primeiros tratamentos sistematicos relacionados a equagdes do 2° grau com
coeficientes positivos foram dados por Al-Khwarizmi e Abu Kamil mesmo tendo surgido
casos semelhantes a esses na forma algébrica em obras de Diofanto 650 anos antes
(aproximadamente 250 d.C.). Apesar de Al-Khwarizmi ter contribuido para divulgag¢do do
sistema hinud, inclusive com os métodos para calculos com numeros negativos, ele se
dedicou a apenas os casos em que os coeficientes e solucdes eram apenas positivo. (BEKKEN,
1994)

Um aspecto importante ressaltado por Bekken (1994, p. 60), é que “a ciéncia dos
arabes, em seu ponto de partida, deu muita énfase ao aspecto pratico” impossibilitando, assim,
o desenvolvimento da solucdo de equacgdes de 2° grau que culminavam em discriminante
negativo.

Mesmo sendo os arabes, os principais mediadores da matematica babilonica, grega e
hindu, chegaram ao topo da 4lgebra com a classificagdo e a solugdo geométrica de equacdes
do 3° grau de Omar Khayyam(1079). (BEKKEN, 1994, p. 64). Entretanto, “nenhuma férmula
algébrica geral foi encontrada e as equacdes do 3° grau permaneceram ainda por alguns
séculos como um desafio aberto aos matematicos. (GARBI, 2010, p. 27).

Conforme exemplo da técnica utilizada por Khayyan:

Vemos que x3 + b%x = cb?. A parabola x? = by possui QR = ¢ ao longo da
perpendicular ao eixo. O circulo médio com QR como diametro corta a parabola em
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P, e a perpendicular a partir de P encontra QR em S. Entio X = (S resolve nosso
problema porque:

b—

b QS PS x2
x QS

PSSR b(c—x)

(BEKKEN, 1994, p. 64)

Como observa Bekken (1994, p. 64), “uma investigacdo sistematica de equacgdes do
32 grau com a ajuda de se¢Oes conicas ¢ algo novo em relagdo a geometria grega”, embora
Menaechmo (aproximadamente 350 A.C.) tenha tido ideia semelhante ao duplicar o cubo, ou
seja, x3 = 2a3, cortando a pardbola ay = x?pela hipérbole xy = 2a®. Omar Khayyan se
dedicou ao estudo sistematico de equacdes de 12, 22 e 3¢ graus, dais quais boa parte foram

dedicados a equagdes do 32 grau onde afirma que:

um grau acima de 3 ndo pode aparecer para quantidades verdadeiras. As de terceiro
grau que nao podem ser reduzidas, tém que ser resolvidas com a ajuda de segodes
cOnicas, ja que sua resolug@o aritmética ndo ¢ conhecida. Talvez alguém depois de
noés possa averiguar isso. (BEKKEN, 1994, p. 64).

Portanto, o pensamento geométrico impossibilitou a matematica arabe de avancar em
equacgdes de 2° e 32 graus com raizes negativas.

Com o renascimento na Europa, coube aos italianos levar a frente o legado deixado
pelos Arabes e Hindus no campo da 4lgebra.

Na Europa, coube a Leonardo Fibonacci de Pisa (1175 — 1250), através de sua obra
intitulada Liber Abaci de 1202, a contribui¢do para difundir a algebra hindu-arabe, sendo o
ultimo capitulo de seu livro, a descri¢do dos seis tipos de equagdes do 22 grau e referéncias
diretas ao livro II dos Elementos de Euclides. (BEKKEN, 1994). Em um desafio proposto
pelo Imperador Frederico II para testar suas habilidades, Leonardo foi desafiado a resolver a
equagdo do 3° grau x> + 2x? + 10x — 20 = 0 onde provou que o problema ndo podia ser
resolvido com régua e compasso (Unicos instrumentos permitidos por Euclides), porém
apresentou uma solugdo numérica aproximada correta até a 92 casa decimal,
1,3688081075.(GARBI, 2010, p. 30).

Outro grande matematico italiano depois de Leonardo foi o franciscano (frei) Lucca
Paccioli (1445 — 1514), um frade, que em sua publicacdo denominada Summa de arithmética,

geométrica, proportoni et proportionalita, publicada em 1494(um dos primeiros livros
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impressos de matematica), inferiu que a equagdo x? + ¢ = bx teria solugio se ibz >c,
porém “cometeu varios erros em seus trabalhos e um deles foi declarar que a solucio
das equacdes de 3° grau era tido impossivel quanto a quadratura do circulo. (GARBI,
2010, p. 32)

Na Alemanha, Michael Stifel (1487-1567) publicou em 1544 a obra intitulada
Arithmetica integra, que segundo Boyer (1983, p. 206) é “considerada a mais importante
algebra alema do século dezesseis”. Isso se deu pelo tratamento dado aos nimeros negativos,
radicais e poténcias, porém ele recusou a admitir numeros negativos como raizes de uma
equagdo. Stifel era profundo conhecedor das propriedades de niimeros negativos ao qual

chamada de “numeriabsurdi”.
2.3 Antecedendo os Niimeros Complexos: resolvendo equagdes do 3° Grau

Em 1515, Scipione Del Ferro (1465-1526), um professor de matematica da
universidade de Bolonha, deu grande contribui¢do para o surgimento dos Numeros
Complexos ao resolver algebricamente a cubica x3 + px = g, com p e q positivos baseando-
se em fontes arabes ao tempo em que revelou suas descobertas ao seu aluno Antonio Maria
Fior contrariando, assim, a proposicdo de Luca Paccioli em relagdo a impossibilidade de
resolucdo de equacgdes do 3° grau. Um detalhe importante ¢ que Del Ferro morreu sem
publicar sua obra, motivo pelo qual Fior ganhou notoriedade valendo-se da descoberta.
(EVES, 1995).

Por volta de 1535, Nicollo Fontana, conhecido como Tartaglia, anunciou a
descoberta de uma solugdo algébrica para a equagdo de 3° grau do tipo x3 + px? = n, fato
que causou desconfianca de Fior acerca da veracidade da descoberta, oportunidade em que fez
um desafio para uma disputa publica a Tartaglia envolvendo equacdes do 3° grau. Nessa caso,
Tartaglia aceitou o desafio mesmo sabendo que Fior se valeria de um método descoberto pelo
seu ja falecido professor Del Ferro(EVES, 1995).

Sobre esse episodio, relata o proprio Tartaglia: “mobilizei todo o entusiasmo,
aplicacdo e a arte que fui capaz, objetivando encontrar uma regra para a solugio daquelas
equacoes, o que consegui a 10 de fevereiro de 1535”.(GARBI. 2010, p. 37)

Dessa forma, com bastante empenho, ele consegue resolver a equag@o cubica
desprovida do termo quadratico poucos dias antes do desafio e como Fior desconhecia,

Tartaglia triunfou. Fato que também o trouxe bastante notoriedade. (EVES, 1995)
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Nesse mesmo periodo, Geronimo Cardano, estava escrevendo um livro intitulado
Pratica Arithmeticae Generalis, que abordava Algebra, Aritmética e Geometria. Baseado na
afirmacdo de Luca Paccioli sobre a impossibilidade de solucdo geral para equagdes cubicas, o
mesmo nem pretendia abordar o assunto em sua obra. Entretanto, ao saber da descoberta da
solugdo por Tartaglia resolveu pedir-lhe que revelasse para que pudesse publicar em seu livro.
(GARBI, 2010).

Por ndo concordar com a proposta, Cardano o acusou de “mesquinho, egoista € ndo
interessado em colaborar com o desenvolvimento da humanidade”. (GARBI, 2010, p. 37).

Algum tempo depois, Cardano, “um génio inescrupuloso que ensinava matematica e
praticava medicina em Mildo” (EVES. 1995, p. 303), implorou a Tartaglia, sob juramentos de
segredo, a revelacdo da cobicada formula e o conseguiu recebendo-as através de versos.

Sobre os motivos para a revelacdo do segredo, o proprio Tartaglia relata que
“decidiu confiar em Cardano, pois, se ndo acreditasse em um homem que fazia tais
juramentos sobre o Evangelho, ele mesmo deveria ser considerado uma pessoa perversa e
desumana”.(GARBI, 2010, p. 37).

Quebrando o juramento feito, Cardano fez publicar em sua obra intitulada Ars
Magna, em 1545, a formula revelada por Tartaglia. Apesar dos protestos de Tartaglia em
relagcdo a autoria, Cardano acrescenta que “independentemente e trinta anos antes, Scipione
del Ferro chegara aos mesmos resultados”. (GARBI, 2010, p. 37).

Esses protestos também foram rebatidos por Ludovico Ferrari, um dos mais
brilhantes discipulos de Cardano, argumentando que seu mestre teria recebido informagdes de
Del Ferro através de uma terceira pessoa, ao tempo em que acusava Tartaglia de plagio da
mesma fonte. Conforme Eves (1995, p. 303) destaca, “Tartaglia, com certeza, deu-se por feliz
de sair vivo”.

O que ndo se pode negar, independente de quem tenha descoberto a formula, € o
legado deixado para o progresso da matematica, oportunidade em que se fara um breve relato
dessa importante obra.

A publicagdo do Ars Magna, por Ger6nimo Cardano em 1545 foi um passo
fundamental para o desenvolvimento da resolu¢do de equagdes do 3° grau e
consequentemente o impulso para o surgimento dos Numeros Complexo, especialmente pela
abordagem em resolug@o de equagdes clibicas e quarticas.

Essa foi considerada um progresso tdo notavel que o periodo moderno da matematica

passou a ser considerado a partir desta data.
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Sobre a motivacdo para escrever o “Ars Magna” cardano diz:

Em nossos dias, Scipione del Ferro de Bolonha resolveu a equagio X 3+ px =q,
uma faganha elegante e admiréavel ...

Além disso, meu amigo Niccold Tartaglia resolveu a mesma e outras ... Antes me
haviam enganado as palavras de Luca Pacioli...(BEKKEN, 1994, p. 71).

A referéncia a Paccioli se da pela afirmacdo, em 1494, de que a solugdo de uma
equagdo cubica era tdo impossivel quanto a quadratura do circulo bem como de que equagdes
do tipo x* + bx? = ax e x* + ax = bx? sdo impossiveis de resolver algebricamente. Sobre
equacdes de graus superiores, Cardano relata a impossibilidade de resolu¢do por meio de uma

analise geométrica, afirmando que:

Como “positio” se refere a partes de linha, “quadratum” a areas, e “cubum” a
volumes, seria uma estupidez nossa seguir mais adiante. A natureza ndo nos
permite... Entretanto, queremos fazé-lo por curiosidade, mas sem fornecer
justificativas geométricas.(BEKKEN, 1994, p. 71).

Outro ponto importante em sua obra ¢ o reconhecimento de nimeros positivos e
negativos na solug¢do de equagdes, na perspectiva de que seria necessario tratar de varios casos
se utilizasse o método de Al-Khwarizmi de aceitagdo apenas de coeficientes positivos.
(BEKKEN, 1994)

Outro ponto importante em sua obra ¢ a influéncia de Euclides, demonstrando a
identidade algébrica (u — v)3 + 3uv(u — v) = u® — v3 da seguinte forma:

Se uma quantidade se divide em duas, o cubo do todo sera igual aos cubos das duas
partes mais trés vezes o produto de cada parte pelo quadrado da outra parte.

(BEKKEN, 1994, p. 73).

O que seria equivalente, nos dias atuais, ao cubo do primeiro, mais trés vezes o
quadrado do primeiro pelo segundo, mais trés vezes o quadrado do segundo pelo primeiro
mais o cubo do segundo.

Sobre a polémica com Tartaglia em relacdo a descoberta da formula, no capitulo

relacionado “sobre o cubo mais a primeira poténcia igual a nimeros ”, Cardano diz:

Scipione del Ferro descobriu a regra para este caso ha mais de 30 anos (portanto
antes de 1515), e descreveu a Antonio Fior de Veneza, cujo desafio com Nicolld
Tartaglia de Brescia deu ao tltimo um motivo para descobri-la. Contou-me a regra
sem nenhuma explicacdo. Estive buscando a demonstragdo de diversas formas, mas
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revelou-me muito dificil para mim fazé-lo. Minha versdo ¢ a seguinte: (BEKKEN,
1994, p. 71).

No periodo citado ndo havia notagdo para tratar de equacdes, onde ndo se conseguia
expressar resumidamente métodos de resposta como nos tempos atuais. Dessa maneira, apesar
das divergéncias relacionadas a autoria, Tartaglia comunicou a Cardano o segredo através em
versos, traduzidos para o Portugués, os versos abaixo, localizados na edicdo de 1554 dos

Quesiti, pagina 120, comunicam que:

1. Quando o cubo com a coisa em aprego
Se igualam a qualquer nimero discreto
Acha dois outros diferentes nisso

2. Depois teras isto por consenso

Que seu produto sera igual

Ao cubo do ter¢o da coisa certa

3. Depois, o residuo geral

Das raizes ctibicas subtraidas

Sera tua coisa principal

4. Na segunda destas operagoes,

Quando o cubo estiver sozinho

Observara estas outras redugdes

5. Do numero fara dois, de tal forma

Que um e outro produzam exatamente

O cubo da terca parte da coisa

6. Depois, por um preceito comum

Toma o lado dos cubos juntos

E tal soma sera teu conceito

7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem
Que suas naturezas sdo quase idénticas

8. Isto eu achei, e ndo com passo tardo
No mil quinhentos e trinta e quatro

Com fundamentos bem firmes e rigorosos
Na cidade cingida pelo mar. (ROSA, 1998, p. 45)

Analisando os versos citados, com base nos textos de Rosa(1998) e em linguagem
atual, Cardano e Tartaglia dispunham de trés casos de equagdo de terceiro grau, pois os
mesmos ndo usavam coeficientes negativos, sendo esses 0s casos:

Caso 1: x3 + ax = b, em que pode-se relacionar como o primeiro verso: Quando o
cubo com a coisa em aprego se igualam a qualquer nimero discreto.

Caso 2: x3 = ax + b, observado no quarto verso: Quando o cubo estiver sozinho.

Caso 3: x3 + b = ax, citado no sétimo verso: Depois, a terceira destas nossas contas
se resolve como a segunda, se observas bem que suas naturezas sdo quase idénticas.

A seguir analisa-se o primeiro caso, para x> + ax = b

No primeiro verso, o numero refere-se ao termo independente representado por b,
cuja diferenca entre duas variaveisU — Vseja igual a b, ou seja, U —V = b,conforme o

primeiro verso: “acha dois outros diferentes nisso”.
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O segundo verso, “que seu produto sera igual ao cubo do terco da coisa certa” pode

ser representado pela expressao:

U.v = (%)3

O terceiro verso, “depois, o residuo geral das raizes clbicas subtraidas sera tua coisa

principal” denota que a solucdo tera o tipo:
x = VT -7
Faz-se aqui o percurso matematico usado por Tartaglia para chegar aos versos

enviados a Cardano.

Considerando a equagdo do terceiro grau x> + ax = b bem como a férmula do cubo
de um binémio:
(u—v)3 =u®-3u?v + 3uv? —vs
Colocando em evidencia uv, temos:
(u—7v)3=-3uww(u—v)+ W —-v?).
Ou seja,
u—-—v)°+3uwu—-v) =ud -3
Substituindo u e v de modo que
a

uv = 3eu3 —v3=0b,

Tem-se a expressao:
u-v)¥+alu—-v)=>
Assim ao compararmos a expressdo obtida com a expressdo inicial x3 + ax = b,
inferimos que x = u — v serd uma solugdo da equagdo, portanto a resolugdo da equacdo

proposta devera ser feita através da resolug@o do sistema:

a
uv = -

ul—v3=bp
Pois ao achar u e v tem-se o valor de x, poisx = u — v.

Para resolver o sistema, se faz necessario elevarmos os termos da primeira equacao

ao cubo, temos, portanto:

ui—v3=5p
Considerando u® = Ue v3® =V, teremos:

u.v = (g)

U-V=>b

3
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Assim, teremos Ue — Vcomo raizes da equacgio:

Cujas raizes sdo:

Dessa forma teremos como raizes da equacdo U e a outra —V, como u = W,v =
VV e x = u — v, chega-se & solugio apresentada por Tartaglia:
x=YU-I
Por fim, utilizando a substituicdo de UeV pelos seus respectivos valores, chega-se a

formula de Cardano/Tartaglia:

’ b + (b)z + (a)3 + ’ b (b)z + (a)3
x= |= = = -— [z =
2 2 3 2 2 3
Vale ressaltar que essa formula ¢ utilizada para resolver equagdes do terceiro grau do
tipo x3 + ax = b,ao se tratar equagdes de terceiro grau com todos os termos do tipo
x3 + a;x% + ayx + az = 0, deve-se substituir x por y — %

Conforme substituigdo, temos que:

a3 a2 a; _
( —?) +a1( —?) +a2(y—?)+a3 =0
Desenvolvendo as expressdes, temos:
a, a2 a? a?  a® a
3 2 2 —
y® —=3y“—+ 3y(?) —(?) + a,y —2y7+?+ azy—a1?+a3 =0
Eliminando os termos, —3y? %e a,y?, temos que:
ap\2 a,? and® a®
y+3[(3) 2y3 +3a2]y (3) 32 a; =0
Sendo esta uma equagdo analogaa y* + ay = b
Permitindo-se a utilizagdo da formula de Tartaglia/Cardano para qualquer equacdo
cubica.
Portanto, a regra apresentada por Cardano em relacio 4s equagdes do tipo x3 + px =

q se encontra da seguinte forma:

1 . . . a - ..
Eleve ao cubo 3 do coeficiente da primeira poténcia. Adicione o quadrado da metade

do ntimero. Tome a raiz quadrada do todo. Adicione e subtraia a metade do numero,
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obtendo um binémio e seu apdtema. Subtraindo a raiz ctibica do ap6tema da raiz
clibica do bindmio, vocé obtém a incognita procurada. (BEKKEN, 1994, p. 73).

Nesse caso Cardano oferece explicagdo a través do exemplo x* + 6x = 20.

Figura 3: Regra de Cardano

E xemplum.cubus & o poiinones, xquans B ol il s
> Id R i =
tur 20,dpcito 1, ternam partem ¢, ad cus o P i

bum, it &,duc 1o dimidium numeri infe, ; & ;-;
ht 1oo,unge 100 & 8,hic 108,acape radis s

cem qua ot Rz 108, & cam geminabis,alte = lo*\p’ o
riaddes 1 0,dimidium numeri,ab altero mi fdmort. s

nues tantundem, habebis Binomii ge 108 ek ol
pi10,& Apotomen i 108 m: 1o, horum |[®*V: A% 'N:_}' "1‘: .
accipe e cub™ & minue illam qug eft Apo |TmR VLR IOT L
romar,ab ca qua ¢ft Binomij, habebis rei ftimationem, B v: cub: e
108 p:1om:R v: cubicag 108 m:yo.

Fonte: (BEKKEN, 1994, p. 74)

Apesar de ndo ter mencionado em “Ars Magna” os casos irredutiveis, e baseado no

fac-simile de Struik(1992), Cardano menciona niimeros complexos, dizendo que:

ideo imagmaberis g m: 15, id et differentiz & p, &
quadrupli A 8,quam fde & minue ex A X habebis quaficum, feilis
cor § pige Vizg mo 4o, X gmieviagm 40,&u§p: RMIC,X¢
maem: i §,duc s pigmigingmiem: 1§ » dimifsis incruciationis
bus,fit 2§ m:m: 1 §,quod cit p:r §.igitur hoc productum it 4o, naru
ratamé A p,non elt cadem cirnatura go,nec A B, quia fuperhcics cft
ranota i natra numcr I,& III'IC.\',Prn'I“"iuS
tamé huic quantirati,qug uere citfophiftica,
qUONiam per €am , NON ULin puro m: necin
alnjs , operationes excreere licet , nec uenari
quid ficeft,ur addas quadrarum medicratis numeri n

s ac addas dimidium diuidendi.

Quando se diz: “Divida 10 em duas partes de modo que o produto seja 407, fica
claro que isto ¢ impossivel. Entretanto, vamos proceder da maneira seguinte —
Dividimos 10 em duas partes iguais que se elevam ao quadrado, dando 25.
Subtraimos disto 40 e obtemos -15. A raiz quadrada disto soma-se ¢ subtrai-se 5,

obtendo 5 + V—15¢ 5 — V—15.(BEKKEN, 1994, p. 76)

Adiante apresenta uma justificativa, na qual diz:

Esqueca a tortura mental que significa o seguinte, e multiplique 5 + vV —15por

5 —+—15, dando 25— (—15) = 40 ... Deste modo desenvolvemos uma
aritmética que € tao refinada que se torna inutil. (BEKKEN, 1994, p.76)

A exemplo de problemas que recaiam em Numeros Complexos, temos na obra de

Cardano:

(a) Divida 6 em duas partes cujo produto é 24.
(b) Encontre trés niimeros proporcionais de modo que quando se subrai do primeiro a
sua raiz quadrada, obtém-se o segundo niimero, ¢ da mesma maneira se obtém o

terceiro numero.
(BEKKEN, 1994, p.78)
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Apesar das divergéncias quanto a autoria da formula geral para equacdes de 3° grau,
Cardano deixou em sua obra, alguns pontos importantes a refletir acerca dos Numeros

Complexos:

- equagdes do quarto grau, seria tolice — a natureza ndo permite

- negativos, ficticios — nenhuma quantidade ¢ menor do que nada

- imaginarios, sutilezas aritméticas sofisticadas — nenhum quadrado pode cobrir
menos do que nada. (BEKKEN, 1994, p.88)

E importante enfatizar que a relagio entre niimeros e geometria permaneceu
complicada por mais de 300 anos depois de Cardano até a publicagdo da obra Livre Premier
por René Descartes. (BEKKEN, 1994). Descartes considerava solucdo de equagdes com

raizes negativas de “solugdes falsas”, conforme pode-se observar em seu texto referente a
reducdo de equagoes:

LlVi(ETROlSIESME i ‘

Comme cete derniere
: ¥ —dr'—] xx+ , 6x—20 xo0 3
| peutbien eftre diufée, par x — 2, & par x — 3, & par x—4.
‘ & par x + 5 ; mais non point par x+ ou — aaucune autre ‘
| quantité, cequi monftre qu'elle ne peur auoir que les quatre

i racines 2, 3,4, & 5.

Toda equacdo pode ter raizes (valores da grandeza desconhecida) distintas quantas
forem as dimensdes da grandeza desconhecida na equag@o na equagao.

Muitas vezes aconteceporém que alguma das raizes sdo falsas ou menos do que nada.
(BEKKEN, 1994, p.92).

As ultimas palavras de “Ars Magna” foram escritas da seguinte forma:

ESCRITO EM CINCO ANOS,
POSSA DURAR MILENIOS!
(BEKKEN, 1994, p.79).

Em relacdo a descoberta feita por Tartaglia e publicada por Cardano, Eves(1995, p.
302) contribuiu afirmando que “provavelmente o feito matematico mais extraordinario do
século XVI, foi a descoberta pelos matematicos italianos, da solugdo algébrica das equagdes
cubicas” mostrando, assim , a relevancia da descoberta para o desenvolvimento posterior dos
Numeros Complexos.

Em resumo, pode-se inferir que houve auséncia de solucao explicita em equagdes, nas
obras de Euclides ao se deparar com ntimeros irracionais, a exemplo de x? = 2, a excecdo de
Platdao e Aristoteles. Quanto aos hindus, arabes e italianos ndo havia dificuldade de trabalhar
com numeros irracionais, porém ndo aceitavam raizes de nameros negativos (Numeros
Complexos). Os hindus, ao se depararem com raizes negativas na solu¢do de equacdes, como

as de 22 grau, consideravam “solucdes falsas”. (BEKKEN, 1994, p. 69).
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Apesar do tratamento geométrico de equagdes do 32 grau por Omar Khayyam (1079),
o tratamento algébrico s6 foi dado pelos italianos no Século XVI, pois esses “problemas de
negativos e complexos ndo eram levados a sério”. (BEKKEN, 1994)

As equagdes de 32 grau dos babildnicos, Menaechmo, de Bhaskara, de Omar Khayyam,
Arquimedes, Diofanto, Al-Khwarizmi e Fibonnacci tratam apenas de casos particulares,
ficando a cargo de futuros matematicos desvendarem um método geral para solucdo das
mesmas, o que culminaria na descoberta de um novo conjunto numérico que fora
desenvolvido pelos italianos, vale ressaltar que o tratamento geométrico de equagdes do 3°
grau nao era conhecido na Italia no século XVI, porém os escritos de Al-Khwarizmi e de Abu
Kamil eram conhecidos e estudados ¢ foram a base da inspiracdo da Ars Magna de

Cardano.(BEKKEN, 1994)

2.4 O Surgimento dos Numeros Complexos

O surgimento dos conjuntos numéricos foi precedido de necessidades advindas da
insuficiéncia numérica para os calculos que foram se desenvolvendo, com o conjunto dos
Numeros Complexos ndo foi diferente, o desenvolvimento de solucdes de equacdes de 22 e 3°

graus em diversas civilizagdes e diversos continentes foi preponderante para o seu surgimento,
assim como a aceitagdo de Cardano para calcular com expressdes como 5+ vV—15e5 —

v—15, dessa maneira os complexos apareceram em calculos intermedidrios em problemas
cuja resposta era um numero real.(BEKKEN, 1994)

Leibniz também trabalhou com expressdes do mesmo tipo que resultavam em

nimeros reais tais como \/ 14++v-3+ \/ 1—-+v/-3=+6. Tanto Stevin (1582) quanto
Bombelli trabalharam com expressdes do mesmo tipo, porém Stevin observou que “este
territorio ainda ndo é bem conhecido”. (BEKKEN, 1994, p.95).

Dessa maneira, os Numeros Complexos comegaram a se constituir a partir dos
estudos do italiano Rafael Bombelli (1526-1576),pois este tinha profunda identificacdo e
fascinio pelo Ars Magna de Cardano. Entretanto, ndo considerava clara a forma como
Cardano tratava o conteudo. Dessa forma, Bombelli, em 1572, publicou em Veneza a obra

I’Algebra, com intuito de que um principiante pudesse compreender melhor sua linguagem.

(ROSA, 1998).
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Bombelli tratou em um dos capitulos, a resolucdo de equagdes de 3° ¢ 4° graus,
aplicando a férmula de Cardano/Tartaglia na equagdo x3 = 15x + 4 cujo processo de
resolugdo percorreu os seguintes passos?:

Seguindo o método geral proposto por Cardano/Tartaglia, temos:

o= P O @ - O

Sendo a equagio x3 = 15x + 4, temos que a=15 e b=4, logo:

e e e [ G
=17 2 3 2 2 3

3 3
X = \/2+V—121+\/2— -121 =

Nesse caso, como o discriminante ¢ menor que zero, pois (g)z < (%)3, o método
geral proposto por Cardano/Tartaglia sempre recaird em um numero negativo. Esse valor,
antes chamado de “quantidade sofisticadas” hoje é conhecido como “nimeros imaginarios”.

Bombelli, era sabedor de que a equagio possuia trés raizes reais: 4, —2 +/3e — 2 —

V3, ou seja, pela primeira vez se deparou com um equagdo em que a solugdo era conhecida,
porém os calculos recaiam em raizes quadradas de numeros negativos, o que o motivou a
compreender e estudar melhor esse campo até entdo desconhecido e ignorado.

Dessa maneira, Bombelli admite inicialmente que haja uma expressao na forma a +
vV=b que seja raiz clbica de 2 +v/—121 e que a— b seja raiz ctibica de 2— 121, ou seja,
teriamos a expressao (a + \/—_b)3 =2 ++/—121 ¢ sendo o valor 4 conhecido anteriormente
como raiz da equagio, temos que: a +vV—b + a —vV—b = 4, ou seja, a = 2, pois os radicais

se anulam. De posse desse resultado, substituindo na o valor de a = 2 na expressao (a +

3
\/—b) =2+ +v—=121-, temos que:

(2+V=b) =2+V"121 =

3 Para esse processo utilizamos a obra de Mario Servelli Rosa, dissertagdo de mestrado apresentada a
PUC-SP em 1998.
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8+ 12V—-b—6b—bV—Db=2+V-121=

8 + 12vVbV—1 — 6b — bVbV—1 = 2 + V=121

Gerando assim, um sistema de equagoes: { 1 2\/85__6: \/%i 11 com b = 1. Assim,

Bombelli obtém que 2 + V=121 = 2 + V—1. Analogicamente v 2 — v—121 = 2 — vV—1
ex =24++vV—142—+—1 = 4 ¢ uma solucdo da equagdo dada. (SERVELLI, 1998)
Segundo Servelli (1998, p. 51), Bombelli publica em um trecho da obra L 'Algebra,

na pagina 133, mencionando:

Eu achei uma espécie de raiz cubica muito diferente das outras, que aparece no
capitulo sobre o cubo igual a uma quantidade e um numero.

...a principio, a coisa toda me pareceu mais baseada em sofismas que na verdade,
mas eu procurei até que achei uma prova...

Isto pode parecer muito sofisticado mas, na realidade, eu tinha essa opinido, e ndo
pude achar a demonstrag@o por meio de linhas[i.é. geometricamente], assim, tratarei
da multiplicagdo dando as regras para mais e para menos.

Janior (2009, p. 25) também afirma:

Encontrei um outro tipo de raiz cibica composta muito diferente das outras, que
nasce no capitulo do “cubo igual a tanto e nimero”, quando o cubo da terga parte do
tanto ¢ maior que o quadrado da metade do niimero, como nesse capitulo se se
demonstrara, (...)porque quando o cubo do ter¢o do tanto é maior que o quadrado da
metade do numero, pelo que lhe chamarei de piu di menu, quando se adicionar e
meno di meno quando se subtrair. (...) E esta operag@o ¢ necessaria (...) que podera
parecer a muitos mais sofisticada que real, tendo eu também essa opinido, até ter
encontrado a sua demonstrag@o em linha (...) mas primeiro tratarei de os multiplicar,
escrevendo a regra de mais e de menos”.

Bombelli entdo, apresenta as regras de multiplicacdo, sendo a expressao piu di menu
utilizada para se referir ao que conhecemos em notacdo atual como +i e meno di meno para —i,
conforme o quadro 1contendo simbologia atual:

Quadro 06: Regras de Multiplicacdo

Expressiao Notacio atual
Piu via piu di meno, fa piu di meno +. (1) =+1i
Meno via piu meno fa meno di meno -(H)=-1i
Piu via meno de meno, fa meno di meno +.(-)=-i
Meno via meno di meno, fa piu di meno -(-) =+
Piu di meno via piu di meno, fa meno (+1).(+1) = -
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Piu di meno via meno di meno, fa piu (-1).(+) =+
Meno di meno via piu di meno, fa piu (+).(-) =+
Meno di meno via meno di meno, fa meno (-1).(-1) = -

Fonte: (ROSA. 1998 p. 51)

Dessa maneira para o sinal + era usado p (piu), para o sinal de menos era utilizado m
(minus); para raiz quadrada a notacdo era R (radix) e R® para representagdo das ctibicas. Além
de ndo haver parénteses que era utilizagdo sublinhacdo para representar expressoes com
radicais.

Para demonstracdo das dificuldades encontradas por Bombelli acerca de uma notagdo

mais simplificada, segue o quadro abaixo:

Quadro 07: Evolug@o da Notagdo Algébrica

Modern Bombelli Bombelli
notation printed written
L 1
Sx s ‘-5’
2 < 2
Sx c ‘*5’
{4+ 76 Rq|4pRq6 | R|4pRE
¥2+70-121 | Rc[2pRalom121]| [ R3|2pR[Om121]|

Fonte: Disponivel em: http://wwwgroups.dcs.stand.ac.uk/~history/Biographies/Bombelli.html.
Acesso em 20 de outubro de 2015.

Apods esse engenhoso calculo, Bombelli demonstrou a importancia dos nfiimeros
imagindrios, especialmente para proposi¢cdo de desenvolvimento futuro do conjunto dos
Numeros Complexos. Entretanto ndo houve uma contribuicdo mais efetiva para a resolucéo de
equagoes de 32 grau, pois nessas, ele necessitaria antecipadamente o valor de uma das raizes
da equacdo, que nesse caso ja estaria resolvida, assim ndo precisaria de formula geral para

resolugdo. (ROSA, 1998, p. 52)
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As contribuigdes para constru¢do conceitual e de representacdo dos Numeros
Complexos foram dadas por inimeros matematicos em diferentes épocas, sendo importante

ressaltar alguns fatos que possibilitaram o desenvolvimento desse conjunto, a saber dos
progressos de notagdo com a introdugdo do simbolo vV—1 por Albert Girard(1590 — 1633) em

Invention nouvelle em I'algébre, a utilizagio do simbolo i como representacio de v—1 por
Leonhard Euler em 1777, a utilizagdo dos termos real e imaginario pela primeira vez em 1637
por René Descartes, a utilizagdo do conjugado a + bi ¢ do médulo |a + bi| = Va2 + b2 por
Aug-Couis Cauchy em 1821,a utilizagdo da expressdo Numeros Complexos, em 1832, por
Carl Friederich Gauss bem como a tentativa de John Wallis (1616 — 1703) de dar significado
concreto, pela primeira vez, ao Numeros Complexos através de uma interpretagdo geométrica,
mostrando a possibilidade de existéncia de quantidades imaginarias e fazendo comparacao
com a existéncia de quantidades negativas. (ROSA, 1998).

John Wallis, em 1637, contribui fortemente para a aceitacdo dos Numeros
Complexos com a seguinte discussao:

Estas quantidades imaginarias, como frequentemente sdo chamadas, provém de
tomar a raiz quadrada de nimeros negativos, algo que se diz ser impossivel. Assim ¢
também se nos limitarmos rigidamente ao que se propde. Porque ndo ¢ possivel que
um numero negativo ou um nimero positivo, multiplicado por si mesmo, possa dar,
por exemplo -4.

Mas também ¢ impossivel que algum niimero possa ser negativo.

Nenhuma quantidade pode ser menos que nada, e nenhum niimero pode ser menos
que nada.

No entanto, numeros negativos ndo sdo nem absurdos nem intteis, quando os
entendemos bem. Como por exemplo ... transladamos -3 jardas, isto é, caminhamos
para tras 3 jardas.

Pois bem, quando aceitamos seguimentos negativos, temos que admitir também
areas negativas. Como por exemplo: suponha que em um lugar ganhamos 30 acres
de terra do mar, mas perdemos 20 acres em outro lugar. Entdo ganhamos 10 acres no
total. Se agora porém em um terceiro lugar perdemos mais 20 acres e perguntamos:
quanto ganhamos? —A resposta serd -10 acres = - 1600 perches quadrados ...

Se isto estd na forma de um quadrado de um lado, ndo deve este quadrado ter um

lado? ... Qual é o lado? Sim, tera que ser V—1600 = 10V/—16 = 40v/—1
(BEKKEN, 1994, p.96-97).

Os nimeros negativos e imaginarios tornaram-se Uteis a algebra. Na Europa, assim
como Bhaskara, negativa passaram a ser representados, por Albert Girar (1629), como
opostos em dire¢do aos opostos sobre uma reta. (BEKKEN, 1994)

Em 1800, surgiu a primeira aplicacdo real de numeros imaginarios a geometria plana,
num tratado de Caspar Wessel (1745 — 1818), um agrimensor noruegués. O mesmo foi
intitulado “Sobre a denominacdo analitica das diregdes” e apresentado a Academia

Dinamarquesa de Ciéncias contendo uma representacdo simples e completa dos Numeros
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Complexos .(BEKKEN, 1994, p. 97-99).Como sua obra s6 foi publicada em 1897 em francés,
seu trabalho permaneceu desconhecido, sendo descoberto posteriormente por muitos
matematicos, ente eles Argand(1806) e Gauss(1831).(BEKKEN, 1994)

Em reconhecimento ao seu trabalho, Sophus Lie, em 1895, diz:

Se seu trabalho tivesse sido conhecido antes, Caspar Wessel teria um nome tdo
grande dentro da matematica como teve seu irmdo Johan Herman Wessel como
poeta, ou seu tio Peter Wessel Tordesnkkjold como guerreiro. (BEKKEN, 1994,
101).

Grandes contribui¢cdes ao desenvolvimento dos Numeros Complexos foram dadas
por Carl-Friedrich Gauss(1777-1855), que em seu doutorado, aos 22 anos, forneceu a primeira
prova totalmente completa para: “Qualquer polindmio de grau n possui n raizes reais ou
complexas. ” D’ Alembert, Euler e Lagrange haviam tentado demonstra-lo.

Importante enfatizar que Peter Rothe(1608) foi provavelmente o primeiro a escrever
de forma semelhante a Gauss, afirmado que: “um polindmio de grau n possui n raizes” bem

como Albert Girard(1629), que encontrou 4 raizes para a equacdo do x* = 4x — 3, sendo

essas: 1,1,—1++V—-2e—1—-/-2 pois levava em conta raizes complexas e também a
multiplicidade de raizes.(BEKKEN, 1994)
Vale ressaltar que Bhaskara contava duas raizes para equacdes do 22 grau, Cardano
contou raizes com multiplicidade, sendo respectivamente 3 ¢ 4 para equacdes de 3° e 4° graus.
Viu-se, portanto, que problemas de resolugdo de equagdes conduziram a extensdes
dos conjuntos numéricos, dos naturais aos complexos, € ao perguntarmo-nos se iSSO
continuara, o Teorema Fundamental do Calculo diz que ndo, pois o mesmo diz que “qualquer
polindmio possui pelo menos uma raiz complexa”.
Dessa maneira o sistema de numeros estd completo e suficientemente rico para obtermos
todas as solucdes das equagdes polinomiais, portanto o conjunto dos Numeros Complexos ¢é
algebricamente completo. (BEKKEN, 1994) Foram necessarios aproximadamente 3.000 anos
para ir de equagdes do 22 grau as equagdes de 32 grau e consequentemente ao surgimento dos

Numeros Complexos.
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3 UNIDADE DIDATICA: CONTEXTO E CONCEPCOES ACERCA DOS NUMEROS
COMPLEXOS

O ensino de matematica requer, para os padrdes de ensino moderno, subsidios que
permitam uma melhor exploragdo dos conteudos, especialmente aqueles que tem um nivel de
abstracdo maior, como ¢ o exemplo dos nimeros complexos, objeto desta pesquisa.

Dessa forma, mostra-se importante, um relato da exposi¢do do conteudo a partir dos
livros didaticos adotados nas escolas de ensino médio do municipio sede da pesquisa, por ser,
na maioria das vezes, o instrumento mais utilizado pelo professor como subsidio para o
ensino de matematica. Essas observa¢des permitirdo uma melhor compreensdo do contexto de
ensino dos numeros complexos a partir do livro didatico, mostrando de que forma se expde o
conteudo, interferindo diretamente nos sujeitos da pesquisa e na abordagem realizada pelo
professor que normalmente encontra no livro a inspiragdo para desenvolvimento do curriculo
a ser ensinado.

Apresentaremos neste capitulo um breve relato acerca da definigdo, concepcoes e
aplicacdes do conjunto dos Numeros Complexos a partir dos seguintes referenciais:
(LEONARDO, 2013); (PAIVA, 2009). Vale ressaltar que as duas referéncias citadas sdo as
unicas escolhidas e utilizadas nas escolas de ensino médio do municipio de Canindé, cidade
sede da pesquisa, sendo o ultimo utilizado na escola a qual a pesquisa fora realizada. Sera
feito um destaque acerca do ensino dos Numeros Complexos a luz dos PNEM(1999),
OCENM(2006) e as DCNEB(2013).

Sera realizado também uma breve analise dos impactos da implantagdo do Novo

ENEM(2009) no ensino de Numeros Complexos.

3.1 Numeros Complexos: concep¢cdes a partir do livro diditico adotado pela escola

publica estadual de ensino médio do municipio de Canindé.

3.1.1 — Livro 1 - Matematica Paiva

O livro escolhido para o breve relato, Matematica Paiva, escrito por Manoel Paiva,
datado de 2009, 12 edicdo, esta organizando em trés volumes. Sendo o volume 1 voltado para
os contetidos pertencentes ao 1° ano do ensino médio, o volume 2 para os conteudos

relacionado ao 2° ano e o volume 3 para os contetdos pertencentes ao 32 ano. Para a pesquisa,
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foi utilizado apenas o volume 3, composto de 200 paginas e um apéndice constituido de 13
topicos com orientacdes para o professor.

O volume 3 ¢ estruturado em 9 capitulos sendo esses divididos em topicos, o
conteido de nimeros complexos estd contido no 7° e é composto de 8 topicos e exercicios
complementares em relagdo ao tema, perfazendo um total de 21 paginas. Cada livro e
apéndice ¢ dividido em capitulos, e estes em paragrafo. A obra completa tem 396 paginas.

No preambulo do capitulo, o autor inicia com a seguinte proposi¢ao:

A distancia entre o centro da Terra ¢ o da Lua é aproximadamente 384.000 km ¢ a
massa da Terra € oitenta vezes a massa da lua.
Um namero complexo pode ser representado por um ponto (x,y) do plano cartesiano.

Dessa forma, representando nesse plano as posi¢des da Terra e da Lua pelos pontos
X X

C IT,yr)eC IL, )’L), respectivamente, o centro C de massa do sistema Terra-

X

Lua é o nimero complexo representado pelo ponto C Ic yc) tal que Xp =

mrxr+mrxy, _ mryrtmpyy

————e Yo =——————, em que Mg ¢ M, representam as massas da
mr+mp, mr+my,

Terra e da Lua, respectivamente.

Calcule a distancia entre o centro da Terra e o centro de massa do sistema Terra-Lua.

(PAIVA. 2013, p. 123).

Observa-se uma tentativa em introduzir o conteudo de uma forma contextual, porém
a quantidade de formula aumenta a dificuldade de compreensdo, pois a inica conexao feita é
de que um numero complexo podera ser representado em um plano cartesiano.

Na introdugdo, ¢ apresentado um problema com o intuito de possibilitar ao aluno a

compreensdo da insuficiéncia dos numeros reais, com a seguinte proposi¢ao:

Um engenheiro projetou duas caixas-d’agua de mesma altura: uma em forma de
cubo € a outra em forma de um paralelepipedo reto retingulo com 6m? de area da
base. Qual deve ser a medida em metro, da aresta da caixa ctibica?

Figura 4: Caixas D’agua em forma de cubo.

Indicando por x a medida da aresta da caixa ctibica, temos:

Fonte: (PAIVA. 2013, p. 124)
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Importante esclarecer que a solugdo proposta no livro faz uma abordagem
apresentada por Nicollo Fontana, conhecido como Tartaglia(1500-1557), utilizada por volta
de 1535, dessa maneira:

Fazendo a andlise dos dados, o valor de x é a raiz da equagdo x> = 6x — 4,
demonstrando na exposi¢do do livro equivaléncia com a equagio x> — 6x + 4 = 0.

Enfatizando o método utilizado por Tartaglia, 0 mesmo consiste em substituir x por

u — v, de modo que o produto seja igual a terga parte do coeficiente de X, nesse caso, uv =
-6 .
5= —2. Assim:

{(u—v)3—6(u—v)+4=O

5 , fazendo o desenvolvimento dos calculos, temos:
uy = —

{u3—3u2v+3uv2—v3—6u+6v+4=0
uv = —2
Substituindo uv = —2 na primeira equagdo, obtemos:
ud —v3+4=0(0)
-2
v=—AC»I)
u

Substituindo (II) em (I), obtém-se a equagdo u® + 4u3 + 8 = 0, prosseguindo a
proposta de Tartaglia, a resolugdo pode ser feita com a mudanga da varidvel u® = t, desse
modo obtém-se a equagdo de 2° grau:

t2+4t+8=0

Prosseguindo a resolu¢io em que A= 4% — 4.1.8 = —16, portanto,
—4 ++/-16
t=——
2
Bem como:

. —4FV-16
-—

Apo6s o desenvolvimento da solugdo, € proposta uma reflexdo ao aluno, induzindo-o

u

a inferir que a equagdo ndo possui raiz real, pois V—16 & R, porém seria um absurdo essa
afirmacdo, haja vista que o nimero real 2 ¢ raiz da equagdo, como pode ser observado pela
substitui¢do de x por 2:
25-62+4=0.
Esse momento da explanagdo do livro ¢ possivelmente, a parte mais importante para
compreensdo do aluno em relagdo a possibilidade de existéncia de raiz quadrada de ntimero
negativo, V—16, ou seja, a possibilidade da existéncia de um niimero nio real. E relatado

ainda que Geronimo Cardano(1501-1576), médico e matematico italiano, foi o primeiro a
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admitir a existéncia de nimeros ndo reais na resolucido de equacdes cubicas, apds ter recebido
de Tartaglia, o método para resolucdo das mesmas.

Apoés a introducdo do conteudo, apresenta-se a seguinte definicdo de unidade
imaginaria:

A insuficiéncia dos nimeros reais se revela na radiciagdo: nio existem, em R, raizes
quadradas, quartas, sextas, ... de niimeros negativos. Para que a radiciacdo seja
sempre possivel, os matematicos ampliaram o conceito de nimero, definindo o

ntimero [, ndo real, que chamaram de unidade imaginaria e que satisfaz a seguinte
condi¢do:i® = i.i = —1 (PAIVA, 2009, p. 125).

E importante ressaltar que todos esses processos sio apresentados de uma forma
direta, sem discussdo, ou resgate historico que permita ao aluno uma reflexdo mais
aprofundada do contetido, ficando a cargo do professor essa fungao.

A defini¢do de numeros complexos na forma algébrica ¢ proposta da seguinte
maneira: “Numero complexo ¢ todo nimero da forma a + bi, em que a ebsdao niimeros reais e

i e a unidade imaginaria” (PAIVA, 2009, p. 125).

Apo6s a definicdo, o livro apresenta de uma forma direta as demais defini¢des:
“Forma Algébrica de Numero Complexo - A expressdo a + bi, com {a, b} C R, ¢ chamada
forma algébrica do niimero complexo, em que a ¢ a parte real e b ¢ a parte imaginaria”
(PAIVA, 2009, p. 126); Numero Imaginario - E todo nimero cuja parte imaginaria é diferente
de zero; Niimero Imaginario Puro - E todo nimero complexo cuja parte real é zero e a parte
imaginaria ¢ diferente de zero; Nimero Real - E todo nimero cuja parte imaginaria ¢ zero.

Apesar da forma direta, essa ¢ uma parte importante em que o aluno pode confrontar

diretamente as diferengas entre complexos e reais.
O autor apresenta o conceito de igualdade de Numeros Complexos da seguinte forma:

Dois niimeros complexos @ + biec + di, com {a, b,c, d} C R, sdo iguais se, e
somente se, suas partes reais sdo iguais e suas partes imaginarias sio iguais. Ou seja:
. . a==¢c
a+b1=c+dz<:>{b_d
(PAIVA, 2009, p. 127).

Observa-se que nao ha uma discussdo especifica para cada tdpico, ficando apenas a
solugdo de exercicios ao final de cada topico trabalhado.

Seguindo as defini¢des, o conjugado ¢ apresentado:
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O numero complexo @ + bi é o conjugado do niimero complexo ¢ + di,

{a, b, c, d} C R, se, e somente se, suas partes reais sdo iguais € suas partes
imaginarias opostas. Ou seja:
a==«c

a + bié conjugado de ¢ + di & {b — 4

(PAIVA, 2009, p. 127).

E colocado como observacio a representacdo do conjugado de z como Z. Alguns
exemplos também sdo expostos.

Encerrando-se a parte conceitual e introdutoria, prossegue-se a parte operacional. No
que se refere as Operagdes com Numeros Complexos: Adigdo, Subtracdo, Multiplicagdo e

Divisdo, o autor faz a seguinte observagao:

Antes de apresentar as operagdes elementares com numeros complexos, € importante
ressaltar que elas foram definidas como extensdes das operacdes em R, de modo que
fossem conservadas as propriedades dessas operacdes em R. Para a adi¢do foram
conservadas as propriedades associativa, comutativa, elemento neutro ¢ elemento
oposto, de modo que: o elemento neutro da adigio é o nimero zero, ou seja, 0 +
0i;0 oposto de um nimero complexo qualquer Z = @ + bi, com @ e b reais, ¢ o
mimero complexo —Z = —a — bi. Para a multiplicacio foram conservadas as
propriedades associativa, comutativa, elemento neutro e elemento inverso, de modo
que: o elemento neutro da multiplicagdo é o niimero 1, ou seja, 1 + 0i; O inverso
de um ntimero complexo nfo nulo Z = @ + bi é o niimero complexo indicado por

- - 1 , . e
z7 1 tal que Z 1= T Foram conservadas também a propriedade distributiva

da multiplicagdo em relagdo a adigdo. (PAIVA, 2009, p. 128).

O objetivo do autor ¢ facilitar a compreensao do aluno em relagdo as propriedades ja
conhecidas e estudadas pelos mesmos, demostrando que seguem as mesmas regras utilizadas
no conjunto dos niimeros reais.

Os principios acima enunciados resultaram nas defini¢des abaixo relacionadas pelo
autor:

Para quaisquer niimeros complexos z; = a + bi e z, = ¢ + di, em que a, b, ¢, d sdo
reais, temos:

(a+c)+ b+ d)i

e 7,+2,
o 71—z, =2+(-2)
e z,.z, = (ac — bd) + (ad + bc)i
o 7;:7,= Zl.i(comzz +0)
A potenciagdo de nimeros complexos ¢ apresenta de forma conceitual, conforme

podemos observar a frente. Seguindo a mesma linha de raciocinio de topicos anteriores, o

autor faz um preambulo apresentando as propriedades das poténcias:
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PL. Wt w™ = whtm

P2.whwm™=w
w

n-m

P4. (wv)™ = wp™
P5 (ﬂ)n =2
“\v T oyn

(PAIVA, 2009, p. 130)

Essa ¢ uma parte interessante para se explorar didaticamente, pois ainda ha muita
dificuldade de aprendizagem por parte dos alunos, principalmente por falta de conhecimentos
prévios acerca dos temas relacionados a dificuldades de aprendizagem em séries anteriores,
dessa forma, o professor podera fazer uma breve revisdo sobre potenciacdo. Prosseguindo a

definicdo sobre Potencia de i, o autor apresenta:

Existem quatro, e somente quatro, valores para poténcias de [ com expoentes
inteiros. Sdo eles:

=1

il=i
i?=-1
3=
(PAIVA, 2009, p. 131)

Apbs a exposi¢do acima, bem como a demonstragdo do teorema, conclui-se a parte
inicial enfatizando que “para o calculo da poténcia de i" com n interiro e n = 4, dividimos n
por 4, obtendo um resto inteiro r. Temos entdo, i" = i".

A representacdo Geométrica do Conjunto dos Numeros Complexos, ou seja, a
representacdo do Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss ¢ definida conforme as

definicdes do plano cartesiano, apresentando a seguinte representagao:

A cada nimero complexo Z = X + VI, em que x € y sdo nimeros reais, vamos
associar o ponto do plano cartesiano determinado pelo par ordenado de ntimeros
reais (x, y). Essa associagcdo ¢ biunivoca, isto é, cada nimero complexo esta

associado a um unico ponto do plano cartesiano, e cada ponto desse plano esta
associado a um inico nimero complexo.
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(5] X IR

Por meio dessa associagdo, representa-se geometricamente o conjunto C pelo plano,
que ¢ chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss, em homenagem aos
seus criadores: o matematico aleméo Carl Friedrich Gauss(1777-1855) e o guarda-
livros suigo Jean Robert argand(1768-1822).

No plano de Argand-Gauss o eixo das abscissas ¢ indicado por Re e é chamado de
eixo real, e o eixo das ordenadas ¢ indicado por Im e é chamado de eixo imaginario.

Cada ponto p(x, y)desse plano ¢ a imagem ou afixo do nimero complexo X + Vi.
(PAIVA. 2013, p. 133).

Vale ressaltar que ¢ a segunda mengdo historica feita no capitulo, porém de uma
maneira ainda muito timida, pois ndo aborda maiores detalhes historicos relevantes para o
tema.

O que se observa apés a definicdo em todos os topicos ¢ a colocagdo imediata de
exercicios resolvidos, o que leva ao aluno resolver problemas idénticos, no entanto, a seguinte
reflexdo é proposta: O aluno resolve as questdes por compreender o conteido ou por
memorizagdo de exercicios idénticos? O objeto da reflexdo ndo se da pela ndo aceitacdo de
aprendizagem por memoriza¢do, mas tdo somente o intuito de promover inquietagdes acerca

do tema.

Adiante, Paiva(2009) define o modulo de um numero complexo e enumera as

propriedades:

O médulo p de um nimero complexo Z = x + yi, comae b{x,y} C R, éa
distancia do ponto (x, y) a origem (0,0) do plano de Argand-Gauss.

O mesmo ¢ indicado por:
p=lzl = x*+y?

(x. y)

(0, 0) Re
(PAIVA. 2009, p. 134)
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O autor apresenta as Propriedades do Modulo de um Ntumero Complexo:

Sendo Z, Z, €Z, nimeros complexos quaisquer e 11 um niimero inteiro, temos:

Ml. |z| =0

M2.z.Z = |z|?

M3. |z;1. 25| = |z1|12;]

M4, |2 :@,comz 0
Zy |ZZ|

Ms. |z = |z|"

(PAIVA. 2013, p. 135)

Observa-se uma pequena revisao relacionada ao moédulo, um ponto importante para
se prosseguir com entendimento de conhecimentos mais avangados.

As coordenadas polares sdo apresentadas, da seguinte forma:

A imagem de um nimero complexo no plano de Argand-Gauss pode ser
determinada também por meio de uma distdncia ¢ de um angulo. Por exemplo,

existe um tinico niimero complexo Zcuja imagem P dista 4 unidades da origem 0 do
—_—

sistema de modo que a semirreta O P forma com o semieixo positivo OX um angulo

de 60°, medido no sentido anti-horario, a partir desse semieixo.

Im

5
4
//
7/
\ 60°
"o Re
€0° = a 1 _a
cos =2 _ 5=1
b
sen60° = — \/_§ —- 2
4 2 4
wa=2eb=23

Logo a forma algébrica do numero z ¢é:
z = 2 + 2+/3i (PAIVA. 2009, p. 137).

Em boa parte dos topicos apresentado, o autor faz a defini¢do direta do conteudo
seguido de exemplos de exercicios resolvidos, conforme pode-se observar a apresentacdo do
Argumento de um Numero Complexo:

Dado um numero complexo ndo nulo Z = a + bi, com a e b reais,
consideremos no plano complexo os pontos 0(0,0), P(a, b)e o angulo de medida

—_
@ cujos lados sdo semieixo positivo OX ¢ a semirreta O P, conforme a figura abaixo:
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o Re

A medida @, obtida no sentido anti-horario a partir do semieixo positivo
Ox, com 0 < ¢ < 21 ou 0° < ¢ < 360°, ¢ chamada de argumento do
namero complexo z (PAIVA. 2013, p. 137).

Segue topico relacionado ao Calculo do Argumento de um Numero Complexo:

Sez = a + bi, com {a, b} C R, é um nimero complexo nio nulo, de
modulo p e argumento ¢, entdo:

p=VET e

cosp =

seng =

TsITVIQ

(PAIVA. 2009, p. 139).

Segue-se a defini¢do da Forma Trigonométrica de um Numero Complexo:

Para todo nimero complexo ndo nulo z = a + bi,com{a, b} C R, de

modulo p e argumento ¢, temos:

cose = a = pcosQ
= {b = pseng

TITTI|Q

seng =

Assim, podemos representar o nimero Z = a + bi sob a forma z = pcos¢ +
(pseng)i ou ainda:

z = p(cose + iseng)
Essa forma ¢ chamada de forma geométrica ou forma polar do nimero complexo
Z (PAIVA. 2009, p. 139).

Nesse ponto, o professor poderd fazer uma revisdo acerca do conceito de seno e
cosseno(conteudo de trigonometria), para que haja uma melhor compreensao da férmula geral
por parte dos alunos.

Dada a formula trigonométrica, define-se as operagdes na forma trigonométrica, a

saber Multiplicacdo e Divisdo:

Multiplicagdo
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cosa + isena_ cosf +isenfl  _ , L
Se _ )e ) sdo as formas trigonométricas dos
Z=Dp w=Y

numeros complexos Z e W, entdo:

z.w = py[cos(a + B) + isen(a + B)]

Divisdo
cosa + isena. cosf +isenfl  _ , .
e _ e ) sdo as formas trigonométricas dos
Z=Dp w=Y

niimeros complexos Z e W, com W # 0, entdo:
Z p .
—==[cos(a — B) + isen(a — B)]
w oy

(PAIVA. 2013, p. 141-142)

Observa-se a apresentagdo dos ltimos topicos de maneira mais conceitual, haja vista
que ha apenas a exposicao da formula em questdo, sem a devida contextualizacdo historica e
epistemologica dos fatos citados.

Concluindo o conteido de Numeros Complexos, contidos resumidamente em 24
paginas, encerra-se 0s topicos com a abordagem das Poténcias de Numeros Complexos na
Forma Trigonométrica:

cose + iseng_ . . ) N
e ) é a forma trigonomeétrica do nimero complexo ndo nulo Z e n

Z =D

€ um numero inteiro qualquer, entdo:
z" = p™(cosng + isenne)
(PAIVA. 2013, p. 143)

A férmula citada acima(z™ = p™(cosng + isenng) ¢ denominada Teorema de
Moivre.
Apos a apresentagdo dos topicos e das defini¢des segue-se 3 paginas de exercicios

complementares.

3.1.2 — Livro 2 - Conexodes com a Matematica

O segundo livro, também adotado em duas das quatro escolas publicas estaduais de
Canindé, escolhido para o breve relato, intitulado Conexdes com a Matematica, escrito por
Fabio Martins de Leonardo, datado de 2013, 22 edigdo, esta organizando em trés volumes.
Sendo respectivos aos trés anos do ensino médio. Para a pesquisa, foi utilizado apenas o
volume 3, composto de 223 paginas e um guia do professor constituido de duas partes: a geral
¢ a especifica.

O volume 3 ¢ estruturado em 8 capitulos sendo esses divididos em topicos, o

conteido de niimeros complexos esta contido no 72 capitulo e é composto de 5 tdpicos e
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exercicios complementares em relacdo ao tema, perfazendo um total de 21 paginas
relacionada ao tema. A obra completa ¢ composta de 384 paginas.

Os dois livros relatados nesta pesquisa apresentam definigdes de conteudo de uma
forma muito semelhante, procuraremos nessas observacdes, tratar apenas das diferencas de
apresentacdo do livro conexdes como a Matematica(2013) em relagdo ao livro Matematica
Paiva(2009).

Um fato extremadamente relevante do ponto de vista da compreensdo do conceito de
Numeros Complexos ¢ a forma como o autor faz a introdugdo do contetido, utilizando-se de
dados referentes aos matematicos que contribuiram para a constru¢do do conjunto numeérico
estudado, apresentados de forma cronoldgica, conforme pode-se observar na figura abaixo:

Figura 4: Introducao - Capitulo 7 — Numeros Complexos.

&G

Geronimo Cart)
)

é Raphacl Bombelli
5 s

Leonard Euler
(1707-1783)
s s

Obietivos do capitulo

1850

Fonte: (LEONARDO, 2013, p. 162)

O autor objetiva fazer um breve historico dos matematicos que contribuiram para a
construcdo do conjunto dos numeros complexos, criando a possibilidade do professor
introduzir o conteido com uma abordagem historica.

Outro fato relevante, € o breve historico apresentado antes da introdugdo do conteudo:

A resolucdo de equagdes sempre representou um dos principais interesses dos
matematicos, desde a antiguidade até os dias de hoje. Babilonicos, gregos, egipcios e
hindus ja conheciam alguns casos particulares de equacdes de 22 grau, mas, em vez
de formulas, usavam régua e compasse para resolvé-las. Para esses matematicos, ndo
havia dificuldade quando aparecia a raiz quadrada de um niimero negativo: como as
equacdes eram formuladas para solucionar um problema concreto, se surgisse uma
raiz quadrada negativa, o problema era considerado sem solugéo.

Esse ponto de vista s6 comegou a mudar a parir do século XVI, com os matematicos
italianos e seus estudos sobre a resolu¢do de equagdes do 3%grau em que aparecem
raizes de niimeros negativos. No inicio a existéncia de um “novo tipo de niimero”
foi de dificil aceitagdo, mas a ampliagdo dos estudos por outros matematicos e a
descoberta da possibilidade de aplicagdo desses nimeros em outras areas tornaram
os numeros complexos uma das mais importantes descobertas matematicas.
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Hoje em dia, aplicagdes desses niimeros adquiriram uma enorme importancia no
campo de engenharia(por exemplo, na modelagem de circuitos elétricos, no
movimento de liquidos e gases ao redor de obstaculos), na Aerodinamica(no calculo
da forca de sustentagdo da asa de um avidao), na Geometria Fractal e em sistemas
dindmicos(por exemplo, no estudo da interferéncia em linhas de transmissdo de
energia e telefonia), entre outros (LEONARDO, 2013, p. 163).

O texto se apresenta como uma rica possibilidade de abordagem historica por parte
do professor, podendo, assim, contribuir para o entusiasmo no aprendizado do conteudo em
questao.

Ap6s a abordagem inicial, o autor apresenta a unidade imaginaria de uma forma mais

2 = —1, é chamado de unidade

direta, utilizando a seguinte notagdo: “o numero i, tal que i
imaginaria.”

Quanto a defini¢do do conjunto dos Numeros Complexos, a apresentagdo ¢ feita
como representacdo simbolica dos conjuntos “C = {z/z = a + bi,coma,b € Rei? = —1}”
(LEONARDO. 2013, p. 165). Vale ressaltar, nesse ponto, ¢ prudente que o professor faga
uma pequena revisdo acerca dos conjuntos numéricos e suas simbologias, tudo isso para
resguardar a aprendizagem daqueles que ndo detenham conhecimento sobre o contetido prévio.

Quanto as operacdes, a abordagem ¢ mais direta, sendo exposta da seguinte forma:

Dados dois numeros complexos Z = @ + biew = ¢ + di, com {a, b,c,d} €
R, podemos definir as operagdes de adicdo e subtracio entre Z e W da seguinte

forma:

Adigio: z+w=(a+bi)+(c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+
(b + d)i

Subtragio: z—w=(a+bi)—(c+di)=a+bi—c—di=

(a=c)+ b —-d)i
Multiplicagdo: z.w = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?
(LEONARDO. 2013, p. 166).

Apesar de conter aspectos historicos na introducdo, o desenvolvimento do conteudo
no livro se apresenta de uma forma muito direta, sem as devidas reflexdes ou observagdes que
possam subsidiar a constru¢do do conhecimento pelos alunos.

O conjugado de um Numero Complexo ¢ apresentado da seguinte forma: “Dado um
numero complexo z = a + bi, coma, b € R, chamamos de conjugado de z, cuja notagdo € z,
o nimero complexo z = a + bi”(LEONARDO. 2013, p. 167).

Em relagdo a Potenciagdo, como i? = —1, a apresentagio feita tem por objetivo fazer
o aluno perceber a repeticdo ocorrida no calculo das poténcias através da observacao,

conforme explicitado abaixo:

Observe, abaixo, o calculo de algumas poténcias de i.”
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Apbs a exposi¢do de varios resultados oriundos das poténcia de i, conclui-se que “As

potencias de i se repetem em grupos de quatro valores, seguindo o padrio das poténcias i, i?,

P2

i%e i3. Entdo para calcular a potencia de i, comn € R, efetuamos a divisio como o0 novo

expoente de i” (LEONARDO, 2013, p. 168).
Em relacdo a Representacdo Geométrica do Conjunto dos Numeros Complexos, €

feita uma abordagem historica inicial, explicitando que:

No inicio do século XIX, trabalhando de maneira independente, Gauss ¢ Jean Robert
Argand(1768 - 1822), com base nas ideias de Caspar Wessel(1745 - 1818), notaram
uma associagdo entre as partes real ¢ imaginaria de um nimero complexo ¢ as
coordenadas de um ponto no plano cartesiano, tornando mais facil a visualizagdo
desses numeros.

Da mesma forma que cada numero real pode-se associar um unico ponto da reta real,
a cada eclemento a + bi(coma, b € R)do conjunto dos nimeros complexos
corresponde um unico ponto P(a, b)do plano cartesiano e vice-versa. A parte real
de z ¢ representada no eixo das abscissas, que ¢ chamado de eixo real, e a parte
imaginaria, no eixo das ordenadas, que ¢ o eixo imaginario.

C eixo imaginario (Im)

0 a eixo real (Re)

(LEONARDO, 2013, p. 169).

Nesse ponto ¢ importante que o professor possa enfatizar que se trata da mesma
representacdo do plano cartesiano.

E importante ressaltar que foram tratados nesse topico apenas os trechos sobre

nameros complexos que foram expostos de forma diferente entre os dois livros, quanto aos
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demais contetidos ndo contemplados nestas observagdes, utiliza-se a mesma compreensdo do

livro Matematica Paiva(2009).

3.1.3 — Consideracoes acerca das obras

Em estudo as fontes consultadas, observou-se a abordagem dos Nimeros Complexos,
em sua maioria, iniciando-se com a definicdo de unidade imaginaria, sendo pouco usual a
historia da matematica, e essa, muitas vezes apresentada de forma reduzida como predmbulo
do capitulo.

No livro Conexdes com a Matematica (2013) de Fabio Martins de Leonardo,
observou-se de maneira sutil, um resumo cronolégico dos matematicos que contribuiram para
o desenvolvimento dos Numeros Complexos, ja Paiva(2009) inicia o contetido com o objetivo
de fazer o aluno compreender a insuficiéncia dos numeros reais diante de um problema
pratico.

Pode-se observar também, dentro do mesmo tema, diferentes abordagens, uma
expressando uma forma mais conceitual (PAIVA, 2009) e a outra de maneira mais direta
(LEONARDO, 2013), esse ultimo, na tentativa de fazer o aluno ter uma melhor compreensao
dos conteudos.

Outro ponto relevante ¢ a quantidade minima de paginas utilizadas para a exposi¢ao
dos tema, acarretando em resumos de conteudo, causando-se a sensacdo de algo pronto e

acabado sem as devidas discussdes e observacoes historicas.

3.2 O ensino do Conjunto dos Numeros Complexos apos o advento do Novo ENEM, uma

mudanca no curriculo

O conteido programatico de matematica do ensino médio vem sofrendo
altera¢des em decorréncia de varios fatores, dentre eles o advento do novo ENEM — Exame
Nacional do Ensino Médio que a partir do ano de 2009 passou a integrar um importante
instrumento de reestruturagdo do Ensino Médio, conforme os trés principios apresentados
pelo Comité de Governanga do novo ENEM no ano de sua criacao:

I. Que o novo ENEM, no formato proposto pelo MEC/INEP, é importante
instrumento de reestruturagao do Ensino Médio;
2. Que, em func¢do disso, deve-se vislumbrar a possibilidade de universalizacdo da

aplica¢do do Exame aos concluintes do Ensino Médio em futuro proximo;
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3. Que a edi¢do de 2009 deve se fundamentar na atual organizagdo do Ensino Médio
e nos seus exames - ENEM e Exame Nacional de Certificacdo de Competéncias de Jovens e
Adultos (ENCCEJA), respeitando-se o itinerario formativo dos estudantes matriculados no
Ensino Médio.

Ap0s a aprovacdo, a aplicag@o e adesdo das universidades Federais ao formato do
novo ENEM, o Sistema de Selecdo Unificada — SISU — instituido no ano de 2009, passou a
ser a principal forma de ingresso nas universidades publicas e¢ privadas para alunos que
cursaram o ensino médio em escolas publicas. Esse processo de mudanga passou a se tornar
referéncia no curriculo escolar. O curriculo escolar passou a softrer alteragdes principalmente
em decorréncia da adesdao de 100% das universidades federais ao ENEM como processo
seletivo em substitui¢do ao vestibular, que por sua vez, o ENEM possui matriz de referéncia
especifica publicada pelo Ministério da Educa¢do — MEC - a cada ano, deste modo as escolas
passaram a adaptar seus planos curriculares a esses moldes, haja vista a pouca utilizagdo do
vestibular como processo de ingresso.

Os planos anuais de matematica também foram frutos dessa mudanga apds o advento
do Novo ENEM, pois as matrizes curriculares passaram a ter escopo de contextualizacao,
motivo pelo qual alguns conteudos(a exemplo de numeros complexos) até entdo explorados
pela justificativa do vestibular, passaram a ser ensinados em menor frequéncia ou até extintos,
dai se resulta na retirada gradativa de contetdos mais abstratos, que ndo tem ligacdo direta ao
cotidiano escolar dos alunos a exemplo do conjunto dos numeros complexos, conforme

elucida BRASIL(1999):

[...] apoiado em competéncias basicas para a inser¢do de nossos jovens na vida
adulta. Tinhamos um ensino descontextualizado, compartimentalizado e baseado no
acaimulo de informagdes. Ao contrario disso, buscamos dar significado ao
conhecimento escolar, mediante a contextualizagdo; evitar a compartimentalizacdo,
mediante a interdisciplinaridade; e incentivar o raciocinio ¢ a capacidade de
aprender (BRASIL, 1999, p. 4).

Outro ponto relevante ¢ a indugdo do curriculo escolar apés o advento do novo

ENEM, conforme elucidado:

Desde 1911, quando surgiu o primeiro vestibular no Brasil, ndo se via uma
transformag@o tdo radical. Enquanto o velho vestibular exige do aluno a
memoriza¢do de uma quantidade colossal de formulas, datas e nomes, 0 novo exame
procura aferir, basicamente, a capacidade de raciocinio em questdes que combinam
as varias areas do conhecimento e traduzem a vida real [...]. Mais complexa e
abrangente do que o extinto Enem, criado pelo MEC em 1998 (BRASIL, 2009,
p.78).
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Na matriz de referéncia de matematica para o ENEM (2013), divulgada pelo
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira — INEP - podemos
perceber que ndo consta as operagdes com o Conjunto dos Nimeros nas orientacdes deste

documento norteador, conforme pode-se observar:

Conhecimentos numéricos — operagdes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros,
racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracdo, razdes e proporgdes,
porcentagem e juros, relagdes de dependéncia entre grandezas, sequéncias e
progressoes, principios de contagem (BRASIL, INEP, 2013, p. 15).

Vejamos que a matriz para o ENEM se limita ao conjunto dos numeros reais, dessa
maneira, como tem-se tornado cada vez mais universal o ingresso no ensino superior atraveés
do ENEM/SISU, as escolas tem se adaptado a essa realidade tratando, muitas vezes, apenas
do ensino dos conteudos exigidos no exame, por essa razdo o ensino do Conjunto dos
Numeros Complexos ou tem sido tirado do programa anual de matematica ou ¢ tratado de

maneira superficial apds a realizagdo do exame.
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4 A PESQUISA

A busca constante por mudangas e avangos parece ser algo natural do ser humano.
Na educacdo ndo ¢ diferente, o contexto educacional dindmico e as demandas sociais atingem
diretamente no contexto escolar, esse por sua vez necessita de constantes aprimoramentos
para que a escola se torne atrativa para a demanda de jovens advindos de diferentes contextos
socioecondmicos.

Face a todos esses desafios, junta-se a isso, a busca por parte dos discentes de algo
que possa se tornar mais atrativo em sala de aula, portanto a presente pesquisa propde um
nova metodologia de ensino da matematica a partir de um conhecimento prévio do aluno com
a utilizagdo das quatro etapas da Sequéncia Fedathi denominadas de: tomada de posicao,
maturagdo, solugdo e prova. A postura do professor (pedagogia mao-no-bolso) priorizara o
protagonismo do estudante mediante suas reflexdes a partir de perguntas potencializadoras e
discussoes.

Neste capitulo serdo apresentadas as sessdes didaticas como possibilidade
metodologica para o ensino dos Numeros Complexos, bem como as razdes para a escolha

desse modelo de investigacdo a partir dos pressupostos da Sequéncia Fedathi.

4.1 Sequéncia Fedathi — Uma proposta para o ensino de Numeros Complexos

Neste topico serdo apresentados aspectos relevantes acerca da proposta metodoldgica
utilizada na aplicagdo das sessdes didaticas.

A sequéncia Fedathi, “uma sequéncia metodologica para o ensino e pesquisa em
matematica” foi apresentada na Universidade de Paris VI em 1996, na TESE de Pos-
Doutorado do Prof. Herminio Borges Neto. Desde sua apresentacdo formal, vem sendo
aperfeicoada com base nos estudos de Borges Neto e do grupo Fedathi — FACED — UFC.
(SOUZA. 2010, p. 82).

Borges Neto er all(2013, p. 18) define-a da seguinte forma:

A Sequéncia Fedathi propde que ao deparar um problema novo, o aluno deve
reproduzir os passos que um matematico realiza quando se debruga sobre seus
ensaios: aborda os dados da questdo, experimenta varios caminhos que possam levar
a solugdo, analisa possiveis erros, busca conhecimentos para construir a solucao,
testa os resultados para saber se errou e onde errou, corrige-se ¢ monta um modelo.

Na SF, o professor assume a “postura mao no bolso”, termo usado para definir a

postura do professor diante dos alunos durante a aula. Essa postura tem como premissa a agdo
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mediadora do professor no processo de construcdo do conhecimento, evitando fornecer
respostas prontas ou explicar tudo, utilizando a pergunta como recurso para reflexdo e
construcdo do conhecimento. Ou seja, quando ha uma davida do aluno em relagdo ao
conteudo, o professor responde com uma reflexdo, utilizando esta em carater de estimulo,
esclarecimento e orientagdo. Os contraexemplos também podem ser utilizados para melhor
compreensdo, haja vista as dificuldades acumuladas apresentadas por alunos no decorrer dos
anos de estudo.

Tendo como referéncia os passos reproduzidos no trabalho cientifico do matematico,
sdo propostos na SF quatro etapas sequenciais ¢ interdependentes denominadas: Tomada de
Posi¢do, Maturagdo, Solugéo e Prova.

Na tomada de posi¢do, o professor apresenta um problema ou uma situacdo
desafiadora relacionada ao contetido, contudo antes da apresentagdo do problema, faz-se
necessario a definicdo de quais conhecimentos prévios os alunos deverdo ter para a
compreensdo do conteudo, seguindo de um diagnostico para averiguar se os discentes sdo

detentores destes conhecimentos. Souza (2013, p. 20) contribui corroborando que:

o professor sera um investigador de sua sala de aula, buscando reconhecer os pontos
fortes e fracos de seus alunos. Neste sentido, destacamos que o diagndstico pode ser
realizado por meio de dois momentos, o primeiro em que o professor define quais
conhecimentos prévios os alunos deveriam ter para a apreensdo do novo
conhecimento, e o segundo, a realizagdo da investigacdo junto aos alunos a fim de
averiguar se os estudantes sdo detentores destes conceitos.

Os resultados obtidos por meio do diagnodstico sdo extremamente relevantes para a
organizacdo e planejamento da pratica do professor durante a aplicacdo didatica dos
conteudos.

Na tomada de posicao, o professor estabelece regras para subsidiar os trabalhos, é
nessa etapa que se apresenta o acordo didatico, que define o que se espera de todos os
envolvidos.

Na maturagdo (22 etapa) o aluno se debruga sobre o problema proposto, apoiado pelo
professor, discutindo possiveis formas que podem levar a compressio do conteudo e
consequentemente a resolucao do problema. Borges Neto(2013, p. 23) define-a como “a etapa
destinada a discussdo entre o professor e os alunos a respeito da situagdo-problema
apresentada; os alunos devem buscar compreender o problema e tentar identificar os possiveis
caminhos que possam leva-los a uma solucdo”.

Nesta etapa, os questionamentos sdo explorados de forma mais abrangente, sendo um

recurso valioso no processo de transmissdo do conhecimento. Pois contribuem para o
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desenvolvimento intelectual dos alunos proporcionado ao professor uma visdo ampla em
relacdo a aprendizagem do contetido ensinado. Os questionamentos podem surgir por ambas
as partes, das mais diversas formas, originando-se reflexdes, formulacdes e hipoteses que
conduzam a compreensao do contetido e consequentemente a solugdo do problema.

Na solugdo (32 etapa), “os alunos organizam e apresentam modelos que possam
conduzi-los a encontrar o que esta sendo solicitado pelo problema; esses modelos podem ser
esta sendo solicitado pelo problema; esses modelos podem ser escritos em linguagem escrita,
matematica, ou simplesmente por intermédio de desenhos, graficos, esquemas e até mesma
verbalizagoes”. (BORGES NETO et all, 2013, p. 29)

E importante que, nesta etapa acontecam troca de ideias, opinides e discussdes dos
modelos apresentados pelos alunos. Requer, nesse caso, bastante tempo para o
desenvolvimento das hipdteses a serem testadas bem como a reelaboracdo das respostas, para
que, através de tentativas, ensaios e erros, juntamente com a postura mediadora do professor,
possa se construir o conhecimento de forma autonoma.

A prova(4? etapa), ¢ a finalizagdo do processo, levando ao aluno a elaboragdo do
modelo geral do conhecimento em discussdo a partir de um processo de constru¢do com a
participagdo efetiva de alunos e professores. E o momento da formalizagdo dos conceitos
matematicos, em que deve o professor, conduzir a um processo de reflexdo e reconhecimento
do que se considera relevante ou ndo para a aprendizagem do contetdo. Face a importancia da

formaliza¢@o do conceito matematico ao final da 4* etapa:

Podemos dizer que o modelo geral, refere-se ao conceito genérico ou formula a ser
aprendida pelo aluno, a qual sera um objeto de conhecimento tanto para a resolugio
do problema em questdo, como para sua aplicagdo na resolugdo de outras situa¢des-
problema (BORGES NETO et all, 2013, p. 33-34).

No que se refere ao professor em relagdo a atuagdo na etapa solucdo, é importante
enfatizar que a competéncia didatico-matematica docente ¢ fundamental na mediacdo e
compreensdo do aluno na construgdo do novo saber.

De modo geral, a Sequéncia Fedathi indica que o conteido ndo seja ensinado
diretamente ao aluno, sem que os mesmos tenham antes, a oportunidade de pensar, refletir,
raciocinar e propor solucdes mediante seu proprio esforco, com o auxilio mediador do
professor. Propde-se que os estudantes sejam protagonistas do processo de aprendizagem
através de interacdes multilaterais e bilaterais e mesmo que os modelos propostos pelos

discentes estejam dissonantes das formaliza¢cdes matematicas, o processo de construcdo e
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discussdo se mostra extremamente relevante para a aprendizagem. Haja vista, que na
realidade atual, o ensino de matematica ¢ construido, na maioria das vezes, de forma
expositiva e exaustiva, colocando o aluno como mero expectador.

O tempo para aplicacdo dessa metodologia se mostra como fator relevante a ser
considerado, pois ¢ fato que a abordagem do contetido através da Sequéncia Fedathi leva mais
tempo que uma abordagem expositiva, pois ¢ valorizada a discussdo, em contraponto ao
ensino centrado apenas na exposi¢do do professor. Essa postura impacta diretamente na
quantidade de contetidos a serem trabalhados em um mesmo intervalo de tempo. No entanto,
cabe a seguinte reflexdo. O que se apresenta como mais relevante: a quantidade de conteudos
a serem ensinados ou a busca por uma melhor qualidade dos conteudos abordados?

Como explicitado anteriormente, a propria escola sede da pesquisa, utiliza o ENEM
como norte para as defini¢des dos conteudos a serem ensinados durante o ano, causando,
nesse caso, um maior distanciamento, por parte dos professores, de metodologias que nao

possibilitem a conclusdo dos contetidos anuais determinados.

4.2 Sessoes didaticas como procedimento metodologico de investigacio

Sessoes didaticas sdo aulas organizadas, planejadas e estruturadas a partir de uma
analise ambiental e tedrica. A Sequéncia Fedathi foi a proposta metodologica utilizada na
aplicagdo das sessoes.

A expressdo, Sequéncia Didatica ¢ utilizada desde a década de 80 em pesquisas
relacionadas a Didatica da Matematica que se utilizam da pesquisa experimental (BORGES
NETO et all, 2013).

Deverdo ser considerados na analise ambiental: Objetivos, publico alvo, tempo das
sessOes, variaveis internas e¢ hipoteses do que pode ser acordado com os envolvidos no
processo (professores e alunos): avaliagdo e contrato didatico.

Na andlise teorica devera ser considerado o conteudo utilizado nas sessdes. A
utilizacdo do modelo proposto por Borges Neto e Santos (2013) sera a adotada na referida

pesquisa.

4.3 Justificativa dos procedimentos metodologicos

Muitas sdo formas de aplicagdo de procedimentos de investigacdo, sendo essas

escolhidas de acordo como os objetivos propostos. Nesse caso, a utilizagdo das sessoes
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didaticas vem como forma de possibilitar uma importante reflexdo para a confirmacao das
hipoteses propostas, pois a interagdo entre o objeto e os sujeitos da pesquisa, bem como a
pesquisa direta, permite conferir aspectos de originalidade, permitindo-se refletir melhor em
decorréncia das especificidades e peculiaridades do objeto em questao.

As observagdes e os instrumentos utilizados antes, durante e apo6s a aplicacdo das
sessoes didaticas, sdo as fontes que subsidiam as reflexdes e discussdes em torno do que se
considera ser o grande desafio da educacdo atual: metodologia x postura do professor. Sobre

esse tema, Souza (2013, p. 69) contribuiu afirmando que:

A organizacdo de sequencias de ensino compativeis com as novas propostas de
transposicdo didatica requer que os professores tenham uma postura diferente do que
geralmente se pratica no ensino dos conteidos matematicos. Isso exige, além de
outros instrumentos, uma nova forma de relacionamento entre professor e estudante,
ou seja, ha necessidade do estabelecimento de um novo contrato diddtico nas aulas
de matematica.

Dessa forma, a busca por inovagdes no campo metodoldgico a partir do contexto
escolar se faz necessaria mediante os baixos indices de aprendizagem na area de ciéncias da
natureza e, em especial, a matematica.

Na busca por respostas que venham a dirimir dificuldades no processo de ensino,
bem como no suporte para uma aprendizagem satisfatoria, se propds a pesquisa que sera

explicitada a seguir objetivando a confirmag@o das hipoteses propostas.

4.4 As sessoes didaticas

A aplicagdo das trés sessoes didaticas desenvolvidas durante a pesquisa consiste em
uma vasta fonte de andlise qualitativa e quantitativa, podendo-se observar a confirmagdo das
hipoteses levantadas nas categorias de andlise, referentes a aplicagdo da Sequéncia Fedathi no
Ensino dos Numeros Complexos.

O modelo de sessdo didatica permite uma proposta de ensino construtivista ¢ nao
arbitraria, construtivista pelas evidéncias colhidas no processo de ensino, como a postura
mao-no-bolso permitindo ao aluno o protagonismo de seu proprio conhecimento através da
mediagdo do professor assim como no contrato didatico estabelecido por ambas as partes
(alunos e professor), em que se define expectativas e posturas do professor e do alunos no
desenvolvimento das sessdes. Nao arbitraria por considerar o nivel de conhecimento para

desenvolvimento das sessdes mediante uma avaliacdo diagndstica.
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O aluno ¢ protagonista em todo processo de desenvolvimento das sessdes, haja vista
a postura de mediag@o do professor auxiliando-os na constru¢ao de seu proprio conhecimento
através da postura mao-no-bolso utilizando-se de perguntas estimuladoras, orientadoras e
reflexivas acerca do conteido em questdo (Numeros Complexos) bem como a utilizacdo de
contra exemplos para melhor entendimento e desenvolvimento, sendo esses dois instrumentos
(perguntas e contra exemplos) extremamente relevantes para o processo de construcdo do
conhecimento por parte do aluno. Essa postura contribui para estimular o aluno a pensar,
refletir e pesquisar ao invés de receber respostas prontas do professor.

A forma de estruturagdo das sessoes favoreceu a construgdo do conceito de Numeros
Complexos por meio da aplicacdo da Sequéncia Fedathi, pois as etapas (Tomada de Posicao,
Maturacdo, Solu¢do e Prova) foram vivenciadas ao longo do processo de construcdo com a
participagdo ativa dos alunos.

A sess@o didatica 1 consistiu na constru¢do do conceito de Numeros Complexos a
partir de um problema surgido no século XVI e que foi um dos motivadores da formalizacao e
construcdo do Conjunto dos Numeros Complexos. Esta sessdo foi aplicada na sala de aula
convencional com a utilizacdo da histéria da matematica como recurso para a introdugado.
Houve a participacdo ativa dos alunos na atividade conseguindo chegar a resolugdo do
problema, mesmo sendo o resultado um campo desconhecido por todos, nesse caso houve a
formaliza¢do da definicdo de numeros complexos conduzida pelo professor mantendo-se a
interacdo e participacdo dos alunos mediante a curiosidade do novo contetido.

Nas demais sessdes, foi desenvolvido contetdo especifico sobre Numeros
Complexos. Em resumo, todas as sessoes didaticas foram construidas a partir de uma situagdo
problema, com a participagdo ativa dos alunos e o professor assumindo a postura “mao-no-
bolso”.

Dessa forma, as atividades foram aplicadas satisfatoriamente, com a postura
protagonista dos alunos, fornecendo subsidios relevantes para andlise qualitativa, assim, o
modelo de sessdo didatica utilizada no presente trabalho se apresenta como uma atraente

possiblidade metodoldgica para o ensino e para pesquisa.

4.5 RESULTADO DAS ANALISES DAS SESSOES DIDATICAS

Neste topico sera feita a analise do método de pesquisa e a escolha das categorias de

analise.
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Para valida¢do das categorias de analise, os dados obtidos no pré-teste, durante a
aplicacdo da pesquisa e sessdes didaticas, bem como nos questionarios aplicados apos as
sessoes, serdo analisados qualitativa e quantitativamente.

As sessoes didaticas foram aplicadas pelo pesquisador, ou seja, o professor

pesquisador.
4.5.1 Analises do método de pesquisa

A proposta para o estudo dos Numeros Complexos, distribuida em trés sessdes
didaticas, consiste numa sequéncia didatica elaborada a partir de uma analise ambiental
(publico alvo, objetivos, materiais, etc.) e teorica (definigdo, formalizacdo e desenvolvimento
dos numeros complexos). As aulas foram estruturadas a partir das etapas da Sequéncia
Fedathi: tomada de posi¢ao, maturacdo, solugdo e prova.

As sessdes foram intituladas:

Sessao 1 - Construcdo do Conceito de Numeros Complexos a partir da resolucdo de
um problema historico;

Sessao 2 —Resolucdo de equagdes do 2° grau com raizes negativas;

Sessao 3 —Operagdes com numeros complexos (Adigdo, Subtracdo, Multiplicacdo e
Divisao);

Vale ressaltar que as trés sessdes ndo abrange todo contetido sobre Numeros
Complexos. Pois a pesquisa foi aplicada no 4° bimestre e ndo estava previsto o ensino de
nimeros complexos para as turmas de 3° ano na escola onde ocorreu o presente trabalho. Isto
ndo significa que os demais tdpicos relacionados ao conjunto dos niimeros complexos nao
sejam relevantes e que ndo possam ser explorados com a metodologia proposta (Sequencia
Fedathi).

Outro ponto relevante se da pela constru¢do do conceito de numeros complexos em
sala de aula convencional com a utilizagdo de papel, caneta, quadro branco e pincel.

O objetivo foi apresentar uma proposta de sequéncia didatica, construida a partir da
metodologia Sequéncia Fedathi, com a utilizacdo da postura mao-no-bolso com a efetiva
participagdo dos alunos como protagonistas na constru¢do de seu proprio conhecimento.
Outros contetidos de matematica também podem ser desenvolvidos e explorados com a
metodologia proposta nesta pesquisa, pois o método dedutivo usado permite a possibilidade
de generalizacdo da associag@o entre pressupostos metodologicos (Sequéncia Fedathi) e o

aperfeicoamento da pratica pedagogica visando uma melhor aprendizagem.
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As sessoes didaticas foram aplicadas pelo proprio pesquisador, ou seja, o professor
pesquisador.

4.6 Sessdo Didatica 1 - Construcio do Conceito de Numeros Complexos a partir da

resolucio de um problema histérico.

A sessdo didatica 1 teve inicio com um breve apresentacdo dos alunos e do professor
pesquisador, bem como a apresentagdo e definicdo do seguinte contrato didatico:

Expectativas do Professor: espera que os alunos possam participar ativamente das
atividades propostas, mantendo respeito e cumprindo aquilo que lhe for proposto.

Expectativas dos Alunos: espera que o professor seja atencioso, que procure tirar as
davidas de modo a possibilitar uma melhor aprendizagem e consequentemente consigam
chegar a soluc¢do do problema proposto. Dessa forma, se mostra evidente pelo acordo didatico,
que a todos devem contribuir ativamente nas atividades propostas com a mediacdo do
professor para fortalecer a construgdo do conhecimento e favorecer o protagonismo do
proprio aluno.

Apds o acordo, o professor fez um resgate historico dos conjuntos numéricos,
iniciando com o surgimento do conjunto dos niimeros naturais refletindo sobre o contexto em
que surgiram os demais conjunto: inteiros, racionais, irracionais ¢ reais. E concluindo com
uma pergunta, o conjunto dos numeros reais ¢ suficiente para responder todas as questdes
matematicas atuais?

Em seguida foi proposto o seguinte problema: Dividir um seguimento de
comprimento 10 em duas partes tal que o produto seja 40.

O problema foi escrito no quadro, apds a anotagdo os alunos foram divididos em
duplas para resolucdo. Tendo nesse momento, a primeira etapa da Sequéncia Fedathi
vivenciada (Tomada de Posi¢ao).

A partir desse momento os alunos passaram a se debrucar diante do problema,
fazendo reflexdes, inferéncias e externando e compartilhando duavidas com os colegas e o
professor. O professor estimulou a reflexdo e a proposta de hipoteses de resolucao e se dispds
a dirimir as davidas dos alunos bem como se prontificou a ir em cada dupla para tirar diividas.
No entanto, esse apoio seria através da postura “mao-no-bolso”, evitando dar respostas
prontas acerca das duvidas advindas da resolucio do problema.

Dessa forma, para cada duvida do aluno, o professor respondia com outra pergunta
ou afirmagdo para que se pudesse, o aluno, construir o conceito de numeros complexos a

partir de suas proprias reflexdes acerca do problema e da mediagdo do professor. No didlogo
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seguinte, se exemplifica essa conjuntura denominada na Sequéncia Fedathi de maturagdo, ou
seja, a segunda etapa a ser vivenciada nessa proposta.

Segue a denominagdo das duplas:

Dupla 1 — Aluna A e Aluna B
Dupla 2 — Aluno A e Aluna B
Dupla 3 — Aluno A ¢ Aluno B
Dupla 4 — Aluna A e Aluna B
Dupla 5 — Aluna A e Aluna B
Dupla 6 — Aluno A ¢ Aluno B
Dupla 7 — Aluno A e Aluno B
Dupla 8 — Aluna A ¢ Aluna B
Dupla 9 — Aluno A e Aluno B
Dupla 10 — Aluno A e Aluno B
Dupla 11 — Aluno A e Aluno B
Dupla 12 — Aluna A e Aluno B
Dupla 13 — Aluno A e Aluna B
Dupla 14 — Aluno A e Aluna B
Dupla 15 — Aluna A e Aluna B
Dupla 16 — Aluna A e Aluna B
Dupla 17 — Aluna A e Aluno B
Fato a ser observado ¢ que um aluno participou sozinho, haja vista o nimero impar

de estudantes na sala.

Exemplo 1

A dupla 3 formada pelos alunos A e B pergunta ao professor:

Aluno A: E muito dificil professor?

Professor: Vocé ja viu ou resolveu algum problema parecido?

Aluno A: Acho que ndo professor, mas vou tentar aqui.

Professor: Tente fazer uma leitura concentrada e transformar os dados em sentencas
matematicas.

Aluno A: Certo professor!
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Exemplo 2:

O aluno A da dupla 10 pergunta ao professor:

Aluno A: E uma equagio do 2° grau?

Professor responde: Como vocé chegou a essa conclusao?
Aluno A: através do sistema.

Professor: Muito bem! E qual a solu¢do dessa equagao?
Aluno A: Vou fazer professor.

Figura 05: Solugdo - Dupla 10
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Fonte: pesquisa direta.

Aluno A: Nao existe raizes reais.

Professor: Como vocé chegou a essa conclusao?

Aluno A: Porque o delta(discriminante) deu negativo. Temos como inventar um sinal?
Professor: Esse ¢ o intuito de todo nosso estudo nesse bimestre, encontrar um conjunto
numeérico que possa resolver equagdes como essa.

Exemplo 3:

A dupla 11 formada pelos alunos A ¢ B pergunta ao professor:
Aluno A: O produto ¢é para as duas partes?

Professor: O que ¢ produto?

O aluno B responde:

Aluno B: E multiplicagio.
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Professor: Existe produto de apenas uma parte?
Aluno A: nio tem como.
Professor: Respondida sua pergunta?
Aluno A: Sim professor.

A partir das indagacdes representadas acima bem como das demais, as duplas
comecaram a apresentar solugdo para o problema proposto. Essa etapa ¢ a solucdo. Segue
abaixo algumas solugdes apresentadas pelos alunos:

Figura 06: Solugado - Dupla 01
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Fonte: Pesquisa direta

Nesta solugdo, a dupla utilizou o sistema de equacdes, isolando uma variavel na
primeira equagdo e substituindo na segunda, originando, assim, a equagdo de 2° grau que
simboliza o problema. A solucdo também indica conhecimento da dupla acerca da solugdo da
equacdo de 2° grau através da formula geral, conhecida como formula de Bhaskara. Fato
importante € que aparece na solugdo a raiz quadrada de um niimero negativo e que, apesar da
resposta correta, ndo hd nenhum prosseguimento de calculo ao chegar em v—60 .
Demonstrando, nesse caso a limitagdo dos nlimeros reais para equacdes desse tipo. Observa-
se dificuldade de fatorag@o e desconhecimento de propriedades basicas da radiciagéo,

Figura 07: Solugdo - Dupla 03
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Fonte: Pesquisa direta
Neste caso, a dupla possivelmente associou os numeros contidos no problema com as

operacdes relatadas, ou seja, o trecho do problema “dividir um segmento de comprimento 10
em duas partes” foi compreendido como dividir 10 por 2, multiplicando esse resultado por x e
igualando a 40, entendendo a expressdo “tal que” como ‘igual a”. Apesar dos calculos
relacionados a equagdo do primeiro estarem corretos, inclusive, vivenciado a ultima etapa da
Sequéncia Fedathi, a prova, pode-se inferir que a dupla ndo vivenciou, até o momento da
apresentacdo da solugdo, os processos necessarios para compreender a utilizagdo dos
Numeros Complexos.

Figura 08: Solucdo - Dupla 11
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Fonte: Pesquisa direta.

A solugdo apresentada pela dupla 11 contém corretamente todos os passos ¢ calculos,

inclusive culminando na solucdo correta, porém o riscado em cima da solugao (o “x”) indica a
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falta de compreensdo da dupla, até o momento, de lidar com numeros negativos em raiz
quadrada.
Figura 09: Solugdo - Dupla 14
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Fonte: Pesquisa direta.
A solugdo da dupla 14 é semelhante a apresentada pela dupla 03, com modificacdo

66 2

apenas no local da incégnita “x”. Dificultando, dessa forma, a compreensdo do conceito de

nameros complexos.

Dessa forma, contemplaram-se nas questdes propostas, as quatro fases da SF.
Conclui-se, portanto, que os objetivos da sessdo foram alcancados, haja vista que os alunos
participaram ativamente das discussdes com a posicdo mediadora do professor, vivenciando

as fases da SF.

A dificuldade de solugéo persistiu em algumas duplas, como se segue:

Figura 10: Solugdo - Dupla 07
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Fonte: Pesquisa direta.
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Esta solugdo apresenta inconsisténcias como: desenvolvimento incorreto das
equacgodes, de calculos, bem como de eliminacdo de numerador com denominador de forma
direta, demonstrando um grau de dificuldade da dupla bastante elevado.

Figura 11: Solugéo - Dupla 06

Fonte: Pesquisa direta
A solugdo demonstra um baixo nivel de organizacao da dupla, haja vista a forma com

os calculos estdo dispostos. Apesar da representagdo correta do sistema de equagdes, o
desenvolvimento posterior demonstra elevada dificuldade por parte da dupla.

Semelhante a dupla 01, outras duplas utilizaram do mesmo método obtendo o
resultado correto sdo essas: 10, 11 e 13. Utilizando-se do mesmo método, porém com os
calculos incorretos estdo as duplas: 2, 6,7, 8 ¢ 9.

Utilizando-se erroncamente do conceito de fun¢do e contendo os calculos idénticos,
em que provavelmente uma dupla tenha copiado da outra, estdo as duplas 4 ¢ 5. De um
raciocinio bem basico e sem o desenvolvimento da equacdo do segundo grau e utilizando
apenas da relacdo ente as quantidades e operacdes propostas, estdo as duplas 03, 12 ¢ 14.

Conforme o processo de discussdo e construcdo das duplas foram desenvolvido a
partir da interagdo entre aluno e professor, utilizando-se da pedagogia mao-no-bolso, com
perguntas, proposi¢des e hipoteses de ambas as partes, o professor sentiu contemplada a etapa
solucao.

Nesse momento, o professor agradece e parabeniza todas as duplas pelo empenho na
resolugdo do problema e utiliza o resultado v—60 para uma reflexdo acerca dos conjuntos
numéricos, nesse intere, boa parte das duplas afirmava ndo haver solugdo para raiz negativa, o

professor concluiu a aula com a seguinte pergunta: ha a necessidade de criar um novo
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conjunto numérico para que se possam responder problemas como esse? E antes que todos
saissem, afirmou: o conjunto dos numeros complexos foi criado para solucionar problemas
como esse até entdo tido como sem solucao.

A quarta etapa da Sequéncia Fedathi, denominada de prova, foi exposta pelo
professor como forma de introduzir o conteudo através do problema proposto.

Os objetivos desta sessdo didatica foram alcancados, pois a constru¢do do conceito
de numeros complexos foi formalizada a partir de uma situa¢do problema com a utilizagdo
das etapas da Sequéncia Fedathi. Ficando, assim, validada a categoria 1, constru¢do do
conceito de nimeros complexos a partir de uma situacdo problema com a utilizacdo das

etapas da SF.

4.7 Sessao Didatica 2 — Solucio de equacées do 22 grau com discriminante negativo

A sessao didatica 2(apéndice 2) foi ministrada na propria sala convencional, em um
tempo de 100(cem) minutos, com a participagdo de 35(trinta e cinco) alunos com o objetivo
de compreender o conceito de Numeros Complexos através de uma situagdo problema coma
utilizacdo da Sequéncia Fedathi.

O professor iniciou a sessdo propondo aos alunos o seguinte acordo didatico:

Professor: espera que os alunos possam participar ativamente de todas as atividades e
discussdes propostas como protagonistas de sua propria aprendizagem.

Aluno: espera que o professor explique da melhor forma possivel, ajudando-os e
possibilitando-os a compreensdo do conteido mediante as perguntas e reflexdes que os
possibilite chegar a solugdo do problema.

Dessa forma, fica evidente o comprometimento em participarem ativamente das
atividades propostas, com a mediacdo do professor mediante motivacdes ¢ indagacdes dos
alunos e a pedagogia “mao no bolso”.

Em seguida o professor inicia com uma retrospectiva da Sessdo Didatica 1 em que
demonstra a insuficiéncia dos niimeros reais para solu¢do de equacgdes com discriminante
negativo, refazendo o resgate historico do surgimento dos conjuntos numéricos e deixando
claro a necessidade do surgimento de um novo conjunto denominado “Numeros Complexos”.
Nessa ocasido, o professor apresenta a unidade imagindriai, bem como a expressio i2 = —1.
Dessa forma, o professor, apresenta e demonstra que V—4 = 2i, pois (2i)? = 4 pela
propriedade i? = —1. Apresenta também a composi¢do de um niimero complexo formado

pelas partes real e imaginaria.
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Na ocasido, para vivenciar a primeira etapa da Sequéncia Fedathi(Tomada de
posicao), o professor propde a seguinte atividade:

Resolva as equagdes utilizando a defini¢do de unidade imaginaria.

a) x2—-2x+5=0

b) x2—4x+6=0

Em seguida os alunos passaram a vivenciar a segunda etapa, na maioria dos casos, o
didlogo se deu ja contido na terceira fase(solucdo), pois ndo havia por parte de algumas duplas
dificuldade em maturar pois se tratava de equagdes do 22, para exemplificar melhor, segue
exemplos de didlogos abaixo:

Exemplo 1:

A dupla 3 formada pelos alunos A e B pergunta ao professor:

Aluno B: Posso somar 1 + 2i?

O professor responde com outra pergunta.

Professor: Vocé pode somar 1(uma) laranja com 2(duas) macas e dizer que tem 3
laranjas ou 3 magas?

Aluno: Nao!

Professor: Entdo, nesse caso vocé pode seguir essa mesma logica.

Aluno: Certo professor!

Exemplo 2:

A dupla 2 formada pelos alunos A e B tiveram duvida semelhante a dupla 3:

Aluno A: Ta certo dizer que 2 + 4i = 6i?

Nessa oportunidade, o professor faz a mesma pergunta dirigida a dupla 3:

Vocé pode somar 1(uma) laranja com 2(duas) magas e dizer que tem 3 laranjas ou 3
macas?

Aluno A: Ah entendi!

Nesse momento, a dupla 16, formada pelos alunos A e B, demonstra vibragdo com a
resposta.

Exemplo 3:

A dupla 3 formada pelos alunos A e B pergunta:

Aluna B: Tem que ficar imaginario e real?

Professor: De quantas partes ¢ formado um numero complexo?

Aluna B: Nio sei professor.



78

Percebendo a dificuldade, nesse ponto, o professor relembrou que um ntimero
complexo ¢ composto de duas partes e que nem sempre as duas aparecerdo explicitamente.

Ap6s a conclusdo da segunda etapa da SF, prosseguiu-se a apresentagdo da solucdo
por parte dos alunos, sendo essa a terceira etapa da SF, conforme apresentada algumas:

Figura 12: Solugdo - Dupla 01

Fonte: pesquisa direta
Observa-se na solu¢do da Dupla 01, a compreensdo do conceito de unidade
imaginaria apresentando corretamente o calculo dos dois itens.

Figura 13: Solugdo - Dupla 08

f@%ﬁugﬂ; A5 €ourcoes (i zmbb A DEFmIc A

6 LIDEpE GG \NREIN —

Fonte: Pesquisa direta.
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Observa-se na solucdo da Dupla 08 uma dificuldade de operacionalizacdo no
conjunto dos numeros inteiros, pois a sentenga, 4 — 20 = 16, demonstra desconhecimento
das propriedade basicas de operacionalizagdo no conjunto dos inteiros, dificultando, assim, a
absorcdo do conceito de nimeros complexos que trabalha de calculos simples, porém no item
b observa-se o calculo de sentenga semelhante correto, 16 —24 = —8, o que nos leva a
deduzir que houve uma divisao de cada item para cada membro, demonstrando que na dupla,
um detém melhor o conhecimento dos numeros complexos e o outro tem elevada dificuldade
por ndo conseguir operar com sentengas simples.

Caso semelhante a esse ocorre também com a dupla 14, em que ha a solugdo de um
item correto e o outro errado.

Figura 14: Solugdo - Dupla 04

Fonte: Pesquisa direta.

Figura 15: Solugdo - Dupla 05
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Fonte: Pesquisa direta.

Semelhante a Sessdo 1, as duplas 4 e 5 apresentaram a mesma solucdo para o item 1,
inclusive contendo as mesmas dificuldades, ou seja, de simplificacdo de fragdes, fazendo-nos
inferir que para a Sessdo 2, uma dupla copiou a resposta da outra.

Apo6s a apresentacdo das solugdes, prosseguiu-se para a quarta etapa da Sequéncia

Fedathi, a Prova, conforme veremos a seguir:

Figura 16: Solugdo - Dupla 02

Fonte: Pesquisa direta.
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Conforme pode-se observar, a dupla 02, apresentou além da solugdo, a prova do
calculo, confirmando estar correta as alternativas descobertas, demonstrando também o
conhecimento consolidado de equagdes do 22 grau, operagdes com inteiros, propriedades da
radiciacdo, bem como o desenvolvimento de produtos notaveis.

Figura 17: Solugdo - Dupla 05
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Fonte: pesquisa direta

A solucdo apresentada pela dupla 05 demonstra conhecimento do conceito de
unidade imaginaria bem como dominio dos conteudos basicos de matematica.

Pode-se dizer que o aprendizado do conceito de unidade imaginaria foi
compreendido de forma satisfatoria, pois apenas 3 das 17 duplas ndo conseguiram chegar a
solucdo correta, das 14 corretas consideramos que 12 prosseguiram o mesmo raciocinio no
desenvolvimento dos célculos e 02 deixaram de simplificar o resultado final.

Conclui-se que os objetivos da sessdo didatica 02 foram alcangados de forma
satisfatoria, uma vez que, os alunos participaram ativamente como sujeitos de sua propria

aprendizagem e o professor utilizou a pedagogia mao-no-bolso.

4.8 Sessio Didatica 3 — Solucio de equacdes do 22 grau com discriminante negativo

A Sessdo Didatica 3 (Apéndice C), contou com a participacdo de 34 alunos e foi
ministrada na sala de aula da propria turma com a utilizagdo de materiais basicos como: pincel
e quadro branco. O professor dividiu em 17 duplas, sendo mantida as mesmas duplas das

sessoes 2 e 3 para que, assim pudesse fazer um acompanhamento e analise da evolugdo.
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Ao iniciar os trabalhos, o professor propde o seguinte acordo didatico que foi
construido com o consenso de todos os presentes.

Professor: Espera que alunos participem ativamente do processo de constru¢do do
conceito de nimeros complexos bem como das atividades e discussdes acerca do tema.

Aluno: espera que o professor os oriente com dedicagdo e paciéncia de modo a
subsidiar a aprendizagem dos mesmos.

Antes de iniciar as atividades, o professor fez uma breve retrospectiva das sessdes
didaticas 1 e 2 e iniciou a aula com a explanacdo sobre classificagdo, conjugado e igualdade
de numeros complexos, conceitos importantes para o entendimento e resolugdo das atividades.

Na sequéncia, praticando a primeira etapa da Sequéncia Fedathi(tomada de posicao),
¢ proposta a seguinte atividade retirada das paginas 127 ¢ 128 do livro* adotado pela escola:

1) No diagrama a seguir, cada uma das letras r, s, t, u e v representa um dos

numeros 3,14;v2; —3;4 — 2i ¢ 0. Determine o valor associado a cada uma
dessas letras.

2) Classifique, no caderno, como verdadeira ou falsa cada uma das afirmacdes:

a) () todo numero real também ¢ complexo.

b) ( )todo numero complexo é também numero real.

c) ( )CNR=29.

d) ( )C—R={z/z=a+ bi,com{aeb} € Reb # 0}.

e) ( )O conjugado do numero 3 + 4ié —3 — 4i.

f) ( ) O conjugado do nimero 3 + 4i¢é¢ 3 — 4i

g) ( )Sea+ 3i =6+ bi,com{a,b} c R,entdo,a+b =09.

3) Determine os valores reais de x paraque o nimero complexo (x? —9) +
(x — 3)i seja:
a) Real.

b) Imagindrio puro.

4) Dada a igualdade 2a + (a + 2)i = (b — a) + bi, determine os niimeros reais a ¢
b.

4 Matematica Paiva. S3o Paulo, 2013.
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Apos a apresentacdo das questdes, os alunos passaram a vivenciar as duas primeiras

fases da SF (tomada da posicdo e maturagdo). Podemos observar nos didlogos:

Exemplo 1

A dupla 17 formada pelos alunos A e B pergunta ao professor:

Aluno B: O zero ¢ real?

O professor responde com outra pergunta:

Professor: O zero ¢ um numero natural? Houve um siléncio simultaneo.

Professor: Os naturais sdo formados do zero pra frente.

Aluno B: entdo o zero faz parte dos naturais.

Professor: Antes do surgimento dos numeros complexos, qual era o ultimo conjunto
numérico conhecido por vocés?

Aluno B: Numero Real.

Professor: Até entdo os nimeros reais eram o maior conjunto numérico e todos os
outros estavam dentro dele, ou seja, estdo contidos dentro dele. Dessa maneira, o que vocé
conclui sobre zero ser real?

O aluno ndo reponde diretamente mas faz sinal positivo de entendimento sobre a
questdo. Sem saber se realmente o aluno compreendeu o professor faz a seguinte pergunta, se
0 zero pertence aos naturais e os naturais estdo dentro dos reais, o que eu podemos concluir
sobre o zero ser real?

Aluno B: Se o zero representa nada, e o nada ndo existe, entdo tudo isso ¢ um
conceito filosofico.

Professor: Foram necessarios dois séculos para a aceitagdo do zero e apesar dele
representar nada, dependendo de sua posi¢ao ele pode representar valores maiores que o nada,
por exemplo, o zero colocado na frente do numero 13, torna-o 130, ou seja, trata mesmo

apenas de um conceito filosofico?

Nesse momento, a dupla 09 apresenta a mesma duvida e a dupla 02 afirma: o zero ¢
natural porque esta dentro dos reais.
A questdo 1 se refere ao conhecimento dos conjuntos numéricos, um processo

importante para compreensao dos Numeros Complexos.

Exemplo 02
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A dupla 06 formada pelos alunos A e B faz a seguinte pergunta:

Aluno A: Racionais ¢ fracdo ndo ¢ professor?

Percebendo a dificuldade da dupla, o professor faz uma explanagdo ao invés de uma
pergunta.

Professor: todo niimero que pode ser representado em forma de fragdo ¢ considerado

um numero racional, excetuando-se aqueles que ndo mantem uma constancia no periodo, a

exemplo de mev/2.
Exemplo 03

A dupla 01 formada pelos alunos A e B, faz a seguinte indagacao:

Aluna A: O que significa esse simbolo @?

Professor: Vocé lembra-se de conjunto numéricos? Quando um conjunto ndo tem
nada, é chamado de?

Inicialmente a aluna ndo pronunciou a palavra conjunto vazio, porém percebeu-se
que, apesar de ndo lembrar o nome correto do termo, houve a compreensao do que significa o
simbolo.

Pelos dialogos acima, percebe-se que as dividas mais recorrentes se tratavam de
conceitos basicos e simbologias relacionadas aos conjuntos numéricos, voltando-se para as
duas primeiras questdes, sendo as duas etapas(Tomada de posicdo e Maturagdo) da SF
atingidas de uma forma que se configurava uma revisdo de conteudos estudados no ensino
fundamental.

Apos as indagacdes iniciais e conclusdo, os alunos iniciaram a solucdo(3* etapa da
SF) das atividades propostas, conforme segue os exemplos:

Figura 18: Solugéo - Dupla 17
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Fonte: Pesquisa direta
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Observa-se na solugdo apresentada pela dupla 17 uma duvida em relagdo ao conceito

de ntimeros racionais.

Figura 19: Solugdo - Dupla 01
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Fonte: Pesquisa direta

Observa-se pela solucdo apresentada pela Dupla 01, a compreensdo dos conjuntos

numéricos, fortalecendo, dessa forma, um maior entendimento do conceito de numeros

complexos.

Figura 20: Solu(;ao Dupla 04
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Fonte: Pesquisa direta

Na questdo 02, a solucdo apresentada pela dupla 04, demonstra certo

desconhecimento da simbologia utilizada. Isso se explica pelas dificuldades de aprendizagem

acumuladas em anos anteriorel.
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Figura 21: Solugéo - Dupla 17
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Fonte: Pesquisa direta

A dupla 15, através da solucdo apresentada, demonstrou dominio sobre a
classificagdo dos Numeros Complexos, bem como apresentou o calculo de equagoes de 1° ¢ 2°
graus corretos, conhecimentos importantes para compreensdo e prosseguimento de estudos

posteriores, especialmente voltados aos N.C e aos conjuntos numéricos.

Figura 22: Solugdo - Dupla 12
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Fonte: Pesquisa direta

Na questdo 4, a solucdo apresentada pela dupla 12, apresenta valores desconexos de
calculos, pelo que se deduz, a solug@o foi proposta por tentativas e esta correta.

Observa-se também que além de vivenciar a terceira fase da SF, ao substituir os
valores na sentenca, a dupla vivenciou também a ultima etapa da SF, a prova.

A prova também foi vivenciada pela dupla 16, conforme se pode observar na figura

abaixo:
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Figura 23: Solugdo - Dupla 16
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Fonte: Pesquisa direta

Dessa forma, contemplou-se nas questdes propostas, as quatro fases da SF. Conclui-
se, portanto, que os objetivos da sessdo foram alcancados, haja vista que os alunos
participaram ativamente das discussdes com a posi¢ao mediadora do professor, vivenciando

as fases da SF.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS NAS SESSOES DIDATICAS

O ensino tem-se tornado cada vez mais desafiador, o desempenho de nossos
estudantes em avaliacdes internacionais como o PISA revelam que mesmo diante de avangos
nos ultimos anos ocupamos as ultimas colocagdes no ranking da OCDE. A escola publica
recepciona a maioria dos jovens no ensino basico, o que exige um esfor¢o do ponto de vista
financeiro, pedagdgico e principalmente de novas metodologias e inovagdes que venham a
melhorar os indices de aprendizagem.

Nesse capitulo serdo analisados qualitativamente e quantitativamente os resultados
obtidos no pré-teste, pds-teste bem como nos questionarios aplicados ao final da pesquisa.

Buscam-se elementos que possam subsidiar a compreensdo dos aspectos favoraveis a

pesquisa e aos resultados de aprendizagem obtidos ou ndo através do método apresentado.

5.1 Categorias de Analise — Escolha e Validaciao

Tendo como referéncia os objetivos da referida pesquisa, bem como a aplicacdo das
sessoes didaticas, propde-se duas categorias de analises explicitadas e validadas no quadro
abaixo:

Quadro 08 — Escolha e Validagdo das Categorias de Analises.

CATEGORIA 01 CATEGORIA 02
Analisar se ¢ possivel construir | Analisar na visdo dos alunos, a
o conceito de Numeros | partir dos questionarios
OBJETIVOS C.omp}exos partindo d-e. uma prodgzidos, ‘ aspecto§
situacdo problema e utilizando | relacionados a metodologia, a
as etapas da Sequéncia Fedathi | postura do professor e aos
com a postura “mao no bolso”. | nimeros complexos.
Espera-se a confirmacdo dessa | Espera-se que os  alunos
hipotese com a aplicacdo das | reconhecam: a viabilidade da
trés sessoes didaticas. aplicagdo da Sequéncia Fedathi
como metodologia no ensino de
Numeros Complexos; a postura
HIPOTESES do~ professor com a pedagogia
mao-no-bolso seja viavel para o
aprendizado dos N.C;
reconhegam a importancia do
estudo de numeros complexos
para prosseguimento de estudos
posteriores.

Fonte: pesquisa direta.
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A categoria 01 faz referéncia direta a sessdo didatica 1, oportunidade em que o
professor iniciou a aula partindo-se de uma situagcdo problema e através da postura mao-no-
bolso, construiu com a participagdo ativa e protagonista dos alunos o conceito de Numeros
Complexos percorrendo todas as fases da Sequéncia Fedathi: tomada de posi¢do, maturacao,
solugdo e prova. A hipdtese foi confirmada com éxito, sobretudo pela aplicacdo em sala de
aula convencional de uma escola publica. A sessdo foi aplicada sem alterar o cotidiano da sala
de aula, haja vista que o pesquisa foi aplicada por um professor externo a institui¢do de ensino.

A Categoria 02 faz referéncia a toda pesquisa, considerando relevante,
principalmente, a visdo dos alunos em relagdo a metodologia, & postura do professor e aos
niameros complexos. A importancia da opinido dos sujeitos da pesquisa se deu pela
compreensdo de que somente os alunos poderiam avaliar a viabilidade da proposta por serem
os principais receptores da proposta. As fontes que subsidiaram essa analise se deram pela

aplicacdo de questionarios ao final da pesquisa.

5.2 Avaliacio Diagnostica

Segundo Borges Neto (2013, p. 20), “antes de apresentar o problema, o docente ha
de realizar um diagnodstico acerca dos pré-requisitos que os alunos necessitam ter referente ao
saber que se pretende ensinar”, portanto foi aplicada uma avalicdo diagnostica com para se

observar possiveis dificuldades de aprendizagem.

5.2.1 Analise da Avaliacdo Diagnéstica

A avaliacdo diagnodstica (Apéndice A) foi realizada na turma de 3° ano do curso
técnico em finangas da Escola Estadual de Educagéo Profissional Capeldo Frei Orlando em 06
de novembro de 2015. O objetivo foi diagnosticar: o conhecimento das questdes basicas da
matematica; conhecimentos relacionados as equagdes do 2° grau e muito especialmente as
raizes quadradas de nimeros negativos (conceito importante para aprendizagem dos niimeros
complexos).

Observando-se as faltas de alunos existentes na data da aplicacdo do teste, apresenta-

se um resumo numérico da avaliagdo diagnostica:
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Tabela 1- Operagdes com Numeros Inteiros

ITEM ACERTOS | PERCENTUAL | ERROS | PERCENTUAL
a) Soma 28 100 % 0 0%
b) Subtracado 27 96,43 % 1 3,57 %
c)

o 24 85,71 % 4 14,29 %
Multiplicagao
d) Divisao 28 100 % 0 0%

Fonte: pesquisa direta

A primeira questdo se refere a operagdes como numeros inteiros. Os resultados, de
acordo com a tabela 1, demonstram que todos responderam satisfatoriamente os itens a e d,
um pequeno percentual (3,57%) ndo respondeu corretamente o item b ¢ o maior percentual de
erros se deu no item c. Portanto, infere-se que, que hd uma boa base de aprendizagem, no que

concerne a operagdes como nimeros inteiros.

Tabela 2 - Resolucdo de Equagdes

ITEM ACERTOS |PERCENTUAL | ERROS | PERCENTUAL
a) 22 grau completa 14 50,00 14 50,00
b) 12 grau 20 71,43 8 28,57
c) 2° grau incompleta 13 46,43 15 53,57

Fonte: pesquisa direta

A segunda questdo abordava a resolu¢do de equacdes de 1° e 2° graus. Conforme
podemos observar, os resultados mostram que metade da turma ndo respondeu
satisfatoriamente o item a, sendo duas dessas avaliagdes deixadas em branco no referido item.
Quanto a resolucdo de equagdes do 1° grau, 71,43 % resolveu corretamente. O conhecimento
do item C ¢é preponderante para a compreensdo do conceito de numeros complexos, nesse
item, tivemos o maior percentual de erros, inferindo-se os desafios postos para o ensino de
Numeros Complexos.

Tabela 3 — Operagdes com Polindmios

Item Acertos | Percentual | Erros | Percentual

a) Multiplicagdo de Polinomio 11 39,29 % 17 60,71 %

Fonte: pesquisa direta
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Na terceira questdo, observa-se que aproximadamente 61% dos alunos tem
dificuldade de fazer operagdes com polinomios, sendo esse, um requisito importante para o
entendimento e seguimento de estudos posteriores como numeros complexos, apresentando

mais um fator dificultador na aprendizagem do contetido proposto.

Tabela 4 — Operacdes com Potenciagdo

Item Acertos | Percentual |Erros| Percentual
a) Base negativa e expoente positivo 27 96,43 1 3,57
b) Base positiva e expoente positivo 27 96,43 1 3,57
c) Base positiva e expoente negativo 9 32,14 19 67,86

Fonte: pesquisa direta

A quarta questdo demonstra que praticamente todos os alunos detém o conhecimento
sobre as propriedades basicas da potenciacdo, sendo esse um fator favoravel para a
compreensdo do conjunto dos nimeros complexos. Quanto a poténcia com expoente negativo,

os dados mostram que boa parte (67,86%) dos alunos participantes da pesquisa ndo conhece

essa propriedade, o que reforga a ideia de que néo foi aprendida no tempo correto.

Tabela 5 - Operacdes com Radiciacao

Item Acertos | Percentual | Erros | Percentual
a) Raiz quadrada de radicando positivo 26 92,86 2 7,14
b) Raiz quadrada de radicando negativo 14 50,00 14 50,00
¢) Raiz quadrada de radicando positivo 27 96,43 1 3,57

Fonte: pesquisa direta

A questdo cinco apresenta dados satisfatorios quando se trabalha com raiz quadrada
com radicando positivo, com percentual de acerto de 92,86% e 96,43% respectivamente,
porém observa-se dificuldade na compreensdo ao se tratar de raizes quadradas de ntimeros
negativos, mostrando que 50% ndo compreende bem o que isso significa.

Outro fato relevante para a aprendizagem do conceito de numeros complexos € o
dominio das equagdes de 22 grau e a compreensdo da insuficiéncia dos nimeros reais, sobre

esse fato, demonstraremos algumas respostas satisfatoria relacionadas ao item C, que solicita

do aluno a resposta para v—9:
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Aluno B da dupla 03: “nao existe valor para raiz negativa”.

Aluno A da dupla 12: “acho que ndo existe raiz de nimero negativo”.

Aluno A da dupla 13: “conforme minha carreira de estudante, ndo existe raiz
quadrada de -9, pois nimero algum multiplicado por ele mesmo chega a um resultado
negativo”.

O texto utilizado pelo aluno A da dupla 13 explicita o que ha de mais refinado de
conhecimento prévio para compreensdo dos numeros complexos, pois € justamente essa
afirmacgdo, a inquietacdo e justificativa do surgimento dos nimeros complexos, mesmo
sabendo que a motivacdo para o surgimento se deu pela resolugdo de equagdes do 32 grau no
século XVI.

Essas trés afirmagdes descritas acima, seriam por si s, subsidios importantes para a
introducdo do conteudo, pois através dessa abordagem poderia ser mais bem explicitada a

motivacdo para o surgimento dos Numeros Complexos.
5.3 Comparacio entre a Avaliacio Diagndstica e a Avaliacao Final

A avaliagdo final (Apéndice B) foi aplicada ao término da pesquisa com o objetivo
de se perceber o grau de compreensdo dos alunos em relacdo ao conceito de Numeros
Complexos. A comparagdo da avaliacdo diagnostica sera feita com questdes que exigiam o

mesmo grau de habilidade da avaliagdo final.

Tabela 6 — Resolugdo de equacdes com raizes reais.

Conteudo Avaliacido Diagnéstica | Avaliacao Final

Acertos Erro | Acertos | Erro

Resolucdo de Equacdo do 22 grau
50 % 50 % 74,29 | 25,71

Fonte: pesquisa direta

O item a da segunda questdo da avaliacdo diagnoéstica exigia a mesma habilidade da
terceira questdo da avaliagdo final, tratando-se da resolugdo de equacgdes do 22 grau, dessa
forma, houve um aumento significativo no ntimero de alunos que conseguiram responder
corretamente e consequentemente a diminuicdo no numero de erros.

Portanto, em relacdo ao pré-teste, quando apenas 50% responderam corretamente,
pode-se considerar nessa habilidade, um avanco de compreensdo e de consolidacdo de

propriedades basicas da matematica.
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Tabela 7 — Resolugdo de equacdes com raizes complexas

Conteudo Avaliacido Diagnéstica | Avaliacio Final
Resolugdo de Equacdo com Acertos Erro Acertos | Erro
raizes negativas 46,43 % 53,57 % 80 % 20 %

Fonte: pesquisa direta

O item ¢ da segunda questdao do diagndstico requeria a mesma habilidade da segunda
questdo do pos-teste, conforme se pode observar na Tabela 7, havendo um aumento
significativo na compreensao do que ¢ uma raiz negativa, pois 80% dos alunos responderam
corretamente, demonstrando a compreensdo sobre Numeros Complexos, pois todas as
respostas continham a unidade imaginaria.

A avaliagdo final também verificou a percepcdo dos alunos acerca dos nimeros
complexos requerendo a defini¢do, conforme Tabela 4, da qual se obteve 91,43% de repostas

satisfatorias, 5,71% nao satisfatoria e 2,86% deixadas em branco.

Tabela 8 — Definigdo de Numeros Complexos

Conteudo Avaliacao Final
Acertos Erro Em branco
Defini¢ao de N.C
91,43 % 5,71 % 2,86 %

Fonte: pesquisa direta

Outro ponto importante resumido na Tabela 8, é que, das respostas satisfatorias,
53,13% foi produzida por texto original, 28,13% foi respondido com textos semelhantes a
defini¢do do livro adotado e 18,75% dos estudantes responderam incompletamente, porém
mostrando entendimento acerca da definicdo de Niimeros Complexos.

Tabela 9 — Defini¢do Satisfatoria

Texto Original Semelhanga a defini¢do do Livro Incompleta

53,13 % 28,13 % 18,75 %

Fonte: pesquisa direta

Seguem-se alguns exemplos das definicdes consideradas satisfatorias:
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Figura 24 — Defini¢do — Aluno A - Dupla 1

01. Para vocé, o que é um nimero complexo? E o que representa a unidade imagindria
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Fonte: Pesquisa direta.
O aluno demonstra através da explicitagdo da definigdo, a compreensdo e o contexto

em que se desenvolveram os nimeros complexos.

Figura 25 — Definigdo — Aluno A - Dupla 2
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Fonte: Pesquisa direta.

O aluno A da dupla 2 demonstra, através da defini¢do, a compreensdo do conceito
bem como da utilizacdo da linguagem formal.

A questdo 4 exigia conhecimento da classificagdo de nlimero imaginario, imaginario
puro e real. A questdo 5 verificou o dominio dos alunos em relacdo ao conjugado de um
nimero complexo. Os resultados do desempenho dos alunos nestas duas questdes estdo
expressos no grafico a seguir:

Grafico 1: Desempenho dos alunos nas questoes 4 e 5 da avaliacao final.
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Fonte: pesquisa direta
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Dessa forma, observa-se que 48,57% dos estudantes ndo conseguiram resolver
questdes que envolviam definicdes contidas na questdo 4, provavelmente pela dificuldade de
memorizagdo de propriedades e conceitos a partir de sua propria construgdo, no entanto, em
relacdo a compreensdo do conjugado de numeros complexos, a mesma se deu de forma

satisfatoria, haja vista que a maior parte dos estudantes (71,43%) respondeu corretamente.

5.4 Analise do Questionario

Apresentaremos neste topico a analise dos questionarios aplicados ao final da
pesquisa, com o objetivo de compreender melhor o perfil dos sujeitos envolvidos na pesquisa
e analisar na visdo desses: aspectos relacionados a Sequéncia Fedathi; a postura do professor e

ao conteudo de Numeros Complexos.

5.4.1 Perfil dos Sujeitos

Foi aplicado ao final da pesquisa, um questionario (Apéndice C) para permitir tragar
um perfil dos sujeitos componentes desse estudo, bem como colher desses a percepcio acerca
da metodologia utilizada (Sequencia Fedathi) e do contetdo trabalhado (Numeros
Complexos).

A primeira parte fornece dados referentes a: sexo, idade, faixa social.

Os dados revelam que, dos entrevistados, 51,43% eram do sexo masculino e 48,57%
do sexo feminino. Em relagdo a faixa etaria, 57,14% tinham entre 15 e¢ 17 anos 42,86%
encontravam-se com 18 ou mais, ndo tendo, nesse caso, nenhum aluno com 15 anos ou menos.

Sobre ndo haver nenhum aluno com 15 anos ou menos, o fato se da pela exigéncia do
aluno ter 16 anos completos para adentrar no campo de estagio, pois a turma escolhida para
pesquisa esta situada em uma escola profissionalizante.

Em relagdo a classe social, 11,43% se consideram baixa, 85,71% classe média e 2,86%
classe alta. Quando perguntados sobre a localizagdo de suas moradias, 85,71 respondeu zona

urbana e 14,29% zona rural.
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Grafico 2: Perfil dos alunos relacionado a Sexo, Faixa Etaria, Classe Social e Residéncia.
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Fonte: pesquisa direta

E relagdo ao sexo, percebe-se uma relagdo numérica equilibrada entre homens e
mulheres, contribuindo para resultados com representagdes praticamente iguais, porém o
mesmo foi solicitado apenas no intuito de definir melhor o perfil dos sujeitos.

A faixa etaria demonstra que boa parte dos alunos se encontra na idade apropriada
para o término do ensino médio, sendo esse, um fator favoravel a pesquisa. Outro fator
importante, € que 85,71% declararam fazer parte da classe média, e apenas 11,43% na baixa,
fato que representa a realidade vivenciada e percebida ao longo da pesquisa e dos didlogos
decorridos da aplicacdo desse trabalho, o fato de os mesmo se considerarem em classe média,
ndo indica, necessariamente que 0s mesmos pertencam.

Quanto a moradia, a maior parte reside na zona urbana (85,71%), porém ha de se
considerar que mesmo sendo pequeno o nimero de residentes na zona rural (14,29%), esses
enfrentam dificuldades como distancia de deslocamentos, e consequentemente o tempo para
chegar a escola e voltar para casa, o que se soma as dificuldades de participacdo em eventos e
pesquisas no contra turno(noite). Quanto aos residentes na zona urbana, somam-se
dificuldades socioeconomicas bem como as influéncias da vida urbana moderna.

A quarta pergunta do questionario se referia ao grau de interesse por disciplina,

explicitados no grafico a seguir.
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Grafico 3: Grau de Interesse por Disciplina

40
35 ~
30 -~
25 -
20 ~
15 A
10 A

H N3o Gosto
M Pouco Interesse
M Razoavel

W Bastante

Fonte: pesquisa direta

Um ponto importante a se considerar ¢ que a matematica tem o segundo maior indice
de aceitacdo, ficando atras apenas de educacdo fisica, esse fato se explica pela escolha dos
alunos em se tornarem técnicos em financas, uma area implicitamente dependente da
matematica, nesse caso a matematica tem ainda, o menor indice de refeigdo, fatores esses
favoraveis a metodologia e a aprendizagem.

No gréafico a seguir, indica-se o grau de dificuldade dos alunos entrevistados em

relagdo as disciplinas da base comum.

Grafico 4: Grau de Dificuldade por Disciplina.
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Observa-se que a matematica € apresentada como a terceira disciplina com menor
indice de dificuldade, ficando atras apenas de Arte e Educacdo Fisica, como as disciplinas de
menor dificuldade, sendo esse também, um aspecto preponderante na analise dos resultados
da pesquisa.

O sétimo item do questionario indagava sobre a participagdo aluno no ENEM 2015,

onde 100% responderam que sim.

Grafico 5: Participou do ENEM no ano de 2015?
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Fonte: pesquisa direta

A participagdo de 100% dos alunos no exame se da pelo foco do trabalho pedagdgico
da referida escola ser centrado no ENEM, fato que explica também, o porqué do contetido
de Numeros Complexos niao estar contido no plano anual de matematica da escola. Pois

ndo se exige esse conteudo no referido exame.

Gréfico 6: Areas de preferéncia dos alunos que fizeram o ENEM no ano de 2015.
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Fonte: pesquisa direta

Apesar do ensino de nimeros complexos nao ser exigido no ENEM bem como de
ndo estar contido no plano anual da escola, observa-se uma pré-disposicao dos alunos em
ingressarem em areas que necessitariam desse contetido como: engenharia (20%), Financeira
(8%), Fisica (3%), Economia (6%), Ciéncias Contabeis (6%), Educagdo (8%), fato que nos
faz refletir sobre o conteiido a ser lecionado anualmente, esse deve seguir como linha de
atuacdo uma avaliacdo externa?

A ultima questdo da primeira parte do questiondrio foi: Caso ndo tenha interesse em

fazer o ENEM/Vestibular, que outro rumo planeja para seu futuro estudantil e/ou profissional?

Grafico 7: Opgao dos alunos, caso ndo tivessem interesse em participar do ENEM.
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Fonte: pesquisa direta
Os resultados mostram que 63% dos alunos entrevistados pretende fazer concurso,
esse indice poderd estar ligado ao regime de escola profissional que tem como objetivo a

busca pela qualificagdo e o mercado de trabalho.

5.4.2 A metodologia na visao dos alunos

A aplicacdo do questiondrio relacionado a metodologia foi iniciada com a seguinte

pergunta: O que vocé achou da metodologia apresentada pelo professor?

Grafico 8: O que vocé achou da metodologia utilizada pelo professor?
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Fonte: pesquisa direta

Pode-se observar, pela visdo discente, a aprovagdo da metodologia utilizada, haja
vista que, somados os conceitos excelente, 6tima e boa, teriamos um percentual de 91% de
aprovagao, ¢ importante ressaltar que nenhum aluno considerou insatisfatoria.

A segunda questdo se referia a postura do professor, conforme se apresenta no

grafico a seguir.

Grafico 9: O que vocé achou da postura do professor durante as aulas?

- N9,
1; 3% O'(lg’-O; 0%

H Excelente
m Otima

W Boa

M Regular

M Insatisfatoria

Fonte: pesquisa direta
Em consonancia com a analise do grafico anterior, teriamos 97% de aprovagdo da

postura utilizada pelo professor (mao-no-bolso).
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Corroborando com os resultados apresentados nas duas primeiras perguntas, ao
serem indagados a respeito do que os fazem sentir mais a vontade durante uma aula, obtemos

o seguinte resultado apresentado no grafico abaixo.

Grafico 10: O que te faz sentir mais a vontade durante uma aula?
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Fonte: pesquisa direta

Os dados mostram que 50% dos alunos demonstram que o protagonismo os deixa
mais a vontade durante uma aula, 32% afirmaram que ¢ o trabalho em equipe e apenas 12%
afirmam ser a exposi¢ao do professor, o que demonstra o pouco interesse em receber aulas
tradicionais meramente expositivas.

Contudo, ao serem perguntados em relacdo ao que os fazem aprender melhor, os

dados apresentados no grafico abaixo demonstram contrariedade.

Grafico 11: Vocé consegue aprender melhor, quando?

M O professor faz a
1; 3% 2; 6% exposi¢do do
> conteudo

H O trabalho é
realizado em equipe

As resolugdes sdo
feitas no quadro

H Qutro

Fonte: pesquisa direta.
Apesar da aprovacdo da metodologia(grafico 8), o grafico 11 demonstra a
preferéncia de grande parte dos alunos (60%) pela aula convencional em que o professor faz a

\

exposicdo do contetido, porém isso ndo representa necessariamente rejeicdo a proposta
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metodologica (Sequencia Fedathi) haja vista que os mesmos sdo tirados de sua zona de
conforto quando necessitam construir seu proprio conhecimento com a mediacdo do professor.
Abaixo destacaremos algumas opinides colhidas no ultimo item do questionario
relacionado a metodologia, expressos a seguir:
Sobre a metodologia utilizada, quais as observagdes, sugestoes, criticas a fazer?

QUADRO 09 - Percep¢ao dos alunos sobre a Sequéncia Fedathi.

Fazer com que os alunos que ndo participaram, ou que participaram pouco,
Aluno 1 ) L
fossem mais adeptos a participacao.

Aluno 2 |Aumentar a letra.

Aluno 3 |Foi uma metodologia inovadora e muito proveitosa, onde aprendi muito.

Aluno 4 |Melhorar a atencdo com os alunos.

Achei excelente quando o aluno faz uma pergunta e o professor ndo
Aluno 5 ) )
responde mais sem explicar para que o aluno chegue a resposta.

Aluno 6 |Mais tempo de estudo.

Aluno 7 |Foco nos alunos que menos se manifesta.

Bastante renovadora e consegui absorver mesmo eu sendo a protagonista
Aluno 8 ,
da pesquisa.

Nenhuma critica a fazer, a metodologia foi interessante, mostra que o ser
Aluno 9 |humano, nos, que temos capacidade de ser independente na relagdo da

metodologia educativa de antes.

Aluno 10 |Mais dinamica.

Al " A metodologia usada pelo professor foi muito boa, tive interesse para
uno
realizar conteudos desconhecidos. #muito bom#

Aluno 12 |E algo que instiga o conhecimento.

Aluno 13 |Nao tenho nada a dizer, pois as aulas foram muito produtivas.

Aluno 14 | Ser mais objetivo.

Faltei muitas aulas, entretanto, a que estive presente consegui desenvolver
Aluno 15
o contetdo abordado no momento.

Ter em mente alunos que se sentem acuados por fazerem perguntas, dd um
Aluno 16 _
pouco de atengdo a mais.

Tal método € 6timo e seria bom aplicar em outras instituigoes,
Aluno 17 |principalmente no ensino infantil e fundamental, ja que essa metodologia

estimula a pesquisa, assim desenvolvendo mais cientista.
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Al 12 De grande agrado pois vocé perceber que pode “aprender sozinho”. Isso
uno
ajuda bastante na autoestima do aluno.
Nao tem, foi bem aceita particularmente, consegui construir minhas
Aluno 19 ) o o
respostas, com ajudas “indiretas”, mas que foi positiva.
A metodologia se mostrou bastante eficaz, ja que os alunos utilizaram
Aluno 20 o ) )
principalmente seu proprio conhecimento.
Aluno 21 | Achei de uma importancia, pois enaltece o conhecimento do aluno.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor, 2015.

Portanto, a proposta metodologica de ensino através da Sequéncia Fedathi, ¢
satisfatoria na visdo dos alunos, embora os mesmos tenham preferéncia pela aula tradicional,
essa afirmacdo se confirma pelas opinides colhidas em questionarios bem como pelos

resultados obtidos na avaliagdo final aplicada ao término na pesquisa.

5.4.3 O conteudo na visao dos alunos

O questionario relacionando ao conteudo de numeros complexos (apéndice x) tinha
como primeira pergunta: “Vocé considera que aprenderia melhor nimeros complexos se”? Os
resultados, conforme grafico 12 revelam que 86% faz referéncia aos conceitos ndo aprendidos
no ensino fundamental, revelando, assim, um dos fatores para os baixos indices aprendizagem
em matematica. Demonstram ainda que 11% afirmam que aprenderiam melhor se tivessem
identificacdo com a matematica, ou seja, atribuiram o aprendizado a relagdo de gostar ou ndo
da matematica.

Grafico 12: Vocé considera que aprenderia melhor nimeros complexos se:

1 M Tivesse absorvido mehor
4;11% 0; 0% 3% os conceitos basicos
estudados no ensino
fundamental.

M Tivesse maior identificagdo
com a matematica

Tivesse maior identificagdo
com o professor

Fonte: Pesquisa direta
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Quando indagados sobre a importancia de se estudar nimeros complexos, 100%
afirmaram que seria para ampliar os conhecimentos, esse dado revela também a dificuldade
de contextualizagdo, em que a motivacao ndo se relaciona a nenhuma area especifica.

Grafico 13: O que te faz sentir mais a vontade durante uma aula?

0% 9%

0% B Atingir a média e ser
aprovado.
B Ampliar o conhecimento.

Ndo ha importancia

H Outro

Fonte: pesquisa direta

A terceira pergunta era: Vocé ja havia se deparado com algum conhecimento
relacionado a numeros complexos antes do 3° ano do ensino médio? Nesse caso, apenas 2 dos
35 alunos afirmaram ter visto, fazendo mengdo a equagdes do 2° grau estudadas no 9° ano.
Embora equacdes do 2° grau estejam contidas no 9° ano, muitos alunos chegam ao ensino
médio sem o dominio, dificultando diretamente a compreensdo de estudos posteriores,
inclusive nimeros complexos.
Grafico 14: Vocé havia se deparado com algum conhecimento relacionado a nimeros

complexos antes do 3° ano do ensino médio?

2;6%

B Sim

m Nao

Fonte: pesquisa direta
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Mesmo, a maior parte ndo tendo visto contetido semelhante ou até mesmo conceitos
basicos no ensino fundamental, ao serem indagados sobre a preparacdo para o contetido

estudado se mostraram preparados. Conforme grafico abaixo.

Grafico 15: Vocé se sente um aluno mais preparado com relagdo ao contetido estudado?

2; 6%

B Sim

m Ndo

Fonte: pesquisa direta
A quinta questdo, indagava sobre a compreensdo do conceito de nimeros complexos

em que, de acordo com o grafico 16, 94% consideram satisfatoria a absorgao.

Grafico 16: Ao fazer uma andlise do conteudo trabalhado, vocé considera que conseguiu

compreender o conceito de numeros complexos?

2; 6%

WSim
W Nao

Fonte: pesquisa direta
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Em relagdo a ligagdo do contetido com alguma atividade profissional, 20% acredita
que ndo utilizardo e a grande maioria (80%) vé alguma aplicagdo em possiveis atividades
profissionais futuras, essa percepgdo é importante para que se haja entusiasmo em aprender o
conceito.

Grafico 17: Vocé acha que numeros complexos servirdo para a utilizagdo no campo de

trabalho ao qual pretende seguir?

7;20%

mSim

Fonte: pesquisa direta
Abaixo destacaremos algumas opinides colhidas no ultimo item do questionario
aplicado aos alunos, expressos a seguir:

Para vocé, qual o sentido de se estudar Numeros Complexos?

QUADRO 10 - Percepgao dos alunos sobre estudar nimeros complexos.

Aluno 1| Ampliar conhecimento

Aluno 2 | Uma nova matéria que muitos ndo estudam e mais um conhecimento

Aluno 3 | Desenvolver habilidades matematicas.

Aluno 4 | Muito proveitoso e interessante

Aluno 5 | Entender a origem dos nimeros.

Aluno 6 | Ampliar conhecimento em relacdo as provas externas

Aluno 7 | Ajuda na minha posterior formagao

Aluno 8 | Abranger os conhecimentos e zonas de atuacao

Aluno 9 | Calcular algo imaginario

Fonte: Elaborado pelo proprio autor, 2015.



Quando vocé de se deparou a primeira vez com Numeros Complexos, o que vocé

achou/pensou?
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QUADRO 11 - Percepgao inicial dos alunos ao se depararem com a introducao dos Numeros

Complexos.
Aluno 1 |Achei que era dificil
Aluno 2 | Que ndo iria aprender, muito dificil
Aluno 3 |Que conseguiria desenvolver a partir dos meus conhecimentos basicos
Aluno 4 | Um pouco complicado
Aluno 5 |Um conteudo dificil no primeiro momento
Aluno 6 |Diferente.
Aluno 7 |Que ndo teria capacidade para entender
Aluno 8 |Que era algo abstrato, sem finalidade.
Interessante, pois eles me chamaram a atengdo para um novo rumo da
Aluno 9
matematica que eu ndo conhecia.
| Achei muito interessante, pois os professores que eu tive me disseram
Aluno 10 que era impossivel tirar a raiz de um nimero negativo.
Aluno 11 |Estranho
Aluno 12 | Que seria bastante complicado

Fonte: Elaborado pelo proprio autor, 2015.

Que conclusdes voce tira apos ter estudado Numeros Complexos?

QUADRO 12 — Conclusdes dos alunos ao término dos estudos sobre Numeros Complexos.

Aluno 1 |Conteudo simples e facil

Que tudo ¢ s6 questdo de tempo e estudo e assim algo a mais para minha
Aluno 2

formagao profissional.
Aluno 3 |Que no ensino superior estarei a frente de muitas concorréncias.
Aluno 4 | Adquiri mais habilidades matematicas.
Aluno 5 | Um conteudo interessante e serd til na minha caminhada escolar
Aluno 6 |Um conteudo util na area que irei seguir
Aluno 7 | Conteudo interessante
Aluno 8 |Que contetdos se interligam
Aluno 9 |E um estudo dificil, requer tempo.
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Aluno 10 | A metodologia foi excelente para a minha compreensao.

Aluno 11 |Foi proveitoso e de grande uso na minha vida académica.

Agora tenho uma base, estou preparado para faculdade caso envolva tal
Aluno 12
conteudo.

Aluno 13 | Vai ajudar na minha vida.

Que o que vamos ver na universidade ndo se torna algo complicado se a
Aluno 14 | . . )
introducao for feita no ensino médio.

Que matematica ¢ muito mais que numeros ela engloba um mundo muito
Aluno 15 )
mais do que compreendemos.

Aluno 16 |Estimular o conhecimento para desenvolver mais cientistas no brasil.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor, 2015.

5.5 Analise qualitativa do questionario e das avaliacdes

Os resultados obtidos na avaliagdo diagndstica indicam um bom nivel de
conhecimento em relagdo aos nimeros inteiros, potenciacdo e radiciagdo. Quanto as equagdes,
os dados indicam que o dominio em relagdo as de 12 grau € bem maior que a de 2°grau, e que
o nivel de dificuldade aumenta ao se depararem com raizes negativas, o que os levaria a
compreensdo da insuficiéncia dos nimeros reais. Portanto, apesar do bom desempenho na
maior parte dos itens contidos na avaliagdo diagnostica, ao se tratar de nimeros complexos, se
percebia a dificuldade a ser enfrentada pelos baixos indices de aprendizagem em relacdo aos
conteudos referentes ao 92 ano, a exemplo de equacdes do 22 grau. Em relagcdo as operagdes
com polindmios, se percebeu uma grande dificuldade, advinda também dos conteudos
estruturantes que nao foram bem aprendizados na idade e séries corretas.

No que se refere aos conteudos introdutorios, uma boa parte de alunos conseguiu,
mesmo sem conhecer a defini¢do, explicitar sua compreensao acerca dos numeros complexos.

Na comparacdo entre a avaliacdo diagnodstica e a final, observa-se um percentual
elevado de alunos que lograram éxito em questdes que exigiam a mesma habilidade,
indicando que os sujeitos da pesquisa conseguiram aprender através da metodologia proposta,
porém hé de se ressaltar que ainda permaneceu uma pequena parte de alunos sem um bom
desempenho em questdes com niveis semelhantes, mostrando que, para esses, ndo houve

avangos significativos na aprendizagem para o contetido trabalhado, o que pode ser entendido
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como dificuldade de assimilacdo a partir da proposta metodologica bem como dificuldades
que se acumularam durante todo periodo escolar.

Outro ponto relevante se traduz na definicdo de nlimeros complexos proposta na 1*
questdo da avaliacdo final, em que somente 3 alunos do total de 35 ndo soube responder
satisfatoriamente. Esse percentual de acerto (32 de 35) poderia ser explicado pela
memorizagdo da defini¢do proposta no livro adotado pela escola, porém dos 32 acertos, 17
definiram Numeros Complexos sem nenhuma relagdo com o texto explicitado no livro, sendo
utilizada uma linguagem prépria sobre a compreensdo do conteudo estudado, o que confirma
a viabilidade da proposta metodologica Sequéncia Fedathi.

Em relacdo a faixa etaria, os dados mostram que ndo ha nenhum aluno fora de faixa
para a idade prevista para conclusdo do ensino médio, com maior concentracdo de 15 a 17
anos (57,14%) bem como 42,86% com 18 ou mais, o que mostra um perfil positivo para os
resultados da pesquisa. A distribui¢do por sexo se apresenta de forma equilibrada, 51,43%
masculina e 48,37 feminina, a moradia é predominantemente urbana, o que se configura outro
fator relevante pela disponibilidade de participagdo em eventos e atividades no contra turno e
finais de semana. Ponto que causa estranheza se da pela maioria dos jovens se considerarem
na classe média, o que necessariamente ndo se configura para a realidade local, porém esse
fato se mostra importante por ndo se ter nenhum aluno em situacdo de extrema pobreza.

No que se refere ao grau de interesse por disciplina, a matematica ¢ a segunda com
maio indice de aceitagdo por parte dos alunos, ficando atras apenas da educacao fisica, o fato
ndo chega a ser surpreendente por conta do curso técnico ao qual o aluno optou (finangas),
porém passa a ser um ponto importante para os resultados obtidos na aplica¢do da pesquisa.

Em relagdo ao grau de dificuldade por disciplina, a matematica também ¢ muito bem
avaliada, ocupando a 9" posicdo de 11 disciplinas, fato que pode ser explicado pela
identificagdo com o curso, bem como a sensa¢do de aprendizagem do conteido de nimeros
complexos. A disciplina de fisica teve o menor grau de interesse e o maior grau de dificuldade,
contribuindo para dificuldade de assimilagdo de contetdos que envolvam niimeros complexos.

Em relacdo ao ENEM, 100% dos alunos declararam ter feito em 2015, fato relevante
para a compreensdo da constru¢do dos contetidos a serem ensinados anualmente na escola a
qual a pesquisa foi realizada, pois o contetido de nlimeros complexos nao estava contido nesse
planejamento, sendo ensinado a partir do pedido de aplicagdo da referida pesquisa.

Em relagdo a area que pretendiam seguir, os dados mostram que a maior parte optou
por engenharia (20%), seguido de psicologia (11%) e 9% administracdo. O importante ¢é

ressaltar que, somando todas as areas, escolhidas pelos alunos, que necessitariam do
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conhecimento de nimeros complexos (engenharia, financeira, administragdo, contabeis,
economia e fisica), teriamos 52% de alunos com necessidade desse conteido sem o devido
conhecimento (Grafico 06), esse fato mostra que boa parte dos alunos estdo ingressando no
ensino superior sem conhecimentos prévios de determinadas areas.

Como segunda opg¢do, grande parte dos alunos pesquisados demonstraram interesse
em fazer concurso publico (63%), fato que demonstra expectativas de futuro e trabalho bem
definidos.

Em relag¢@o a metodologia, quando perguntados sobre o que achavam, a aceitag¢ao foi
de 91% considerando os critérios: excelente, 6tima € boa. Mesmo em uma visdo menos
otimista considerando apenas as opgdes excelente e Otima, teriamos ainda um percentual de
aceitagdo de 77%, o que indica uma boa avaliacdo por parte dos discente, um ponto
importante se d4 por nenhum aluno ter considerada insatisfatoria e apenas 9% consideraram
regular (Grafico 08). A postura do professor (mao-no-bolso) foi outro fator aprovado na visdo
discente, com 97% de aceitagdo, levando em consideracdo os critérios “excelente” e “6tima”
(Grafico 09). Fato considerado contraditorio quando confrontado com os 60% de alunos que
consideram que aprenderiam melhor quando o professor faz a exposi¢ao do conteudo (Grafico
11).

Podemos compreender essa contradicdo entre a aceitagdo da metodologia e a
afirmacdo da preferéncia por uma aula expositiva pelo fato dos mesmos viverem uma
dicotomia entre a busca por algo novo e a acomodacao da aula tradicional em que os mesmos
sdo meros receptores de conteudo. Essa contradi¢do pode ser melhor esclarecida quando os
mesmos opinido sobre o que os fazem sentir-se mais a vontade durante as aulas, os dados
revelam que 50% demonstram que ¢ o protagonismo deles mesmos e 32% o trabalho em
equipe, ou seja, metade dos entrevistados consideram que a participacdo efetiva é fator
preponderante no processo de aprendizagem, bem como 32% consideram o trabalho em
equipe e apenas 12% afirmam ser a exposi¢@o do professor.

A confirmagdo mais efetiva que pode ser tirada, se da pelas observagdes dos proprios
sujeitos da pesquisa contidas no quadro 11.

O conteudo de nimeros complexos foi visto por todos os sujeitos da pesquisa como
algo que serviria para ampliar o conhecimento, fato que demonstra a dificuldade de
compreensdo do sentido de se estudar algo sem uma contextualizacao possivel.

No que se refere a conhecimento prévio do contetdo, apenas 2 alunos declararam ter
tido contato com numeros complexos antes do 3° ano do ensino médio, e essa meng¢do se deu

ao conteudo de equacdes do 2° grau estudados no 9° ano do ensino fundamental, o que nos
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remete a uma reflexdo de como os professores do ensino fundamental preparam nossos alunos
para conhecimentos futuros e de como estruturar didaticamente uma aula que possa dar ao
aluno uma visdao maior do que se pode estudar futuramente. Infere-se também por esses dados
que a assimila¢do de conteudos em anos anteriores ficaram a desejar, dificultando assim, a
compreensdo dos conteudos atuais.

A terceira pergunta era: Vocé€ ja havia se deparado com algum conhecimento
relacionado a nimeros complexos antes do 3° ano do ensino médio? Nesse caso, apenas 2 dos
35 alunos afirmaram ter visto, fazendo mengdo a equagdes do 2° grau estudadas no 9° ano.
Embora equagdes do 22 grau estejam contidas no 92 ano, muitos alunos chegam ao ensino
médio sem o dominio, dificultando diretamente a compreensdo de estudos posteriores,
inclusive numeros complexos.

Mesmo com 20% dos discentes ndo vendo aplicagdo do conteido em suas profissdes,
96% consideram satisfatoria a aprendizagem sobre o contetido em tela.

Portanto, mesmo a percep¢ao inicial sobre o conteudo (quadro 11) ndo sendo tdo
receptiva, a metodologia, a postura do professor, bem como o conteudo estudado foram
aceitos por maior parte dos sujeitos da pesquisa, demonstrando a viabilidade do ensino de

numeros complexos por meio da Sequéncia Fedathi como metodologia.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ap6s todo processo de analise e comparagao entre pré-teste e pos-teste, bem como as
analises quantitativas e qualitativas acerca dos aspectos voltados a metodologia, a postura do
professor e ao conteudo de numeros complexos, pode-se inferir que os resultados indicam a
viabilidade da aplicacdo da Sequéncia Fedathi no ensino de Numeros Complexos. Haja vista
que os objetivos propostos para a pesquisa foram alcangados e as hipoteses foram
confirmadas.

A construgdo do conceito de Nimeros Complexos através de uma situagdo problema
com a utilizacdo da Sequéncia Fedathi foi possivel pelo conjunto de agdes empreendidas em
prol do conhecimento. Esses processos se deram pelo protagonismo dos alunos e a mediagao
do professor com a observancia das quatro etapas vivenciadas pelos discentes: tomada de
posicao, maturagdo, solucdo e prova.

A metodologia favoreceu a aprendizagem, tanto pela postura “mao-no-bolso” do
professor quanto pelos acordos didaticos, ressaltando que a postura dos alunos e o bom
comportamento durante as sessdes didaticas se deu principalmente pelo proprio
reconhecimento de inovagdo da proposta apresentada a turma. A dinamica das sessoes
didaticas se apresentava como algo novo para alunos que normalmente recebiam aulas
expositivas. Os resultados obtidos ao final da pesquisa sobre o conteido confirmam a
viabilidade da proposta bem como as observacdes dos sujeitos da pesquisa.

Ha certa inducdo do curriculo escolar pelas avaliacdes externas, fato comprovado na
referida escola pela retirada do contetido de numeros complexos da lista de conteudos a serem
ensinados sob a alegativa de que ndo “cai” no ENEM. Ha de se considerar que grande parte
dos alunos optam por ingressarem em areas afins a matematica e que certamente precisardo de
conteudos prévios que muitas vezes ndo sao cobrados em avaliagdes externas, a exemplo dos
nimeros complexos.

Portanto, a hipotese de que a construgdo do conceito de niimeros complexos seria
possivel a partir de uma situacdo problema com a utilizacdo da Sequéncia Fedathi foi
confirmada.

Dessa forma, espera-se que os resultados desta pesquisa possam subsidiar reflexdes
acerca do rompimento do modelo de ensino apenas expositivo, mostrando a relevancia do
protagonismo do aluno na construcio de seu proprio conhecimento.

O produto educacional consiste em um material pedagdgico, construido a partir da

Sessao Didatica I, em que se apresentam todos os procedimentos ocorridos para que o aluno
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pudesse compreender o conceito de nimeros complexos a partir de uma situagdo problema

seguindo as etapas da Sequéncia Fedathi.
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APENDICE A

ESCOLA ESTADUAL DE EDUCACAO PROFISSIONAL CAPELAO FREI ORLANDO

Nome: N°: Data: __ /__/  Ano/Série: 32 Ano - Financas

Avaliacido Diagnéstica
Prezados alunos(as), essa avaliagdo tem como objetivo identificar seu nivel de conhecimento em relagdo aos
requisitos basicos para aprendizagem do conjunto dos Numeros Complexos.
Professor Paulo Alexandre

Obs. Todos os calculos deverdo constar na folha ou em anexo.

01 — Determine os valores das expressdes abaixo:

a) =5+9
b) -3-6
¢c) —3.(-8)
d =

02 — Determine o valor de x nas equagdes:
a) x2—3x+2=0
b) —3x+2=-5
c) x24+4=0

03— Execute a multiplicagdo dos polindmios (x+3).(x-2).

04 — Determine os valores das potencias abaixo:
a) (-2)?
b) 53
c) 472
05 — Determine o valor das raizes abaixo:
a) \/4_
b) V=9
c) V16
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APENDICE B

ESCOLA ESTADUAL DE EDUCACAO PROFISSIONAL CAPELAO FREI ORLANDO

Nome: Ne: 3° Ano - Financas Data: _ / /

Professor: Paulo Alexandre Conteudo: Numeros Complexos

Obs. Todas as questdes deverio conter o referido calculo, caso seja feito em outra folha, por favor, anexar
a prova.

AVALIACAO DE MATEMATICA

01. Para vocé, o que ¢ um nimero complexo? E o que representa a unidade imaginaria i?

02. Ao resolver a equacdo x> + 4 = 0, obtemos:

03. Quais as raizes da equagdo x> -4x +5=0.

04. Dado o ntimero complexo Z;= (x? — 4) + (y — 3)i, determine os valores de X e y para
que Z; seja:

a) Real.
b) Imaginario puro.

05. Determine o conjugado dos niimeros complexos:

a) Z;=3+2i
b) Zz = _3
C) Z3 = _21,

Nada lhe posso dar que ja ndo exista em vocé mesmo. Nao posso abrir-lhe outro mundo de
imagens, além daquele que ha em sua propria alma. Nada lhe posso dar a ndo ser a
oportunidade, o impulso, a chave. Eu o ajudarei a tornar visivel o seu proprio mundo, e isso €
tudo.

Hermann Hesse
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APENDICE C

QUESTIONARIO

Marque com um x as questdes de multipla escolha.

DADOS DE IDENTIFICACAO
01) Sexo:
() Masculino ( ) Feminino
02) Idade:
() 15 anos oumenos ( )Entre 15e 17 anos ( ) 18 anos ou mais
03) Moradia:
( ) Zona Urbana ( ) Zona Rural
04) em qual faixa social vocé se considera incluido?
( )Baixa ( )Meédia( ) Alta

05) Atribua os conceitos a cada disciplina conforme seu grau de interesse e identificacao:

( B) Bastante ( P) Pouco Interesse
(R ) Razoavel (N ) Nao Gosto

() Lingua Portuguesa () Lingua Portuguesa
() Arte () Biologia

() Educagao Fisica () Historia

() Matematica () Geografia

() Fisica () Filosofia

() Quimica () Sociologia

06) Indique seu grau de dificuldade em relacéao as disciplinas abaixo

conforme conceitos sugeridos.

( B ) Bastante ( P) Pouco Interesse

(R ) Razoavel (N ) Nao Gosto

() Lingua Portuguesa () Quimica

() Arte () Lingua Portuguesa
() Educagao Fisica () Biologia

() Matematica () Histoéria

() Fisica () Geografia
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() Filosofia () Sociologia

07) Participou do ENEM 2015?

( )Sim Nao( )

08) Se nao fez 0o ENEM em 2015, pretende fazer posteiormente?

( )Sim Nao( )

09) Caso a respota das questdes 8 e 9 sejam positivas, qual area pretende seguir?
() Educagao

() Saude

() Direito

() Outra. Especifique

10) Caso nao tenha interesse em fazer o ENEM/Vestibular, que outro rumo planeja para
seu futuro estudantil e/ou profissional?

() Ingressar no mercado de trabalho.

() Fazer concurso

() Submeter-se a sele¢do de alguma empresa

() Colocar negocio proprio.

() Outro. Especifique
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METODOLOGIA

01) O que vocé achou da metodologia utilizada pelo professor?
() Excelente

( ) Otima

( )Boa

() Regular

() Insatisfatoria

02) O que vocé achou da postura do professor durante as aulas?
() Excelente

( ) Otima

( ) Boa

() Regular

() Insatisfatoria

03) O que te faz sentir mais a vontade durante uma aula?

() Ouvir a explica¢do do professor.

() Fazer trabalho em equipe.

() Ser protagonista de seu proprio conhecimento.

() Outro. Especifique

04) Vocé acha que consegue aprender melhor quando:
() O professor faz a exposi¢do do contetido

() O trabalho ¢ realizado em equipe.

() As resolugdes sdo feitas no quadro.

() Outro. Especifique

05) Sobre a metodologia utilizada, quais as observacoes, sugestoes, critcas a fazer?
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NUMEROS COMPLEXOS

1) Vocé considera que aprenderia melhor nimeros complexos se:

() Tvesse absorvido melhor os conceitos basicos estudados no ensino fundamental.
() Tivesse maior identificacdo com a matematica.

() Tivesse maior identificagdo com o professor.

() Outro. Especifique

2) Para vocé, qual a importancia de se estudar niimeros complexos?
() Atingir a média e ser aprovado.

() Ampliar o conhecimento.

() Nao hé importancia.

() Outro. Especifique

4) Vocé ja havia se deparado com algum conhecimento relacionado a nimeros
complexos antes do 3° ano do ensino médio?

( )Sim Nao( )

Se sim, qual?

5) Vocé se sente um aluno mais preparado com relacio ao contetido estudado?
( )Sim Nao( )

6) Ao fazer uma analise do conteudo trabalhado, vocé considera que conseguiu
compreender o conceito de niumero complexo?
( )Sim Nao( )

7) Vocé acha que os Numeros Complexos servirdao para utilizacdo no campo de trabalho
ao qual pretende seguir?
( )Sim Nao( )

8) Para vocé, qual o sentido de se estudar Numeros Complexos?

9) Quando vocé se deparou a primeira vez com Numeros Complexos, o que
achou/pensou?

10) Que conclusées vocé tira apoés ter estudado Numeros Complexos?
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APENDICE D
SESSAO DIDATICA I

Sessio Didatica 1 - Construcio do Conceito de Numeros Complexos a partir da
resolucio de um problema histérico.

Por:
Paulo Alexandre Souza Queiroz
1. Justificativa Metodolégica

A SF propde ao aluno uma nova postura de aprendizagem, colocando-o como
protagonista de sua propria aprendizagem, além de permitir ao professor a mediacdo do
ensino de maneira planejada e orientada, com a utilizagdo de perguntas desafiadoras com a
postura “mao-no-bolso”.

2. Preparacao da Sessiao Didatica

No entendimento de que o planejamento ¢ o momento de preparacdo da “‘sessdo
didatica” e que o plano ¢ a execugdo, ou seja, a SF em aplicada, ao iniciar a sessdo didatica, o
professor devera ter feito um diagnoéstico para melhor subsidiar o processo de aprendizagem,
nesse caso, observa-se que a sala em questdo apresenta para os contetidos prévios necessarios,

2.1 Justificativa do Conteudo

O conjunto dos niimeros complexos € conteudo exigido em cursos de graduacdo em
matematica, fisica, engenharia dentre outros.

2.2 Publico Alvo

Alunos do 32 ano de uma escola publica estadual de ensino médio situada no
municipio de Canindé.

2.3 Recursos Didaticos

Livro didatico, caderno, pincel, quadro branco, lapis e borracha.
2.4 Duracao da Sessao Didatica

140 minutos, equivalente a duas horas-aula.

2.5 Dificuldades que podem ser enfrentadas
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A primeira dificuldade que podera ser encontrada ¢ a relacdo distante de resolucdo de
equagdo do 22 grau que ¢ ensinada no 9° ano, com a introdugdo do conceito de nimeros
complexos que sdo ensinados no 32 do ensino médio, ou seja, ha pelos menos 3 anos entre o
ensino dos dois conteudos citados. Outro ponto relevante ¢ a dificuldade de se trabalhar com a
extracdo de raizes quadradas por conta da ndo assimilagdo do conteudo de potenciacdo no
periodo correto de aprendizagem. A falta de sentido de se estudar um contetido de dificil
aplicacdo pratica podera causar desestimulo e descrédito do contetido.

2.6 Pré-requisitos necessarios ao ensino do conteudo

Dominio da potenciagdo e radiciacdo e suas propriedades, bem como da resolugdo de
equagdes de primeiro e segundo graus, associado as operagdes com monomios € polindmios
além do conhecimento acerca dos conjuntos numéricos e suas caracteristicas.

2.7. Acordo Didatico

2.7.1 Nessa sessao didatica:

Expectativas do Professor: espera que os alunos possam participar ativamente das
atividades propostas, mantendo respeito e cumprindo aquilo que lhe for proposto.

Expectativas dos Alunos: espera que o professor seja atencioso, que procure tirar as
duvidas de modo a possibilitar uma melhor aprendizagem e consequentemente consigam

chegar a solugdo do problema proposto.

2.8 Avaliacao

Nessa sessdo, o aluno sera avaliado mediante o desempenho demonstrado no
decorrer da aplicagdo das atividades bem como através dos registros escritos acerca das
indagagdes e inquietagdes sobre o contetdo.

3. Conteudo da Sessiao Didatica

Historia dos Numeros Complexos;
Exploracdo do conceito de Numeros Complexos;
Formalizagdo do conceito de Numeros Complexos.

3.1 A pergunta

O professor devera apresentar um resgate historico dos conjuntos numeéricos,

iniciando com o surgimento do conjunto dos niimeros naturais e refletindo sobre o contexto
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em que surgiram os demais conjunto: inteiros, racionais, irracionais e reais. E concluindo com
uma pergunta, o conjunto dos numeros reais ¢ suficiente para responder todas as questdes

matematicas atuais?

3.2 Objetivos da Sessao Didatica
3.2.1 Objetivo Geral

Construir o conceito de Numeros Complexos partindo de uma situagdo problema e
utilizando as etapas da Sequéncia Fedathi com a postura “mao no bolso”.

3.2.1 Objetivos Especificos

Fazer um resgate histérico dos acontecimentos que contribuiram para a necessidade e
o surgimento dos Numeros Complexos.

Construir o conceito de N.C a partir da compreensao da impossibilidade de se extrair
raiz quadrada de nimeros negativos no conjunto dos numeros reais.

4. Tomada de Posicao (12 etapa da SF)
4.1 Apresentacio do acordo didatico aos alunos elaborado no item 2.7.1.
4.2 Situacio desafiadora: propor o seguinte problema

Dividir um seguimento de comprimento 10 em duas partes tal que o produto seja 40.
Em seguida o professor inicia juntamente com a turma, o processo de formalizacdo do
conceito.

4.3 Hipéteses

E possivel que os alunos apresentem dificuldade em representar a equagdo ou o
sistema de equagdes que resultam em uma equacdo de segundo grau com discriminante
negativo.

4. Maturacao (22 etapa da SF)

Momento em que o aluno se debruga sobre o problema, refletindo, pensando,
contextualizando, perguntando acerca do conteudo em questdo. Oportunidade em que o
professor podera explorar as perguntas para proporcionar um melhor direcionamento da
aprendizagem mediante reflexdes, perguntas, apontamentos ¢ proposicdes.
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4.1 Contraexemplo
Podemos extrair raiz quadra de um niimero negativo como v—16?
4.2 O erro
Caso os alunos ndo consigam encontrar uma solugdo, o professor devera redireciona-
los para outros caminhos que os possibilitem chegar a uma solugdo. Nesse caso, o aluno
devera refazer, caso necessario, varias tentativas para se chegar a uma proposta.

4.3 Dificuldades no desenvolvimento da solucdo na situacio proposta

As dificuldades advindas de contetidos prévios ndo absorvidos deverdo ser sanadas no
decorrer da sessdo com pequenas revisoes do que se considerar necessario.

5. Solucio (32 etapa da SF)
Os alunos deverdo apresentar as solugdes encontradas para que se possa chegar a um

resultado satisfatorio, esse processo poderd ser composto por uma construgdo baseada na
construcdo coletiva da solugdo para o problema proposto.

6. Prova (42 etapa da SF)

Os estudantes fardo a averiguagdo da solug¢do encontrada confrontando-os com os
dados iniciais apresentados.

7. Consideracoes

Esta sessdo iniciou-se com a apresentacdo de um breve historico acerca do
surgimento dos Numeros Complexos bem como utilizou uma situacdo-problema para a
construcdo do conceito a partir das proprias conclusdes dos alunos, mediante a postura “mao
no bolso” do professor.
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PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
CENTRO DE CIENCIAS
CURSO DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE CIENCIAS E
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AUTORIZACAO DO USO DE DADOS INSTITUCIONAIS

Declaramos para os devidos fins, que autorizamos ao pesquisador Paulo Alexandre
Sousa Queiroz, a utilizacdo do nome da institui¢do Escola Estadual de Educacgio
Profissional Capeldao Frei Orlando, na pesquisa intitulada Uma Proposta
Metodologica para o Ensino dos Numeros Complexos: Historia e Pratica, com a
orienta¢do da Profa. Dra. Ana Carolina Costa Pereira.

Deste modo, ciente do estabelecido acima:
() SIM, CONCORDO COM TERMO E AUTORIZO O USO DO NOME DA
INSTITUICAO.

()NA CONCORDO COM O TERMO E NAO AUTORIZO O USO DO NOME DA
INSTITUICAO.

Canindé, 15 de abril de 2016.

Maria Taylana Queiroz Martins
Diretora Escolar
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