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RESUMO

Nesta tese caracterizaremos compacidade fraca em conjuntos limitados, fechados e convexos
usando algumas variacdes da propriedade do ponto fixo. Inicialmente faremos isso em espagos de
Banach, usando a Propriedade do Ponto Fixo Genérica (PPF-G) para a classe de aplicagdes afins
bi-Lipschitz. Depois introduzimos um relaxamento desta nocdo (PPF-FG) e mostraremos que
um subconjunto convexo, limitado e fechado de um espago de Banach é fracamente compacto
se, e somente se, ele possui o PPF-FG para aplicagdes afins 1-Lipschitz. Também exploraremos
a existéncia de sequéncias bésicas e sistemas quase biortogonais com restrigdes topoldgicas em

espacos localmente convexos e estudaremos algumas de suas aplicagdes.

Palavras-chave: Compacidade fraca. Propriedade do ponto fixo. Aplica¢des afins bi-Lipschitz.

Sequéncias bésicas. Sistemas quase biortogonais



ABSTRACT

In this thesis we will characterize weak-compactness of bounded, closed convex sets using some
variations of the fixed point property. We will initially do this, in Banach spaces, using the
Generic Fixed Point Property (G-F PP) for the class of affine bi-Lipschitz maps. Then introduce a
relaxation of this notion (WG-F PP) and proved that a closed convex bounded subset of a Banach
space is weakly compact iff it has the WG-F PP for affine 1-Lipschitz maps. We also explore the
existence of basic sequences and almost-biorthogonal systems with topological constraints and

some of their applications in the framework of locally convex spaces.

Keywords: Weak-compactness. Fixed point property. Affine bi-Lipschitz maps. Basic sequen-

ces. Almost-biorthogonal systems.
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1 INTRODUCAO

Em uma variedade de problemas emergentes em muitos ramos da andlise funcional,
um grande desafio consiste em caracterizar determinados fendmenos topolégicos subjacentes.
No cendrio dos espacos de Banach, compacidade fraca constitui uma das mais importantes e
uteis propriedades topoldgicas, com impacto em diversas areas do conhecimento. Do ponto
de vista tedrico, sua importancia € testemunhada em vdrias linhas de pesquisas devotadas a
caracterizacdo de compacidade fraca.

Na teoria de pontos fixos o seguinte tipo de questionamento € pertinente e natural:
Em que medida compacidade pode ser descrita em termos da propriedade do ponto fixo (PPF)?
Recordemos que um espago topoldgico C € dito ter a PPF para uma classe de aplicacdes
M, se cada f € 4 com f(C) < C tem um fixo ponto. Aspectos topoldgicos relacionados
com a propriedade do ponto fixo tem sido estudados ao longo de varios anos, cf. (KLEE,
1955; FLORET, 1980; LIN; STERNFELD, 1985; DOBROWOLSKI; MARCISZEWSKI, 1997;
BARROSO et al., 2013; BENAVIDES et al., 2004) e suas referéncias.

No contexto puramente métrico, € recorrente lidar com a no¢ao de compacidade
que advém de topologias mais finas do que a topologia da norma. Nesses casos, o problema
frequentemente sujeita-se a consideracdes estruturais. Com efeito, considerando que espacos
de Banach dotados de certas estruturas, tais como bases de Schauder, bases incondicionais, etc,
tendem a serem mais facilmente trataveis, € natural esperar obter respostas para o questionamento
acima a partir da estratégia de explorar o impacto dessas estruturas no estudo da propriedade de
pontos fixos. Esta tem sido uma das principais abordagens tedricas em muitos trabalhos sobre
caracteriza¢des de compacidade fraca em termos da PPF para aplicacdes nao expansivas (isto €,
1-Lipschitz). Por exemplo, em (LENNARD; NEZIR, 2011) Lennard e Nezir provaram, que se um
espaco de Banach contém uma cépia assintoticamente isométrica a sequéncia basica cp-somas
(xn), entdo C = co({x,: n € N}) falha em ter a PPF para aplica¢des afins ndo expansivas. Um
outro interessantissimo exemplo € ilustrado pelo seguinte problema em aberto: Suponha que
C seja um subconjunto limitado, fechado, convexo e ndo-fracamente compacto do espaco cy.
Entdo, é sempre verdade que existe uma aplicagc@o afim 1-Lipschitz f : C — C sem pontos fixos?
Convém lembrar que o espaco c¢g € bastante rico estruturalmente; por exemplo, a base candnica

de ¢ é incondicional.
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Nesta tese estamos em principio interessados em descrever compacidade fraca
considerando aspectos hereditdrios da PPF associados a familia das aplicacdes afins bi-Lipschitzs.
Mais especificamente, estamos interessados em um relaxamento da PPF conhecido como PPF-
genérica (PPF-G), uma nog¢do que foi introduzida pela primeira vez em (BENAVIDES et al.,
2004), veja a Defini¢do 3.0.1.

Seja X um espago vetorial topolégico (evt) e M um subconjunto convexo de X.
Doravante denotaremos por % (M) a familia de todos os conjuntos limitados, fechados e convexos
de M. A seguir apresentamos as principais fontes de inspiracao para esta tese. A primeira vem
de um resultado devido aos autores Dowling, Lennard e Turett (veja (DOWLING et al., 2002;
DOWLING et al., 2003)). Eles provaram que quando X é um dos espagos cg, L1 (0, 1) ou £;, um
conjunto C € #(X) é fracamente compacto se, e somente se, ele tem a PPF-G para aplicacdes
afins ndo expansivas. Uma outra importante motiva¢ao vem do seguinte resultado provado em
2004 por Benavides, Japon-Pineda e Prus, que vai na direc@o de tornar o resultado anterior mais

abrangente.

Teorema 1.0.1 (BENAVIDES et al., 2004) Seja X um espaco de Banach e C € #(X). Entdo C é
fracamente compacto se, e somente se, C possui a PPF-G para aplicagoes afins continuas. Além
disso,

(i) se X é cy (equipado com a norma do supremo) ou J, (o espago James), entdo estas
condicoes sdo equivalentes a: C possui a PPF-G para aplicacoes afins uniformemente
Lipschitzianas.

(ii) se X é um espaco de Banach L-megulhado, entdo C é fracamente compacto se, e somente

se, possui a PPF-G para aplicacdes afins ndo expansivas.

Em geral, ndo se pode esperar descrever compacidade fraca em termos da PPF para
a familia das aplica¢des afins 1-Lipschitzs. Em 2008, Pei-Kee Lin (LIN, 2008) mostrou que se o

espaco ¢ estiver munido com a norma
8k
x| =sup——-= > |x(n arax = (x(n))>, el
Il ke§1+8",§| (n)] p (x(r))nzs € 1,

que ¢ equivalente a norma de ¢, entdo cada C € Z(((1, ||| »)) possui a PPF para aplica¢des
ndo expansivas. Consequentemente, uma vez que (¢1,]||-|| ») nao é reflexivo, a bola unitaria
B, |-|,) deixa de ser fracamente compacta. Contudo, verifica-se que C € # (1]l ) possui

a PPF-G para aplicacOes afins ndo expansivas.
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Um outro resultado de natureza semelhante € devido a T. Gallagher, C. Lennard e R.
Popescu (GALLAGHER et al., 2015). Eles exibiram um conjunto ndo fracamente compacto
Ce %((c,||x)) que possui a PPF para aplicagdes ndo expansivas, onde ¢ € o espago de Banach
das sequéncias reais convergentes. No entanto, ¢ uma questao aberto saber se para cada conjunto
ndo fracamente compacto C € %(cy), existe ou ndo uma aplicagdo afim ndo expansiva f : C — C
que ndo possui pontos fixos.

Com esses fatos em mente, € natural indagar se compacidade fraca também descreve
PPF-G para a familia das aplicacdes afins e uniformemente Lipschitzianas em espacos de Banach
arbitrérios, isto €, aplicag¢des f : C — C que satisfazem:

@) f(1=A)x+Ay)=(1—-A)f(x)+Af(y), para todo x,y € C, todo A € (0,1),

@) [|f"(x) = f"(y)| < M|x—y|, para todo x,y € C, todo n € N e algum M > 0 fixo.
Mais precisamente,
Problema. Dado um espaco de Banach X, um conjunto C € #(X) é fracamente compacto se, e
somente se, C possui a PPF-G para aplica¢des afins uniformemente Lipschitzianas.

E claro que se f é continua em norma e afim, e f(C) = C com C fracamente
compacto, entdo pelo Teorema de Schauder-Tychonoff segue-se que f possui um ponto fixo.
Portanto, a parte ndo trivial consiste em mostrar que se C ndo é fracamente compacto, entdao
existe um conjunto K € #(C) e uma aplicagdo f : K — K afim e uniformemente Lipschitziana
sem pontos fixos. Em uma andlise primdria nos diversos artigos que tratam desse tipo de
problema, observa-se uma estratégia padrao que pode ser sumarizada sucintamente nos seguintes
argumentos: Se C ndo € fracamente compacto, entdo pelo Teorema de Eberlein-Smulian existe
uma sequéncia (x,) em C que ndo possui subsequéncias fracamente convergentes. De posse da
sequéncia (x,), tenta-se usar algum teorema do tipo dicotdmico estrurual, como os cldssicos
teoremas de H. Rosenthal, ¢1-Teorema ou co-Teorema, afim de extrair alguma subsequéncia de
(xn) que possua um comportamento estrutural favoravel a solu¢do do problema supracitado. No
entanto, uma dificuldade técnica que se apresenta € a seguinte. Como obter sequéncias wide-(s)
que dominam todas as suas subsequéncias; isto é, sequéncias (x,) tais que existem constantes

L1,L, > O relativas as quais valem as seguintes desigualdades:

n n n n
‘ Z a;| <L H Z ax;l|, € H Z AiXp || < LzH Z a;x;
i=1 i=1 i=1 i=1

para todo (n;) € [N] com n; > i, i € N, e para todo n € N e todas as escolhas de escalares

(a;)"_,. Em tais circunstancias, pode-se estabelecer a falha da PPF-G em C para aplicacdes afins

uniformemente Lipschitzianas.
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Acontece que este tipo de estimativa traz consigo um carater de “incondicionalidade”.
Com efeito, bases incondicionais, bem como bases quase simétricas (no sentido de (ANDROU-
LAKIS et al., 2006, Corollary 2,7)) sdo exemplos de sequéncias bdsicas com tal propriedade.
Portanto, sequéncias bésicas satisfazendo a desigualdade acima podem ser dificeis de obté-las, ja
que (GOWERS; MAUREY, 1993) mostraram que existem espacos de Banach que nio possuem
sequéncias bésicas incondicionais.

O principal objetivo desta tese € resolver o problema acima para a classe de aplicacdes
afins bi-Lipschitz e explorar um relaxamento da PPF-G que parece ser razodvel para o contexto
de 1-Lipschitz, num sentido mais generalizado do termo.

Esta tese estd dividida em duas partes. Na primeira parte resolveremos o problema
acima, isso serd feito nos Capitulos 3 e 4. Na segunda parte, Capitulos 5 e 6, exploraremos a
existéncia de sequéncias bésicas e sistemas quase biortogonais com restri¢des topoldgicas em
espacos localmente convexos e algumas de suas aplicagoes.

Com o objetivo de facilitar a leitura desta tese incluimos nela dois apéndices, os
apéndices A e B, no A faremos um breve estudo de espacos localmente convexos € no B falaremos

da topologia fraca.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, a menos de men¢do em contrario, admitiremos que X é um espaco
localmente convexo. Os leitores que ndo estejam familiarizados com esses espagos devem
consultar o Apéndice A para defini¢des basicas e resultados conhecidos na teoria dos espacos
localmente convexos. Comecgaremos com algumas defini¢des e, em seguida, apresentaremos

alguns resultados que serdo utilizados nos capitulos que se seguem.

Definicao 2.0.1 Um conjunto C < X é convexo se para todo x,y € C

X+y

C.
26

Definicao 2.0.2 Seja A = X. Chama-se de envoltoria convexa de A ao conjunto
co(A) = {Ztix,-: neNxicA, ;=0 e Eti _ 1}.
i=1 i=1

Definicao 2.0.3 Seja A = X. Chama-se de envoltéria absolutamente convexa de A ao conjunto

n n
aco(A) = {Ztixi: neNx;eA, e Z|t,~| < 1}.
i=1 i=1

Definicao 2.0.4 Dado C c X convexo, diremos que uma aplicacdo f: C — X é

1. Afim quando
(=205 2y) = (1= 2)F(6) + A £,

para todo A € [0,1] e todo x,y € C.

2. Ndo p-expansiva quando

p(F()—f1)) <plx—y).

para todo x,y € C, onde p é uma seminorma continua em X.
3. p-Uniformemente lipschitiziana quando existem M > 0 e uma seminorma continua p tais

que

p(F')—1"0)) < Mp(x—).

para todo x,y € C e todo n € N.
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4. p-Bi-lipschitiziana, quando existem constantes Ly,L, > 0 tais que
Lip(x=y) <p (/1) ~ 1)) < Lap(x—)
para todo x,y € C, sendo p seminorma continua em X.

Observacio 2.0.5 Quando X é um espago normado com norma | - | diremos simplesmente
que [ é ndo expansiva (respectivamente, uniformemente Lipschitziana, bi-Lipschitziana) para
significar que f é 1-Lipschitiziana (respectivamente, uniformemente Lipschitziana, bi-Lipschitz)

com relacdo a | - |.

Definicao 2.0.6 Uma sequéncia (x,) em um espago localmente convexo X é chamada uma base

para X, se para cada x € X existe uma tinica sequéncia de escalares (ay) tal que

0
x= Z anpXy.
n=1

Se (x,) € uma base para X entdo ficam bem definidos, para cada n € N, funcionais lineares

o0

*

X, Zanxn =a,.
n=1

Se os funcionais (x),) sdo continuos entdo a base (x) é dita ser uma base de Schauder para X.

x;, : X — R dados por

Além disso, se os operadores de projecdo P, : X — X, definidos por

e} m
P, 2 apx, | = Z anXn
n=1 n=1

sdo equicontinuos entdo a base de Schauder (x,) é chamado equi-Schauder.

Sabemos que nem todo espaco X possui uma base de Schauder. Por exemplo,
(ENFLO, 1973) construiu um espaco de Banach separdvel que ndo possui base de Schauder (veja
Teorema 1.5.1 de (CASAZZA; GUERRE-DELABRIERE, 1994)). No entanto, em (BESSAGA;
PELCZYNSKI, 1958) C. Bessaga e A. Pefczyriski provaram que todo espago de Banach admite
um subespaco de dimensdo infinita com uma base de Schauder (veja Proposi¢do I.1.7 de

(CASAZZA; GUERRE-DELABRIERE, 1994)). Isso motiva a seguinte definicao.

Definicio 2.0.7 Diremos que uma sequéncia (x,) em um espaco localmente convexo (X, 1) é

) ., T
bdsica se ela constitui uma base de Schauder para [x,] .
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A seguinte proposi¢do caracteriza sequéncias basicas em espagos de Banach. Para

sua demonstrac¢io veja (BOTELHO et al., 2012, p.320).

Proposicao 2.0.8 (Critério de Banach-Grunblum) Uma sequéncia (x,) de elementos diferentes
de zero em um espago de Banach X ¢é bdsica se, e somente se, existe uma constante M > 0 tal

que

m n
Zaixi <M Zaixi (2.1)
i=1 i=1

para qualquer sequéncia de escalares (ay) e quaisquer nimeros inteiros m < n.

Definicao 2.0.9 O infimo das constantes M que satisfazem a desigualdade (2.1) é chamada
constante bdsica de (x,). Quando ndo houver perigo de confusdo, usaremos a letra K para

denotar a constante bdsica de (x,). Convém destacar a seguinte relagdo conhecida para K :
K = sup||P,|.
n

Definicao 2.0.10 Diremos que uma sequéncia (x,) em X domina outra sequéncia (y,) se existe

uma constante L > 0 tal que H ZZO=1 anyn|l < LH Z,Olozl a,,an para toda sequéncia (ay) € coo.

Definicdo 2.0.11 Duas sequéncias (x,) e (y,) em espagos normados X e Y, respectivamente,

sdo equivalentes quando existem Ly,L, > 0 tais que

o0 o0 0

L H 2 aixi| < H 2 ayi| < LzH Z ax;
‘ X £ Y 4
i=1 i=1 i=1

para todo (a;) € coo. Quando Ly = 1/L e Ly = L diremos apenas que (x,) e (y,) sdo L-

X

equivalentes e denotaremos por (x,) ~r (yn)-

Segue direto do Critério de Banach-Grunblum que: se (x,) ~ (y,) entdo (x,) é bdsica
se, e somente se, (y,) € basica.

Em muitas situagdes € importante encontrarmos sequéncias basicas equivalentes, a
partir de uma sequéncia basica dada. O seguinte Teorema fornece um modo prético de fazer isso,

na verdade ele € um famoso resultado conhecido como o Principio da Pequena Perturbacdo.

Teorema 2.0.12 Seja (x,) uma sequéncia bdsica em um espago de Banach X. Se (y,) é uma

sequéncia em X tal

Q0
Dl =yl =6 <1

n=1



entdo (y,) é uma sequéncia bdsica equivalente a (xy).

Demonstracdo: Veja Teorema 10.4.7 de (BOTELHO et al., 2012).
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3 COMPACIDADE FRACA EM ESPACO DE BANACH

Neste capitulo apresentaremos nossos principais resultados que versam sobre ca-
racterizacdes de compacidade fraca em termos da propriedade do ponto fixo (PPF). Para que
possamos enunciar de forma precisa nossos resultados, antes faremos algumas consideracdes.

Seja X um espago de Banach com norma |- | e M um subconjunto convexo de
X. Considere a familia % (M) de todos os subconjuntos convexos, limitados e fechados de M.
Recordemos que um conjunto nio vazio C € #(X) é dito ter a PPF para uma classe de aplica¢des
M, se cada f e ., com f(C) < C, possui um ponto fixo, isto é, existe x € C tal que f(x) = x.

Nossos resultados estio relacionados com a seguinte variacdo da nocdo de PPF

surgida em 2004.

Definicdo 3.0.1 (BENAVIDES et al., 2004) Dizemos que um conjunto ndo vazio C € #(X)
possui a propriedade do ponto fixo genérica (PPF-G) para uma classe de aplicacoes M se,

para cada aplicagcdo f € M e cada K € B(C) tal que f(K) < K, f possui um ponto fixo em K.

O objetivo deste capitulo € caracterizar compacidade fraca em espacos de Banach,
usando PPF-G para aplicacodes afins bi-Lipschitz. Para ser capaz de fazer isso, primeiro precisa-

mos lancar alguma luz sobre a estrutura inerente das sequéncias seminormalizadas.

3.1 Sequéncias seminormalizadas

Comecemos com a defini¢ao de sequéncias seminormalizadas.
Definicao 3.1.1 Uma sequéncia (x,) em X é chamada seminormalizada se
0 < inf |x,| < sup [x,| < co.
n n

Dada uma sequéncia bdsica (x,), sejam [x,] e K, respectivamente, o fecho do espago
gerado por (x,) e sua constante bdsica. Neste caso, vamos denotar por P, e R, as projecdes
naturais dadas por P,x = >\, x7(x)x; € Ryx = x — Pyx onde x € [x,] e {x]}°, sdo os funcionais
biortogonais de (x,). Lembre-se que K := sup,, | B,||. Na literatura basica de Andlise Funcional
encontramos também a expressdo Se que € usada para representar o espaco de Banach de
todas as sequéncias de nimeros reais (c,), com ¢, < o, dotado com a sua norma natural

|(cn)]se := supy| Zﬁ:l ¢y |- Doravante, chamaremos de base de somas a sequéncia (s,) formada
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pelas somas s, = e] + €2 + ... + ¢, onde (e,) sdo vetores unitirios em Se dados por e, = (6pi)2 |,
onde &;; representa o delta de Kronecker.

A primeira observagdo nao trivial sobre sequéncias bdsicas que usaremos € o seguinte
resultado. Convém informar que esse resultado, ainda que basico, ndo consta disponivel na
literatura presente. De fato, uma parte da prova usa um recente resultado de Hajek and Johanis

de 2010.

Proposicdo 3.1.2 Seja (x,) uma sequéncia bdsica em X e (o) < (0, 1] uma sequéncia ndao

decrescente de niimeros reais. Entdo (xn) ~og/q, (OnXyn) onde K € a constante bdsica de (xy).

Demonstragdo: Seja L = 2K /o . Para provar que (oy,x,) é L-dominada por (x,), usaremos as
ideias contidas em Hajek-Johanis (HAJEK; JOHANIS, 2010). Denotemos por P; a projecio

natural ao longo de um intervalo finito / c N e definimos uma nova norma em [x,| por
x| = sup{||Pix| : I =N, intervalos finitos } ~parax € [x,].

Note que com essa norma os operadores P, e R, satisfazem: ||P,|| <1 e [|R,[| < 1. Usando a
Proposi¢ao 2.0.8 uma conta direta mostra que ||x| < ||x[| < 2K]|x| para todo x € [x,,]. Combinando

essa ultima desigualdade com (HAJEK; JOHANIS, 2010, Lemma 5-(a)), temos

o0 0 0 o)
H Z a;ox;| < 2 a;oixi||| < 2 aixill| < ZKH 2 ax;
i=1 i=1 i=1 i=1

Mostrando que (x;,) domina (,x,) com constante 2K, como 0 < a; < 1, concluimos que (x;,)

para todo (a;) € cgp.

domina (0,x,) com constante L = 2K/ ¢
Para provar a desigualdade inversa, fixemos N € N e escolhemos qualquer sequéncia

de escalares (a,-)fy: |- Combinando as somas parciais de Abel

N—-1

N
Zananxn = Z — Oy41 Zaxl+aNZax,
n=1

n=1 i=1

com o fato de ||P,(x)]|| < [|x|| obtemos

N N — n
Zananxn = Oy Za,-x,— Z Op+1— Zaixi
n=1 i=1 i=1
N N N
= oN Zaixi 2 Oyt — Zaixi =0 Zaixi )
i=1 n=1 i=1

i=1

2:
_,_.

usando que |- | < |[-[| <2K]| - | obtemos

N N
K Zananxn = o Zanx,, .
n=1 n=1
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Como N € N era qualquer, isso conclui a prova. o

Na sequéncia, vamos relembrar algumas nog¢des introduzidas por H. Rosenthal.

Definicao 3.1.3 (ROSENTHAL, 1994) Uma sequéncia seminormalizada (x,) em X é chamada:
(i) Nao-trivial fracamente de Cauchy, se (x,) é fracamente de Cauchy mas ndo converge na
topologia fraca.
(ii) sequéncia wide-(s), se (x,) € bdsica e domina a sequéncia de base de somas.

(iii) (s)-sequéncia, se (x,) € fracamente de Cauchy e wide-(s).

A préxima proposicao foi extraida de (ROSENTHAL, 1994, Proposi¢ao 2.2.), ela
relaciona sequéncias néo-triviais fracamente de Cauchy com (s)-sequéncias em espagos de

Banach.

Proposicao 3.1.4 Seja (x,) uma sequéncia ndo-trivial fracamente de Cauchy em um espaco de

Banach. Entdo (x,) possui uma (s)-sequéncia.

Definicio 3.1.5 Diremos que uma sequéncia (x,) em um espaco de Banach é fortemente somdvel
quando ela é bdsica, fracamente de Cauchy e para toda sequéncia de escalares (&) tais que

sup | Yi_; x| < o0, entdo 37| o < o0,

(ROSENTHAL, 1994) provou que cada sequéncia nao-trivial fracamente de Cauchy
em X ou admite uma subsequéncia fortemente somdvel ou uma base de blocos convexos que é
equivalente a base de somas. No contexto da teoria métrica de pontos fixos, a parte desejavel
desse resultado fundamental sobre a estrutura dos espacos de Banach é a parte que concerne sobre
blocos convexos equivalentes a base de somas. A fim de evitar possiveis dificuldades provenientes
da parte ndo desejavel dessa dicotomia, ou doutra forma, a fim de evitar dicotomias, a abordagem
tedrico-estrutural que adotamos em nosso contexto solicita uma perspectiva ligeiramente diferente

que € delineada pela seguinte definicdo.

Definicdo 3.1.6 Seja (x,) uma sequéncia limitada em X. Uma sequéncia (z,) é chamada de

sequéncia bdsica convexa de (x,), se (z,) é bdsica e, para cada n € N, existem escalares

(AN em [0,1] tais que z, = 32 A Vxi e X2 A = 1.

Observacio 3.1.7 Note que se (x,) é uma sequéncia bdsica entdo qualquer subsequéncia (z,)

de (x,,) € uma sequéncia bdsica convexa equivalente a (x,). Em particular, se uma sequéncia (y,)
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contém qualquer subsequéncia (x,) equivalente a base canénica de {1 entdo cada subsequéncia

(zn) de (xn) define uma sequéncia bdsica convexa de (x,) equivalente a (xy).

Uma forma alternativa de descrever compacidade fraca em termos de PPF-G para
aplicacdes uniformemente Lipschitz, consiste em tentar obter sequéncias wide-(s) que dominam
todas as suas subsequéncias. O proximo resultado mostra, porém, que espacos com a propriedade

scalar-plus-compact nao constituem os ambientes mais propicios para essa possibilidade.

Proposicao 3.1.8 Seja (x,) uma sequéncia wide-(s) em X. Suponha que (z,) é uma sequéncia
bdsica convexa de (x,) cujas subsequéncias sdo dominadas por (x,). Entdo £ ([x,]) ndo é

separdvel.

Demonstragdo: Procederemos como em (ANDROULAKIS et al., 2006) para obter uma
quantidade néo enumerdvel de operadores lineares limitados que sdo separados aos pares em [x,,].
Para cada sequéncia crescente (k;,) em N, defina a aplicagio T(: [xn] — [xn] por T(y)(x) =
Y1 % (X)zx,. Como toda subsequéncia de (z,) ¢ dominada por (x,) segue que cada Ty, €
Z([xx]). Seja K a constante basica de (z,). Dados (k) e (¢,) duas sequéncias crescentes

diferentes em N, entdo para cada j € N, com k; # ;. Supondo k; < /;, temos

1Tty — Tty | = HTm)( & ) ( )H
I x|
L X Xi
— x| [ JH

! |zl _inf, IIZnH
= —llzx; — 24 >
e K g T K supy [l

>0,

onde na segunda desigualdade usamos que (z,) € uma sequéncia bdsica. al

3.2 Resultados Principais do Capitulo

Apresentaremos agora os principais resultados da Tese.

Teorema 3.2.1 Em qualquer espaco de Banach, toda sequéncia seminormalizada (y,) que ndo
possui subsequéncias fracamente convergentes, possui uma subsequéncia (x,) com as seguintes
propriedades:

(i) (xn) € wide-(s).

(ii) (xn) possui uma sequéncia bdsica convexa (z,) equivalente.
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Demonstracdo: Suponhamos inicialmente que (y,) ndo possui subsequéncias fracamente de
Cauchy, entdo pelo ¢;-Teorema de H. Rosenthal, (y,) possui uma subsequéncia equivalente a
base candnica de /;. Neste caso, o resultado segue da Observacao 3.1.7.

Suponhamos agora que (y,) possua uma subsequéncia fracamente de Cauchy que,
por hipdtese, ndo converge na topologia fraca. Usando a Proposi¢do 2.2 de (ROSENTHAL,
1994), segue que (y,) possui uma (s)-subsequéncia, digamos (x,). Em particular, (x,) é wide-(s).
Seja K a constante basica de (x,). Dado 0 < € < 1 qualquer. Iremos construir uma sequéncia
bésica convexa que é equivalente a (x,). Fixemos para cada n € N uma sequéncia de nimeros
reais positivos {/lk(")}io:l em By, , satisfazendo

D (1=, lk("))n < € uma sequéncia no decrescente em (0, 1).
@ 1/2<1-3% A" — 1 quando n — o0,

(3) e, além disso,
o0 o0

)
n=1k=n 4K Supn ||an

Defina (z,) por

= (1- i R )+ i A" Dy, neN. (3.1)

k=n+1 k=n+1
Provaremos que (z,,) é uma sequéncia bésica seminormalizada.
Como (x,) é limitada segue que (z,,) é limitada, logo, limsup||z,| < c0. Por outro

lado, usando que (x,) é wide-(s), digamos T-equivalente a base de somas de Se, obtemos

0 o0
H H > l 1— Z )Ln+l )Ln+l )Ln+l > l 1— Z AnJrl > %
Zn /T ko M1 M /T k = T
k=n+1 Se k=n+1

onde na dltima desigualdade usamos o item (2) da definigéio da sequéncia {1} . Portanto,
inf, ||z,| > 0, provando assim que (z,) é seminormalizada.

Para provar que ela é basica usaremos o Principio da Pequena Perturbacdo. Para isso,
defina a sequéncia auxiliar (wy,),eN por

Q0
1
wy=|1— Z 7Lk(n+ ) Xn,
k=n+1

e note que o fato de (x,) ser basica e seminormalizada implica que (w,,) também é. Usando o

Critério de Banach-Grunblum temos

e ()| < [P o)+ [Pt )| << w16l + [P ] < 2K ], Vv
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»| < 2K/inf x| para todo n € N. Como w}; = x}/a,, onde o5, = 13,7 AIE"H),

< 2|x}|. Denotando &, := | >, lk(n)

Portanto, |x

l ,n€N, temos

 AKsup 4K sup x| <
) ) ) € }L <e<l.
Z [wilzn —wal < Z [oalllzn —wall < mean Z "S infx) 2 Z

n=1k=n

obtemos |w},

Assim, pelo Principio da Pequena Perturbagio, veja Teorema 2.0.12, (z,,) é basica e, portanto,
convexa bdsica.
Provaremos agora que (x,) domina (z,). Dada qualquer sequéncia de escalares (g;)

em cq, defina o, = 1 — Z,Cf:nﬂ /'Lk("H)

o 0]
zaizi—Za (xlx,+2a, Z 7Ll+1
i—1

i=1  k=i+l

,n € N. Um cdlculo direto mostra que

€, portanto,

Q0
S
i=1

0
< H Z a; ox;
i=1

0
—l—sup\an]ZS,-.
& i=1

Por um lado, usando o Critério de Banach-Grunblum, veja Proposicao 2.0.8, segue

n n—1 0
|anxa| < H Zaixi + H Z aixj|| < ZKH Z anXy,
i=1 i=1 n=1

Y

logo,
‘an| <

o0
‘ Z apx,| VneN,
n=1

inf}, |x, |

o que implica

2K S
suplan] < 21 S ayu.
lip |an‘ = lnfn Han n=1 .

Por outro lado, usando a Proposi¢do 3.1.2, temos

o0 o0
H Z a;oGx;|| < ZKH Z a;x;||.
i=1 i=1

Segue-se, portanto, que

o0
he
i=1

[¢)
‘ Z a;xi|.
i=1

2K &
< <2K + e~>
inf,, || x| ; l
Como

- e ginfy, |x, |
ILEDHITUCTERTII) ) PRI
i=1

i=1k=i i=1k=i
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obtemos

o0 .
ginfy, |x,|
g < —— 0 3.2
; T (3.2)

€ portanto,
(3.3)

o0 o8]
HZaizi < <2K+8> HZaix,- .
i=1 i=1

Para concluir a prova, devemos provar que (z,) domina (x,). Para este fim, dado

(a;) € coo qualquer. Pela defini¢do de (z,) obtemos

Zalz, Za a,x,+2a, Z 7Ll+l

i=1  k=i+l

e, logo,

e

HZananxn sup|an|ZH Z lnH H
n=1 k=n+

= H 2 Ay O Xy | — sup|an| 2 g,.
n=1 n n=1

Usando o Critério de Banach-Grunblum, temos

(3.4)

|an| < +— llan x|
H nH
n—1
1anan (H ;" o +”;“ ’x’)
2 o0
< 2 Saarm
inf[|x,,| ( ;a, i )’
portanto,
o;
wlenl < HZ“
Usando (3.2) resulta
sup\a ]Ze nfllxl HZa 0ix; —eHZa oG
n n 11’1f”an 4 1Vl [t A1)

substituindo essa equacio em (3.4) temos

0 o0
H Z AnZn|| = ” Z anOpXp | —
n=1 n=1

Y

0
SH Z a; oGix;
i=1
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e logo,

0]
[Sa
n=1

0
= (1 — S)H Zaiaixi
i=1

Usando agora a Proposi¢do 3.1.2 concluimos que

o0 0
oy
H Z a; ox;|| = _2K H Z a;x;
i=1 i=1

Y

e, portanto,
) (3.5)

o0
S
n=1

para qualquer (a;) € coo, terminando assim a prova do teorema.

_(-ga Hi
>———| ) ax
2K =

A principal consequéncia do resultado acima € o seguinte teorema.

Teorema 3.2.2 Seja C € A(X) um conjunto ndo fracamente compacto. Entdo C contém uma
sequéncia wide-(s), digamos (x,), com constante bdsica K tal que:
(i) Se & > 0, entdo existe uma sequéncia convexa bdsica (z,) em C tal que (Xn) ~ (2ic4-5) (2n)-
(ii) Existe uma aplicagdo bi-Lipschitz afim f(,,: K — K, que ndo possui ponto fixo em

K =0 ({xa})-

Demonstracdo: Como C ndo é fracamente compacto, podemos escolher uma sequéncia (y,) em
C sem subsequéncias fracamente convergentes. Seja (x,) a subsequéncia wide-(s) de (y,), dada
pelo Teorema 3.2.1. Dado 6 > 0 qualquer, definindo (z,) como em (3.1) entéo é claro que z, € C,

para todos n € N. Tomando € > 0 suficientemente pequeno no Teorema 3.2.1 podemos supor:

2K

2Kk+€, ——
max{ + ,(1_8)a1

}<21<+6.

Resulta das desigualdades (3.3) e (3.5) que (x) ~(2ic4-5) (2n)-
Para completar a prova do teorema resta provar a afirmacao (ii). Para fazer isso,

facamos K = co({x,}), e note que, desde (x,) é wide-(s), segue que

o0 o0
Kz{Zlnxn: t,=0e Ztnzl}.
n=1 n=1

Defina a aplicagdo f,,): K — C por

w0 0
f(z,,) ( Z tnxn> = Z IhZn.
n=1 n=1
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E facil ver que f(z,) € uma aplicagdo afim de K em K. Além disso, usando que (x,) ~(2x+5) (2n),
deduzimos que f(, ) € bi-Lipschitz. Afirmamos que f ndo possui ponto fixo. De fato, fixemos

qualquer x = > | ,x, € K e suponhamos que x = f(z) (x). Observemos que
© o0
Jen ) =11 (Otm +> 7tk(2)Xk) T (ocnxn + ) t,EnH)xk) T
k=2 k=n+1

onde o, = 1—->7, | 7Lk("+]), ne N. Assim, se x = f{,,)(x) implica que

-

n=no

2
h = tlﬂ,z( ) +1Hhoy

2 3 +1
\tn+1 = tll,$+)1 +t2)L,E+)1 T +tn2f,$j_1 ) +l410p41, n= 2.

Como 0 < a1 < 1, segue-se que t; = 0. Suponha por hipétese de indugdoquet; =t =--- =1, =0,
paran > 1. Entdo t,,11 = t,41 0,41, como 0 < ¢,41 < 1 concluimos que #,;; = 0. Assim, pela
hipétese de indugdo concluimos que #; = 0, paratodo i = 1,...,n+ 1. Isto contradiz o fato de que
2120:1 t, = 1, terminando a prova do teorema. o

Como consequéncia do teorema acima, obtemos o seguinte resultado que melhora o

Corolario 3.4, item a), de Benavides-Pineda-Pruss (BENAVIDES et al., 2004).

Teorema 3.2.3 Seja X um espaco de Banach e C € B(X). Entdo C € fracamente compacto se, e

somente se, C possui a PPF-G para aplicacées afins bi-Lipschitz.

Demonstracdo: Suponhamos inicialmente C fracamente compacto entdo todo K € #(C) é
fracamente compacto. Como f é continua em norma e afim, e f(K) < K com K € #(C) entdo
pelo Teorema de Schauder-Tychonoff (veja (DUGUNDIJI; GRANAS, 1982, p.74)) f possui um
ponto fixo em K (veja também (MILMAN; MILMAN, 1963)). Reciprocamente, suponhamos
que C ndo é fracamente compacto. Sendo C um conjunto convexo, fechado e limitado entao,
pelo Teorema 3.2.2, existe um subconjunto convexo e fechado K que admite uma aplicagdo afim
e bi-Lipschitz, f : K — K, continua sem ponto fixo. O

Daremos agora duas aplicacdes do Teorema 3.2.3, o primeiro € o seguinte corolario.

Corolario 3.2.4 Um espaco de Banach X é reflexivo se, e somente se, todo conjunto C € B(X)

possui a PPF-G para aplicacées afins bi-Lipschitzianas.

A segunda aplicacio € um exemplo bem conhecido na Anélise Funcional.
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Exemplo 3.2.5 Seja cy o espaco das sequéncias reais que converge a zero munido da norma
|(x,)]| = sup,,ey |[Xn|. Considere By a bola unitdria fechado de c(. Defina a aplicagdo f: By — B
por f(x1,x2,...) = (1,x1,x2,...). Entdo é fdcil ver que B} é convexo, fechado e limitado e f é afim.
Como | f(x) = f(y)| = lx—y

f(x) =ximplica x = (1,1,...) que ndo pertence a cy. Pelo Teorema 3.2.3 By ndo € fracamente

, segue que f é bi-Lipschitz. Note que f ndo possui ponto fixo, pois

compacto.
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4 COMPACIDADE FRACA EM ESPACO LOCALMENTE CONVEXOS

Neste capitulo estamos interessados em descrever compacidade fraca em termos da
propriedade do ponto fixo fraco genérica (PPF-FG) no ambito dos espagos localmente convexos.
Esta nova propriedade é um relaxamento da PPF-G para aplicacdes afins ndo expansivas em um
sentido fraco, isto €, quando a condicdo de 1-Lipschitz € substituida pela acao de topologias mais

fraca.

Definicio 4.0.1 Um conjunto C € B(X) é dito ter a PPF-FG para aplicagdes afins ndo expan-
siva se sempre que K € (C) e d é uma métrica mais fraca em K, entdo cada aplicagdo afim d

ndo expansiva f: K — K possui um ponto fixo.
Daremos agora um exemplo do tipo de teoremas que estamos interessados em obter.

Teorema 4.0.2 Seja X um espaco de Banach. Entdo C € B(X) é fracamente compacto se, e

somente se, possui a PPF-FG para aplicagées afins ndo expansivas.

4.1 Propriedade do Ponto Fixo Fraco-Genérica

O objetivo desta se¢do € reunir todas as principais ferramentas de que precisamos
para estabelecer o PPF-FG. Os resultados aqui apresentados sdo consequéncias de refinamentos
de abordagens e métodos disponiveis na literatura. Ao longo desta se¢do, salvo indicagdo em
contrario, X vai denotar um espago localmente convexo e Hausdorff com topologia .7. Come-
caremos melhorando um resultado devido a Drewnowski (DREWNOWSKI, 1975, Theorem
4).

Lema 4.1.1 Seja M um subconjunto convexo e limitado de X e A = M. Se M — M possui uma
base enumerdvel de vizinhangas da origem, entdo o espaco gerado por A, digamos E, admite
uma norma | - || satisfazendo:

(i) atopologia gerada por | - | coincide com T em A,

(ii) toda sequéncia de Cauchy em A com relagdo a | - || é de Cauchy em 7, e

(iii) toda sequéncia fracamente convergente em A é ¢ (X,X™*)-convergente.

Demonstracdo: A menos de fazer uma translacao podemos supor que 0 € M. Note inicialmente

que, por hipétese, existe uma sequéncia (U, )N de vizinhangas da origem que séo absolutamente
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convexas e .7 -abertas em X com
Upt1+Upy1 c U, paratodoneN,

tal que os conjuntos (M — M) N U, formam uma base de 0 em (M — M, .7 |y—_p). Note que a
topologia localmente convexa T em X, induzida pela sequéncia (U, ),cn, é mais fraca que .7
e sua restricdo 7|g é Hausdorff. Logo existem seminormas (p,) em E que geram a topologia
T|g, em particular, 7| é Lindel6f. Sendo t|g Lindel6f e A limitada entdo podemos representar
A naformaA = UZOZIA,,, onde cada A, € T-aberto em A, limitado em X e A, — A, para todo
n € N. A menos de redefinir as seminormas (p,), podemos assumir que p,(x) < 1 para todo

x € A,. Defina a seguinte norma em E por
Q0
x| := > 27"pa(x) paraxeE.
n=1

Segue de (DREWNOWSKI, 1975, p. 326) que a topologia gerada por | - | coincide com .7 em

A, o que provar o item (i).

Provaremos agora (ii). Suponha que (z,) € | - |[-Cauchy em A e fixando qualquer
T -vizinhanga U de 0 em X. Usando o fato de que {(M — M) n U, },en formar uma base para

T |37=37 €m 0, podemos encontrar inteiros iy, ..., i, > 1 e nimeros reais €, ..., &, > 0 tais que

V= ﬂ{xeM—M: pi(x) <&} cU.

s=1

Dado qualquer 0 < € < min(27/1gy,...,27"mg,,), escolha ne € N tal que |z, — z¢| < 2€ para todo
K,{ > ng. Segue-se que p; (zx —z¢) < 2& paratodo s = 1,...,m, o que implica z, —zp € 2V < 2U
para todo k,¢ > ng. Como U foi arbitrdria, obtemos (ii).

Para concluir a prova, suponha que z; W) zem A, onde w(EE) denota a topologia
fraca induzida de (EE,|| - ||). Dado qualquer ¢ € X*, onde o dual X* é em relag@o a topologia .7 .
Por (i) obtemos que @|4 € | - |-continua. Como ¢ é linear e | - |-continua em A, dado qualquer
€ > 0, pelo resultado de aproximacgdo de Roelcke (ROELCKE et al., 1973, Theorem 4), existe

um funcional linear ¢ que € | - |-continuo em E tal que
|p(x) — ge(x)| <€ paraxeA.
Dado qualquer € > 0, pela desigualdade triangular obtemos
lim sup |¢(z¢) — 9 (2)| < 2e.

Isto termina a prova. o



32

Observacao 4.1.2 Note que a hipdtese feita em M — M é automaticamente satisfeita quando

A =1aco(M) é metrizdvel.

Doravante E(l) denotara o subespaco de ¢; formado pelas sequéncias com no maximo
um nimero finito de elementos nao nulos.
A seguinte definicdo é uma ligeira variacdo da Defini¢do 3.1 que foi dada em

(BARROSO et al., 2012).

Definicio 4.1.3 Uma sequéncia limitada (x,) em X € dita ser G-equivalente a 6(1) se 0 espagco
E = span(M), onde M = co{x,}, possui uma topologia localmente convexa e Hausdorff o,
que é mais fraca do que a topologia .7 em M e satisfaz a propriedade de que a aplicagcdo

To: (o0, |- |¢,) — (E, o) dada por

0

[00]
TO(Z aiei> = Z aix; para todo (a;) € cqp,
i=1 i=1

é um isomorfismo. Também diremos que (x,) € G-equivalente a K?—sequéncia.
Grande parte da motivagdo por tras dessa no¢do vem dos seguintes resultados.

Proposicao 4.1.4 Seja (x,) uma sequéncia limitada em X e suponha que M = co({x,: ne N}) é
metrizdvel. Entdo span(M) admite uma topologia localmente convexa, mais fraca e metrizdvel G
que coincide com T em M e, além disso, (x,) possui uma E(l)—subsequéncia que é c-equivalente

ou uma subsequéncia que é fracamente de Cauchy em relacdo a topologia induzida por ©.

Demonstracdo: Como M € metrizdvel e separdvel entdo o resultado segue diretamente de
(DREWNOWSKI, 1975, Theorem 2). Agora a segunda parte segue do fato de que espagos
localmente convexos e metrizdveis tém a propriedade de Rosenthal, veja (BARROSO et al.,

2012, Theorem 3.5) ou, mais geralmente, podemos usar (RUESS, 2014, Theorem 2.1). o

Proposicio 4.1.5 Seja C € #(X) um conjunto sequencialmente completo. Suponha que C
contém uma sequéncia que é o-equivalente a 6(1). Entdo C ndo possui a propriedade PPF-G para

aplicagées afins uniformemente Lipschitz.

Demonstracdo: Seja (x,) uma sequéncia em C que é o-equivalente a E?. Considere M =
co({x,: ne N}). Por (BARROSO et al., 2012, Proposition 3.2) existe uma constante 11 > 0 e

uma seminorma o-continua 4 em E = span(M) tal que

o0 o0
N lail<p (Z aixi) (4.1)
i=1 i=1
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para toda sequéncia de escalares (a;) em cgg. Consideremos agora o conjunto convexo

o0 o0
K= {Ztix,-: cadat; =0 e Zh': 1}.
i=1 i=1

E ficil verificar que K = M. Note também que y é continua em M. Além disso, se definirmos a

aplicagdo f: K — K por

[00] o0 00]
f(Etixi> = Zlixi+1 para Zfixi €K,
i=1 i=1 i=1

entdo f ndo possui ponto fixo e é uniformemente Lipschitz, pois |y < 7|y e para toda
seminorma continua p em X, (4.1) segue que
25up,, P (*n)
PUP) = fP) < == Hlx=y)

paratodo x,ye Ke pe N. O

Considere (X, | -||) um espago normado e 0 < A < 1. Lembremos de (CASAZZA,
GUERRE-DELABRIERE, 1994) que um subconjunto G < X* é chamado de A-normado para X
se

sup |g(x)| = A|x| paratodoxeX,
8eS(G)

onde S(G) denota a esfera unitdria de G.

O nosso proximo resultado € uma versdo modificada do principio de Bessaga-

Pelczyniski que serd usado para provar o Teorema 4.2.6 da préxima se¢ao.

Lema 4.1.6 Seja X um espaco normado, G < X* um A-normado para X. Seja (x,) uma
sequéncia seminormalizada de vetores em X satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) g(x,) — O, para todo g € G.

(ii) (xn) ndo possui subsequéncias de Cauchy em norma.

Entdo existe uma subsequéncia bdsica (ey) de (x,) e uma constante 1 > 0 tal que

4 4
n Z |ti| < Etie'ﬂ'
i=1 i=1

para cada niimeros naturais K| < Ky < K3 < K4 e toda escolha dos escalares (t,-)le.

4.2)

Demonstragdo: Defina a norma ||-|| em X por

x|l = sup |g(x)], xeX.
geS(G)
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Como G é A-normado para X, segue que essa norma é equivalente a norma de X. Seja (&)
uma sequéncia em (0,1), com [[;2,(1+¢&,) < o0, e defina ny := 1. Usando o método de

(PELCZYNSKI, 1962) obtemos uma sequéncia crescente ny < np < ... tal que

K 1 -1 4
Ztixﬂi < I H(l + Ss) Ztixni
i—1 S=K

para todo 1 < k < £ < k e toda escolha de escalares (f;)\"/".

Assim, pelo critério de Banach-
Grunblum, veja Teorema 2.0.8, segue que (x,,) € bésica.

Pela condigdo (ii) existe uma constante & > 0 tal que para cada subespaco de
dimensdo finita F de X existe z € {x,, : i € N} com dist(z, F) > 6. Assim, podemos construir
por indugdo uma subsequéncia (ey) de (xy,) tal que dist(ex,span{ey,...,ex}) = 6 para todo
k € N. Agora seguiremos as ideias contidas em (BARROSO et al., 2013, Lemma 4.3). Seja
M = sup, |x,| e defina ¢; = 671 /2% 1M~ parai=1,...,4. Seja iy o maior indice tal que

ti] > C,Zl | |ti|. Entdo

4

4 4
Dt > (eu bt X i) S C,Oagla, /312M321

i=ig+1 i=1

4.2 Resultados Principais do Capitulo

Apresentaremos agora os principais resultados deste capitulo. Doravante, iremos
supor, salvo indicagdo em contrdrio, que X € um espaco localmente convexo e Hausdorff.

Comecaremos ressaltando que existem dois ingredientes importantes por tras da
prova do Teorema 4.0.2. O primeiro € o Lema 4.1.6 e o segundo € o Lema de Mazur. Lembremos
que o Lema de Mazur tem o seguinte teor: se (x,) ¢ uma sequéncia fracamente convergente
em um espaco normado X, entdo existe uma subsequéncia de blocos convexos de (x,) que
converge fortemente para zero. Lembremos que uma sequéncia de blocos convexos de (x;) é

uma sequéncia (yy) da forma

Yk = Z Ay

nely

onde (I;) é uma sequéncia de subconjuntos finitos de N com max(l;) < min(x11) e (4,) é

uma sequéncia de niimeros reais nio-negativas, de modo que >}, _; A, = 1 para todo k€ N. E

nely

importante destacar a seguinte observacdo. Um papel fundamental, na prova do Lema de Mazur
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¢ desempenhado pela norma de X. Por isso, talvez, ndo seja surpreendente que exista uma versao
do Lema de Mazur para espacgos localmente convexos. No entanto, ndo fomos exitosos em
encontrar uma referéncia bibliogréfica contendo essa generalizacdo. Admitindo a hipdtese de

sua ndo existéncia, iremos a seguir apresentar uma demonstracdo desse fato.

Lema 4.2.1 Suponha que (x,) é uma sequéncia que converge fracamente para zero em X tal
que aco{x,: n € N} é metrizdvel. Entdo existe uma subsequéncia de blocos convexo de (x,) que

converge fortemente a zero.

Demonstra¢do: Sejam M = aco({x,: n€ N}), A =aco(M) e E = span(A). Pelo Lema 4.1.1
existe uma norma | - | em E cuja topologia coincide com .7 em A, como um subconjunto de X.
Usando novamente (ROELCKE et al., 1973, Theorem 4), segue-se que x, "0 em (E, ] -1)-
Pelo Lema de Mazur para espagos normados, existe uma sequéncia de blocos convexos (y,) de
(x,) tal que |y, | — 0. Assim, y, — 0 em X. o

A partir de agora, vamos usar a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2.2 X ¢ dito ter a propriedade (LM) se toda sequéncia fracamente convergente a

zero possui uma subsequéncia de blocos convexos que converge fortemente.
Como uma aplicacdo imediata do Lema 4.2.1 obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.2.3 Se todo subconjunto limitado de X é metrizdvel, entdo X possui a propriedade

(LM).

Usaremos também a seguinte extensdo do conceito de PPF-FG para aplica¢des que

podem ser ndo expansivas.

Definicao 4.2.4 Um conjunto C € #(X) possui a PPF-FG para aplicacdes afins e continua se,
para cada K € %(C) e cada topologia Hausdorff T mais fraca que a topologia original de X em

K, entdo toda aplicacdo afim t-continua f: K — K possui um ponto fixo.

Lembre-se que uma topologia mais fraca e Hausdorff ¢ em um espaco vetorial
topolégico X € dita ser compativel com a topologia original de X, se um conjunto convexo
€ o fechado se, e somente se, é fechado na topologia original de X, em particular obtemos

X* = (X,0)*. O primeiro resultado principal desta secdo possui o seguinte teor.
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Teorema 4.2.5 Seja X um espago vetorial topolégico com a propriedade (ML). Suponha que &
€ uma topologia localmente convexa compativel com a topologia de X. Entdo todo subconjunto

convexo e sequencialmente ¢-compacto de X possui a PPF-FG para aplicagcoes afins continuas.

Demonstracdo: Seja C < X convexo e sequencialmente 6-compacto. Se K € #(C), 7 é uma
topologia mais fracaem K e f : K — K uma aplicacio T-continua entdo provaremos que f possui
ponto fixo em K. Note inicialmente que a menos de fazer uma translacao de K, podemos supor
0 € K. Seguiremos agora as ideias contidas em (BARROSO et al., 2013) para construir uma
sequéncia (x,) em K tal que x, — f(x,) — 0. De fato, fixemos y; = 0 e y;+; = f(yx) para todos

os k € N, entdo provaremos que a sequéncia desejada é

Xy 1= yl—yn, para todo n € N.
n

Para isso, sendo C um conjunto sequencialmente -compacto, a menos de passar a uma sub-
sequéncia de (x,), podemos supor x;, Su para algum u € K°. Assim pela propriedade de
compatibilidade temos u € K. Além disso, como X* = (X,0)* obtemos x, —> u em X, onde
w denota a convergéncia fraca em X. Desde que X satisfaz a propriedade (ML), existem uma
sequéncia (I;) de subconjuntos finitos de N com max(f;) < min(;4) e uma sequéncia (a,) de

numeros reais ndo-negativos, com Zne]k a, = 1 para todo k € N, tal que uy :=>. _; aux, — u.

nelk
Agora, usando que 7 € mais fraca do que a topologia original de X, obtemos uy % uem K. Por
um lado, como f é T-continua, segue-se que f(ux) — f(u). Por outro lado, um calculo simples

mostra que

flug) = wy + Z anynl;Ll para todo k € N.

nely

Isso mostra que f(uz) — u em X. Consequentemente, f (i) — u. Finalmente, usando que T é
Hausdorff, concluimos que f(u) = u. o
Seja MA(X) a subfamilia de Z(X) formada pelos conjuntos C tal que aco(C) é

metrizdvel. Usaremos agora o Lema 4.1.6 para obter o seguinte teorema.

Teorema 4.2.6 Seja X um espaco localmente convexo e Hausdorff. Suponha que C € MAB(X) é
completo e ndo-fracamente compacto. Entdo existem K € $(C), uma métrica d mais fraca em

K e uma aplicacdo afim d ndo expansiva f: K — K que ndo possui ponto fixo.

Demonstracdo: Denotemos por .7 a topologia de X. Por hipétese existe uma sequéncia (yy)

em C sem subsequéncia fracamente convergente em .7. Seja M = co({y,: n € N}), onde a barra
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significa o fecho em relag@o a topologia .7 em X. A menos de fazer uma translacdo de M,
podemos assumir que 0 € M, entdo M = M — M. Seja A = aco(M) e considere E = span(A).
Como observado em (DREWNOWSKI, 1975, p. 328), obtemos Ac M —M e M —M < 2A.

Portanto, temos [ = span(M — M). Como C € 9M%(X) entdo o vetor 0 em M possui uma base
de vizinhangas enumerdveis entdo, pelo Lema 4.1.1, item (i), existe uma norma || - | em E tal que
a toplogia gerada por essa norma coincide com a topologia .7 em A.

Supondo que (y,) possui uma subsequéncia | - [-equivalente a £ entdo segue di-
retamente da Proposic¢do 4.1.5 que C nao possui a propriedade PPF-G para aplicacdes afins
uniformemente Lipschitz, em particular, C ndo possui a propriedade PPF-G para aplicagdes d
ndo expansivas, onde d(x,y) = ||x — y| para todo x € E.

Suponhamos agora que (y,) ndo possui subsequéncia | - |-equivalente a £. Entdo
pelo Teorema 3.5 de (BARROSO et al., 2012) podemos escolher uma subsequéncia (x,) de (yy)
que é de Cauchy em relagdo a topologia w(IE), onde w(E) denota a topologia fraca de (E, | - |).
Agora iremos verificar as condi¢des do Lema 4.1.6 para (E, || - |).

Afirmamos que vale a condi¢do (ii) do Lema 4.1.6. De fato, pois caso contrdrio, (x;,)
possui uma subsequéncia de Cauchy em | - || e, logo, pelo item (iii) do Lema 4.1.1, de Cauchy
em relagdo a .7 em M, como (x,) = C e C é .7 completo, por hipétese, segue que (x;) possui
uma subsequéncia convergente, portanto, fracamente convergente. O que € uma contradicao,
pois (x,) é subsequéncia de (y,) que pela hipdtese inicial ndo possui subsequéncia fracamente
convergente, provando assim que vale o item (i1) do Lema 4.1.6.

Para verificar o item (i) do Lema 4.1.6 definimos um funcional ¥ € E** dado

por B* 5 ¢ — lim, ¢ (Jg(x,)), onde E é o completamento de E, isto é, £ = Jg(E), em que
Jg : E — E** é a projegdo candnica. Note que W estd bem definido, pois (Jg(x,))neny € uma
sequéncia de Cauchy em E. Afirmamos que ¥ ndo pertence a E. De fato, se esta afirmacio
fosse falsa, isto é, ¥ = % € |, estdo terfamos J(x,) — & em E. Logo, pelo Lema de Mazur,
segue % € Jg(M). Como as sequéncias | - |-Cauchy em M sdo de Cauchy em relagio a .7 e M
¢é completo, deduzimos que ¥ = Jg(x) para algum x € M. Isto implicaria, pela defini¢do de X,
que x, — xem (E, | - ||) e, portanto, pela propriedade (iii) do Lema 4.1.1, x, — x na topologia
fraca de X, o que € uma contradi¢iio com o fato de (y,) ndo possui subsequéncia fracamente
convergente. Portanto, temos W € E**\IE. Tomando G := P+ segue de (CASAZZA; GUERRE-
DELABRIERE, 1994, Lemma 1.1.11) que G é um conjunto A-normado para . Claramente

g(Jr(x,)) — 0 para todo g € G. Seja (g,) uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que



38

T2, (1+&) < 0. Pelo Lema 4.1.6, existe uma constante 1 > 0 e uma subsequéncia bésica

(ex) de (xp) tal que

4 4
N ol < | die
i=1 i=1

para todas as sequéncias de escalares ((xi)?zl e todos indices k] < K» < kK3 < k4. Como 0 e M
e (x,) ndo possui subsequéncias fracamente convergentes, podemos, a menos de passar a uma
subsequéncia de (e ), supor que existe um funcional ¢ € (E, |- |)* de modo que ¢(e;) = 1, para

todo k € N. Considere o conjunto convexo
0 o0
K= Ztkek: comt; >0 e Ztkzl
k=1 k=1

Como ¢~ !(1) = K, entio K é | - |-fechado, e logo, K é .7 -fechado em C, pois em C essas duas

topologias sdo iguais. Defina em K a seguinte métrica:

N+3

d(x,y) = %;EEI”ZNW_SA para,xzzk]tkek,y Z;skekel(.

onde K é a constante bésica de (e,).
Claramente a topologia gerada por d é mais fraca do que .7 |g. Defina agora uma
aplicacdo f: K — K por:
0 Q0
flx) = Z trert1, paratodo Z frex € K.
k=1 k=1
Um célculo direto mostra que f ndo possui ponto fixo e d € ndo expansiva. o

Como consequéncia, obtemos a seguinte generalizacdo do Teorema 4.0.2:

Corolario 4.2.7 Seja X um espaco localmente convexo e Hausdorff. Suponha que todo subcon-
Jjunto limitada de X é metrizdvel. Entdo um conjunto completo C € B(X) é fracamente compacto

se, e somente se, possui a PPF-FG para aplicagées afins ndo expansivas.

Demonstragdo: Se C é fracamente compacto entdo o resultado segue do Teorema de Schauder-
Tychonoff. Reciprocamente, se C ndo é fracamente compacto entao, pelo Teorema 4.2.6, existem
K € A(C), uma métrica d mais fraca em K e uma aplica¢do afim d ndo expansiva f: K — K que
nao possui ponto fixo. o

O Teorema 4.2.6 admite a seguinte varia¢ao, cuja a prova consiste na ideia cldssica
de incorporar os espacos localmente convexos e Hausdorff como um produto de espagos de

Banach e aplicar argumentos semelhantes a (BENAVIDES et al., 2004).
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Teorema 4.2.8 Seja X um espaco localmente convexo e Hausdorff. Se C € 8(X) é um conjunto
ndo-fracamente completo e compacto entdo existem K € (C) e uma aplicagcdo continua afim

f: K — K que ndo possui ponto fixo.

Usaremos o seguinte principio de intersecao para provar o dltimo resultado desta

secdo.

Lema 4.2.9 (KNASTER et al., 1929; FAN, 1961) Seja K um subconjunto de um espago vetorial
topolégico e Hausdorff X. Suponha que F: K — 2X é uma aplicagcdo de conjuntos com as
seguintes propriedades:

(i) F(x) € fechado para todo x € K.

(ii) F(xo) é compacto para algum ponto xg € K.

(iii) para cada familia finita {x,,...,x;} < K temos
L
co{xl, coaXe) C UF(x,-). 4.3)
i=1
Entdo
(F@x) = 2. (4.4)
xeK

Motivado por (BARROSO et al., 2013, Proposition 2.5), o dltimo resultado desta
secdo destaca o papel da aproximacado de pontos fixos fracos (WwAF P) na obtencdo da PPF.
Dado um subconjunto convexo C de X, doravante denotaremos por A€ (C,X) (resp. A€(C,C)) a

familia de todas as aplicacdes continuas e afins de C em X (resp. de C em C).

Definicao 4.2.10 Dado C < X convexo. Se @ denota a topologia fraca de X, entdo definimos
AC(C,X;wAFP) = {f € AC(C,X) : I rede (ug) < C 1.q. ug— flug) > o}.

Quando a topologia usada para convergéncia for a forte denotaremos o conjunto por A€(C,X;AFP).

Apresentaremos agora o tltimo resultado desta se¢do.

Teorema 4.2.11 Seja X um espaco vetorial topologico e Hausdorff, cuja a topologia é com-
pativel com a topologia localmente convexa mais fraca ¢. Suponha que C — X é um conjunto
convexo que é compacto em relagdo a ¢ e f € A€(C,X). Entdo f possui um ponto fixo se, e

somente se, f € AC(C,X;wAFP).
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Demonstracdo: Suponhamos inicialmente que f € A€(C,X;wAF P). Entao existe uma rede
() © C tal que ug — f(ug) = 0. Como C é G-compacto entdo, a menos de uma sub-rede,
existe u € C tal que uq, S u. Pela propriedade de compatibilidade temos uy — u na topologia
original de X, logo, usando que f é continua resulta ug — f(1te) — u— f(u). Usando que @ é
Hausdorff segue que u = f(u).

Suponhamos agora que (1) < C é uma rede de ponto fixo fracamente aproximado
para f, isto €,

g — fug) >0 (4.5)

onde a convergéncia é na topologia fraca de X. Seja X5 = (X, 0) e note que, como ¢ é Hausdorff,

X5 separa pontos de X. Dado ¢ € X}, defina

Agi= {xec; |(p(x—f(x)|=0}.

A fim de mostrar que f possui um ponto fixo, € suficiente mostrar que
ﬂ Ay # .
peXs
O ponto de partida para provar isso € a observacao de que todos os conjuntos A, sdo o-fechados.
Isso, por sua vez, decorre do fato de que ¢ € compativel com X, e as funcdes ¢ e f sdo continuas
e afins. Por isso, tudo o que precisamos fazer para provar este Teorema € mostrar que a familia
{Ap : @ € X5} possui a propriedade da intersegdo finita em relagdo a 6. Fixemos ¢,..., @y € X

e, por uma questdo de simplicidade, defina
m
x| = Z |@;(x)| para xeX.
i=1

Observe que | - | é uma seminorma ¢ continua em X. Passando a uma sub-rede, se necessario,
podemos assumir que (1) G-converge para algum ponto u do conjuntos C, pois C é o-Compacto.

Em seguida, considere o conjunto
K:= {xec: Ix—u < 1}.
Defina a aplicacd@o de conjuntos F' que atribui a cada x € K um conjunto F'(x) dado por
F) = {yek: ly= )l < v @)}

Usando mais uma vez que ¢ é compativel com X, segue que F € uma aplicacdo bem definida

cuja a imagem sdo conjuntos convexos fechados em relacao a topologia o. Afirmamos que F
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satisfaz a propriedade (iii) do Lema 4.2.9. Suponha por contradi¢do que isso ndo acontece. Isto
significa que existe {xj,...,x/} < K, e uma combinagio convexay = Zle Aix; € co{xy,...,xp}
tal que

lxi = f(x)| <ly—sO)|  paratodoi=1,...,L. (4.6)

Note que usamos implicitamente a propriedade que K é fechado sob combinagdo convexa dos

seus elementos. L.ogo, obtemos

~

ly=f() Z i = i) < max i — f ()]

_ \l\

contradizendo (4.6). Portanto, pelo Lema 4.2.9, podemos encontrar ¥ € ﬂxe xF (x). Usando
agora a convergéncia ug —> u, existe um indice o de modo que ug € K para todo o < ¢t. Em

particular, segue-se que ¥ € F(ugy) para todo a; < o. Logo,
[0 = f(9)] < |ua — f(ua)| paratodo ay < c.

Finalmente, o resultado segue de (4.5) combinado com ¥ € ﬂf":l Ag,. O
Como uma consequéncia imediata desses resultados, obtemos dois coroldrios. O

primeiro deles foi recentemente provado por (JACHYMSKI, 2015).

Corolario 4.2.12 Seja X um espaco de Banach reflexivo e C € (X). Suponha que f € A€(C,X).

Entdo f possui um ponto fixo se, e somente se, infyec ||x — f(x)[| =0

Demonstragdo: Suponhamos inicialmente que infyec [|x — f(x)| = 0. Entdo existe uma sequéncia
(x,) < C tal que x, — f(x,) — 0, logo, f € A€(C,X;wAFP). Tomando ¢ = o(X,X") entdo a
topologia de X é compativel com a topologia localmente convexa mais fraca 6. Como C é
limitado, convexo e fechado segue, do fato de X ser reflexivo, que C € o-compacto. O resultado

segue entdo do Teorema 4.2.11. A outra implicacao é evidente. O

Corolario 4.2.13 Seja C € B(X) um subconjunto completo de um espago localmente convexo e
Hausdorff X. Entdo C é fracamente compacto se, e somente se, possui a PPF-G para a classe de

aplicagoes AC(C,C).

Demonstragdo: Suponhamos C fracamente compacto. Mostraremos que para todo K € Z(C) e
todo f € AC(C,C) tal que f : K — K entdo f € AE€(K,K;wAFP). De fato, dado x € K qualquer,

defina u; = x e u,+1 = f(uy,) para todo n € N. Como C é fracamente compacto e (u,) < C entdo,
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a menos de uma subsequéncia, podemos supor u, Lo, para algum u € C, onde @ denota a
topologia fraca de X. Segue pela definicdo de (u,) que f € AC(K,K;wAFP). O Teorema 4.2.11

garante que f possui um ponto fixo em K. A outra implicacao segue direto do teorema anterior.

Observacao 4.2.14 Vale a pena destacar que o Coroldrio 4.2.13 tinha sido observado no livro

do Floret (FLORET, 1980, p. 92) com a seguinte frase:

m um espago localmente convexo um conjunto completo, limitado e convexo A é fracamente
"E localment ! leto, limitad, A !
compacto se, e somente se, para cada subconjunto fechado e convexo B — A, e cada fungdo afim

"

continua f : B — B possui um ponto fixo.

Floret atribuiu esta declaragdo a D. P. e D. V. Milman (veja (MILMAN; MILMAN,
1963), (MIL’MAN; MILMAN, 1964) e (MIL’MAN, 1970)), e ele também indicou que uma prova
pode ser encontrada no artigo de (JAMES, 1972). No entanto, ndo conseguimos encontrar
nenhuma prova escrita deste resultado. Podemos determinar a partir de (MILMAN; MILMAN,
1963), (MIL’MAN; MILMAN, 1964) e (MIL’MAN, 1970), pelo [Theorem 2.5] de (MIL’MAN,

1970)) a seguinte caracterizagdo:

Teorema 4.2.15 (D. P. and D. V. Milman) Um espaco de Banach X é reflexivo se, e somente
se, todo subconjunto convexo, fechado e limitado de X possui a PPF para aplicacdes afins e

continuas.

Demonstragdo: Se X é reflexivo entdo pelo Teorema de Kakutani, veja (BOTELHO et al., 2012,
Teorema 6.4.5), todo subconjunto convexo, fechado e limitado de X € fracamente compacto.
Segue do Teorema de Schauder-Tychonoff que todo subconjunto C < X que € convexo, fechado
e limitado possui a PPF para a classe A€(C,C).

Reciprocamente, tomando C = Bj, onde B representa a bola unitdria fechada de
X entdo, usando o Teorema 2.1., item 1), de (BARROSO et al., 2012) segue que C possui
a PPF para a classe A¢(C,X;AFP) e, portanto, possui a PPF-G para a classe de aplicacdes
A¢(C,C), logo, pelo Coroldrio 4.2.13 segue que C é fracamente compacto. Entdo pelo Teorema
de Kakutani, veja (BOTELHO et al., 2012, Teorema 6.4.5), X € reflexivo. o

Usando o Teorema 4.2.11 podemos estender a caracterizacdo de Milman & Milman

a espacos reflexivos para a classe 2A€(C,X) como se segue.

Teorema 4.2.16 Um espagco de Banach X é reflexivo se, e somente se, todo subconjunto C < X

que é convexo, fechado e limitado possui a PPF para a classe A€(C,X;AFP).
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Demonstrag¢do: Suponhamos inicialmente que X é reflexivo. Dados Ce B(X) e f € A€(C,X;AFP)
quaisquer. Tomando ¢ = o(X,X*), segue pelo Teorema de Kakutani, veja (BOTELHO et al.,
2012, Teorema 6.4.5), que C é fracamente compacto. Por um lado, existe uma sequéncia (x,) c C
tal que x, — f(x,) — O e, em particular, x, — f(x,) — 0. Por outro lado, sendo C fracamente
compacto, a menos de subsequéncia, podemos supor que x; S x para algum x € C. Sendo
f continua, obtemos x, — f(x,) = x — f(x). Portanto, usando que ¢ é Hausdorff segue que

f(x) = x. A reciproca segue da prova do Teorema 4.2.15. o
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5 SEQUEN CIAS BASICAS EM ESPACOS LOCALMENTE CONVEXOS

Um problema cldssico em Andlise Funcional € o de saber quais espacos topoldgicos
possuem sequéncias basicas (infinitas). Sabemos que espagos de Banach possuem essa proprie-
dade (veja secdo 10.4 de (BOTELHO et al., 2012)). Agora na tentiva de responder essa pergunta
para espagos mais gerais € importante observar que, pela prépria defini¢do de sequéncia bésica,
a topologia do espaco desempenha um papel fundamental na obten¢do de tal sequéncia, por
exemplo, N. J. Kalton e J. H. Shapiro (KALTON; SHAPIRO, 1976) mostraram que um F-espaco
(espaco métrico completo) contém uma sequéncia bdsica se, e somente se, sua topologia €
nio-minimal (existe uma topologia vetorial Hausdorff que € estritamente mais fraca). Por outro
lado, N. J. Kalton construiu um exemplo de um espaco quasi-Banach que ndo possui sequéncia
basica (veja (KALTON, 1994)). No contexto dos espacos localmente convexos, a resposta para
esse problema também depende do comportamento das familias de seminormas X;(X) (por
exemplo, veja (JARCHOW, 2012, Theorem 6, p. 298)) que gera a topologia 7 de X. Neste capi-
tulo estudaremos a existéncia de sequéncias bdsicas com algumas propriedades "especiais'em
espacos localmente convexos. Comecaremos definindo quais propriedades especiais estamos

interessados.

Definicao 5.0.1 Uma sequéncia (x,) é dita ser regular, se existe uma vizinhanca da origem V

de tal modo que x,, ¢ V para todos os n € N.

Definicao 5.0.2 Um conjunto B — X é chamado limitado se para toda vizinhanca da origem U

em X existe A > 0 tal que B < AU.
Definicao 5.0.3 Uma sequéncia regular limitada é chamada uma sequéncia normalizada.

Nas préximas se¢oes estudaremos a existéncia de sequéncia basica com tais proprie-

dades em espacos localmente convexos.

5.1 Sequéncias Basicas em Espacos Fracos

Como espaco de Banach sempre possui uma sequéncia bdsica, nada mais natural
que tentamos "exigir'que a topologia do espaco localmente convexo satisfaca algumas das
propriedades da topologia da norma em espagco de Banach como, por exemplo, a topologia

gerada pela norma nesses espacos nunca € fraca! Logo, se pedirmos que a topologia de um
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espaco localmente convexo seja "ndo fraca"serd que garantimos a existéncia de sequéncias

basicas? Inicialmente precisamos definir o que € um espaco ter uma topologia "nao fraca".

Definicao 5.1.1 Diremos que uma topologia T em um espago localmente convexo X é do tipo
fraca quando existe um subespago Y do dual algébrico X! tal que T = o(X,Y). Neste caso

diremos que (X,T) é um espaco fraco. Caso contrdrio, X serd chamado de ndo fraco.
Exemplo 5.1.2 Se X é um espago vetorial topoldgico entdo (X,0(X,X*)) é um espaco fraco.

A defini¢do de espaco fraco é um conceito muito amplo de minimalidade em espaco
localmente convexo e tem sido usado em diferentes contextos por muitos autores, incluindo
(PLICHKO, 2009, p. 840) e (SHKARIN, 2012, p. 195). O nosso primeiro resultado mostra que
mesmo "enfraquecendo”a topologia ndo se consegue garantir a existéncia de sequéncia bésica

regular equi-Schauder.

Teorema 5.1.3 Seja (X, T) um espago fraco de dimensdo infinita. Entdo X ndo possui sequéncia

bdsica regular equi-Schauder.

Demonstragdo: Suponhamos, por absurdo, que (x,) seja uma sequéncia bdsica regular equi-
Schauder em X. Como (x,) é regular, existe uma vizinhanca U da origem em X tal que
xn ¢ U, para todo n € N. Sendo X fraco entdo (x,) ndo converge fracamente ao vetor nulo de
X, pois x, ¢ U e U € uma vizinhanga fraca da origem. Logo, existe um f € X*, € > 0 e uma
subsequéncia (x,, ) tal que |f(x,, )| > €, para todo k € N. A menos de tomar g = foug=—fe
uma subsequéncia de (x,, ), podemos supor que existe g € X* tal que g(x,, ) = €, para todo k€ N,

1sto é,
inf{g(xnk) tkeN} > 0. (5.1

Defina:

p(x) = suplg Py (x))], x€ [ang] -
keN

2z 3 T o e . 7
Afirmamos que p ¢ uma norma 7-continua em [x,, | . De fato, note inicialmente que p ¢é
T-continua pois (P,,) é equicontinua, ji que é subsequéncia de (P,) que é equicontinua por
.z z T 7 . 0
hipétese. Provaremos agora que p é uma norma em [x,, | , para isto, dado x = >/~ | ap, Xn, tal
que p(x) = 0, entdo

0 = sup|g (P, (x))]
keN
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logo,
|a1]|g(xn, )| < suplg (P, (x))| =0,
keN

como g(x,,) > 0 concluimos que a; = 0. De maneira andloga,
|a28 (X, )| = [a18(xn,) + @28 (xny)| < iuglg(f’nk(x})l =0
€
como g(xy,) > 0 concluimos que ay = 0. Suponhamos, por inducao, que tenhamos provado que
ay=ay =---=a, =0, entdo

m+1

180, ) = | ) aiglam,)| < sup g (P ()] = 0,
i=1 €

como g(xy,,., ;) > 0 concluimos que @, 1 = 0, provando assim a afirmagio. Como por hipdtese
(X, 1) é fraco, entdo (mr, 7) também € fraco. Portanto, obtemos que o espago fraco MT
possui uma norma 7-continua p. O que € um absurdo, pois por (CARRERAS; BONET, 1987,
veja p. 336) ([x,"], T) ndo admite norma continua, terminando assim a prova do teorema. o

O nosso proximo resultado fornece um exemplo préitico de um espago localmente
convexo que nao possui sequéncia bdsica regular, mesmo ele sendo um espaco tonelada. Para o

leitor, que nao esteja familiarizado com a defini¢do de espagos toneladas, recomendamos que

veja a Defini¢do A.0.10 do Apéndice A.

Corolario 5.1.4 Seja X a cardinalidade continuo. Entdo o espago localmente convexo RX! é

completo, fraco, tonelada e ndo possui sequéncia bdsica regular.

Demonstracdo: Por (KALTON, 1970) temos que R¥! é completo, fraco e tonelada. Suponha por
absurdo que R¥! possui uma sequéncia bésica regular. Por (CARRERAS; BONET, 1987, p.182)
R¥1 ¢ um espaco de Fréchet, logo, todo subespago fechado de R¥! é de Fréchet. Pelo comentario
de JARCHOW, 2012, p. 220) segue que todo espago de Fréchet é tonelada e, portanto, todo
subespaco fechado de R¥1 ¢ tonelada, em particular, mr ¢ tonelada. Por JARCHOW, 2012, p.

296) obtemos que {x,} é uma sequéncia bésica regular e equi-Schauder em [x,|°. Por outro lado,

como R¥1 ¢ fraco segue que todo subespaco dele é fraco, em particular, [x,]? é fraco. Portanto,

obtemos que o espaco fraco [x,]? possui uma sequéncia regular equi-Schauder. O que é um
absurdo pelo Teorema 5.1.3. o
Apesar de que espacos fracos, em geral, ndo cont€m sequéncias bésicas regulares

equi-Schauder, obtemos o seguinte contraste positivo quando sua topologia € metrizavel.
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Proposicao 5.1.5 Todo espaco localmente convexo, fraco e metrizdvel possui uma sequéncia

bdsica equi-Schauder.

Demonstracdo: De fato, suponha que X € um espaco localmente convexo, fraco e metrizavel.
Segue de (CARRERAS; BONET, 1987, p. 336) que X ndo possui normas continuas. Usando
(LIPECKI, 1998, Teorema 4) concluimos que X contém um subespaco Y isomorfo a um
subespago denso de @. Segue de (KALTON, 1971a, Proposicdo 2.2) que o espaco Y possui uma
sequéncia equi-Schauder. Portanto, X possui uma sequéncia bdsica equi-Schauder. o

O segundo contraste positivo destaca uma propriedade incorporada relacionada ao
espaco Qoo := (coo, | - [ls0). Vamos usar a notagdo ¥ < X para significar a existéncia de uma

aplicacao linear injetiva continua de Y em X. Especificamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.6 Se X é um espaco localmente convexo, fraco e metrizdvel de dimensdo infinita

entdo Qpo — X.

Demonstragdo: Pelo Teorema A.0.6 podemos supor que o conjunto X;(X) = {p, : n € N} gera
a topologia 7 de X. Pela Proposi¢do 5.1.5, X tem uma sequéncia basica equi-Schauder {y,},°.
Usando as ideias de (KALTON, 1971b, veja p. 94) podemos provar que 7 € determinada pela

sequéncia de seminormas
Pn(x) := sup pu(Pu(x)), xe X.
meN
Como X € fraco e metrizavel segue por (CARRERAS; BONET, 1987, veja p. 336) que X
ndo admite norma continua, em particular, X,, := p, ' (0) é um subespaco de X com dimensio
infinita. De fato, suponha que X, tem dimensao finita. Entdo existe uma seminorma continua
gn em X tal que g,|x, € uma norma, e logo, p, + g, ¢ uma norma continua em X, o que é um
absurdo! Defina Z, = {m : 3x € X, : x,,(x) # 0}. Como X,, tem dimensdo infinita entdo Z, tem
infinitos elementos, pois x}, é continua e X,, forma uma base de vizinhanga aberta da origem.
Seja W, = {m : py(x,,) = 0}. Provaremos que Z, = W,,. De fato, se m € Z, existe x € X, tal que
x5, (x) # 0, segue daf que,
(X (X)Xm) < Pn(Pn(%)) + Pn(Pn—1(x)) < 8P pp(Pn(x)) + SUpP pn(P(x)) = 2pn(x) = 0,
meN meN
logo, pn(xm,) = 0. Portanto, m € W,,. Dado agora m € W,,, entdo p,,(y») = 0, logo,

Pn(Xm) = S{ugpn(Pj(xm)) < pu(Pu(xm)) = pm(ym) = 0,
j€
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pois Pi(x,;,) = 0, para todo j < m e P;(x;,) = X, para todo m > j. Portanto, x,, € X, € x};,(x;n) =
1 # 0, segue que m € Z,. Escolhemos uma sequéncia (n;) € [N] tal que nj € Z; e py(yn;) = 0, para
todo k < j. Defina x; := y,, entdo para todo k € N e toda sequéncia de escalares (a;) € [—1, 1N
temos

N N N
sup p (Z‘W@) ;uPZ |aj|pi(xj) < sup Z |aj|pi(x;)

NeN i=1 i=1 N<k— ll 1
Z |aj|pi(x;) Z pi(xj).

A menos de redefinir o conjunto X;(X) = {4 : k € N}, isto é, dado k€ N, se Zf-:ll pr(xj) =0
nada hd para se fazer, agora se Zl | pk( i) # 0 defina uy = py/ <Zl | Pr(x j)> , podemos supor

sup Uy (Z ajxj> <1, paratodo k € N e todo (a) e [—1,1]". (5.2)
NeN i=1

Agora usaremos as ideias contidas em (ODELL, 1980). Seja (4;)7_; uma sequéncia de escalares
ndo nulos. Se i (3.7 ajx;) = 0, entdo é claro que iy (D7 a;x;j) < 2max; <<y |a;|. Suponha

(27— a;x;) # 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¥, € Y™ tal que

sup { | ¥ ()] : pm(u) <1} <1, (5.3)
€
n N
Hm Zajxj =¥, Zajxj . (5.4)
j=1 j=1

De (5.2) temos:

combinando isto com (5.3) resulta

(2

<1, paratodon > letodoo c {l,...,n}.
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Defina F = {i <n:Wu(x;) >0} e G ={1,...,n}\F. Segue de (5.4) que

(5o (5

< il 1 ()] + 3 ] [

ieF i€eG
< max |ail (Z‘P Xi) Z‘Pm (x,-))
s ieF ieG
< max |a;l ( (Zx,) + ¥ (Z%‘) D
1<i<n : .
el i€eG
<2 max |a].
1<i<n

Mostrando, em particular, que a aplicacdo T : @9 — X dado por:

a;)) = Zaix,-
i=1

é continua. Por fim, provemos que 7 € injetiva. De fato, se T (a;) € Ker(T), entdo > .2 | a;x; = 0,

logo, aj = x5 (3,2 aix;) = 0 e, portanto, a; = 0 para todo j € R. ¥

Observacao 5.1.7 Este resultado ndo é vdlido se X é um espaco ndo-fraco. Na verdade, é bem
conhecido que se X é um espaco de Banach X, entdo co — X se, e somente se, X contém uma

copia isomorfa de cy.

5.2 Sequéncia Basica em Espacos nao Fracos

Analisaremos agora a existéncia de tais sequéncias em espagos nao fracos. O nosso
primeiro resultado garante a existéncia de sequéncias basicas regulares em espagos localmente
convexos nao fracos, desde que sua topologia seja metrizdvel. Para provar isso, usaremos o
seguinte lema cuja demonstracao pode ser encontrada em (ERDMANN; MANGUILLOT, 2011,
Lemma 10.39).

Lema 5.2.1 Seja X um espaco localmente convexo e Hausdorff de dimensdo infinita. Se E é um
subespaco de dimensdo finita de X, p uma seminorma continua em X e € > 0 entdo existe um

subespaco fechado L de codimensao finita tal que Kerp — L e

&M)

+ ma :
plx+y)> X(2+81+8
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paratodoxeLeyeE.

O nosso proximo resultado foi inspirado na demonstracdo do Teorema 1.7 de (ME-

NET, 2013).

Proposicao 5.2.2 Todo espago localmente convexo, metrizdvel e ndo-fraco possui uma sequén-

cia bdsica regular equi-Schauder.

Demonstracdo: Como X é ndo-fraco entdo existe uma seminorma continua f em X tal que
Ker(p1) tem codimensdo infinita. Sendo X um espago localmente convexo e metrizdvel segue
pelo Teorema A.0.6 que existe uma sequéncia de seminormas {p,},cn que gera a topologia
de X tais que p,(x) < py+1(x) para todo x € X. Sem perda de generalidade podemos supor
1 = p1. Seja (€,),en uma sequéncia de nimeros reais positivos tais que [[°(1+¢&,) = K < o.

Construiremos inicialmente uma sequéncia (x,) < X tal que, para cada n € N, temos:

n n+1
pi| Dlapx; | < (U +e)pi | D am| e pilx)=1 (5.5)
Jj=1 j=1
paratodo ay,...,ap+1 € Rei=1,...,n+ 1. De fato, isto serd feito por indug@o sobre n. Tomemos

x1 € X tal que py(x1) = 1. Sejam E| = [x1] e & > O:
(i) para a seminorma continua pi, pelo Lema 5.2.1, existe um subespaco fechado L; de

codimensao finita em X tal que

p1(y) < (1+&)pi(x+y)

paratodoxe Ljeye Ej.
(i1) de modo andlogo para p; existe um subespago fechado L, de condimensao finita em X tal
que

p2(y) < (1 +&)pa(x+y)

paratodoxel, eye Ej.
Como Ker(p;) tem codimensdo infinita entdo podemos tomar x; € L; N Ly tal que pj(x2) = 1,
logo,

pilaix)) < (1+&)pi(aix; +axxy)
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para todo ay,a; € Re i = 1,2. Suponhamos que tenhamos obtido indutivamente pelo método

acima {xi,...,x,} tais que:

n—1 n
pi| Yapi |<(U+e)pi| Dlapxj| e pilx)=1
j=1 j=1

para todo aj,...,ap € Rei=1,...,n. Sejam E, = span{xy,...,x,} e €41 > 0. Entdo para cada
i=1,...,n+1 e cada seminorma continua p;, pelo Lema 5.2.1, existe um subespaco fechado L;

de codimensao finita em X tal que

pi(y) < (1+&41)pi(x+y)

paratodo x€ L; e y € E,. Como Ker(p;) tem codimensio infinita entdo podemos tomar x;,; | €

Lyn--n Ly tal que pr(xp41) = 1, logo,

n+1
apj | < +e)pi | Dlaixj| e pix)=1
j=1

M=

Di
j=1

para todo ay,...,a,+1 € Rei=1,...n+ 1. Afirmamos que a sequéncia (x,) assim obtida é

basica. De fato, se x = Zflozl

n n—1
|an| = pi(anxn) < p1 (Z am) +p1 (Z am)
i=1

i=1

a,Xx, entdo usando (5.5) temos

0
< 2Kp (Z a,-xi) — 2Kp1(x). (5.6)
i=1
. . . o0 Q0 ~
Essa desigualdade implica que: se x = anl apXp € X = anl bnx, entdo a, = b, para todo n.
7 . A .
Dado y € [x,] provaremos que existe uma sequéncia (a,) em R tal que y = Y~ | a,x,. Para
isso, como 7 é metrizdvel existe uma sequéncia y, = > ;- apx; com a; = 0 para todo k > N,

que € T-convergente a y. Para cada k € N fixado, usando (5.6), temos que
lay —a}'| <2Kpi(xn —x,) — 0, quandonm — o

provando que a sequéncia (a}),cn € de Cauchy em R, logo, para cada k podemos supor que a
sequéncia (a}),en € convergente para a;. Afirmamos que y = >, | ax,. De fato, para todo
N > j temos por (5.5) que
N N N N
pj (Z ayxy — Z akxk> < limsupp; (Z ayxy — Z ai”xk>
k=1 k=1 " k=1 k=1

< Klimsuppj(yn —ym) = Kp;j(yn —y).
m
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Entdo, para todo N > max{N,, j}, temos:

N N

N
P (y— > am) <pj(y—ya) +pj (Z abxe— . am) < (1+K)pj(ya—y).
k=1

k=1 k=1

Provando que y = Zflozl anxy. Segue de (5.6) que os funcionais x,, : mr — R, dados por
Xm (D41 axxx) = am sdo T-continuas para cada m € N. Portanto, a sequéncia (x,) € bdsica.
Como pi(x,) = 1 para todo n € N, obtemos que ela é regular. Finalmente, segue da desigualdade
(5.5) que (x,) é equi-Schauder. o

Provaremos agora trés lemas que serdo usados para provar o principal resultado desta
secdo (Teorema 5.2.6). Para isso, dado ¢t uma seminorma continua em X, doravante denotaremos
Xy ao espago normado (X /Kerp,|| - |u), onde |x+ Kerp |, = p(x), e por I, a projecdo de X

sobre Xj;.

Lema 5.2.3 Seja X um espago localmente convexo e p € X(X). Suponhamos que (x,) é uma
sequéncia tal que (I (x,)) é uma sequéncia regular bdsica em X,, e para cada p € X¢(X) existe
um ny € N tal que (Iy(xy))n=n, € uma sequéncia bdsica em X,. Entdo (x,) é uma sequéncia

bdsica em X.

Demonstragdo: Como (x,) é uma sequéncia tal que (/(x,)) ¢ uma sequéncia regular basica
em X,,, entdo podemos supor § = inf, 1 (x,) > 0. Sejax = > ;7 axx; € X e denotemos por K, a

constante basica de (I,(x,)). Entdo

1 1 1 (=9
|an| < gﬂ(anxn) < Ra (2 akxk> + sH (Z akxk>
k=1

k=1
2K, | & 2K,
<75 D adu(a)| = Tﬂ (x),
k=1 u
logo,
2K,
an] < =5p (v) (5.7)

para todo x = Y ;° axx; € X. Isso mostra que se x = Y. dyxy € X = Y. byXy, entdo a; = by para

— )
todo k € N. Dado agora qualquer x € [x,] , entdo existe uma rede (ug)gep €m x € [x,]| que é
T-convergente para x. Suponhamos uy = Z}il afxy, com af = 0 para todo k > Ny. Dadone N

qualquer, por (5.7) obtemos que

2K,
|aff—b§| < Tu.u (”a_”ﬁ)>
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logo, (ay)aen € de Cauchy para cada k € N em R. Logo, podemos supor que para cada k € N

que (ay)aen converge para a;. Afirmamos que (ij\’:l akxk) N é T-convergente para x. De
Ne

fato, dados p € .. (X) e & € A quaisquer. Tome N > max{Ny,n,}, como (Ip(xn))nznp ¢ uma
sequéncia bdsica com constante basica K),, temos:
N N N
P (X— Zakxk) <plx—ua)+p (Za;?xk— Zakxk>
k=1 = k=1
np—1 N N
<plx—ug)+ Z akxk—Zakxk + Z agx; — Z agxy
k=n, k=n,
P P
np_l np N N
<plx—ug)+ Z agx; — Zakxk + limsup Z agx; — Z aka
k=1 k=1 B |k=n, k=n,
P P
np—1 np—1
<plac—ug)+ | O ally(x) = > ardy(x)

o0
—I—Kplimﬁsup Z agly(xg) — Z ay I, (xy)

k=n, k=n,

np—1 np—1

< plx—ua)+| Y, afly(xe) — > arlp(xi)

k=1 k=1
p

np—1 np—1

+Kp | D ally(x) — ) ardp(xe)
k=1 k=1

+ K, limsup

0 o8]
ladl ()= P 1,(x)
k=1

k=1

np—1 np—1

< plx—ug)+ (1+Kp) Z agl,(x) Z arl, (xg)

+ K, limsup p (ua — uﬁ)
B

npfl npfl
<plr—ug)+(1+Ky) | > ally(u) = > adp(xe)
k=1 k=1
p
+ Kpp (g — X)
np—1 np—1

=(14+K,)p(x—ug)+ (1+K,) Z agl,(xe) Z arl,(x)|
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logo,
N np—1 np—1
limsup p (x— 2 akxk> <(1+Ky)p(x—uq) + (1+K,) Z agl,(xx) Z arl, (xy)
N=co k=1 k=1

p
Como o € A era qualquer, obtemos que

N
limsup p <x — Z akxk) =0,

N—o0

~ . . . . 7
provando a afirmagdo. Por fim, segue direto de (5.7) que os funcionais lineares x},, : [x,] — R,
o0 ~ s . . z A .
dados por x3,,(>;— | aixi) = ap sdo T-continuas, termiando assim a prova que (x,,) € uma sequéncia

basica em X. o

Lema 5.2.4 Suponhamos que (xg) é uma rede no espago normado X tal que xg — 0 mas x5 — 0.
Entdo existe uma sequéncia (8 (k))ien tal que 8(k) < 8(k+ 1) e (x5 )ken € uma sequéncia

bdsica em X.

Demonstragdo: Pelo Corolario 3.1.5 de (BOTELHO et al., 2012) obtemos que X* é normante
para X. Usando agora o Lema 1.4.2 combinado com o Lema 10.4.3 de (BOTELHO et al., 2012)

obtemos o resultado desejado. o

Lema 5.2.5 Seja X um espago localmente convexo e lL € X1(X). Se (x5) é uma rede em X que é

fracamente convergente a zero, entdo a rede (1,(xg)) € fracamente convergente a zero em X,;.

Demonstragdo: De fato, dado g € X qualquer. Defina f(x) = g(Iy(x)) em X. Como g €

continua em X, temos;

f()] = [gUu) ] < Kl (6) e = Keht (x),

para todo x € X, logo, f € X*. Como (xg) é fracamente convergente a zero em X, entdo:

g (Iu(xs)) = f (xs) —O.
Provando que

I.U (X5) - 07

terminando assim a prova do lema. o
Uma rede (x5) em um espaco vetorial topoldgico € dita ser regular, se existe uma
vizinhanca da origem V de tal modo que x5 ¢ V para todo 8. Apresentaremos agora o principal

resultado desta secao.
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Teorema 5.2.6 Seja X um espago localmente convexo e metrizdvel. Suponhamos que (xg) é
uma rede regular e limitada em X, que converge fraco a zero. Entdo existe uma sequéncia

(6(n))nen tal que (x5(y))neN € uma sequéncia bdsica normalizada em X.

Demonstragdo: Como (xg) é regular, a menos de uma sub-rede, podemos supor que 0 < € =
inf 1t (xg) para alguma seminorma continua pt em X. Como X é metrizdvel, podemos supor que a
topologia de X é gerada por X(7) = {p; : k€ N}, com p; = u e p, < pu+1 para todo n. Logo,

pelo Lema 5.2.5, obtemos uma rede (I, (x5)) em X,,, tal que
IP](X5>_‘07 6, 0<8=infp1(x5),

portanto, a rede (I,, (x5)) converge fraco a zero mas nao forte em X,,. Pelo Lema 5.2.4 existe

uma sequéncia (8 (n)),en tal que 8;(n) < 81(n+1) e (I, (x5,(n))), . € Uma sequéncia basica

neN

em X, . Portanto, obtemos uma sequéncia (x5, (n))neN em X tal que (IPI(X51 (”)))neN € uma

sequéncia basica regular em X, . Considere a sequéncia (I (X5, (n))) contido em X,,. Como

neN
por hipdtese (X51 ("))neN converge fraco a zero, pois a rede (xg) converge fraco a zero, segue pelo

Lema 5.2.5 que

Ipz(x51 (n)) —0, e O<e< infpz(x(sl (n)>7

onde, no final, usamos que p; < p;. Pelo Lema 5.2.4 existe uma subsequéncia de (8 (n)),en,
digamos (8(n))en. tal que &(n) < &(n+1) e (I, (x52(n)))neN ¢ uma sequéncia basica em X,,.
Repetindo o processo indutivamente para cada k € N obtemos uma subsequéncia de (0;(n)),en,
digamos (8 (n))sen, tal que &(n) < &(n+1) e (I, (x5k(")))neN é uma sequéncia bdsica em

X, . Afirmamos que a sequéncia (X5n(n)) € uma sequéncia basica em X. De fato, dado ke N

neN

qualquer, por construgdo de (,(n)),,cy obtemos que (I, ()C5n(n)>) ¢ uma sequéncia basica em

n=k

X,,. Logo, como (Ip1 ()an(n))) e uma sequéncia basica e regular em X, , segue pelo Lema

neN
5.2.3 que (xs,(n)) . € Uma sequéncia basica e regular em X. 0
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6 SISTEMAS QUASE BIORTOGONAIS

Nesta secdo estamos interessados em estudar a existéncia de sistemas com algu-
mas propriedades "especiais"em espacos localmente convexos fracos, isto €, a existéncia de
{xn, X} bner € X x X* com certas propriedades, onde I" é um conjunto de indices. Para ser mais

exatos, estamos interessados em obter os seguintes sistemas.

2,

Defini¢cio 6.0.1 Diremos que o sistema {x,,x; }per < X x X* é:
(1) quase biortogonal se x,,(x,,) =0 paran #me 0 < x)(x,) < 1 para todon € T.
(2) biortogonal se X*(xXp) = Oym para todo m,n € I" onde O, € o delta de Kronecker.
(3) Auerbach se ele é biortogonal e ||x,|| = |x}| = 1 para todo n € T e alguma norma | - | que
gera a topologia de X.
(5) fundamental se X =[x, :neT].

ui inu eI € equi inu .
6) equicontinuo se {x,}ner € equicontinua em X*

Observacao 6.0.2 Doravante usaremos as seguintes abreviacoes: equicontinuo quase biortogo-
nal (EQB) e quase biortogonal (QB). Quando um sistema for equicontinuo quase biortogona

usaremos a notagdo abreviada EQB-sistema, de maneira andloga definimos QB-sistemas.

Seja i uma seminorma continua em X. Estamos também interessados em estudar a
existéncia de QB-sistemas {x;,x },er € X x X* satisfazendo:
(D)u (x) é p-equicontinua, isto &, |x;(x)| < pt(x) para todo x € X e todon e N,
(it)y (x4) é p-bdsica, isto é, existe K > 0 tal que p (37" aixi) < Ki (D, aix;), para todo

m < n para todos os escalares (a;)"_;.

Definicdo 6.0.3 Um sistema {x,;x},},"_, é chamado (EQB)-bdsico se ele é EQB e satisfaz (i)

e (ii)u para alguma seminorma continua [ em X. De maneira andloga definimos (EB) .

Note que as sequéncias basicas regulares equi-Schauder sdo, em particulares, (EB) -

bdasica para cada seminorma continua ¢ em X.

6.1 Existéncias de Sistemas Quase Biortogonais

Nossos proximos resultados mostram que existem vdrias restri¢des topoldgicas para
a obtenc¢do desses sistemas. Para isso, necessitaremos da seguinte definicao que € a versao de

ponto de acumulagdo para redes.
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Definicdo 6.1.1 Dizemos que x € X é um ponto de acumulagdo de uma rede (xq)ger S€ para

cada vizinhanga U (x) de x e o € 1, existe a € I tal que oy < @ e x¢ € U (x).

Uma consequéncia direta da defini¢do acima € que uma rede converge para x se,
e somente se, todos as sub-rede tem x como um ponto de acumulacdo. Para nosso primeiro

resultado deste capitulo usaremos a defini¢do de sequéncia transfinitas, veja (HOWES, 2012, p.

63).

Proposico 6.1.2 Seja (xq)q<y uma sequéncia transfinita em um espago topoldgico T. Suponha
que x é um ponto de acumulagdo de (Xo)a<y. Entdo para cada vizinhanga U de x e cada
o < Y, existe uma sequéncia (0 (a,U))en ordinal tal que o0 < oy (a,U) < oy (0, U) < 7ye

Xou(a,v) € U para todo k € N.

Demonstragcdo: Pela definicdo de ponto de acumulagdo, veja (HOWES, 2012, p. 63), para
cada vizinhanga U de x e para cada a < y existe B = B(a,U) < y de tal modo que a < 3 e
xg € U. Provaremos por indugdo sobre k. Tome U uma vizinhanga qualquer de xem X e A < y.
Denotemos ¢ (a,U) := B(a,U). Suponhamos por hipétese de indugdo que o < o (o,U) <
w(a,U) < - < og(a,U) foram determinados de modo a assegurar que X, (o ) € U para
todo i = 1,...,k. Por defini¢do de ponto de acumulagdo, concluimos que existe o (ot,U) <
B(aw(a,U),U) <y de modo que xg (g, (a,v),v) € U. Definindo (o (a,U),U) = o y1(at,U),
concluimos assim a prova da proposi¢ao. O

Nosso préximo resultado destaca um aspecto topoldgico dos EB-sistemas.

Lema 6.1.3 Seja X um espaco vetorial topoldgico e 0 um limite ordinal. Suponha que {x¢; Xy} <0

é um EB-sistema em X x X*, entdo (x¢)q<g ndo tem ponto de acumulagdo.

Demonstracdo: Suponhamos por contradi¢do que (xq)q<g possua um ponto de acumulagio,
digamos x € X. Seja %, uma base de vizinhangas de x em X. Pela Proposicdo 6.1.2, para cada

U € %, e cada o0 < 0 existe uma sequéncia de indices (o ((@,U))ren de tal modo que
a<og(o,U) <oy (a,U)<8 e xg@au) €U
para todo k € N. Defina o conjunto

Upi={yeX : sup x5(y)| < 1/2}.
a<6
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Como (x,)g<p € equicontinua, segue que U, é uma vizinhanga da origem em X. Além disso,

pelo fato de x7,(x¢) = 1 para todo o < 6, obtemos
Xo ¢ Ua (6.1)
para todo o < 6. Defina agora para cada i € N, a seguinte vizinhanca de x,

Vii={yeX:sup [xg(y —x)| < 1/i}.
a<0

Assim, pela Proposi¢do 6.1.2, para cada k,ie N e o < 6 podemos tomar um elemento de

(Ya ) a<6> digamos xg, (q.v;)» tal que xg, (q.v;) € Vi- Isto, por sua vez nos da

o ()] < 1/i+ |xg (o (@)

para todo k,i € N e todo oo < 8. Como 6 é ordinal e o < oy (,U) para todo k € N segue que

o # o (a,U), e como {xq; Xy} a<p € um EB-sistema, segue que xy (g, (o)) = 0, 0 que implica

o () < 1/i

para todo i € N, logo, x7,(x) = 0. Assim, este leva a uma contradi¢do com (6.1), pois neste caso
terfamos xy, (¢, 1,) € V2. o
Relembremos que um subconjunto B de um espago topoldgico € relativamente

compacto quando seu fecho é compacto.

Definicao 6.1.4 Um espaco localmente convexo e Hausdorff X em que cada subconjunto limi-
tado é relativamente compacto é chamado espaco semi-Montel. Um espaco semi-Montel que é

reflexivo chamado é chamado espagco Montel.
Observacao 6.1.5 Todo espaco localmente convexo de dimensdo finita é semi-Montel.

Proposicao 6.1.6 Seja X um espago localmente convexo Hausdor(f de dimensdo infinita.
(i) Se X é fraco entdo X ndo possui um EQB-sistema.
(ii) Se X é semi-Montel entdo X ndo possui um EB-sistema limitada.

(iii) Se X é metrizdavel ou ndo semi-Montel, entdo X possui um B-sistema limitado.

Demonstragdo: (i) Se X é fraco entdo todo subespago de X ¢é fraco. Se {x,;x,} ", é um
EQB-sistema em X, entdo x — sup, .y |x; (x)| define uma norma continua em [x,,] . O que é um

. =T, - .. )
absurdo, pois [x,]| ¢é fraco, logo, ndo pode admitir norma continua.
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(if) Suponha por contradi¢do que {x,;x;,},~ ; seja um EB-sistema em X. Como X ¢é semi-Montel
e (x,) é limitado, segue que (x,) possui um ponto de acumulagéo x. O que é uma contradicdo
com o Lema 6.1.3.

(iii) E suficiente provarmos que se X possui um conjunto limitado B — X de dimenso infinita,
entdo X possui um B-sistema, pois em qualquer hipétese obtemos tal conjunto em X. Considere
o espaco vetorial E = UZOZI k%, onde % é o fecho absolutamente convexo e limitado de B.
Como B possui dimensdo infinita e B < E entdo E possui dimensdo infinita. Construiremos por
induc¢do um B-sistema {xn;x;};‘f:l c B x X. Para isto dado x| € B, logo, x| € E. Pelo Teorema
de Hanh-Banach existe um funcional x] € X* tal que xj(x;) = 1. Como E possui dimensado
infinita entdo existe uy € K n {x’f}i. Tome N; > 1 tal que x; := N, 1u2 € B. Pelo Teorema
de Hanh-Banach existe um funcional x5 € X* tal que x3(x;) = 0 e x5(x2) = 1. Sejad >2e
suponha que {xn;x;},‘le c B x X seja um B-sistema. Como E possui dimensao infinita entao
existe ug1 € En {x], ...,x&}L. Tome Ny, > 1 tal que x4, := Nd_jludﬂ € B. Pelo Teorema

de Hanh-Banach existe um funcional x}; ,  (x;) = O paratodoi=1,...,d e x3, | (x441) = 1. Por

x d+1

hipétese de indugdo o sistema {x,;x};} ",

C B x X assim obtido € um B-sistema. Esta constru¢do
produz o B-sistema desejado. o
A seguinte proposi¢do dd condigdes para a existéncia de sequéncia (EQB),-bdsica

limitada em um espaco localmente convexo.

Proposicao 6.1.7 Seja X um espaco localmente convexo Hausdorff de dimensdo infinita. Entdo
as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) X contém uma sequéncia (EQB),-bdsica limitada.
(ii) X possui uma sequéncia linearmente independente limitada (x,) tal que span{x, : n € N}
é ndo fraco.

(iii) X contém um subespaco com norma continua que ndo é sequencialmente completo.

Demonstragdo: (i) = (ii): Pela Proposi¢do 6.1.6, item (i), X é ndo fraco, logo, todo subespaco
de X é ndo fraco. Portanto, a sequéncia (EQB) p-basica limitada em X, que existe por 1), satisfaz
as condig¢des desejadas.

(if) = (i): Por hipdtese X possui uma sequéncia linearmente independente e limitada (x,) tal
que span{x, : n € N} é ndo fraco. Seja Z o fecho absolutamente convexo dessa sequéncia. Entdo
span{x, :ne N} = | J°; 8. Como E é ndo fraco existe uma seminorma continua ( em X tal

que E, = E/Keru tem dimensdo infinita, veja a pagina 336 de (CARRERAS; BONET, 1987).
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Defina Q : E — [, a aplicagdo quociente. Entdo
Ix+ Kerpt|y := u(x), xe E

define uma norma continua em ;. Pelo resultado de (DAY, 1962, Teorema 5, p. 93) existe
um sistema Auerbach {y,;y;,}.; em (E, | - [|) x (E,| - ||x)* onde (,) é uma sequéncia basica
com constante basica K. Fazendo y, :=y, + Ker(u). Para cada n € N, escolha N, > 1 tal que
X, =N, 'y, €B. SejaQ:E — E, a aplicacdo quociente e defina z* := y* o Q. Claramente
{xn;z5}7° | é um QB-sistema em B x E*. Note que |z;;(y)| < u(y) para todo y € E. Pelo Teorema
de Hanh-Banach existe uma extensdo x* € X* de z* dominada por p. Por construgdo {x,;x;}~
¢ um QB-sistema em B x E*. Como ele satisfaz (i), e (ii)u, segue pela defini¢do que {x,;x}7
¢ uma sequéncia (EQB),-bdsica para (X, 7).

(i) = (iii): Suponha que {x,;x};},” ¢ uma sequéncia (EQB),-bdsica em X x X* limitada. Seja
E = span{x,}. Como {x,;x;},” é (EQB),-bdsica em X x X*, segue que ele é L.I, portanto,
[E possui um conjunto limitado de dimensao infinita, logo, todo subespaco de E que contém
{xn;x7}° tem dimensao infinita. Portanto, por (KALTON, 1971a, Theorem 1.4), E = span{x,}
ndo pode ser sequencialmente completo. Como, por hipétese, o sistema {x,;x;,}°; € equiconti-
nua segue que x — sup,cy |x; (x)| define uma norma continua em E = span{x, }, obtendo assim
o resultado desejado.

(iii) = (ii) E facil ver que vale esta implicago. o

Observacao 6.1.8 Vale a pena ressaltar que o fato de ® ndo possuir EQB-sistemas jd tinha

sido anunciado em (BONET; PERIS, 1998). Além disso, ® é também um espaco semi-Montel.

Doravante denotaremos por ¢g o subespaco de ® formado pelas sequéncias que ndo

€ zero para no maximo um numero finito de termos.

Definicao 6.1.9 Diremos que um espaco topologico X é chamado @y-saturado se todo subespaco
denso de X contém um subespaco sub-isomorfo (isto é, isomorfo sobre uma topologia localmente

convexa metrizdvel mais fraca) a @y.

Lembremos de (KALTON, 1974) que um espago vetorial topoldgico (X, ) é dito

ser minimal se para toda topologia vetorial Hausdorff o tal que 0 < T entdo 7 = ©.

Proposiciio 6.1.10 Seja X um espaco vetorial R o-dimensional e X* seu dual algébrico. Entdo

(X,0(X,X")) é fraco, semi-Montel, ndo minimal e um espaco localmente convexo e @y-saturado.
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Demonstracdo: Segue direto da definicdo de espacos fracos que (X, o(X,X*)) é fraco. Pelo
(LIPECKI, 1998, Lemma 2, Example 1) o(X,X Ii) nao € metrizavel em qualquer subespago de X,
assim, ele € ndo-minimal. Além disso, pela Proposi¢do 6.1.7 e por (LIPECKI, 1998, Exemplo 2,

Teorema 4) implicam que € @p-saturado. o

Proposicao 6.1.11 Seja X um espaco localmente convexo, Hausdorff, separdvel e ndo ¢y-
saturado. Entdo:
(i) X contém um subespaco denso com norma continua.

(ii) X possui um EQB-sistema fundamental.

Demonstragdo: (1) Como X € separavel existe £ um subespago denso em X de dimensao
enumeravel. Como X é ndo ¢p-saturado entdo [E também € ndo ¢p-saturado. Logo, existe um
subespaco F de E e uma topologia localmente convexa mais fraca o em F tal que (F, o) ndo
contém copia isomorfa de ¢y. Pelo Theorem 4 de (LIPECKI, 1998), (F, o) admite uma norma | - |
que é o-continua. Entdo F' = X e || - | é o-continua em F. Para provar (ii) procederemos como

no Lemma 2 de (BONET; PERIS, 1998). Seja | - | uma seminorma continua em [, que existe pela

0
n=1

(CARRERAS; BONET, 1987) podemos encontrar um B-sistema {x,,;u},}:* < (E, || - |) x (E, | - |)*

parte (i). Tomemos uma sequéncia {y,}>_ , < X cujo o span é denso em EE. Pelo método de Klee
tal que span{x, : n € N} = span{y, : n € N}. Para cada n existe K, > 1 tal que |u};(x)| < K, |x||
para todo x € E. Tomemos uma seminorma continua ¢ em X tal que t|g = | - |. Como E é denso

ﬁ; (x)] < Ky|x| para todo x € X.

~ %
em X, cada ), possui uma tnica extensdo # em X. Logo,

~*
Defina x; := K, ! u,,. Entdo {x;x}}*° | é um B-sistema fundamental y-equicontinuo em X. o

Observacao 6.1.12 Uma versdo mais forte da Proposicdo 6.1.11 foi provada por Bonet e Peris

em (CARRERAS; BONET, 1987) para espagos métricos.
Quando o espaco é ndo-fraco obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 6.1.13 Todo espaco localmente convexo, Hausdorff e ndo-fraco X possui uma

sequéncia (EB),-bdsica regular.

Demonstragdo: Como X é ndo-fraco existe uma seminorma continua p em X tal que Ker(u)
tem codimens3o finita. Pelo Theorem 10.39 de (DAY, 1962) obtemos uma sistema {x,,x}; } ,eny <

X x X* que é (EB),-basica regular. o
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6.2 Aplicacoes de Sistemas Quase Biortogonais

Nesta secao discutiremos algumas das consequéncias decorrentes dos resultados da
secdo anterior. Comegaremos provando alguns corolarios, depois estudaremos aplicagdes sobre
a forma fraca do teorema de peano em espacos de dimensdo enumeravel, também aplicaremos
no estudo da propriedade do ponto fixo nos epagos Xp-dimensional e, por fim, estudaremos
o "tamanho"do conjunto das aplicacdes continuas que ndo possuem ponto fixo em qualquer
subconjunto limitado, convexo e fechado de um espago topolégico.

Na Proposi¢ao 6.1.6-(iii) é de fundamental importancia que o espago seja nao semi-
Montel e que sua topologia seja metrizavel para garantir a existéncia de B-sistemas limitados.

Na verdade, podemos provar um pouco mais em espacos de dimensao algébrica enumerdvel:

Corolario 6.2.1 Seja X um espaco localmente convexo, Hausdorff e ndo semi-Montel de dimen-
sdo algébrica enumerdvel. Entdo para cada sequéncia de escalares (ay) existe uma sequéncia
limitada (u,) em X e um B-sistema {x,;x,},"_, em X x X* tal que x, = anu, para cada inteiro n.

Se X é normado, entdo (uy,) pode ser escolhido na bola unitdria fechada B(X) de X.

Demonstragdo: Seguiremos as ideias contidas na demonstracdo de (KALTON, 1971a, Pro-
position 1.1.). Sendo X ndo semi-Montel entdo existe um subconjunto B < X que € limitado
e de dimensao infinita. Seja F = UZO=1 n, onde % é o fecho convexo de B. Como X possui

dimensao enumerdvel existe uma sequéncia de subespacos E, de X tais que:

° En = En—H
o X =21 En
o dim(E,) =n

O sistema serd construido por inducio sobre n. Escolha z; € F, com z; # 0. Entdo, por defini¢do
de F, existe ny € N tal que

ujp = nl_lzl €A.
Defina x| := aju;. Como x; € X = UZ?:I E,, existe m| € N tal que

X1 EEml-

Usando que dim(E,, ) = m; podemos estender {x;} a uma base {yi,...,ym, } de E,, tal que

Ym; = X1. Pelo Teorema de Hahn-Banach podemos definir y7, ..., y;,, € X* tais que y; (y;) = 0;;
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para todo i, j = 1,...,m;. Assim obtemos uma sequéncia biortogonal {y;;y7}7"!, < X x X* tal

que y,;,, = x1. Como F tem dimens@o infinita existe z» € F' tal que
yi(z22) =0, Vi=1,...my.
Por defini¢do de F podemos tomar n; € N tal que

up = nz_lzg € A.

Defina x; := asuy. Como xp € X = Ui:l E,, existe my € N, com m < my, tal que

X2 EEmz.

Como dim(E,,,) = my podemos estender {yi,...,ym,,x2} 4 uma base {yi,...,ym, } de E,, tal que
Ym, =X2 €

yilyj)=0,i<m; e j>my.

Pelo Teorema de Hanh-Banach podemos definir y,*n1 15 Ym, €M X7 tal que:

Vi) =8p1<j<m e m+1<i<m.

T2 X x X* tal que yp, = X1 € ym, = X2

Assim obtemos uma sequéncia biortogonal {y;;y*
Suponhamos, por hipétese de indugdo, que tenhamos obtido uma sequéncia m; < --- < my €

uma sequéncia biortogonal {y;;y* }m"1 < X x X* tal que y,,, = x; onde x; = a;u; € u; € B para todo

i=

i=1,....k. Como F possui dimensao infinita existe z;, | € F tal que
Vi(zgs1) =0, Vi=1,...,my.
Como z11 € F = J;_ | nP existe ny,1 € N tal que
U1 = n%klﬂzk_“ € A.
Defina x| := apyugs1. Comoxg € X = U;’le E,, existe my 1 € N, com my < my, 1, tal que
Xk+1 € Emk_,_1 .

Como dim(Ey, ) = my,; podemos estender {y{,...,Ym,,Xk+1} a uma base {y,...,ym,,, } de

Epy,, tal que xg i1 =y, -

yiyj)=0,i<m e j>my.
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Pelo Teorema de Hanh-Banach podemos definir y,*nk Tl em X tal que:

*
0 Ymyy
* . .
Vi) =0ij, 1 < j<myr e mp+1<i<myy

Logo obtemos uma sequéncia biortogonal {yi;y;}?zf‘ < X x X* tal que y;,, = x; onde x; = aju;
eu; € Bparatodoi=1,....k+ 1. Quando X é normado podemos tomar B = B(X), terminando

assim a demonstragao. o

Observacdo 6.2.2 Note que na demonstragdo acima {y,} é uma base de Hamel-Schauder para
X. Logo, a menos de reordenar a sequéncia biortogonal {y;;y;}*, < X x X* podemos supor
Yan—1 = Xn para todo n € N. Portanto, a sequéncia (x,) pode ser obtida de tal modo que ela seja

os termos impares de uma base de Hamel-Schauder para X.

Nosso proximo resultado mostra que a Proposi¢do 6.1.6-(ii) é o melhor que podemos

esperar, mesmo para sistemas incontaveis.

Corolario 6.2.3 Todo espago localmente convexo, metrizdvel e semi-Montel ndo admite EB-

sistemas incontdveis.

Demonstragdo: Suponhamos por contradi¢do que {x;,x] };c; ¢ um EB-sistema ndo enumeravel
em espaco localmente convexo, metrizavel e semi-Montel X. Usando que X é metrizavel
podemos aplicar o Lemma 2 de (LINDSTROM; SCHLUMPRECHT, 1993) para obter uma
sequéncia distintas de indices (iy) < I tal que {x;,},” € limitado. Assim {x;,,x} },° € um EB-
sistema limitado em X. Pela Proposi¢ao 6.1.6, item (ii), X ndo pode ser semi-Montel. O que é
uma contradi¢ao. O

Agora destacaremos algumas das aplicacdes decorrentes da existéncia de sequéncias
(EAB)-bésicas. Doravante denotaremos por .# o conjunto dos espacos localmente convexos e
Hausdorff contendo sequéncias (EQB),-bdsicas limitadas. Lembremos que um espaco vetorial
X € chamado um espago de Schur quando toda sequéncia que converge fraco também converge

forte.

Teorema 6.2.4 Seja X um espaco localmente convexo e metrizdavel de dimensdo infinita sem
copias isomorfas de K(]). Suponha que @y — X. Entdo vale exatamente uma das possibilidades:
(i) X é um espaco de Schur,

(ii) X possui uma sequéncia limitada (EQB)-bdsica.
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Demonstracdo: Para todo espaco localmente convexo X temos exatamente duas possibilidades:
ou ele é semi-Montel ou ele ndo é semi-Montel. Suponha inicialmente que X é semi-Montel
entdo segue por definicdo que X € um espago de Schur. Por outro lado pela Proposicado 6.1.6
item (ii) segue que X ndo possui uma sequéncia limitada (EQB),-bdsica. Suponha agora que
X nao é semi-Montel, entdo segue pela Proposicao 6.1.6 item (iii) que X possui um B-sistema,
logo, X possui uma sequéncia linearmente independente, digamos (x,). Como por hipStese
Loo <+ X entdo pelo Teorema 5.1.6 todo subespaco de X € ndo fraco, em particular, o subespaco
span{x, : n € N} é ndo fraco. Pela Proposicdo 6.1.7 segue que X possui uma sequéncia limitada
(EQB)y-bésica. Resta mostrar que X nao é um espago de Schur. Para isso, como por hipétese X
no contém copias isomorfas de 9, usando (BARROSO et al., 2012) a sequéncia (x,,) possui
subsequéncia fracamente de Cauchy, digamos (y,). Acontece que a correspondente sequéncia
biortogonal (y*) é equicontinua. Isso implica que (y,) ndo pode ser de Cauchy com respeito a
topologia original de X. Consequentemente, X ndo € um espaco de Schur. O
Nossa segunda aplicagdo diz respeito a Forma Fraca do Teorema de Peano (FFTP)
em espacos localmente convexo de dimensdo enumerdvel. Em espacos euclidiano, a FFTP afirma
que sempre que F : RN — RY é um campo de vetores continua, entdo o problema u’(¢) = F (u(t))
possui uma solu¢do em algum intervalo aberto (o, ). Em (HAJEK; JOHANIS, 2010) provaram
o fracasso da FFTP em espacos de Banach com quocientes separdveis. Resultados anteriores
foram obtidos por muitos autores (ver referéncias em (HAJEK; JOHANIS, 2010) e (SHKARIN,
1997). Aqui obtemos o seguinte refor¢co de um resultado de (SHKARIN, 1997, Lema 3.1).

Teorema 6.2.5 Seja X um espago localmente convexo e Hausdorff X o-dimensional. Entdo vale
as seguintes afirmagoes:

(i) Se X é semi-Montel, entdo X possui a FFTP.

(ii) Se X € .#, entdo X ndo possui a FFTP.

Demonstragdo: Provaremos inicialmente (i). Como X é semi-Montel todo conjunto limitado
em X é relativamente compacto. Consequentemente, temos que X € sequencialmente completo
veja (KALTON, 1971a, Theorem 1.4) e por JARCHOW, 2012, 11.5.1) é semi-Reflexivo.
Consequentemente usando argumentos de ponto fixo obtemos as solucdes locais para o problema
u' = F(u). Para provar (ii) seja {x,;x;} uma sequéncia (EAB),-bésica limitada em X x X*.
Como dim(X) = X, entdo X possui uma base de Hamel H tal que y, — H, logo, para cada x € X

temos que x;(x) # 0 apenas para um ndmero finito de indices n. Agora seguiremos as ideias
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contidas em (SHKARIN, 1997). Defina F : X — X por

0
F(x) = Zx;_l(x)xn—i-xl, xeX.
n=2

Pela limitacdo e equicontinuidade do sistema {x,;x; } obtemos que F é continua em X. Afirmamos
que o problema u’ = F(u) ndo possui solu¢do em qualquer intervalo da reta. De fato, suponha
por absurdo que exista u : (¢, ) — X, satisfazendo u/(¢) = F(u(t)), para todo t € (¢, ) = I.

Como todo x € X pode ser escrito da forma >~ | x¥(x)x,, obtemos para u(t) = > 7 u,(t)x,

que:
w(t) = Xk (u(t))xy = > un(t)x,
n=1 n=1
€, portanto,
W (1) = D xn(u (1))x0 = )t (1)
n=1 n=1

Combinando os fatos acima com a defini¢do da F obtemos:

=~
—
~
~—
[
=
S %
—
<
~
—
~
~—
~—
l

X, (F(u(t))) = x, <X1 + ) (M(t))xn) ,
n=2

e, portanto, i) (t) = & e u},(t) = up— (1) 0, para todo n = 2, onde o, = x;(x,). Provaremos por
inducdo que
n n—1

a(t) =01 0y— +Colr- - Oy
Hn(t) = O Oy + Co00 -+ O oy

onde os C; sdo constantes. De fato, para n=1, de / (t) = oy temos u; (t) = ;7 +Cp. Suponhamos

4o+ Cpon Ot + Cy_1,

entdo que seja vélido para n, combinando a igualdade u], | (t) = u, ()01, com a hipétese de

inducgdo temos

, " tn—l
Uy (1) = al---(xn;JrCoaz---an -

+ee +Cn—2ant +Cn—1) Ont1,

0 que nos da,

, " tnfl
Upy1(t) = al"'an-&-l; +Co0 -+ Oy 41 .

T+ +Cn—2anan+lt + Cn—lan-l-la

integrando a igualdade acima

n+1 n 2
t
Unt1(t) = Q- Oyt (n+1)! +Co0 - O+ +Cn—2anan+1§ +Cyp10, 111 +Cy

(n)!
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obtemos a férmula desejada. Considere o conjunto
Ap = {t e Lu,(t) = 0}.

Defina A = UZOZIA,,. Como u,, € um polindomio de grau n, entdo A, tem no maximo » elementos,

logo, o conjunto A € enumeravel. Sendo I ndo enumeravel, existe 7 € [ tal que
x, (u(to)) = un(ty) #0, paratodo neN,

contradizendo que {x,,x:} € X x X* é localmente finita, isto é, que u,(fy) = 0 para todo n

suficientemente grande. o

Teorema 6.2.6 Seja X um espaco localmente convexo, Hausdorff e Ro-dimensional. Entdo sdo
equivalentes:
(I) X é semi-Montel.
(1) X é sequencialmente completo.
(Ill) X possui a PPF.
(1V) Todo subespaco de X possui a PPF para conjuntos totalmente limitados, fechados e

convexos.

Demonstragcdo: Para a prova usaremos o seguinte Lema, que foi provado em (BARROSO;

REBOUCAS, 2014):

Lema 6.2.7 Seja (X;7) um espago vetorial localmente convexo Hausdorff No-dimensional que
é sequencialmente completo. Suponha que C é um subconjunto de X ndo-vazio, limitado e
convexo. Entdo toda aplicacdo f : C — C que é T—sequencialmente continua tem uma sequéncia
aproximada de ponto fixo, isto é, existe (x,)  C tal que x, — f(x,) — 0. Mais ainda, se C é

fechado entdo (x,) pode ser escolhida convergindo para um ponto fixo de f.

E fcil ver que (I) e (II) sdo equivalentes. Pelo Lema 6.2.7, obtemos as implicacdes (11) = (II1)
e (II) = (IV). A implicagdo (IV) = (II) foi provada em (BARROSO; REBOUCAS, 2014,
Teorema 2.4). Entdo é suficiénte provar que (III) = (II). Suponha por contradi¢do que X ndo é
sequencialmente completo. Entdo pelo Teorema 1.4 de (KALTON, 1971a) existe subconjunto
B < X que é limitado e absolutamente convexo que nao estd contido em qualquer subespaco
de dimensdo finita de X. Fixemos uma sequéncia de nimeros reais positivo (a,) < B;,. Pela

Observagdo 6.2.2 existe uma sequéncia (u,) < B e um sistema biortogonal {x,;x}} < B x X*
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tal que {x,}° , é base de Hamel-Schauder para Y := | J: | iB onde x, = au, paratodon e N.

Considere agora o conjunto K definido por
={xeX:|x(x)] <1,VkeN}.

Note que K € convexo e fechado, pois K = (), {x eX :|xf(x)] < 1}. Definamos agora a

aplicacdo f : K — K, por
f) = (1= xT(x alu1+2’xk 1 () laxug, xeK.

Finalmente o seguinte lema prova o Teorema.

Lema 6.2.8 As seguintes afirmagées sdo vdlidas:
(i) f é continua.
(ii) f ndo possui ponto fixo em K.

(iii) f deixa invariante um subconjunto limitada, fechado e convexo de K.

Demonstracdo: O item (i) segue do fato de f ser uniformemente aproximada em K pelas

aplicagdes continuas:
fulx) = (1 =[xt (x a1u1+2|xk L) |agug, xeK.

Para provar o item (ii), suponhamos por contradi¢do que seja falso, isto é, existe x € K tal que
f(x) = x. Como X é #-dimensional, segue que x possui suporte finito. Como f(x) = x, segue
que x € Y. Segue do fato de {a,u,},  , ser base de Hamel de Y e que {a,u,;x;},"; é um sistema
biortogonal que:

xi(x) =x7(f(x)) = 1= |x{ (x))

xp(x) = x5 (f(x)) = |xf_; (x)],Vk = 2.

%, segue da segunda iguadade acima que

Segue da primeira igualdade acima que xj(x) =
xp(x) = % para todo k = 2. O que € um absurdo, pois x possui suporte finito.

Finalmente para provar (iii) tomemos uma seminorma continua p em X. Entdo para todo x € K,
temos:

p(f(x)) < (1 =|xi(x)[)arp (u +Z\xk 1 () axp ()

k=2

<aip(u +Zakp ) < supp (i Zan,

k=2 keN n=1
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mostrando que K € limitado em X. Defina entdo C := co(f(K)), dai temos que C é fechado,
convexo e limitado como subconjunto de K e satisfaz f(C) — C, mostrando que X ndo possui a
propriedade PPF, o que é absurdo por (II), terminando a prova do lema. o

O

Teorema 6.2.9 Seja X um espaco localmente convexo, Hausdorff, normado e de dimensdo

enumerdvel. Entdo X possui uma contraction-PPF se, e somente se, possui dimensdo finita.

Demonstragdo: Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, basta provar a suficiéncia. Suponha
por contradi¢do que dim(X) = X, e seja |- | a norma de X. Pelo Teorema de Baire, veja
(BOTELHO et al., 2012, Proposi¢do 10.3.1.), (X,| - |) ndo pode ser um espago completo e,
portanto, é ndo semi-Montel. Fixe uma sequéncia (a,) € {; com norma estritamente menor
que 1. Pela Observagdo 6.2.2 existe uma sequéncia (#,) em B (X) e um sistema biortogonal
{yn;yr} < B(X) x X* tal que yp,—1 = any € (x,) é uma base de Schaude para X. Seja x,, = yo,—1
e defina a aplicagdo f : X — X por:
P10 JUE L TG

el & el

Como {x,}° , ¢ uma base de Hamel para X, entdo f ndo possui ponto fixo, de fato suponha por
absurdo que existe x € X, tal que f(x) =x =Y~ | x%(x)xy, usando que {x,,x}}°2; < Bx x X* ¢

um sistema biortogonal, temos:

1
X () = 2 (F() = S5 vk 2

ka—l H ’

como {x,,x;}>° ; é uma base de Hamel do espago de dimensdo enumerével X, seque que apenas
um nimero finito dos x} (x) pode ser diferente de zero, logo, usando a segunda igualdade acima
que x} (x) = 0 para todo k € N, portanto, x = 0. Usando agora a primeira igualdade obtemos um

absurdo, pois
1

£0
[

0=x7(x) =x1(f(x)) =

Portanto, f ndo possui ponto fixo em X. Usando que ||x}| > 1 combinado com o fato de
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(an) < By, temos:

— (g () = |« i — 1 ()]
17— £ = | —PIZ RO, 1+2 Sl L2
Hxl H \xk il
X — |x;
HX1H H k—l”
< ‘x1(> —x;_1 ()] gt
A 1H H Xl
x5 ||l — x5 x—
<! 1HH* yl ‘ | 1!\\ y|
Ed Z T ]
o0
< <Z |ak|) x =yl
n=1
logo,
0
If () =F ) < (Z \ak\> [x—y[,vx,y € X.
n=1
Como (a,) < By, obtemos o resultado desejado. o

Lembremos que um espacgo topoldgico T € dito possuir a tightness enumeravel se
para cada A — T e todo x € A existe um conjunto enumerdvel B — A tal que x € B. Vale ressaltar
que muitos espagos localmente convexos metrizdveis possui a tightness enumerdvel em sua

topologia fraca (FABIAN et al., 2011, Theorem 3.54.)

Proposicao 6.2.10 Seja X um espago localmente convexo e Hausdorff tal que todo conjunto
limitado possui a tightness enumerdvel. Entdo X possui a propriedade de ponto fixo sequencial,
isto é, todo conjunto sequencialmente compacto e convexo C — X e toda aplicagdo continua

f : C — C que é sequencialmente continua possui ponto fixo em C.

Demonstragdo: Pelo Teorema 2.3 de (BARROSO et al., 2013) obtemos 0 € {x — f(x) : xe C }r

onde 7 é a topologia original de X. Como C — C possui a tightness enumeravel entio existe

um subconjunto enumerdvel B < C tal que 0 € {x— f(x):x€ B}T. Considere o espago E =

(span{x— f(x) : x€ B},0) onde ¢ ¢ uma topologia localmente convexa, mais fraca e metrizavel.

(o} . . . A .
Como o < 7|g obtemos que 0 € {x — f(x) : x€ B} . Isto implica que existe uma sequéncia (x;,)
. ~ . 2 (e} z
o-aproximagdo de ponto fixo para f, isto &, x, — f(x,) — 0. Por outro lado, usando que C é
. A . 4 . (e}
sequencialmente compacto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor x,, — x

para algum x € C. Como f é sequencialmente continua segue que x, — f(x,) — x — f(x), em
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particular, como & é mais fraca que T em E obtemos x,, — f(x,) — x— f(x). Como & é Hausdorff

segue que 0 = x — f(x), logo, x = f(x). o

Definicao 6.2.11 Seja X um espaco vetorial topologico. Diremos que uma aplicacdo f: X — X
é sem ponto fixo (SPF) preservado se existe um subconjunto convexo, fechado e limitado C — X

tal que f : C — C é continua e ndo possui ponto fixo.

Nem todos os espagos localmente convexos admitem aplicagdes SPF-preservado.
Por exemplo, se X é um espaco localmente convexo, Hausdorff e semi-Montel entao nenhuma
auto-funcdo continua e sem ponto fixo de X pode ser SPF-preservado.

A proposicao seguinte fornece condi¢des para um espago localmente convexo possua

aplicacdes SPF-preservado.

Proposicao 6.2.12 Seja X um espaco localmente convexo. Entdo as seguintes condicdes garan-
tem a existéncia de aplicacdo SPF-preservado em X.

(i) X é Xg-dimensional e ndo é sequencialmente completo.

(ii) X é metrizdvel e ndo é semi-Montel.

(iii) X é quasi-completo e ndo é semi-reflexivo.

Demonstragdo: (1) A prova deste item segue direto da prova do Teorema 6.2.6. (i1) X contém um
conjunto C que ¢é limitado, convexo e fechado que nio é compacto. Pelo Theorem 2.3 de (KLEE,
1955) existe uma aplicacdo continua f : C — C SPF. Pelo teorema de extensao de Dugundji
(DUGUNDII et al., 1951) fp admite uma extensdo continua, f : X — C conforme desejado. (iii)
Esta afirmac¢do € uma consequéncia imediata da prova do Teorema 4.3 de (ASTALA, 1982). o

Vamos agora estudar o tamanho linear do conjunto formado das aplicacdes que
sao SPF-preservado. Em primeiro lugar, destaquemos que, em geral, combinagdes lineares de

aplicagdes SPF-preservado podem nao ser SPF-preservado.

Exemplo 6.2.13 Considere o espago ({1, |-|¢,) . Defina as aplicagdes continuas (2-Lipschitziana)

fi: by — Ly (i=1,2) por

Q0 [e¢] [e¢]
fi (Zln€n> = (1 - |l2n1\> e1+ ) tn-3em-1
n n=2 n=2

[e¢] o0 0
fi <Ztnen> = (1 - !f2n|> er+ ) n—2em
n

n=1 n=2
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onde (e, denota a base candnica de (1. E fdcil ver que cada f; é LFP-presevando em B((1). Note
que g = 2f1 + f obtemos que g~ (0) = 3. ayen, com ay—12" para todo N = 1. Implicando

que |g"(0)]¢, — o0 quando N — 0.

Exemplo 6.2.14 Seja (| como acima. Defina as aplicagées afins f;: {1 — €1 (i=1,2) por

[e¢] Q0 Q0
fi (Ztnen) = (1 -, l2n1> e1+ ) tn-3€m1
n n=2 n=2

o0 0 o0
Ji (Ztnen> = <1 - fzn) e1+ ) fan2em.
n n=1 n=2

Uma conta direta mostra que (1/2) f(xo) + (1/2) f(x0) = xo onde

I 111 11

X0 = (22,22,23,23,...,i,?,...).

Dado um espago vetorial topoldgico X, denotamos por S..(X) a familia de todos os
subconjuntos convexos, fechados préprios de X. Se C € S..(X), entdo SPF(C) representard a
familia de todas as aplicacdes de C em C que s@o SPF. Considere a seguinte familia de aplicacdes
SPF:

F(X):={f:X - X|f eSPF(C) para algum C € S..(X)}.

Lembremos de (GURARIY, 1966) que um subconjunto M de um espaco vetorial
topoldgico € é chamado de lineavel se M| J{0} contém um subespaco vetorial de dimensao

infinita de €. No nosso contexto, trabalharemos com a seguinte defini¢ao:

Definicéio 6.2.15 Diremos que um espago localmente convexo X é SPF-linedvel se .7 (X )| J{0}

contém um espaco vetorial de dimensdo infinita.

Nosso proximo resultado fornece alguns exemplos de espacos que sao SFP-linedvel.
Teorema 6.2.16 Todo espaco em M que é Xo-dimensional e ndo semi-Montel é SFP-linedvel.

Demonstracdo: Seja X € 4 com dim(X) = X(. Por hipdtese existe uma seminorma continua
p em X e uma sequéncia {x,;x,} em X x X* que é (EQB),-bdsica. Logo {x,} é uma base de
Hamel-Schauder em E = span{x, : n € N}. Denotemos por {u} < X* a sequéncia biortogonal

assosciado a (x,), isto &, uy;(x,;) = 8,m. Note que os u;, pode ser diferente dos x;; pois {x,;x},}
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¢ apenas quase biortogonal. Seja (N;) uma sequéncia de subconjuntos disjuntos de N tal que
N = [JZ, N;. Suponhamos que
N; := {K‘l(i), K‘z(i), b

onde a sequéncia (K,(,i))neN ¢ crescente para cada i € N. Fixemos uma sequéncia (a,) € B({).
Para cada N; defina as aplicagdes f; : X — X por

0

Q0
filx) = (1 A (x)ﬂk<i)> X + DX (an AT S
n=1 " 8 n=2 "1 n—l

Claramente f; é afim. Dado A € R, com A # 0, considere o conjunto:

D) <|/1|}-
n=1

Note que K € convexo e que K; = AK. O teorema seguird como consequéncia dos poximos 3

E&{: {XEEE;

lemas.
Lema 6.2.17 Para todo escalares Ay, ..., Ay temos 3| Aif; (Kzzy_l M'I) <K

Demonstragdo: De fato, dado x € sz_ NPaE usando que {(x,,u)) € X x X*} é biortogonal temos:

u]:(i) (hifilx)) = ;tiul:(i) (filx)) = Ai (1 N ZZO:M;:O) (x)ak,(,i)>
1 ] (
u]:’(li)()viﬁ(x» = )»,-x;([) (x)ak(i) Nn=2,

n—1 n—1

somando as igualdades obtemos

o8]
2w (Aifix) = ¥ i€ N,
=1 "

S

como os N; sdo disjuntos e N = | J.Z; N; obtemos que:

i=1

0 N N 0 N
Z uy (Z )Lifi(x)> = Z (Z uZ(?L,ﬁ(x))) le- =

i=1

N

> un ( liﬁ(@)
n=1 n=1

N
SN
i=1

Observacao 6.2.18 Note que pela prova acima temos Zﬁvzl Aifi(E) < KZ‘[& A

Lema 6.2.19 f; sdo continuas em IE.
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Demonstracdo: Como fi(x) = X0 + F;(x) para todo x € X, onde
1

0 0

Fix) = = 2,30 @Waynxo + ), X, X)a0 X,

para provar que f; € continua € suficiente provar que F; : X — X é continua. Para isto, considere

FN : X — X dado por

=

N
N
FY(x)=— xl:,(f) (x) 0+ xk() (x)ak(illxk,gi)'

n=1 n=2
Como a sequéncia {x,} é (EQB),-bdsica entdo existe uma seminorma continua p em E, tal que

ha(<p(x), xeE, Vnel,

segue usando a desigualdade triangular que

p(Fi(x)) <p (F(x ))+P( D x o (D00 + Z @ (D0 Xk<)>

n=N+1 n=N+1 ki
[0 0] o0
<P (W) + X I lage (x0)+ X b e p (50)
n=N+1 " ! : n=N+1 """ "l !
FN +2s G )s

<p(F'(x) nlelep(xk ) sup|xi (x n;ﬂa

o e]
<p(F(x ))+2K< > ak;;))P(X)

n=N+1

<p (FY(x)) +Cp(x),

onde C = 2K (ZZO: Ne1@ k(i)> . Como FN € claramente continua, segue que F; ¢ limitada por uma

funcdo continua e, portanto, é continua. o
Lema 6.2.20 Ziv:] Ai fi possui ponto fixo em Kn 2| & € somente se, M==A=0

i=1 1%
Demonstracdo: Se A| = --- = Ay =0, entdo claramente o vetor nulo é ponto fixo. Agora suponha

por absurdo que Zf\]:] Ajfj possui ponto fixo mas que A; # 0, i € {1,...,N}. Como {x,,u,} é
um sistema biortogonal entdo aplicando {u]:(i) 172 | aigualdade Zﬁvzl Nifi(x) = x =307 x55(x) X,
obtemos:
() =1 (0) =ty (S 206i(0)) = A (1= 2w (g
D i) K\ ~i=1 =170

* * N *
W0 (x) = u 0 (Zi:l 7L,~f,~(x)> = A’ixk(i) (x)ak(i) lav n=2.
n n—1 n—
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Se xl’;(ll) (x) # 0, entdo da segunda igualdade acima obtemos que xl’;(li) (x) # 0 para todo n € N,
pois A; # 0. O que é um absurdo pois x teria suporte infinito. Portanto x;(,) (x) =0, e logo, pela
segunda equacao x;sl.) (x) = 0 para todo n € N. Finalmente usando a primeira equagao temos que

Ai = 0, o0 que é absurdo pois por hip6tese A; # 0. o
Observacao 6.2.21 Pela prova acima temos que f; : & — E ndo possui ponto fixo.
Lema 6.2.22 {f;: i€ N} sdo linearmente independentes.

Demonstrag¢do: Suponha por absurdo que Zf[: | Aifi(x) =0, com A; # 0 para algum i €
{1,2,...,N}. Combinando o fato de que {x,,u} € um sistema biortogonal e que N; sdo disjuntos

obtemos:

kl
0=y (0) =y (T Aifi) = Aax’y (Ray V=2,
n n n—1 n—

0=, 0) = (8542009 = s (1 S (g

Como A; #0e a, 7 0paratodone N, segue da dltima igualdade acima que xz(i) (x) = 0 para

n—1 n—1

todo n € N, logo,

o0
Z x*(i) (x)akgi) = 0
n=1 "

Usando agora a primeira igualdade temos A; = 0, o que € absurdo. o
Finalmente, para concluir o Teorema, basta tomar C;, = K, . Pois C; é convexo e fechado. Além
disso, temos que f; é continua em Cj (pois pelo Lema 6.2.19 f; é continua em E, logo, sua
restricdo a C), é continua), f;(C; ) < C; (veja a Observagédo 6.2.18) e f; ndo possui ponto fixo em

C, (veja a Observacgdo 6.2.21). o
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APENDICE A - ESPACOS LOCALMENTE CONVEXOS

Trabalharemos principalmente em espacos localmente convexo, por isso, neste
apéndice faremos uma breve revisdao de algumas defini¢cdes e resultados importante nesses
espacos, mas ndo entraremos em detalhes, para os leitores que desejarem se aprofundar sobre o
assunto recomendamos o Livro (OSBORNE, 2014). Tudo comeca com a definicdo de espaco

vetorial topolégico.

Definicao A.0.1 Sejam E um espaco vetorial sobre o corpo K e T uma topologia em E. Dizemos

que o par (E, T) é um espaco vetorial topoldgico se as operacdes algébricas

AD:E xE —E, AD(x,y) =x+Yy

ME :KxE — E, ME(a,y) = ay

sdo continuas quando consideramos em E x E e em K x E as respectivas topologias produto.

Doravante neste apéndice X denotard um espaco vetorial topoldgico sobre os reais e

T sua topologia.

Definicao A.0.2 Uma aplicacdo p : X — R é chamada de seminorma quando:

(i) p(x+y) < p(x)+p(y), para todo x,y € X
(ii) p(Ax) =|A|p(x), paratodo A € R,x e X

Definicao A.0.3 Se além das duas condi¢oes acima, uma seminorma satisfaz:
px)=0=x=0,
entdo p é chamada de norma.

Seja F = {pq : & € A} uma familia de seminormas em X. Considere a familia B

formada pelos conjuntos:

V(X;pan...,pan;s) - {yEX : Pa,(y_x) < 8,1 - 1,...7”1}.

N3ao € dificil mostrar que B forma uma base para uma topologia em X. Note que os abertos
bésicos da topologia 7 sdo conjuntos convexos, logo, toda vizinhanga da origem contém um

aberto convexo contendo a origem. Isso motiva a seguinte defini¢do.
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Definicao A.0.4 Um espaco localmente convexo é um espaco vetorial topolégico no qual a
origem admite uma base de vizinhangas convexas, ou seja, toda vizinhanga da origem contém

um aberto convexo contendo a origem.

Exemplo A.0.5 (a) Todo espaco normado é um espago localmente convexo, uma vez que as
bolas abertas (B(0;€))e=0 formam uma base de vizinhangas convexas da origem.
(b) Se E é um espago vetorial e T é a topologia dado por T = {(J,E} entdo (E,T) é espago
localmente convexo.
(c) Nem todo espaco métrico é localmente convexo. Em (BOTELHO et al., 2012), Exemplo
8.2.3 item (d) os autores provam que {,, para 0 < p < 1, ndo é um espago localmente

convexo.

Quando um espaco localmente convexo é métrico a familia de seminormas que gera a

topologia desse espaco € enumerdvel e "crescente". Para ser mais exato, vale o seguinte teorema.

Teorema A.0.6 (KOTHE; KOTHE, 1983, p.205) Seja (X,T) um espago localmente convexo.
Entdo t é metrizavel se, e somente se, T pode ser definido por uma sequéncia de seminormas.
Além disso, essa sequéncia de seminormas pode ser tomada crescente py(x) < pa(x) < -+ para

todo x € X.

Nem todo espago localmente convexo, Hausdorff e métrico € completo, por exemplo
o espaco (Q munido da topologia euclidiana. Contudo, quando ele é completo, temos a seguinte

definicao.

Definicao A.0.7 Um espaco localmente convexo, Hausdorff, metrizdvel e completo é chamado

um espago de Fréchet.

Para mais detalhes e alguns exemplos de espagos de Fréchet, recomendamos a leitura

da secdo 3.7 de (OSBORNE, 2014).

Observacao A.0.8 Quando o espaco métrico é completo mas ndo localmente convexo ele recebe

o nome de F-espaco.

Existe, naturalmente, um grande niimero de propriedades que um espaco vetorial
topoldgico pode ter. dois deles, convexidade local e Hausdorff, ja € nossa conhecida. Existe
muitas outras, mas duas se destacam pela sua utilidade em relagdo as propriedades bésicas dos

espacos localmente convexos e Hausdorff. Apresentaremos agora elas.
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Definicao A.0.9 Um subconjunto A do espago vetorial E é dito:
(a) absolvente se para todo x € E existe Ay > 0 tal que x € LA para todo A € R, com |A| = Ay.
(b) equilibrado se AA A para todo |A| < 1.

(c) absolutamente convexo se for simultaneamente convexo e equilibrado.

Seja (X, t) Hausdorff. Um conjunto A é chamado de barril quando ele é fechado,

absolvente e absolutamente convexo.

Definicio A.0.10 Dizemos que (X, 1) € tonelada quando todo barril em X é uma vizinhanga da

origem para T.
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APENDICE B - TOPOLOGIA FRACA

Faremos agora uma breve revisio de algumas defini¢cdes e resultados elementares
em relacdo a topologia fraca, mas ndo entraremos em detalhes, para os leitores que desejarem se
aprofundar sobre o assunto recomendamos o Livro (BOTELHO et al., 2012).

o conceito de redes ¢ uma generalizacdo do conceito de sequéncia muito til para

descrever topologia em geral.

Definicao B.0.1 Um conjunto dirigido é um par (A, <) em que < é uma direcdo no conjunto A,
isto é, uma relacdo em A tal que:
(a) A <A paratodo A € A.
(b) Se A, Ao, A3 A, M < Ay e Ay < A3, entdo A < Aj.
<

(c) Paratodos Ay, A € A, existe A3 € A tal que Ay 3e Ay < As.

Definicao B.0.2 Uma rede em um conjunto X é uma funcdo P : A — X, onde A é um conjunto

dirigido. Usualmente se denota P(A) por x;, e neste caso denotaremos a rede por (x; )jcn-

Defini¢do B.0.3 Diremos que a rede (x;)ycp no espago topologico X converge para x € X, e
neste caso escreveremos x), — x, se para cada vizinhangca U de x existe Ay € A tal que x) € U

para todo A = Ay.

Definicdo B.0.4 Seja P: A — X, P(1) = x) uma rede. Se T é um conjunto dirigido e Q : T — A
é uma funcgdo tal que:

(i) n<p=0Mm)<0(r)

(ii) paratodo A € A existe Y€ T tal que A < Q(7),

entdo a composi¢do Po Q : I — X é chamado uma sub-rede de (x3) -

N3ao ¢ dificil mostrar que uma rede converge para x € X se, e somente se, toda

sub-rede converge para x.

Definicao B.0.5 Um espaco topologico X é um espaco de Hausdorff se para todo x,y € X, x # y,

existem vizinhanca U de x e V de y tais que U NV = .

O resultado a seguir contém os resultados sobre redes que serdo usados nesta tese. O

leitor pode encontrar a sua demonstracdo em (BOTELHO et al., 2012).

Teorema B.0.6 Sejam X,Y espacos topologicos, A < X e x € X.
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(a) x € A se, e somente se, existe uma rede (x3)scn em A tal que x;, — X.
(b) A é fechado se, somente se, para toda rede (x ))cp em A com x; — x tenha-se x € A.

(¢) Uma fungdo f: X — Y € continua se, e somente se, f(x;) — f(x) para toda rede (x)ycp em

X tal que x;, — x e X.

(d) X é um espaco Hausdorff se, e somente se, toda rede em X converge para no mdximo um

elemento de X.

Teorema B.0.7 Um subconjunto K de um espaco topologico X é compacto se, e somente se,

toda rede em K possui uma sub-rede convergente para um ponto de K.

Estudaremos agora a topologia fraca em um espago localmente convexo. Para isso,

comecaremos relembrando a defini¢ao de dual.

Definicao B.0.8 Seja X um espaco localmente convexo Hausdorff sobre R. O espaco dual de X,
denotado por X*, é o espaco dos funcionais lineares continuos f : X — R. O dual algébrico,
denotado por X!, é o espaco formado por todos os funcionais lineares f : X — R, continuo ou

ndo.

Usaremos a defini¢@o de dual para definir a topologia fraca em X . Para isto, usaremos

a seguinte proposicao que foi extraida de (BOTELHO et al., 2012).

Proposicao B.0.9 Seja @ a colecdo de subconjuntos de X que podem ser escritos como inter-
secdo finita de conjuntos da forma f~1(A) onde A = R é aberto e f € X*. Entdo existe uma
topologia 6(X,X™) em X que tem ® como base, isto é, os elementos de 6(X,X*) sdo unides de

elementos de .

Defini¢ao B.0.10 Chamaremos de topologia fraca de X a topologia 6(X,X™) da proposi¢do

acima.
A seguinte proposicado fornece as principais propriedades da topologia fraca.

Proposicao B.0.11 Seja X um espaco localmente convexo. Entdo:
(a) Para cada f € X*, f:(X,0(X,X*)) — R é continuo.
(b) 6(X,X™) é aintersecdo de todas as topologias de X tais que f € X*.
(c) Seja (x))uma rede em X. Entdo x; — x em 6(X,X™) se, e somente se, f(x;) — f(x)

para todo f € X”.
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(d) A topologia o(X,X™) é de Hausdorff.
(e) Sejam Z um espago topoldgico e y : Z — (X,0(X,X™)) uma fungdo. Entdo y é continua

se, e somente se, foy :Z — R é continua para todo f € X*.
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