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RESUMO

Neste trabalho, consideraremos hipersuperficies de rotacao compactas

M"™ em uma esfera unitéria S"*!(1), e apresentaremos algumas férmulas inte-

grais as quais sao usadas para caracterizar os toros S*(y/k/n)xS" 1 (\/(n — k) /n).

Palavras-chave: Geometria Diferencia; Superficies Minimas; Caracterizacao

de Toros.



ABSTRACT

In this work, We consider compact rotational hypersurfaces M"™ in

the unit sphere S™"*1(1), obtaining some integral formulas and then applying

these integral formulas to characterize the torus S*(y/k/n)xS" 1 (\/(n — k)/n).

Keywords: Differential Geometry; Minimal Surfaces; Characterize the To-

rus.
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INTRODUCAO 10

1 INTRODUCAO

As superficies minimas estao entre os objetos mais estudados na geo-
metria diferencial. Elas sao caracterizadas por H = 0, onde H é a curvatura
média da hipersuperficie. Recentemente, algumas de suas propriedades tém
sido generalizadas para hipersuperficies k-minimas (H, = 0), onde Hy é a
k-ésima curvatura da hipersuperficie. Sao exemplos de hipersuperficies k-

minimas em S"*!(1):

Mk = S*y/k/n) x S" ' (\/(n—k)/n), 1<k<n-—1,

as quais possuem duas curvaturas principais constantes e distintas, que sao
AM=..= X1 =VE/(n—=k), I\ =—(n—Fk)/k.
Para ver isto considere a imersao
z: S'(/k/n) x S" N/ (n —k)/n) = S"H(1).
Dado P = (p1,pa) € S (\/k/n) xS ' (\/(n — k)/n), o vetor normal unitario

em P é dado por:
[n—k \/E
N = - = b1, - D2
kE [n—k

Podemos identificar de forma natural o plano tangente de My, ,,_j em P,

k —k
ouseja I'p My, ,,—k, com o produto TplS1 ( —) ><T1D2S”_1 ( n ) Dado

n n

V = (1)1,?]2) € TPMk,n—ka com v € Tplsl <\/§) € Uy € szsnil (\/nn;k>,

vamos mostrar que (N, V) =0,(N,P) =0 e |[N| = 1, de fato,



INTRODUCAO

e (N, V)

onde (

e (N, P)

=0

<N7V> =

p1,111> =

=0

(N, P)

11

—

I
"S x>~

Pz) ; (v, Uz)>

<p2, U2>

3
3|

>
=

= - <p17'01> +

5
3
31
ol

Il
o

<p27 U2> = 0.

Pz) ,(P1,P2)>

(292 p2>

RS
S) |
=
-
3
%{ :‘I
ol
]
—
3
:‘|
ol
=

= - (p1,01) +

ﬁ %
-

I* + I

= ||p1

R

\/? 12
Vi

3l

()

3) +\:
s

Il
|
Q
:3
wl




1 INTRODUCAO 12

o [N[=1

IN)* =

Agora, considere uma curva diferenciavel « : (—¢,e) = My ,_, satis-
fazendo a(0) = P e &(0) = V, onde o ponto denota a derivada com relagao

a t. Tal curva é dada por a(t) = (ay(t), as(t)), onde

ar(t) s (—e,6) = SY(VE/n),  aslt): (—e,e) = S"H/n—k/n)

e com isso temos

Desse modo
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Do mesmo modo, para V = (0, vs), temos:

vE k k
dNP(V) = 0, EO{Q(O) = n— k(O,vg) = mv

Portanto, temos que as curvaturas principais de My, ,_, sao dadas por
M=..= N 1=Vk/(n—k), \i=—/(n—Fk)/k.

Por definicao, temos que a curvatura média de M é

Cfin = 21§i1<i2<“.<ik§n )\il)\iZ"')\iIN
onde
Ok — nn—1)---(n—k+1)
" k(k—1)---1
Dai, temos que C* Hj, = CrFIN=1y 1)\k onde A = )\, paraz =1,.

e pt = Ap. Dessa forma, como A = 4 / ) - , segue que,
3 Eo\2
c* —_—
) e (n 3)
k

C*H,

I
3
LL

—
N
| | =
>
~
o
|
—
3
| |
e

assim temos Hyp = 0, além disto, o quadrado da norma da segunda forma

fundamental S, satisfaz
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nk? — k? +n? — 2nk + k2

k(n — k)
~ n(k? =2k +n)
B k(n—k)

Observacao:

(1) Quando k£ =1, nés temos: H; = H =0, S=n.

n2

2 dok=2,nést cHy =0, S=_—"—2
(2) Quando , nos temos: Hy : n—2)
J.Simons em [9], provou a seguinte férmula bem conhecida:

Teorema 1 Seja M wma hipersuperficie n-dimensional minima compacta

(Hy =0) em S™(1), entao

/ S(n — S)dV < 0. (1)
M
Em [], Li obteve alguns resultados estudando os operadores auto-

adjuntos de Cheng-Yau’s e algumas estimativas novas. Dos resultados de Li,

é possivel deduzir-se o seguinte teorema:
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Teorema 2 Seja M uma hipersuperficie compacta com curvatura escalar

constante n(n — 1) (Hy = 0) em S™1(1), entao

/Ms{%n”—im—s}dx/go. (2)

Os teoremas (1.1),(1.2) e o exemplo anterior, sugerem o seguinte pro-
blema,
Problema: Seja M wma hipersuperficie compacta n-dimensional k-minima

em S™t(1), serd verdade que

[oficten Jusr o

Guoxin Wei, solucionou completamente este problema no trabalho [L1].
Nesta dissertacao, apresentaremos uma versao desse trabalho. E veremos
que, mesmo para casos especiais (as hipersuperficies de rotacao), (3[) nao é

verdadeiro para k > 3. De fato, vale o seguinte resultado:

Teorema 3 Seja M uma hipersuperficie de rotagao compacta n-dimensional
k-minima em S™1(1). Sek=3 en > 6 ou3 <k <mn, entdo o quadrado da

norma S da sequnda forma fundamental de M satisfaz:

[t sazo

/M {52 _ [n(/f;(; ikkj n)r} dv <0, (5)

com a igualdade ocorrendo se e somente se M € isométrica ao produto Rie-

manniano S'(\/k/n) x S"Y(y/(n — k)/n), onde Hy é a k-ésima curvatura
de M.
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2 CALCULOS PRELIMINARES

Seja M uma hipersuperficie de S"*!(1), invariante pelo grupo or-
togonal O(n), que é um subgrupo das isometrias do S"*1(1). Estamos con-
siderando R"™ = R" x R* e R* = R x R> C R" x R%. Seja a uma
parametrizagao de uma curva perfil em S?*(1), a : I — S%(1) C R?, dada por
Y1 =11(8) 20, Ynt1 = Ynt1(S) € Ynto = Yni2($), vamos supor tal curva para-
metrizada pelo comprimento de arco. E seja ¢ : R*~! — S"1(1) C R" onde,
oty oy tno1) = (1, ..., pn) uma parametrizagao ortogonal da esfera unitaria
S"~1(1), em particular temos que (¢, ) = 1 e {p;,¢) = 0. Em um ponto,
podemos supor (@;, ;) = 0;; (onde d;; = l,se i = jed;; = 0,se 1 # j).
Segue-se que a hipersuperficie de rotacao x = (y1(5)@, Yn+1(S), Ynt2(s)) sa-

tisfaz,

(@, 2) = y1(0, ) + Yns1 + Ynsa = 1.
E tem-se

Ts = (?Jl%yrzzﬂaymz)a e x, = (y19:,0,0),

as quais satisfazem:

<xs, xs> = 3'/%<Q0, §0> + Z]TQL+1 + 3)121+2 =1,

(Ts, 21;) = yy1{p, i) = 0,
<$tiaxtj> = ?Jf(%‘a ©;)-

Onde o ponto denota a derivada com respeito a s. Segue-se que x é uma
imersao, pois a matriz da diferencial tem posto maximo.
Como a(s) = (y1(8), Yni1(5), Ynia(s)) é uma curva na esfera S?(1),

podemos escrever,
y1(s) = cosr(s), ynr1(s) =senr(s)cosb(s), ynio = senr(s)send(s). (6)

Segue-se dai que,
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U1(s) = —senr(s)r,
Uns1(s) = cosr(s) cos O(s)r — senr(s)send(s)0,
Unsa(s) = cosr(s)senf(s)r 4 senr(s) cos A(s)d,
como Y3 + Y21 + Yo, = 1 por hipStese, tem-se:

1 = (—senr(s))? + (cosr(s)cosf(s)r — senr(s)send(s)6)>
+(cos r(s)send(s)r 4 senr(s) cos 0(s)0)>
= sen’r(s)6% 4 cos? r(s)i? + sen?r(s)r?
)0

= sen’r(s

portanto 72 < 1. Observando-se que

sen’r(s)r?  (—senr(s)i?) 112

1> =

sen?r(s) 1 —cos?r(s) 1—y}’
e levando-se em conta que y? < 1, conclui-se que

Uity <1 (8)
Fazendo f(s) = yi(s), do Carmo e Dajczer provaram o seguinte lema.

Lema 1 [2/Seja M™ wma hipersuperficie de rotacio do S™(1). Entdio as

curvaturas principais A; de M™ sao,

1—f2—f2
Ai= A= ——"F—F—— 9
7 (9)
parat=1,..n—1, e
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Demonstragao: Para encontrarmos as curvaturas principais de M", pre-
cisamos primeiro achar o vetor normal N a M™. Para isso, observemos que
os vetores tangentes a M"™ num ponto P = (y1($)®, Yn+1(S), Ynia(s)) € M",
sao dados por, 5 = (919, Ynt1, Unt2) € Ty, = (ylg—Z,0,0). O vetor normal
procurado deve satisfazer, (N, z,) = 0, (N,z,,) = 0, (N, P) = 0, e ainda

mais [|[V]| = 1. As seguintes identidades decorrem das defini¢oes de v, 1,

Yn+2, € de Y1 € 917
1. Ypi1 = /1 —y3cosh

2. Ynio =+/1—1y?send
A 1 — 2 2
3 0= vV 912 U
I —wy
Sejaa(s) : (_878) - 52(1)7 a curva dada por Oé(S) = <y1(5>7yn+1<5>7yn+2<5))'
O vetor

N = a(s) x a(s) = (Ynt1Yn+2 — Ynt2Ynt1s Y1Unt2 — Y1Yn+2, Y1Ynt1 — Y1Unt1)s

é tal que, (N,&) = 0 e (N,a) = 0 e como ||&]] = 1 e [Ja|| = 1, tem-
se que |N| = 1. A rotagao de N pela acdo de O(n) é N = (¢(¥ns1Ynro —
Un+2Yn+1)s (Y1Unt2—Y1Ynt2)s (Y1Ynt1—Y10n+1)), ¢ imediato verificar que || V|| =
1, (N,z5) =0, (N,P) =0, e que (N, x;,) =0 e portanto N é o vetor normal
desejado. - - ”

Agora, note que —— = (P, ln+1; Jnt2), D50t = (a—tjyl,(), 0) e

0s?
0? 0?
ati(;ctj = (8ti(;ptj y1,0, O). Observe que (Ng, zy,) = —(N, y,,) = 0 para todo

i e, portanto, N, é paralelo a z;. Observe também que (N, z;) = 0 para

todo i e (N, 74;,) = —(N,24,,) = 0se i # j, pois (@, pi;) = 0 se i # j, assim
Ny, é paralelo a x;,. Assim, as curvas coordenadas sao linhas de curvatura.

E as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas t;, sao dadas
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ox

<%7Nti> B T
por \; = A = HéTHQ, pois SN(é?_ti) = —(VQN) = —projeiNti =
ox
—<a_ti,Nti> O onde
s 2 a_tz 7
I3

dp .. .
o Ny, = (%(ynﬂymﬁ — Yn+2Yn+1),0,0)

0
® Tt = (ylﬁvoao)
8902
b ||='7Uti||2 = (4, 1,) = ?J%%

assim A\, = A = (W 1Yns> = yn+2yn+1), e utilizando as identidades , e

hn
V1—yi =9

dadas acima, temos que \; = A = —

Y1
A curvatura principal ao longo da curva coordenada s, é dada por
<8:1: N
0z . g, T . Y P
H= <£’NS>7 po1s SN(%) = _(VQN) = —PTOJeﬁNs = —T2$
ds Ds 1551

onde
o Ny = (0(Yn+1Ynt2 — Yn+2Ynt1)s (Jnr2yt — G1Yn+2)s (G1Yn+1 — Unt1y1))
® Ty = (11 Ynt1: Yn+2)
o [lz.f* =1

assim, £t = (Y1 ¥Un+1Ynt+2 — V1 Un+2Yn+1+ Unt1Un+2Y1 — U1Un+1Ynt2+ Unt201Ynt1 —

Un+2Un+1Y1), € utilizando as identidades e 3] dadas acima, temos que
Ay = 1 = 1+

V-3 -9}
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A k-ésima curvatura média Hj, da hipersuperficie M, é definida por

CtH, = > Aiy Ay i (11)
1<i1<i9<...<ip <n
nn—1)..(n—k+1)

Kk —1)..1
Se M ¢ uma hipersuperficie de rotagao k-minima com (k < n) em S"™(1),

onde C* =

, € \s sdo as curvaturas principais de M.

entao,

0= CFH, = CFZIN1 + CF_ A,

Isto é,

N (n — B+ ku} =0. (12)

Substituindo @D e em , nos temos o seguinte resultado, de

Oscar Palmas [§].

Lema 2 [§/A hipersuperficie de rotagio M™ em S"T(1) é k-minima, ou
seja, tem Hy =0 (k < n) se e somente se [ =y, satisfaz a sequinte equagdo

diferencial:

k
2

(n—k)(1—f2= 2% —k(1— 2= [ (f+ Nf =0. (13)
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Demonstragao: Temos que

Hy=0 < MN"Hn—kX+kul=0

()
[ ()

f /1—f2—f2
- k
o (b (—\NJ{WC)
\/7_ k—1 B
f 1—f2—f2
B (1—f2—f2)g k(f"‘f) 2 k2
& ’”[ CiF | Ty =0
& =B - P SRSk - 2= T =0

& =R =F =)=+ NH0- =7 =0

A equacao , ¢é equivalente a integral de primeira ordem

T L D E el (14)

onde C' é uma constante.
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De fato, derivando (|14} temos,

k
2

0 = Lt
0 = (- RPN 2 P P e P 2r - 2 )
0 = B0 P 2 P P )

0 = (=R —F =) = fR(f+ HO = = )7

k
2

Fig. 1. Curvas de nivel para C=0.

A equagao (|14) nos diz que a solugao local f de , junto com sua
primeira derivada é um subconjunto, denotado por (f, f), de uma curva de

nivel da funcao Gy, definida por
Gr(u,v) = u" "1 —u? — U2)§, (15)

com u > 0 e u?+v? < 1. A figura 1 mostra as curvas de nivel da funcio
Gy = C, no semi-plano aberto {(u,v)|u > 0}. Onde cada curva é a unido

suave dos dois gréficos
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smxihoe- (), 16)

exceto para o nivel Cy dado por . A curva de nivel G = (), consiste

SN

de um tnico ponto critico de Gy, que esta no eixo horizontal, como pode ser

visto de
VGr(u,v) = u" 11 —u? - 112)%((71 — k)1 —v?) — nu?, —kuv)  (17)

onde Cy = Gk(fo,fo), com fy = \/”T_k e fo = 0. Dai,

) - ()

o que mostra que (fo, fo) ¢ um ponto critico de Gy,.

Para a solucao constante f = fy de , uma em que fi =
substituindo em ({14}, que é equivalente a , teremos

Co = ()= A—f5— 1)

essa solucao da equacao , corresponde ao produto Riemanniano S* <\/%> X

!
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Para C = 0, a curva de nivel u?4+v? = 1 é um semi-circulo. Para C # 0,
nos podemos obter facilmente que as curvas de nivel sao curvas fechadas no
semi-plano aberto (de fato, na regiao semi-circular, veja figura 1).

Nos consideraremos a folhiacao do semi-plano aberto, pelas cuvas de
nivel Gy, = C. Onde Gy tem um méximo em Cy, C' € [0,Cp]. Claramente,
qualquer curva em um nivel intermediario K é compacta, e a solugao associ-
ada r(s), realiza o minimo em um tnico ponto 7, > 0.

Agora nds podemos considerar dois casos:
Caso 1. C'=0.

C = 0 temos uma n-esfera totalmente geodésica. De fato, de C' = 0 e
da equacao , temos f2 + f2 = 1. Integrando f2 + f2 =1 com f(0) = 0,
obtemos f = sen(s) e § = const., de modo que, a curva perfil é um grande

circulo, que gera uma n-esfera totalmente geodésica.
Caso 2. C € (0,C)).

Se C' € (0, Cyl, entao temos
FPrfi<1, 0<f<l. (18)

E neste caso, temos claramente duas curvaturas principais distintas,

que sao, A # pu. De fato, se A\ = pu, entao podemos ver de @, e (18) que

—(f+NHf=1-f"-f (19)

entao das equagoes e , obtemos que

(n—k)1—f>— ) —k(f+Hf=0, (20)
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pois de (T3], temos
(n=k) (1= =2 — k(1= = )5 (f+ f = 0
(1= = -k == A —k(f+f) = 0
como (1 — f2 — f2)571 £ 0, obtemos
(n=k)A = =) =k(f+Nf = 0
e por e (19)), temos

= =k - =k(f+Nf

= (n—k)A - =) +kQ-f-f

= 01— =) k(== )+ k(1= > = f?)

= n(1-f>= /2. (21)

o o o o
|

O que estd em contradicao por . Isso completa a nossa prova.
Finalmente, introduziremos o operador auto-adjunto de Cheng-Yau'’s.
Seja M uma hipersuperficie n-dimensional compacta em S™*!(1). Para todo
p € M, nés escolhemos uma base ortonormal ey, ..., €,, €,41 no S"1(1) em
torno de p, tal que ey, ..., e, sejam tangentes a M. Tomando o dual corres-
pondente wy, ..., w,, wn11. Nesse trabalho, utilizaremos as seguintes notagoes

para os indices:
1<ABC<n+1;, 1<4j3,k<n; 1<abc<n-—1.
As equagoes de estrutura do S"™!(1), sao [5]

dwy = E wap NWwp, WAB = WRA,
B

dwap = E wWac Nweop —wa N\ wpg.
C
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Restrito a M, temos w1 = 0, deste modo
0=dwpi1 = an+1i N Wi,
i
do lema de Cartan, obtemos
Win+1 = Z hijwj,  hij = hyi.
J
Entao obtemos as equagoes de estrutura de M, como segue:

dwi = E wij A wj, wij = (,L)ji,
i

1
dwz'j = Zwik A\ Wk — éRijklwk A wr,
k

onde R;ji; € o tensor curvatura da métrica induzida em M.

As equacoes de Gauss sao
Rijii = (001 — 6idjx) + (hichji — hahjk),

n(n —1)r =n(n—1)+n*H* - S,

> Rigig

de r =
onae r n(n—l)

26

(22)

(23)

(26)

(27)

. 1
¢ a curvatura escalar normalizada, H = — g hi; é a
n =
(2

curvatura média e, S = g h?j ¢ a norma ao quadrado da segunda forma

i,J
fundamental de M.
As equagoes de Codazzi sao
hijr. = hirg,
onde a derivada covariante de h;;, é definida por

Z hijkwk = dhl] + Z hkjw;ﬂ- + Z hikwkj.
k k k

A derivada covariante segunda de h;;, ¢ definida por,

Z hijawr = dhgji, + Z hijrwn + Z Doy + Z hijiwi.
! ! ! !

(30)
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Pela diferencial exterior de (29), nds temos a seguinte identidade de
Ricci,

hijii — hijie = Z P Rkl + Z R Rkt - (31)

Para uma funcao de classe C?, definida em M, o gradiente e a hessiana

de (fi;), sdo definidos por,
df = E Jriwi, E Jrijw; = df ;i + E fj Wii, (32)
( J J

onde a virgula denota a derivada da funcao na dire¢ao indicada.

Deste modo, o operador [J é definido por,
Of = (nHéi; — hij) fr; - (33)
1,

O operador diferencial [, foi introduzido e usado por Cheng e Yau
em [I], Li em [4] para o estudo de hipersuperficies compactas com curvatura
escalar constante em S™"!(1), respectivamente. De [I], segue que o operador

[J ¢ alto-adjunto.
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3 HIPERSUPERFICIE DE ROTACAO NO
CASO 2

No Caso 2, sabemos do capitulo 2, que M tem duas curvaturas princi-

pais distintas, que sao,
A # L. (34)

De e @, podemos obter que
A # 0. (35)
Podemos ver de e que,
(n—k)A+ kup=0. (36)
Em [7], Otsuki provou o seguinte resultado,

Lema 3 (p. 150 de [7].)Seja M uma hipersuperficie n-dimensional com-
pacta na esfera unitdria S"T(1) tal que a multiplicidade das curvaturas
principais sao todas constantes. Entdo o espaco de distribuicdo dos veto-
res principais correspondentes a toda curvatura principal € completamente
integravel. Em particular se a multiplicidade de uma curvatura principal é
maior que 1, entao esta curvatura principal é constante em toda subvariedade

integral do correspondente espaco de distribuicao dos vetores principais.
Pelo Lema |3| e , temos
)\,1 =..= >\7an =0 Myl = oo = yp—1 = 0, (37)

a virgula denota a derivada da curvatura na direcao indicada.

Utilizando (29)), obtemos

hijkwk = 51]d)‘] + ()\Z — /\j)wij. (38)
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Resumindo o argumento acima, obtemos

hzgk = 07 se 1 7& .j? )\1 = )‘37 (39)
haab = 07 hacm - )‘m ) (40)
h’rma = 07 hnnn = Un - (41)

Em seguida, demonstraremos o lema chave, para obtermos o resultado

principal desse trabalho.

Lema 4 Seja M uma hipersuperficie n-dimesional k-minima em S™(1)(n >
3,k <n) e com duas curvaturas principais distintas e assuma que uma das

curvaturas principais de M € simples. Entao nos temos

Zh2 ~ (3n—2)k* — 2nk +n?

i7j7k
Demonstracgao: Pelas hipdteses do lema, M tem duas curvaturas princi-
pais distintas e uma delas tem multiplicidade 1, ou seja ela é simples, assim
denotaremos as curvaturas principais de M por A\ = ... = \,_1 = A\, A\, = 4,
entao temos (n — k)\ + kp = 0.
Por um lado, usando , e (41), temos
Z h?jk - Z hgbc +3 Z hibn +3 Z hznn + hirm?
1,5,k a,b,c a,b a

Observe que:

e Se a = b, temos por (40) que hgpe = 0, € se a # b temos A\, = )\, e por
([39), temos também que hgp. = 0;

e Se a = b, temos por que hapn = Ay, € se a # b temos A\, = Ay, €
por , temos que hgp, = 0;

e Por , temos que hgp, = 0;
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e Por , temos que Nynn = fhyp-

assim, derivando a expressao , temos (n — k)A,; +kp,; e por , segue
—(n—k)\, ,
, dai

que fi,, = r

Yok = 3 =10 )+ ()’

0,4,k
—(n— kA
= @n—aumf+(—@77LL>
(3n —3) (A0 )2k2 + (n? — 2kn + k%) 2
k2
(3n — 3)k* + k* — 2kn + n? N
- k2 ()\771)
(3n — 2)k?* — 2nk +n?

- L2 ()‘m )2' (43)

Por outro lado, podemos ver de e que

V(nH)]* =
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substituindo em (43)), concluimos

s (Bn—2)k* —2nk +n? , K?
3n — 2)k? — 2nk + n?
_ | ng(k V)

0J

Finalmente, mencionamos um outro lema do mesmo autor, encontrado

em ([10]).

Lema 5 (teorema 1.2 do [10].)Se M ¢é uma hipersuperficie compacta k-
minima n-dimensional conexa (n > 3,k < n) em S"™(1) e com duas cur-
vaturas principais distintas. Assuma que uma das curvaturas principais de
M é simples (isto é, multiplicidade 1). Entdo o quadrado da morma S da

sequnda forma fundamental de M satisfaz

/M {s _ ”(kz(; 3]?]; n) } dv <0 (45)

com a igualdade ocorrendo se e somente se M ¢é isométrico ao produto Ri-

emanniano S*(y/k/n) x S"71(\/(n —k)/n) onde Hy, é a k-ésima curvatura
média de M.
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4 PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Prova do Teorema 1.3. Do capitulo 2, nés temos dois casos a consi-

derar:

Caso 1. M ¢ uma n-esfera totalmente geodésica, isto ¢, h;; = 0 e S =
Zh?j = 0. E neste caso, nés podemos ver facilmente que e Sa0
4,7

verificados.

Caso 2. M tem duas curvaturas principais distintas A\ e p, além disso,

A 0.

Da equacao de Gauss, nds temos que

Ranan = <5aa5nn - §an5na) + (haahnn - hanhna)
= 14 Ap, (46)

e segue que
1 2 1 2 1 2
5 Z Rijij (>\1 - )\]> = 5 Z Ranan()\a - )\n) + 5 Z Rnana<)\n - )\a)
] a a

- % ; Ranan(/\a - /\n)2 T % ; Rana”<>‘a - )‘W)Q

= Z Ranan<)\a - )‘n)2
= S 1+ )N — p)?

— k)
De , temos py = —% assim, substituindo na igualdade acima
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temos,
B (n — k)A2 (n—k)A1?
= (n—1)|1 - _/\ + ?
_ (n—k)XT [ 2\ (n—k) (n—Fk)*\?
= (n—1)|1 P _)\ + ’ + 12
 (n—-1)n? _1 N =R)] R RPN+ 20k(n — k) + (n — k)*N
- e | k| n2 2
 (n—1)n? _1_ M-k 1
B k? k n?

(K202 + 2\%kn — 2k2\2 + n?A2 — 2)2kn + k2A2]

- e - e = ks (47)

Podemos ver facilmente que,

S = (n—1)A+ 2
= (n—1)A2+(—M>2

(n — k)2\?

E2(nA% — \?) + n?A? — 2nk\? 4 k2)\?
12

K22 — k202 + n2)\? — 2nkA? + k2\?
k2

n(k? — 2k + n) A2
= ‘
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Por um lado, usando e ([27), temos a seguinte equagao

O(nH) = Z(TLH% — hij)(nH),;
= Z(nHéii — hy)(nH)
= (nH) Z(nH),ii — Z Xi(nH) i

= (nH)A(nH) = > N(nH),;. (I)
Agora, observemos que

%A(n[—[)2 = %Z(z(nﬂ)(nH>vi>’i

= Z(HH)’$+ZRH(RH)’ii
- Z(nﬂ),§+<nH)A<nH).

Dafl temos

(E)AMH) = SA@H) S (nH),

i

substituindo em (), obtemos

OnH) — %A(nH)Q—Z(nH)Q,Z»—Z)\i(nH),M. (11)

i

De (27)) teremos
n*H* = n(n—1)r—n(n—1)+S8S.

Substituindo a expressao acima em (/1) temos,

) = SAGn =1 =0l —1) +8) = 32— 3 At

)

1 1 9 9
= gnln—1Ar+ SAS —n?|VH|* Z Ni(nH),; . (49)
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Por outro lado utilizando e temos:
Por definigao, o laplaciano do tensor h;; é dado por >, hijk, dessa forma

podemos escrever,
Alhy) = D hijwe
K
= Z(hijkk — hikjr) + Z(hikjk — Rikkj)
k k
> (haikkg = hikig) + Y ks
! k
De (BI)), segue que,

Z(hikjk — hikkj) = Z P Ronijic + Z Pim Rk jic-
k m,k m,k
Assim,

m,k

m,k
+ Z(hijkk — hikjk) + Z(hikzkj — hikij) + Z(hkk),ij :
3 %

k

Usando ([28)), a igualdade acima fica da forma
A(hi) = Z P Ronijic ~+ Z T Z(hkk)n’j .
m,k m,k k

Sabemos que S = |h;;]* = Z” hz,  |Vhi|* = Z”k h?jk e tr(hy) =

’LJ7
> & Pk, € para encontrarmos uma expressao para %AS , faremos,

AS = A h)
ij
= (D 2hiihie)

i7j7k
2 2 E /‘
i7j7k /[:7].7k:

AS = Z h?jk - Z Pijhiji- (1)

i7j7k i7j7k
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Agora, vamos desenvolver o termo Y . ., hijhijkr,

i7j7k

Z hz’jhijkk Z hzg Z hz]kk

4,5,k 1,7,k

Z hi; A(hij)
Z hzg Z hkk n] + Z hmkRmz]k + Z hszmk]k
th thk az] + Z hzghmkRmzjk + Z hzghszmk]k

i,5,m,k i,j,m,k

como h;; = \;d;; segue que,

Z)\ nH m+ Z hzyhmkRmmk—i— Z hl]hlmRmk]k

i,7,m,k i,5,m,k

Z )‘ TLH nz Z Ai )\k ikik T Z )\ lelk
Z Xi(nH )i + Z (A2 — XA Ri,m-k. (I1)
Observe que,

DO = XA Rivar = > (A7 = Xidk = Midk A7+ Ak — A7) R

= ) (N = M) Rikie + Y (Nidk — A}) Rigie

i,k ik
= ) (N = M) Rikie — > (A% — Xidi) Rigik
ik ik

2 Z — N\ )\k ikik  — Z(/\z — >\k)2Rikik:
ik
1
Z(/\f — M) Rigae = 3 Z()\z = )’ R
ik i,k
Substituindo a expressao obtida acima em (/]), tem-se

> hghige = > Xi(nH).; -ié > (A = M) Rigie
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Voltando a equagao (I), obtemos
1
—AS hZ. ANi(nH ) += i — o) Rigik.-

Substituindo em , concluimos que

1 1
O(nH) = gn(n — 1Ar + > b —n?VH? + 5 > (A = X)) Ryjij.

1,7,k 1,7
Como M é compacta, podemos deduzir de (51)), que

/ {Z hiy, —n?|VH? + ZRW } AV = 0.

4,7,k

De , , e (42), temos
1
0 = / {Z hij — 0| VH|? + 5 ZRijij(/\i - Aj)Q} av
ZM]

4,5,k

/M(3n—2)k —2nk +n Y (nH)? — V()

n?(k — 1)2
(n —1)n?
e

(3n — 2)k?* — 2nk +n? — n?*(k —1)? 9
/ i V()

(n —1)n? n—k )
P T ey,

—k
(AL ) DY)
-

Observando que,

(3n — 2)k? — 2nk + n* — n?(k — 1)?

37

(51)

(52)

= 3nk? —2k* — 2nk + n? — n?k* + 2n%k — n?

= k(3nk — 2k — 2n — n*k + 2n?)
= k(2nk +nk — n*k — 2k — 2n + 2n?)

= k(n—1)[2k — nk + 2n]

(
(
= k(2k(n—1) — nk(n — 1) + 2n(n — 1))
(
— k(n—1)[n(2 - k) + 24),
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e que,
(n —1)n? 1_n—k)\2 2 (n—1n n(k* —2k+n)\?
k? k (K2 =2k +n) k2
- (n—kk  n(k*—2k+n)\?
n(k? — 2k +n) k2
(n—1)n (n—k)k
5 |1 — .
(k2—2k+n)5 n(k2—2k+n)s
Assim, concluimos que
k(n —1)[n(2 — k) + 2k] 5
pu— H
0 - [ )
(n—1)n (n—k)k
T 2k 1) ne =2k n) | W (53)
Dek=3en>6o0oun>k> 3, temos que
n(2 — k) + 2k < 0. (54)

Combinando (53)) e (54)), obtemos
(n—k)k
1- d
/MS{ n(k:2—2k‘+n)5 v

K =2k+n k(n —1)[n(2 — k) + 2k] e
) /M{ n2(k 1) }'V(H”dv

K =2k+nk(n—1)[n@2~ k) + 2k] D H 2
B n(n —1) n?(k —1)2 /M VnH)[dV

k(k* — 2k +n)[n(2 — k) + 2k] )
~ S /M IV (nH)?dV.

Agora, observe que
/ IV(nH)|?dV >0, n*(k—12>0, [n(2-k)+2k <0, k>3,
M

e como k > 3, em particular k > 2, segue que, K2 > 2k, assimden >k >3

temos que k? +n > 2k, isso implica que k? — 2k +n > 0 logo,

/M S {1 - (kg"_—;)ﬁ 35|V =0 (55)

Agora, sabendo que
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n(k* — 2k +n)
k(n — k)

> 0,

e multiplicando pela expressao acima, temos

n(k* — 2k +n) (n—k)k
K — &) /MS [1 - n(kz—zmn)s] v 2 0.

Dai conclui-se que,

/M g {n(k:? —2k+n) S} v >0 (56)

com a igualdade ocorrendo se e somente se A = const. e u = const. De fato

n(k* — 2k +n) B ~ n(k* =2k +n)
/MS{ ) —S}dV—O & S= K1)

<\ = const., u = const..

De @, e , temos que

k . n—k
n_k7 ,U— ]{7 )

pois se a igualdade em (56)) ocorrer, temos que S é constante e

A:

n(k® — 2k +n)
k(n — k)

S =

E para obtermos os valores mostrados para A e u, basta substituir a

expressao acima em ({48]), que temos o resultado.

Entao temos que, M ¢ isométrico ao produto Riemanniano S*(1/k/n)x

S"H(V(n—k)/n).

Por ultimo, temos por um lado, que de
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IR e
ASdV—A”(k;(;ikJ”)dv

n(k* — 2k +n)
L

n(k* — 2k +n)
k(n — k)

Como

como,

IA

IA

0

/ SdV.
M

/ {n(k2—2k+n)rdv - /S[n(k2—2k+n)1dv.

k(n — k)

E por outro lado, de (56) tem-se

k(n — k)

/MS{"(’?Z&%%”WW > /Ms%zv.

Dai concluimos que,
2 2
/ {n(k’ 2k + n)} iV
M k(n — k)
n(k2—2k+n)r / )
av — S“dV
/M [ k(n — k) M

- [T o

<

/ S2dv
M
0

0,

40

> (), podemos escrever a expressao anterior

e com a igualdade ocorrendo, se e somente se M ¢é isométrico ao produto

Riemanniano S'(y/k/n) x S"71(y/(n — k)/n), isso decorre direto de e
(6)-

Isso completa a prova do teorema.
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