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RESUMO

Os resultados deste trabalho podem ser vistos como uma curta explanacao heuristica
sobre a dificuldade de encontrar exemplos de hipersuperficies M™ tipo-espago cmc nao-
totalmente geodésicas e completas, em um grupo de Lorentz G™*1. Mais precisamente,
seja N um campo vetorial unitario tipo-tempo em M e suponha que a curvatura de Ricci
de G na direcao de N é maior do que ou igual a —%2, onde H é a curvatura média da
referida hipersuperficie tipo-espaco com respeito a N. Se M é compacta e transversal a
um elemento tipo-tempo da algebra de Lie de GG, entao mostramos que M é uma classe
lateral de um subgrupo de Lie de G e, portanto, é totalmente geodésica em G. Se M é
nao compacta e parabdlica, entao conseguimos o mesmo resultado, desde que a aplicacao
de Gauss hiperbdlica seja limitada. Também discutiremos alguns exemplos relacionados
e, no decorrer da explanacao, daremos uma prova simples da parabolicidade do produto

de variedades riemannianas parabdlicas e compactas.

Palavras-chave: Grupos de Lorentz. Curvatura média constante. Hipersuperficies tipo-

espago cmc.



ABSTRACT

The results of this work can be seen as giving a sort of heuristic explanation of why it is so
hard to give examples of non totally geodesic, complete, spacelike, cmc hypersurfaces M™
of a Lorentzian group G™*'. More precisely, let N be a timelike unit vector field on M
and suppose that the Ricci curvature of GG in the direction of N is greater than or equal
to —%2 , where H is the mean curvature of M with respect to N. If M is compact and
transversal to a timelike element of the Lie algebra of G, then we show that it is a lateral
class of a Lie subgroup of G and, as such, totally geodesic in G. If M is noncompact
and parabolic, then we get the same result, provided M has bounded hyperbolic Gauss
map. We also discuss some related examples and, along the way, give a simple proof of the

parabolicity of a Riemannian product of a compact and a parabolic Riemannian manifold.

Keywords: Lorentzian groups. Constant mean curvature. Spacelike cme hypersurfaces.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacao teve como base o artigo “On the scarcity of non-totally ge-
odesic complete spacelike hypersurfaces of constant mean curvature in a Lie group with
bi-invariant Lorentzian metric’ (Veja |[ALIAS and CAMINHA]).

A teoria classica de grupos de Lie garante que todo grupo de Lie compacto ou
semisimples pode se tornar um grupo semi-riemanniano (riemanniano, no caso compacto),
isto é, pode ser munido com um tensor métrico biinvariante. Contudo, se pararmos por
um momento a fim de encontrar exemplos de subvariedades, mesmo hipersuperficies, que
possuem interessantes propriedades geométricas relacionadas com a curvatura (curvatura
média constante, por exemplo), encotraremos exemplos triviais, como o caso totalmente
geodésico, dado pelas classes laterais de subgrupos de Lie.

Neste trabalho daremos, no caso lorentziano, uma explanagao do porqueé isto
ocorrer. Mais precisamente, sejam G um grupo de Lorentz e M uma hipersuperficie cme
tipo-espaco, conexa e completa de G, transversal a um elemento tipo-tempo da &algebra
de Lie. Se M é compacta e Ricg(N) > —HTZ, onde H ¢é a curvatura média de M com
respeito a IV, entao provamos que M é uma classe lateral de um subgrupo de Lie de G, e
portanto, M é totalmente geodésica. O mesmo resultado é obtido para o caso em que M
é uma variedade completa, nao compacta e parabdlica, desde que M possua aplicacao de
Gauss hiperbdlica limitada.

No decorrer de nossa apresentagao, provaremos também que se um grupo de
Lorentz conexo possui um subgrupo de Lie tipo-espaco de codimensao 1, entao ele é
isométrico a um quociente do produto —R x L, onde L é um grupo riemanniano simples-
mente conexo. Além disso, mostraremos que L é parabdlico se, e somente se, L = K x R
ou L = K x R? onde K é um grupo riemanniano compacto. Isto é feito usando o fato
de que o produto riemanniano de uma variedade riemanniana conexa e compacta com
uma variedade riemanniana conexa e parabdlica é parabdlico. Uma simples prova dessa
parabolicidade também é apresentada no texto.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresenta-
mos alguns fatos preliminares que serao usados ao longo do texto. Os capitulos 3 e 4
formam a parte técnica do trabalho. No primeiro deles calculamos o gradiente e o laplaci-
ano da funcao suporte de uma hipersuperficie orientada de um grupo de Lorentz na direcao
de um elemento da algebra de Lie deste grupo. No segundo, apresentamos alguns fatos so-
bre variedades parabdlicas; em particular, estabelecemos a parabolicidade do produto de
uma variedade riemanniana compacta por uma parabdlica e caracterizamos os grupos rie-
mannianos simplesmente conexos e parabdlicos. Além disso, na segunda secao do capitulo
4, apresentamos duas proposigoes que estabelecem diversas equivaléncias do conceito de
completude estocastica (para mais detalhes relacionados as proposigoes em questao, veja
[GRIGORYAN](1999), [GRIGOR’YAN](2009) ou [ALIAS and RIGOLI|(2010)). Final-



mente, no capitulo 5 provamos os principais resultados desde trabalho.
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2 PRELIMINARES

Em todo este trabalho, salvo mencao ao contrario, M" denotara uma variedade
riemanniana n-dimensional com métrica g = (,), conexao de Levi-Civita V e tensor de
curvatura R. O anel comutativo das funcoes diferencidveis sobre M sera denotado por
C>®(M). O C*(M)-médulo dos campos diferenciaveis sobre M sera denotado por X(M).
J4 nas secoes 1.1 e 1.2, M denotard uma variedade semi-riemanniana n-dimensional com
conexao de Levi-Civita V e tensor de curvatura R. Para simplificar a notacio, também

denotaremos por g = (,) a métrica semi-riemanniana de M.

2.1 Variedades semi-riemannianas
Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear
simétrica b= (,) : V x V — R é dita:
(a) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V'\ {0}.
(b) Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0}.
(¢) Nao-degenerada, quando (v, w) = 0 para todo w € V implicar v = 0.

Seja b uma forma bilinear simétrica sobre V. Um subespago W de V é dito
nao-degenerado se by xw : W x W — R for nao-degenerada.

O indice de uma forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior dimensao de um
subespaco W de V' tal que by xw : W x W — R seja negativa definida.

Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespaco W de V, defi-

nimos o complemento ortogonal W+ de W em V por
Wt ={veV;{vw) =0Ywe W}
Lema 2.1. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de dimensdo finita

V, e W um subespaco de V. Entao:

(a) b € ndo-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e, portanto, a

toda) base de V' for invertivel.
(b) Se W ¢é nao-degenerado entdo dim(W) + dim (W) =dimV e (W)t =W.

(c) W € nao-degenerado se, e somente se, V. =W & W=. Em particular, W ¢ ndo-

degenerado se, e somente se, WL for nao-degenerado.

Demonstracao. Veja o capitulo 2 de [O’'NEILLJ. O

Se b = (,) é uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada sobre o espago

vetorial V', dizemos que um vetor v € V' \ {0} é tipo-tempo quando (v,v) < 0; tipo-luz
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quando (v,v) = 0 e tipo-espago quando (v,v) > 0.

De modo anélogo se define o que significa um subespago nao-degenerado W
de V ser tipo-tempo, tipo-luz e tipo-espago. Se v € V' \ {0} nao for tipo-luz, define-se o
sinal €, € {—1,1} de v por

A norma de v € V é dada por |[v] = \/e,(v,0), e v é unitdrio se [v] = 1. E um
resultado padréio de Algebra Linear que V admite uma base ortonormal {e;}1<i<, com
respeito a b, isto é, tal que (e;, €;) = €;0;;, onde ¢; denota o sinal de e;, ou seja, €.,. Desse

modo, a expansao de v € V' com respeito a {e;} é dada por

n

v = Z € (v, e;)e;.

i=1

Sejam V' um espago vetorial real, b = (,) uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada de indice 1 e T' = {u € V;(u,u) < 0}. Para cada u € T', definimos o cone
tipo-tempo de V contendo u por C(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

Lema 2.2. Sejam v,w € T'. Entao:

(a) O subespaco {v}* € tipo-espago e V = span{v} @& span{v}t. Assim, T é a unido
disjunta de C(v) e C(—v).

(b) [(v,w)| > |v||w|, com igualdade se, e somente se, v e w forem colineares.

(¢c) Se v € C(u) para algum uw € T, entdo w € C(u) se, e somente se, (v,w) < 0.
Portanto, w € C(v) v e C(w) & C(v) = C(w).

Demonstrag¢ao. Veja o capitulo 5 de [O’'NEILL]. ]

Definicao 2.3. Um tensor métrico g sobre uma variedade diferencidvel M é um 2-tensor
covariante e simétrico sobre M, tal que g, € nao-degenerada para todo p € M. Uma
variedade semi-riemanniana M € um par (M,q), onde M €é uma variedade diferencidvel

eg={,) € um tensor métrico de indice constante sobre M.

Daqui para frente, sempre que ndo houver risco de confusio, escreveremos M
em vez de (M,q), (,) em vez de § e v para o indice de M.

Para o caso especial v = 1 e dim M > 2, M é dita uma variedade de Lorentz,
e (,) é entdo chamada uma métrica de Lorentz em M. Se v =0, M é dita simplesmente

uma variedade riemanniana.

Exemplo 2.4. Denotaremos por " o espaco euclidiano R™! munido com a métrica
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de Lorentz correspondente a forma quadrdtica

q(x):xf—i-xg—l—---—i-mi—xiﬂ.

Em outras palavras, se p € L™ e v,w € T,L" =2 R entdo
(v, W) = Viwy + -+ + VW, — Vg1 Wit 1,

onde v; e w;, 1 < i <n+1, representam as coordenadas de v e w na base canonica. O
conjunto L™ munido com a métrica de Lorentz definida como acima é conhecido como

o espago (n + 1)-dimensional de Lorentz-Minkowski.
Exemplo 2.5. Outro exemplo de variedade de Lorentz € o espaco (n+ 1)-dimensional de

De Sitter S, definido por

St = {p € L™ (p,p) = 1},

onde 1L"™2 denota o espago (n + 2)-dimensional de Lorentz-Minkowski.

Afirmamos que ST € uma subvariedade de Lorentz de L"*?. De fato,
f:L"? — R, dada por f(x) = (x,z), é uma fungdo diferencidvel tal que ST = f~1(1).
Note que, sendo V a conexdo de Levi-Civitta de "2, para todo X € X(L"+2),

(Vf,X)=df(X) = X(f) = X(z,7) = 2(Vxa,z) = (X,22),

ou seja, Vf(x) = 2z, para todo x € L"2. Em particular, V f(x) # 0 para todo x € S7+

e, assim, ST € uma hipersuperficie semi-riemanniana de L2, com

Vf(zx) 2

—= =

T Vi@ @2

sendo um campo vetorial normal unitdrio globalmente definido em ST+, Como (N, N) =

N(x)

1, St € uma hipersuperficie lorentziana de L',

De modo semelhante a curvatura R de uma variedade riemanniana M, a cur-
vatura R de M ¢é definida pelo 3-tensor R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado
por

R(X.Y)Z =VxVyZ—VyVxZ —VxyZ.

Dados p € M e v,w € T,M gerando um subespaco nao-degenerado bidimen-
sional de T,,M, segue do item (a) do lema [2.1|que (v, v){w,w) — (v,w)? # 0, de modo que

faz sentido a definicao abaixo.

Defini¢ao 2.6. Sejam M uma variedade semi-riemanniana, p € M e o C TpM um
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subespaco bidimensional nao-degenerado de TpM. O niumero

(R(v, w)w,v)

<v,v)(w,7w> — (v, w)?

K(o) =

¢ denominado a curvatura seccional de M em p sequndo o.

Pode ser mostrado que o valor acima independe da base escolhida {v,w} de

0. Dessa forma, o nimero K (o) estd bem definido.

Definicao 2.7. Dizemos que a variedade semi-riemanniana M tem curvatura seccional
constante quando os numeros K (o) acima independem de p e do subespago bidimensional

nao-degenerado o de TPM.

O coroldrio 3.43 de [O’NEILL] garante que M possui curvatura seccional cons-

tante c se, e somente se,

R(X,Y)Z = c({Y, Z)X — (X, Z)Y). (1)

Definicao 2.8. Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicacio T, que associa a cada
p € M um cone tipo-tempo 7, em T,M, é suave quando, para cada p € M, existem uma
vizinhanga aberta U de p e V € X(U) tais que V(q) € 1, para todo q € U. Caso uma tal

aplicacdo exista, diz-se que M ¢é temporalmente orientdvel.

Proposicao 2.9. Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientdvel se, e somente

se, existir um campo vetorial tipo-tempo globalmente definido K € X(M).

Demonstracao. Se existir um campo K de vetores tipo-tempo sobre M, basta definir
7(p) = C(K(p)). Reciprocamente, seja 7 uma orientacio temporal de M. Como 7 é
diferencidvel, cada ponto p € M possui uma vizinhanca U em M na qual estd definido
um campo de vetores tipo-tempo Ky, com Ky (q) € 7(q), para cada ¢ € U. Sejam, agora,
{U,}aen uma cobertura aberta de M e {f.}aca uma particio da unidade estritamente

subordinada a {U,}. Entao, o campo

K = ZfaKUa

aEA

estd bem definido sobre M e, com ajuda do lema , pode-se verificar que K é tipo
tempo. ]

A partir de agora, a escolha de uma aplicacao 7 como acima, ou de um campo
suave tipo-tempo K a ela associada, serd denominada uma orientacdo temporal para M.
Seja 7 uma orientagdo temporal para M, e V € X(M). Se V(q) € 7, para

todo ¢ € M, diz-se que V aponta para o futuro. Entdo, segue da prépria definicdo de
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cones tipo-tempo que todos os campos vetoriais sobre M que apontam para o futuro sio
tipo-tempo. Além disso, se K for uma orientacdo temporal para M, o item (c) do lema
garante que um campo vetorial tipo-tempo V sobre M aponta para o futuro se, e
somente se, (V, K) < 0.

2.2 Imersoes isométricas

Sejam (M",g) uma variedade riemanniana e (WH,E) uma variedade semi-
riemanniana. Uma imersao isométrica x : M" — M 6 uma imersio tal que xr*g = g.

Dada uma imersao isométrica = : M" — WH, diz-se que M é uma hipersu-
perficie riemanniana de M. Se M é de Lorentz, M é dita uma hipersuperficie tipo-espaco
de M.

Proposicao 2.10. Se M™ ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade de Lorentz
temporalmente orientada MnH, entdo M admite um campo vetorial normal unitdrio (di-

ferencidvel) N € X(M)* apontando para o futuro. Em particular, M € orientdvel.

Demonstracio. Fixe um campo K € X(M) que d4 a orientacdo temporal de M e observe
que, para todo p € M, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v € TI,M ¢ a uniao
disjunta de C'(K(p)) e C(—K(p)).

Tome, em cada p € M, um vetor unitdrio N(p) € T,M=*. Uma vez que N(p)
é tipo-tempo, trocando N(p) por —N(p), caso necessario, podemos supor que N(p) €
C(K(p)). Este processo define unicamente um campo vetorial normal unitdrio N sobre
M, apontando para o futuro, e entao resta apenas mostrar que N é suave.

De fato, fixe p € M e tome um referencial ortonormal {e;} sobre uma vizi-
nhanca aberta e conexa U de p em M. Entdo, N = K — S or (K, e;)e; é suave e normal

a M em U, com
n

(N.N) = (N, K) =(K,K) =Y (K,e)”

i=1

Como (K,K) = 3" (K, e;)? — (K,N)?, temos (N,N) = —(K,N)?> < 0. Portanto,
N(q) € C(K(q)) para cada g € U, e N = % ¢ diferenciavel. O

Dada uma imersao isométrica r : M"™ — WH, identificaremos M com
(M) C M e T,M com dx,(T,M) C Ty M. Assim, identificando p com z(p) por sim-
plicidade, T, M sera visto como um subespaco vetorial de Tpﬁ. Com estas identificagoes,
sabe-se que a conexdo de Levi-Civita V de M é dada por VxY = (VxY)T, para todos

X,Y € X(M), onde o T sobrescrito denota a componente tangente. Assim,
(VxY) = VxY +1I(X,Y),

onde IT: X(M)x X(M) — X(M)* é a sequnda forma fundamental de x. Um argumento
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simples (Veja [DO CARMO] ) mostra que II é C°°(M)-bilinear e simétrica, portanto
definindo
(AX,)Y) = (II(X,Y),N),

onde N é um campo normal unitario sobre M, obtemos um campo A : X(M) — X(M)
de operadores lineares auto-adjuntos A4, : T,M — T,M, p € M. O operador A, é
denominado o operador de forma da imersao z em p € M. Dado X € X(M), temos que
para todo Y € X(M) vale

(AX,Y) = (II(X,Y),N) = (VxY,N) = (-VxN,Y) = (—-(VxN)"Y).

Logo AX = —(VxN)?. Analogamente vemos que I1(X,Y) = ex(AX,Y)N. Se II =0,
entdo dizemos que M é totalmente geodésica em M.

A proposicao a seguir nos fornece equagoes fundamentais que relacionam os
tensores de curvatura de M e M e a segunda forma fundamental. Para uma demonstracao,

veja, por exemplo, o capitulo 2 de [CAMINHA].

Proposicao 2.11. Seja x : M" — M wma imersdo isométrica e sejam X, Y, Z, W €
X(M). Entao:

(a) (Equagio de Gauss)
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + ex[(AX, W)(AY, Z) — (AX, Z)(AY, W)].
(b) (Equagio de Codazzi)
(R(X,Y)N)T = (VyA)X — (VxA)Y.

Exemplo 2.12. Usaremos, agora, a equacao de Gauss para determinar o tensor curvatura
do espaco de De Sitter S, Observe que o operador de forma da inclusdo i : S —
L2 ¢ dado por

AX) = =(VxN)' = —Vxz = =X,

onde N = x é o campo posicdo, que sabemos ser normal a SP™t. Assim, para X,Y, Z, W €

X(STY), seque da equacio de Gauss que

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) — (AX, Z)(AY,W) + (AX, W)(AY, Z)
—(AX, Z)(AY, W) + (AX, W) (AY, Z)
—(

X, ><YW>+<X,W><Y,Z>
= (—(X,2)Y + (Y, Z)X, W).
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Como W € X(ST) € arbitrdrio, seque que o tensor curvatura de ST é dado por
RX,Y)Z =Y, Z2)X — (X, Z)Y,
e assim, da equacao , temos que S?H tem curvatura seccional constante e igual a 1.

2.3 Grupos de Lorentz

Iniciaremos esta secao fazendo uma breve revisao sobre grupos de Lie. Para
uma exposi¢ao mais ampla veja, por exemplo, o capitulo 3 de [CAMINHA] ou o capitulo

2 ¢ 20 de [LEE].

Definicao 2.13. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G, munida com uma
estrutura de grupo tal que a aplicagdo de inversao i : G — G, dada por i(g) = g7t
e a aplicacao de multiplicagio m : G x G — G, dada por m(g,h) = gh, sio ambas

diferencidveis.

Para o que segue, dados m,n € N, denotemos por M (mxn, R) o espago vetorial
aditivo das matrizes reais m x n. Munindo M(m x n,R) com a topologia e estrutura
diferencidvel induzidas por sua identificacdo natural com R™", tornamos M (m x n,R)

uma variedade diferenciavel mn-dimensional, difeomorfa a R™",

Exemplo 2.14. Seja GL(n;R) o grupo (com a multiplicagdo de matrizes como opera¢ao)
das matrizes invertiveis n X n sobre R, munido com a topologia induzida por M(n;R).
A continuidade da fungao determinante, det : M(n;R) — R, garante que GL(n;R) ¢
um aberto de M(n;R). Munindo GL(n;R) com a estrutura diferencidvel induzida por
M(n;R), € facil verificar que GL(n;R) € um grupo de Lie.

Mais geralmente, seja V' um espago vetorial real n-dimensional. Se GL(V)
denota o grupo dos operadores lineares invertiveis sobre V', entao GL(V') é um grupo de

Lie com a composi¢ao de operadores como operacao.

Exemplo 2.15. Se G e H sao grupos de Lie, entao a variedade produto G x H, munida
da estrutura de produto direto de grupos, também € um grupo de Lie. Neste caso, dizemos

simplesmente que G X H € o produto direto dos grupos de Lie G e H.

De agora em diante, salvo mencao ao contrério, suporemos que GG é um grupo
de Lie fixado, com elemento neutro e. Nesse caso, a translacdo a esquerda por a € G é a

aplicacao

L,: G — G

g ——ag.
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Denotando por i, : G — G X G a inclusdo i,(g9) = (a,g), temos L, = m o i,, de sorte
que L, é diferenciavel; mas, como L, o L,~1 = L,-1 0 L, = Idg, segue que L, é, de fato,

1

um difeomorfismo de G, tal que (L,)~' = L,-1. Analogamente, a transla¢ao a direita por

a € (G é o difeomorfismo

R,: ¢ —CG

g — ga.

Além disso, observe que L, e R, comutam, para todos a,b € G.
Recordemos, agora, que um difeomorfismo f : M — N, com M e N varieda-

des semi-riemannianas é chamado de isometria se, para qualquer p € M, vale

((dfp(va2), dfp(v1))) s ) = (1, V2)p,

onde v; e vy sdo vetores arbitrarios de T,M e (,) , ((,)) representam as métricas de M e
N, respectivamente. Dado um grupo de Lie G, dizemos que a métrica de G é invariante a
esquerda se L, é uma isometria, para todo x € G. Analogamente dizemos que a métrica
é invariante a direita se R, é uma isometria, para todo x € GG. Quando a métrica de G
for invariante a esquerda e a direita, diremos que tal métrica é biinvariante.

Uma dlgebra de Lie(real) é um objeto algébrico que apresenta enorme im-
portancia no estudo de grupos de Lie. Tal objeto é definido como um espaco vetorial g,
munido de uma aplicagdo R-bilinear e antissimétrica [-,-] : g X g —> @, para a qual vale

a identidade de Jacobi:
(X, Y], Z] + (Y, Z], X] + [[Z,X],Y] = 0,

para todos X,Y, Z € g. Tal aplicacao é denominada o colchete de Lie de g.

Exemplo 2.16. Se M ¢ uma variedade diferencidvel, entao X(M) € uma dlgebra de Lie

com o colchete usual de campos de vetores suaves como colchete de Lie.

Exemplo 2.17. O espago vetorial M (n;R), das matrizes n xn sobre R, é uma dlgebra de
Lie com o colchete de Lie de matrizes, [A, Bl = AB— BA, para todas A, B € M(n;R). De
agora em diante, sempre que considerarmos M (n;R) como dlgebra de Lie, denotaremo-lo

por gl(n; R) e suporemos que o colchete de Lie é definido desta forma.

Uma subdlgebra de Lie de uma algebra de Lie g é um subespaco vetorial h de
g tal que [X,Y] € b, para todos X,Y € h. Em particular, b é ela mesma uma algebra de

Lie quando munido com a restricao do colchete de Lie de g.

Exemplo 2.18. Seja o(n) o subespago vetorial de gl(n;R) formado pelas matrizes reais

n X n antissimétricas, ou seja, tais que A + AT = 0,, onde (-)T denota transposi¢io
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de matrizes e 0, denota a matriz nula n x n. Munindo o(n) com o colchete de Lie de

matrizes, temos, para A, B € o(n), que

[A,B]+[A,B]Y = (AB - BA) + (AB — BA)"
= (AB— BA)+ (BT"A" — ATBT)

Portanto, o(n) € fechado para o colchete de Lie de matrizes, de sorte que o(n) € uma
subdlgebra de Lie de gl(n;R).

E um fato central para o desenvolvimento da teoria dos grupos de Lie que
todo grupo de Lie G tem associada a si uma subdlgebra de Lie natural de X(G). Para
defini-la, comegamos definindo um campo X € X(G) como invariante a esquerda se X for
L,-relacionado a si mesmo, para todo a € G. De outro modo, X é invariante a esquerda se
((La)+)g Xy = Xy, para todos a,g € G. Se X,Y € G sdao campos invariantes a esquerda
e a,b € R, é imediato que aX + bY também ¢é invariante a esquerda; por outro lado, a
naturalidade dos colchetes de Lie (Corfira a proposicao 4.16 de |LEE]) garante que [X, Y]
também ¢ invariante a esquerda. Portanto, de acordo com a discussao acima, podemos

enunciar a definicao a seguir.

Definicao 2.19. Se G é um grupo de Lie, a dlgebra de Lie de G € a subdlgebra de Lie de

X(G) formada pelos campos invariantes a esquerda.

De agora em diante, dado o grupo de Lie GG, escreveremos Lie(G) ou simples-
mente g, quando nao houver risco de confusao, para denotar a dlgebra de Lie de G.

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Fixado X, € T.G, se definirmos
um campo X em G pondo X, = ((Ly).).X., para todo g € G, nao é dificil verificar que

X é suave. Ademais, segue da regra da cadeia que

Assim, X é invariante a esquerda, ou seja, X € g. Uma vez que o campo X assim
construido ¢é claramente o Unico elemento de g cujo valor em e coincide com X, sempre
que necessario denotaremos tal campo X simplesmente por X.. Uma verificagao facil

mostra que a aplicagao

T.G — g
X, '—>Z
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é um isomorfismo de espagos vetoriais, de sorte que
dimg = dim7.G = dim G.

Exemplo 2.20. Como caso particular do que foi visto acima, temos um isormorfismo de
espagos vetoriais entre Lie(GL(n;R)) e TryGL(n;R), onde Id denota a matriz identidade
de ordem n. Por outro lado, como GL(n;R) é um subvariedade aberta do espago vetorial
M(n;R), temos uma identificagao natural entre TryGL(n;R) e o proprio gl(n;R). E
possivel mostrar que tal identificacao respeita colchetes de Lie, de sorte que, doravante,

identificaremos a dlgebra de Lie de GL(n;R) com gl(n;R), sempre que conviniente.

Analogamente, se V' é um espago vetorial real n-dimensional, podemos identi-

ficar Lie(GL(V)) e gl(V'), sempre que necessario.

Exemplo 2.21. Se G e H sao grupos de Lie com dlgebras de Lie respectivamente g e
b, entao a dlgebra de Lie do produto direto de grupos de Lie G x H € canonicamente

isomorfa a soma direta g ® b das dlgebras de Lie de G e H.

Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G é um subgrupo de G' munido
com uma topologia e uma estrutura diferenciavel que o tornam um grupo de Lie e uma
subvariedade imersa de G.

Se H é um subgrupo de Lie do grupo de Lie GG, a algebra de Lie h de H pode
ser canonicamente identificada a uma subdlgebra da algebra de Lie g de G. De fato, é
imediato verificar que todo Xy € b se estende unicamente a um campo Xh € g, de sorte

que a aplicagao

Lt h —g
Xh '—)Xh

¢ injetiva e respeita colchete de Lie.
Para concluir essa explanagao sobre os fatos mais basicos acerca de grupos de

Lie, observemos a proposicao abaixo.

Proposigao 2.22. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Se b € uma subdlgebra

de Lie de g, entao existe um unico subgrupo de Lie de G conexo e com dlgebra de Lie b.

Demonstragao. Veja o Teorema 20.13 de [LEE]. O

Voltemos, agora, a algumas consideracoes geométricas sobre grupos de Lie.

Seja G um grupo de Lie (n + 1)-dimensional com algebra de Lie g. Fixada uma base

k
(]

B ={X1,...,X,+1} de g, denotaremos por ¢ as constantes estruturais de g com respeito
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a base 8, de modo que
n+1

(X, X,] chXk

ecy =— JZ,parau1<z‘7,k<n—i—1

Doravante, assumiremos que G é um grupo de Lorentz conexo, ou seja, GG esta
munido de um tensor métrico biinvariante (,) com indice » = 1. A proposigao abaixo

apresenta uma relacao entre campos de g, conhecida como relacao de Weyl.

Proposicao 2.23. Seja G um grupo de Lorentz com dlgebra de Lie g. Entao, para
X, Y, Z € g, vale que
((X,Y],2) = (X,[Y, Z]).

Demonstracao. Para a € G, seja R,-1L, : G — G o automorfimo interno de G determi-
nado por a. Tal aplicacao é um difeomorfismo que deixa e fixo. Portanto, a diferencial

d(Ry-1L,) = Ad(a) : g — g é um operador linear em g. Explicitamente,
Ad(a)U = dR,~1dL,U = dR,-U, para todo U € g.

Seja @ o fluxo de Y € g, de tal sorte que ®(0,9) = g e $2(t,g) = Y(®(t,g)) para todos
t € R e g € G. Entao, pela proposigao 1.58 de [O’NEILL], temos

[YU]—hm (dCID_t(U) U).

Por outro lado, como X € invariante a esquerda, temos que L, o &, = &, o L, para todos
teRebeG. Assim

D(b) = ®4(Ly(e)) = Lp(Pi(e)) = bPi(e) = Ra,()(b).

Portanto d®, = dRg, () €

Y,U] = hm (dRq> o(U)=U) = lim — (Ad(d)t( U —=U).

t—0 ¢

Agora, levando em considera¢do que a métrica (,) de G é biinvariante, vemos que, para
todo Y, X, Z € g, vale

<X7 Z> = <dR¢7t(€) o qu,t(e)X, dRth(e) o dL@t(e)Z> = <dRq>7t(e)X, dRth(e)Z>7

Pois
(X(9), Z(9)) = (dLyX(e),dLyZ(e)) = (X(e), Z(e)). (2)

Derivando a expressao acima em relagao a ¢, lembrando que (,) é bilinear e fazendo ¢t = 0



23

na expressao obtida, vemos que
0= (Y, X],2) + (X, [\, Z]).
Logo, como [Z,Y] = —[Y, Z], concluimos que

((X,Y], 2) = (X,[Y, Z]).

Fazendo as substitui¢oes X = X;, Y = X, e Z = X}, com {X1,..., X411} base

ortonormal de g, na relagao de Weyl, obtemos que
cfjek = c?kei, (3)
para todos 1 <4, j, k < n + 1; estas relagoes, por sua vez, nos dao
céjei = C§‘i€i = —C;:jEZ',

onde, na ultima igualdade, usamos a antissimetria das constantes estruturais nos indices
de baixo. Logo,
. =0 (4)

v

para todos 1 <17,7 <n+ 1.
Seja V a conexdo de Levi-Civita de G com respeito & sua métrica biinvariante.
A proposicao abaixo nos mostra que a conexao entre campos X,Y em g pode ser obtida

de maneira bastante simples.

Proposigao 2.24. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, métrica biinvariante e

conexao V. Se XY sao campos em g, entao

. 1
VxY = 5[X.Y].

Demonstracao. Observemos inicialmente que se X,Y € g, entao, a equacao garante
que (X,Y) é constante em G. Dessa forma, dados X e Y como acima, temos pela féormula

de Koszul que

20VxX,Y) = X(X,Y)+X(X,Y)-Y(X,X)
- <[X7Y]7X> + <[Y7X]7X>
+ ([Y, X], X)
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onde usamos a relacao de Weyl na penultima igualdade. Assim, da arbitrariedade de
Y € g, temos Vx X = 0 para todo X € g. Agora, se X,Y € g, temos X +Y € g. Logo,

0=Visn(X +Y)=VxX +VyX + VyxV + VyY = ViV + Vy X.

por outro lado, pela simetria da conexao, temos VxV —VyX = [X,Y]. Portanto con-

cluimos que

~ 1
VyxY = §[X, Y], para todos X,Y € g.
O
Voltando & base 9B, tomemos um campo V € X(G), tal que V = 37 o, X,
Entao, o; = €;(V, X;) e, pela proposi¢ao acima,
~ 1 n+1

=1

No que diz respeito a curvatura, se denotarmos por Rg e Kg o tensor de

curvatura de G e a curvatura seccional de GG, respectivamente, teremos
1 1
Re(X,Y)Z = —Z[[X, Y], Z] e Kg(X',Y') = Z—lexzey/e[X/7y/]|[X’,Y’H2,
onde X,Y, Z, X' Y' € g, sendo X’ e Y’ ortonormais. De fato, temos

Re(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ -V, y]Z

_ %@X[Y,Z]——vy[x Z]——H Y], Z]
1 1 1

= X2 - X 2) - S [X.Y), Z]
1 1

= [X.Y].2] - S[X.Y].Z]

= —llx.v).2,

onde usamos a identidade de Jacobi na pentltima igualdade. Além disso,

(Re(X", Y)Y, X") 1
ooy eV

Kq(X')Y') =

O resultado a seguir nos revela que todo subgrupo de um grupo de Lorentz G

é totalmente geodésico em G. Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.25. Seja G um grupo de Lie com métrica bitnvariante. Seja H um grupo
de Lie e h : H — G uma imersdo isométrica que € um homomorfismo de grupos (isto €,

H ¢é um subgrupo de Lie de G). Entdo, h € totalmente geodésica.
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Demonstracao. Mostremos inicialmente que a métrica de H, induzida pela imersao h,
também ¢ biinvariante. Denotando por L, e L, as translagoes & esquerda em H e G,
respectivamente, vemos facilmente que f)h(p) oh = holL, Assim, dados p,q € H e

u,v € T,H, temos que

(dhy (), dhy(v))ny
(d L) iy by (1), (L) iy iy <v>>zh(q>h<,,>
= {d(Lnig) © Wplw), d(Lnge) © W)pl(0))ngy
(
(

(u, U>p =

(
d(h o Ly)y(u), d(Ln() Oh)p(v)>h<qp)
(dLg)p(w), (dLg)p(V)) Lyp-

Observe que, acima, usamos (,) para denotar ambas as métricas de H e G.
Logo, concluimos que a métrica de H, induzida pela imersao h, é invariante a esquerda.
Um raciocinio inteiramente andlogo permite mostrar que a métrica de h é invariante a
direita. Portanto, tal métrica é biinvariante. Assim, dado X € Lie(H) e X a extensdo de

X a um elemento da algebra de Lie de GG, temos pela proposicao [2.24] que
II(X,X)=VgX - VxX =0.

Como campos invariantes a esquerda geram o espago tangente em cada ponto de H,

concluimos que I/ =0 em H, ou seja, h é totalmente geodésica. O]

Como corolario imediato do resultado demonstrado acima e do fato de translagoes
a esquerda serem isometrias, segue que toda classe lateral a esquerda de um subgrupo de
Lie H de um grupo de Lorentz G é totalmente geodésica em G

O tensor métrico candnico do espaco de Lorentz-Minkowski é obviamente bi-
invariante. Para além deste exemplo, veremos que os protétipos dos grupos de Lorentz

relatados nos teoremas [5.2] e [5.4] sao um dos produtos diretos entre grupos de Lorentz,
—RxL" ou —S!xL"

ou seja, o produto direto de R ou S! com um grupo riemanniano n-dimensional L™,
munido com a estrutura produto usual. Além disso, como a métrica riemanniana de L é
biinvariante, o mesmo ocorre com a métrica de G.

Por outro lado, como isso acontece para todas as classes laterais de subgrupos
de grupos de Lorentz, as fatias M} := {g} x L" (g € Rou g € S') sao hipersuperficies
totalmente geodésicas de G. No nosso caso, M, também ¢ tipo-espaco, orientada por um
dos campos ortonormais tipo-tempo 0; ou dy de acordo com o caso considerado. Além
disso, em ambos os casos, a curvatura de Ricci de G na direcao de um destes campos é

nula.
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Reciprocamente, seja G um grupo de Lorentz que possui um subgrupo tipo-
espaco L de codimensao um. Entao, a métrica de Lorentz de GG induz um produto escalar
lorentziano correspondente na dlgebra de Lie g de GG, tal que a mesma pode ser escrita
como a soma ortogonal g = RX @[, onde X é um campo unitario tipo-tempo, invariante a
esquerda, e [ é a algebra de L. Por sua vez, esta decomposicao da origem a duas folheacoes
de G. Por outro lado, como a métrica de GG é biinvariante, temos que estas duas folheagoes
sao totalmente geodésicas em G. Consequentemente, o teorema da decomposi¢ao de De
Rham (veja a segao I11.6 de [SAKAI|) garante que, se G é simplesmente conexo, entdo L

¢ simplesmente conexo e GG é isométrico a —R x L.
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3 FUNCOES-SUPORTE EM HIPERSUPERFICIES

Ao longo desta secao, consideraremos um grupo de Lorentz G™*! com algebra
de Lie g, e uma hipersuperficie tipo-espaco ¢ : M™ — G"*'. Como observado na
secao anterior, temos que GG possui um campo suave, globalmente definido e tipo-tempo
X € g. Portanto, como M é tipo-espaco, tem-se automaticamente M orientével, sendo
orientado pela escolha de um campo normal unitario N, tal que ey = —1. Denotaremos
por A(-) = =V (4N o operador de forma e por H a curvatura média (nio normalizada)

de ¢ com respeito a N, ou seja,
H = —tr(A).

Para X € g, denotaremos por fx : M"™ — R a fungao suporte de M na
direcao de X, isto é,
fx(p) = (N, X))y,

para todo p € M. Dada uma base ortonormal 86 = {X;, Xy,..., X1 deg, el <j<
n + 1, simplificaremos por f; a funcao fx,. A prova dos teoremas e fard uso de
uma férmula para Af;, demonstrada no lema Inicialmente, observemos uma simples

relagao de simetria satisfeita pelas constantes estruturais de 8.

Lema 3.1. Zf;;ll cheifif; =0, para 1 <1 <n+1.

Demonstracao. E suficiente fazer uma mudanca de indices e depois invocar ({3)):

n+1 n+1 n+1 n+1

Z i€ fif; = Z cheififi = — Z cieeifif; = — Z i€ fif.

ij=1 i,j=1 i,j=1 ,j=1
0

Para o préximo resultado, dada uma se¢ao X de T'G),,, denotaremos por X T

a projecao ortogonal de X em T'M.

Lema 3.2. Vf; = —AX] + 3 Z?;ll cyafiX;, paral <j <n+1.

Demonstragao. Fixe p € M e seja {ey,...,e,} um referencial ortonormal em uma vizi-
nhanca de p € M. Entao, para 1 < k < n, o resultado nos da

el f)) = (VeN,Xj) + (N, Ve, X))
1 n+1 A
= —(dey, X))+ 5 D (N, eler, Xi)eh; X;)
il=1
1 n+1
= —<A€k,XJ’> + § Z €l<€k7Xl>C;jfi'

il=1



28

Portanto,

ij = ek<N7Xj>ek
k=1
n n n+l
= (ex, AX] Ver + = Z Z er{ex, Xi)cl; fiex
k=1 k 14,l=1
1 n+1
= —AXJ-T + 3 Z cﬁjelfinT.
1,j=1

O

Agora podemos provar a férmula desejada para o laplaciano de f; (Um célculo

desse laplaciano em ambiente riemanniano ¢ feito em [FORNARI and RIPOLL).

Lema 3.3. Se A representa o laplaciano de M, entdo
Afj=Xj (H) + (JA* + Rica(N)) f;,
onde Ricg(N) denota a curvatura de Ricci de G na diregdo de N.

Demonstragio. Sejam V a conexdo de Levi Civita de M, V a de G e I a segunda
forma fundamental de . Para um ponto p fixado em M, seja {ey,...,e,} um referencial
ortonormal em uma vizinhanca de p, geodésico em p. Entao, calculando em p e com ajuda

do lema [3.2] obtemos sucessivamente

n

n n 1 n+1
Afi = ) enlen(f;) == er{Aer, X; t3 Z (ex, Xi)cjjafi
k=1 k=1 k=1il=1
n n+l
+= ZZ ex, X1) i eren(f;)
2 1i=1
n n 1 n n+l
= =D (Ve der, XJ) =D (Aer, Vo XT) + 5> Y (H(ew ex), Xi)cjsaf;
k=1 k=1 | k=1 i,l=1
(@) (i1 (iti)
n n+1l n n+l
+5 ZZ (ek, Ve, X1) Czjézfz ZZ e, Xi ngﬁlek(fz)‘
k: 14,l=1 k 14,l=1

N

-~

(w) (v)

Faremos o célculo das somas (i) a (v) separadamente. Em (i), usando o fato
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de V., A ser autoadjunto e a equacao de Codazzi, vemos que

i) = éweﬁek,xﬂ zé«vekmek—mwkek),xﬂ
- é«vekmek,xﬂ - kzﬁ;«vekmﬂew
- é«RG(XjT, NI 1) + ;<<ngA>ek, o
- ki(RG(Xj, e)N, ex) — :1<RG(EN SN ex) N, ex) + ;(VXJTA@C,@;C)
= —Ricg(X;, N) — fiRicg(N,N) + X <§<Aek,ek>>

= —RiCG<Xj,N) _RiCG(N7 N)f] _XJT (H>

O célculo de (i7) é direto e nos déa

(ii) = Z<AekﬁekaT>: (Aey, Ve, (X; + fiN))
k=1
(Aer, Ve, X;) — ;) (Aep, =V N)

k=1

bl ol
3l 3l
— —

<A€/€’ 6elc‘XJ'> - fj|A|2

k=1
1 n n+l
= § Z Aek,Xl ek, >C i€ — f]‘A|2
k=1 il=1
1n+1
= SN Xy~ AP
Q=1

Da mesma forma, para (iii), segue do lema que

n n+l

(ZZZ) = —ZZ [I ek,ek Xl cljelfl

k=1 1l=1
n+1
1

= 3 Z(HN, Xi)eyef;

il=1

H n+1 '
= 5 Z C;jelfifj =0.

il=1



30

Obtemos (iv) usando novamente (4)) e o lema

n n+1
(/LU) = _Z Z 6k7 €k, >ZZESC;j€lfi
k=1 i,l,r,s=1
1 n+1

= Z Z ((Xme>+frfs>cgl€scgj€lfi
i,l,r,s=1 Srace
n+1 n+1

- 7 Z rlcljelfl Z C;lescﬁjelfifrfszo
Zvlﬂ" 1 z,l,r,s:l

Finalmente, calculamos (v) usando o lema da seguinte forma:

n  n+l n+1
(v) = —ZZ e, Xi)cjje <—<A€ka +3 Z e, X mefs)

k=1 i,l=1 r,s=1
n ntl n  n+l
T 7 s

= T3 § E ekle Cl]el ekaAX + E E ekaXl ekv >Cljelcri€7"fs

k 14,l=1 k: 1 4,l,r,s=1

n+1 n+1
= IS ATyt X, X e
= _5 < 1> i >Clj€l + 1 (( 1y r> +flfr>clj€lcri€rfs

i,l=1 i,l,r,s=1 5

1r€r

n+1 1 n+1 1 n+1

E T E E ) s
= —= AX Xl Cljel _|‘ Cl]ChElfs Clelcrierflfrfs.

i,l=1 z,l,s 1 i,l,r,s:l

O 1ltimo termo da soma acima ¢é igual a 0, novamente pelo lema [3.1 para o

termo do meio temos, gracgas a relacao de Weyl e , que

n+l n+1
Z ajchefs = — Z CljCls€i€i€s fs
il,s=1 i,l,s=1
n+1
- = Z Xl’ ’ <[Xl7X]>Xi>€i€lEsfs
i,l,s=1
n+1
= > (0, X0, [, Xaeo s
l,s=1
n+1
= > X, X, X)), Xaaes s
l,s=1
n+1

= D {Re(X, X)X, N = —IRico(X,.N).
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Dessa forma, vemos que

n+1

1 ; .
(v) =—3 > (AXT X[)eljer — Ricg(X;, N)

il=1

Juntando os resultados de (i) a (v), levando em consideracao que A é autoad-
junto e que (por (3)) vale cl;e; + ¢, = 0, obtemos

Af; = Ricg(X;,N)+ Ricg(N, N)f; + X7 (H)
n+1
_Z Z (AXT X[ ei + |A]P £
zl 1
n+1

__Z (AX], X[')ej;e — Ricg (X, N)
3,l=1

X](H) + (JAP? + Ricg(N, N)) f;.
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4 VARIEDADES PARABOLICAS E ESTOCASTICAMENTE COMPLETAS

Nesta secao, estudaremos alguns fatos da teoria das variedades parabdlicas, os
quais serdo necessarios para a prova do teorema 5.4} Mais especificamente, serd usado na
demonstracao deste teorema o fato de que toda variedade parabdlica satisfaz o principio

do méximo fraco de Omori-Yau.

4.1 Variedades parabdlicas

Inicialmente lembremos que, se M é uma variedade riemanniana, entao uma
funcao diferenciavel f : M — R é subharmoénica se Af > 0, onde A denota o laplaciano
de M. Agora, uma variedade riemanniana nao compacta, conexa e completa M é dita
parabolica se toda funcao subharmonica f : M — R que é limitada superiormente for

constante. Abaixo, vemos um primeiro exemplo de variedade parabdlica.
Lema 4.1. A variedade riemanniana (R, g), onde R representa a reta real e g a métrica

canonica, € parabdolica.

Demonstracao. Observemos inicialmente que, nesse caso, dada uma funcao diferenciavel
f: R — R, acondicao Af > 0 significa que f” > 0, ou seja, f é convexa. Suponhamos,
entdo, que f é ndo constante, isto é, que existem x,y € R tais que f(x) < f(y). Portanto,

da convexidade f, temos

s =1 (A (S - ama) <oy (FEE ) e a-ns. vae 0.0
Da desigualdade acima, vemos que

, < - A)y) L 0N _ @10, g

Agora, como f(x) > f(y), temos que o tltimo termo da igualdade acima tende para +oo

quando A tende a 0 pela direita, ou seja, f é ilimitada. O

Um resultado cldssico devido a A. Huber (confira [HUBER]) garante que toda
superficie riemanniana nao compacta, conexa e completa de curvatura Gaussiana nao
negativa, ¢ parabdlica. Em particular, este é o caso dos dois grupos de Lie bidimensionais
R% e S!xR. Para k > 3, temos, da se¢ao 11.5 de [GRIGOR’YAN], que R* nao é parabdlica.

No que se refere a grupos riemannianos, um teorema classico de H. Weyl
garante que todo grupo de Lie compacto pode ser munido com uma métrica riemanniana
biinvariante. Por outro lado, se M; é uma variedade riemanniana orientada, conexa
e compacta e My é uma variedade riemanniana parabdlica, entao a variedade produto

My x Ms, munida com a métrica produto, também é parabdlica. Deste fato, segue que
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um grupo riemanniano simplesmente conexo L é parabdlico se, e somente se, L = K x R
ou L = K x R?, onde K é um grupo simplesmente conexo e compacto. Dedicaremos o
resto desta secao a demonstragao dos dois fatos citados acima. Antes disso, vejamos um

lema relacionado aos calculos do gradiente e do laplaciano de M.

Lema 4.2. Se f,g: M — R e ¢ : R — R sao funcoes diferencidveis, entdo:
(a) V(f+9)=Vf+VgeV(fg)=gVf+[fVg.
(b) A(fg) = gAf + fAg+2(Vf, Vg).
(c) Aldof)=(¢"o NIV + (¢ fIAFf.

Demonstra¢ao. (a) Sendo X um campo suave sobre M, temos

(V(f+9),X) = X(f+g) =X(f)+X(9)
= (Vf,X)+(Vg,X)

= (Vf+Vyg,X)
e
(V(f9),X) = X(fg)=gX(f)+[X(9)
= 9(V[, X)+ f({Vg,X)
= (gVf+[Vg X).
(b) Dado um campo suave X e um referencial ortonormal {ej,es,..., e,} em uma vizi-

nhanca U C M, segue da definicao de divergente que

div(fX) = D (Ve (fX).e) =Y (el )X + [V, X )

_ Z(ei(f)ei,X>+Z<fveiX7€i>

= (ZVf,X> + fdivX.

Como o campo X e a vizinhanca U foram tomados arbitrariamente, temos que o resultado

acima é vélido em todo ponto de M. Dessa forma, segue de (a) que

A(fg) =div(V(fg)) = div(gVf + fVg) = gAf + fAg+2(V [, Vg).

(c) Observemos inicialmente que V(¢ o f) = ¢'(f)Vf. De fato, se p € M, v € T,M e
v : (—€,€) — M é uma curva suave tal que y(0) = p e 7/(0) = v, entdo

(V0o 1) thy= 2| (60 Fom)t) =) e| (7o) = (@0 )V,
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Portanto, usando (b) e o resultado acima, obtemos

A(go f) = div(V(go f)) =div((¢ o f)Vf)
= (V(¢' 0 f), V) + (¢ 0 f)div(V])
= (@' o NIV + (¢ 0 )AL,

como desejado. O]

Voltando ao estudo das variedades parabdlicas, observemos inicialmente o se-

guinte lema.

Lema 4.3. Uma variedade riemanniana nao compacta, conexa e completa € parabélica

se, e somente se, toda funcao subharmonica, positiva e limitada é constante.

Demonstracao. Se M é parabdlica, temos, por definicao, que toda funcao subharmonica
limitada é constante e assim, como caso particular, temos o resultado requerido. Reci-
procamente, seja M uma variedade riemanniana nao compacta, conexa e completa tal
que toda funcao subharmonica positiva e limitada é constante. Se f : M — R é uma

funcdo subharmonica que ¢ limitada superiormente e ¢ = e/, entdo g é uma funcao suave,
positiva e limitada em M. Além disso, de (c¢) do lema 4.2 nos da

Ag = gAf +g|VfJ2

ou seja, g também ¢ subharmoénica. Entao, por hipdtese, temos que g ¢ constante e,
como Vg = gV f, segue que Vf = 0. Portanto, f é constante e, dessa forma, M é

parabdlica. O

Proposicao 4.4. Se M, é uma variedade riemanniana orientada, conexa e compacta e
M,y € uma variedade riemanniana parabdlica, entdo a variedade produto My X My, munida

da métrica produto, € parabdlica.

Demonstracao. Seja M = M; x M,. Pelo lema anterior, é suficiente tomar uma funcao
subharmonica, positiva e limitada f : M — R e provar que f é constante. Denotaremos
por A o laplaciano de M, A; o laplaciano de M; (j = 1,2) e por dM; a medida riemanniana
de M;. Observemos inicialmente que, se g = f2, entdo g também é positiva, limitada e
tal que

Ag=2fAf +2|Vf|%

Entao, g é subharmonica e, se mostrarmos que g é harmonica, teremos V f = 0, e portanto
f sera constante.

Para x € My, seja g, : My — R dada por g.(y) = g(x,y). Analogamente,
para y € My, definimos ¢ : M; — R por ¢¥(z) = g(x,y). Calculando Ag com ajuda
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de um referencial mével {ey, ..., e, ext1,...,exp} tal que ey, ..., e sdo tangentes a M

€ €ky1,--.,eLy Sao tangentes a My, obtemos

(Ag)(z,y) = (A1g)(x) + (A29.)(y)-

Integrando a relacao acima sobre M, vemos que

| @oepane = [ @@@ane + [ @w)mine

My

- /M (Aggs)(y)dM (z), (6)

onde a segunda igualdade decorre do teorema da divergéncia, junto com o fato de M; ser

compacta. Agora, como ¢ é subharmonica, segue do resultado acima que

/ (A2g.)(y)dMi(z) > 0. (7)
My
A compacidade de M; nos permite calcular derivadas sob o sinal da integral
para obter
ket
| Gagarsta) = [ 3 (e - Voe)o) widi()
M My j—f1
k+l1
= > (e - Vo) ([ o)
j=k+1 M
= (A2h)(y),

onde h(y) = (fMl g dM, (x)) (y). Assim, segue de que h : My — R é subharmonica.

Contudo, como M é parabdlica e

r=( [ | gedM(2) ) () < (sup ) VoI(ME)

para todo y € M,, concluimos que h é constante.

Voltando a @, temos que

/M (Ag)(a, y)dMy(x) = (Agh)(y) = 0.

Como g é subharmonica, concluimos do resultado acima que Ag = 0. Logo, g é harmonica,

como queriamos demonstrar. O

Corolario 4.5. Um grupo riemanniano simplesmente conexo L € parabdlico se, e somente

se, L=K xR ouL =K xR?, onde K é um grupo riemanniano simplesmente conexo e
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compacto.

Demonstragdo. Se L = K x R ou L = K x R?, entao a proposicao anterior e a para-
bolicidade de R e R? garantem que L é parabdlico. Reciprocamente, seja L um grupo
riemanniano simplesmente conexo e parabdlico. Um resultado cléssico sobre grupos de
Lie (veja o capitulo 3 de|[CAMINHA) afirma que, como L estd munido com uma métrica
biinvariante, temos L = K x R!, onde K é um grupo riemanniano simplesmente conexo e
compacto munido com uma métrica biinvariante, R! é o espaco euclidiano I-dimensional
e K x R! estd munido com a métrica produto. Agora, observemos que K, visto como
grupo riemanniano, pode ser naturalmente orientado. Dada uma funcao subharmonica e
limitada superiormente f : R® — R, podemos vé-la como uma funcao definida em L que
é constante em cada fibra K x {y}. Dessa forma, temos que f é subharmoénica e limi-
tada superiomente em L. Como L é parabdlico, temos que f é constante em L e, assim,
também é constante em R!. Portanto, concluimos que R! é parabdlico e, pela discussao
feita apds a lema [4.1], temos [ = 1 ou 2. ]

4.2 Definigoes equivalentes de completude estocastica

Iniciaremos esta secao com uma breve abordagem sobre os espacos C* e LP em
R™. Sejam z1,xs,- - ,x, coordenadas cartesianas em R"™. Usaremos a seguinte notagao

simplificada para derivadas parciais:

(01 (022)22 - - - (O, )

onde |a| = ay + -+ + ay, é a ordem do multiindice.

Dado um aberto € C R", denotaremos por C(§2) o conjunto de todas as fungdes
continuas em €2, e por C*(€), onde k é natural, o conjunto das funcdes f € C(Q) tal que
0“f € C(Q2) para todo |a| < k. Definimos, ainda, C*°(2) como sendo a interse¢ao de
todos C*(Q), e C§°(£2) como o subespago de C*(£2) que consiste de todas as fungoes com
suporte compacto em ).

A norma do sup de qualquer fungao u € C(Q2) é definida por

|[ul|c@) = sup |ul,
Q
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e a norma C* de u € C*(Q) é definida por

[lullox(@) = maxsup 9%l
Apesar da terminologia, ||ul|cx(g) ndo é uma norma em C*(€2), pois pode assumir valores
infinitos. De fato, a topologia do espaco C*(2) é definida pela familia das seminormas
|[ullciqry, onde € é um subconjunto aberto de € tal que @' € Q. A relagio £ € Q
(inclusao compacta) significa que o fecho E do conjunto E é compacto e F C €.

Seja 1 a medida de Lebesgue de R™. Para qualquer aberto (2 C R"™, deno-
taremos por LP(2) o espaco de Lebesgue LP(2, 1), 1 < p < oo (confira a segao 4.2 de
[BREZIS]). O espaco de Lebesgue local LF, () é o conjunto de todas as fungoes men-
surdveis (com respeito a p) f em € tais que f € LP(€) para qualquer conjunto aberto
QY € Q. De fato, o tinico espago de Lebesgue que usaremos no texto serd L; ().

Agora, seja p: (0,+00) x R" x R" — R a funcao definida por

t _ 1 ’J;_ZAQ
P( ,x,y) = Wexp _2—15 )

onde t € (0,+00) e z,y € R". Um calculo imediato mostra que a fungao acima satisfaz a

equacao do calor
dp 1
£ _ A
55 = 3 0p (8)

nas variaveis (¢,z) € (0, +00) x R™ (o ponto y é considerado fixo) e a condigao inicial

lim p<t7 ) y) = 5ya (9)

t—0t

onde J, ¢ a funcao delta de Dirac.

Seja M uma variedade riemanniana. Qualquer func¢ao p : (0, +00)x M X M —
R satisfazendo e @ é chamada de solucao fundamental da equagao do calor em M.
O niicleo do calor, cuja existéncia e suavidade em (¢, z,y) sao provadas em [DODZIUK],
é definido como sendo a menor solucao fundamental positiva da equagao do calor em
M, isto é, se p é o nucleo do calor e ¢ é uma solucao fundamental arbitraria em M,
entao p(z) < ¢(x), para todos x € M. Além disso, o nicleo do calor possui as seguintes
propriedades.

e Simetria: p(t,x,y) = p(t,y,x) para todos, x,y € M et > 0.

e [dentidade de semigrupo: para todos z,y € M e s € (0,1),

plt, z,) = /M p(s, 2, 2)p(t — 5, 2,y)du(2). (10)

e Para todost>0ex,y e M,
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/Mp(t,x,y)du(y) <1 (11)

Devido as propriedades e , o nucleo do calor p(t,z,y) pode ser visto

como um operador P; que age sobre funcgoes f : M — R da seguinte forma:

Ptfz/Mp(-,y,t)f(y)du(y)-

Se f é uma fungao continua e limitada em M, entdo a fungao u(x,t) := P,f(x) é solucdo

do problema de Cauchy em M x (0,400):

Além disso, se f > 0, entao P;f é a menor solucdo nao negativa, no sentido pontual,
do problema acima. Para demonstracoes dos fatos citados acima e das propriedades do
nticleo do calor veja, por exemplo, o capitulo 7 de [GRIGOR’YAN]. Abaixo, definimos

um dos principais objetos desta secao.

Defini¢ao 4.6. Sejam M uwma variedade riemanniana e p(t,x,y) o nicleo do calor de M.

Dizemos que M ¢ estocasticamente completa se

/M p(t, z,y)dp(y) = 1,

para todos x € M et > 0. Se existir um xo em M ou um tqg > 0 tal que a igualdade

acima nao ocorra, entao diremos que M € estocasticamente incompleta.

Dado A > 0, dizemos que uma funcao suave u : M — R é A\-harmonica se ela

satisfaz a equacao
Au = \u.

Analogamente, dizemos que u é A-subharmoénica se Au > Au e A-superharmonica se
Au < Au. Dado um aberto €2 C M, dizemos que uma funcao suave v : M — R é uma
fung¢ao \-subharmonica admissivel para €2 se v é uma funcao A-subharmonica, limitada e
nao negativa em M, tal que v = 0 em M\Q e sup, v > 0. Um aberto 2 é dito A\-massivo
se existe pelo menos uma funcao A\-subharmonica admissivel para Q.

As duas proposigoes a seguir tém como objetivo apresentar diversas equi-
valéncias da definicao de completude estocédstica de uma variedade riemanniana M. Uma
vez que demonstragoes completas das mesmas exigem digressao e espago muito gran-
des, apresentamos somente um esbogo destas demosntragoes, referindo o leitor [GRI-
GOR’YAN], para mais detalhes.

Proposigao 4.7. Seja M uma variedade riemanniana. As sequintes propriedades $ao
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equivalentes.
(a) A variedade M € estocasticamente incompleta, ou seja, existe (z,t) € M x (0, 400)

tal que

| ptain < 1. (12)
(b) Para todo (x,t) € M x (0,400), vale (12]).
(¢) Para todo A > 0, M é A-massivo.
(d) Para todo \ > 0, existe uma fun¢do A-harménica nao nula em M.

(e) Para qualquer T € (0,+00), o problema de Cauchy

ou _ 1
{ ot ZAU (13)

u‘t:0+ = 0
possui uma solugao nao nula limitada em M x (0,T).

Demonstracao. Iremos provar a seguinte cadeia de implicagoes:

(a) & (b) O fato de que (b) implica (a) é ébvio. Vamos, agora, assumir a
validade da negagao de (b) e provar a validade da negacao de (a). Pela propriedade de

semigrupo temos, para todo s € (0,t),
Pl=P_P1<P_1<1. (14)

Como sabemos que P,1(x) = 1 ocorre para algum = € M, concluimos que, para estes x e

t, as desigualdades de ([14) tornam-se igualdades. Em particular, temos
P (P1)(x) =1
para todo s € (0,t), o que é possivel apenas se
P1=1. (15)

A ideia, agora, é estender o resultado acima para esse x € M e todo s > t. Portanto,

tome s < 2t. Entao, s/2 < t e obtemos, mais uma vez pela identidade de semigrupo,

P,1 = Py j5(Py0l) = Pyjpl =1,
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ou seja, ocorre para todo s € (0,2t). Por indugao, provamos que, para x € M sob
consideragao, é verdadeira em (0, 2%t), para todo k € N, ou seja, para todo s > 0.
(b) = (d) Dado A > 0, definamos u(z,t) = (P1)(z) < 1le

w(z) = /0 " Nty dr.

Assim, temos

1 el T wou —Xt|+00 Ly
—Aw = e "—Au dt = eV —dt =ue g7+ A e Mudt=—-1+Mw
2 ; 2 ; ot 0

e . .
0<w</ e M dt = =,
0 A

Portanto, a funcao v = 1 — \w satisfaz a equacao %AU —w=0,com0<ov<1 Assim,
trocando A por A/2, o resultado segue.

(d) = (e) Seja v uma fungao nao nula, limitada e A-harmonica em M. Clara-
mente a funcao

u(z,t) = v(x)e%’\t

é solucao do problema de Cauchy

ou _ 1
{ ot ZAU (16)

Ul—g+ = V.

Por outro lado, temos que w = P,v também ¢é solugao do problema . Dado t > 0,
temos

sup [w|(-,t) < sup [v] - B1 < sup |v|

ao passo que v = 0 implica
_in
sup |u|(-,t) = ez sup |v| > sup |v|.

Portanto, as fungoes u(-,t) e w(-,t) sao diferentes, para qualquer t > 0. Ao mesmo tempo,
ambas sao limitadas em M x (0,7), de sorte que a fun¢do h = v — w é uma solugao nao
nula e limitada de em M x (0,T).

(e) = (a) Seja u(z,t) uma solugao nao nula e limitada de (L3)), para algum
T > 0. Podemos assumir que supu > 0 e que sup|u| < 1, de tal modo que a fungao

w =1 —wu é positiva e infw < 1. Como a fungao w ¢é solugao do problema de Cauchy

ow _ 1
{ ot QAw (17)

w,t:()Jr = 1.
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e P1 é a menor solugao positiva de , concluimos que P;1 < w. Portanto, segue de
infw < 1 que, para algum x € M et € (0,7),

Pl / Pt 2, y)dply) < 1,
M

e M é estocasticamente incompleta.

(d) = (c) Se v é uma fungao A-harmonica, limitada e nao nula em M, entao
pelo menos umas das fungoes vy ou v_ deve ser nao nula. Suponhamos que v, é nao nula.
Assim, como vy é A-harmoénica em {v > 0}, temos que v, é A-subharmoénica em M, e M
¢ A-massivo.

(c) = (d) Suponha M A-massivo para todo A < 0 e w uma fungao A-subharmonica
admissivel para M. Iremos construir uma funcao A\-harmonica limitada e nao nula em M

como limite de solugoes dos seguintes problemas de Dirichlet:

{ Avp — v, =0 em

vklag, =1,

onde {Qf}r>1 é uma exaustao de M. Temos que 0 < v < 1 e a sequéncia {v} é
decrescente e converge para uma solucao limitada v. Verifiquemos que v = 0. Podemos
assumir desde o inicio que supw = 1. Entao temos, pelo principio do maximo, vy > w e

assim v > w que implica v = 0. 0

Um corolério da proposicao acima, que nada mais é que uma reformulacao da

mesma, ¢ o seguinte:

Corolario 4.8. Seja M uma variedade riemanniana. As sequintes propriedades sao equi-
valentes:

(a) A variedade M é estocasticamente completa.

(b) Para todo A > 0, a dnica solugdo suave, nio negativa e limitada de Au > Au em
M éu=0.

(¢) Para todo X\ > 0, a unica solugdo suave, nao negativa e limitada de Au = \u em M

éu=0.

(d) Para qualquer T' € (0,+00), a tdnica solug¢do limitada em M x (0,T) do problema

de Cauchy

ou

u|t:0+ == 0
0.

Observemos agora que, se a variedade M ¢é parabdlica, entao ela claramente

€u

satisfaz a condi¢do do item (b) do coroldrio 4.8 Assim, temos o seguinte coroldrio.



42

Corolario 4.9. Toda variedade parabdlica é estocasticamente completa.

Vejamos, a seguir, outra proposicao relacionada as defini¢oes equivalentes de

completude estocéstica.

Proposicao 4.10. Seja M uma variedade riemanniana. As sequintes propriedades sao
equivalentes:
(a) M € estocasticamente completa.

(b) Para toda func¢ao u € C*(M), com u* = sup,, u < +00, e para todo € > 0, tem-se
inf Au <0,
Qe

onde . = {x € M : u(z) > u* —e}.

(¢c) Para toda fun¢ao u € C*(M), com u* = sup,, u < 400, existe uma sequéncia de

pontos {xy}ken C M satisfazendo, para cada k € N,

1
u(zg) > u* — T ¢ Au(zg) <

o=

(d) Para toda funcao u € C%(M), com u* = sup,, u < +00, e toda fungio f € C°(R),
se Au > f(u) no subconjunto Q, para algum & > 0, entao f(u*) < 0.

Demonstragao. Iremos provar a seguinte cadeia de implicacoes:
(b) = () = (d) = (a) = (b).
(b) = (c) Fazendo € = 1/k para cada k € N, temos, por hip6tese, que

inf Au<0< l
Q/p k
Dessa forma, para cada k € N, existe x; € €y, tal que Au(xy) < 1/k. Portanto (c)
ocorre.
(c) = (d) Para k > 1/e, temos xy, € Q., pois u(zg) > u* —1/k > u*—e. Dessa
forma, temos que
L > Au(n) > flulm)).

Passando o limite na desigualdade acima, concluimos que

Fur) = Jim f(u(z)) < 0.

(d) = (a) Sejam A > 0 e u uma fungao suave, ndo negativa e limitada, tal

que Au > Au. Fazendo f(u) = Au, concluimos que f(u*) = Au* < 0, ou seja, u = 0.
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Assim, temos que a condigao (d) implica na condi¢ao (b) do corolério que por sua
vez é equivalente a condicao (a).
(a) = (b) Fagamos tal prova por contraposi¢ao. Suponhamos que exista uma

fungao u € C?(M), com u* < 400, mas tal que, para algum & > 0, vale

ingu > 2c¢ > 0.

Definindo o conjunto Q* = {x € M : Au(z) > ¢}, temos que Q. C Q* e, dado A = ¢/,

vale, para todo = € Q*,
Au(z) > ¢ > c+ Mu(z) —u*) = Mu(z) + —u’).
Portanto, u(z) 4+ ¢ — u* ¢ uma subsolugao de Lu = 0 em 2*, onde
Lu = Au — Au. (18)

Como a fungao identicamente nula (f = 0) é obviamente uma subsolugao de em M,
temos que u. = max{u + ¢ — v*,0} também é uma subsolugao em M. Como u € C?
tem-se u. € CY(M). Além disso, u. % 0 e 0 < u. < & < +oo. Observando que qualquer
constante positiva é supersolucao de , escolhendo uma constante u, > ¢ e aplicando
o método de Perron generalizado (veja [HAN and LIN]) obtemos uma solugao suave v de
em M tal que u. < v < wuy. Agora, como u. nao é identicamente nula, o0 mesmo ocorre
com v. Logo a condi¢ao (c) do corolario nao ¢ satisfeita e, equivalentemente, (a) nao

é satisfeita. m
O item (c) da proposigao acima motiva a seguinte definigao:

Definicao 4.11. Seja M uma variedade riemanniana. Dizemos que M satisfaz o principio
do mdzimo fraco de Omori-Yau se, para qualquer fungao u € C*(M) com u* = sup,, u <

+oo, existir uma sequéncia de pontos {xy}ren C M satisfazendo

1 1
u(zy) >u*—— e Au(zg) < —.

k k
Observando a definicao acima e a proposicao [4.10], vemos que uma variedade
riemanniana M é estocasticamente completa se, e somente se, satisfaz o principio do
maximo fraco de Omori-Yau. Além disso, combinando este resultado com o coroldrio [4.9]

temos o seguinte corolério:

Corolario 4.12. Toda variedade parabolica satisfaz o principio do mdzimo fraco de

Omori- Yau.
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5 HIPERSUPERFICIES TIPO-ESPACO CMC DE GRUPOS DE LORENTZ

Com o material das ultimas duas se¢oes em maos, podemos proceder a analise
da geometria das hipersuperficies tipo-espago cmc de grupos de Lorentz. Para este fim,
sejam G™! um grupo de Lorentz com &lgebra de Lie g, e ¢ : M"® — G™! uma hi-
persuperficie tipo-espago de G. Dado um campo tipo-tempo X em g, dizemos que ¢ é

transversal a X se, para todo p € M, tivermos
T«P(p)G = Px (TpM) ® RX,,.

Se M é conexa e orientada por um campo normal unitario tipo-tempo N, entao a trans-
versalidade de ¢ a X é equivalente ao fato da funcao suporte fx ser estritamente positiva

ou negativa em M. Agora, observemos o seguinte lema:

Lema 5.1. (Teorema de E. Hopf). Seja M uma variedade riemanniana orientdvel, com-

pacta e conexa. Se f € uma funcao diferencidvel em M, com Af <0, entao f € constante.

Demonstracao. Se dM representa a forma de volume de M e X é um campo suave em M,
temos que d(ixdM) = (divX)dM, onde ixdM denota a contragao de dM na diregao de
X (uma demonstragao desse fato ¢ feita no lema A.51 de [CAMINHA]). Assim, observando

que OM = () e usando o teorema da divergéncia, vemos que
/ AfdM = / (divV )M = [ d(igdM) =0,
M M oM

Como Af <0, temos Af = 0. Usando novamente o teorema da divergéncia para f2/2 e
o resultado do item (b) do lema [4.2] obtemos

OZ/MA(f2/2)dM:/MfAfdM+/M|Vf|2dM:/M|Vf|2dM.

Portanto Vf = 0, e a conexidade de M garante que f é constante. O]
Agora, podemos enunciar e provar nosso primeiro resultado principal.

Teorema 5.2. Seja G™ um grupo de Lorentz e ¢ : M™ — G uma hipersuperficie
tipo-espaco cmc, conexa, compacta, transversal a um elemento tipo-tempo X de g e ori-
entada pela escolha de um campo normal unitdrio N. Se
H2
Ricg(N) =2 —— (19)

n

ao longo de M, entao:
(a) A curvatura de Ricci de G se anula na dire¢ao de N.

(b) (M) é uma classe lateral de um subgrupo de Lie de G. Em particular, ¢ € total-
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mente geodésica.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor |[X|=1e fx = (X,N) <0

em M. Por outro lado, vimos no lema 3.3 que
AfX = <|A‘2 + RICG(N))fX

A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que |A[*> > H?/n, com igualdade

apenas nos pontos umbilicos. Entao, como fx < 0, temos

2

Afx < (RiCG(N) + %) fx <0,

ou seja, fx é uma funcao superharmonica na variedade riemanniana compacta M. Por-
tanto, o lema garante que fx é constante. Assim, temos |A|*> = H?/n e Ricg(N) =
—H?/n em M. Segue entao que ¢ ¢é totalmente umbilica. Escrevamos A = AId, onde
A= —H/n e Id denota o homomorfismo identidade de T'M.

Fixemos uma base ortonormal B = {X;, Xs,..., X,,11} de g, de tal modo que

X = X,41. Aplicando o lema [3.3| novamente, obtemos
Afi = (|A]” + Ricg(N)) f; = 0

para 1 <1 < n. Logo, o teorema de Hopf garante que f; é constante em M, para todo 1.

Como
n+1 n+1

N = Z€i<N, X)X, = ZEiszm

i=1 i=1
vemos que N ¢ a restricao de um elemento de g a M. Seja E tal elemento. Escolhendo
uma base ortonormal B’ = {Fy, ..., E,, E} de g, temos que as restrigdes de Fy, ..., E,
em M sao tangentes em M. Dados 1 < 4,5 < n distintos e tomando pontos em M, a

relagao de Weyl e a umbilicidade de ¢ fornecem

([Bs, By, E) = (B, |[E;,E]) = 2<Eia€EjN>
= _2<EiaA(Ej)> = _2>‘<Eian>
— 2, =0

Entao, [E;, E;] € Span({E\, ..., E,}) e, como [E;, E;] = 0, segue que {E},..., E,} gera
uma subdlgebra de Lie de g.

Portanto, como as restri¢oes de Ei, ..., E, a ¢(M) sado tangentes ao mesmo,
concluimos que ¢(M) é uma folha da folheacao de G gerada por {Fy,...,E,} e, dessa
forma, coincide com uma classe lateral gL, onde L é o subgrupo de Lie de G que possui

algebra de Lie gerada por {E,..., E,}. Em particular, a observagao feita apds a pro-
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posicao @ garante que ¢ é totalmente geodésica e H = 0 em M. Assim, concluimos (a)
e (b). O

Afim de encontrar um resultado similar ao visto acima para o caso nao com-
pacto, precisamos pedir mais do grupo de Lorentz G. Uma das hipdteses adicionais sera
a limitagao da aplicagao de Gauss hiperbolica da hipersuperficie. Tal aplicacao é definida,
por analogia com o caso em que G é o espaco de Lorentz-Minkowski, da seguinte maneira:
seja X um elemento tipo-tempo de g. Como T.G é isométrico L"*!, definimos o espaco

hiperbdlico de T.G com respeito a X, por
H"(T.G) = {v € T.G; (v,v) = =1 e (v, X,) < 0}.

Trocando N por —N, caso necessario, podemos assumir que N estd na mesma orientagao

temporal de X, ou seja, que fxy = (X, N) < 0. A aplicagao de Gauss hiperbdlica
n:M" — HY(T.G),

de ¢ com respeito a N e X, é dada em p € M por n(p) = Y., onde Y é o tinico elemento

de g satisfazendo Y, = N, ou seja,

Fixados p € M e v € T,M, seja v : (—e,&) — M uma curva suave tal que
~7(0) = p e 7/(0) = v. Entao,

(o) = o] _ = 2 (L) Voo _
= ()| = (L) A

Logo, obtemos

Antes de demonstrarmos o segundo resultado principal, precisaremos de um
resultado auxiliar que permite afirmar que a condicao também faz sentido no caso
em que M é completa e nao compacta, desde que sua aplicacao de Gauss hiperbdlica seja

limitada.

Lema 5.3. Seja G", n > 2, um grupo de Lorentz e ¢ : M"™ — G"*' uma hipersu-
perficie cme de G, conexa, tipo-espaco, transversal a um elemento tipo-tempo X de g e
orientada pela escolha de um campo normal unitdrio tipo-tempo N, de mesma orientacao

temporal de X. Se a imagem da aplicacao de Gauss hiperbolica de ¢ com respeito a N e
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X € limitada, entao
1]r\14f Ricg(N) > —o0.

Demonstragao. Seja {Xi,..., X, X;p1 = X} uma base ortonormal de g e escrevamos
N =—fxX+>", fiX;, tal que

X+ ff=-1 (20)
i=1

Entao,
Ricg(N) = Ricg <_fXX + ZfiXi7 —xX + ijXj)
i—1 j=1

= [YRica(X) + Y fifiRica(X;, X;) = 2fx Y _ fiRica(X, X;).

ij=1 i=1

Como fx < 0, obtemos da desigualdade triangular que

Ricg(N) > f2Ricg(X Z fifiRica(X;, X;) — 2fx Z fiRica(X, X;)

i,7=1
f)chiCG (

n n

> fiRica(X) = Y |fifil|Rica(Xi, X;)[ +2fx ) |fil Rica(X, X;)|

ij=1 i=1

> ff(RicG(X)— max |R1cG(XZ,X |Z|fzfj|+2fXZ|fz||RmG(X X))l

7,7=1

v

Z fifiRica(Xi, X;)

1,j=1

+ 2| fx| ZfZRch (X, X;)

Escrevendo Y 7 | fif;| = (32, [ fil)? e, aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz duas vezes, obtemos

Ricg(N) > f)g(RicG(X)—lmax Rica(X;, X;) (Zm)

n

+2fx > 1 fil Rica(X, X;)|
i=1
2 . - 2
> fiRica(X) —n max [Rica(X;, X)) f;

1<ij<n : ¢
=1

n 1/2 n 1/2
+2/x (E ff) - (Z [Rica (X, Xi>|2> -
i=1

=1



48

Para concluir a demonstragao, basta observarmos que Ricg(X), Ricg(X;, X;)
e Ricg(X, X;) sdo constantes em G, substituir Y . f2 = f¥ — 1 e usar o fato de que a

limitacao da aplicacao de Gauss é equivalente a existéncia de um ¢ > 0 tal que
c= —iﬂr}If(X, N) < 4o0. (21)

]

Agora, temos ferramentas suficientes para enunciar e provar nosso segundo

resultado principal

Teorema 5.4. Seja G™*1, n > 2, um grupo de Lorentz. Seja ¢ : M™ — G™1 uma
hipersuperficie cme de G, completa, conexa, tipo-espaco, transversal a um elemento tipo-
tempo X de g e orientada pela escolha de um campo normal unitdrio tipo-tempo N, de
mesma orientacao temporal de X. Se M € parabdlica, a imagem da aplicacao de Gauss
hiperbolica de ¢ com respeito a N e X é limitada e

2

icq(N) > ——
RICG< )_ n,

entao:
(a) A curvatura de Ricci de G se anula na dire¢do de N.
(b) (M) é uma classe lateral de um subgrupo de Lie de G. Em particular, ¢ € total-

mente geodésica.

Demonstragdo. Seja T = infy; Ricg(N) > —H?/n. Como fx < 0, argumentando como

na prova do teorema [5.2], obtemos

Afi = (4P + Rica(M) i < (“1- 4 7) £ 2

com igualdade em algum ponto de M se, e somente se, ¢ ¢é totalmente umbilica nesse
ponto.

No sentido de analisar a desigualdade diferencial acima, comegamos usando a
limitacao da aplicacao de Gauss hiperbdlica de ¢ para escolher ¢ como em . Como
M ¢ parabdlica, podemos invocar o principio do méaximo fraco de Omori-Yau para obter

uma sequéncia (pg)r>1, de pontos de M, tal que

1
Fx(pe) == —c e Afx(p) > — k=1

Agora, lembrando que HTQ + 7 > 0 e avaliando em pg, temos

2

_% < Afx(pr) < (% +T) fx (pr)-
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Entao, fazendo k — +00, obtemos

H2
c (— + 7') < 0.
n
Como ¢ > 0, a desigualdade acima gera uma contradigao se HTQ +7 > 0. Logo, HTQ +7=0
e, voltando a (22)), temos

AfX = (|A|2 + RlCG(N)>fX S (%2 + 7') fX =0.

Entao, — fx é subharmonica em M. Como —fx < ¢ e M é parabdlica, concluimos que
fx ¢ constante e, assim, A fx = 0. Portanto, (22) nos da

H2
— = |A]? = —Ricg(N) = —7
n

em M. Logo, ¢ é totalmente umbilica

Como na prova do teorema [5.2] fixemos uma base ortonormal B de g tal que

X = X411 e apliquemos o lema |3.3| para obter
Af; = (A + Ricg(N)) fi = 0,

para 1 <i <n. Agora, segue de (20)) que
Y f=fi-1<é -1,
i=1

de sorte que todas as f; sao limitadas superiormente. Portanto, a parabolicidade de M
também garante que f; constante, para 1 < i <n.

Finalmente, argumentando exatamente como nos dois 1ltimos paragrafos da
prova do teorema 5.1, concluimos que ¢(M) é uma classe lateral de um subgrupo de lie

de G e, assim, ¢ ¢é totalmente geodésica. Entao, H = 0 e os itens (a) e (b) seguem. [
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6 CONCLUSAO

Os teoremas e apresentados no capitulo 5 estendem, para o contexto
de grupos de Lorentz, resultados anteriores devidos a diversos autores, relacionados a
problemas do tipo-Berstein para hipersuperficies tipo-espaco cmc, conexas e completas
de produtos lorentzianos. Mais especificamente, o teorema [5.4] foi inspirado em resultados
devidos aos autores H. F. de Lima e Y. L. Xin.

Lembremos, agora, que uma variedade de Lorentz obedece a condi¢ao de con-
vergéncia tipo-tempo (CCT) se a curvatura de Ricci é nao negativa nas dire¢oes dos vetores
tipo-tempo. Em particular, se um grupo de Lorentz G" ! satisfaz a CCT, entao a condicao
nos teoremas e é trivialmente satisfeita para toda hipersuperficie tipo-espaco
cmc de G™L. Portanto, os teoremas e sao verdadeiros para hipersuperficies tipo
espaco cmc de grupos de Lorentz que obedecem a CCT, sem a hipotese adicional .



51

REFERENCIAS

ALIAS, L. J.; CAMINHA, A. On the scarcity of non-totally geodesic complete spacelike
hypersurfaces of constant mean curvature in a Lie group with bi-invariant Lorentzian
metric. Differential Geometry and its applications JCR, v. 51, p. 49-64, 2017.

ALfAS, L. J.; RIGOLI, M. An Introduction to the Omori- Yau Maximum Principle and
its Applications. In XVI School of Differential Geometry. University of Sao Paulo, 2010.

BREZIS, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.
New York: Springer, 2011.

CAMINHA, A. Topicos de Geometria Diferencial. Rio de Janeiro: SBM, 2014.
DO CARMO, M. P. Geometria Riemanniana. 5 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2015.

DODZIUK, J. Mazimum principle for parabolic inequalities and the heat flow on open
manifolds. Indiana Univ. Math. Soc., p. 703-716, 1984.

FORNARI, S.; RIPOLL, J. Killing fields, mean curvature and translation maps. Ilinois
J. Math. 48., p. 1385-1403., 2004.

GRIGOR’YAN, A. Analytic and geometric background of recurrence and non-explosion
of the Brownian motion on riemannian manifolds. Bull. Amer. Math. Soc. 36, p.
135-249, 1999.

GRIGOR’YAN, A. Heat Kernel and Analysis on Manifolds. AMS/IP Studies in
Advanced Mathematics, v. 47. Providence: AMS, 2009.

HAN, Q.; LIN, F. Elliptic Partial Differential Equations. Second Edition. New York:
AMS, 2011.

HUBER, A. On subharmonic functions and differential geometry in the large. Comm.
Math. Helv. 32., p. 13-72, 1957.

LEE, J. M. Introduction to Smooth Manifolds. New York: Springer, 2003.

O’NEILL, B. Semi-Riemannian Geometry, with Applications to Relativity. Los Angeles:
Academic Press, 1983.

SAKAI, T. Riemannian Geometry. Transl. Math. Monographs, v. 149. Providence:
AMS, 1996.



	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Variedades semi-riemannianas
	Imersões isométricas
	Grupos de Lorentz

	FUNÇÕES-SUPORTE EM HIPERSUPERFÍCIES
	VARIEDADES PARABÓLICAS E ESTOCASTICAMENTE COMPLETAS
	Variedades parabólicas
	Definições equivalentes de completude estocástica

	HIPERSUPERFÍCIES TIPO-ESPAÇO CMC DE GRUPOS DE LORENTZ
	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

