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RESUMO

A garantia da seguranca é uma das principais preocupacoes dos projetos de estru-
turas civis. Além das falhas devidas aos carregamentos permanentes e acidentais, € preciso
considerar também aquelas ocasionadas por carregamentos especiais ou situagdes extremas,
como sismos, incéndios e explosoes. Um dos mecanismos de falha que tem atraido o inte-
resse dos projetistas e pesquisadores nos tltimos anos é o Colapso Progressivo (CP), onde uma
acdo inicialmente localizada acaba tendo um efeito desproporcional sobre a estrutura, podendo
leva-la até ao colapso total. Visando contribuir para o estudo deste fendmeno, este trabalho
busca desenvolver uma ferramenta computacional capaz de modelar de forma adequada o Co-
lapso Progressivo de estruturas planas de concreto armado. Esta ferramenta é constituida de
elementos de pértico plano baseado na teoria de vigas de Euler-Bernoulli e leva em conside-
racdo a ndo-linearidade geométrica e a ndo-linearidade fisica. Para a primeira ¢ utilizada a
descri¢iio cinemadtica corrotacional de maneira a permitir a representacio adequada do compor-
tamento da estrutura quando sujeita a grandes deslocamentos e rotagodes. Para representacio da
nao-linearidade fisica, foram implementados modelos constitutivos ineldsticos uniaxiais para o
concreto e o ago baseados na Teoria da Plasticidade e da Mecénica do Dano. Para a integra-
¢do dos esforcos internos e da matriz tangente na sec@o transversal da barra, foram utilizados
o Método das Fatias e a Quadratura de Gauss. Todas as formulagdes foram implementadas
no programa académico FAST (Finite Element Analysis Tool) que vem sendo desenvolvido no
Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizacio (LMCV) da Universidade Federal do
Ceard (UFC). A ferramenta foi verificada e validada pela modelagem de exemplos disponiveis
na literatura. Inicialmente foram considerados exemplos cldssicos (benchmarks) de vigas e por-
ticos com comportamento eldstico e elastoplastico, seguido da andlise de porticos de concreto
armado ensaiados em estudos sobre colapso progressivo. Os resultados obtidos para os exem-
plos elastoplasticos apresentam uma concordancia muito boa com os resultados esperados. No
caso das estruturas de concreto armado, os resultados obtidos foram satisfatérios, considerando
a maior complexidade do problema e o desconhecimento de alguns dados importantes para a
simulacdo computacional. Assim, pode-se verificar que a ferramenta mostrou-se capaz de mo-
delar o comportamento nao linear fisico e geométrico de estruturas de concreto em situagao
de colapso progressivo, incluindo a perda inicial de resisténcia e a recuperacio desta devido
ao efeito catendria. Os estudos paramétricos realizados mostraram que a taxa de armadura é
o pardmetro mais importante para a resisténcia ao colapso progressivo, influenciando tanto a
capacidade de carga inicial quanto ap6s o aparecimento do efeito catendria. Por outro lado, a
resisténcia do concreto teve pequena influéncia, enquanto o cobrimento da armadura tem um
efeito importante sobre a capacidade de carga inicial, mas ndo apresenta influéncia sobre o

efeito catendria.

Palavras-chave: Concreto Armado, Andlise Ndo Linear, Colapso Progressivo, Elementos Fi-

nitos.



ABSTRACT

Safety is one of the major concerns of structural engineering. Therefore, in the design of buil-
ding structures may be necessary not only to consider the dead load and live loads, but also
special situations, as earthquakes, fire and explosions. In this sense, progressive collapse is a
failure mechanism that has attracted the interest of designers and researchers in the last fifteen
years, especially after the collapse of the Word Trade Center in 2001. Progressive collapse
may be defined as a phenomenon where an initially localized damage causes a disproportionate
effect on the structure, including its partial or total collapse. The goal of this work is to con-
tribute to the study of this phenomenon developing a computational tool capable of modeling
the progressive collapse of reinforced concrete structures. This tool is based on Finite Element
Method and uses plane frame elements based on the Euler-Bernoulli theory of beams. Both
geometric and material nonlinearity are modeled. The co-rotational Kinematic description is
used in order to allow adequate representation of the behavior of the structure when subjected
to large displacements and rotations. Inelastic constitutive models based on plasticity theory
and damage mechanics are used to model the mechanical behavior of reinforced concrete. The
integration of sectional forces and the tangent matrix is carried out using the Gauss quadrature
or the fiber method. The mathematical formulations presented in this work were implemented
in the open source program FAST (Finite Element Analysis Tool) that has been developed in the
Laboratory of Computational Mechanics and Visualization (LMCV) of the Federal University
of Ceard (UFC). Initially, the tool was tested using classical examples of beams and frames with
the geometric and material nonlinearity, and very good results were obtained. After verifica-
tion, the program was used to analyze reinforced concrete frames tested in laboratory to study
progressive collapse. Good agreement was obtained considering the complexity of the problem
and the lack of knowledge of some important data required by the computational simulation.
Therefore, the computational tool developed in this work was able to model the physical and
geometric behavior of concrete structures subjected to progressive collapse, including the initial
failure and the recovery of strength due to the catenary effect. The parametric studies performed
showed that the reinforcement ratio is the most important parameter for resistance to progressive
collapse, while the compressive strength has little influence. In addition, the cover for reinfor-
cement has a significant effect on the initial response and peak load, but loses importance for

large deformations where the response is dominated by the catenary effect.

Keywords: Reinforced Concrete, Nonlinear Analysis, Progressive Collapse, Finite Element.
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1 INTRODUCAO

No projeto de estruturas, deve-se tentar prever as solicitacdes que ocorrerio ao
longo da sua vida 1til e buscar evitar, ou pelo menos amenizar, os seus efeitos criticos. Isto
permite diminuir possiveis riscos a vida e a propria edificacdo.

No que diz respeito as actes externas, deve-se considerar efeitos devidos aos car-
regamentos permanentes, acidentais e situagOes extremas. Estas, apesar de menos comuns,
podem ter efeitos catastréficos, sendo uma das possiveis consequéncias o Colapso Progressivo
(CP). Este fenomeno tem ganhado foco nas pesquisas € nos textos normativos internacionais
nos tltimos anos e ocorre quando uma acdo localizada provoca uma avaria desproporcional em
relagiio ao dano inicial, como na queda de um castelo de cartas '=.

O CP ganhou mais atencdo a partir do colapso parcial do edificio Ronan Point, em
Londres, no ano de 1968%. Este edificio era constituido de painéis de concreto pré-moldado e
entrou parcialmente em colapso ap6s uma explosao causada por um vazamento de gas no 18°
andar, conforme ilustra a Figura 1. Estudos posteriores mostraram que a edificacio carecia de

ductilidade devido ao tipo de ligagio adotada para os painéis de concreto*>.

Figura | — Edificio Ronan Point apés o colapso parcial.

fonte: http:waw.failedarchiteturc.com;’tf:-dwnf]l-of—british-mndernist-architecturef’, aces-
sado em Setembro de 2015.

Outro caso bastante significativo foi o ataque terrorista ao Edificio Alfred P. Murrah,
instalacdo de diversos escritérios do governo americano em Oklahoma City, no ano de 1995.
Um caminhao bomba que estava estacionado na frente do prédio explodiu causando um dano
muito grande 2 parte norte da estrutura conforme mostram as Figuras 2 (a) e (b). Estudos'
mostraram que o dano se espalhou por cerca de 21,3 m de largura do edificio e que trés pilares

que sustentavam uma viga no terceiro andar foram imediatamente destruidos pela explosdo,



provocando um colapso progressivo dos andares superiores.

Figura 2 — Edificio Alfred P. Murrah.

(a)Antes do colapso.

m., A I L . I,_ .._._I.__: :
fonte: http://www.failedarchitecture.com/the-downfall-of-british-modernist-architecture/, aces-
sado em Setembro de 2015.

Casos de Colapso Progressivo também podem ser encontrados no Brasil. Em 2012,
no Rio de Janeiro, entrou em colapso o Edificio Liberdade. Este tinha vinte andares e seu
desabamento desencadeou o colapso de mais dois edificios vizinhos: o Edificio Colombo, com
dez andares, e o Edificio Treze de Maio, com quatro andares. Na Figura 3 é possivel verificar a
disposi¢do destes edificios antes do colapso. A pericia indicou que as modificagdes realizadas
por uma reforma no 9° andar comprometeram a estrutura e provocaram o desencadeamento do
colapso em um efeito dominé®. Ao todo, morreram 22 pessoas neste acidente.

Desde o emblemitico caso do Ronan Point na década de 60, diversos estudos sig-
nificativos vem sendo realizados com a finalidade de melhor compreender e modelar o colapso
progressivo. Trabalhos pioneiros como o de Ellingwood’, por exemplo, ji comecavam a discu-
tir algumas abordagens para andlise e prevencio do CP em 1978 e viriam a influenciar diversos
cddigos normativos no mundo.

No entanto, Mohamed® lembra que, desde o atentato terrorista ao World Traid Cen-
ter em Nova York no ano de 2001, a literatura cientifica e técnica relacionada ao CP tem crescido
significativamente, pois o aumento da preocupagdo com a robustez das edificacoes, aliada ao
desenvolvimento da Mecédnica Computacional e da capacidade de processamento dos compu-
tadores propiciou o aumento da capacidade e viabilidade de andlises estruturais cada vez mais

complexas.



Figura 3 — Desmoronamento do Ed. Liberdade no Rio de Janeiro-RJ em 20126
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desabamento-no-rio.html", Acessado em Setembro 2015.

Nos ultimos quatorze anos pode-se encontrar diversos trabalhos que deram impor-
tantes contribui¢des para o estudo e prevencao do CP. Exemplo destes sdo Li e al 9, que propdes
um novo método para calcular a forca de ligacao (Tie Force) entre elementos de estruturas de
concreto armado considerando uma redistribui¢io espacial de esforcos, efeitos dinimicos e cor-
re¢iio de forga interna. Tem-se ainda Salem et a/'?, que se utiliza de um modelo de fissuragio
discreta tridimensional para estudar e obter um projeto econdmico e eficiente para resistir ao
CP. Também é importante destacar diversos trabalhos que realizaram ensaios, em escala real

e reduzida, de estruturas de concreto armado!'1-13 14-17

e/ou em aco que além de contribuir
para o entendimento do fendmeno em si, podem ser utilizados como benchmarks para diversos
modelos computacionais.

Nesse sentido, o desenvolvimento de modelos computacionais capazes de captar
o colapso progressivo mostra-se de grande utilidade para se obter edificacdes cada vez mais
seguras e econdmicas, pois, sem grandes custos, pode-se verificar a sua capacidade de resistir
a diversos agentes externos criticos como impactos de automaveis, ataques terroristas, sismos
etc. No entanto, efeitos que levam o concreto armado ao seu limite de utilizacdo tem forte
depentendéncia da consideraciio da ndo-linearidade geométrica e fisica para a acurdcia da sua
modelagem. Dessa forma, o modo como a diferenca de resisténcia a tragdo e compressao,

fissuragdo, localizag@o de deformacio etc, sdo levadas em consideracgdo estdo diretamente rela-



cionados com a seguranca e economia da edificacéo.

Visto a limitada literatura técnica sobre CP no Brasil, esse trabalho tem o principal
objetivo de contribuir para a melhor compreensdo deste fendmeno. Para isso, busca-se desen-
volver uma ferramenta computacional capaz de considerar de maneira adequada o efeito do CP
em estruturas planas de concreto armado, além de realizar um extenso levantamento bibliogra-
fico capaz de caracterizar o estado da arte do assunto na atualidade.

A ferramenta desenvolvida € utilizada em todos os exemplos deste trabalho e tem
potencial para ser para explorar diversos aspectos do CP ndo explorados aqui. Dessa forma,
um objetivo secunddrio dessa pesquisa é servir de suporte para que futuros trabalhos no assunto
possam ser realizados.

Nesta dissertacio é utilizado o programa académico FAST (Finite Element Analysis
Tool). Este programa é baseado no Método dos Elementos Finitos e contém elementos uni-
dimensionais, planos e sélidos. Além disso, vem sendo desenvolvido por diversos alunos e
professores do Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da Univer-
sidade Federal do Ceard (UFC). Antes da realizac@o deste trabalho, o programa ja possuia a
formulacdo cinematica corrotacional para a captacdo de grandes deslocamentos. Dessa forma,
este trabalho se concentra apenas o aspécto da ndo-linearidade fisica, sendo considerada através
de modelos constitutivos unidimensionais ineldsticos baseados na Teoria da Plasticidade e na
Mecinica dos Dano. A integracdo dos esforcos e da Matriz de Rigidez Tangente € realizada

utilizado a Quadratura de Gauss e o Método das Fatias.

1.1 Estrutura deste trabalho

Esta dissertacdo estd organizada em cinco capitulos. No primeiro estd a introducdao,
motivacdo e objetivos desse trabalho. Neste, busca-se tracar um panorama geral do colapso
progressivo na atualidade, de maneira a apresentar casos ocorridos, o que ji se conhece sobre o
assunto e o que pode ser feito para aprofundar esses conhecimentos.

O Capitulo 2 busca apresentar o estado da arte da modelagem e prevencdo do co-
lapso progressivo. E tracado um panorama de acordo com os principais textos normativos
internacionais que tratam do assunto, bem como dos mais recentes avancos do conhecimento
relacionado.

Ja no Capitulo 3, apresenta-se os conceitos de andlise ndo linear utilizados para a
modelagem do CP. Neste encontram-se a formulacao do elemento utilizado, descri¢do cinema-
tica, técnicas de integracio e modelos constitutivos. Estes tltimos sdo apresentados através da
descri¢do do comportamento esperado, formulagdo matematica, quadros resumos e algoritmos
implementados.

No Capitulo 4 estdo os testes realizados para validar a ferramenta e estudar diversos
aspectos do fenomeno. E, finalmente, no Capitulo 5 estdo as consideracoes finais e sugestoes

para trabalhos futuros.



2 COLAPSO PROGRESSIVO

Ndo hd na literatura técnica uma defini¢do tinica para colapso progressivo. Do ponto
de vista do United Stated General Services Administration (GSA), conforme descrito no Pro-
gressive Collapse Analysis and Design Guidelines de 20132, o CP esti relacionado a um dano
desproporcional & magnitude do evento inicial, fato que o leva a ser também conhecido como
Colapso Desproporcional.

O relatério elaborado pelo United States National Institute of Standards and Tech-
nology (NIST-7396) em 2007 intitulado Best Practices for Reducing the Potential for Progres-
sive Collapse in Buildings', assim como a norma ASCE/SEI 7-10 Minimum Design Loads for
Buildings and Other Structures'®, definem CP como uma propagagio de danos locais, a partir
de um evento iniciador, de um elemento para outro, resultando eventualmente no colapso de
uma estrutura inteira ou uma parte desproporcionalmente grande desta.

No Eurocode, '? nio hd uma defini¢do especifica para CP. No entanto, h o conceito
de robustez, definida como a habilidade de uma estrutura resistir a eventos extremos como in-
céndios, explosdes, impactos ou consequéncia de erros humanos, sem ser danificada de maneira
desproporcional ao dano original. Dessa forma, quanto mais robusta for uma estrutura, menos
suscetivel ao CP ela serd.

Apesar dessas e de diversas outras normas técnicas apresentarem diferentes mo-
dos de definir esse evento, todos concordam em caracterizd-lo como a ocorréncia de um dano
desproporcional a uma falha inicial da estrutura. Starossek? complementa essas defini¢oes
afirmando que hd diferentes mecanismos que dao origem ao CP e propde uma classificacao

baseada nestes conforme pode ser visto a seguir:

e Colapso tipo panqueca (pancake-type collapse): E provocado pela perda da
capacidade total ou parcial de um elemento estrutural vertical. Esta faz com que
uma parte superior da estrutura, como uma laje, desabe sobre a imediatamente
abaixo e fazendo com que esta também venha a colapsar pelo excesso de carga,
gerando uma reacdo em cadeia. Neste tipo de colapso, a propagacdo do dano
€ essencialmente vertical, foi o caso o ocorrido no atentado do World Trade

Center, em Nova York.

e Colapso tipo ziper (zipper-type collapse): Colapso provocado pela falha de um
dos elementos estruturais fazendo surgir uma carga impulsiva na estrutura com
uma propagacio de dano tipicamente transversal. Um exemplo € a falha de um
cabo em uma ponte estaiada ou um dos tirantes em uma cortina de contengdo

atirantada.

e Colapso tipo dominé (domino-type collapse): Colapso caracteristico de siste-
mas horizontais como redes de transmissdo de energia. Neste, o tombamento de

um elemento provoca a falha do seguinte e assim por diante. A transmissio de
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dano pode ser paralela ou perpendicular a for¢a aplicada, mas essencialmente

horizontal.

e Colapso de secao (section-type collapse): Colapso provocado pela propagacio
de um corte na se¢do originado pelo rompimento de um filete de solda ou pela
ruptura de uma barra da armadura de uma viga de concreto, por exemplo. Isto
provoca a falha da secdo e sobrecarrega criticamente outros elementos que tam-
bém colapsam. O autor afirma que a principal diferenca entre este e o colapso
do tipo ziper é que no primeiro o mecanismo de falha trabalha com um sistema

continuo e o segundo com um discreto.

e Colapso do tipo misto (mixed-type collapse): Dado pela combinacio dos outros
tipos de colapso. Pode ser encontrado no caso do atentado ao edificio Alfred P.

Murrah, dado pela associacio do colapso tipo panqueca e do tipo ziper.

Baseado nestas defini¢oes, o autor afirma que uma melhor compreensédo tedrica
das diversas categorias do fendmeno podem contribuir para o desenvolvimento e melhoria dos
mecanismos de prevencao ao CP.

Geralmente, divide-se a abordagem de controle do colapso progressivo em dois
ramos: Abordagem Nio Estrutural e Abordagem Estrutural. Na primeira hd a preocupacio
de prevenir que a estrutura seja exposta a eventos que possam desencadear o CP. Para isso, sdo
tomadas medidas de segurancga de cardter exclusivamente preventivo. Assim, esta abordagem
também € conhecida como Controle de Eventos.

Na segunda opcao, considera-se que o evento desencadeador do CP jad ocorreu e que
deve-se voltar a atenc¢do em verificar se a estrutura vai ser capaz de resistir aos esforcos solici-
tantes calculados. Para isso, pode-se fazer uma andlise estrutural e dimensionar os elementos
diretamente, abordagem conhecida como Método Direto de Projeto (Direct Design Approach).
Este contém dois métodos principais: o Método da Resisténcia Local Especifica (Specific Lo-
cal Resistance Method) e o Método do Caminho Alternativo de Carga (Alternate Load Path
Method). As andlises geralmente utilizadas incluem as estdticas e dindmicas, lineares e néo li-
neares. Uma abordagem alternativa é a Andlise Push-Down, que consiste em uma aproximacio
estdtica de respostas obtidas em uma andlise dindmica. Esta foi adaptada para o CP a partir da
Andlise Push-over, geralmente utilizada para sismos =24,

A outra opcao consiste em utilizar uma série de prescricdes normativas para garantir
a continuidade e redundincia adequada da estrutura sem a necessidade de procedimentos mais
complexos e trabalhosos. Esta abordagem € conhecida como Método Indireto de Projeto (Indi-
rect Design Approach). A organizacio destas metodologias e estratégias podem ser visualizadas

na Figura 4.
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Figura 4 — Metodologias ¢ estratégias para prevengao do colapso progressivo.
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Fonte: Préprio autor.

De maneira geral. estas metodologias visam reduzir a probabilidade de que o co-
lapso progressivo (CP) venha a ocorrer. No entanto, se utilizam de procedimentos diferentes.

Isso pode ser mais facilmente compreendido analisando a expressao:
P(CP)=P(CP|LD)-P(LD|H)-P(H) (1

onde P(CP) é a probabilidade de haver colapso progressivo na estrutura, P(H ) é a probabilidade
de haver um evento critico (H), P(LD|H) ¢ a probabilidade do evento (H) provocar um dano
local (LD) e P(CP|LD) é a probabilidade de um dano local (LD) seja transmitido a outras partes
da estrutura e provoque um Colapso Desproporcional (CP)!.

Analisando a Equacdo (1), pode-se tracar uma perspectiva global do modo como
os diversos textos normativos e trabalhos cientificos abordam o CP. No Controle de Eventos,
o foco é na diminui¢dao de P(H), isto &, visa exclusivamente impedir que haja eventos que
venham a aplicar cargas prejudiciais a estrutura. Ja na abordagem estrutural, considera-se que
o evento inicial ja ocorreu, P(H) = 1, e deve-se projetar a estrutura para receber o carregamento
adicional.

No Método da Resisténcia Local Especifica (MRLE), considera-se que o evento (H)
nao deve gerar um dano inicial na estrutura. Isto €, visa diminuir P(LD|H). Isso ¢ realizado
através do reforco de todos ou apenas alguns pilares especificos (pilares-chaves) de maneira que
estes nio sofram danos significativos devido aos esfor¢os adicionais e nem os transmitam aos
demais elementos da estrutura.

Ja no Método do Caminho Alternativo de Carga (MCAC), considera-se que P(LD|H )
e P(H) sao iguais a 1. Isto €, ja houve um evento com potencial para provocar colapso progres-

sivo e este jd causou um dano local como a perda de um ou mais pilares. O método consiste em
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propiciar continuidade e redundincia estrutural para que o esfor¢o extra seja redistribuido aos
outros elementos da estrutura sem causar uma propagacao desproporcional do dano.

As Prescri¢oes de Projeto tem objetivos semelhantes ao MCAC. No entanto, esta
realiza uma série de recomendacdes para tornar a estrutura mais robusta de maneira mais ripida

e sem grandes cdlculos.

2.1 Abordagem Nio Estrutural ou Controle de Eventos

Esta abordagem é discutida profundamente no NIST 7396 e consiste em adotar
medidas ndo estruturais e preventivas para diminuir a probabilidade de que um evento em po-
tencial (H) desencadeie um CP. E considerada a metodologia com melhor custo-beneficio e
inclui mudancas no local de construcio do edificio, controle de acesso e de materiais inflama-
veis/explosivos etc.

As medidas a serem tomadas sao proporcionais ao grau de protecio que a edificagdo
requer e, portanto, necessitam de um espectro de risco da mesma. Ha diferentes maneiras de
definir a faixa de risco de uma dada edificacdo. Cada texto normativo utiliza-se de um critério e,
de acordo com a classe de risco requerida, uma ou mais abordagens podem ser recomendadas.

Um exemplo deste mapa de perigos € proposto na norma americana 1S-892-2010 -
Physical Security Criteria for Federal Facilities® (Critério de Seguranca Fisica para Instala-
cOes Federais). Esta propde a classificacdo da estrutura em classes de risco denominadas FSL
(Facility Security Levels) que variam de I a V. Algumas normas, como o GSA?, utilizam este
coeficiente para verificar a necessidade de medidas de preven¢do do CP, como indica a Figura
3

Dessa forma, de acordo com a classificacdo de utilizagio da edificacio, podem ser
adotados niveis de medida de seguranca diferentes. De maneira geral, o NIST 7396 reco-
menda que as medidas ndo estruturais de prevencao ao Colapso Progressivo devem contemplar
a andlise de quatro pontos muito importantes:

e Avaliacdo dos riscos inerentes a edificacio;

e Medidas para diminuir os riscos associados e a exposi¢io da edificacio;
e Avaliacdo das consequéncias da falha;

e Avaliacio de medidas alternativas para reduzir as consequéncias da falha.

A avaliacdo dos riscos inerentes diz respeito a identificacio dos eventos criticos
inerentes ao tipo de utilizacdo da construcdo. Por exemplo, um laboratério onde haverd mani-
pulacio de substincias inflamaveis terd risco de explosao, um prédio que tem os pilares expostos
a rua correrd risco de impacto de veiculos e assim por diante.
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Figura 5 — Critério de verificagdo do GSA para prevengao do CP.
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J4 as medidas para diminuir a exposicao da edificacdo e dos riscos associados des-
crevem o que pode ser feito para diminuir a probabilidade destes ocorrerem. No caso de edifica-
¢oes com alto risco de impactos de veiculos, pode-se tentar realocar os pilares para um posi¢ao
mais afastada rua ou criar barreiras para absorver o impacto.

A avaliacdo das consequéncias da falha incentiva uma andlise dos efeitos frente ao
colapso da edificacdo. Esta também depende do uso que é dada 2 mesma e pode elevar o grau
de protecao requerido. Por exemplo, o colapso de um hospital pode ter consequéncias muito
mais devastadoras do que o de uma ponte.

E, por ultimo, na avaliacdo de medidas alternativas para reduzir as consequéncias

da falha buscam-se tomar medidas para diminuir os impactos do item anterior caso um dado
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evento critico ndo possa ser evitado. Um exemplo é mudar a utilizacdo de uma edificacdo (de
um hospital para um prédio de escritério, por exemplo), colocar alas mais criticas de um hospital
para uma zona menos exposta ao CP ou até mesmo mudar a localizacdo da construcéo.

Uma outra medida simples e nao estrutural que pode ser tomada, diz respeito a re-
formas. Uma alteracdo em um dado elemento estrutural sem a avaliacdo de um especialista
pode ter resultados trigicos, como aconteceu no colapso do Edificio Liberdade® citado anteri-
ormente. Neste caso, o maior rigor dos 6rgdos responsaveis pode prevenir diversos casos de CP

em potencial.

2.2 Abordagens Estruturais

Como comentado anteriormente, a abordagem estrutural objetiva reduzir a probabi-
lidade de ocorréncia do colapso progressivo P(CP) dado que um evento critico em potencial ja
ocorreu, ou seja, P(H) = 1. Portanto, busca-se aqui a reduc@o da probabilidade do evento pro-
vocar um dano local P(LD|H) (Método da Resisténcia Local especifica) e/ou da probabilidade
de um dano local P(CP|LD) ser transmitido a outras partes da estrutura (Método do Caminho

Alternativo de Carga e Prescricbes Normativas).

2.2.1 Métodos Indiretos de Projeto

Esta metodologia consiste em regulamentar uma série de prescri¢des normativas
de maneira a oferecer continuidade e robustez a estrutura. Geralmente, esta abordagem nao
necessita de andlises estruturais mais complexas, é considerada como uma prevencao inicial ou
primdria do colapso progressivo, sendo comumente indicada para edificagdes com baixo risco
inerente de utilizacio 13,

Esta € a principal abordagem adotada pelo Codigo Britdnico BS 5950-2000 desde
o incidente do Ronan Point em 1968% e pode ser encontrada também em diversos outros textos
normativos, como a NBR 6118:20142°, Eurocode 1:2004'° ¢ ACI 318-20117%7.

Nesse sentido, o0 ASCE 7-10'8 estabelece uma série de recomendagdes de projetos
para melhorar a integridade estrutural que incluem: utilizar um sistema integrado de ligagoes
entre os elementos estruturais, considerar o efeito catendria das lajes e vigas, compartimentali-
zacdo da estrutura e assim por diante. No entanto, nio h4d nenhuma indicacio quantitativa no
que diz respeito a utilizacdo dos métodos Diretos ou Indiretos de Projeto.

J4 0 DoD? classifica inicialmente a estrutura em uma Categoria de Ocupagio (Oc-
cupation Category) que varia de [ a IV. A partir disso sdo feitas indi¢cGes sobre as abordagens

de prevencao do CP que devem ser adotadas, conforme pode ser visualizado na Tabela 1.



Tabela 1 — Caracterizac@o ocupacional e requerimentos de projeto segundo o DoD.

CLASSIFICACAO
OCUPACIONAL REQUERIMENTOS DE PROJETO
I Sem requisitos especificos
II Opcao 1: Método da Forga de Conexdo (Tie Force

Method) para toda a estrutura e o Método da Resistén-
cia Local Especifica Enhanced Local Resistance para
os pilares ou paredes estruturais dos cantos e os pendl-
timos no primeiro andar.

ou

Opcao 2: Método do Caminho Alternativo de Carga
(Alternate Path Method) para pilares especificos e mu-
danca de locacio das paredes estruturais.

I Método do Caminho Alternativo de Carga para pilares
especificos, mudanca de locacdo das paredes estrutu-
rais e Método do Caminho Alternativo de Carga para
todo o perimetro de pilares e paredes estruturais do pri-
meiro andar.

IV Método da Forca de Conexao e Método do Caminho
Alternativo de Carga para pilares e paredes estruturais
e Método do Caminho Alternativo de Carga para todo
o perimetro de pilares e paredes estruturais do primeiro
andar.

Fonte:?

No texto normativo brasileiro, NBR 6118:20142%, a consideracio do colapso pro-
gressivo € feita em dois topicos: no item 14.6.4.3, que propde condicoes de ductilidade para
formacdo de rétulas pldsticas em elementos reticulados (vigas e pilares) e no item 19.5.4, que
propde uma armadura contra o colapso progressivo durante o detalhamento das lajes, quando
existirem pilares no seu interior.

Estudos mais aprofundados e comparativos sobre o modo como esse assunto € abor-
dado nas principais normas técnicas que tratam do assunto podem ser encontradas nos trabalhos
de Mohamed®, Menchel®* e, no j4 citado, NIST 7396.

O foco das especificacoes técnicas concentra-se na resisténcia das ligacoes dos ele-
mentos para que, caso um dos destes seja danificado, geralmente um pilar, a estrutura possa
redistribuir os esforcos adicionais e evitar a progressao do colapso. Este efeito é conhecido na
literatura técnica como Bridge Over?*.

O Bridge Over ocorre devido a dois fendmenos chamados de Efeito Catendria e
Efeito de Membrana. O primeiro ocorre quando, na perda de um pilar central, por exemplo,
uma viga deixa de estar submetida a um estado de flexdo e passa a estar sob flexo-tracdo com
a secio completamente tracionada e apresentando comportamento semelhante & um cabo?82%,

Esse efeito pode ser facilmente visualizado na Figura 6.



Figura 6 — Efeito Catendria

Fonte: http://fengineering.uottawa.ca/downloads/pdf/blast.pdf”, Acessado em Setembro 2014.

O Efeito Catendria ja é bastante conhecido e tem sido foco de diversos estudos te6-
ricos e préticos. Valipour e Foster??, por exemplo, aplicaram uma formulagio de elementos
finitos baseados no Método da Forgas (Forced-Based Formulation) para captar o Efeito Catena-
ria no caso de CP de estruturas de concreto.

J4 Yi et al'' realizaram um estudo experimental em um pértico plano de quatro
vios e trés andares, ver Figura 7, e descrevem, entre outras coisas, 0 exato momento em que o
Efeito Catendria inicia e qual o seu impacto na estrutura como um todo.

Figura 7 — Ensaio de um pdrtico de quatro vaos e trés andares

Fonte:''.

O Efeito de Membrana ocorre quando os esforcos axiais da laje ndo podem ser mais
desprezados passando a contribuir, assim como o efeito catendria, para a resisténcia da estrutura
ao CP3%3!. Na Figura 8, pode-se visualizar uma ilustracio de como isso ocorre.
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Figura 8 — Efeito Membrana

Fonte: 30,

Nesse sentido, Kim et al*" apresentam um modelo analitico do efeito da laje con-
siderando a perda de um dos pilares. Inicialmente uma relagdo tensio-deformacio simples é
proposta a partir de uma andlise de elementos finitos. Em seguida, adicionando a parcela de
energia absorvida pela laje a equacdo de equilibrio energética, propde uma metodologia de
andlise ndo linear estdtica de colapso progressivo baseada no equilibrio energético.

Em outro trabalho teérico importante, Keyvani er al*? consideram o efeito das for-
cas de compressao de membrana e afirmam que sua consideragao melhora a resisténcia a falha
progressiva da estrutura e que sua desconsideracdo subestima a resisténcia da mesma.

Ha4 também diversos estudos experimentais como o j4 citado de Yi et al*! e Kokot et
al*®. Neste tltimo, estudou-se extensivamente a interagio da laje com os elementos do pértico,
ambos de concreto armado, através de dados obtidos em ensaios e andlises numéricas. Ao final,
utilizando-se do Método do Caminho Alternativo de Carga (MCAC) e considerando efeitos
quasi-estiticos e dinamicos, além da consideracdo do local do elemento colapsado, afirmam
que o fator dindmico igual a 2 ¢ demasiado conservativo (valores mais exatos obtidos estao
entre 1,72 e 1.87) e que a desconsideragdo do efeito dindmico no estudo do CP pode trazer
resultados contra a seguranca.

Além dos trabalhos apresentados, diversos estudos na literatura técnica buscam uma
melhor compreensao da redistribui¢do dos esfor¢os nas estruturas, sendo a maioria dos trabalhos

experimentais relacionados 2 estruturas metdlicas 348,
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2.2.1.1 Método da For¢a de Conexdo (Tie Force Method)

O Método da Forga de Conexao (Tie Force Method) foi o primeiro método utilizado
para prevenir o CP depois do incidente com o Ronan Point. Inicialmente foi adotado pelo
Cédigo Normativo Britanico (British Code) e posteriormente pelo Eurocode e outros codigos
internacionais®.

Este método consiste em conectar mecanicamente elementos estruturais (vigas e
pilares) de maneira que estes possam desenvolver caminhos alternativos de carga em caso de
colapso de um de seus membros. A principal diferenca deste para os demais métodos € o fato
dessas conecoes serem dimensionadas através de correlacOes presentes nos textos normativos
referentes. Isto é, sem a necessidade de andlises estruturais mais complexas. Para o concreto
armado, isto é feito através da adicdo de armaduras extras nas ligacGes de maneira a oferecer
continuidade a estrutura como um todo. Vale salientar que, as armaduras de ligacdo sio diferen-
tes das de reforgo, tipicas deste tipo de material, pois sdo obtidas por metodologias diferentes e
tem funcionalidades distintas.

De forma semelhante ao Codigo Britanico (BS6399% ¢ BS8110%!), o Eurocode
242 classifica estas ligacdes em quatro classes de acordo com a sua localizacdo na estrutura,

conforme € listado abaixo e ilustrado na Figura 9.
e Ligacdo interna;
e Ligacdo periférica;
e Ligacdo horizontal de colunas ou paredes estruturais;
e Ligacdo vertical.

Segundo esse cédigo, as ligacdes internas devem ser colocadas em cada andar e no
teto e devem ser colocadas em dire¢des de aproximadamente noventa graus, conforme ilustra a
Figura 9. Em cada dire¢do, a armadura deve ser capaz de resistir a uma for¢a de tracio (Fye inr)
no valor de 20kN por comprimento de vao (20kN /m). No entanto, estes valores podem mudar
de acordo com os anexos nacionais (National Annexes) de cada pais.

Ligacdes periféricas também dever ser utilizadas em cada andar e no teto, mas com
um comprimento de 1,2 m depois da ligagdo. Esta deve resistir a uma forca Fyje pe, calculada

por:
E’ie.p@r = L‘-ffl Z Q'Z (2)

onde Fije per € a forga de ligaco entre os elementos periféricos, /; € o comprimento do vao, g
e Q> sdo 10kN /m e T0kN, respectivamente. No entanto, outros valores podem ser obtidos de
acordo com os anexos nacionais (National Annexes) de cada pais. Vale ressaltar que as ligagoes

periféricas devem ser conectadas com as internas de maneira a garantir a transmissao do esforgo.
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Figura 9 — Classificacdo de ligacdes segundo o Eurocode.

E - Ligagéo Periférica - Ligagao Interna - Ligagéo de colunas e paredes estruturais

Fonte: .

Jd nas ligacoes horizontais de pilares e/ou paredes estruturais, todos estes elementos
do perimetro devem ser ligados horizontalmente em cada andar e no teto, sendo que as dos
cantos devem ser ligadas em duas direcoes utilizando as armaduras das liga¢des periféricas.

As ligacoes verticais assemelham-se a funcionalidade do Método da Resisténcia
Local Especifica, isto €, busca-se evitar que o dano seja transferido dos pilares para os elementos
a estes ligados. Devem ser utilizadas para edificacoes acima de 5 andares e cada uma deve
resistir uma for¢a de 20kN por metro de fachada.

Li* diz que no cédigo britanico**#!, as ligacdes também seguem essa classifica-
¢ilo, mas sio calculadas de maneira diferentes. Inicialmente calcula-se a forca de ligacdo (F)
para cada uma e depois esse valor é multiplicado por um coeficiente especifico. Ha duas ma-

neiras de fazer isto, a saber: a primeira € empirica e definida por:
F; = 4ng +20kN 3)

com np sendo namero de andares. A segunda opcdo € calcular de acordo com o esquema da

Figura 10 e definida pela expressao:

_ql

F=3x “4)

onde g € a carga distribuida, /A € a deflexdo e L € o vao entre dois pilares. Utilizando ¢ =5



kN/m, & = L/5 e L = 5m, obtém-se F; = 60kN/m, valor normalmente utilizado.

Figura 10 — Diagrama para cdlculo da resisténcia de ligacdo (F;)*04!

—

e ———

T

No entanto, o mesmo autor afirma que essas recomendacdes ndo sao seguras e pro-

Fonte: >

poe uma reformulacdo na segunda metodologia para calcular F;. Agora deve ser incluido o

efeito da distribuicdo interna de deformacéo e da distribuicao espacial.

2.2.2 Meétodos Diretos de Projeto

Nos métodos diretos de projeto, as ligacdes da estrutura sio definidas a partir de
andlise mais complexas da estrutura como um todo. Geralmente, divide-se em dois métodos: 1)
Resisténcia Local Especifica (Specific Local Resistance) e 2) Método do Caminho Alterna-
tivo de Carga (Alternative Load Path).

2.2.2.1 Método da Resisténcia Local Especifica

O foco desse método sao os pilares da estrutura. Considera-se que houve um evento
capaz de transmitir cargas anormais a estrutura e que alguns destes elementos terdo que suportar
tais cargas sem provocar o surgimento de um dano local (P(LD|H)).

Este método é caracterizado por ser uma abordagem contra amecas especificas (ex-
plosoes, impactos e incéndios) e pode dar-se de duas maneiras: cada membro é localmente
enrijecido e detalhado para resistir as tais cargas ou apenas alguns elementos-chave sao dimen-
sionados de maneira a ndo sofrer danos significativos e sem transmiti-los aos elementos ligados
aeste!.

O DoD? afirma que o Método da Resisténcia Local Especifica (MRLE) também
pode ser utilizado como um método indireto de projeto. Para isto, este faz prescricoes de forma
que o pilar, ou parede estrutural, ndo atinja sua capacidade ultima de cisalhamento antes da de

flexdo. Dessa forma:

¢Ru > Ry (5)
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onde ¢ ¢ fator de reducdo da resisténcia; R, € a resisténcia nominal, nesse caso a capacidade
ultima de flexdo; R, € a resisténcia requerida, nesse caso a de cisalhamento e R, € a resisténcia

de projeto. Vale salientar que no caso do MRLE, ¢ = 1.

2.2.2.2 Método do Caminho Alternativo de Carga

Nesta abordagem, considera-se que o pilar, ou parede estrutural, ndo é suficiente
para conter as cargas extras advindas de um evento critico e entra em colapso. Desta forma,
deve-se dispor caminhos alternativos de redistribui¢do de esforcos na estrutura para que o dano
inicial ndo seja propagado aos demais membros. Assim, o principal objetivo dessa método é
diminuir P(CP|LD).

Geralmente, esta metodologia é a que fornece o maior nivel de detalhamento e
acurdcia e que exige mais esforco do projetista, pois andlises mais complexas precisam ser
realizadas. Trés tipos de estudos podem ser feitos: andlise linear estdtica, andlise nao linear
estitica e andlise ndo linear dindmica. Vale salientar que, em se tratando do primeiro trabalho,
utilizou-se apenas a andlise estdtica linear e nio linear.

As principais normas técnicas que consideram o Método do Caminho Alternativo
de Carga (MCAC) sio o GSA? e DoD?. No entanto, também estd presente no ASCE 7-10'% ¢
NIST 7396".

De maneira geral, esta metodologia é muito parecida em ambos nos cédigos nor-
mativos GSA e DoD e hd bons niveis de detalhamento e informacio. No entanto, apesar de
contemplar os trés casos, 0 GSA so fornece um passo a passo mais detalhado da andlise linear
estdtica, enquanto o DoD, fornece um nivel de descri¢do mais completo de todos os casos.

O procedimento geral do método consiste em analisar a estrutura frente a perda de
um ou mais pilares. Nesse sentido, ha trés aspectos importantes a serem verificados, a saber: a
localizacdo das colunas a ser retiradas, as cargas a serem aplicadas e o procedimento geral da
andlise.

No GSA 2, conforme descrito Figura 5, a classificacdo das colunas as serem remo-
vidas varia com o FSL (Facility Security Level), que variam de I a V. Para FSL III e IV, os
elementos verticais externos do primeiro andar acima do solo e todos os pilares de andares
abaixo do solo, como estacionamentos, devem ser retirados. Ja para FSL V, colunas externas
e internas de cada andar devem ser removidos. Algo semelhante é utilizado no DoD, mas com
um indice de usabilidade da edificacdo OC (Occupation Category) que varia de I a TV.

Nio necessariamente, todos os pilares devem ser removidos, pois ¢ comum haver
indicacdes dos elementos mais criticos. No entanto, estas normas deixam claro que a inter-
pretagdo do responsédvel tem participacdo fundamental. Por exemplo, para as colunas externas,
recomenda-se remover os pilares externos perto da metade do lado curto do edificio, perto da
metade do lado longo do edificio, nos cantos e adjacencias ao canto do edificio, conforme mos-

trado na Figura 11 (a). No entanto, também devem ser removida pilares considerados criticos



conforme o julgamento do responsdvel técnico.
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Ja para os pilares internos, devem-se remover colunas internas perto da metade

do lado curto, perto da metade do lado longo e nos cantos da regido sem controle de acesso,

conforme il

ustra a Figura 11 (b).

Figura 11 - Locac@o de retirada de colunas segundo o GSA.

Exemplo de
colunas a
serem
removidas

Fonte:2.

(a)Colunas externas.
Lado curto do edificio

1

I

™

L_J,. \?’T

b
-
|| &
g
2
' | &
:

(b) Colunas internas.

Lado curto do edificio

%) )
r—]

i

Colunas a :
Serem f
removidas.

/
B,
~

Area piiblica

olayIpa op oSuo] ope|

sem controle de [
acesso (em azul)

g l o |

O GSA restringe a andlise linear estdtica conforme o nimero de andares, no maximo

dez, e por um coeficiente chamado DCR (Demand-Capacity Ratio):

DCR — Quplim
Oce

(6)

onde. Qupiim € a resultante das a¢des internas e Qcg € a resisténcia esperada do elementos. Este

¢ representado pela razdo a resultante de esforcos internos e a resisténcia da peca e, nesse caso.

deve ser menor do que 2 para todos os componentes.

car a carga:

Gip= Q{dp[l.z D+ (0.5 Lou0,2 S)]

Para a andlise linear estdtica, deve-se retirar previamente a coluna escolhida e apli-

para os vao imediatamente adjacentes ao pilar perdido e:

G=12D+(0,5Lou0,2S5)

(7

)

nos demais vaos, onde, Grp € a carga a ser aplicada nos vao imediatamente ao pilar perdido,
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G € a carga a ser aplicada nos demais vaos, Qrp € um fator de incremento de carga definido
pela Tabela 2, my;r é um coeficiente de seguranca que depende de cada material, D € a carga

permanente (dead load), L é a carga acidental (live load).

Tabela 2 — Fator de incremento de carga para andlise linear segundo o GSA.

Material Tipo de Estrutura | Q;p, controle de deformacgio | ;p, controle de carga
Aco Pértico 0.9myr+1.1 2.0
Concreto Armado Pértico 1. 2mypp + 0.80 2.0
Concreto Armado Parede estrutural 2.0my e 2.0
Alvenaria Parede estrutural 2.0mpr 2.0
Madeira Parede estrutural 2.0myr 2.0
Aco formado a frio Parede estrutural 2.0myp 2.0

Fonte:>.

Para os casos em que uma andlise linear estdtica ndo € suficiente, pode-se utilizar
uma andlise ndo linear estdtica. Neste caso, os carregamentos devem seguir um raciocinio

semelhante ao anterior, isto €, aplicando-se a carga:

Gy =Qn[1.2D+(0,5L ou 0,2 8)] 9)
para os vaos imediatamente adjacentes ao elemento retirado e a carga:
G=12D+(0,5Lou0,28) (10)

nos demais vios, onde, Gy € a carga a ser aplicada nos vdo imediatamente ao pilar perdido, G
¢é a carga a ser aplicada nos demais vidos, Qy é um coeficiente de majoracio dindmica da carga
definido pela Tabela 3, 0, € o angulo de rotagdo pldstica segundo critério de seguranga e 0, ¢

a rotac@o de escoamento efetiva do elemento conectado ao elemento colapsado.

Tabela 3 — Fator de incremento de carga para andlise nao linear segundo o GSA.

Material Tipo de Estrutura Gy
Aco Pértico 1.08 +0.76( 4 +0.83)
Concreto Armado Pértico 1.044-0.45( Qe‘m +0.48)
Concreto Armado Parede estrutural 2.0
Alvenaria Parede estrutural 2.0
Madeira Parede estrutural 2.0
Aco formado a frio Parede estrutural 2.0

Fonte: 2.

E importante destacar que ambos os c6digos recomendam que sejam feitos, no mi-
nimo, dez incrementos de carga até atingir a carga total.

Por outro lado, em uma andlise ndo linear dindmica, toda a estrutura deve ser carre-
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gada com a mesma carga dada por:
Gyp=[1.2D+(0,5L ou 0,2 5)] (11)

onde, Gy € a carga a ser aplicada nos vido imediatamente ao pilar perdido.

Inicialmente, nenhuma coluna deve ser retirada do modelo. Deve-se aplicar a refe-
rida carga, Equacdo (11) até a estrutura encontrar o equilibrio. Logo apds, deve-se retirar o pilar
escolhido e realizar a andlise nao linear dinimica até encontrar o mdximo deslocamento ou um
ciclo de movimento vertical ocorrer no local da coluna ou parede retirada, o que for maior.

Vale salientar que todas essas andlises citadas contém vantagens e desvantagens e,
dessa forma, cabe ao engenheiro responsdvel julgar qual serd a mais adequada para o caso em

estudo.
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3 ANALISE NAO LINEAR

No que diz respeito a andlise de estruturas de concreto armado via Método dos
Elementos Finitos, dependendo do que pretende ser estudado, podem ser adotadas duas meto-
dologias diferentes, uma local e outra global.

A local é utilizada quando se pretende representar de forma detalhada o compor-
tamento da estrutura, incluindo aspectos como padrio de fissuracio, efeito do confinamento,
plastificacdo de regides comprimidas etc. Para isso utilizam-se normalmente elementos finitos
planos ou tridimensionais. Geralmente, esta abordagem ¢ utilizada para estudar em detalhe
o comportamento de algum elemento estrutural especifico, como uma viga, coluna ou ligacéo.
Esta abordagem permite a obten¢io de resultados bastante precisos, mas normalmente demanda
considerdvel custo computacional.

No entanto, no projeto de estruturas, é necessaria a analise do comportamento global
de um edificio formado por um nimero elevado de elementos estruturais. Neste caso, a adocio
de elementos finitos planos ou sélidos resultaria em um custo computacional proibitivo para
situacOes praticas. Dessa forma, adotam-se elementos unidimensionais de viga ou pértico. Essa
abordagem pode ser definida como uma metodologia global de andlise que, ao invés de observar
um elemento isolado, atenta-se para o trabalho conjunto da estrutura como um todo.

Quando a estrutura é levada ao extremo de sua capacidade, como ocorre no Colapso
Progressivo, a considera¢iio da nio linearidade geométrica e fisica mostra-se fundamental para
a precisao da andlise. Nesse caso, para estudar o efeito desse fendmeno em porticos de con-
creto armado, deve-se considerar o comportamento global através da utilizagio de elementos de
portico (planos ou espaciais) que permitam representar grandes deslocamentos e que conside-
rem modelos constitutivos que permitam representar de forma adequada os principais aspectos
fisicos do comportamento dos materiais utilizados.

No que diz respeito a ndo linearidade geométrica, os elementos devem ser capazes
de representar nao s6 o efeito dos grandes deslocamentos e rotacdes que ocorrem proximo a
ruina da estrutura, como o efeito da for¢a normal sobre a rigidez dos elementos estruturais.
Esse segundo aspecto € fundamental na simulacido do CP devido a necessidade de representar
de forma adequada o Efeito Catendria.

Para o desenvolvimento desse trabalho foi utilizado um elemento finito de portico
plano baseado na teoria de Euler-Bernoulli. Este considera a ndo linearidade geométrica através
da formulacdo corrotacional e j4 estava presente no programa utilizado, FAST#***. No entanto,
¢ importante destacar que os recursos de nio linearidade fisica disponiveis no FAST eram limi-
tados a modelos eldsticos linear e ndo lineares. Dessa maneira, a principal contribui¢io deste
trabalho concentra-se na implementacdo de modelos constitutivos baseados na Teoria da Plas-
ticidade e na Mecanica do Dano Continuo para o ago e concreto, bem como sua utilizacao para
o estudo do CP.
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3.1 Formulagio corrotacional

A ndo linearidade geométrica foi considerada através da formulacdo corrotacio-
nal*346_ Esta descri¢do cinemdtica visa separar de forma explicita os deslocamentos de corpo
rigido das deformacoes sofridas pelo elemento, através da utilizacdo de um sistema de coorde-

nadas auxiliar que acompanha o elemento, como ilustrado na Figura 12.

Figura 12 — Descri¢ao cinematica corrotacional.

ui

Fonte: 0

E importante notar que existem apenas trés modos de deformacio para o elemento
de pdrtico plano, conforme ilustrado na Figura 13, sendo um modo associado a deformagao

axial do elemento (i) e dois associados as deformagoes de flexao (Q] e 63)‘

Figura 13 — Modos de deformacao local para o elemento de pértico plano.

e &

Fonte: Préprio autor.

Com base nos pardmetros da Figura 13, pode-se definir os deslocamentos devidos
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as deformagoes do elemento como:

a=L,—L,
6;:91-—02 (12)
6,=6,—a

onde L, e Ly sdo os comprimentos final e inicial, respectivamente, e 0; e 6, sdo as rotacoes
globais dos noés 1 e 2, respectivamente. Por outro lado, i, 0 e 6, sdo o deslocamento axial e
as rotagOes dos nds no sistema local, respectivamente. Por fim, o representa a rotacdo de corpo

rigido do elemento, que € definida como:
o= B —_ ﬁn (13)

onde B e B, sdo os dngulos do elemento no sistema global, conforme descrito na Figura 12.

Os comprimentos inicial e deformado do elemento podem ser calculados como:

LU: \HAX2+A}‘2 (]4)
L, =

AX2 + Ay
sendo:
Ax = X2 —X)
Ay =y>—yi

(15
A =xy, —x) = (k2 —x1) + (w2 — 1) ‘

Ay" :y}‘,1 _y"l = (_):2 _}"l) +(V2_v1)

Um passo fundamental da formulagio corrotacional € a separacio das rotac¢des to-
tais na parcela de corpo rigido e na parcela associada as deformacoes. Partindo-se da Equacdo
(13), pode-se escrever:

sinat = sin(f—Py) = s5.co — .5

(16)
cosa=cos(P—PB,) = c.co+5.5,

em que os senos e cossenos dos dngulos de inclinacdo dos elementos sdo calculados como:

éa=105P, = A%/L,
5= 8B, = A9 E,
c=cosf =~ [L;
s=sinB =Ay/L,

(17)

-

E importante notar que a Equacio (16) é capaz de determinar a rotacdo rigida da

barra desde que o esteja dentro do intervalo [—7, T]. Contudo, esta expressao pode ser facil-
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mente estendida para rotagio de qualquer magnitude utilizando uma forma incremental 344,

A andlise da estrutura completa € realizada no sistema global, assim é necessdrio
que se calcule o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez do elemento e se faca a transfor-

macio para o sistema global. O vetor de deslocamentos no sistema local é dado por:
) _ T
u= {ﬁ 0, 92} (18)
Enquanto o vetor de deslocamentos no sistema global é dado por:
T
u= [ul vi O u v 92} (19)

Utilizando a Equacdo (12), pode-se escrever os deslocamentos virtuais no sistema

local como:
St SL,; SLn
ou = 5@1 = 591 -] = 591 = 5B (20)

892 892 — o 392 - 5B

Utilizando as Equacgoes (14) e (15) e fazendo uma série de manipulagoes pode-se escrever:
ot = Tou (21)

onde T é a matriz de transformacdo definida por:

& =5 0 € s 0

e | s = s _e
Ly Ly 1 Ly Ly 0
N A I

er '!‘J" Lﬂ L”

O vetor de forcas internas no sistema local é definido pelos esforcos conjugados aos

deslocamentos definidos na Equacéo (12), sendo uma forca axial e dois momentos nodais:

=

(22)

ral
|

S

como o trabalho é um escalar, o trabalho virtual interno € indiferente para qualquer sistema,

assim:
U =8u’'g=25u'g (23)

Substituindo a Equagio (21) na expressio acima, obtém-se uma equagio capaz de transformar
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o vetor de forgas internas do elemento no sistema local para o sistema global:
g=T'g (24)

A solucdo das equagdes nio lineares de equilibrio € realizada normalmente utili-
zando o Método de Newton-Raphson®, que requer a utilizacio da matriz de rigidez tangente
k7. Esta matriz relaciona o incremento do vetor de forcas internas com o incremento de deslo-

camentos:
dg = Kr du (25)

Portanto, a determinacio da matriz de rigidez no sistema global pode ser realizada diferenciando

a Equagdo (24):
dg =T dg+dT g = Kgdu+Kgdu (26)

onde K corresponde parcela da matriz de rigidez dependente do material e K a matriz de

rigidez geométrica ou das tensoes iniciais. Pode-se calcular a matriz de rigidez tangente como:
Kr =Kr+Kg 27)

A matriz de rigidez tangente do sistema local Ky relaciona o incremento de deslo-

camentos e forcas neste sistema:
dg =Kr du (28)

Esta matriz pode incluir tanto os efeitos da nio linearidade geométrica quanto fisica. Utilizando
as Equacoes(21) e (26), obtém-se a expressdao da matriz Kz no sistema global, que serd simétrica

sempre que a matriz de rigidez tangente local for simétrica®3**:

Kr =T'K;T (29)

A matriz de rigidez geométrica vem da segunda parcela da Equa¢ao(26) correspon-

dente & variacdo da matriz de transformacéao:
Kg du=dTT §=N dt, +M, dt, + M, dt3 (30)

onde t; indica a coluna k da matriz T” . Derivando a Equacio (30) em relaciio aos deslocamen-

tos, pode-se escrever a matriz de rigidez geométrica no sistema global como®¥#:

gz’ |

Kg=N—+ (M +M,) — (rz" +zr") (31)
Ly L2




onde os vetores r e z sdo definidos como:

r—= {-—c —s 0 ¢ s 0} X (32)
e
Z= [S —c 0 —s5 ¢ U} . (33)

3.1.1 Elemento local

O elemento utilizado neste trabalho é baseado na Teoria Cldssica de Vigas (Euler-
Bernoulli). Esta teoria propde que as se¢Oes transversais permanecem planas e perpendiculares
ao eixo da viga quando esta se deforma. Em consequéncia, o efeito do cisalhamento € despre-
zado.

Utilizando esta hipétese pode-se mostrar que a deformacéio na dire¢do do eixo de

barra (g,) pode ser escrita como:
€y =&y — YK (34)

onde €, é a deformacio no centroide da se¢fo transversal (deformaciio de membrana), y é a

distancia vertical do ponto considerado até o centroide da se¢do e
K=V (35)

€ a curvatura da viga.

O elemento corrotacional utilizado neste trabalho inclui a ndo linearidade geomé-
trica tanto na transformacio local-global discutida anteriormente como na definicdo da defor-
macdo de membrana. Assim, o efeito dos deslocamentos transversais no sistema local sdo

considerados através da deformagao de Green-Lagrange:
1,
Em =+ 51{). (36)

Nota-se que o termo 1/2 ui. da deformacao de Green-Lagrange foi desprezado porque os des-
locamentos axiais () sdo pequenos em relacdo aos transversais (v).

E importante ressaltar que a expressio da curvatura é linear porque o elemento con-
sidera que as rotacdes no sistema local sao sempre pequenas. Por outro lado, a deformacao de
membrana é ndo linear, incorporando o efeito dos deslocamentos transversais por meio do uso
da deformacéo de Green-Lagrange. Alternativamente, poderia ser considerada apenas a parcela
linear da deformacdo de membrana, pois os deslocamentos transversal no sistema local sdo pe-

qucnos45. Contudo, o uso da deformacao Green-Lagrange no sistema local torna o elemento



mais preciso, permitindo reduzir a discretiza¢do da estrutura.

Devido a ordem das derivadas que aparecem na Equacao (40), o deslocamento u e
v requerem fungdes com continuidade C? e C', respectivamente*’. Portanto, o deslocamento
axial serd interpolado de forma linear, enquanto para o deslocamento transversal serd utilizado

um polindmio cibico:
u=ILu e v=H0,+H0; (37)

onde L> é um polindmio de Lagrange linear e H> e Hy sdo polindmios de Hermite. As varia-
veis @, 0 e 0, sdo os deslocamentos e rotacdes nodais no sistema, respectivamente, conforme
apresentado nas Figuras 12 e 13.

Considerando intervalo 0 < x < L, a func¢do de interpolagdo dos deslocamentos axi-

ais pode ser definida como

=7 (38)
Enquanto polindmios de Hermite podem ser definidos como*”:
22 X1 » X
PSR YR ¢ HMSTLTPR 59

Nota-se que as interpolacdes dos deslocamentos axiais e transversais sdo feitas utili-
zando polindmios de graus diferentes, o que pode causar o travamento em membrana devido ao
desbalanceamento dos termos transversais e axiais. Assim, Crisfield* recomenda a utilizacio
deformacao média:

| /‘L i B ) e (40)
m = L y 0 X 2 X

Dessa forma, utilizando a Equacdo (37) e integrando as expressoes resultantes, as expressoes

para calcular €,, e K ficam*3#4:

.1 .5 =32
Em:E—i_E (29]_919|+292) € K=V . @D

A deformacao de membrana pode ser escrita na forma matricial como:

En = Bm u (42)
onde

1
Bm = Bmﬂ += BmL (43)

2
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éor
Buo=[1 0 0] ad)
:

Bu=[0 Oig% 0] )

A determinacido do vetor de forcas internas requer as deformacdes virtuais. A de-
formacdo de membrana virtual pode ser obtida a partir da Equacéo (41):
du 1

88,” = I + ﬁ [(4@] — 6’1)5@] -+ (4@2 — 6; )5@2] (46)

Esta expressio pode ser escrita de forma matricial como:

68”? — E;n Sﬁ (4?)
onde
Em o BmO +: BmL (48)

No caso da curvatura, tem-se:

7

k=0 Hru Hil |8 (49)
6>

Esta expressao pode ser escrita matricialmente como:

e=B,u (50)

Substituindo as derivadas das funcodes de forma, pode-se escrever By, como:

]

Juntando as parcelas de membrana e de flexdo, as deformacodes virtuais podem ser

g

2) (_%"’

~2

B), = {0 (—7+

escritas como:

de = [Se”*] - 'B”’] du = Bdu (51)
oK Bb



36

Dessa forma, o vetor de for¢as internas pode ser escrito como:

Ly
g:[g B o dx (52)

Na andlise de estruturas reticuladas é mais comodo trabalhar com esforcos internos

(resultante de tensdes ou tensoes generalizadas) do que com as tensdes propriamente ditas:

N = [,0,dA
Jao &5
M= [,(-yo,)dA

onde G, é a tensdo normal na dire¢do do eixo da barra, A € a drea da secio transversal, N € a

forca normal e M o momento fletor. Assim, pode-se definir o vetor de tensoes generalizadas (G)

como:
N

o= 54
i (54)

No caso da teoria cldssica de vigas pode-se escrever o trabalho virtual interno (6U)
como:
3 L p L

SU = / 8¢, 0, dV = / / (8, — v k) G, dA dx = / (N 8¢, +M 8K) dx (55)

JV 0 JA 0

Utilizando os vetores de tensoes e deformacoes generalizadas tem-se:
L
U = / de 6 dx (56)
Jo

A formulacdo deste elemento inclui o cilculo das deformacdes (g), forcas internas
(g) e matriz de rigidez tangente (Kr). Esta iltima pode ser calculada a partir das segundas da
seguinte forma:
.- d

Ry a§ =By i-Ke (57)

onde Kg é a matriz de rigidez material ¢ K¢ é a matriz de rigidez geométrica. A primeira matriz

pode ser escrita como™*3:

. L
KoeA / N dx (58)
0
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onde a matriz A é dada por:

N L

. OO, 4 I
A= 0w w 5

4

0 —% 3

J4 a matriz de rigidez material Kz é dada por:
= L_rdc de

Rp= [ B/ & dx (60)

Portanto, esta matriz pode ser escrita como:

— 'L_T —
K;~ [ B'C,Bux (61)
0
onde Cr € a matriz constitutiva tangente que relaciona incrementos de tensdes e deformagoes
generalizadas:
o _do_[EA ES -
"= %  |ES EI

Diferenciado as tensdes generalizadas (N e M) em relagdo as deformagdes genera-

lizadas (g, e K) chega-se a:

EZJAET dA
ES=— [,ErydA (63)
El= [,Er y*dA

onde Er corresponde ao modulo tangente da curva tensdo-deformacao do material:

J0,

Er =
r o€,

(64)

3.2 Integracdo Numérica

O célculo dos esfor¢os internos e da matriz constitutiva tangente € realizado através
das integracdo das tensdes e modulo tangente na secdo transversal da viga, conforme mostrado
nas Equacoes (53) e (63). respectivamente. Estas integrais podem ser resolvidas analiticamente
se o material apresenta comportamento eldstico linear. Contudo, o problema € mais complexo
quando sdo utilizados modelos constitutivos ndo lineares. Nestes casos, a integracdo na secio
transversal requer a utilizacio de técnicas analiticas sofisticadas ou de métodos numéricos.

Além da integracdo na secdo transversal, o cdlculo do vetor de forcas internas g,

Equagdo (52), e da matriz de rigidez tangente, Equacdes (58) e (61), requer a integracdo ao
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longo do comprimento do elemento. No caso de materiais eldstico lineares, estas expressoes
podem ser integradas analiticamente. No entanto, quando a ndo linearidade fisica € considerada,
é necessdrio recorrer  integracio numérica®.

A Integracio Numérica ou Quadratura corresponde a aproximacio de uma integral
definida de uma fun¢do que, devido a sua complexidade, ndo pode ser obtida analiticamente.
Como discutido anteriormente, a consideragao da nio linearidade fisica faz com que seja neces-
sdrio o uso da integracdo numérica, tanto na secio transversal quanto ao longo do comprimento
do elemento.

Sabe-se do Célculo Diferencial e Integral que dada uma fungdo f(x) continua em
um intervalo [a, b], existe uma fungdo F(x) tal que F'(x) = f(x), ou seja, jff(x)dx = F(a)—
F(b). Dessa forma, a ideia basica da integracdo numérica é substituir f(x), cujas caracteristicas
a impedem de ser integrada diretamente, por um polindmio que aproxime esta funcio em um
intervalo [a,b]. Assim o problema pode ser reduzido a integragio de polindmios, cuja solugdo
é trivial,

Os pontos de integracdo e os pesos dependem da regra especifica utilizada e da
precisdo necessdria para a aproximacdo. Como exemplos, podem ser citar a Quadratura de
Newton-Cotes e a Quadratura de Gauss*®. A principal diferenca entre estas é que a Quadratura
de Newton-Cotes usa pontos igualmente espagados e somente os pesos sdo desconhecidos. Ja
na Quadratura de Gauss, os pontos ndo sao igualmente espagados e suas posicoes e, assim como

os pesos, podem ser determinado de forma a obter uma maior precisdo na integracao.

3.2.1 Quadratura de Gauss

Na Quadratura de Gauss, o nimero de pontos de integracéio e seus respectivos pesos
dependem do grau do polindmio f(x) a ser integrado. De forma a facilitar e tornar a aplicagao

desta mais geral, pode-se transformar um dado intervalo de integragdo [a,b] em intervalo padrdo
[—1,1]:

b "
1= [ ax= [ o) a (65)
onde

x=(1-8at L0148 e 0(E) = F((E)J (66)

Neste equacio, o termo J representa o Jacobiano da transformag@o entre as coordenadas carte-
sianas e paramétricas:
dx b—a

e (67)
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4749 os pesos W e as coordenadas paramétricas & dos pontos de

A partir disso, podem-se obter
integracdo, que sdo os pontos onde a funcio ¢ serd calculada (pontos de amostragem). Dessa

forma, a aproximacao da integral / é dado por:
n

IT=Wi0E1)+W20(E2) + ... + W, 0(E,) = ) oW, (68)
i=1

Os pontos e pesos de Gauss sdo determinados de forma que com n pontos seja possivel integrar
exatamente um polindbmio de grau p = 2n — 1. A Tabela 4 mostra as coordenadas e pesos de

Gauss até 4 pontos, tabelas mais completas podem ser encontradas na literatura.

Tabela 4 — Pontos de Gauss.

Ordem () | Pontos de Integragio ¢(;) Peso W;
1 0 2
2 +0.577350269189626 1
3 +0.77459666924 1483 10.555555555555555 = +3
0 0.888888888888888 = g
-+ +0.861136311594053 +0.347854845137454 = :I:% — BT/LI—Z
+0.339981043584856 | +0.652145154862546 = +£1 + L

Fonte: *7.

Vale salientar que a Quadratura de Gauss ndo € exata para fungdes ndo polinomiais.
Contudo, quanto mais pontos se utiliza, menor o erro na integracio. De forma geral, a conver-
géncia € muito rdpida no casos de funcgdes suaves, como € o caso das fung¢des continuamente
diferencidveis.

Devido a sua simplicidade de utilizacao e elevada precisdo numérica, a Quadratura
de Gauss é o método padrido para integracido da matriz de rigidez e do vetor forca interna em
elementos finitos*’*3. Além de elementos de barra, ela pode ser utilizada em elementos planos
e tridimensionais.

No caso de elementos de viga com material eldstico linear, o polindmio de maior
grau a ser integrado no célculo do vetor de forgas internas e da matriz de rigidez tangente é
cubico. Portanto, a integracio exata requer apenas 2 pontos de Gauss ao longo do comprimento
do elemento. No caso de materiais com comportamento nio linear, a integracio ndo é exata,

mas o uso de 2 pontos de Gauss leva a resultados satisfatérios**.

3.2.2 Método das Fatias

O Método das Fatias € uma opcao mais simples para aproximacio de uma integral
do que a Quadratura de Gauss. Neste método, a drea abaixo de uma curva dada pela funcdo
f(x) é aproximada por retingulos com uma espessura constante Ax e altura igual igual ao valor

desta funcdo na coordenada central x; de cada retingulo, conforme ilustra a Figura 14.
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Figura 14 — Aproximagao da integral de f(x) pelo Método das Fatias

y

Fonte: Proprio autor.

Dessa forma, a aproximacao da integral / pelo Método das Fatias fica:
b n
1= [ 7() dx=ax}. f(x) (69)
a i=1

onde n é o ndmero de fatias, Ax = (b — a)/n é a espessura de cada fatia ¢ as coordenadas dos

pontos de integracdo sido dadas por:
1
Xi=a+ I—E Ax (?0)

Verifica-se que a precisdo do método depende do niimero de fatias adotado. Como
a funcao ¢é considerada constante em cada fatia, a convergéncia para o caso de funcdes suaves é
mais lenta que a da Quadratura de Gauss.

Contudo, na andlise néo linear fisica utilizando elementos de viga, as deformactes
variam suavemente na sec¢ao transversal, mas 0 mesmo nao ocorre com as tensoes, principal-
mente no caso de materiais com comportamento ineldstico, como ¢ o caso dos modelos de
clastoplasticos ¢ de dano continuo. Assim, o Método das Fatias tem sido largamente utili-
zado na andlise fisicamente ndo linear para integracdo das tensdes € modulo tangente na secao

43.50-52

transversal dos elementos . A Figura 15 ilustra a divisao de uma secdo retangular para

integracdo pelo Método das Fatias.
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Figura 15 - Divisdo de uma se¢ao retangular pelo Método das Fatias.

yi

Fonte: Proprio autor.

A titulo de exemplo, utilizando este método, o momento fletor é calculado como:
n
MzL—deAz—Z(y;G,-AA;) (71)
i=1

onde AA; € a drea de cada fatia e 6; = 6(y;), onde y; é calculado de forma similar & Equagdo
(70). No caso de se¢oes retangulares, como a mostrada na Figura 15, a drea de cada fatia é dada
por AA; = bAy. Dessa forma, as integrais das Equacdes (53) e (63) sdo calculadas de forma
andloga.

Uma das vantagens do Método das Fatias € a facilidade com que ele trata de secOes
transversais de geometria complexa, como T, I ou C. Neste caso, basta considerar a variacio
da largura b ao longo da altura da se¢do. Pode-se ainda considerar casos de flexdo composta
obliqua, onde as fatias serdo dividas agora em retangulos que néo se extendem por toda a largura
de forna constante, mas discretizada nos dois sentidos da secfo transversal. Este procedimento

€ conhecido como Método das Fibras.

3.3 Solucao de Sistemas de Equacoes Nio Lineares

A andlise linear eldstica considera que o sistema sofre pequenos deslocamentos e
que o material encontra-se no trecho elastico e linear. Isso permite aproximar a configuragio
final como sendo a indeformada, evitando o efeito de segunda ordem, bem como considerar a
Lei de Hooke. Com isso, o sistema de equagoes pode ser resolvido diretamente sem a neces-
sidade de iteracoes. Jd na andlise ndo linear, considera-se que pelo menos uma das condicoes
acima ndo € verdade e que o sistema nao pode mais ser resolvido diretamente. No Método dos

Elementos Finitos (MEF), a equacdo geral a ser resolvida é:

r(u) = g(u) — Af (72)



42

onde, r(u) € o vetor de forcas desbalanceadas ou residuo em fun¢do do vetor deslocamento u,
g ¢ o vetor forga interna e A é um fator de carga, grandeza escalar que permite controlar o nivel
de carga externa, representado pelo vetor f.

A Equacio (72) € resolvida de maneira iterativa pelo Método de Newton-Rahpson
e proporciona a obten¢ao da curva carga-deslocamento ou caminho de equilibrio. Na Figura 16

a seguir, pode-se ver trés exemplos de curvas ¢ comportamentos geralmente obtidos*-3.

Figura 16 — Caminhos de equilibrio.

(a) (b) (c)
AC ACD AD
Snap-Back
Snap-Through
—e
E £

A 4
v

Fonte: Préprio autor.

As curvas acima sdo obtidas a partir da Equagdo (72). Na curva (a), observa-se que
a carga e o deslocamento sdo sempre crescentes. Esta ¢ obtida incrementando a carga aplicada
e medindo avariacio do deslocamento, este método € conhecido como Método de Controle de
Carga (MCC); Na curva (b), apenas o deslocamento ¢ sempre crescente. Dessa forma, faz-se
variar o deslocamento e calcula-se a forca interna, jd este método € conhecido como Método do
Controle de Deslocamentos (MCD). Ainda na curva (b), pode-se perceber que esta é caracteri-
zada por um salto dindmico ou snap-throug. Ja na curva (c), nota-se que nem a carga e nem o
deslocamento sdo sempre crescentes. Para obter a curva com esse comportamento de retorno da
carga ¢ do deslocamento conhecido como snap-back, é necessario incrementar ambos a carga
e o deslocamento de maneira conjunta, este método ¢ conhecido como Método do Compri-
mento de Arco (MCA). Todos estes métodos sio baseados na solugio iterativa pelo Método de
Newton-Raphson e diferenciam-se apenas pelo modo como a equacdo € incrementada.

A solucdo da Equagéo (72) pelo MCC estabelece que o fator de carga A seja incre-
mentado e deve permanecer constante até que uma nova configuracdo de equilibrio, represen-
tada pelo vetor deslocamento u, seja encontrada. Neste caso, através do Método de Newton-
Rhapson, lineariza-se a referida equagdo em relagdo ao incremento de deslocamento du e este
é calculado de acordo com a seguinte expressio:

K, 0u = —r; (73)

onde K7 é a matriz de rigidez tangente, du € o incremento do vetor deslocamento e r; é o

Y
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residuo. O novo residuo € obtido por:
ri. =r;+Kr.0u (74)

onde i refere-se ao indice da iteracéo.
Quando r;4; for menor ou igual a uma dada tolerdncia, incrementa-se o novo vetor

deslocamento através da seguinte expressao:
W =u+ du (75)

Seguindo essa linha de raciocinio para o MCD, verifica-se que sdo os deslocamentos
u que serdo incrementados e uma forca interna g(u) serd obtida pela iteracido da Equacéo (72).
De Borst et al>> explica que quando ndo houver preferéncia entre 0o MCC e o MCD, este dltimo
deve ser escolhido, pois a matriz de rigidez tangente é melhor condicionada para o MCD do que
para o MCC, o que resulta em uma maior velocidade de convergéncia. Além disso, no MCC
a matriz de rigidez tangente se torna singular no ponto limite no diagrama tensao-deformagao,
ndo s6 na falha global, o que nunca ocorre para o MCD.

E importante ressaltar quer os trés métodos incrementais-iterativos citados j4 esta-

vam implementados no FAST antes da realizacdo deste trabalho.

3.4 Modelos Constitutivos para Concreto Armado

Neste item serdo apresentados os modelos constitutivos uniaxiais utilizados para a
consideracdo da ndo linearidade fisica de estruturas de concreto armado. Os principais efeitos a
serem modelados serdo: a plastificacio do aco, com e sem a consideragio de encruamento (har-
dening), e a fissuracdo e esmagamento do concreto, principalmente depois da tensdo maxima

onde hd uma diminuicio da tensio com o aumento da deformacio (softening).

3.4.1 Modelos Constitutivos Eldsticos

Para todos os materiais sélidos existe um dominio no espago das tensdes cujas de-
formacoes sdo reversiveis devido ao pequeno movimento dos dtomos. Para muitos materiais
como o acgo, cerdmica, concreto, madeira e polimeros, para uma pequena taxa de deformacéo,
as hipodteses de isotropia e linearidade sdo suficiente para muitas aplicagOes priticas na enge-
nharia. Neste caso, a relacdo entre tensiio (o) e deformacio (€) é dada pela cldssica lei de
Hooke:

c=E¢ (76)
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onde, E ¢ o Mddulo de Young ou Mdédulo de Elasticidade. Um exemplo da aplicagcdo desta

relagdo linear e eldstica pode ser vista no trecho inicial do modelo constitutivo do ago adotado
pela NBR 6118/2014 e pelo Eurocode 2:2014, ver Figuras 17 (a) e (b).

Figura 17 — Modelo constitutivo do ago para a tragdo e compressao.

(a) Segundo a NBR 6118/2014 (b) Segundo o Eurocode 2
o o
3 n
Ou Ou
Oy < > gy
£ €
Ey Eu ! Ey Eu .
Fonte: 2642,

Ambos os modelos apresentados nas Figuras 17 (a) e (b) representam o mesmo
comportamento apresentado na tracdo e na compressao. Além disso, a tensido de escoamento
O, marca o inicio do escoamento e o ponto a partir do qual os modelos se diferenciam. O da
NBR mantem a tensio indefinidamente com o mesmo valor de Gy € 0 do Eurocode 2 apresenta
um encruamento ou hardening. Note que nao importa em qual trecho ocorra descarregamento,
a deformacdo sempre voltara para a origem, ou seja, ndo ha acumulacio de deformacdo perma-
nente.

Em modelos multilineares (piecewise linear) € possivel descrever o comportamento
de diversos materiais através da discretizagdo de sua curva tensdo deformacio por trechos li-
neares. Nos modelos constitutivos do ago apresentados nas Figuras 17 (a) e (b), por exemplo,
tem-se modelos bilineares, pode-se incluir uma reta vertical no valor da deformag¢ido admita
como sendo a tltima para obter um modelo trilinear e assim sucessivamente.

O comportamento eldstico também pode ocorrer em modelos n@o lineares. Exem-
plos sdo os modelos constitutivos do concreto adotados também pelas normas NBR 6118/2014
e Eurocode 2:2014, ver Figuras 18 (a) e (b). Neste, nota-se um comportamento eldstico pare-
cido com os do aco, no entanto, a variagdo da tensao com a deformacgao nao segue uma fungio
linear. Nas figuras, fck € a tensdo tltima caracteristica & compressdo do concreto, fem € a tensao
tltima média a compressdo do concreto, €. € €+ sdo as deformacoes de escoamento e €, € a

deformacao tltima.
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Figura 18 — Modelo constitutivo do concreto para a compressao.

(a) Segundo a NBR 6118/2014 (b) Segundo o Eurocode 2
a
3 N
fck o fcm
0,85 fck
040 em tan a = Ecm
o
Ec2 Ecu’ Ec1 Ecu "
Fonte: 2642,

H4 ainda modelos hipereldsticos, materiais que apresentam uma grande capacidade
de deformacao e de recuperagdo elaStica, como a borracha. Estes sdo largamente explorados
por Souza Neto et al®* e de Borst et al>® ¢ um comportameto tipico desses materiais pode ser
visto na Figura 19.

Figura 19 — Ilustragao do comportamento de um material hiperesldstico.

A J

Fonte:>*

Os modelos eldsticos sdo largamente utilizados ndo s6 no contexto de projeto, mas
também em pesquisas ¢ simulagdes numéricas mais sofisticadas. Parente et al.** utilizaram
modelos constitutivos eldsticos para o concreto (Eurocode e NBR 6118) ¢ o ago (bilinear) na
andlise ndo linear de poérticos planos de concreto armado, obtendo excelentes resultados na
comparacio com resultados de ensaios monotdnicos.
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Contudo, estes modelos podem ndo ser adequados para a simulacdo do colapso
progressivo, pois neste caso, apds a retirada de um pilar a parte da viga que estava comprimida
devido a flexdo passa a ser tracionada devido ao efeito catendria. Esta inversdo de sinal das
deformacgoes e tensoes representa uma forma de descarregamento da estrutura, fazendo com
que o carregamento ndo possa ser considerado monotdnico e que modelos constitutivos mais

complexos sejam necessarios.

3.4.2 Modelos Constitutivos Elastopldsticos

Tanto a teoria da elasticidade quanto a da plasticidade sdo por natureza fenomenol6-
gicas. Isto é, ambas sao a formalizagoes de observacoes feitas no comportamento macroscopico
de ensaios de corpos deformdveis e ndo necessitam de muitos conhecimentos fisicos e quimicos
para serem compreendidas de forma geral >,

Modelos constitutivos elastoplasticos consideram que ap6s atingida a carga de esco-
amento do material, toda tensdo aplicada provocard o surgimento de deformacdes irreversiveis
em um dado corpo. Isto é, a estrutura do material se modifica de maneira irreversivel, mas
mantendo a parcela de deformacdo eldstica constante. Vale salientar que para todos os casos
analisados nesse trabalho, a deformacio dita permanente € independente da velocidade do car-
regamento aplicado (Rate-Independet Plasticity).

Analisando a Figura 20, pode-se caracterizar de maneira muito clara a diferenca
entre o modelo eldstico e o pldstico. No caso de um carregamento monotonico OAB ndo hd di-
ferenca entre os dois, mas quando se inicia um descarregamento a partir de um estdgio de carga
acima da tensdo de escoamento, percebe-se que o primeiro tende a apresentar uma resposta
contra a seguranca. Isto ocorre porque considerando o descarregamento elastico BAQ obtém-se

uma tensao fel maior do que a fpl, obtida a partir do descarregamento inelastico BC.

Figura 20 — Descarregamento considerando comportamento eldstico e plastico.

i1, ] L e— _

Descarregamento
elastico —

Descarregamento

fp’ _________________ : ______ul_é_sti[ o

\ 4

Fonte: Préprio autor.
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Chen e Han™ afirmam que a teoria da plasticidade é uma extensio necessdria da
teoria da elasticidade e que é necessdrio levar em consideracdo dois aspectos muito importantes
na sua formulagdo. O primeiro é a necessidade de obter uma relagcdo tensio-deformacio que
descreva de maneira adequada o comportamento macroscopico observado. Essa relagio é pro-
pria de cada material, mas pode-se ser dividida em trés grupos, de acordo com o comportamento
apresentado apés a carga de escoamento.

O primeiro grupo corresponde aos materiais que apresentam aumento de resisténcia
ap6s o escoamento. Este fendmeno é conhecido como endurecimento ou hardening, sendo
muito comuns em metais, como o ac¢o. O segundo grupo apresenta amolecimento ou softening,
caracterizado pela reducdo da tensdo mesmo com o aumento da deformacdo apos a carga de
pico. Este comportamento é comum a materiais frigeis como concreto e rochas. Finalmente,
um terceiro caso € a plasticidade perfeita, onde apds a tensdo atingir o valor de escoamento,
esta se mantém constante indefinidamente.

O segundo aspecto importante ao se utilizar modelos elastoplasticos € a necessidade
de adotar técnicas numéricas adequadas para descri¢ao do comportamento tensao-deformacao
no contexto da andlise de estruturas. Neste contexto, o Método dos Elementos Finitos mostra
sua eficiéncia pela facilidade com que essa e outras caracteristicas podem ser consideradas.

A formulacdo matematica da plasticidade tendo em vista a utilizacdo em elementos
finitos unidimensionais € mais simples porque dispensa a utilizac@o de critérios de falha como
os de von mises, tresca etc. No entanto, Souza Neto>* afirma que apesar de simples, esta
formulacgédo contém todas as caracteristicas que formam a base matemadtica da referida teoria. Os
modelos de elastopldsticos implementados neste trabalho foram obtidos a partir dos trabalhos
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de Simo e Huges”® e Yaw

3.4.2.1 Plasticidade Perfeita

No Modelo de Plasticidade Perfeita, considera-se que, ap6s o material atingir a
sua tensdo de escoamento (Oy), esta vai se manter constante enquanto a deformagao total (g)
aumenta. Assim, a deformacdo total terd uma parcela irrecuperdvel (€p) que cresce enquanto o
carregamento continuar, como mostrado na Figura 21.

Pode-se compreender mais facilmente este comportamento analisando o sistema
mecinico apresentado na Figura 22. Neste, uma mola com mddulo de elasticidade E estd ligada
a um dispositivo de atrito de Coulumb com constante 6y > 0.

Considerando que a tensdo (G) provocard uma deformacdo total (€) no sistema, esta
pode ser dividida em duas partes: a deformacio devido a mola (€°), correspondendo a parte

eldstica, e a deformacdo devido ao dispositivo de atrito (€”), correspondendo a parcela pldstica:

g==¢"4¢? (77)
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Figura 21 - Plasticidade perfeita.

(o)
N

2

vn‘l

EYy €p

Fonte: Préprio autor.

Figura 22 — Esquema para representar o comportamento elastoldstico perfeito.

o]
¥
S

O - o
WW Oy

Fonte:°

Dessa forma, para um valor constante de E, obtém-se para o valor da tensio ¢ dado por:
0O=E¢e=E(e—¢€P) (78)

Sabendo-se que o intervalo de tensdo para esse modelo de plasticidade restringe-se
a [—oy,0y] e que o dispositivo de atrito s6 funcionard se €” # 0, ou seja |G| = |G,|. Pode-se
isolar o comportamento deste dispositivo como representado nas Figuras 23 (a) e (b).

Portanto, considerando que Gy serd sempre positivo, pode-se definir o Critério de

Escoamento f(G) como sendo:
f(o) = |o| —oy (79)

Desse modo, verifica-se que:
e Se f(6) <0 = o material estard no trecho eldstico £ = 0.

e Se f(6) =0 = o material estard no trecho pldstico £ # 0.
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Figura 23 — Comportamento do dispositivo de atrito de Coulomb.

a) Fisicamente. b) Graficamente.
a
U'r
I 1 S0P 0 > 5P
o - o T = —Oy
(b) (a)

Fonte: >®

Pode-se ainda definir a Taxa de Escoamento (Y) como sendo a evolucao da defor-
macio permanente com o carregamento. Sabendo-se da irreversibilidade do fendmeno pléstico,
tem-se que Y sempre serd maior ou igual a zero e que este se relaciona com a variacio da defor-

macao pldstica no tempo (€”) da seguinte maneira:
e ¢V = vy se 6c=0y
e £/ = —vy se 0= —Oy

vale salientar que, o sinal negativo de 7y indica um incremento da deformacgio pldstica na com-

pressdo e nao que Y sera menor do que zero. De maneira geral,
&P = vsign(o) (80)

onde:

: c 1 ifo >0,
4=~ -1 we<n

Observa-se ainda que:

flo) <0 = ¥=0

81
f(6)=0= v>0 &1
logo,
Yf(o)=0 (82)

As Equacgdes (81) e (82) sdo conhecidas como Condicoes de Complementaridade ou de Kuhn-

Tucker®. Esta é uma condicio que expressa a necessidade de que a tensio seja admissivel,
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ou seja, esteja dentro da regido ilustrada na Figura 24. Esta figura ilustra um estado de tensao
bidimensional por motivos didaticos. Contudo, o estado de tensdes considerado neste trabalho

¢ unidimensional.

Figura 24 — Ilustragdo do campo de tensdes admissiveis.

Campo de tensdes Superficie: Tensdo de
admissiveis. escoamentooy e f(c)=0

S

Interior: tensdo
elasticae f(o) <0

N

Fonte: Préprio autor.

Uma deformacao total €(1) e uma deformacao plastica €(¢) em um dado instante de

tempo ¢ implicam em uma tensio o(¢) definida por:
o(t) =E [e(t) —€P(1)] (83)

A partir disso, nota-se que o critério de escoamento também serd uma fun¢ao do tempo e que
deve obedecer a condi¢io: f(t) < 0, o que fica claro analisando os incremento (BC) e o

descarregamento (CD) ilustrados na Figura 25. De forma geral:

f(6)<0 = 7=0

; 84
flo)=0=7v>0 =
logo
Y /(o(1)) =0 (85)

as Equacdes (84) e (85) sao conhecidas como Condi¢oes de Consisténcia e expressa a neces-
sidade de que ¢ > 0. Organizando todos os conceitos acima pode-se construir o resumo

abaixo:



Figura 25 - Ilustragdo de uma trajetéria de tensao admissivel..

Campo de tensdes

dmissiveis.
admissiveis f(t+A) = 0

f(t+2At) =0

‘e
f(t+3At) <0

Fonte: Proprio autor.

Relacio Tensao-Deformacio

o =E(e—¢P) (86)
Lei de Fluxo (Flow Rule)
&¥ = ysign(o) (87)

Condicio de Escoamento

f(o) =|o| -0y <0 (88)
Condicao de Complementariedade de Kuhn-Tucker

Y20, f(6)<0 7vf(o)=0 (89)
Condic¢ao de Consisténcia

¥>0, f(6)<0 yf(o)=0 (90)

3.4.2.2  Plasticidade com Endurecimento Isotrépico

O fendmeno do endurecimento ou hardening é caracterizado por haver uma expan-
sdo do limite de escoamento do material conforme a carga aumenta além do limite eldstico, ver
Figura 26. Em outras palavras, os limites do intervalo composto pela tensdo de escoamento na

tragio e na compressio [—6%, 6} ] mudam quando o material comega a plastificar. O encrua-
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mento pode ser classificado em trés categorias de acordo com 0 modo com que essa mudanga
ocorre, a saber: Encruamento Isotrépico, Encruamento Cinemadtico ¢ Encruamento Indepen-

dente.

Figura 26 — Ilustracdo do campo de tensdes admissiveis com o Endurecimento ou hardening.

Campo de tensdes f(t+2At)=0

Superficies: Tensdo de
escoamentooy e f(o)=0

Fonte: Préprio autor.

Para compreender a diferenca entre os trés tipos de encruamento € necessdrio com-
preender o Efeito Bauschinger. Este estd relacionado com a modificacio da tensdo de esco-
amento na compressdo a partir de um carregamento ineldstico na tragdo e vice versa. O que
evidencia que em um modelo constitutivo elastopldstico, a deformagao ndo € uma fungio ape-
nas da tensdo, mas também da histdria de carregamento e descarregamento do material. Diz-se
entdo que o comportamento do material € dependente do caminho ou trajetéria de carregamento
(Load Path Dependent)™.

No Encruamento Isotrépico, o Efeito Bauschinger é completamente desprezado e o
intervalo [Gg, 0';] ¢ aumentado de forma isométrica, ou seja, a parcela que a tensdo de escoa-
mento na tracdo for incrementada serd a mesma para a tensdao na compressio dado um carre-
gamento ineldstico na tracio e vice versa. Vale salientar que este foi o modelo utilizado neste
trabalho.

Por outro lado, o Encruamento Cinemadtico considera totalmente o Efeito Bauschin-
ger de forma que a relagio |GE| - |O‘¥;| se mantém constante ao longo do carregamento. Jd o
Encruamento Independente tem a variacdo dos dois lados do intervalo variando de forma in-
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dependete um do outro. Ambos sdo profundamente explorados por Chen ¢ Han”” e Simo ¢

Huges 3,
Para compreender matematicamente o efeito do encruamento, deve-se definir duas

variaveis. A primeira é a Varidvel de Hardening (o) e a segunda é o Mdédulo Pldstico (K). Neste



trabalho, a varidvel que descreve o encruamento € a deformacio plastica acumulada’®:

!
a= [ 7] d 1)
0
0 que nos leva a:
a=y 92)

O uso do mddulo da taxa de deformacdo plastica deve-se a consideraciio de encruamento iso-
trépico.

O mddulo pléstico estd ligado a variacdo da tensdo de escoamento Gy com o au-
mento da deformacdo plastica. O caso mais simples, e mais utilizado na prética, corresponde
ao encruamento linear ilustrado na Figura 27. Este encruamento pode ser representado mate-

maticamente como:
Gla)=ocy+Kao (93)

onde G(a) corresponde a tensdo de escoamento do material com encruamento isotropico. Desse
modo, com um valor positivo de K tem-se uma inclinac@o positiva do trecho de plastificacdo,
indicando hardening. Caso K seja negativo, tem-se uma inclinacdo negativa da curva tensdo-
deformacio, indicando softening. Finalmente, K = 0 corresponde ao modelo elastopldstico
perfeito.

Figura 27 — Representacdo da estrutura matematica do Hardening.

o
) @
K} ¥ _—

Oy

-
gl =P
:I: g =8
Koas ey =0

Fonte:°.
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A interpretacdo da irreversibilidade deste fendmeno € semelhante a da plasticidade
perfeita, de maneira que €P = v sign(o). Novamente, esta caracteristica fenomenolégica € re-
presentada pelas condicoes de Kuhn-Tucker e pelas condi¢cdes de consisténcia. A principal
diferenca deste modelo concentra-se na defini¢io da funcio de escoamento, que agora serd uma

funcio de vdrios parametros, entre eles K e o. Esta funcdo pode ser escrita da seguinte forma:
f(o) = o] - G(a) ©4)

onde G(o) é uma fungdo que descreve a variagio da tensdo de escoamento Gy. A expressio
desta funcdo para o caso de encruamento linear ¢ mostrada na Equagao (93).

De maneira geral, pode-se organizar os conceitos acima no quadro abaixo:

Relaciao Tensao-Deformacao

c=E(e—¢P) (95)
Lei de Fluxo
€ = ysign(o) e =7y (96)

Condic¢ao de Escoamento

f(o) =lo| - G(a) <0 97)
Condicao de Complementariedade de Kuhn-Tucker

Y20, f(o,0)<0  yf(o,0)=0 (98)

Condic¢ao de Consisténcia

Yf(o,a) =0 (para f(o,a) = 0) (99)

Sabendo-se que Y f(o) = 0 (condigdo de consisténcia), pode-se dizer que quando

¥ > 0, necessariamente f (o, o) = 0. Portanto, utilizando da regra da cadeia, tem-se:

~df d6  df 9G da

ou seja,

f:sz'gn(cr)c's+(—l)g—gd:0 (101)
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sabendo que:

a Jo A
Erzsfzﬁf__f (102)
€ 5 €
tem-se:
&= E(&£—¢P) (103)
Substituindo a Equagdo (103), & = ye €” = ysign(c) na Equagdo (101):
f =sign(o) E (¢ —ysign(c)) — $&y=0 (104)
sabendo que (sign(c))? = 1 e resolvendo para ¥y, tem-se:
3 s;gn(c{)géEe (105)
E+ 5
como:
6 =E(¢—¢€P)=E(¢—ysign(o)) (106)
Utilizando a Equacio (105) na Equacéo (106):
. 2 .
6=E(— 7(5@"(0336158)) (107)
E+5:
E9G
. dot 5 g
g=] -|¢€=FEr ¢ (108)
dG
E+ 354
Assim, pode-se escrever o0 modulo tangente elastoplastico (E;) como:
Ea‘G
- da.
Er = ! (109)
G
Bt

No caso do encruamento linear, Equacio (93), o médulo tangente elastopléstico é dado por:

EK
Ep = —— (110)

Isolando-se o valor de K na Equacao (110), tem-se:

(111)
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De acordo com a fungdo G(ot) tem-se diferentes mddulos tangentes e, portanto,
variagOes da tensdo de escoamento de formas diferentes. Exemplos de diferentes funcao G sdo

apresentadas na Tabela 5.

Tabela 5 — Funcoes G(o) utilizadas

G(a) Tipo Autor
G(o) = 6y + ko Linear Simo e Hughes*®
G(o) = Gy + (1 +k0£';‘} Nio Linear | Irribaren ef al>?
G(a) = o, + > Nio Linear Yaw >’

3.4.2.3 Algoritmo de Mapeamento de Retorno

O ultimo passo necessdrio para o desenvolvimento de modelos constitutivos elasto-
pldsticos para o aco e para o concreto ¢ a defni¢do de um algoritmo que estabeleca um processo
incremental ineldstico. Neste trabalho foi utilizado o mesmo que Simo e Hughes>®, Yaw?’
e Souza Neto>* utilizaram, o Algoritmo de Mapeamento de Retorno (Return-Mapping Algo-
rithm).

Este algoritmo comeca pelo preditor eldstico, isto é, inicialmente, considera-se um
estado auxiliar que pode ndo corresponder ao estado atual do corpo. Este € obtido considerando-
se um comportamento puramento eldstico de forma que, para um passo n+ 1, serdo utilizados

os pardmetros do dltimo passo convergido n, ou seja, e e a,. Dessa forma:

Gn1 = E(€r41 — Eﬁ) (112)
&7, =l (113)
oL, = o (114
Jat1 =68np1 = (lov| +G(6F_ ) (115)

onde 6,1 &, 6 e fus1 sdo pardmetros provisérios obtidos a partir de dados do tltimo
passo convergido.

Apos o estabelecimento deste estado auxiliar, preditor eldstico, obtém-se a condicio
de escoamento _f',,+| de acordo com a Equacéo (115) e € entdo averiguado se o sistema estd no
regime eldstico ou ineldstico. No primeiro caso, as varidveis estabelecidas como provisorias
(6na1 éf: 41 € GL:: y 1) serdo fixadas como os valores convergidos do passo n+ 1. Caso contrdrio,
estes valores devem ser recalculados de acordo com o tipo de fun¢ao G(a) utilizada e s6 entdo
fixados como os valores finais do passo atual n+ 1. Na Figura 28 este processo € ilustrado no
contexto utilizado no FAST, programa este onde as implementacgdes foram realizadas.

Ainda analisando a Figura 28, o UpdateState € um comando especifico do programa
FAST onde os parimetros convergidos como os do passo atual sdo fixados. As varidveis 6,

A.!J' "1" - P P - (2 B —~ - -
€,., e 0, s se tornam G, €, ; € O, ; apos a utilizagdao deste comando. Mais informa-
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coes sobre o Update State podem ser encontradas no item Implementagdo Computacional deste
trabalho.

Figura 28 — llustracao do Algoritmo de Mapeamento e Retorno no FAST.

Incrementode
Deformacdo Ae

Algoritmo de

P Mapeamento e Retorno p
€, En,an & €%n+1, En+1, an+1

Fungdo Update State

Fonte: Préprio autor.

3.4.2.4 Modelos Constitutivos Elastopldsticos

De posse das informagoes acima, resolveu-se inicialmente implementar modelos
constitutivos elastopldsticos a partir das trés funcoes G(o) apresentadas na Tabela 5. Estes
modelos ndo t€m a intencdo de representar um material em especifico, mas sim um comporta-
mentos geral. Além disso, ndo possuem um limite de ruptura. Dessa forma, a partir da fun¢ado
G(a) = 6, + ka, criou-se 0 modelo IsoLinHard, a partir da fungdo G(a) = o, + (1 + ko)
criou-se 0 modelo IsoNonLinHard e, finalmente, da fun¢io G(a) = 6, + €% obteve-se 0 mo-
delo IsoExpHard. O algoritmo de cada um deles encontra-se no Apendice A.

A fim de avaliar os modelos implementados, resolveu-se testd-los utilizando um
tnico elemento de trelica sob condi¢des de carregamentos e apoios apresentados na Figura 29.
Esta tem um comprimento | m, uma se¢io transversal de 10 *m?, um médulo de elasticidade
de 200 GPa e uma tensao de escoamento 400 MPa.

Figura 29 — Modelo em trelica utilizado para testar os modelos constitutivos.

P
, >
VAN LN

Fonte: Préprio autor.
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Optou-se por um elemento de trelica para que fosse considerado apenas o compor-
tamento do modelo constitutivo, sem a influéncia de erros inerentes a integracio de elementos
de pértico.

Para representar a plasticidade perfeita, basta utilizar o modelo IsoLinHard e Iso-
NonLinHard com K = (). Dessa forma, modelou-se o elemento de trelica citado com ambos e

com os pardmetros apresentados. Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 30.

Figura 30 - Teste do modelo de plasticidade perfeita.

—+—IsoLmHard (k=10)

30 - —IsoNonlHard (k=0)

0 T T T

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Deslocamento u (m)

Fonte: Préprio autor.

Como era esperado, os modelos foram capazes de representar um comportamento
de plasticidade perfeita. Ambos apresentam resultado exatamente iguais, 0 que mostra a equi-
valéncia dos modelos para este caso.

O encruamento isotrépico foi testado utilizando os trés modelos descritos anteri-
ormente. Nestes testes, utilizou-se os mdelos IsoExpHard com K = 5.7142857.10° GPa, Iso-
NonLinHard com K =32 Pae h = 1.2 e 0 modelo IsoExpHard com & = 12.75106. Estes
parametros foram escolhidos de maneira a obter-se curvas tensdo-deformacéo similares para o
carregamento aplicado. Nestes testes, o elemento foi submetido a um carregamento monotonico
de tracdo até o patamar de escoamento ser atingido. Em seguida, este foi submetido a um ciclo
de carregamento, descarregamento e recarregamento. Os resultados obtidos sdo apresentados
na Figura 31.

Assim como no resultado anterior, os modelos obtiveram respostas equivalentes,
mostrando sua capacidade de representar o comportamento em estudo. Como esperado, ao

descarregar e recarregar, os modelos o fizeram em trechos paralelos ao trecho elastico inicial,



Figura 31 — Teste dos modelos com encruamento isotrépico.
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Fonte: Préprio autor.
0 que mostra que a principal e unica diferenca entre os modelos € a variacdo da tensdo de

escoamento com a deformac@o pldstica acumulada.

3.4.2.5 Modelo Constitutivo Elastopldstico do Ago
O modelo elastopldstico com encruamento linear (IsoLinHard) foi utilizado como

base para construir o modelo constitutivo do aco utilizado como armadura do concreto armado

(barras de reforco). Este modelo foi escolhido porque o aco apresenta os mesmos valores da
tensdo de escoamento para a compressio e para a tracdo, COmo 0corre no encruamento isotro-

pico.

No entanto, o modelo IsoLinHard ndo considera o rompimento do material apés a
deformacdo dltima, mas que o material continuaria se deformando plasticamente sem limite,
fazendo com que a tensdo neste material atingisse valores acima da realidade. Dessa forma,
para caracterizar o comportamento do aco, foram colocados limites de deformag¢ao maxima
para caracterizar a ruptura do material. Estes limites sdo parametros do modelo e devem ser

definidas a partir das caracteristica do aco utilizado. Caso a deformag@o ultrapasse este limite,
entio a tensdo € considerada nula para o resto da andlise, de forma a simular a ruptura da barra,
que € um fendmeno irreversivel. O algoritmo deste modelo pode ser visto no Apéndice B.
O mesmo elemento de trelica da Figura 29 foi utilizando no teste deste modelo.
Os pardmetros utilizados foram modulo de elasticidade E = 200 GPa, tensido de escoamento
oy =400 MPa, médulo pléstico K = 5.7142857 x 10° GPa e deformagio dltima g, = 12 x 1073,
Os resultados obtidos podem ser vistos na Figura 32. E importante notar que a andlise para na
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deformacdo de ruptura, pois o material ndo é mais capaz de suportar o carregamento aplicado,

ao contrdrio do que ocorre com o modelo que considera um encruamento isotrépico puro.

Figura 32 - Teste do modelo ReBar.
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Fonte: Préprio autor.

Com objetivo de testar o0 modelo na compressio e na tragdo, o elemento de trelica
foi carregado até plastificar na tragao, depois este foi descarregado e em seguida comprimido até
plastificar na compressdo. Depois recarregou-se a barra até esta atingir a tensio de escoamento

na tracdo outra vez. A curva carga-deslocamento obtida é apresentada na Figura 33.
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Figura 33 — Teste do modelo constitutivo pldstico para o aco na compressao e tracao.
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Fonte: Préprio autor.

Conforme pode ser visto nas Figuras 32 e 33, o modelo constitutiva das barras de
reforco (armadura) foi capaz de captar o comportamento elastopldstico. Este apresentou uma
variacdo isotrépica das tensdes de escoamento (na compressao e na tracdo), mas considerando

a ruptura do material.

3.4.2.6  Modelo Constitutivo Elastopldstico do Concreto

Para construir o modelo constitutivo para o concreto (PlastConcrete) utilizou-se o
modelo IsoNonLinHard como base. Para isso, deve-se utilizar o valor de K negativo e o de h
conforme o tipo de softning requerido (linear ou nao linear). Mais uma vez, o modelo tomado
com base ndo possui limite de ruptura e este parametro foi modificado para melhor representar
este material. Além disso, considera que os limites de escoamento para a compressao e tracdo
sdo 0s mesmos, fato este que nao condiz com o comportamento do concreto. Dessa forma,o
algoritmo contém um mecanismo que trata os dois parimetros de forma diferenciada, conforme
os valores de entrada do usudrio. Optou-se por manter o trecho eldstico como sendo linear e
que o material perde a sua total capacidade de suporte caso venha a colapsar na compressao ou
na tragdo. O algoritmo produzido para este modelo pode ser visto no Apéndice C.

Para testar este modelo, utilizou-se o elemento de trelica da Figura 29. Para isso,
foram utilizados os mesmos paradmetros do caso anterior (entre outras coisas,K = 0). Fez-se a
barra ser comprimida até uma tensao acima do limite eldstico para em seguida ser descarregada
de modo que volte a sua geometria inicial. Em seguida, a barra foi recarregada, desta vez

até a ruptura a compressdo. Conforme pode ser visto na Figura 34, devido ao acimulo de
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deformacdes permanentes, apenas descarregar a barra ndo € suficiente para a geometria voltar

ao inicial, € preciso aplicar uma tensdo de tracdo para forcar este retorno.

Figura 34 — Teste do modelo consitutivo plastico para o concreto na compressao.
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Fonte: Proprio autor.

3.4.3 Mecédnica do Dano

A resposta ineldstica dos solidos observada macroscopicamente € uma manifestacdo
de processos irreversiveis que ocorrem em sua microestrutura, tais como: escorregamentos
relativos entre cristais, perdas de coesdo em planos de clivagem ou contorno de grios, mudancas
de porosidade, mudancas de fase, difusio de elementos quimicos e outros>®. Esses processos
ddo origem a microdefeitos que constituem o dano do material para um estado de carga.

A Meciénica do Dano e a Mecinica da Fratura referem-se a parte da Mecénica dos
Sélidos que estuda o modo como esses microdefeitos evoluem em um dado material. A primeira
considera que a microfissuracdo afetard a rigidez do material de forma continua e a segunda
considera que esta perda de rigidez evoluira até o surgimento de fissuras discretas. Em sintese, a
diferenca entre Mecanica do Dano e Mecanica da Fratura pode ser colocada da seguinte forma:
na Mecénica do Dano, a resisténcia de uma estrutura carregada é determinada em fun¢éo da
evolucdo de um campo de defeitos (microfissuracio) considerado continuamente distribuido. Ja
na Mecanica da Fratura, a resisténcia de uma estrutura carregada € determinada em funcéo da
evolucio de um defeito discreto macroscépico, como uma trinca em num meio mecanicamente

intacto>*8

, conforme ilustra a Figura 35.
O primeiro modelo de dano foi proposto por Kachanov em 1958, mas foi Robo-

tinov em 1963, que propds a redugdo da secdo transversal devido a microfissuragdo com um
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Figura 35 - Processo de evolugdo de fissuracao distribuida para a uma trinca discreta.
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coeficiente adequado para medir o estado interno de danificacio do material®*. Essa varidvel
interna (D), conhecida como Coeficiente de Dano, ¢ utilizada para descrever a evolugao do

microdefeito do material, sendo definida como:

CA-A Ay
A A

D

(116)

onde A ¢ a drea da secdo transversal totalmente intacta, A’ é a drea efetiva, ou seja, a drea que
ainda ndo foi danificada por um dado carregamento e A, representa a parcela da drea que foi

danificada %60

, ver Figura 36.

Quando o material estd intdcto, ainda ndo hd nenhuma zona danificada (A; = 0) e,
portanto, D = 0. No entanto, quando o material ¢ submetido a um dado estado de carregamento,
inicia-se a fissuragdo e a drea de dano comeca a aumentar. Com isso, tem-se que o pior caso
de degradacdo do material serd quando a drea de dano fosse igual a drea da secdo transversal

totalmente intacta, ou seja, Ay = A e, portanto, D = 1.

Figura 36 — Area intacta e fissurada.

A

Al

Ad




64

De maneira geral, podemos relacionar a drea intacta com a drea efetiva da seguinte

maneira:

e
D:¥:>A’:(1—D)A (117)

Dessa forma, o estdgio de dano do material provocard a diminui¢do da drea que resiste a um
dado esforgo e, portanto, provocard uma mudanga na tensdo original (G), originando uma tensio
efetiva (6’) dada por:

o=E¢ (118)

onde €' é a deformac@o efetiva. Considerando que a for¢a aplicada se mantém contante, pode-se

eSscrever:
! F ! !
G=E=>F=GA=GA (119)

isolando-se a tensdo efetiva (6') e sabendo que A’ = (1 — D)A, tem-se:

, GCA c
== 120
A’ 1-D (120)
substituindo a Equacéo (120) em (118):
! GA !
G =9 (121)
resultando em:
c=(1-D)E¢ (122)

Considerando o meio como sendo continuo, a deformagio € fica igual a deformacio efetiva €',

resultando em:
c=(1-D)Ee=>oc=E'¢ (123)

onde E' é o médulo de elasticidade do material para um dado estagio de dano, sendo definido
por E'=(1—D)E.

No caso do concreto, material no qual a fissuragio é responsdvel de modo domi-
nante pela resposta nao-linear, a Mecédnica do Dano €, sem divida, capaz de formular modelos
constitutivos bastantes representativos e que também podem ser utilizados de maneira eficiente
em andlise de estruturas de concreto armado?®.

A Mecénica do Dano Continuo, formalizada por Lemaitre e Chabochcsg, baseia-se

em uma metodologia fundamentada na termodindmica dos meios continuos. Nesta, a Primeira
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e a Segunda Lei da Termodindmica sdo combinadas de forma a gerar uma inequag@o conhecida
como Desigualdade de Clausius-Duhen %, Esta desigualdade é utilizada como um critério de
aceitacdo de um modelo de dissipacdo de energia devido a evolucio do dano. Esta deve valer
para processos reversiveis, quando houver apenas deformacdes elasticas, e irreversiveis, para
quando houver processos ineldsticos.

Existem diversos modelos de concreto amado na literatura que consideram este
efeito. Légeron et al® apresentam um modelo constitutivo baseado na lei de dano proposta

por La Borderie®'.

Este é utilizado para avaliar o comportamento de estruturas de concreto
armado frente a sismos. Os resultados obtidos mostram-se satisfatorios, confirmando que a
consideracdo do dano para modelos de concreto armado mostra-se eficiente em representar
mais precisamente o comportamento nio linear deste material.

O processo de falha de qualquer material é caracterizado pelo actimulo de defor-
macdOes permanentes (plasticas) e pela degradacdo do material, ambos ilustrados na Figura 37.
Modelos constitutivos que incorporam ambos esses aspéctos tem potencial para uma descri¢ao
mais realista do comportamento do concreto. Nesse sentido, é importante citar o trabalho de
Lee e Fenves®?. Este propde um modelo constitutivo uniaxial para estruturas de concreto ar-
mado que considera a Mecénica do Dano baseado na energia de fratura (Fracture-Energy-Based
Damage) e a Plasticidade. Os autores comprovam a validade desse modelo analisando diversos
exemplos ja conhecidos pela literatura e que consideram carregamentos monotonicos e ciclicos.

Contudo, neste trabalho optou-se por ndo considerar esses modelos acoplados.
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Figura 37 — Modelos constitutivos com dano e plasticidade.
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3.4.3.1 Modelo de Dano Bilinear

Este modelo utiliza duas retas para representar o carregamento, conforme ilustra
a Figura 38. Este comportamento € utilizado para os esforcos na compressio e na tracio e a
determinacdo da varidvel de dano D pode ser obtida por geometria simples. Conforme pode ser
percebino na mesma Figura 38, considerou-se que no trecho eldstico ndo ha nenhum actimulo
de dano, permanecendo sempre com D = 0, independente da quantidade de descarregamentos

€ carregamentos.
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Figura 38 — Modelo de dano bilinear.
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Fonte: Préprio autor.

Analisando a Figura 38 pode-se isolar os triangulos demarcados na Figura 39, onde
€ ¢ a deformacio atual que o corpo, €, ¢ o limite elastico, g, ¢ a deformacio ultima, 6, € a

tensdo maxima do material (tensdo de pico).

Figura 39 — Modelo de dano bilinear
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Fonte: Préprio autor.
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Com isso, pode-se construir a seguinte relacdo por semelhanca de tridngulos:

(o] G,
— (124)
ELI - E 8!! - e{?
isolando o valor de G,
O,
c= €,—¢€ 125
e (E—e) (125)
Sabendo que 6, = E €, e colocando € em evidéncia, tem-se:
E 8(; E”
c= ——1)e 126
€y — & ( € ) ( )
no entanto, ¢ = (1 — D) E €. Substituindo na Equacgéo (126) e simplificando obtem-se:
p Bule—g) (127)
E(Su B E(r)

Analisando a Equacdo (127) percebe-se que substituindo € = €, tem-se D = 0. Isto
€, o material ainda nao sofreu nenhuma degradacdo, pois considera-se neste trabalho que o
trecho eldstico ndo contribui com a incrementagdo da varidvel de dano. No entanto, quando
€ =§,, tem-se D = 1. Isto €, o material atingiu a degracio mixima e ndo possui agora nenhuma
resisténcia.

Ainda analisando a Figura 38, quando o material esta sendo carregado no trecho
sem dano, o médulo tangente (E7) € positivo. No entanto, quando a tensao aplicada fica além
da tensdo de pico, verifica-se que a inclinacdo da reta fica negativa indicando uma perda de
rigidez. Neste caso, 0 médulo tangente pode ser calculado da seguinte forma:

0—o, O,

Er = = — 128
r €y — & €y — & ( )

Considerando o desenvolvimento acima, bem como o conceito de Return Mapping
e preditor eldstico anteriormente utilizado para os modelos baseados na Teoria da Plasticidade,
pode-se desenvolver um algoritmo para a utilizagdo do Modelo de Dano Bilinear (LinearDa-
mage) de forma semelhante aos modelos elastopldsticos. Este algoritmo pode ser visto em mais
detalhes no Apéndice D.

Vale salientar que, a partir do modelo descrito acima, pode-se representar a relacdo
constitutiva do concreto. Para isso, deve-se informar os valores do médulo de elasticidae E,
aqui considerado igual na compressido e na tracio, para os dois materiais, bem como os valores
das tensoes de pico e a deformacio tiltima de cada trecho.

Para testar o modelo apresentado utilizou-se 0 mesmo exemplo do elemento de
trelica da Figura 29. Os testes foram feitos com controle de deformacéo e na Figura 40 segue

a sequéncia de carregamento-descarregamento-recarregamento aplicada. Desprezou-se o efeito
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da tracdo e considerou-se os pardmetros de resisténcia a compressao como sendo £ = 200G Pa,
G, =400MPa e €, = 3,5%. Ver Figura41.

Figura 40 — Descri¢do do carregamento aplicado.
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S
Fonte: Préprio autor.
Figura 41 — Teste do modelo de dano na compressao.
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Fonte: Préprio autor.

Conforme pode ser notado nas Figuras, o modelo representou a perda de rigi-
dezsoftening) apds a tensdo de pico conforme sugere o comportamento do concreto. Além
disso, representou o descarregamento e o recarregamento com a mesma inclinacdo. Dessa
forma, percebe-se que o modelo consegue representar de maneira efetiva o comportamento

esperado para o material em estudo.
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3.5 Implementacio Computacional

A implementa¢io dos modelos constitutivos discutidos nos itens anteriores foi re-
alizada no software de elementos finitos FAST (Finite Element Analysis Tool). O FAST € um
programa de cédigo aberto implementado na linguagem C++ utilizando conceitos de Progra-
macio Orientada a Objetos (POO). Este foi criado e vem sendo continuamente aperfeicoado no
Laboratério de Mecénica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da Universidade Federal do
Cear443:63-65

A estrutura do software faz uso dos conceitos de herancga e polimorfismo a fim de
evitar operagoes desnecessdrias e repeticoes nos cddigos, facilitando a implementacdo compu-
tacional. A estrutura global do programa, mostrando a associac¢ao entre as principais classes, é
apresentada na Figura 42. Vale salientar que as linhas mostradas ndo representam uma relagao

de heranca, mas uma relagao do tipo has a.

Figura 42 — Visdo geral da arquitetura do FAST.

ment

cShape cSection cMaterial cModel cSecAnalysis | cIntPoint

Fonte: Préprio autor.

A classe cControl ¢ a classe responsdvel pelo controle dos diversos tipos de andlises
disponiveis (estdticas, dindmicas, lineares e ndo lineares). Estes diferentes tipos de andlise sao
implementados através da funcao virtual Solver implementada por cada sub-classe, através do
mecanismo de polimorfismo. De particular interesse para este trabalho sdo as classes disponi-
veis para andlise ndo linear estdtica, incluindo métodos como Controle de Carga, Controle de
Deslocamentos e Comprimento de Arco. Por outro lado, a classe base implementa uma série
de funcgdes utilizadas pelos diversos métodos, através do mecanismo de heranga. Estes métodos
incluem a montagem de vetores (forgas internas e externas) e matrizes globais (e.g. rigidez e
massa), numeracdo dos graus de liberdade, impressdo dos dados de saida etc.

A classe cLoad define o comportamento geral das cargas externas em um sistema

de elementos finitos e contém os métodos que sao comuns para os diferentes tipos de cargas
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a serem aplicadas (e.g. concentrada e distribuida em linha). As caracteristicas especificas, in-
cluindo a forma de cdlculo do carregamento nodal equivalente, de cada uma sdo implementadas
em classes derivadas desta principal. Esta classe também € responsdvel pelo armazenamento
de todas as cargas presentes na malha. Um caracteristica importante da implementacéo € que
todas as cargas podem variar no tempo, com esta variacdo sendo descrita com diferentes tipos
de fungodes, como senoidal e linear por partes.

A classe cNode define o comportamento geral dos nés dos elementos finitos e lida
com uma série de atributos (condi¢Oes de contorno, graus de liberdade etc.) associada aos nés
do modelo de andlise.

As classes cMaterial e cSection sio responsdveis pela leitura e armazenamento dos
dados dos materiais e se¢des transversais, respectivamente. Estas classes ainda possuem mé-
todos que permitem a consulta dos dados armazenados. Esta consulta pode ser realizada por
objetos de outras classes, como cModel e cSecAnalysis.

A classe cElement gerencia todas as tarefas individuais de cada elemento da malha,
contendo um objeto da classe cShape, que armazena suas funcoes de forma, um modelo de
andlise cAnModel, que é responsivel pelo modelo matemdtico do problema a ser resolvido
(campo de deslocamentos, deformacdes, graus de liberdade etc.) e um modelo de andlise de
secdo cSecAnalysis, que realiza integragOes na secao transversal do elemento, se necessario.

Além disso, para cada ponto de integracdo do elemento, um objeto da classe clnt-
Point é criado e, para cada um destes, € criado um objeto cSecAnalysis. Este objeto cSecAnalysis
cria por sua vez, quantos modelos constitutivos (eModel) forem necessdrios. Assim, no caso
de elementos isoparamétricos planos e tridimensionais, para cada ponto de integracdo € criado
um modelo constitutivo, enquanto no caso de trelicas, apenas um modelo constitutivo € criado
por elemento, uma vez que as deformagoes sdo constantes. No caso de elementos de portico,
cada objeto cSecAnalysis cria quantos pontos de integracao ao longo da secdo transversal forem

necessirios, em funcio do método utilizado (Gauss ou fibras).

3.5.1 A classe cMaterial e Modelos Constitutivos

E na classse cMaterial que todos os modelos constitutivos, elasticos e ineldsticos,
estdo presentes. Neste trabalho foram impletados seis modelos constitutivos ineldsticos unidi-

mensionais (1D), conforme discutido anteriormente, A saber:

e cModlDPlastlsoLinHard,

o cModlDPlastlsoNonLinHard,
e cModlDPlastlsoExpHard,

e cModlDPlastReBar;

e cModlDPlastConcrete;
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e cModiDDamageConcrete.

Os modelos constitutivos para elementos unidirecionais sio estabelecidos na classe
cModellD, enquanto nos demais modelos isto € feito na classe cModel. Essa divisao é feita
para reduzir o custo computacional, dado a diferenca entre o nimero de variaveis e integracao
entre os elementos unidirecionais e os demais, planos e sélidos.

E importante notar que cada modelo constitutivo (i.e. objeto da classe cModellD ou
cModel), armazena suas varidveis internas, como a deformacio pldstica acumulada ou a varidvel
de dano. Por outro lado, os parametros do material, como o médulo de elasticidade e 0 médulo
plastico, sdo armazenados no objeto da classe cMaterial associado ao modelo constitutivo. Este
aspecto € importante para evitar o armazenamento de dados desnecessdrios, pois 0 nimero de
materiais diferentes em uma malha geralmente € pequeno, enquanto que o numero de pontos de
integracao, e portando de modelos constitutivos, pode ser muito grande.

Uma relac@o similar existe entre as classes cSection e cSecAnalysis. A classe cSec-
tion armazena a geometria € os materiais de cada secdo transversal, sendo seus objetos criados
durante a leitura de dados. Por outro lado, a classe cSecAnalysis e responsivel pela criacdo e
armazenamento dos modelos constitutivos, bem como pela integracio dos esforcos internos e
matriz tangente da seco transversal. Portanto, é criado um objeto desta classe para cada ponto
de integracdo ao longo do comprimento do elemento.

Em cada modelo, a obten¢io das tensdes para o passo de carga e do médulo tangente
sdo feitas em fungoes diferentes. No primeiro caso, € utilizada a fungédo Stress e no segundo a
funcdo cMatrix. Estas funcoes sdo chamadas quando os elementos precisam calcular o vetor de
forcas internas e a matriz de rigidez tangente, respectivamente. Apés a convergéncia de cada
passo, o algoritmo de controle, via elemento, chama a funcdo UpdateState para que as varidveis
internas do modelo constitutivo sejam atualizadas, deixando-o pronto para o préximo incre-
mento de deformacdo. Os algoritmos referentes a estas funcgoes estdo descritos nos Apéndices
AaoD.



4 APLICACOES NUMERICAS

Os elementos finitos e modelos constitutivos apresentados no capitulo anterior sao
utilizados agora na andlise ndo linear fisica e geométrica de quatro estruturas. As duas primei-
ras correspondem a exemplos bem conhecidos na literatura e bastante utilizados para teste de
modelos elasticos e elastopldsticos na andlise de estruturas com grandes deslocamentos. O ob-
jetivo dessas duas andlises € fazer uma verificacdo da implementagao realizada, demonstrando
a capacidade da ferramenta numérica desenvolvida neste trabalho.

Os dois tltimos exemplos correspondem a estruturas de concreto armado que foram
ensaiadas em laboratério com objetivo de estudar o fendmeno do colapso progressivo. Estes
exemplos sdo utilizados inicialmente para validacdo dos modelos constitutivos implementados
neste trabalho e posteriormente para estudo do efeito de alguns parimetros de projeto, como a

resisténcia ao colapso progressivo.
4.1 Viga em Balanco

Este exemplo trata de uma viga em balango com comprimento de 5 m e uma carga
pontual atuando em sua extremidade. Detalhes sobre a secio transversal e as propriedade dos

materiais utilizados sao apresentados na Figura 43.

Figura 43 — Condig¢oes de contorno, geometria e propriedades do material do exemplo.
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Fonte: Préprio autor.

A andlise elastica desta estrutura foi realizada por Euler em 1744 e tem sido bantate
utilizada por diversos autores para avaliar a eficiéncia das suas ferramentas computacionais
em representar grandes deslocamentos de forma adequada. O fato sua solucido analitica ser
conhecida fez deste exemplo um benchmark utilizado em diversos trabalhos*-% . No presente
trabalho foram utilizados 4 elementos de portico com formulag@o corotacional e com modelo
constitutivo elastopldstico com encruamento isotrépico (IsoLinHard). Para a integracdo foram
utilizados inicialmente 100 fatias e posteriormente 4 pontos de Gauss. Foi utilizado o Método

de Controle de Carga com uma tolericia de 1077,
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Figura 44 — Curva carga-deslocamento vertical da viga em balanco.

Fonte: Proprio autor.

Figura 45 — Curvas carga-deslocamento da viga em balango.
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Fonte: Proprio autor.

As curvas carga-deslocamento desta estrutura considerando as ndo-linearidades fi-
sica e geométrica sdo apresentadas na Figuras 44 e 45. Na primeira figura tem-se apenas o
trecho inicial do caminho de equilibrio de maneira a analisar apenas o deslocamento vertical.
Por outro lado, a segunda mostra o comportamento dos deslocamentos vertical e horizontal para
todo o carregamento aplicado. Analisando as curvas, verifica-se que os resultados obtidos apre-
sentaram elevada proximidade quando comparados aos de Battini*®, tanto para o trecho com
pequenos deslocamentos, Figura 44, como para grandes deslocamentos, Figura 45. Além disso,
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os resultados apresentam a eficdcia do modelo para este caso e sua eficiéncia, ja que foram
utilizados apenas 4 elementos. Este problema foi resolvido diminuindo o nimero de fatias até
50 e utilizando 4 pontos de Gaus, em ambos os casos ndo notou-se variagao significativa dos

resultados.

4.2 Portico Toggle

O Pértico Toggle (Toggle Frame), assim como o exemplo anterior, € um importante
benchmark na literatura. E composto por uma estrutura plana formada por duas barras com uma
angulacao obtusa e com dois apoios do segundo género. Detalhes sobre a sua geometria ¢ as
propriedades materiais utilizadas sdo apresentadas na Figura 46.

Figura 46 — Geometria e propriedades do Pértico Toggle.
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Fonte: Préprio autor.

Por se tratar de um exemplo que apresenta um comportamento mais semelhante ao
objeto de estudo deste trabalho, colapso progressivo, resolveu-se realizar um estudo de conver-
géncia mais detalhado comparado ao exemplo anterior. Foi utilizado o elemento de pértico de
Bernoulli com a formulagao corrotacional e com modelo constitutivo elastoplastico com encru-
amento isotrépico (IsoLinHard). Além disso, foram utilizados 100 fatias para a integracdo da
secdo. Foi utilizado o Método de Controle de Carga com uma tolericia de 10 °. Conforme
pode ser visto na Figura 47, o modelo convergiu com 8 elementos (4 elementos por barra). A

partir disso, ndo houve mais nenhuma diferenca significativa com o refinamento da malha.



Figura 47 — Efeito do nimero de elementos.
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Fixando a malha com 4 elementos por barra, variou-se o nimero de fatias e pontos

de Gauss a fim de estudar a convergéncia da integracao da se¢do. Analisando as Figuras 48

e 49, percebe-se que ndo houve variacdo significativa nos resultados para os casos utilizados.

Dessa forma, nota-se que nfo é necessario um grande nimero de fatias ou pontos de Gauss para

a obtencao de resultados satisfatorios. Este aspecto é importante, pois o custo computacional,

em termos tanto de memoria quanto de tempo de processamento, aumenta com o nimero de

pontos de integracdo adotados.
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Figura 48 — Efeito do nimero de fatias.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 49 - Efeito no nimero de pontos de Gauss.

40
35 4
10 ——IsoLinHard - 4 Pontos de Gauss
30 -

——IsoLinHard - 7 Pontos de Gauss
25

~——IsoLinHard - 15 Pontos de Gauss
30 -

) G &

. . = —
0poo 010 0.20 030 040 0.50 0.60 070 080
&

Fonte: Préprio autor.

Dessa forma, os resultados obtido considerando 4 elementos por barra e 40 fatias na
secdo transversal sdo comparados com os resultados de Battini*® na Figura 50. Esses mostram

a adequacio do modelo, haja visto a boa concordancia com os resultados de Battini .



Figura 50 — Curvas carga-deslocamento do Pértico Toggle.
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Finalmente, na Figura 51 comparou-se o resultado utilizando o material elastico e

colocando uma pequena imperfei¢do na malha para representar o efeito desta no comportamento

da estrutura, assim como foi feito inicialmente por Battini*®. Analisando a figura, percebe-se

que o material eldstico apresentou um comportamento mais rigido do que o elastopldstico e,

dessa forma, superestimando a capacidade de carga da estrutura.

Figura 51 — Curvas carga-deslocamento do Pértico Toggle com imperfeicao.
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Fonte: Proprio autor.

No geral, pode-se afirmar que o modelo constitutivo para elastoplastico com endure-

cimento linear, acrescido da ndo-linearidade geométrica via formulacio corrotacional, mostrou-

se efetivo em captar o comportamento nao linear fisico e geométrico desta estrutura.
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4.3 Portico IMF-NIST

Este exemplo trata de um pértico plano de concreto armado ensaiado pelo National
Institute of Standards and Technology (NIST)®' e descrito por Sadek et al 1267 Neste estudo
foram ensaiados dois poérticos de concreto armado projetados para duas classes de carga sis-
micas diferentes: Intermediate Moment Frame (IMF) para a Categoria de Projeto Sismico C e
Special Moment Frame (SMF) para a Categoria de Projeto Sismico D.

Os ensaios realizados buscaram simular o efeito da perda de um dos pilares e a
consequente redistribuicio das cargas entre os elementos restantes. Nestes estudos as estruturas
foram levadas até a ruptura, como pode ser visto na Figura 52. Mais detalhes sobre os ensaios
realizados podem ser encontrados nas referéncias citadas.

Neste trabalho serd considerado apenas o pértico IMF, cujos dados de geometria,
secdo transversal e armadura podem ser vistos na Figura 53. Para o aco, considerou-se um mo-
delo elastoplastico bilinear cujas propriedades materiais das barras utilizadas sdo definidas na

50, serdo adotados

Tabela 6. No entanto, seguindo o modelo utilizado por Oliveira®' e Iribarrem
valores médios dos citados para todas as barras da estrutura. Dessa forma, tem-se a tensdo de
escoamento como sendo o, = 469 MPa, a tensio tdltima como sendo 6, = 645 MPa e a defor-
macdo ultima como sendo €, = 19,5%. O valor do Mdédulo de Elasticidade foi adotado como

sendo £ = 200 GPa.

Tabela 6 — Propriedade das barras de aco do Pértico IMF-NIST.

Elemento | Didmetro (mm) | ¢, (MPa) | ¢, (MPa) | g,
Viga 25,40 472 648 | 21,0
Viga 28,65 462 641 18,0
Pilar 28,65 483 690 17,0

Fonte: %’

Para o concreto, ainda de acordo com os autores citados, adotaram-se os valores das
propriedades do material: fck = 38 MPa, Médulo de Elasticidade E = 27 GPa e deformacéio
ultima como sendo €, = 0,9%. Este elevado valor da deformacio tltima deve-se a consideracao

do efeito do confinamento do concreto devido aos estribos?!.



Figura 52 - Ensaio do pdrtico IMF-NIST.
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Figura 53 — Dados do pértico IMF-NIST.
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Inicialmente, estudou-se a influéncia do modelo estrutural adotado considerando

comportamento dos materiais como eldstico. Foram considerados trés modelos distintos (Fi-

guras 54, 55 e 54). No Modelo 1 (Figura 54), considera-se a simetria do modelo e modela-se

apenas a viga com a extremidade do pilar engastada. O Modelo 2 (Figura 55), também consi-

dera a simetria, mas inclui o pilar de extremidade no modelo. Finalmente, o Modelo 3 (Figura

56) considera o pértico completo.

O modelo convergiu com uma malha de 12 elementos para o Modelo 1, 21 elemen-

tos para o Modelo 2 e 44 clementos para o Modelo 3. Foi utilizado o Método de Controle de

Deslocamentos com uma toleréncia de erro de 10> ¢ um mdximo de 50 interagde por cada

passo ou incremento de carga. Apos estudo de convergéncia. foi utilizado 100 fatias para a

integragao da sec¢ao.



Figura 54 — Modelo 1 do pértico IMF-NIST.
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Figura 55 — Modelo 2 do pértico IMF-NIST.
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Figura 56 — Modelo 3 do pértico IME-NIST.
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O relatério NIST 17207 ndo fornece o cobrimento utilizado, apenas afirmando que

o valor do cobrimento obedeceu aos limites prescritos pelo ACI 318-02. Neste, o valor do co-
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brimento varia de no minimo 1 polegada (25.4 mm) para concreto ndo expostos a intempéries
ou em contato com o solo, até 3 polegadas (76.2 mm) para concreto projetado ou permanente-
mente expostos a intempéries ou em contato com o solo. Dessa forma, inicialmente foi utilizado
o valor minimo.

Os resultados da andlise desses trés modelos sdo apresentados no grifico da Figura
57. Analisando as curvas, verifica-se que o Modelo 1 é excessivamente rigido e ndo representa
de forma adequada o comportamento do pértico ensaiado. Os Modelos 2 e 3 obtiveram resul-
tados mais préximos entre si e dos resultados experimentais. E importante notar que apesar
dos modelos néo conseguirem captar de forma precisa a carga de ruptura, o efeito catendria foi
representado de maneira adequada. Isto mostra que a formulacdo corrotacional mostra-se efici-
ente para esse tipo de situag¢do, mesmo com esse tipo de modelo constitutivo. Nota-se também
que a consideracdo da ligacio viga-pilar como perfeitamente rigida ndo representa de forma
adequada o comportamento global do pértico, mostrando a necessidade de uma modelagem

mais sofisticada da ligagio viga-pilar'2.

Figura 57 — Comparagéo entre os modelos do pértico IMF-NIST.
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Fonte: Préprio autor.

Em seguida, avaliou-se os Modelos 2 e 3 considerando o aco com comportamento
elastoplistico. Os resultados obtidos podem ser vistos na Figura 58. Observa-se que a conside-
racdo da plasticidade do aco ndo teve influéncia significativa sobre o valor da carga mdxima da

estrutura (ponto limite), mas melhorou a representacdo da recuperacio da resisténcia da estru-
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tura devido ao efeito catendria. Por outro lado, observou-se maior dificuldade de convergéncia
da andlise, ndo sendo possivel obter a curva carga-deslocamento completa, principalmente no
caso do Modelo 3.

Figura 58 — Comparag¢do entre os modelos para aco do pértico IMF-NIST.
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Como o cobrimento da armadura ndo foi fornecido, resolveu-se estudar o efeito
deste pardmetro sobre o comportamento do estrutura. Os resultados obtidos variando o cobri-
mento entre os limites minimo e médximo do ACI sdo apresentados na Figura 59. Avaliando as
curvas obtidas, percebe-se que o a varia¢do do cobrimento influenciou de forma significativa a
carga maxima da estrutura (ponto limite), mas ndo teve praticamente nenhuma influéncia sobre
a recuperagio de capacidade da carga devido ao efeito catendria.
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Figura 59 — Efeito do cobrimento da armadura do pértico IMF-NIST.
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Fonte: Préprio autor.

Uma explicagdo para esta observacio é que o aumento do cobrimento reduz o brago
do bindrio entre os bordos comprimidos e tracionados, reduzindo assim o momento resistente
da viga. Por outro lado, o efeito catendria estd ligado a tracao que aparece na viga para gran-
des deslocamentos, fazendo com que ela trabalhe de forma semelhante a um tirante. Assim,
para o efeito catendria, o determinante € a drea de aco, sem importar sua distribui¢ao na se¢do
transversal.

4.4 Pértico de Yi (2008)

A quarta aplicacio utilizada para estudo paramétrico € um pértico plano de trés
andares e quatro vdos ensaiado por Yi'l. Este pértico, que é apresentado na Figura 60, foi

268

projetado segundo a norma chinesa de estruturas de concreto GB50010-2002° e foi construido

em um ter¢o da uma escala real. O portico € apresentado na Figura 60.
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Figura 60 — Geometria e secdes transversais do Pértico de Yi.
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Para o aco foi considerado o modelo elastopldstico com encruamento linear e rup-
tura (ReBar) com Mddulo de Elasticidade de 200 GPa, tensdo de escoamento e ltima de 416
MPa e 526 MPa, respectivamente. Além disso, considerou-se que o aco tem uma deformacao
tltima igual a 10 %. Para o concreto, foi considerado um modelo eldstico multilinear com um
resisténcia a compressao de 25 MPa. O mdédulo de elasticidade foi estimado segundo a NBR
61182%° como sendo E = 0.85 x 5600 /f e, portanto, tem o valor de 23.8 GPa. A deformacio
tltima do concreto na compressao foi estimada como sendo 0.35% e a resisténcia a tragdo foi
desprezada.

A anilise foi realizada através do Método do Controle de Carga com uma tolerdncia
de 107 e maximo de 50 interagdes por passo de carga. A carga F = 109 kN aplicada no topo
do pértico é mantida constante durante a andlise. Por outro lado, a carga N é inicialmente igual
a F, mas € reduzida paulatinamente de maneira a simular a perda do pilar.

Foram utilizados 74 elementos finitos corrotacionais, sendo cinco por cada coluna
do solo para o topo, quatro elementos por viga imediatamente adjacentes ao pilar retirado e
trés para as demais vigas, como mostrado na Figura 61. A integracio na secdo transversal foi

realizada utilizando 100 fatias, de forma a garantir uma alta precisio.



Figura 61 — Malha utilizada no Pértico de Yi.
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A curva carga (N) x deslocamento vertical do ponto P € mostrada na Figura 62.

Pode-se perceber que o modelo de elementos finitos adotado apresentou boa aproximagdo com

resultado experimental. Observa-se que, para deslocamentos em torno de 30 mm a estrutura

apresenta uma perda significativa de rigidez e grande aumento dos deslocamentos verticais,

caracterizando a falha da estrutura inicial da estrutura. Contudo, com o crescimento dos des-

locamentos verticais do ponto P, as vigas adjacentes passam a trabalhar como tirantes (efeito

catendria), permitindo a redistribuicio dos esforcos e um ganho de rigidez e capacidade de carga

por parte da estrutura.
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Figura 62 — Relagdo carga-deslocamento do pdrtico de Yi.
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Vale a pena ressaltar que tentou-se utilizar os modelos elastoplastico e de dano
bilinear para o concreto, mas esses apresentaram problemas de convergéncia, ndo sendo possivel
obter a curva carga-deslocamento da estrutura. Como os resultados obtidos utilizando o modelo
eldstico multilinear para o concreto foram muito bons, considerou-se mais importante para o
presente trabalho estudar o efeito de alguns pardmetros de projeto sobre a resisténcia ao colapso
progressivo.

Inicialmente, fez-se variar a resisténcia do concreto entre 20 MPa e 35 MPa, man-
tendo constantes os demais paridmetros do modelo. Os resultados obtidos sdo mostrados na
Figura 63. Analisando os caminho de equilibrio obtidos, conclui-se que o incremento da resis-
téncia do concreto leva a um pequeno aumento na carga de falha inicial da estrutura. Por outro
lado, este parametro ndo teve efeito significativo sobre o ganho de resisténcia da estrutura apds
ap6s o aparecimento do efeito catendria. Deve-se a isto o fato de que, o efeito catendria s6 tem
inicio depois da falha da estrutura de concreto, estando mais relacionado com as propriedades

da armadura.
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Figura 63 — Variagao do f,; do Pértico de Yi.
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Fonte: Préprio autor.

Assim, para estudar o efeito da armadura, inicialmente variou-se a drea de ago em
cada bordo de vigas e pilares de 2,26cm? (2012 mm) até 2,70cm?. Os resultados obtidos sdo
apresentados na Figura 64. Estes resultados mostram que mesmo com uma pequena variagao da
drea de aco, houve um significativo ganho de resisténcia ao CP. Essa observasio estd de acordo

com os resultados obtidos por Iribarren” e Oliveira®'.
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Figura 64 — Variacdo da area de aco do Pértico de Yi.
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Por fim, variou-se também o cobrimento da armadura de maneira semelhante ao
exemplo realizado no exemplo anterior. Neste estudo o cobrimento (¢) foi variado de 8 mm a
38 mm, variando-se em consequéncia a a distincia (y) da armadura em relagio ao centroide da

secdo transversal:
h

em que ¢; = 6 mm € o didmetro da armadura transversal (estribos). Os resultados obtidos sédo
apresentados na Figura 65. Através dessa figura, percebe-se que este pardmetro tem grande
influéncia sobre a carga de falha inicial da estrutura. Por outro lado, o ganho de capacidade de

carga devido ao efeito catendria varia muito pouco com ele.



Figura 65 — Variacao do cobrimento da armadura do Pértico de Yi.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo desse trabalho foi a criagdo de uma ferramenta computacional
que fosse capaz de modelar problemas de colapso progressivo. Para isso, modelos constitutivos
inelasticos foram implementados e utilizados juntamente com a formulacdo cinematica corro-
tacional, previamente presente no programa FAST, onde as implementacdes foram feitas. Ao
total, cinco modelos constitutivos baseados na Teoria da Plasticidade foram implementados e
um baseado na Teoria do Dano Linear. No primeiro caso, trés modelos foram dividos como
sendo gerais, isto €, nao direcionados a um material em especifico, e dois direcionados para o
aco e concreto. Estes sdo: IsoLinHard, IsoNonLinHard, IsoExpHard, ReBar e PlastConcrete,
respectivamente. Ja o tltimo modelo, baseado na Teoria do Dano Linear, foi direcionado para
a representacao do concreto e foi chamado de LinearDamage.

Um outro ponto importante, foi o levantamento bibliografico sobre o colapso pro-
gressivo de forma a apresentar o estado da arte. Isto é importante, pois dado a escassez de ma-
terial do assunto em portugués e o fato dessa dissertacdo ser a primeira a abordar este tema no
Programa de P6s Graduagido em Engenharia Civil da Universidade Federal do Cear4, verifica-se
que esta serd um importante ponto de partida para trabalhos futuros.

Analisando as aplicacdes numéricas realizadas, pode-se observar que a ferramenta
foi capaz de modelar problemas nfo lineares cldssicos e geralmente utilizados como validacio
na literatura técnica, além de ensaios em tamanho real'>%7 e em escala!! de situagdes relacio-
nadas ao colapso progressivo.

No estudo paramétrico, observou-se que a drea de aco foi o pardmetro que apresen-
tou maior sensibilidade no que diz respeito a resposta do modelo. Para um pequeno incremento
da drea de aco, observou-se grande variacdo das curvas carga-deslocamento dos problemas estu-
dados. Ja a resisténcia do concreto mostrou-se praticamente desprezivel no que diz respeito ao
desempenho da estrutura ao colapso progressivo. Por outro lado, os resultados mostraram que
o cobrimento da armadura tem grande influéncia sobre a resisténcia da estrutura, mas pequena
influéncia sobre a recuperacio de resisténcia causada pelo efeito catendria. Estes resultados
mostram-se importantes, pois observou-se que em muitos trabalhos verifica-se a auséncia de
alguns parametros importantes como este, o que pode alterar ou dificultar a representacido dos
resultados apresentados. No geral, poucos elementos foram necessdrios para a convergéncia do
problema. Além disso, foram necessdrias no maximo 100 fatias e 4 pontos de Gauss para a
convergéncia da integragdo da secdo.

Na modelagem do pértico Pértico IME-NIST 267 alguns dados e consideracoes
ndo ficaram muito claras e dificultaram a correta modelagem do pérticos. Além disso, também
percebeu-se alguns problemas na convergéncia do modelo constitutivo para o concreto, o que
acredita-se que seja o motivo de ter sido obtida uma resposta mais rigida comparada com o
ensaio. Problemas estes que ndo foram encontrados no pértico de Yi (2008)'!.

Ao final, pode-se verificar que os modelos implementados foram capazes de repre-
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sentar os problemas em estudo tanto em modelos de viga quanto de portico. Assim, a ferramenta
desenvolvida mostrou-se eficaz na utilizacdo para estudos do CP. Dessa forma, pode-se concluir
que este trabalho cumpriu seus objetivos e que pode ser considerado um ponto de partida para

pesquisas futuras que sfo apresentadas na forma de sugestdes no item a seguir.

5.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Visando a continuidade deste trabalho, sdo sugeridos temas de pesquisa importantes

para a melhor compreensio do CP de estruturas de concreto:

e Estudo e solug@o do problema de convergéncia apresentados pelos modelos

constitutivos inelasticos para o concreto.
e Consideracdo dos efeitos dindmicos causados pela retirada brusca de um pilar;

e Modelagem do colapso progressivo de estruturas de concreto com vigas proten-
didas;

e Desenvolvimento de modelos para representacdao adequada do comportamento

das ligagoes viga-pilar proximo ao colapso da estrutura;

e Uso de modelos de pértico espacial para melhor representar a redistribuicio de

esforcos em edificios de concreto apés a retirada de um pilar;
e Consideracao do efeito das lajes sobre o colapso progressivo;

e Simulacdo do comportamento de um edificio real submetido a retirada de um
pilar, de maneira a avaliar a adequacdo das normas técnicas sobre colapso pro-

gressivo.
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6 APENDICE A - ALGORITMO DE MODELO CONSTITUTIVO ELAS-
TOPLASTICO COM ENCRUAMENTO LINEAR, NAO LINEAR E
EXPONENCIAL

Algoritmos dos modelos constitutivos elastoplasticos considerando o endurecimento
linear (IsoLinHard), ndo linear (IsoNonLinHard) e exponencial (IsoExpHard), respectivamente.
As varidveis que contém um acento circunflexo como € e @, por exemplo, sio iterativas e as que
nao contém sdo as convergidas. Ao final dos cdlculos dos modelos constitutivos, chama-se a
funcao UpdateState para transformar as varidveis iterativas nas convergidas do passon+1. O
algorimo de que apresenta o mapeamento de retorno (return mapping) corresponde as fungoes

Stress e cMatrix, descritas no item 3.5./

Figura 66 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de plasticidade com encrua-
mento linear.

Resultado: €7, . 6,11, G4 e E,
Preditor Eldstico ;

aP —oP .
Erp1 = 8n s
Oyt = Oy 5

6:14-1 :E(En—'l —éfj+]) ;

f(s):fi{f - |6.n+1 | - (GY +K6ﬁn+|) :

se f(6,+1) < 0entdo
| EE=E;
senao
_ S0,
AY =gk
Ef:—i—l =&y +AT Slgﬂ(G):
an-ﬁ-l = O, +AY;
Gni1 = E(€nt1 _E::-H);
_ EK .
E =%
fim

Fonte: Proprio autor.

Figura 67 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de plasticidade com encrua-
mento linear.

” Ap o
DadOS. S”_,’_I,a”_kl
Resultado: €7 |, 04,1

P _
E.IH-] - E!H—l’
Olyp1 = Olyp41 5

Fonte: Préprio autor.
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Figura 68 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de plasticidade com encrua-
mento ndo linear.

Dados: E,€,,1,0,,Keh
Resultado: £’ . 6,11, 0,01 ¢ E

n+1°
Preditor eldstico ;
aP ey A2
En-i—] =& ]
Ol = 0y 3
= — arP .
Opt+1 = E(EH—:'—| _8n+l) s

f(6nr1) = [6pr1]| — Oy (1 +K(Gpti )h) ;
se f(6,+1) <0 entdo
‘ Ey=E;
sendio
Utiliza f(6,+1) — AYE — G(Gy+1) + G(o,) = 0 para encontrar Ay Utili-
zando Newton Raphson ;
éf:—!—l =gyt A'Y Sigﬂ(c);
an-ﬁ-l = 0y, + A'Y:
Ont1 = E(En-i-l - é::+] );
dG = GYKh(aH—I-I)h A ;

_ EdG .
E = E+dG?

fim

Fonte: Préprio autor.

Figura 69 — Atualizagdo do estado (UpdateState) do modelo de plasticidade com encruamento
ndo linear.

Dados: &7 6,1

n+1°
Resultado: €7 |, 0,4

P _ar .

EH+| — EJ'i+1 ’

Oyl = an-ﬁ-i 5

Fonte: Préprio autor.
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Figura 70 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de plasticidade com encrua-
mento exponencial.

Dados: E, €,.1,0y e d
Resultado: éf:H, Out1, 011 € E;
Preditor Elastico ;
&1 =¢n;
dn—'r—l =0y ;
6.-1+1 = E(En—;l 3 éﬁ_H) s
f(6nt1) = |6nt1| - Uyeﬁd""'i) ;
se f(6,+1) <0 entao
‘ E =E;
seniao
Utiliza f(6,+1) — AYE — G(G41) + G(0,) = 0 para encontrar Ay Utili-
zando Newton Raphson ;
é_{:-1-1 =&, +AY Sign(6n+ 1)s
au-i-l =0y + AT;
6;1-1.- 1 = E(En--}--l = éf:+] ):
dG = oy e ;

_ EdG .
ki = G

fim

Fonte: Proprio autor.

Figura 71 — Atualizagdo do estado (UpdateState) do modelo de plasticidade com encruamento
exponencial.

Dados: €f+1,&n+|
Resultado: Ef: s Oyl
P _aP .

8r.'-i-] - EM+1 ’
O] = Oyl 3

Fonte: Préprio autor.
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7 APENDICE B - ALGORITMO DO MODELO CONSTITUTIVO ELAS-
TOPLASTICO PARA O ACO

Algoritmo do modelo constitutivo elastopldstico para as barras de aco (ReBar).

Figura 72 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de plasticidade para o aco.

Dados: E,€,,.1.€,,0y e K
Resultado: &), |, 6,11, 0,1 ¢ E
Preditor Elastico ;

al — P .

Er-'-‘rl =&

Ol = 0y 3

A = ey
Ont1 :L(en——l _EL—H) ;

f(an-i-l) = |6rr+| | - (GY +Kdn+I) 3
se g, < g, entdo
se f(6,+1) <0 entdo

E=E;
seniao
) G}l'l' .
Ay= jff_?+k'l L,
é£+| =&, +AY Sign(6”+| );

an+l = (In—i-AY;
~ ".” "
On+1=E(&n1 _Sn_l,_l)a

E = EE_%;
fim
senio
6,1..;.| =0 A
E, =0;
fim

Fonte: Préprio autor.

Figura 73 — Atualizacdo do estado (UpdateState) do modelo de plasticidade para o ago.

Dados: £/, .61
Resultado: €7 |, 04,1
S::+1 = é£:+1;
Oyl = Oyt 3

Fonte: Pro6prio autor.
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8 APENDICE C - ALGORITMO DO MODELO CONSTITUTIVO ELAS-
TOPLASTICO PARA O CONCRETO

Algoritmo do modelo constitutivo elastopldstico para o concreto (PlastConcrete).

Figura 74 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de plasticidade para o con-
creto.

Dados: E, €,.1, 6%, K, h°, €, .0y, K', ', €,
Resultado: £, 6,11, 0y 1 € E;
Preditor Elastico ;

aP __ &P,
E.IH-I =&n 3
Olp+1 = Oy 5
o _ aP .
Oj+1 _E(En~.-| '_'E”_H) '

se €, <0ele,r1] < €| entao
f(ﬁ'n—i-l) = |6'n+l | - 041;(1 +Kr(an+l)h g
se f(6,41) < 0 entdo
| E=E;
senio
Utiliza f(6,41) — AYE — G(G,y+1) + G(a,) = O para encontrar Ay
Utilizando Newton Raphson ;
éﬁ:_l = g, + Ay sign(Gy+1);
fxn-i—] =0+ AY:
6H+| = E(sn-i-l _é£+1);
dG = oy Kh(G, )j,... : 5

_ _EdG_.
E = e

fim
fim
sendo se €, > 0eg, | <€, entdo
se f(6,.1) < 0 entdo

‘ E,=E;
senio
Utiliza f(6,+1) — AYE — G(Gy1) + G(0t,) = 0 para encontrar Ay
Utilizando Newton Raphson ;
&', | =&, +Aysign(sigma,);
aa’,ﬁha”H = Oy +AY,
6n+l =E(&n+1— é::{ 1 5
dG = oyKho!—! ;

- _ _EdG
E = E+dG?

fim

fim

Fonte: Préprio autor.



103

Figura 75 — Atualizacao do estado (UpdateState) do modelo de plasticidade para o concreto.

Dados: €7, .6,
7
Resultado: €’ 10 Ol

P __aP .
8;rr-f—l - En+1’

Olpt1 = an+i 5

Fonte: Préprio autor.
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ODELO CONSTITUTIVO PARA

O CONCRETO CONSIDERANDO DANO LINEAR

Algoritmo do modelo constitutivo Bilinear para o concreto considerando a Teoria

do Dano (LinearDamage).

Figura 76 — Mapeamento de retorno (return mapping) do modelo de dano bilinear para o con-

creto.

Dados: D:p ?L, ErH-l- E;HI{".Y,E.;:HG‘X, E G(‘ : 8
Resultado: D, 1,6, e E;

se g, 1 <0ele,y1] < g entdo

ACTHAX __ CHIdx .
EA”_H =&y i
C — 2 .
n+l D-'! ?
ACHICLY x
se |€,41] < iy | entdo

E = (1-D;,)
Ont1 = Er€11;

senio
acmax ”
€01 =&+
ACHIIX ' .
pe = (E:;+[1 _Er) g .
=1y " s X
w1 = Cergr ) el
A _ c 2
Opt+1 = (l _D”{.I)’En-i-l s
cr‘i':
E; = Py ;-
n+1 Y
fim

fim
sendo se €, < 0e g, | < €| entdo

a gy = o
Dlm 1= D::i ;
se g, <& entdo
Er=(1-D,.,);
Gni1 = Er€ny1;
senio
e =¢&nt1 3
-~ glmax _gt '
D= (%}% :
Gn1 = (1 _ﬁ;aH)EnH :
fim
fim
senao se |€n+l | > |S;| ou €y > E':, entio
6;!—:I =0;
Dn--}-l =
E =0;
fim

c

t t
u Oy &

Fonte: Préprio autor.
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Figura 77 — Atualizacao do estado (UpdateState) do modelo de dano bilinear para o concreto.

Dados: D, |
Resultado: D, |
Dpy1 =Dpyys

Fonte: Proprio autor.




