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RESUMO

Neste trabalho estudamos o modulo de continuidade 6timo para solugoes fracas da equagao

p—parabdlica nao-homogéenea degenerada
uy — div(|VulP7>Vu) = f em Qp, p > 2,
as quais sao C%%, para algum « € (0, 1), como é mostrado em ().

O objetivo principal deste trabalho é apresentar o expoente Holder a 6timo em ter-
mos de p, ¢, r e a dimensao n do espaco. Usando um método baseado na nogao de equagoes
geométricas tangenciais e o “scaling”intrinseco do operador p—parabdlico, mostramos que

o expoente a 6timo é
_ (pg—n)r—pg
qllp —Dr —(p—2)]

Palavras-chave: Equacoes parabdlicas degeneradas. Regularidade 6tima de solugoes.

“Scaling” intrinseco.



ABSTRACT

In this work we study the sharp continuity module for weak solutions of degenerate

inhomogeneous p-parabolic equations
uy — div(|[VulP>Vu) = f em Qp, p > 2,
which are C%*, for some a € (0, 1), as shown in (5)).

The main objective of this work is to present the sharp Holder exponent « in terms
of p,q,r and the space dimension n. Using a method based on the notion of geometric
tangential equations and the intrinsic scaling of the p—parabolic operator show that the

sharp exponent is
__ (pg—n)r—pg
qllp —Dr —(p—2)]

Keywords: Degenerate parabolic equations. Sharp regularity of solutions. Intinsic sca-

ling.



NOTACOES

C5e(2) ¢ o espago das fungdes C™° com soporte compacto em (.

L7 (Qp) = L7(0,7; L)) consiste de todas as fungdes fortemente mensurdveis
w: (0,T)] = LI(2) com

1

T T
ullLar@p) == (/0 HU(t)HZq(Q)) dt < oo

paral <r<ooe
[l Laoe (07 = esssup [[u(t)]| Lag) < oo.
0<t<T

Alem u € L} (Qr), se para cada subconjunto compacto K de € e cada subintervalo
[t1,ta] C (0, 7]

to
/ ) [yt < 0.

t1

Sempre que ¢ = r definimos L%" (Qr) = LY(Qyr), L (Qr) = L (Qr) € ||ul| or ) =

loc

lull zagar)-

Whr(Q) : {u € LP(Q); Du € LP(Q)}. Onde Du é o gradiente generalizado (no

sentido de Sobolev) de u. O espagco W'?(Q) ¢ fornecido com a norma

|w|lry + | Do) se 1 <p < oo

(% 1, =
lellwr o) esssup(|u| + |Dul) se p =00
0

WyP(Q) é o fecho de C$°(Q2) em W'P(Q)

1
[0]lp.avg.c = (£ [0]? dmdt)l/p = |G|1/p||v||Lp(G), v € LP(G), onde a integral média é

AR

definida por



SUMARIO

il INTRODUCAO| . . o o v vt e et e e e e e e e e 11

14
2.1 Espacosde Holder| . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 14
2.2 Média Steklovl . . . . . . ... . o oo 15
2.3 Alguns Resultados de Compacidade] . . . .. ... ... ..... 15
2.4 Solucao Fracal. . . . . . . . . . ... . oo 17
[2.5 O Resultado Principal] . . ... ... ... ... ... ..., 18
[2.5.1 Caracterizacao Integral de CY~ | . . .. ... ... ... ..... 18
3 HOLDER ESTIMATIVA OTIMA| .. ............... 20
(3.1 Estimativa de Energial. . . . . . . ... ... ... . 000000 20
(3.2 Aproximacao por Funcoes p—caldricas| . . . . ... .. ... ... 21

23

29
[4.1 Reducao ao Regime de Pequenez{ . . . . . .. ... ........ 29
4.2 Regularidade Local Otimal . . . . . . . . .o v v v v i v i n .. 30
5 GENERALIZACOES| . . . . . ottt i i e 32
6 CONCLUSAO! . . o i oo e e e e e e e e e 33




11

1 INTRODUCAO

O protétipo de equagao p—parabdlica nao-homogenea é
uy — div(|[VulP7>Vu) = f em Qp (1)

para p > 1. N6s podemos observar facilmente que nos pontos onde |Vu| = 0 o modulo de
elipticidade |Vu[P~2 se desvanece se p > 2 e a quantidade diverge se 1 < p < 2. Devido a
suas diferengas estas equacoes sao classificadas como degeneradas se p > 2 e singular se
1 < p < 2. Muitas vezes, os dois tipos de equagoes foram estudados separadamente ja que
mostram comportamentos bastante diferentes e as mesmas técnicas nao sempre funcionam

de forma simultanea nos dois tipos, algumas vezes basta fazer uma modificacao adequada.

Um dos aspectos centrais no entendimento do comportamento local das solugoes
de equagoes parabdlicas singulares e degeneradas é a Holder continuidade das solugoes
fracas limitadas, que em tltima instancia segue de desigualdades tipo Harnack (teoria
de regularidade para solugoes fracas de equagoes parabdlicas pode ser vista em (5)). O
problema com este tipo de aproximacao é que s6 fornece estimativas qualitativas as quais
¢ bem conhecido sao importantes, porem ter conhecimento do expoente de Holder 6timo

fornece um maior entendimento das solucoes.

O objetivo principal deste trabalho esta em mostrar de forma explicita o expoente
de Holder continuidade das solucoes fracas de equacoes p—parabdlicas degeneradas nao-
homogéneas. Derivacoes precisas e quantitativas do expoente de Holder continuidade
tinham escapado da comunidade matematica até agora, com a tnica excecao sendo o
resultado para fungbes p—harmonicas no plano mostrado em (9). Esta informagao quan-
titativa tem um cardter importante no andlise de diferentes questoes qualitativas para
edps parabdlicas, tais como andlise de blow-up, resultados tipo Liouville (13), problemas

de fronteira livre, entre outros.

No processo para encontrar o expoente de Holder 6timo ¢é de grande importancia a
ideia de que os resultados de regularidade devem ser interpretados em uma configuragao
geométrica intrinseca dada pela equacao em estudo, isto para equacoes parabdlicas lineares
e quase-lineares de segunda ordem nao ¢ dificil de conseguir, porem equagoes parabdlicas
de tipo p—Laplaciano requer técnicas cuidadosas de geometria, como o chamado “ in-
trinsic scaling”, para resolver a nao-homogeneidade. Estas técnicas sao introduzidas no
trabalho pioneiro feito por DiBenedetto (B)) junto com trabalhos recentes dados em ()
e (I4) os quais ajudam no objetivo de trazer a teoria de regularidade um novo nivel de

entendimento.
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Para contribuir a esse objetivo, neste trabalho mostramos que solugoes fracas da
equacao p—parabdlica nao-homogénea degenerada sao localmente de classe C%® no
espaco, com

__ (pg=n)r—pg )
qdllp—1)r = (p—2)’

uma expressao precisa e 6tima do expoente de Holder em termos de p, a integrabilidade

do termo fonte f e a dimensao do espaco n. Também mostramos que sao de classe C**/?
no tempo, onde 6 o a—interpolador entre 2 e p. Da expressao podemos observar que a
integrabilidade no tempo (respectivamente no espago) do termo fonte afeta a regularidade

no espago ( respectivamente no tempo) da solugao.

Para destacar a nitidez do resultado apresentado aqui, o projetamos para o estado

da arte da teoria. Para o caso linear p = 2, obtemos

2
a:1—(—+2—1>,
rooq

o qual é o expoente 6timo para a equacao do calor nao-homogénea. Quando p — oo,
temos @ — 17, que dé uma indicagao da esperada Lipschitz regularidade localmente para
o caso do co—Laplaciano parabdlico. Quando o termo fonte f é independente do tempo,
se nao limitado no tempo, isto é r = oo, nés obtemos

_pg—m  p 975

T qlp—1) p-1 ¢

Y

o qual é exatamente o expoente 6timo de Hélder obtido para o caso eliptico em (12]).

Neste trabalho se desenvolve um método basado na nogao de equacao geométrica
tangencial, o qual explora o “scaling”intrinseco do operador p—parabdlico e a integra-
bilidade do termo fonte. Por meio de argumentos iterativos em uma escala apropriada,
mostramos que em cada equagao nao-homogeénea existe um espaco tangencial universal
formado por funcdes C%! no espaco e C*'/2 no tempo. O método importa essa regulari-
dade de volta as equacoes originais, devidamente corrigidas através da escala usada para

acessar ao espaco tangencial.

No Capitulo 2, nés apresentamos os espagos de Holder junto com outras defini¢oes
basicas e alguns resultados de compacidade, introduzimos a definicao de solucao fraca da
nossa equacao modelo e o resultado principal deste trabalho. No capitulo 3 comecamos
mostrando uma estimativa de energia local e um lema de compacidade que nés permite
aproximar solucoes fracas de [If com p > 2 por fungoes p—caldricas. Ainda no capitulo 3
usando a regularidade das fungoes p—caldricas e iteragoes geométricas dadas no Lema |3.3

e Teorema [3.4], mostramos de forma explicita o Holder expoente de continuidade o étimo.
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A prova do resultado principal é dada no capitulo 4 e no 1ltimo capitulo, sao comentadas
as modificacoes requeridas para usar a mesma ideia em equagoes parabdlicas degeneradas

mais gerais.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos os espacos de Holder, daremos alguns resulta-
dos de compacidade e defini¢oes basicas necessarias para o desenvolvimento dos capitulos
subsequentes. Na tltima secao deste capitulo enunciamos o resultado principal Teo-
rema2. 13l

2.1 Espacgos de Holder
Nesta secao do capitulo faremos uma breve introducao dos espacos de Holder.
Comecaremos por definir fungoes Holder continuas com expoente a.

Definicao 2.1 Seja 0 < a < 1. Uma func¢ao u : Q — R € dita ser Holder continua com

expoente v em um punto xy se existe uma constante C' > 0 tal que
lu(x) — u(zg)| < Cle — xo|® para todox € 0, v #

Se esta propriedade € satisfeita para todo ponto xy € ) dizemos que u ¢ Holder continua

com expoente o em todo Q) e escrevemos u € C*(12).

Definigao 2.2 Os espacos C*%(Q) sdo subespacos de C*(Q) consistindo de funcoes cujas

derivadas parciais até a ordem k sao Holder continuas com expoente o em todo €2, ou seja,
CP(Q) = {u € C¥(Q) : DPu € C*(Q) para todo |B| < k}.

Definimos também C**(Q) como o espaco dado por todas as funcoes u € C*(Q) para as

quais a noTma

lullora@ =Y 1D ulle@ + Y [D ulcon)

1B1<k 1Bl=k
¢ finita, onde
[t]co.e i= sup { u(z) — u(y)| }
z,y€Q |z —yl|*
TF#Y

O espaco C%*/? denota o espaco das funcoes que sdo Holder continuas com expoente
aec(0,1)e

[U]CO‘ 10(Q) = sup ‘U(x,t)—u(% 3)|
T T tmeear A((x,1), (y,5))

onde d(-, -) é a —distancia parabdlica intrinseca dada por d((z,t), (y, s)) = |z—y|+|t—s|s.
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2.2 Média Steklov

Seja v uma fungdo em L'(Q7), para cada 0 < h < T consideramos a média
Steklov vy, (-, t) definida para todo 0 < ¢ < T por

Ly, r)dr sete (0,T —hj

R Jt
0 set>T—h

Lema 2.3 Sejav € L (Qr). Entao, quando h — 0, vy, converge a v em LT (Qr_.) para
cada e € (0,T). Sev € C(0,T; L)), entao quando h — 0, v(-,t) converge a v(-,t) em
Li(Q) para cada t € (0,T —¢), Ve € (0,T).

A prova do Lema segue-se da teoria geral dos espacos LP junto com a desigualdade de

Jensen.

2.3 Alguns Resultados de Compacidade

Os resultados apresentados nesta secao sao parte fundamental na prova do
Lemano Capitulo . Comegaremos dando uma breve introdugao aos espagos LP(0,T'; B),
onde B é um espaco de Banach, os quais incluem os espagos L?"(Qr). Para quem tiver
interesse nestes espagos recomendamos fazer uma leitura das segoes §3 e §6 no Capitulo
IV do livro (4)) e o artigo em (LTJ).

Seja [0, 7] um intervalo limitado de R. Denotamos C'(0,T’; B) o espago definido por
C(0,7;B) = {u:[0,T] = B : u funcao continua, ||u| ¢,z < oo}, onde

lllcorm = max [lu(t)]5.

Por definigdo o espago LP(0,7; B),p < oo, é o espago completo separado de C(0,T'; B)

para a norma

T P
lllzoozss) = ( | o dt)

Para p = oo, L>(0,T; B) é o subconjunto de L'(0,T; B) em que a norma
[l Lov0.7:3) = esssup [[u(?)]| 5
0<t<T

¢é finita.
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Definicao 2.4 Sejam X e Y espacos de Banach, X C Y. Diz-se que X € imerso com-

pactamente em Y, escrito X CC Y, sempre que

(2) |ully < C|lullx (v € X) para alguma constante C' e

(#2) Cada sequéncia limitada em X € pré-compacta em Y .

A condigcao (ii) significa que se {uy}nen € uma sequéncia em X com sup ||u,||x < oo,

n
entdo existe uma subsequéncia {un,}jen que converge em'Y para algum limite u.

Proposicao 2.5 Sejam X, B eY espacos de Banach tais que X C B CY com X CC B.
Dado um conjunto F de fungoes limitadas em LP(0,T;X) onde 1 < p < oo, e OF/0t =
{0u/Ot : uw € F} € limitado em L'(0,T;Y). Entao F € relativamente compacto em
LP(0,T; B).

Seja F' um conjunto de fungoes limitadas em L*(0,T;X) e OF/0t sendo limitada em
L™(0,T;Y) onde r > 1. Entao F ¢ relativamente compacto em C(0,T; B).

Prova: Veja Corolario 4 em (11)). |

O segundo resultado de compacidade que serd de utilidade é uma consequéncia dos

seguintes teoremas, cujas demostragoes podem ser vistas em ([7)).

Teorema 2.6 (Arzela-Ascoli) Suponha {f, : K — R},en € uma sequéncia de fungoes
definidas sobre um conjunto compacto K C R™ tal que |f,(x)| < M para todo n € N e
todo x € K e que seja uniformemente equicontinua, isto €, para cada € > 0, existe § > 0
tal que |x —y| < d implica |f(z) — f(y)| < e, para x,y € K e todo n € N. Entao existe
uma subsequéncia { fn, }jen € uma fungdo continua f, tal que f,, — f uniformemente em
K.

Teorema 2.7 (Desigualdade de Morrey) Assuma n < p < oco. Entdo eziste uma

constante C', dependendo unicamente de n e p, tal que

HUHCOW(R") < C||U||W1,p(Rn)
para toda u € C*(R"), onde v :=1—n/p.

Teorema 2.8 (Rellich-Kondrachov) Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de R™

tal que 00 é C1. Suponha que 1 < p < n. Entao
WhP(Q) cc LYQ)

.

para cada 1 < g < p*, com p* = -
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Observacao 2.9 Note que, como p* > p e p* — oo quando p — n, temos em particular
que

WP(Q) cc LP(Q)

para todo 1 < p < oo, observando que o caso em que n < p < oo seque do Teorema €

do criterio de compacidade dado no Teorema[2.0

2.4 Solucgao Fraca

Nesta secao definimos o conceito de solugao fraca para a equagao p—Laplaciano

parabdlica nao-homogénea degenerada
uy — div(|[VulP>Vu) = f em Qp, p > 2, (3)

com 2 C R™ aberto e limitado, T'> 0 e f € L9"(Qr) = L"(0,T; L4(Q2)) satisfazendo

1 n
-+ —<1 (4)
r o pq
que é a condigao de integrabilidade minima padrao que garante a existéncia de solugoes
fracas limitadas. E
2 n
-+—->1 (5)
roq
a qual define o ambiente limite para estimativas tipo Holder étima como serd mostrado

mais adiante.
A seguinte definigao vale também para o caso singular 1 < p < 2.
Definicao 2.10 Uma func¢ao

u € Cioe(0,T5 L2 (Q)) N LY

loc loc

(0, T; W2 ()

loc

¢ uma solucdo fraca para se, para cada compacto K C § e cada subintervalo [t1,ts] C
(0,T], tem-se

/Kuqﬁd:c

para toda ¢ € H. (0,T; L*(K)) N LY

loc

(0,T; Wy ™()).

A seguinte nocao alternativa de solucao fraca local envolve a derivada no tempo

discreta de u e evita as dificuldades relacionadas a baixa regularidade no tempo.
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Fixe t € (0,T) e seja h um numero positivo pequeno tal que 0 <t <t+h < 7. Em
(6) tome ¢ = ¢, t = t+h e escolha uma funcao test independente da varidvel 7 € (¢, t+h).

Divida por h e levando em conta a definicao da média Steklov obtemos

/ {(un)ed + (IVul"*Vu)y - Vo } dx = / fntdu, (7)
Kx{t}

Kx{t}

para toda ¢ € Wy (K).

2.5 O Resultado Principal

Comecamos esta se¢ao introduzindo o tipo de dominio sobre os quais vamos
trabalhar junto com a caracterizacio integral dos espacos C%® dada por Campanato-Da

Prato pela qual a prova do resultado principal se reduz a provar uma desigualdade integral.

Para o tipo parabdlico de equacoes envolvidas com a derivada em termos de tempo
variavel, precisamos ter cuidado avaliando a distancia entre dois pontos distintos no
dominio. Por exemplo, o ajuste geométrico apropriado para a equacao de calor u; = Uy, é
um cilindro da forma G, = B, x [0, r?] aproximadamente, ji que uma derivada no tempo
é equivalente a duas derivadas espaciais, isto implica uma distancia intrinseca definida
por

d((x,t), (y,5)) = & —y| + [t — 5|2

Para equagoes p—parabdlicas degeneradas, dado 0 < o < 1, definiremos o (2, p)— inter-
polador
b =p—(p—2)a=2a+(1—-a)p. (8)

o qual claramente satisfaz 2 < 0, < p. Para simplificar, 6, serd denotado simplesmente

por @ e para tal 6 definimos o cilindro §—parabdlico intrinseco centrado em (g, %) como
GT(.Io,to) = (to — Te,t0> X BT(J,’Q), 7> 0.

e a norma intrinseca de um ponto (z,t), para ser ||(z,t)|s = |2| + [¢|'/9.

2.5.1 Caracterizacdo Integral de C*

Para apresentar a caracterizacao integral dos espacos de Holder C%“ precisa-

mos antes introduzir os espagos de Campanato.
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Definigao 2.11 Seja 1 < p < oo e A > 0. O espago de Campanato LPA(Y) é definido
como

LPMNQ) = {u € LP(Q) : [u] gy < 00}

onde a Campanato seminorma € dada por

1/p
ey = s (1 [ )
S Q- (z0)

0<r<diam$2

com ,.(z9) = QN B,(xg) e
(U)agr = ][ u(z) de.
Q. (z0)

Teorema 2.12 (Caracterizagao integral de C%%) Se Q € um dominio em R™ tal que
para todo o € Q e 0 < r < diam(QY) satisfaz |Q,(xg)] > Ar™ para alguma constante
A > 0. Entao

Co(Q) = LPMP(Q).

A prova da inclusao C%%(Q2) C LP™FP*(Q)) no Teorema segue de forma quase in-
mediata, a inclusao contraria precisa de argumentos mais elaborados e do teorema de

diferenciagao de Lebesgue, a sua demostragdo pode ser vista na sec¢ao 2.3 do livro (8)).
Finalmente apresentamos o resultado a ser estabelecido neste trabalho.

Teorema 2.13 Uma solugao fraca localmente limitada de (3), com f € LT satisfazendo

e , € localmente Holder continua nas varidveis espaco, com expoente

(pg —n)r — pq
ql(p — )r — (p — 2)]

o =

e localmente Holder continua no tempo com expoente 5. Além existe uma constante C,

que depende unicamente sobre n,p, || f| ar € ||ullp.avg.ci tal que

||U/||CO;a,a/9(Gl/2) S O
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3 HOLDER ESTIMATIVA OTIMA

Neste capitulo o nosso objetivo é mostrar o Holder expoente 6timo de forma
explicita e estabelecer ciertas desigualdades integrais em um dominio adequado para as
fungdes u que sao solugoes fracas de[3] as quais permitiram mostar a Holder continuidade

de u.

3.1 Estimativa de Energia

Solugoes fracas de (3) sdo localmente limitadas como é mostrado em (5). Em-
bora os argumentos seguintes sao de natureza local, para simplificar a notagao assumimos

que u ¢é definida e limitada quase todo ponto em 7 e definimos
M = ||ul| L(or)-

Uma das nossas principais ferramentas dentro da andlise que vamos fazer é a seguinte

estimativa de energia do tipo Caccioppoli dada para solugoes fracas da equagao

Lema 3.1 Seja u uma solugao fraca de (3)). Dado K X [t1,ts] C Q x (0,T], existe uma

constante y dependendo unicamente de p, K X [ty,1ts] tal que

to to
sup / u?€P dx +/ / |VulPEP dxdt < 7/ / |u|P|VE|P dadt
t1<t<te JK t1 K t1 K

to (9)
2¢p—1
+p/t1 /Kus & dadt + || f

q,7
para toda & € CP(K X (t1,t3)) tal que 0 < & < 1.
Prova: Seja ¢ = ;&P em ([7) e integre no tempo sobre (¢1,¢) parat € ({1,2). Do primeiro

/tlt/K(uh)tqbdxds: %/tlt/l((ui)tfpdxd&

fazendo integragao por partes e passando ao limite quando A — 0 (usando o Lema )

1 t
- = P dx — b / / u2EPLE, da ds.
2 Kx{t} 2 1 JK

termo obtemos
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Com respeito ao segundo termo, fazendo primeiro h — 0, temos

t t
/ / (|VuP2Vu), - Vo dr ds — / / |VulP~2Vu - [Vué? + pucP~'Ve] dr ds
t1 JK t1 JK

t
:/ /{\Vu\p§p+p|vmp-2u§p-1vu-vg}dxds
t1 VK

t t
2/ / \Vu\pfpdxds—p/ / |VulP~Hu|eP~HVE| do ds
t1 K t1 K
1 t t
>5[ [ vrgdeds—aw) [ [ e dsas
2 t1 K t1 K

usando a desigualdade de Young

eP 1 1 1
ab < —a? + —b? a,b,e >0, 1<pg<oo, —+-=1],
p qe? p

com as seguintes escolhas

Q=

a = [uV¢|, b= |Vul|~ et e e=[2p—-1)].

Finalmente do termo a direita depois de passar o limite quando h — 0 y aplicar desigual-
dade de Holder, obtemos

r—1
s

f

q?r

t -1
/ / |fué?|deds < MIK|'T |ty — t
t1 JK

Dado que t € (t1,t3) é arbitrério, podemos combinar as estimativas anteriores e obter @
[ |

3.2 Aproximagao por Funcgoes p—caldricas

Nesta secao estabelecemos um resultado de compacidade que nos garante
poder aproximar solucoes u de por funcgoes p-caldricas em um subdominio interno
sempre que o termo fonte f tenha uma norma pequena em L%". Esta aproximacao nos
permitirda usar as boas propriedades das fungoes p—caldricas para obter a regularidade
de u. Sem perda de generalidade, podemos assumir que nossa solucao u é definida sobre
(G1 portanto nds restringimos aos cilindros com vertice na origem (0, 0), para um cilindro

generico centrado em (xg, tp) a mudanga é dada por translagao e transformacao de escala.

Lema 3.2 (Aprozimagao as fungoes p—caldricas). Para cada § > 0, existe um 0 < ¢ < 1,

tal que se || f||Lor(c) < € eu € uma solugdo fraca local de em Gy com ||ulpavg.cy < 1,



entdo existe uma fungdo p—caldrica ¢ em Gy isto €
¢r — div(|[Vo[P?Ve) =0 em Gy,

tal que

||U - gb”p,avg,Gl/Q S J.

Prova: Assuma por contradicao que para algum &y > 0, existe uma sequéncia

(u); € Cloe(—1,0; L} (By)) N LY

loc loc

(=1,0;W,,2 (By))

e uma sequéncia (f7); € L9"(Gy), tal que

w] — div(|Ve [P72Ve?) = 7 emGy

||uj||p,avg,G1 <L

. 1
If ] Laray) < 7

mas, para qualquer j e qualquer fungao p—caldrica ¢ em G s,

||uj - ¢||P,GUQ,G1/2 > 60‘
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(13)

Fixe uma fungao de corte £ € Cg°(G1), tal que £ € [0,1], { =1 em G5 e £ = 0 perto de

0,(Gh). Da estimativa de energia, usando a notagao
V(I x Q) = L(1; L(9)) 0 L(1 W(9).
obtemos

0
me@méswb/WW8M+/ VPP dudt
—1<t<0J By -1JB;

0

0
< 7/ [u? [PV E|P dxdtH?/ [W? 271, dadt + | ]| par (a)

—1J By —-1J By

< Cl||ujH§,avg,G1 + C2HujH§,avg,G1 + 7/]

<ec.

De outro lado temos que para ¢ € C5°(27) as fungoes u’ satisfazem

/OT /Qw‘qzst dadt = — /OT /Q{WIW‘ V) + Yo dut,



23

logo, usando o fato que 8/dz;(|Vul [P~2Vu?) € LV Q) ¢ LPP"0(Qg) que é mos-
trado em (10)) e alem disso por hipétese (f7) € L% (Gy) C L9 (G,), entdo podemos afirmar
que a derivada no sentido de Sobolev das funcoes u’ com respeito ao tempo satisfaz a

seguinte estimativa
[ut || oGy < € (14)

com s = min{g, ﬁ} < p. Das duas estimativas anteriores e pela proposigao com
WP cc LP c L?,
podemos concluir que, existe uma funcao ¢ € V(G /2) tal que a menos de subsequéncia
W — 1 em LP(Gh)2) e W — 1) em V(G1)2). (15)

Dada uma funcao test ¢ € Wol’p(Bl/g), de e (15) temos

/ { }{wh)m + (V[P VY)y - Vol do = lim {(uf )i + (Ve P=2Vd), - Vo } da
By o x{t

oo By x{t}
= lim flodx
Jo0 By x{t}

=0

Desde que ¢ ¢ arbitrario, concluimos que ¢ é uma funcao p—calérica em G5, o qual
contradiz , para j > 1. Assim a prova do Lema fica completada. [ |

3.3 Melhoria da Suavidade Universal

A ferramenta chave que nos permite encontrar o expoente de Holder continui-
dade 6timo para solugoes de e assim poder mostré-lo nesta secao, é a seguinte iteracao
geométrica, que usa fortemente a aproximagao por fungoes p—caldricas no Lema |3.2] e o
fato que funcoes p—caldricas sdo universalmente Lipschitz continuas no espaco e C%/2 no

tempo. O primeiro passo nessa iteracao ¢ dado pelo seguinte lema.

Lema 3.3 Seja 0 < a < 1 fizado. Existeme >0 e 0 < A < 1/2, dependendo unicamente
de n,p e «, tal que se ||f| parc) < € e u € uma solugao fraca local de (3) em Gy,com

vl pavg.cy < 1, entdo existe uma constante universalmente limitada co tal que

lu = Collpavg.cn <A™ (16)
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Prova: Tome 0 < § < 1, para ser escolhido mais tarde, e aplique o Lema para obter

0 < e <1 euma funcao p—caldrica ¢ em Gy /o, tal que

Hu - ¢|’P7GU97G1/2 < 0.

Note que

||¢||P,CL’U97G1/2 S ||u - ¢ P»a”gaG1/2 + HUHP,‘ZU!]»GI S 5 + 1 S 2' (]'7)

1
Dado que ¢ é p—caldrica, segue-se de (2} 3]) que ¢ é universalmente C’ZOO’C2 no tempo e C’loo’i

no espago. Dai segue-se que se A < 1 a ser escolhido logo, para todo (x,t) € G,

[o(z,t) — $(0,0)| < |p(x,t) — ¢(0,)| + |p(0,1) — ¢(0,0)|
S Cl|l' — O’ + Cg‘t - 0|
< O+ CoA2 < O,

desde que 6 > 2. Assim existe uma constante universal C' > 1 tal que

sup |o(z,t) — ¢(0,0)] < CA.

(z,t)eG

Portanto podemos estimar

[u(z,t) = 60, 0)llp.avg.cn < llu(@,t) = (2, 8)llp.ave.cy + [[0(2,1) = H(0,0)llpavg.c

(18)
<o+ CA
sempre que seja escolhido A < 1/2; j& que
Gy = (=X%,0) x By C (—(1/2)?,0) x Bz = Gya.
Agora tomando ¢y := ¢(0,0), observando que devido ao fato de ¢ ser uma fungao

p—caldrica, ¢y é universalmente limitada. Entdo da nossa estimativa em (18] o lema

segue-se escolhendo A < 1/2 tao pequeno que

)\Oé
< —
CA < 5
e definindo
5=
=5
Observando que fixado ¢ podemos fixar € > 0 via Lema [3.2] [

A ideia agora ¢é iterar o Lema [3.3] em uma escala geométrica apropriada, obtendo

uma estimativa do tipo ((16)) sobre cada cilindro G« os quais formam uma sequéncia de
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dominios encaixados que vao se encolhendo para a origem.

Teorema 3.4 Nas condi¢oes do lema anterior, existe uma sequéncia convergente de

nimeros reais {cg}x>1, com
ek — cup| < e(n,p)(A)F, (19)

tal que

e = crllpavg.c, < (A7) (20)

Prova: A prova é feita por inducao sobre k. Para k = 1, segue-se do Lema ,
com ¢ = ¢g. Suponha valido para k e vamos mostrar que a conclusao tem-se para k + 1.

Definimos a funcao v : G; — R por

u( Nz, \¥t) — ¢

v(x,t) = SoF

(21)
Calculamos

vy(x, 1) = N7 (NFg, AR

_ /\pk—(p—l)akut ()\k(L’, /\k@t)

evocando , e

div(|Vo(z, ) P2 Vo(z,t)) =
= NPE==Deok qiv(|Vu(Nrz, A1) P2V u( Nz, \t))

para concluir que

vy — div(|Vo[P~2Vv) = APR==Dak g(\kg ARO4) — f(z. 1)
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Agora calculamos

- 0 - r/q
wmmmz/(BummwQ it

-1

0 r/q
— \Ph=(p=Laklr / < |f(\ex, )\k’et)|qu) dt
_ B

0 r/q
B

-1 Ak

r/q

0

:)\[pk(pnak]rkn;ke/ / |f(x,t)|Tdx dt,
k0 \J B,

isto é
1 lzer @y = AN f o (rw0.0yx, ) < NFIF Il o) (22)

onde 3=p—(p—1La—-n/g—0/r=p—(p—1a—n/qg—[2a — (1 —a)p]/r.

Entéo || f]|zer) < € se A < 1, como 0 < A < 1 basta pedir que 8k > 0 sendo

6timo quando Sk = 0 ou seja, quando § = 0 ja que k # 0, mas isto é

p—(p—Da—njg—[2a — (1 - a)pl/r=0

despejando dai a obtemos
__ (pg—n)r—pg
qllp = 1)r — (p = 2)]

o qual é 6timo e pode ser reescrito como

1
()
pg T
o =
CESNEES
pq r r

dai podemos observar que 0 < o < 1 sempre que
1 2
sign(l—ﬁ——) :sign(—+2—1)
pg T r o q

mas o termo entre colchetes a esquerda tem que ser positivo, pois, caso contrario nao se
pode garantir a existéncia de solugoes fracas limitadas de , logo o termo a direita tem

que ser positivo e portanto segue dai a justificativa para .

Voltando para podemos observar que com a escolha dada para o tem-se || f|| o (c)

<



¢ alem disso pela hipdtese de indugao temos que
1 ak
VRl [u(y, s) — cx|" dyds < A*P
Gl Ja,,

daf fazendo a seguinte mundaca de variaveis y = Az e s = A%t temos

1

Gl lu( Nz A% ) — P dodt < AMP
1 G1

ou seja

||UHp,twg,G1 <1
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entao estamos nas condi¢oes do Lema |3.3| e dai segue-se que existe uma constante ¢y, com

|G| < ¢(n, p), tal que

[v = Collpavg.cn < A%,

isto ¢
u( Nz, \Ft) — ¢

/\cxk

p
dzxdt < X\

L/
GAl Je,

1
Gl Ja,

Donde segue que

p

u( Nz, \Ft) — ¢ — GoA°F dedt < A

)\ak

Ora se definirmos c41 1= ¢ + GA®* temos que

1 0
—_ Neg N0y — Pdxdt < \°P
)\akp’G)\’ //\(9 /BA |U’( x, ) Ck-‘rll rat >~

e fazendo a seguinte mudanca de variaveis y = \*z e s = A%t obtemos

_1 " dy ds
_ p_~J < )\ap)\akp
|G)\| /_A<k+1)9 /Bkk_'»l |u(y7 8) Ck+1’ )\kn /\kG -~

observando que |Gy|N"\F? = |G \x11]| entdo segue

1

Gl lu(x,t) — cpar [P dodt < NoEHDP
)\k+1

G)\k+l

isto ¢ [[u = cry1llpave,c s < (A1) assim a indugao é completada. Podemos facilmente

ver que |c — cpr1| < ¢(n, p)(A%)¥, obtenendo-se desta forma ([19).

Observagao 3.5 Pode-se observar que (19)) implica que a sequéncia {cy}r>1 € de Cauchy
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e portanto ela € convergente, mais ainda se j > 1 temos

ek — Crajl < lew — erqr| + lergr — Crpa| + -+ |Crpjo1 — Cray

—_

<.

|Chti — Chtit]

Ora se notarmos ¢ como sendo o limite de {cx}, entao passando o limite quando j — oo

obtemos o sequinte controle de convergéncia

e —¢| <

e (23)
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4 O RESULTADO PRINCIPAL

Neste capitulo apresentamos a prova do resultado principal Teorema [2.13, que
é basicamente uma consequéncia dos resultados obtidos na secao [3.3| e a caracterizagao

integral dos espacos de Holder.

4.1 Reducgao ao Regime de Pequenez

O objetivo desta se¢ao é mostrar como as caracteristicas do “scaling” da equagao

nos permite reduzir a prova do Teorema [2.13] as hipoteses do Teorema [3.4]

Dada uma solucao u de e o0 > 0 (que serd escolhido posteriormente), defina
v: G; — R como

v(z,t) = ou(o", o@Dt

a qual é solucao de com
fz,t) = 0(17—1)-5-771710(Onx7 U(p—2)+npt)_

Ora como

p

b < UQ_W(IH_TL)H“ p,avg,G1

p,avg,G1 —

lv

||f||2q»r(G1) — gl=D)+nplr—n(p+n)—(p-2) 1150

entao basta tomar n > 0 tal que

2—=n(p+n)>0 e [(p—1)+nplr—np+n)—(p—2) >0,

o qual é possivel (note que a segunda condigao se tem para n = 0, logo pela continuidade
com respeito a 7 existe uma vizinhanca de zero onde a segunda condigao segue valendo),
e escolher 0 < o < 1 tal que

g2in(p+n)||u”§,avg,G1 S 1

U[(p—1)+77p]7"—77(p+n)—(p—2)||f||2q7T(G1) < e
Com estas escolhas v estd nas hipéteses do Teorema 3.4, Uma vez estabelecida a regula-
ridade 6tima para a fungao normalizada v, a correspondente regularidade de u segue-se

facilmente.
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4.2 Regularidade Local Otima

Nesta secao daremos a prova do Teorema Comecaremos por lembrar
que pela observacao a sequéncia {c,} é convergente com limite ¢. Agora fixado um

0 < r < A, escolhemos k£ € N tal que
)\k—‘rl S r< )\k

entao estimamos

B 1 0 1/p
||U - C”p,avg7GT = ‘G |1/p ‘u - C’ dxdt

LI\ VP 1/p
< (|G)‘ |> ][ |u — ¢|P dzxdt
|G7'| ka

< Sy 14— Cllpavecy
< 1
— \n+0)/p (

donde por e obtemos

— 1 k\a C k\a
o= clhamac. < g |9+ (o3 ) 4]
1 C o
S NG {1+ (1 _Aaﬂ (A%)

- 1 . C N
— \a)\(n+0)/p T 1 — )\« "

Agora observando que para qualquer u € LP e qualquer numero real x vale a seguinte

f [t — (4) gy P dx < 2”][ |lu — kP dx,
By (o) By (z0)

() s0.r :=f ()| dy.
By (z0)

I|U — Ck p,avg,G i + ||C/€ - EHPﬂUS]vG)\k)

desigualdade

onde
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Em efeito, pela desigualdade triangular temos

1/p 1/p
<][ lu — (1)zo.|? dx) < (][ lu — k[P dx) + ][ udy — K
Br(x0) Br(x0) By (x0)
1/p
< (][ |u—/<a|”dx) —i-][ |u — k| dx
Br(xo0) Br(x0)
1/p
2 (][ lu — K|P dx) :
By (20)

][ lu — (u)o,|P dedt < CrPe,

T

IA

Dai concluimos que

Onde C' é uma constante dependendo unicamente de n,p, A\, e a. Ora por argumentos
de cubrimiento estandares e a caracterizagao da Holder continuidade de Campanato-Da

Prato obtemos a continuidade local C%*/? ¢ assim o resultado principal fica provado.
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5 GENERALIZACOES

Devido a que o método empregado neste trabalho unicamente explora o “sca-
ling” intrinseco do operador p—parabdlico e o que faz é interpretar o problema homogéneo
como a equagao tangencial geométrica de sua contraparte nao-homogeénea, para pequenas
perturbagoes f € L% ||f|lLer < 1, entdo surge a questdo se a mesma ideia pode ser

aplicada a equagoes parabdlicas degeneradas mais gerais
u — div Az, t, Du) = f € L%" (24)
satisfazendo as condigoes de estrutura

A(z,t, Du) - Du > Co|Dul? — ¢o(z,t),
|[A(x,t, Du)| < C1|DulP™" + 1 (x, ).

para p > 2, constantes positivas Cy, C; e funcoes nao-negativas ¢, ¢1 em um apropriado

espaco de fungoes.

A resposta é de se esperar seja positiva e em efeito ela é positiva. A continuacao

comentaremos as modificagoes requeridas.

O Lema [3.1] é baseado em consideragoes de energia, logo a mesma prova funciona
no caso geral. O Lema pode ser realizado universalmente na classe estrutural de
operadores, pois limitacoes para a integrabilidade da derivada no tempo existem, ou seja,
vale uma estimativa do tipo a qual pode ser mostrada usando o resultado dado em
(10) (ver também (I se¢ao 7)). Respeito ao Lemal[3.3} a mesma prova funciona devido que
solucoes da equacao geral homogénea sao também Lipschitz no espaco e C%/2 no tempo.
A unica modificagdo acontece quando se itera o Lema [3.3] A funcdo redimensionada v

definida em agora resolve a equacao
uy — div Ay (, t, Du) = \PF==Dak £(\Fy AR,

onde
Ap(,1,€) = (AR P AN 2, APt Aokg)

pertence a mesma classe estrutural de A. Em particular, v fica nas condi¢oes do Lema
3.3 e portanto a prova segue da mesma forma que no Lema [3.4. Obtendo uma estimativa

do tipo (20)) o resultado principal no caso geral segue como na prova do Teorema [2.13]
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6 CONCLUSAO

No desenvolvimento do trabalho pode-se observar a importancia de considerar a geometria
intrinseca da equacao, a qual neste caso ajuda no objetivo de achar o expoente de Holder
otimo de forma explicita, obtendo-se assim uma melhora na teoria de regularidade para

solugoes fracas de equagoes p—parabdlicas.



1]

[10]

[11]
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