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Prof. Dr. Alexandre Cesar Gurgel Fernandes (Coorientador)
Universidade Federal do Ceará (UFC)
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RESUMO

Neste trabalho, iremos analisar o comportamento das classes de equivalência, fornecida

pela relação Bi-K-bi-Lipschitz. Mostramos que, quando estamos trabalhando com pares

de germes de aplicações polinomiais (f, g) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0), onde o grau de

f1, ...fp, g1, ..., gq são menores ou iguais a k ∈ N, temos apenas uma quantidade finita de

classes de equivalência. Também mostraremos neste trabalho que o conjuntos das classes

de equivalência com respeito a relação fortemente bi-lipschitz é finito.

Palavras-chave: C0-K equivalência. K-bi-Lipschitz equivalência. Finitude.



ABSTRACT

In this paper, we analyze the behavior of equivalence classes provided by the relation

Bi-K-bi-Lipschitz. We show that when we are working with germs pairs of polynomial

applications (f, g) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0), with degree of f1, ..., fp, g1, ..., gq less than or

equal to k ∈ N, we have only a finite number of equivalence classes. We will also show in

this work that the sets of equivalence classes with respect to strongly bi-lipschitz relation

is finite.

Keywords: C0-K equivalence. K-bi-Lipschitz equivalence. Finiteness.
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1 INTRODUÇÃO

A palavra Singularidade é uma noção quem tem a sua origem no vocábulo

latino: Singularitate. Trata-se do estudo das caracteŕısticas daquilo que é singular: pouco

frequente, fora do comum, ou extraordinário. A singularidade, por conseguinte, é a qua-

lidade que distingue algo de outras coisas do mesmo gênero. Ela pode ser descrita então

como a qualidade que uma pessoa ou ser vivo pode possuir para diferenciar-se do restante

de seus semelhantes. Por exemplo, podemos falar de singularidade de uma planta que

apresenta um tipo de caracteŕıstica diferente do restante de seu tipo, ou de um animal

que, por exemplo, em vez de ter uma cor, apresenta uma tonalidade diferente. No caso

do ser humano, o conceito de singularidade é muito mais complexo, uma vez que pode ser

atribúıdo às caracteŕısticas f́ısicas, bem como aos traços da personalidade e áı o limite é

muito subjetivo e dif́ıcil de estabelecer.

Matemáticamente, há muitas singularidades. Uma singularidade é, por exem-

plo, o que acontece em situações como a divisão por zero. A singularidade marca um

ponto de transição entre dois domı́nios, ou dois mundos, num ponto ou instante.

No estudo de aplicações f : U → Rp, onde U é um aberto do Rn e f é de classe

C∞, este conceito aparece naturalmente. Dizemos que um ponto x ∈ U é um ponto cŕıtico

de f se a matriz das derivadas parciais calculadas nesse ponto x não tem posto máximo.

O objetivo inicial da Teoria de Singularidades foi justamente estudar esses pontos cŕıticos

e suas imagens por f , que são chamadas de singularidades de f . Este estudo teve como

primeiro objetivo obter uma classificação dessas singularidades.

O que seria Classificação? A classificação é a acção e o efeito de classificar

(ordenar ou dispor por classes). A classificação biológica, por exemplo, é a Taxonomia.

No seu sentido mais lato, trata-se da ciência da classificação, que consiste em ordenar os

organismos num sistema de classificação composto por hierarquia de grupos taxonômicos.

O principal objetivo da taxonomia é organizar a árvore filogenética num sistema de classi-

ficação. A classificação periódica, por sua vez, é aquela que corresponde á tabela periódica

dos elementos. Esta é uma organização que, atendendo a diversos critérios, distribui os

distintos elementos qúımicos de acordo com certas caracteŕısticas. A tabela costuma ser

atribúıda a Dimitri Mendeleiev, quem se lembrou de ordenar os elementos com base na

variação computacional das propriedades qúımicas.

Visto um pouco da aplicabilidade da classificação, agora estamos interessado

em analisar o comportamento das classes, fornecida por uma determinada relação.

Sejam X, Y dois subconjuntos do Rn. Dizemos que X e Y são bi-Lipschitz

equivalentes quando existir um homeomorfismo bi-Lipschitz h : Rn → Rn, tal que h(X) =

Y . MOSTOWSKI (1985) prova que o conjunto das classes de equivalência, fornecida

pela relação bi-Lipschitz, de conjuntos semialgébricos de complexidade limitada, é fi-

nito. Iremos definir uma nova relação: A equivalência fortemente bi-Lipschitz. Seja
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V1, ..., Vp,W1, ...,Wp subconjuntos algébricos do Rn. A sequência de conjuntos algébricos

(V1, ..., Vp) é dita fortemente bi-lipschitz equivalente a sequência (W1, ...,Wp) se existir um

germe de homeomorfismo bi-lipschitz h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que h(V1) = W1, ..., h(Vp) =

Wp. Seja Ft = (Vt1, ..., Vtp) uma famı́lia de subconjuntos algébricos do Rn, com comple-

xidade limitada. Então, mostraremos neste trabalho que o conjunto de classes de equi-

valência com respeito a relação fortemente bi-lipschitz é finito. Este resultado pode ser

visto como uma generalização, no sentido algébricos, do teorema de finitude Lipschitz,

aprensentado por MOSTOWSKI (1985). Com isso, em particular, obtemos uma nova de-

monstração para a prova da finitude das classes de equivalência dos conjuntos algébricos,

com complexidade limitada, bi-Lipschitz equivalentes.

Considere f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) dois germes de aplicações cont́ınuas. Di-

zemos que f e g são bi-Lipschitz-R equivalentes quando existir um germe de home-

morfismo bi-Lipschitz h : (Rn, 0) → (Rn, 0), tal que f = g ◦ h. HENRY and PA-

RUSINSKI (2003) mostraram que a bi-Lipschitz-R equivalência de germes de funções

anaĺıticas reais tem moduli, isto é, existem infinitas classes de bi-Lipschitz-R equivalência

para estes germes. Considere a famı́lia de 1-parâmetro Ft : (R2, 0) → (R, 0) dada por

Ft(x, y) = x3 − 3t2xy4 + y6, t ∈ R. Então, para quaisquer t 6= t
′
, t, t

′
> 0 temos que Ft

não é bi-Lipschitz R equivalente a Ft′ , ou seja, não existe um germe de homeomorfismo

bi-Lipschitz H : (R2, 0)→ (R2, 0) tal que Ft = Ft′ ◦H.

Diremos que dois germe de aplicações f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) são C0-A equi-

valentes quando existem dois germes de homeomorfismos h : (Rn, 0) → (Rn, 0) e φ :

(Rp, 0) → (Rp, 0), tais que f = φ ◦ g ◦ h. Para o problema da classificação de germes

de funções polinomiais C0-A equivalentes, um teorema de finitude foi apresentado por

FUKUDA (1976). Seja P k(n, p) o conjunto de todos os germes de aplicações polinomiais

f : (Rn, 0) → (Rp, 0) , onde o grau de f1, ..., fp são menores ou iguais a k ∈ N. Fukuda

prova que o número de classes de equivalência de P k(n, p), com respeito a C0-A equi-

valência é finito. Já THOM (1962) mostra que o número de classes de equivalência de

P 12(3, 3), com respeito a C0-A equivalência é infinito.

Nesta Tese, estudamos a equivalência de contato, definida para pares de germes

de aplicações (f, g) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0), na versão topológica e na versão Lipschitz.

Isto é, a Bi-C0-K equivalência e a Bi-K-bi-Lipschitz equivalência. Dois pares de germes

de aplicações (f1, g1), (f2, g2) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0) são Bi-K-bi-Lipschitz equivalentes

quando existem dois germes de homeomorfismos bi-Lipschitz H : (Rn × Rp × Rq, 0) →
(Rn×Rp×Rq, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0), tais que: H(Rn×Rp×{0}q) = Rn×Rp×{0}q,
H(Rn × {0}p × Rq) = Rn × {0}p × Rq, H(graf(f1, g1)) = graf(f2, g2) e a aplicação H

é escrita da seguinte maneira H(x, y, z) = (h(x), H1(x, y), H2(x, y)), onde H1 : (Rn ×
Rp, 0)→ (Rp, 0) e H2 : (Rn × Rq, 0)→ (Rq, 0).

A técnica utulizada nesse trabalho consiste basicamente em reduzir o problema

de finitude relacionado a germes de aplicações polinomiais, com grau limitado, para um
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outro problema de finitude; A finitude de germes de conjuntos algébricos, de complexidade

limitada. Isto é, iremos reformular um problema algébrico para um problema geométrico.

Seja P k(n, p × q) o conjunto de todos os pares de germes de aplicações poli-

nomiais (f, g) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0) , onde o grau de f1, ..., fp, g1, ..., gq são menores

ou iguais a k ∈ N. No decorre deste trabalho, mostramos que o conjunto das classes de

equivalência de P k(n, p×q), com respeito a Bi-K-bi-Lipschitz equivalência é finito. Como

consequência direta deste resultado, mostramos que o conjunto das classes de P k(n, p)

quocientado com a relação K-bi-Lipschitz também é finito. Esse segundo resultado, de

finitude para as classes de equivalência fornecida pela relação K-bi-Lipschitz, já havia sido

provado por RUAS and VALETTE (2011).

No Caṕıtulo 1, daremos algumas definições básicas e necessárias, para que

possamos dar continuidade neste trabalho. No final deste Caṕıtulo, enunciaremos e de-

monstraremos uma generalização algébrica, do teorema de finitude Lipschitz, apresentado

por MOSTOWSKI (1985).

No Caṕıtulo 2, faremos um breve estudo sobre a R equivalência e a A equi-

valência, tanto no sentido topológico quanto no sentido Lipschitz.

No Caṕıtulo 3, daremos a definição das relações: C0-K e Bi-C0-K. Faremos

algumas comprações entre as relações: C0-R, C0-A e C0-K. No final deste caṕıtulo, dare-

mos uma demonstração topológica, para o teorema de finitude das classes de equivalência,

fornecida pela relação Bi-C0-K.

No Caṕıtulo 4, daremos a definição das relações: K-bi-Lipschitz e Bi-K-bi-

Lipschitz. Também iremos apresentar alguns invariantes, já conhecidos pela literatura,

da relação K-bi-Lipschitz. No final do Caṕıtulo daremos a demonstração do principal

resultado deste trabalho: A finitude do número de classes de equivalência, fornecida pela

relação Bi-K-bi-Lipschitz.
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2 PRELIMINARES

2.1 Conjuntos Algébricos, Semialgébricos

Um conjunto algébrico é o conjunto de zeros de uma famı́lia de polinômios, e

constitui o objeto principal de estudo da geometria algébrica. Pelo conceito de conjunto

algébrico é posśıvel constituir uma relação entre a álgebra e a geometria, que permite se

reformular problemas geométricos em termos algébricos, e vice-versa. Inicialmente, esta-

vamos interessados em provar a finitude do número de classes de equivalência de germes

de aplicações polinomiais C0-K equivalentes. A primeira grande descoberta foi observar

que esse problema de finitude estava diretamente relacionado a um outro problema: A

finitude de uma famı́lia de conjuntos algébricos, no sentido fortemente topológico.

Definição 2.1. Um conjunto X ⊂ Rn é algébrico se existem funções polinomiais fi :

Rn → R, i = 1, ..., k tais que

X = {x ∈ Rn | f1(x) = ... = fk(x) = 0}.

Observação 2.1. O conjunto X é algébrico se existir uma função polinomial f : Rn → R,
tal que X = {x ∈ Rn | f(x) = 0}. Basta considerar f(x) = f1

2(x) + ...+ fk
2(x).

Examplo 2.1. A cúspide X = {(x, y) ∈ R2 | x3 = y2} é um conjunto algébrico, pois

considere a função polinomial f : R2 → R dada por f(x, y) = x3 − y2.

Proposição 2.1. Sejam X, Y ⊂ Rn conjuntos algébricos. Então, X ∪ Y e X ∩ Y são

conjuntos algébricos.

Demonstração. Sejam f, g : Rn → R funções polinomiais, onde X = f−1(0) e Y =

g−1(0). Considere agora as seguintes funções polinomiais φ, ψ : Rn → R, onde φ(x) =

f(x).g(x) e ψ(x) = f 2(x) + g2(x). Note que: X ∪ Y = φ−1(0) e X ∩ Y = ψ−1(0).

Definição 2.2. Um conjunto A ⊂ Rn é dito semialgébrico básico quando existem funções

polinomiais f, g1, ..., gp : Rn → R, tais que:

A = {x ∈ Rn; f(x) = 0} ∩ (∩pi=1{x ∈ Rn; gi(x) > 0})

Dizemos que f, g1, ..., gp definem o conjunto A. Observe que se f é a função polinomial

identicamente nula, apenas g1, ..., gp definem o conjunto A.

Definição 2.3. Um conjunto semialgébrico é a reunião finita de conjuntos semialgébricos

básicos. Ou seja, A ⊂ Rn é semialgébrico se existem funções polinomiais fi, gij : Rn → R,

tais que:

A = ∪pj=1({x ∈ Rn; fj(x) = 0} ∩ (∩sji=1{x ∈ Rn; gij > 0}))
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Observação 2.2. Todo conjunto algébrico é semialgébrico.

Examplo 2.2. Um conjunto de finitos pontos no Rn é um conjunto semialgébrico. De

fato, seja A = {z1, ..., zp} ⊂ Rn. E para cada zi = (zi1, ..., zin) defina fi : Rn → R dada

por fi(x1, ..., xn) = (x1 − zi1)2 + ... + (xn − zin)2. Então, A = ∪pi=1{x ∈ Rn; fi(x) = 0} é,

claramente, um conjunto semialgébrico.

Definição 2.4. Seja A ⊂ Rn. Dizemos que a função f : A ⊂ Rn → R é semialgébrica se

seu gráfico Γ(f) = {(x, f(x));x ∈ A} ⊂ Rn+1 é um conjunto semialgébrico.

Teorema 2.1. (Tarski-Seidenberg) A imagem de um conjunto semialgébrico A ⊂ Rn+1

por uma projeção π : Rn+1 → Rn própria é um conjunto semialgébrico.

Corolário 2.1. Sejam X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico e F : Rn → Rp uma aplicação

polinomial. Então F (X) é um conjunto semialgébrico.

Definição 2.5. Sejam A ⊂ Rn e B ⊂ Rp. Uma aplicação F : A→ B é semialgébrica se

suas funções coordenadas são semialgébricas ou, equivalentemente, se seu gráfico Γ(F ) ⊂
Rn+p é um conjunto semialgébrico.

Corolário 2.2. Sejam f : A ⊂ Rn → Rp e g : B ⊂ Rp → Rk aplicações semialgébricas,

com f(A) ⊂ B. Então g ◦ f : A ⊂ Rn → Rk é uma aplicação semialgébrica.

Demonstração. Por hipótese, temos que os conjuntos f(A) ⊂ B, Γ(f) = {(x, f(x)) ∈
Rn × Rp | x ∈ A} e Γ(g) = {(y, g(y)) ∈ Rp × Rk | y ∈ B} são conjuntos semialgébricos.

Logo,

L = {(x, f(x), g(f(x))) ∈ Rn × Rp × Rk | x ∈ A}

é também semialgébrico. Tomando a projeção π : Rn × Rp × Rk → Rn × Rk dada por

π(x, y, z) = (x, z), temos que Γ(g ◦ f) = π(L). Pelo Teorema 2.1, π(L) é um conjunto

semialgébrico. Logo g ◦ f é uma aplicação semialgébrica. �

Trivialização Semialgébrica

A aplicação cont́ınua semialgébrica p : A → Rk é dita semialgébrica trivial

a um subconjunto semialgébrico C ⊂ Rk se existir um conjunto semialgébrico F e um

homeomorfismo h : p−1(C)→ C × F , tal que o diagrama comuta

A ⊃ p−1(C)

p ''

h // C × F

πyy
Rk ⊃ C
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O homeomorfismo h é chamado de trivialização semialgébrica de p em C.

Diremos que a trivialização h é compat́ıvel com o subconjunto semialgébrico B ⊂ A se

existir um subconjunto semialgébrico G ⊂ F tal que h(B ∩ p−1(C)) = C ×G.

Teorema 2.2. (Trivialização Semialgébrica de Hardt’s) Seja A ⊂ Rn um subconjunto

semialgébrico e p : A → Rk, uma aplicação cont́ınua semialgébrica. Então existe uma

partição finita de semialgébricos C1, ..., Cm de Rk tal que p é semialgébrico trivial em cada

Ci. Além disso, seja B1, ..., Bq uma quantidade finita de subconjuntos semialgébricos de

A, então cada trivialização hi : p−1(Ci)→ Ci × Fi é compat́ıvel com todo Bj.

Em particular, se x0 e y0 estão na mesma Ci, então p−1(x0) e p−1(y0) são

semialgébricamentes homeomorfos , uma vez que ambos são semialgébricamentes homeo-

morfos a Fi.

2.2 Germes de Conjuntos e Aplicações

Seja X um espaço topológico e x ∈ X um ponto. No conjunto P(X) de todos

os subconjuntos de X, iremos definir uma relação de equivalência:

A ∼
X B se, e somente se, A ∩ U = B ∩ U para alguma vizinhança U de x.

Definição 2.6. A classe de equivalência da relação ∼X é chamada de germe de subconjunto

de X no ponto x.

Normalmente iremos denotar a classe de equivalência do subconjunto A ⊂ X

como sendo A e o ponto x como sendo a origem.

Seja agora Y um conjunto e considere todos os pares M = {(U, f)}, onde U é

uma vizinhança de x e f é qualquer função f : U → Y . Iremos introduzir uma relação de

equivalência em M . Dizemos que:

(U1, f1)
≈
X (U2, f2) se, e somente se, f1|U0

= f2|U0
para alguma vizinhança U0

de x, com U0 ⊂ U1 ∩ U2.

Definição 2.7. A classe de equivalência da relação ≈X é chamada germe de apliação de

X em Y no ponto x.

Normalmente iremos denotar a classe de equivalência de (U, f) por f .

2.3 Tipos Topológicos

Definição 2.8. Sejam X, Y dois subconjuntos topológicos do Rn. Dizemos que X e Y

possuem o mesmo tipo topológico quando existe um homeomorfismo h : Rn → Rn tal que

h(X) = Y .
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O estudo das classes de equivalência se torna bastante interessante, pois re-

presentantes de uma mesma classe preservam certas propriedades. Essas propriedades,

chamaremos de Invariantes por determinada relação. Citaremos alguns Invariantes To-

pológicos.

Proposição 2.2. Sejam X, Y dois subconjuntos topológicos do Rn. Suponha que X e Y

tenham o mesmo tipo topológico.

i) Se X é compacto, então Y é compacto.

ii) Se X é conexo, então Y é conexo.

iii) Se X tem exatamente m componentes conexas, então Y tem exatamente

m componentes conexas.

Finitude dos tipos Topológicos

Teorema 2.3. (HARDT (1980)) Para quaisquer inteiros positivos d e n, existe um in-

teiro positivo p = (n, d) e subconjuntos algébricos V1, ..., Vp ⊂ Rn, definido por equações

polinomiais de grau ≤ d, tais que, para qualquer subconjunto algébrico W ⊂ Rn definido

por equações polinomiais de grau ≤ d, existe i ∈ {1, ..., p} e homeomorfismo semialgébrico

h : Rn → Rn tal que h(W ) = Vi.

Demonstração. Seja V um subconjunto do Rn definido pelas equações P1 = . . . = Pq = 0

de grau ≤ d pode sempre ser considerado definido por uma única equação de grau ≤ 2d,

isto é, P1
2 + . . . + Pq

2 = 0. O polinômio de grau 2d em n variáveis tem C(2d + n, n) =

N(n, d) coeficientes. Iremos identificar esses coeficientes com RN e denotaremos por

Pa ∈ R[X1, ..., Xn] o polinômio de grau ≤ 2d correspondendo ao a ∈ RN . O conjunto

A = {(a, x) ∈ RN × Rn | Pa(x) = 0}

é um subconjunto semialgébrico do RN × Rn. Seja p : RN × Rn → RN a projeção. Pelo

Teorema de Hardt’s 2.2, temos uma partição finita semialgébrica RN = C1 ∪ ... ∪ Cq tais

que, para cada i = 1, ..., q existe uma trivialização semialgébrica hi : Ci × Rn → Ci × Rn

de p em Ci, compat́ıvel com A. Escolha um ponto ai, tal que Pai , é a soma dos quadrados

dos polinômios em cada Ci contendo tais pontos, digamos C1, ..., Cp. Para i = 1, ..., p,

defina

Vi = {x ∈ Rn | Pai(x) = 0}.

Qualquer conjunto algébrico W pode ser escrito da forma:

W = {x ∈ Rn | Pa(x) = 0},

onde a ∈ Ci para algum i ∈ {1, ..., p}. A trivialização semialgébrica hi induz um homeo-
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morfismo semialgébrico p−1(a)→ p−1(ai) que manda A ∩ p−1(a) em A ∩ p−1(ai), que por

sua vez, gera um homeomorfismo semialgébrico h : Rn → Rn tal que h(W ) = Vi. �

Definição 2.9. Seja V1, ..., Vp,W1, ...,Wp subconjuntos algébricos do Rn. A sequência

de conjuntos algébricos (V1, ..., Vp) é dita fortemente topológicos equivalente a sequência

(W1, ...,Wp) se existir um germe de homeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que h(V1) =

W1, ..., h(Vp) = Wp.

Dizemos que um subconjunto algébrico V ⊂ Rn tem complexidade limitada se

o grau do polinômio f : (Rn, 0)→ (R, 0) é limitado, onde f−1(0) = V .

Teorema 2.4. Seja Ft = (Vt1, ..., Vtp) uma famı́lia de subconjuntos algébricos do Rn,

com complexidade limitada. Então, o conjunto de classes de equivalência com respeito a

relação fortemente topológica é finito.

Lema 2.1. Sejam f = (f1, ..., fp), g = (g1, ..., gp) : (Rn, 0)→ (Rp, 0) germes de aplicações

polinomiais. Seja (X1, ..., Xp), (Y1, ..., Yp) duas sequências de conjuntos algébricos, tais

que Xi = f−1i (0), Yi = g−1i (0) para todo i = 1, ..., p. Suponha que exista um germe de

homeormofismo H : (Rn × Rp, 0)→ (Rn × Rp, 0) tal que:

1) Os subconjuntos algébricos Rn×{0}p, Rn×Rp−1×{0}, Rn×Rp−2×{0}×
R, ..., Rn × {0} × Rp−1 são invariantes por H.

2) H(graf(f)) = graf(g)

Então, (X1, ..., Xp) e (Y1, ..., Yp) são fortemente topológicos equivalentes.

Demonstração. Seja πn : (Rn × Rp, 0) → (Rn, 0) a projeção canônica usual. Seja

h : (Rn, 0) → (Rn, 0) o germe de homeomorfismo definido por h(x) = πn(H(x, f(x))).

Mostraremos que h(Xi) = Yi para todo i = 1, ..., p. De fato, tome x ∈ Xi. Então o ponto

(x, f(x)) ∈ graf(f) ∩ Rn × Ri−1 × {0} × Rp−i. Como a aplicação H leva graf(f) no

graf(g) e o espaço Rn×Ri−1×{0}×Rp−i é invariante por H, obtemos que (g(x), g◦h(x)) ∈
graf(g)∩Rn×Ri−1×{0}×Rp−i. Isto é, gi ◦ h(x) = 0. Logo h(x) ∈ Yi. O caso contrário

é análogo, basta aplicar o germe de homeomorfismo h−1. �

Observação 2.3. A equivalência de conjuntos definida no Lema 2.1 é chamada equi-

valência topologica dos gráficos, com respeito a famı́lia de conjuntos algébricos Rn ×
{0}p, Rn × Rp−1 × {0}, Rn × Rp−2 × {0}, ..., Rn × {0} × Rp−1.

Demonstração do Teorema 2.4. Suponha, por absurdo, que existam infinitas classes

de equivalência. Então podemos tomar uma infinidade de representantes

(X11, ..., X1p), (X21, ..., X2p), ..., (Xn1, ..., Xnp), ...

os quais não são, dois a dois, fortemente topológicos equivalentes. Seja fi = (fi1, ..., fip) :
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(Rn, 0)→ (Rp, 0) uma sequência de aplicações polinomiais, tais que:

Xir = f−1ir (0), para todo i ∈ N e 1 ≤ r ≤ p.

Defina uma aplicação Fi : Rn+p → Rp, como sendo:

Fi(x, y) = (fi1(x)− y1, ..., fip(x)− yp),

observe que Fi
−1(0) = graf(fi). Um polinômio de grau menor ou igual a k, com n + p

variáveis tem N(k, n, p) coeficientes. Iremos identificar esses coeficientes com RN e deno-

taremos por Pa ∈ R[X1, ..., Xn+p] o polinômio de grau ≤ k correspondendo ao elemento

a ∈ RN . O conjunto

A = {(a, z) ∈ RN × Rn+p;Pa(z) = 0}

é um subconjunto semialgébrico do RN ×Rn+p. A sequência dada abaixo são de subcon-

juntos algébricos do RN × Rn+p.

B0 = RN × Rn × {0}p, B1 = RN × Rp−1 × {0}, ... , Bp = RN × Rn × {0} × Rp−1

Portanto, pelo Teorema de trivialização Semialgébrica de Hardt’s 2.2, existe uma partição

finita semialgébrica do RN = C1∪ ...∪Cq tais que, para cada i = 1, ..., q existe uma trivia-

lização semialgébrica hi : Ci×Rn+p → Ci×Fi de p em Ci, compat́ıvel com A,B0, B1, ..., Bp.

Sem perda de generalidade, podemos supor que aFi
, aFj

∈ Cs, para algum i 6= j.

RN × Rn+p ⊃ p−1(Cs)

p ))

hs // Cs × Fk

πxx
Rk ⊃ Cs

A trivialização semialgébrica hs induz um homeomorfismo semialgébrico de p−1(aFi
) em

p−1(aFj
). Além disso, esse homeomorfismo manda:

1) A ∩ p−1(aFi
) em A ∩ p−1(aFj

). Isto é, manda

(aFi
, X(aFi

)) em (aFj
, X(aFj

)), onde X(aFj
) = {z ∈ Rn+p | Fj(z) = 0}

2) B0 ∩ p−1(aFi
) em B0 ∩ p−1(aFj

). Isto é, manda

{aFi
} × Rn × {0}p em {aFj

} × Rn × {0}p

3) B1 ∩ p−1(aFi
) em B1 ∩ p−1(aFj

). Isto é, manda

{aFi
} × Rn × Rp−1 × {0} em {aFj

} × Rn × Rp−1 × {0}
...

...
...

p+2) Bp ∩ p−1(aFi
) em Bp ∩ p−1(aFj

). Isto é, manda

{aFi
} × Rn × {0} × Rp−1 em {aFj

} × Rn × {0} × Rp−1

Isto gera um homeomorfismo semialgébrico h : Rn+p → Rn+p onde:
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1) h(Fi
−1(0)) = Fj

−1(0) ⇒ h(graf(fi)) = graf(fj).

2) h(Rn × {0}p) = Rn × {0}p.

3) h(Rn × Rp−1 × {0}) = Rn × Rp−1 × {0}.
...

...
...

p+2) h(Rn × {0} × Rp−1) = Rn × {0} × Rp−1.

Pelo Lema 2.1, (Xi1, ..., Xip) e (Xj1, ..., Xjp) são fortemente topológicos equivalentes. Ab-

surdo! �

2.4 Tipos bi-Lipschitz

Definição 2.10. Sejam X, Y dois subconjuntos do Rn. Dizemos que X e Y possuem o

mesmo tipo bi-Lipschitz quando existir um homeomorfismo bi-Lipschitz h : Rn → Rn tal

que h(X) = Y .

A definição de homeomorfismo bi-Lipschitz acima é uma relação de equi-

valência entre os subconjuntos do Rn, a qual dizemos que detecta o tipo bi-Lipschitz

dos subconjuntos.

Examplo 2.3. Seja Sr = {x ∈ Rn | x12 + . . . + xn
2 = r}. Então Sri e Srj tem o mesmo

tipo bi-Lipschitz, para todo ri, rj ∈ R∗+. A saber, tome o homeomorfismo bi-Lipschitz

Hij : (Rn, 0)→ (Rn, 0) como sendo Hij(x) =
rj
ri

(x1, . . . , xn).

Proposição 2.3. Sejam S1, ..., Sr : (Rn+1, 0) → (Rn+1, 0) e h : (Rn, 0) → (Rn, 0) germes

de homeomorfismos bi-Lipschitz. Suponha que Si(x, yi) = (h(x), Hi(x, yi)), para todo

i = 1, ..., r. Então, a aplicação H : (Rn+r, 0)→ (Rn+r, 0), definida como sendo H(x, y) =

(h(x), H1(x, y1), ..., Hr(x, yr)) é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz.

Demonstração. Primeiramente mostraremos que H é um germe de homeomorfismo e

logo em seguida que satisfaz a propriedade bi-Lipschitz.

1) Continuidade: H é cont́ınua, pois cada germe de função coordenada é.

2) Injetividade: Suponha que H(x, y1, ..., yr) = H(z, w1, ..., wr). Então:

h(x) = h(z) ⇒ x = z

H1(x, y1) = H1(z, w1), como x = z, temos y1 = w1
...

...
...

Hr(x, yr) = Hr(z, wr), como x = z, temos yr = wr

Portanto, (x, y) = (z, w).
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3) Sobrejetividade: Tome (z, w) ∈ Rn × Rr. Como h é bijetiva, temos que

existe x ∈ Rn tal que h(x) = z. Para cada (z, wi), temos também que existe (x, yi) tal

que Si(x, yi) = (z, wi), pois Si é bijetiva. Portanto, Hi(x, yi) = wi. Logo, H(x, y1, ..., yr) =

(z, w1, ..., wr).

4) Inversa Cont́ınua: Defina a aplicação T : (Rn×Rr, 0)→ (Rn×Rr, 0) como

sendo S(z, w1, ..., wr) = (h−1(z),M1(z, w1), ...,Mr(z, wr)), onde Mi é dada pela aplicação

S−1i (z, w) = (h−1(z),Mi(z, w)).

Claramente T é um germe de aplicação cont́ınua e além disso,

H ◦ T (z, w) = H(h−1(z),M1(z, w1), ...,Mr(z, wr))

= (z,H1(h
−1(z),M1(z, w1)), ..., Hp(h

−1(z),Mp(z, wp)))

= (z, w1, ..., wp).

De um modo análogo, mostramos que T ◦H(x, y) = (x, y).

5) Propriedade Lipschitz: Como S1, ..., Sr e h são germes de homeomorfismos

bi-Lipschitz, existem constantes positivas a, b tais que;

a ‖ (x, y1)− (u, v1) ‖ ≤ ‖ S1(x, y1)− S1(u, v1) ‖ ≤ b ‖ (x, y1)− (u, v1) ‖

∀ x, u ∈ Rn, ∀ y1, v1 ∈ R
...

...
...

a ‖ (x, yr)− (u, vr) ‖ ≤ ‖ Sr(x, yr)− Sr(u, vr) ‖ ≤ b ‖ (x, yr)− (u, vr) ‖

∀ x, u ∈ Rn, ∀ yr, vr ∈ R

a ‖ x− u ‖ ≤ ‖ h(x)− h(u) ‖ ≤ b ‖ x− u ‖ ∀ x, u ∈ Rn. Portanto,

‖ H(x, y)−H(u, v) ‖ = ‖ (h(x), H1(x, y1), ..., Hr(x, yr))

− (h(u), H1(u, v1), ..., Hr(u, vr)) ‖

= [ ‖ h(x)− h(u) ‖2 + (H1(x, y1)−H1(u, v1))
2

+ · · ·+ (Hr(x, yr)−Hr(u, vr))
2 ]

1
2

≤ [ r ‖ h(x)− h(u) ‖2 + (H1(x, y1)−H1(u, v1))
2

+ · · ·+ (Hr(x, yr)−Hr(u, vr))
2 ]

1
2

≤ [ ‖ h(x)− h(u) ‖2 + (H1(x, y1)−H1(u, v1))
2

+ · · ·+ ‖ h(x)− h(u) ‖2 + (Hr(x, yr)−Hr(u, vr))
2 ]

1
2

≤ [ b2(‖ x− u ‖2 + (y1 − v1)2)

+ · · ·+ b2(‖ x− u ‖2 + (yr − vr)2) ]
1
2
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≤ [ rb2‖ x− u ‖2 + b2(y1 − v1)2 + · · ·+ b2(yr − vr)2 ]
1
2

≤ [ rb2‖ x− u ‖2+rb2(y1 − v1)2+· · ·+rb2(yr − vr)2 ]
1
2

≤ b
√
r [ ‖ x− u ‖2 + (y1 − v1)2 + · · ·+ (yr − vr)2 ]

1
2

≤ b
√
r ‖ (x, y)− (u, v) ‖

Por outro lado,

‖ H(x, y)−H(u, v) ‖ = ‖ (h(x), H1(x, y1), ..., Hr(x, yr))

− (h(u), H1(u, v1), ..., Hr(u, vr)) ‖

= [ ‖ h(x)− h(u) ‖2 + (H1(x, y1)−H1(u, v1))
2

+ · · ·+ (Hr(x, yr)−Hr(u, vr))
2 ]

1
2

≥ [ ‖ h(x)− h(u) ‖2 + 1
r
(H1(x, y1)−H1(u, v1))

2

+ · · ·+ 1
r
(Hr(x, yr)−Hr(u, vr))

2 ]
1
2

≥ [ 1
r
‖ h(x)− h(u) ‖2 + 1

r
(H1(x, y1)−H1(u, v1))

2

+ · · ·+ 1
r
(h(x)− h(u))2 + 1

r
(Hr(x, yr)−Hr(u, vr))

2
]
1
2

≥ [ 1
r
a2(‖ x− u ‖2 + (y1 − v1)2)

+ · · ·+ 1
r
a2(‖ x− u ‖2 + (yr − vr)2) ]

1
2

≥ [ a2‖ x− u ‖2+ 1
r
a2(y1 − v1)2+· · ·+ 1

r
a2(yr − vr)2 ]

1
2

≥ [ 1
r
a2‖ x− u ‖2+1

r
a2(y1 − v1)2+· · ·+1

r
a2(yr − vr)2 ]

1
2

≥ a√
r

[ ‖ x− u ‖2 + (y1 − v1)2 + · · ·+ (yr − vr)2 ]
1
2

≥ a√
r
‖ (x, y)− (u, v) ‖

Portanto, H é um germe de homeomorfismo bi-lipschitz. �

Finitude dos tipos bi-Lipschitz

Teorema 2.5. ( MOSTOWSKI (1985)) Dado c > 0, considere o conjunto de todos os

conjuntos semialgébricos com complexidade ≤ c. Então, o conjunto do tipos bi-Lipschitz

é finito.

A propriedade de complexidade limitada dos conjuntos semialgébricos, no Te-

orema 2.5 é bastante importante. Retirando essa hipótese, facilmente encontramos um

contra exemplo.
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Examplo 2.4. Seja aj ∈ R uma sequência infinita de pontos distintos dois a dois. Defina

um a função polinomial f1 : R2 → R como sendo f1(x, y) = y− a1x e fj+1 : R2 → R dada

por:

fj+1(x, y) = fj(x, y)(y − aj+1x) para todo j ∈ N.

Assim, obtemos uma sequência infinita de funções polinomiais, tais que:

f1
−1(0) = {y = a1x},

f2
−1(0) = {y = a1x} ∪ {y = a2x},

...
...

...

fk
−1(0) = {y = a1x} ∪ {y = a2x} ∪ ... ∪ {y = akx},

...
...

...

Observe que: fk
−1(0)\{(0, 0)} tem exatamente 2k componentes conexas, para todo k ∈ N.

Portanto, fi
−1(0) e fj

−1(0) tem tipos bi-Lipschitz diferentes, para todo i 6= j.

Definição 2.11. Sejam V1, ..., Vp,W1, ...,Wp subconjuntos algébricos do Rn. A sequência

de conjuntos algébricos (V1, ..., Vp) é dita fortemente bi-lipschitz equivalente a sequência

(W1, ...,Wp), se existir um germe de homeomorfismo bi-lipschitz h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal

que h(V1) = W1, ..., h(Vp) = Wp.

Teorema 2.6. Seja Ft = (Vt1, ..., Vtp) uma famı́lia de subconjuntos algébricos do Rn,

com complexidade limitada. Então, o conjunto de classes de equivalência com respeito a

fortemente bi-lipschitz equivalência é finito.

Lema 2.2. Sejam f = (f1, ..., fp), g = (g1, ..., gp) : (Rn, 0)→ (Rp, 0) germes de aplicações

polinomiais. Sejam (X1, ..., Xp), (Y1, ..., Yp) duas sequências de conjuntos algébricos, tais

que Xi = f−1i (0), Yi = g−1i (0) para todo i = 1, ..., p. Suponha que exista um germe de

homeormofismo bi-lipschitz H : (Rn × Rp, 0)→ (Rn × Rp, 0) tal que:

1) Os subconjuntos algébricos Rn×{0}p, Rn×Rp−1×{0}, Rn×Rp−2×{0}×
R, ..., Rn × {0} × Rp−1 são invariantes por H.

2) H(graf(f)) = graf(g)

Então, (X1, ..., Xp) e (Y1, ..., Yp) são fortemente bi-lipschitz equivalentes.

Demonstração. Seja πn : (Rn × Rp, 0) → (Rn, 0) a projeção canônica usual. De-

fina h : (Rn, 0) → (Rn, 0) como sendo h(x) = πn(H(x, f(x))). Note que h é um germe

de homeomorfismo bi-lipschitz. De fato, como g é um germe de aplicação Lipschitz,

a projeção πn|graf(g) é um germe de aplicação bi-Lipschitz. Pelo mesmo argumento, a

aplicação x 7→ (x, f(x)) é bi-Lipschiz. Já a aplicação H é bi-Lipschitz por definição.

Logo, a aplicação h é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz. Mostraremos agora que

h(Xi) = Yi para todo i = 1, ..., p. De fato, tome x ∈ Xi. Então o ponto (x, f(x)) ∈
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graf(f) ∩ Rn × Ri−1 × {0} × Rp−i. Como a aplicação H leva graf(f) no graf(g)

e o espaço Rn × Ri−1 × {0} × Rp−i é invariante por H, obtemos que (g(x), g ◦ h(x)) ∈
graf(g)∩Rn×Ri−1×{0}×Rp−i. Isto é, gi ◦ h(x) = 0. Logo h(x) ∈ Yi. O caso inverso é

análogo, basta aplicar a h−1. �

Observação 2.4. A equivalência de conjuntos definida no Lema 2.2 é chamada equi-

valência bi-lipschitz dos gráficos, com respeito a famı́lia de conjuntos algébricos Rn ×
{0}p,Rn×Rp−1×{0},Rn×Rp−2×{0}, ...,Rn×{0}×Rp−1. Para p = 1, um demonstração

para o caso de conjuntos semialgébricos foi fornecida por MOSTOWSKI (1985).

Demonstração do Teorema 2.6. Pelo Teorema de Trivialidade Lipschitz de VA-

LETTE (2005), o número de classes de equivalência com respeito a equivalência lipschitz

dos gráficos, com respeito a famı́lia de conjuntos algébricos descrita na Observação 2.4 é

finito. Pelo Lema 2.2, conclúımos que o número de classes de equivalência, pela relação

fortemente bi-lipschitz também é finito. �
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3 R EQUIVALÊNCIA E A EQUIVALÊNCIA

É natural pensarmos em uma relação de equivalência onde mudamos as coordenadas do

domı́nio e contra domı́nio, por difeomorfismos locais de classe Cs, onde s = 1, 2, ...,∞, w,
e Cw significa analiticidade real.

3.1 R equivalência

Definição 3.1. Dois germes de aplicações cont́ınuas f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) são ditos

Cs-R equivalentes se existir um difeomorfismo de classe Cs, φ : (Rn, 0) → (Rn, 0) tal que

o diagrama seguinte comuta

(Rn, 0)

φ

��

f // (Rp, 0)

(Rn, 0)

g

99

Se φ é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz, respectivamente germe de

homeomorfismo, então dizemos que f e g são bi-Lipschitz R equivalentes, respectivamente

C0-R equivalentes.

Observação 3.1. Pela própria definição, temos as seguintes implicações:

C0-eq. ⇐ bi-Lipschitz eq. ⇐ C1-eq. ⇐ C2-eq. ⇐ · · · ⇐ C∞-eq. ⇐ Cw- eq.

As implicações inversas da Observação 3.1 não são verdadeiras.

Examplo 3.1. Sejam f, g : (R2, 0)→ (R, 0) funções polinomiais definidas por

f(x, y) = (x2 + y2)
2
, g(x, y) = (x2 + y2)

2
+ xs+4

para s ∈ N. O trabalho de KUIPER (1968) e TAKENS (1971) mostram que f e g são

Cs-R equivalentes, mas não são Cs+1-R equivalentes.

HENRY and PARUSINSKI (2003) mostraram que a bi-Lipschitz-R equivalência

de germes de funções anaĺıticas reais tem moduli, isto é, existem infinitas classes de bi-

Lipschitz-R equivalência para estes germes.

Examplo 3.2. Considere a famı́lia de 1-parâmetro Ft : (R2, 0) → (R, 0) dada por

Ft(x, y) = x3 − 3t2xy4 + y6, t ∈ R. Então, para quaisquer t 6= t
′
, t, t

′
> 0 temos que

Ft não é bi-Lipschitz R equivalente a Ft′ , ou seja, não existe um germe de homeomor-

fismo bi-Lipschitz H : (R2, 0)→ (R2, 0) tal que Ft = Ft′ ◦H.

Em particular, isto mostra que a bi-Lipschitz-R equivalência de germes de
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funções anaĺıticas reais admite moduli cont́ınuo.

Por outro lado, ja vimos que os tipos bi-Lipschitz de germes de conjuntos semi-

algébricos não tem moduli MOSTOWSKI (1985), PARUSINSKI (1988a), PARUSINSKI

(1988b). Consequência direta do Teorema 2.5.

Considere um germe de função anaĺıtica f : (Rn, 0)→ (R, 0)

f(x) = fm(x) + fm+1(x) + ...,

onde fi é uma forma homogênea de grau i e fm 6≡ 0. A multiplicidade de f , mf é definia

por mf := m(f) := m. O Teorema 3.1 mostra que a multiplicidade é um invariante da

bi-Lipschitz R equivalência.

Teorema 3.1. ( FERNANDES and RUAS (2004)) Sejam f, g : (Rn, 0)→ (R, 0) germes

de funções anaĺıticas. Se f e g são bi-Lipschitz R-equivalentes, então f e g tem a mesma

multiplicidade.

Proposição 3.1. Sejam f, g : (Rn, 0)→ (R, 0) germes de funções anaĺıticas, dadas por:

f(x) = fm(x) + fm+1(x) + · · · , fm 6≡ 0,

g(x) = gk(x) + gk+1(x) + · · · , gk 6≡ 0,

Suponha que f e g são C1-R-equivalentes. Então k = m. Além disso, fm e gm

são linearmentes equivalentes.

Em particular, se funções polinomiais homogêneas são C1-R-equivalentes, então

são linearmentes equivalentes.

Demonstração. Como a C1-R equivalência implica na bi-Lipschitz-R equivalência,

temos pelo Teorema 3.1 que k = m. Seja h : (Rn, 0) → (Rn, 0) difeomorfismo local, de

classe C1, tal que f = g ◦ h. Escreva:

hi(x) =
n∑
j=1

aijxj + θi(x)

onde h(x) = (h1(x), ..., hn(x)) e j1θi(0) = 0, para todo i = 1, ..., n. Defina,

A(x) = (
n∑
j=1

a1jxj, ...,

n∑
j=1

anjxj). Como h é um difemorfismo local de classe C1, A é uma

transformação linear de Rn. Portanto,

fm(x) + fm+1(x) + · · · = f(x) = g(h(x)) = gm(A(x)) +G(x)

onde fm+1(x) + · · · = o(|x|m) e G(x) = o(|x|m). Então, temos que fm(x) = gm(A(x)).

Neste caso, dizemos que fm e gm são linearmentes equivalentes. �

Proposição 3.2. Sejam f, g : (Rn, 0) → (R, 0) germes de funções polinômiais. Se f e

g são bi-Lipschitz R equivalentes, então X = f−1(0) e Y = g−1(0) tem o mesmo tipo
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bi-Lipschitz.

A rećıproca da Proposição 3.2 é falsa.

Examplo 3.3. Sejam f, g : (R2, 0) → (R, 0) dadas por f(x, y) = x4k + y2p, g(x, y) =

x4k + y4p onde k, p ∈ N e k > p. Por um lado, temos f−1(0) = g−1(0) = {(0, 0)}. Por

outro lado, m(f) = 2p e m(g) = 4p. Logo, pelo Teorema 3.1, f e g não podem ser

bi-Lipschitz R-equivalentes.

3.2 A equivalência

Definição 3.2. Dois germes de aplicações cont́ınuas f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) são ditos

Cs-A-equivalentes se existem difeomorfismos de classe Cs

h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) e ϕ : (Rp, 0)→ (Rp, 0)

tais que o diagrama seguinte comuta

(Rn, 0)

h
��

f // (Rp, 0)

ϕ

��
(Rn, 0) g

// (Rp, 0)

Se h e ϕ são germes de homeomorfismos bi-Lipschitz, respectivamente germes de home-

omorfismos, então dizemos que f e g são bi-Lipschitz A-equivalentes, respectivamente

C0-A-equivalentes.

Seja P k(n, p) o conjunto das aplicações polinomiais f = (f1, ..., fp) : (Rn, 0)→
(Rp, 0) onde o grau das funções polinomiais f1, ..., fp são menores ou iguais a k ∈ N.

O conjunto quociente de P k(n, p) quocientado pela C0-A equivalência será denotado por

P k(n, p)/C0-A. THOM (1962) mostra que P 12(3, 3)/C0-A é um conjunto infinito. FU-

KUDA (1976) prova que P k(n, 1)/C0-A é um conjunto finito para quaisquer inteiros po-

sitivos n, k. Nakai prova os sequintes resultados.

Teorema 3.2. (NAKAI (1984)) P k(n, p)/C0-A, é um conjunto infinito se n, p, k ≥ 3 ou

n ≥ 3, p ≥ 2, k ≥ 4.

Examplo 3.4. (NAKAI (1984)) Caso (n, p, k) = (3, 2, 4). Seja fa : (R3, 0) → (R2, 0)

dado por

fa(x, y, z) = ((a1x− y)(a2x− y)(a3x− y), (a4x− y)(a5x− y)(a6x− y)z)

onde a1, ..., a6 são números reias distintos e a denota a 6-upla (a1, ..., a6). Por simpliciade,
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suponha a1 < a2 < ... < a6. Esta famı́lia admite infinitas classes com respeito a C0-A
equivalência.

Examplo 3.5. (NAKAI (1984)) Caso (n, p, k) = (3, 3, 3). Seja fb : (K3, 0) → (K3, 0)

dado por

fb(x, y, z) = (b1x
2 + b2xy + b3y

2, (b4x
2 + b5xy + b6y

2)z, (b7x
2 + b8xy + b9y

2)z)

onde b1, ..., b9 são números positivos tais que; 4b1b3 − b22, 4b4b6 − b52, 4b7b9 − b82 > 0

e b denota a 9-upla (b1, ..., b9). Esta famı́lia admite infinitas classes com respeito a C0-A
equivalência.

BENEDETTI and SHIOTA (1991) prova o mesmo resultado que FUKUDA

(1976), só que para funções semialgébricas. Em 2010, S. Alvarez, L. Birbrair, J. C. F.

Costa, A. Fernandes deram modelos simples para a classe de equivalência com respeito a

C0-A-equivalência de funções semialgébricas.

Proposição 3.3. A C0-R equivalência implica na C0-A equivalência.

A rećıproca da Proposição 3.3 é falsa.

Examplo 3.6. Sejam f, g : (R2, 0) → (R2, 0) germes de aplicações dadas por f(x, y) =

(x(x − y),−x2 + xy + y), g(x, y) = (y3, x(x − y3)). Então f e g são C0-A-equivalentes.

Com efeito, defina os homeomorfismos h : (R2, 0) → (R2, 0), ϕ : (R2, 0) → (R2, 0) como

sendo h(x, y) = (x, y3), ϕ(x, y) = (x+ y, x). Portanto,

ϕ ◦ f ◦ h(x, y) = ϕ ◦ f(x, y3)

= ϕ(x(x− y3),−x2 + xy3 + y3)

= (x(x− y3)− x2 + xy3 + y3, x(x− y3))

= (y3, x(x− y3))

= g(x, y)

Entretanto, f e g não são C0-R equivalentes. Suponha, por absurdo, que exista um germe

de homemorfismo h : (R2, 0)→ (R2, 0) tal que f = g◦h. Portanto, (f1, f2) = (g1◦h, g2◦h).

Então, f1 = g1 ◦ h. Absurdo! Pois, f1
−1(0, 0) \ {(0, 0)} tem 4 componentes conexas,

enquanto g1
−1(0, 0) \ {(0, 0)} tem apenas 2 componentes conexas.
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4 C0-K EQUIVALÊNCIA E BI-C0-K EQUIVALÊNCIA

4.1 C0-K equivalência

A questão central na Teoria de Singularidade é a classificação local de aplicações

por difeomorfismos. Contudo, é um problema bastante dif́ıcil, pois requer uma certa ri-

gidez. Então é natural investigar a classificação de aplicações dadas por relações de

equivalências que pedem aplicações mais fracas do que difemorfismos.

Neste caṕıtulo, estudaremos a C0-K equivalência. Esta relação é uma versão

topológica da clássica K-equivalência introduzida por MATHER (1969). Note que tanto

a C0-R equivalência quanto a C0-A equivalência existem casos em que há infinitas classes

de equivalências. Visto agora uma nova relação de equivalência, o que podemos dizer

quanto a suas classes? Elas aparecem em uma quantidade infinita? Essa quantidade é

enumerável? Ou será que ela se difere das relações de equivalência definidas no Caṕıtulo

3 e aparecem em uma quantidade finita de classes?

Definição 4.1. Dois germes de aplicações continuas f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) são C0-K
equivalentes se existem dois germes de homeomorfismos

H : (Rn+p, 0)→ (Rn+p, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que o diagrama seguinte comuta,

(Rn, 0)

h
��

(idn,f)// (Rn × Rp, 0)

H
��

πn // (Rn, 0)

h
��

(Rn, 0)
(idn,g)

// (Rn × Rp, 0) πn
// (Rn, 0)

onde idn é o germe da aplicação identidade do Rn ; πn é a projeção usual em Rn. Além

disso, H1(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn, onde H(x, y) = (h(x), H1(x, y)).

Quando o germe de homeomorfismo h = idn, dizemos que f e g são C0-C
equivalentes.

Proposição 4.1. Dois germes de aplicação f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) são C0-K equivalentes,

se e só se, existir um germe de homeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que f e g ◦h são

C0-C equivalentes.

BIRBRAIR, FERNANDES, and COSTA (2009), provam que o conjunto P k(n, 2)

quocientado com C0-K equivalência é um conjunto finito. Esse resultado mostra a fini-

tude das classes da C0-K equivalência para germes de aplicações do Rn em R2. Será que

podemos obter o mesmo resultado de finitude, porém para germes de aplicações do Rn

em Rp? No final deste caṕıtulo traremos uma resposta.
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Teorema 4.1. (BIRBRAIR, FERNANDES, and COSTA (2009)) Seja P k(n, 2) o con-

junto de todos os germes de aplicação polinômial f : (Rn, 0)→ (R2, 0), onde f = (f1, f2)

e os graus de f1 e f2 são menores ou iguais a k ∈ N. Então, o conjunto das classes de

equivalência de P k(n, 2), com respeito a C0-K equivalência é finito.

Lema 4.1. (NISHIMURA (1997)) Sejam U uma vizinhança da origem de Rn e f, g :

U → (Rp, 0) duas aplicações cont́ınuas. Suponha que exista uma familia de aplicações

continuas Ft : U → Rp (t ∈ [0, 1]) que satisfaça as seguintes sentenças;

i) F0 = f e F1 = g.

ii) Ft
−1(0) = f−1(0) ∀ t ∈ [0, 1].

iii) Para todo t ∈ [0, 1], o vetor Ft(x) não esta incluido no conjunto {αF0(x) |
α ∈ R−} para qualquer x ∈ U \ f−1(0), onde R− = {s ∈ R | s < 0}.

Então, dois germes Ft e Ft′ na origem, são C0-K equivalentes, para todo t, t
′ ∈ [0, 1]. Em

particular, f e g são C0-K equivalentes.

Observação 4.1. O resultado apresentado por Nishimura no Lema 4.1 é ainda mais im-

pactante, pois no decorre da demonstração observamos que f e g serão C0-C equivalentes.

Definição 4.2. Diremos que dois germes de aplicações cont́ınuas f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0)

são ditos Cs-V-equivalentes se existir um difeomorfismo de classe Cs,
h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que h(f−1(0)) = g−1(0).

Se h é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz, respectivamente germe de

homeomorfismo, então dizemos que f e g são bi-Lipschitz-V equivalentes, respectivamente

C0-V equivalentes.

Examplo 4.1. Sejam f, g : (R2, 0) → (R, 0) funções polinomiais dadas por f(x, y) =

y(x− ay)(x− by), g(x, y) = y(x− cy)(x− dy), onde a, b, c, d são constantes reais, dois a

dois, distintos. Portanto, f e g são bi-Lipschitz-V equivalentes. De fato, defina um home-

omorfismo bi-Lipschitz h : (R2, 0) → (R2, 0) como sendo h(x, y) = ( (ad−cb)
(b−a) y + x, (d−c)

(b−a)y).

Então, h(g−1(0)) = f−1(0).

Proposição 4.2. A C0-R equivalência implica na C0-K equivalência.

Demonstração. Sejam f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) germes de aplicações C0-R equivalentes.

Então, existe um germe de homeomorfismo h : Rn → Rn tal que f = g ◦ h. Defina a

aplicação H : (Rn+p, 0) → (Rn+p, 0), como sendo H(x, y) = (h(x), y). Claramente, H é

um germe de homeomorfismo. Além disso,

i) H(x, f(x)) = (h(x), g ◦ h(x))

ii) H(Rn × {0}p) = Rn × {0}p.
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Portanto, f e g são C0-K equivalentes. �

A rećıproca da Proposição 4.2 é falsa.

Examplo 4.2. Sejam f, g : (R2, 0)→ (R2, 0) germes de aplicações polinomiais dadas por

f(x, y) = (x(x − y), x(x − y)(y − 2x)) e g(x, y) = (xy(x − y), x(x − y)). Mostraremos

que f e g são C0-K equivalentes, porém não são C0-R equivalentes. Com efeito, defina

H : (R4, 0)→ (R4, 0) como sendo H(x, y, z, w) = (x, y, 2z + w, z). Portanto,

i) H(x, y, f1(x, y), f2(x, y)) = (x, y, 2f1(x, y) + f2(x, y), f1(x, y))

= (x, y, 2x(x− y) + x(x− y)(y − 2x), x(x− y))

= (x, y, xy(x− y), x(x− y))

= (x, y, g1(x, y), g2(x, y))

ii) H(R2 × {0}2) = R2 × {0}2.

Portanto, f e g são C0-K equivalentes. Suponha, por absurdo, que f e g sejam C0-R
equivalentes. Então, existe um germe de homemorfismo h : (R2, 0)→ (R2, 0) tal que:

f(x, y) = g ◦ h(x, y) ⇒ f1(x, y) = g1 ◦ h(x, y).

Absurdo, pois f−11 (0) \ {(0, 0)} tem apenas 4 componentes conexas, enquanto g−11 (0) \
{(0, 0)} tem 6 componentes conexas.

Examplo 4.3. Seja φ : (Rn, 0) → (R, 0) um germe de função cont́ınua, diferente da

aplicação nula. Defina f(x) = φ(x)2 e g(x) = −φ(x)2. Claramente, f e g são C0-K
equivalentes. Entretanto, não são C0-R equivalentes. Do contrário, existiria um germe

de homeomorfismo h : (Rn, 0) → (Rn, 0) tal que f = g ◦ h. Isto implica que: φ(x)2 =

−(φ ◦ h(x))2. Absurdo! Pois, teŕıamos

0 ≤ φ(x)2 = −(φ ◦ h(x))2 ≤ 0 ⇒ φ ≡ 0.

Proposição 4.3. A C0-A equivalência implica na C0-K equivalência.

Demonstração. Sejam f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) germes de aplicações polinomiais C0-A
equivalentes. Então existem dois germes de homeomorfismos h : Rn → Rn e ϕ : Rp → Rp

tais que f = ϕ ◦ g ◦ h. Defina a aplicação H : (Rn+p, 0) → (Rn+p, 0), como sendo

H(x, y) = (h(x), ϕ−1(y)). Claramente, H é um germe de homeomorfismo. Além disso,

i) H(x, f(x)) = (h(x), ϕ−1(f(x))

= (h(x), ϕ−1 ◦ ϕ ◦ g ◦ h(x))

= (h(x), g ◦ h(x))

ii) H(Rn × {0}p) = Rn × {0}p.
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Portanto, f e g são C0-K equivalentes. �

A rećıproca da Proposição 4.3 é falsa. Isto é, a C0-K equivalẽncia não implica

na C0-A equivalência. Para qualquer n ≥ 7, KING (1980) da exemplos de polinômios

f, g : (Rn, 0) → (R, 0) com singularidade isolada que são C0-V equivalentes, mas não

são C0-A equivalentes. Combinando com o resultado de NISHIMURA (1997) que mostra

que a C0-V equivalência de funções anaĺıticas com singularidade isolada implica na C0-K
equivalência, temos assim um contra exemplo. Entretanto, existem casos particulares em

que vale a rećıproca da Proposição 4.3.

Teorema 4.2. ( BIRBRAIR and NUÑO-BALLESTEROS (2012)) Seja n = 2, 3 e f, g :

(Rn, 0) → (R, 0) duas funções polinomiais. Se f e g são C0-K equivalentes então serão

C0-A equivalentes.

Proposição 4.4. A C0-K equivalência implica na C0-V equivalência.

A rećıproca da Proposição 4.4 é falsa.

Examplo 4.4. Seja f : (Rn, 0)→ (R, 0) um germe de função anaĺıtica, tal que f assuma

valores positivos e negativos, em qualquer vizinhança da origem. Defina g : (Rn, 0) →
(R, 0) como sendo g(x) = f(x)2. Então, f e g são topologicamente V-equivalentes. Porém,

não são C0-K equivalentes. Suponha, por absurdo, que f e g sejam C0-K equivalentes.

Então, existiriam dois germes de homeomorfismos

H : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que:

i) H(x, y) = (h(x), H1(x, y))

ii) H(x, f(x)) = (h(x), g ◦ h(x))

iii) H(Rn × {0}) = Rn × {0}

Defina V+ = {(x, y) ∈ Rn × R | y > 0} e V− = {(x, y) ∈ Rn × R | y < 0}.

Uma das seguintes opções abaixo acontece.

1) H(V+) = V+ e H(V−) = V− ou

2) H(V+) = V− e H(V−) = V+.

Do contrário, existiriam pontos a, b, c, d ∈ Rn × R, onde a ∈ V+ e b, c, d ∈ V− com

H(a) = b, H(c) = d. Considere o caminho λ : [0, 1] → V− ligando os pontos b e d.

Assim, H−1 ◦λ é um caminho em Rn×R, ligando os pontos a e c que passa por Rn×{0}.
Mas isto é um absurdo, pois H(x, 0) = (h(x), 0). Agora, observe que;

Por um lado, temos graf(g) ∩ V− = ∅.
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Por outro lado, graf(f) ∩ V+ 6= ∅ e graf(f) ∩ V− 6= ∅.

Pela definição da C0-K equivalência, H(graf(f)) = graf(g). Portanto, H estaria levando

pontos de V+ e V− em pontos de V+. Absurdo!

Daremos condições para que a C0-V equivalência implique na C0-K equivalência.

Sejam f, g : (Rn, 0)→ (R, 0) (n = 2, 3) funções anaĺıticas reias com singularidade isolada.

KING (1980) mostra que a C0-V equivalência implica na C0-A equivalência. O caso n = 2

também segue pelo trabalho de PRISHLYAK, Alexander O (1999) e ALVAREZ, BIR-

BRAIR, COSTA, and FERNANDES (2010).

Definição 4.3. Um germe de função anaĺıtica f : (Rn, 0) → (R, 0), é dito finitamente

r-C0-k-determinado se existir um número positivo r tal que, para qualquer outro germe de

função anaĺıtico g : (Rn, 0)→ (R, 0) com jrf(0) = jrg(0) tem-se f C0-K equivalente a g.

Se f é r-C0-k-determinado para algum r, então f é C0-k finitamente determi-

nado ou C0-k finito e r (o menor posśıvel) é o grau de determinação de f .

Proposição 4.5. Seja f, g : (Rn, 0)→ (R, 0) (n ≥ 2) dois germes de funções finitamente

C0-k-determinados. Então as afirmações abaixo são equivalentes:

1) f e g são C0-K equivalente,

2) f e g são C0-V equivalentes.

Demonstração. NISHIMURA (1997).

Teorema 4.3. (COSTA and NUÑO-BALLESTEROS (2013)) Sejam f, g : (Rn, 0) →
(Rn−1, 0) germes de aplicações C0-k finitamentes determinados. Então f e g são C0-K-

equivalentes se, e somente se, o conjunto dos zeros de f e g tem o mesmo número de

semiramos (desde que esse número seja 6= 0).

Examplo 4.5. Sejam f, g : (R2, 0)→ (R, 0) germes de aplicações polinomiais dadas por

f(x, y) = x + y, g(x, y) = (x+ y)2. Essas aplicações tem o mesmo conjunto de zero,

portanto, tem o mesmo número de semi-ramos. Entretanto, vimos no Exemplo 4.4 que f

e g não são C0-K-equivalentes. Esse exemplo não contrária o Teorema 4.3, pois g não é

C0-k finitamente determinado.

Agora estamos diante de um dos resultados mais importantes desenvolvidos

nesse trabalho. O Teorema 4.4 fornece condições para que germes de aplicações sejam C0-
K equivalentes. Através dele, o problema de finitude do número de classes de equivalências

de germes de aplicações polinomias, com o grau limitado, fornecidada pela relação C0-K
equivalência fica diretamente relacionado a um outro problema: A finitude do número de

classes de equivalência de famı́lias de conjuntos algébricos, fornecida pela relação forte-

mente topológicos equivalentes.
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Teorema 4.4. Sejam f = (f1, ..., fp), g = (g1, ..., gp) : (Rn, 0) → (Rp, 0) germes de

aplicações polinomiais. Considere os conjuntos algébricos Xi = fi
−1(0), Yi = gi

−1(0) para

todo i = 1, ..., p. Suponha que exista um germe de homeomorfismo h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

satisfazendo as seguintes condições:

1) h(X1) = Y1, ...., h(Xp) = Yp

2) sinal(f1(x)) = sinal(g1 ◦ h(x)) ∀ x ∈ Rn \X1
...

...
...

sinal(fp(x)) = sinal(gp ◦ h(x)) ∀ x ∈ Rn \Xp

Então, f e g são C0-K equivalente. Além disso, qualquer combinação das funções coor-

denadas de f será C0-K equivalente aos seus respectivos correspondentes em g. Isto é,

fi é C0-K equivalente a gi, (fi , fs) é C0-K equivalente a (gi , gs), (fi , fs , ..., fr) é C0-K
equivalente a (gi , gs , ..., gr) para quaisquer 1 ≤ i, s, ..., r ≤ p.

Demonstração. Defina uma homotopia Ft : (Rn, 0)→ (R, 0), t ∈ [0, 1], como sendo,

Ft(x) = (1− t)(fi(x)) + t(gi ◦ h(x))

Note que:

i) F0 = fi e F1 = gi ◦ h

Segue pela própria construção.

ii) Ft
−1(0) = fi

−1(0) para todo t ∈ [0, 1]

Mostraremos que Ft
−1(0) ⊆ f−1i (0). De fato, tome x0 ∈ Ft−1(0). Portanto,

(1− t)(fi(x0)) + t(gi ◦ h(x0)) = 0.

Por outro lado,

sinal(fi(x)) = sinal(gi ◦ h(x)), para todo x ∈ Rn \ fi−1(0)

Logo fi(x0) = gi ◦ h(x0) = 0 e consequentemente, x0 ∈ fi−1(0). A outra inclusão segue

de modo trivial. Portanto, Ft
−1(0) = fi

−1(0), para todo t ∈ [0, 1]

iii) Para todo t ∈ [0, 1], o vetor Ft(x) não esta incluido no conjunto {αF0(x) |
α ∈ R−}, para todo x ∈ Rn \ fi−1(0)

Suponha, por absurdo, que o vetor Ft0(x0) ∈ {αF0(x) | α ∈ R−} para algum

x0 ∈ Rn \ f−1i (0) e para algum t0 ∈ [0, 1]. Logo, existe um α ∈ R− tal que;

(1− t0)(fi(x0)) + t0(gi ◦ h(x0)) = αfi(x0).

Assim, (1− t0−α)(fi(x0))+ t0(gi ◦h(x0)) = 0. Como (1− t0−α), t0 são maiores ou iguais

a 0 e sinal(fi(x)) = sinal(gi ◦ h(x)), temos x0 ∈ fi
−1(0). O que não é posśıvel, por

hipótese. Portanto, pelo Lema 4.1 , fi e gi◦h são C0-K equivalentes, para todo i = 1, ..., p.
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Isto é, existem germes de homeomorfismos,

Ti : (Rn × R, 0)→ (Rn × R, 0) e ti : (Rn, 0)→ (Rn, 0),

tais que o diagrama seguinte comuta,

(Rn, 0)

ti
��

(idn,fi)// (Rn × Rp, 0)

Ti
��

πn // (Rn, 0)

ti
��

(Rn, 0)
(idn,gi◦h)

// (Rn × Rp, 0) πn
// (Rn, 0)

além disso, Hi(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn onde Ti(x, y) = (ti(x), Hi(x, y)).

Note que, o germe de homeomorfismo ti = idn, como já havia sido comentado

na Observação 4.1. Isto é, fi e gi ◦h são C0-C equivalentes, para todo i = 1, ..., p. Defina

uma aplicação H : (Rn × Rp, 0)→ (Rn × Rp, 0) como sendo:

H(x, y1, ..., yp) = (h(x), H1(x, y1), ..., Hp(x, yp))

Pela Proposição 2.3, a aplicação H(x, y1, ..., yp) = (h(x), H1(x, y1), ..., Hp(x, yp)) é um

germe de homeomorfismo. Além disso, satisfaz as seguintes propriedades:

i) H(x, f1(x), ..., fp(x)) = (h(x), g1 ◦ h(x), ..., gp ◦ h(x))

ii) H(Rn × {0}p) = Rn × {0}p

Portanto, f e g são C0-K equivalentes.

A Segunda parte deste Teorema segue de forma imediata. De fato, tome

uma combinação qualquer das funções coordenadas de f . A saber (fs, ft, ..., fr). Defina

uma aplicação H(x, ys, yt, ..., yr) = (h(x), Hs(x, ys), Ht(x, yt), ..., Hr(x, yr)). De um modo

análogo ao anterior, mostramos que H é um germe de homeomorfismo e além disso,

i) H(x, fs(x), ft(x), ..., fr(x)) = (h(x), gs ◦ h(x), gt ◦ h(x)..., gr ◦ h(x))

ii) H(Rn × {0} × ...× {0}) = Rn × {0} × ...× {0}

Portanto, (fs, ft, ..., fr) e (gs, gt, ..., gr) são C0-K equivalentes. �

4.2 Bi-C0-K equivalência

Em 1977, J. P. Durfour introduz a noção da bi-estabilidade para pares de

germes (f, g) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0) e estuda o problema de classificação dos pares

de germes para alguns casos particulares. Note que, para pares de germes de aplicações

(f, g) : (Rn, 0)→ (Rp × Rq, 0) temos um diagrama divergente

(Rq, 0)
g←− (Rn, 0)

f−→ (Rp, 0).



34

Alguns resultados de classificção, envolvendo diagrama divergentes podem ser encontrados

em DUFOUR (1977), MANCINI, RUAS, and TEIXEIRA (2002), TEXEIRA (1982), entre

outros. Recentemente, COSTA, PEDROSO, and SAIA (2016) introduziram a noção da

Bi-K equivalência topológica (ou a Bi-C0-K equivalência) e apresentam alguns problemas

em aberto sobre esta relação de equivalência. No final desta seção, daremos uma resposta

para um desses problemas lançados. A saber: O problema de finitude.

Definição 4.4. Dois pares de germes de aplicações continuas (f1, f2), (g1, g2) : (Rn, 0)→
(Rp×Rq, 0) são ditos Bi-C0-K equivalentes se existirem dois germes de homeomorfismos

H : (Rn × Rp × Rq, 0)→ (Rn × Rp × Rq, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que o diagrama seguinte comuta

(Rn, 0)

h
��

(idn,(f1,f2))// (Rn × Rp × Rq, 0)

H
��

πn // (Rn, 0)

h
��

(Rn, 0)
(idn,(g1,g2))

// (Rn × Rp × Rq, 0) πn
// (Rn, 0)

onde idn é o germe da aplicação identidade do Rn ; πn é a projeção usual em Rn. Além

disso, H(x, y, z) = (h(x), H1(x, y), H2(x, z)), onde H1 : (Rn × Rp, 0) → (Rp, 0), H2 :

(Rn × Rq, 0)→ (Rq, 0) e H1(x, 0) = H2(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn.

Quando o germe de homeomorfismo h = idn, dizemos que os pares (f1, f2) e

(g1, g2) são Bi-C0-C equivalentes.

Proposição 4.6. Sejam f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0) dois pares de

germes de aplicações cont́ınuas. Então,

1) Se (f1, f2) e (g1, g2) são Bi-C0-K equivalentes, então os germes de aplicações

f = (f1, f2) e g = (g1, g2) são C0-K equivalentes.

2) Se (f1, f2) e (g1, g2) são Bi-C0-K equivalentes, então os germes de aplicações

f1 e g1 são C0-K equivalentes e também os germes de aplicações f2 e g2 são C0-K equiva-

lentes.

Demonstração. Considere f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0) dois pares

de germes de aplicações cont́ınuas.

1) Segue da própria definição da Bi-C0-K equivalência.

2) Suponha que os pares de germes de aplicações (f1, f2) e (g1, g2) sejam Bi-

C0-K equivalentes. Portanto, existem dois germes de homeomorfismos,

H : (Rn × Rp × Rq, 0)→ (Rn × Rp × Rq, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que:



35

i) H(x, y, z) = (h(x), H1(x, y), H2(x, z))

ii) H(x, f1(x), f2(x)) = (h(x), g1 ◦ h(x), g2 ◦ h(x))

iii) H1(Rn × {0}p) = Rn × {0}p e H2(Rn × {0}q) = Rn × {0}q

Defina duas aplicações S : (Rn, 0) → (Rp, 0), T : (Rn, 0) → (Rq, 0), como sendo:

S(x, y) = (h(x), H1(x, y)) e T (x, z) = (h(x), H2(x, z)). Logo, S e T são germes

de homeomorfismos. Além disso, os pares de germes de homeomorfismo (h, S) e (h, T )

satisfazem as condições da Definição 4.1. �

Proposição 4.7. A Bi-C0-K equivalência implica na C0-K equivalência.

A rećıproca da Proposição 4.7 é falsa.

Examplo 4.6. Seja f : (R2, 0)→ (R, 0) um germe de função anaĺıtica, tal que f assuma

valores positivos e negativos em qualquer vizinhança da origem. Defina um par de germes

de funções F,G : (R2, 0) → (R2, 0) como sendo F (x) = (f(x), f(x) + f(x)2) e G(x) =

(f(x)2, f(x) + f(x)2). Mostraremos que F e G são C0-K equivalentes.

Primeiramente, defina H : (R4, 0) → (R4, 0) como sendo H(x, y, z, w) =

(x, y, w − z, w). Então,

i) H(x, y, F1(x, y), F2(x, y)) = (x, y, f2(x, y)− f1(x, y), f2(x, y))

= (x, y, f(x) + f(x)2 − f(x), f(x) + f(x)2)

= (x, y, f(x)2, f(x) + f(x)2)

= (x, y,G1(x, y), G2(x, y))

ii) H(R2 × {0}2) = R2 × {0}2.

Portanto, F e G são C0-K equivalentes. Entretanto, F e G não são Bi-C0-K equivalentes.

Do contrário, pelo item 2), da Proposição 4.6, F1 seria C0-K equivalente a G1. Isto é, o

germe da função f seria C0-K equivalente a f 2. Absurdo! Pois no exemplo 4.4 mostramos

que isso não ocorre.

4.2.1 Finitude da Equivalência Bi-C0-K

Teorema 4.5. (Teorema de Finitude) Seja P k(n, p × q) o conjunto de todos os pares

de germes de aplicações polinomiais (f, g) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0), f = (f1, ..., fp) e

g = (g1, ..., gq), onde o grau de f1, ..., fp, g1, ..., gq são menores ou iguais a k ∈ N. Então o

conjunto das classes de equivalência de P k(n, p× q), com respeito a Bi-C0-K equivalência

é finito.

Lema 4.2. Sejam fi, gi : (Rn, 0)→ (R, 0) germes de funções polinomiais onde o grau de
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fi, gi são menores ou iguais a k ∈ N. Considere Xi, Yi subconjuntos algébricos do Rn, tais

que Xi = f−1i (0), Yi = g−1i (0) para todo i ∈ N. Suponha que para todo i, j ∈ N, (Xi, Yi)

e (Xj, Yj) são fortemente topológicos equivalentes, via um germe de homeomorfismo hij :

(Rn, 0)→ (Rn, 0). Então, existe s 6= t em N tal que: sinal(fs(x)) = sinal(ft ◦ hst(x)) ∀ x ∈ Rn \ f−1s (0)

sinal(gs(x)) = sinal(gt ◦ hst(x)) ∀ x ∈ Rn \ g−1s (0)

Demonstração. Primeiramente observe que cada Xi tem o mesmo tipo topológico de

Xj, para todo i, j ∈ N. Portanto, Rn \ Xi tem a mesma quantidade de componente

conexas de Rn \ Xj. Isto é, Rn \ Xk =
n⋃
j

Cjk para todo k ∈ N. Além disso, podemos

associar cada componente conexa Cjk a um sinal. A saber, se fk > 0 em Cjk, associamos

ao sinal +. Se fk < 0 em Cjk, associamos ao sinal −, onde f−1k (0) = Xk. Portanto,

podemos construir uma tabela que discrimina o sinal em cada componente conexa. Por

exemplo:

C11 → + C12 → + C13 → − · · · C1k → − · · ·
C21 → + C22 → + C23 → − · · · C2k → + · · ·
C31 → + C32 → − C33 → + · · · C3k → − · · ·

...
...

...
...

...
...

Cn1 → + Cn2 → − Cn3 → − · · · Cnk → + · · ·

Temos n componentes conexas, logo existem apenas 2n possibilidades distintas quanto

aos posśıveis sinais. Como temos uma quantidade infinita de conjuntos algébricos e temos

uma quantidade finita de combinações dos sinais, temos que, pelo menos uma codificação

dos sinais se repete infinita vezes. Tome essa combinação. Portanto, a menos de uma

subsequência, podemos supor que o sinal é preservado em cada componente conexa.

C11 → + C12 → + C13 → + · · · C1k → + · · ·
C21 → − C22 → − C23 → − · · · C2k → − · · ·
C31 → + C32 → + C33 → + · · · C3k → + · · ·

...
...

...
...

...
...

Cn1 → − Cn2 → − Cn3 → − · · · Cnk → − · · ·

Portanto, sinal(fl(x)) = sinal(fr ◦ hlr(x)), para todo x ∈ Rn \ f−1l (0) e l, r ∈ N.

Em cima dessa minha nova sequência, faça esse mesmo processo para os sub-

conuntos algébricos Y1, Y2, ..., Yk, ... . Assim, conclúımos que existirá um s 6= t, tal que:
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 sinal(fs(x)) = sinal(ft ◦ hst(x)) ∀ x ∈ Rn \ f−1s (0)

sinal(gs(x)) = sinal(gt ◦ hst(x)) ∀ x ∈ Rn \ g−1s (0)

�

Demonstração do Teorema 4.5. Suponha, por absurdo, que existam infinita classes

de equivalência. Logo podemos tomar uma infinidade de representantes de pares de germes

de aplicações

(f1, g1) , (f2, g2) , ... , (fn, gn) , ...

os quais não são, dois a dois, Bi-C0-K equivalentes. Observe que estamos trabalhando

com aplicações,

fi = (fi1, ..., fip) : (Rn, 0)→ (Rp, 0) e gi = (gi1, ..., giq) : (Rn, 0)→ (Rq, 0).

Para cada i ∈ N, considere os subconjuntos algébricos do Rn :

Xis = fis
−1(0), Ylk = flk

−1(0) onde 1 ≤ s ≤ p e 1 ≤ k ≤ q.

Assim, obtemos uma sequência infinita de conjuntos algébricos

(X11, ..., X1p, Y11, ..., Y1q), ..., (Xn1, ..., Xnp, Yn1, ..., Ynq), ...

Pelo Teorema 2.4, sabemos que o conjunto das classes de equivalência, com respeito a

relação fortemente topológica é finito. Portanto, a menos de uma subseqência, podemos

supor que

(X11, ..., X1p, Y11, ..., Y1q), ..., (Xn1, ..., Xnp, Yn1, ..., Ynq), ...

são, dois a dois, fortemente topológicos equivalentes. Ou seja, para cada par de sequência

(Xi1, ..., Xip, Yi1, ..., Yiq), (Xj1, ..., Xjp, Yj1, ..., Yjq) existe um germe de homeomorfismo hij :

(Rn, 0) → (Rn, 0) tal que hij(Xi1) = Xj1, ..., hij(Xip) = Xjp, hij(Yi1) = Yj1, ..., hij(Yiq) =

Yjq. Pelo Lema 4.2, existe i 6= j em N, tal que:

sinal(fi1(x)) = sinal(fj1 ◦ hij(x)) ∀ x ∈ Rn \ f−1i1 (0)
...

...
...

...

sinal(fip(x)) = sinal(fjp ◦ hij(x)) ∀ x ∈ Rn \ f−1ip (0)

sinal(gi1(x)) = sinal(gj1 ◦ hij(x)) ∀ x ∈ Rn \ g−1i1 (0)
...

...
...

...

sinal(giq(x)) = sinal(gjq ◦ hij(x)) ∀ x ∈ Rn \ g−1iq (0)

Por simplicidade, iremos considerar hij = h. Note que:

i) h(Xi1) = Xj1, ..., h(Xip) = Xjp

ii) sinal(fi1(x)) = sinal(fj1 ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn \ f−1i1 (0)
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...
...

...

sinal(fip(x)) = sinal(fjp ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn \ f−1ip (0)

Pelo Teorema 4.4, os germes de aplicações fi e fj ◦h são C0-C equivalentes. Ou seja, existe

um germe de homeomorfismo

T : (Rn × Rp, 0)→ (Rn × Rp, 0) onde T (Rn × {0}p) = Rn × {0}p

e o seguinte diagrama comuta:

(Rn, 0)

idn
��

(idn,fi)// (Rn × Rp, 0)

T
��

πn // (Rn, 0)

idn
��

(Rn, 0)
(idn,fj◦h)

// (Rn × Rp, 0) πn
// (Rn, 0)

Além disso, H1(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn onde T (x, y) = (x,H1(x, y)). De um modo

análogo, temos que:

i) h(Yi1) = Yj1, ..., h(Yiq) = Yjq

ii) sinal(gi1(x)) = sinal(gj1 ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn \ g−1i1 (0)

...
...

...

sinal(giq(x)) = sinal(gjq ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn \ g−1iq (0)

Portanto, os germes de aplicações gi e gj são C0-C equivalentes. Logo existe um germe de

homeomorfismo

S : (Rn × Rq, 0)→ (Rn × Rq, 0) onde S(Rn × {0}q) = Rn × {0}q

e o seguinte diagrama comuta:

(Rn, 0)

idn
��

(idn,gi)// (Rn × Rq, 0)

S
��

πn // (Rn, 0)

idn
��

(Rn, 0)
(idn,gj◦h)

// (Rn × Rq, 0) πn
// (Rn, 0)

Além disso, H2(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn, onde S(x, z) = (h(x), H2(x, z)). Defina

a aplicação M : (Rn × Rp × Rq, 0)→ (Rn × Rp × Rq, 0), como sendo

M(x, y, z) = (h(x), H1(x, y), H2(x, z)).

De forma análoga a Proposição 2.3, temos que M é um germe de homeomorfismo. Além
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disso, o diagrama abaixo comuta

(Rn, 0)

h
��

(idn,(fi,gi))// (Rn × Rp × Rq, 0)

M
��

πn // (Rn, 0)

h
��

(Rn, 0)
(idn,(fj ,gj))

// (Rn × Rp × Rq, 0) πn
// (Rn, 0)

onde fi = (fi1, ..., fip), fj = (fj1, ..., fjp), gi = (gi1, ..., giq), gj = (gj1, ..., gjq).

Portanto, (fi, gi) e (fj, gj) são bi-C0-K equivalente. Absurdo! �

Finitude da Equivalência C0-K

Corolário 4.1. Seja P k(n, p) o conjunto de todos os germes de aplicações polinomiais

f = (f1, ..., fp) : (Rn, 0) → (Rp, 0), onde o grau de f1, ..., fp são menores ou iguais a

k ∈ N. Então o conjunto das classes de equivalência de P k(n, p), com respeito a C0-K
equivalência é finito.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existam infinita classes de equivalência.

Logo podemos tomar uma infinidade de representantes de germes de aplicações

f1 , f2 , ..., fn , ...

os quais não são, dois a dois, C0-K equivalentes. Assim, obtemos uma nova sequência, de

infinitos pares de germes de aplicações

(f1, f1) , (f2, f2) , ..., (fn, fn) , ...

Pelo Teorema 4.5, podemos supor, sem perda de generalidade, que (fi, fi) é Bi-C0-K
equivalente a (fj, fj), para algum i 6= j. Porém, pelo item 2), da Proposição 4.6, teŕıamos

que fi e fj seriam C0-K equivalentes. Absurdo! �
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5 K-BI-LIPSCHITZ EQUIVALÊNCIA E BI-K-BI-LIPSCHITZ

EQUIVALÊNCIA.

5.1 K-bi-Lipschitz equivalência

Iremos definir uma relação que exige praticamente as mesmas propriedades que

a C0-K equivalência. A diferença é que agora iremos trabalhar com germes de homeomor-

fismos bi-lipschitz ao invés de germe de homeomorfismos. Claramente, a K-bi-Lipschitz

equivalência implica na C0-K equivalência.

Teoremas de finitude de diferentes tipos aparecem no desenvolvimento da Te-

oria da Singularidade moderna. Quando se considera um problema de classificação, é

natural analisar o comportamento das suas classes de equivalências. Como por exemplo,

analisar se essas classes aparecem em uma quantidade finita ou não.

Definição 5.1. Dois germes de aplicações continuas f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) são K-bi-

Lipschitz equivalentes se existem dois germes de homeomorfismos bi-Lipschitz

H : (Rn+p, 0)→ (Rn+p, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que o diagrama seguinte comuta

(Rn, 0)

h
��

(idn,f)// (Rn × Rp, 0)

H
��

πn // (Rn, 0)

h
��

(Rn, 0)
(idn,g)

// (Rn × Rp, 0)
πn // (Rn, 0)

e além disso, H1(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn, onde H(x, y) = (h(x), H1(x, y)).

Quando h = idn dizemos que f e g são C-bi-Lipschitz equivalentes.

Examplo 5.1. Ao contrário do que acontece no Exemplo 3.2, existem infinidades valores

do parâmetro t para os quais Ft(x, y) = x3 − 3t2xy4 + y6 estão em uma mesma classe de

eqivalência da relação K-bi-Lipschitz. (Isto é consequência direta do Teorema 5.1, que

provaremos mais na frente.)

Proposição 5.1. Sejam f, g : (Rn, 0) → (R, 0) germes de funções cont́ınuas e considere

os conjuntos X = f−1(0) e Y = g−1(0). Se f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes, então

X e Y tem o mesmo tipo bi-Lipschitz.

Demonstração. Pela definição da equivalência K-bi-Lipschitz, existem germes de ho-

meomorfismos bi-Lipschitz

H : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)
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tais que:

i) H(x, y) = (h(x), H1(x, y))

ii) H(x, f(x)) = (h(x), g ◦ h(x))

iii) H(Rn × {0}) = Rn × {0}

Como H é bi-Lipschitz, existem constantes reais positivas a, b tais que:

a|f(x)| ≤ |g ◦ h(x)| ≤ b|f(x)|

Donde tiramos que X e Y tem o mesmo tipo bi-Lipschitz. �

A rećıproca da Proposição 5.1 é falsa.

Examplo 5.2. Sejam f, g : (R2, 0) → (R, 0) germes de funções polinomiais dadas por

f(x, y) = x2 + y2 e g(x, y) = x2p + y2q, onde p, q ∈ N e p, q são maiores ou iguais a 2.

Portanto, f−1(0) = g−1(0) = {(0, 0)}, logo possuem o mesmo tipo bi-Lipschitz. Porém, f

e g não são K-bi-Lipschitz equivalentes. Suponha, por absurdo, que sejam K-bi-Lipschitz

equivalentes. Então, existem germes de homeomorfismos bi-Lipschitz

H : (R3, 0)→ (R3, 0) e h : (R2, 0)→ (R2, 0) tais que:

i) H(x, y, z) = (h(x, y), H1(x, y, z))

ii) H(x, y, g(x, y)) = (h(x, y), f ◦ h(x, y))

iii) H(R2 × {0}) = R2 × {0}

Portanto, existem constantes reais positivas a, b tais que:

a ‖ (x, y, z)− (u, v, w) ‖≤‖ H(x, y, z)−H(u, v, w) ‖≤ b ‖ (x, y, z)− (u, v, w) ‖

para todo (x, y, z), (u, v, w) ∈ R3

a ‖ (x, y)− (u, v) ‖≤‖ h(x, y)− h(u, v) ‖≤ b ‖ (x, y)− (u, v) ‖

para todo (x, y), (u, v) ∈ R2. Por um lado, teŕıamos:

a|g(x, y)| ≤ |f ◦ h(x, y)| ≤ b|g(x, y)|

⇒ a(x2p + y2q) ≤ h1(x, y)2 + h2(x, y)2 ≤ b(x2p + y2q)

Por outro lado,

a ‖ (x, y) ‖≤‖ h(x, y) ‖≤ b ‖ (x, y) ‖

⇒ a2(x2 + y2) ≤ h1(x, y)2 + h2(x, y)2 ≤ b2(x2 + y2)

Ou seja, a2(x2 + y2) ≤ b(x2p + y2q). Absurdo, visto que estamos em uma vizinhança

suficientemente próxima da origem e p, q são maiores ou iquais a 2. �
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Em 2007 Birbrair, Costa, Fernandes, and Ruas mostram que o número das

classes de P k(n, 1) quocientado com K-bi-Lipschitz equivalência é um conjunto finito.

Teorema 5.1. (BIRBRAIR, COSTA, FERNANDES, and RUAS (2007)) Seja P k(n, 1)

o conjunto de todos os germes de funções polinomiais f : (Rn, 0) → (R, 0), onde o grau

de f é menor ou igual a k ∈ N. Então o conjunto das classes de equivalência de P k(n, 1),

com respeito a K-bi-Lipschitz equivalência é finito.

Definição 5.2. Duas funções f, g : (Rn, 0) → (R, 0) tem o mesmo contato no ponto

x0 ∈ Rn, se existir uma vizinhança Ux0 de x0 em Rn e duas constantes reais positivas a, b

tais que, para todo x ∈ Ux0 temos:

a f(x) ≤ g(x) ≤ b f(x)

Usaremos a notação: f ≈ g.

Sejam f, g : (Rn, 0) → (R, 0) duas funções. Se f e g tem o mesmo contato

na origem, então f−1(0) = g−1(0). Isto é, ter o mesmo contato na origem, implica que o

conjunto dos zeros de cada função coincidem. A rećıproca não é verdadeira.

Examplo 5.3. Sejam f, g : (R2, 0) → (R, 0) duas funções polinomiais, onde f(x, y) =

x − y, g(x, y) = (x− y)2. Observe que f−1(0) = {(x, y) ∈ R2 | x = y} = g−1(0).

Entretanto, suponha que f e g tenham o mesmo contato. Então existem constantes reais

positivas a, b, tal que, em uma vizinhança suficientemente pequena af(x) ≤ g(x) ≤ bf(x).

Faça x = 2y, então temos que ay ≤ y2 ≤ by. Absurdo!

Teorema 5.2. Seja f, g : (Rn, 0)→ (R, 0) dois germes de funções Lipschitz. Então, f e

g são C-bi-Lipschitz equivalente se, e somente se, umas das seguintes condições acontece:

i) f ≈ g

ii) f ≈ −g

Demonstração. Suponha que os germes de funções Lipschitz f e g sejam C-bi-Lipschitz

equivalentes. Então, existe um germe de homeomorfismo bi-lipschitz H : (Rn+1, 0) →
(Rn+1, 0), tal que:

i) H(x, y) = (x,H1(x, y))

ii) H(x, f(x)) = (x, g(x))

iii) H(Rn × {0}) = Rn × {0}.

Defina V+ = {(x, y) ∈ Rn × R | y > 0 e V− = {(x, y) ∈ Rn × R | y < 0}.

Afirmação 5.2.1. Uma das seguintes opções abaixo acontece.
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1) H(V+) = V+ e H(V−) = V− ou

2) H(V+) = V− e H(V−) = V+.

Prova . Do contrário, existiriam pontos a, b, c, d ∈ Rn × R, onde a ∈ V+ e b, c, d ∈ V−
com H(a) = b, H(c) = d. Considere o caminho λ : [0, 1] → V− ligando os pontos b e d.

Assim, H−1 ◦λ é um caminho em Rn×R, ligando os pontos a e c que passa por Rn×{0}.
Mas isto é um absurdo, pois H(x, 0) = (x, 0). Iremos analisar os dois casos. �

Caso 1) H(V+) = V+ e H(V−) = V−

Neste caso, f e g tem os mesmo sinais em cada componente conexa do conjunto

Rn \ f−1(0). Como o germe de homeomorfismo H é bi-lipschitz, existem constantes reais

positivas a, b, c, d, tais que:

a|f(x)| ≤ ‖ H(x, f(x))−H(x, 0) ‖ ≤ b|f(x)|

Note que:

‖ H(x, f(x))−H(x, 0) ‖ = ‖ (x, g(x) )− (x, 0) ‖ ≥ |g(x)|

Logo,

b|f(x)| ≥ |g(x)|.

Por outro lado,

c|g(y)| ≤ ‖ H−1(y, g(y))−H−1(y, 0) ‖ ≤ d|g(y)|

Note também que:

‖ H−1(y, g(y))−H−1(y, 0) ‖ = ‖ (y, f(y) )− (y, 0) ‖ ≥ |f(y)|

Logo,

d|g(y)| ≥ |f(y)|.

Como sinal(f(x)) = sinal(g(x)), para todo x ∈ Rn \ f−1(0), conclúımos que: f ≈ g.

Caso 2) H(V+) = V− e H(V−) = V+.

Neste caso, f e g tem os sinais contrários, em cada componente conexa do

conjunto Rn \ f−1(0). Defina a função φ : (Rn, 0) → (R, 0) como sendo φ(x) = −g(x).

Portanto, f e φ tem os mesmo sinal em cada componente conexa do conjunto Rn \
f−1(0). Além disso, existem constantes positivas a, b tais que a|f(x)| ≤ |φ(x)| ≤ b|f(x)|.
Portanto, temos f ≈ φ. Ou seja, f ≈ −g.

Reciprocamente, suponha que f ≈ g (caso f ≈ −g segue de modo análogo).

Defina a aplicação H : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) como sendo
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H(x, y) =



(x, 0), se y = 0

(x, g(x)y
f(x)

), se 0 < |y| ≤ |f(x)|

(x, y − f(x) + g(x)),

se 0 < |f(x)| ≤ |y| e sinal(y) = sinal(f(x))

(x, y + f(x)− g(x)),

se 0 < |f(x)| ≤ |y| e sinal(y) = −sinal(f(x))

(x, y), se f(x) = 0.

A aplicação H(x, y) = (x, T (x, y)) definida acima é um germe de homeomor-

fismo bi-Lipschitz. De fato, H é injetiva, pois para qualquer x∗ fixado, temos que T (x∗, y)

é uma função cont́ınua e monótona. Claramente H é Lipschitz se 0 ≤ |f(x)| ≤ |y|. Mos-

traremos que H é Lipschitz se 0 ≤ |y| ≤ |f(x)|. Para isto, é suficiente mostrar que todas

as derivadas parciais ∂H
∂xi

são limitadas neste domı́nio, para todo i = 1, ..., n. Com efeito,

∂T
∂xi

= ( ∂g
∂xi

(x)f(x)− ∂f
∂xi

(x)g(x)). y

(f(x))2

= ∂g
∂xi

(x)f(x) y

(f(x))2
− ∂f

∂xi
(x)g(x) y

(f(x))2

= ∂g
∂xi

(x) y
f(x)
− ∂f

∂xi
(x) g(x)

f(x)
y

f(x)

Como 0 ≤ |y| ≤ |f(x)|, temos que y
f(x)

é limitado. A expressão g(x)
f(x)

é limitado.

Além disso, ∂g
∂xi
, ∂f
∂xi

são limitadas para todo i = 1, ..., n, pois f e g são funções Lipschitz.

Agora defina a aplicação H̃ : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) como sendo

H̃(u, v) =



(u, 0), se v = 0

(u, f(u)v
g(u)

), se 0 < |v| ≤ |g(u)|

(u, v − g(u) + f(u)),

se 0 < |g(u)| ≤ |v| e sinal(v) = sinal(g(u))

(u, v + g(u)− f(u)),

se 0 < |g(u)| ≤ |v| e sinal(v) = −sinal(g(u))

(u, v), se g(u) = 0.

Seguindo os mesmos passos usados em anteriormente, mostramos que H̃ é

uma germe de homeomorfismo Lipschitz. Resta verificar que H̃ é a inversa de H. Isto é,

H ◦ H̃(u, v) = (u, v) e H̃ ◦H(x, y) = (x, y) para todo (u, v), (x, y) ∈ Rn × R.

Dividiremos a prova em casos.
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1) Caso em que: v = 0.

Temos H ◦ H̃(u, 0) = H(u, 0) = (u, 0).

2) Caso em que: 0 < |v| ≤ |g(u)|.

Como 0 < |v| ≤ |g(u)|, temos: 0 < |v|
g(u)
| ≤ 1 ⇒ 0 < |v|

g(u)
|f(u)| ≤ |f(u)|.

Portanto, H ◦ H̃(u, v) = H(u, f(u)v
g(u)

) = (u, g(u)
f(u)

f(u)v
g(u)

) = (u, v).

3) Caso em que: 0 < |g(u)| ≤ |v| e sinal(v) = sinal(g(u)).

Por hipótese, f ≈ g. Logo sinal(f(u)) = sinal(g(u)). Consequentemente,

sinal(f(u)) = sinal(v).

Como |g(u)| ≤ |v|, temos 0 < |f(u)| ≤ |f(u) + (v − g(u))|. Além disso,

sinal(f(u) + v − g(u)) = sinal(f(u)). Portanto,

H◦H̃(u, v) = H(u, v−g(u)+f(u)) = (u, (v−g(u)+f(u))−f(u)+g(u)) = (u, v).

4) Caso em que: 0 < |g(u)| ≤ |v| e sinal(v) = −sinal(g(u)).

Por hipótese, f ≈ g. Logo sinal(f(u)) = sinal(g(u)). Consequentemente,

sinal(v) = −sinal(f(x)).

Como |g(u)| ≤ |v|, temos 0 < |f(u)| ≤ | − f(u) + (v + g(u))|. Além disso,

sinal(−f(u) + v + g(u)) = −sinal(f(u)). Portanto,

H◦H̃(u, v) = H(u, v+g(u)−f(u)) = (u, (v+g(u)−f(u))+f(u)−g(u)) = (u, v).

5) Caso g(u) = 0. Por hipótese, f ≈ g, portanto f(u) = 0.

Então, H ◦ H̃(u, v) = (u, v).

A prova que H̃ ◦H(x, y) = (x, y), segue de forma análogo. Portanto, o germe

de homeomorfismo lipschitz H̃ é a aplicação inversa de H. Por isso, H é um germe de

homeomorfismo bi-Lipschitz. Além disso, ele satisfaz as sequintes propriedades:

i) H(x, f(x)) = (x, g(x))

ii) H(Rn × {0}) = Rn × {0}.

Portanto, f e g são C-bi-Lipschitz equivalentes. �

Teorema 5.3. Sejam f, g : (Rn, 0) → (R, 0) germes de funções Lipschitz. Então, f e

g são K-bi-Lipschitz equivalente se, e somente se, existir um germe de homeomorfismo

bi-lipschitz h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que uma das seguintes condições abaixo acontece:

i) f ≈ g ◦ h

ii) f ≈ −g ◦ h

Demonstração. Suponha que f e g sejam K-bi-Lipschitz equivalentes. Então, existem

dois germes de homeomorfismos bi-Lipschitz
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H : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que :

i) H(x, y) = (h(x), T (x, y))

ii) H(x, f(x)) = (h(x), g ◦ h(x))

iii) H(Rn × {0}) = Rn × {0}

De modo análogo a Afirmação 5.2.1, temos apenas duas possibilidades:

1) H(V+) = V+ e H(V−) = V− ou 2) H(V+) = V− e H(V−) = V+.

Caso 1) H(V+) = V+ e H(V−) = V−.

Então, f e g◦h tem os mesmo sinais em cada componente conexa do conjunto

Rn\f−1(0). Como H é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz, existem duas constantes

reais positivas a, b tais que:

a|f(x)| ≤ ‖ H(x, f(x))−H(x, 0) ‖ ≤ b|f(x)|

Note que:

‖ H(x, f(x))−H(x, 0) ‖ = ‖ (h(x), g ◦ h(x) )− (h(x), 0) ‖ ≥ |g ◦ h(x)|

Portanto,

b|f(x) | ≥ |g ◦ h(x)|.

Por outro lado,

c|g(y) | ≤ ‖ H−1(y, g(y))−H−1(y, 0) ‖ ≤ d|g(y)|

Note também que:

‖ H−1(y, g(y))−H−1(y, 0) ‖ = ‖ (h−1(y), f ◦ h−1(y) )− (h(y), 0) ‖ ≥ |f ◦ h−1(y)|

Logo,

d|g(y)| ≥ |f ◦ h−1(y)|.

Assim, conclúımos que f ≈ g ◦ h.

Caso 2) H(V+) = V− e H(V−) = V+

Neste caso, f e g ◦ h tem o sinais contrários em cada componente conexa

do conjunto Rn \ f−1(0). De um modo análogo ao anterior, mostramos que existem

constantes reais positivas a, b tais que:

a|f(x)| ≤ |g ◦ h(x)| ≤ b|f(x)|

Portanto, f ≈ −g ◦ h.

Rećıprocamente, suponha f ≈ g ◦ h ( quando f ≈ −g ◦ h segue de modo
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análogo). Defina a aplicação H : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) como sendo

H(x, y) =



(h(x), 0), se y = o.

(h(x), g◦h(x)y
f(x)

), se 0 < |y| ≤ |f(x)|

(h(x), y − f(x) + g ◦ h(x)),

se 0 < |f(x)| ≤ |y| e sinal(y) = sinal(f(x))

(h(x), y + f(x)− g ◦ h(x)),

se 0 < |f(x)| ≤ |y| e sinal(y) = −sinal(f(x))

(h(x), y), se f(x) = 0.

A aplicação H(x, y) = (h(x), T (x, y)) definida acima é um germe de home-

omorfismo bi-Lipschitz. De fato, H é injetiva, pois para qualquer x∗ fixado, temos que

T (x∗, y) é uma função cont́ınua e monótona. Claramente H é Lipschitz se 0 ≤ |f(x)| ≤ |y|.
Mostraremos que H é Lipschitz se 0 ≤ |y| ≤ |f(x)|. Para isto, é suficiente mostrar que

as derivadas parciais ∂H
∂xi

existem e são limitadas em seus domı́nios (a menos de um con-

junto de medida nula), para todo i = 1, ..., n. Como h é um germe de homeomorfismo

bi-Lipschitz, as derivadas parciais ∂h
∂xi

existem e são limitadas em quase todo ponto. Agora

iremos estudar as derivadas parciais ∂T
∂xi

.

∂T
∂xi

= (
∑n

j=1

∂g
∂xj

(h(x)).
∂hj
∂xi

(x)f(x)− ∂f
∂xi

(x)g ◦ h(x)) y

(f(x))2

=
∑n

j=1

∂g
∂xj

(h(x)).
∂hj
∂xi

(x)f(x) y

(f(x))2
− ∂f

∂xi
(x)g ◦ h(x) y

(f(x))2

=
∑n

j=1

∂g
∂xj

(h(x)).
∂hj
∂xi

(x) y
f(x)
− ∂f

∂xi
(x)g◦h(x)

f(x)
y

f(x)

Sabemos que
∂hj
∂xi

existe e é limitado para todo i, j = 1, ..., n (a menos de um conjunto

de medida nula). Como 0 ≤ |y| ≤ |f(x) , temos que y
f(x)

é limitado. A expressão g◦h(x)
f(x)

é limitada. Além disso, ∂g
∂xk

, ∂f
∂xl

são limitados para todo k, l = 1, ..., n porque f e g são

funções Lipschitz. Portanto, ∂T
∂xi

existe e é limitado a menos de um conjunto de medida

nula. Portanto, vale a desigualdade abaixo, a menos de um conjunto de medida nula.

‖ H(x, y)−H(u, v) ‖≤ k ‖ (x, y)− (u, v) ‖ para todo (x, y), (u, v) ∈ Rn × R \ U,

onde m(U) = 0 (medida nula). Mostraremos que essa desigualdade é satisfeita para

quaisquer (x, y), (u, v) ∈ Rn × R. De fato, tome (x0, y0), (u0, v0) ∈ U. Como m(U) = 0,

podemos tomar sequências (xn, yn), (um, vm) ∈ Rn × R \ U tais que (xn, yn) → (x0, y0)

e (um, vm) → (u0, v0). Portanto, ‖ H(xn, yn) − H(um, vm) ‖≤ k ‖ (xn, yn) − (um, vm) ‖,
para todo n,m ∈ N. Pela continuidade de H, fazendo n → ∞ e em seguida m → ∞
temos:
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‖ H(x0, y0)−H(u0, v0) ‖≤ k ‖ (x0, y0)− (u0, v0) ‖

Como H−1 é construida da mesma forma que H, conclúımos que H−1 também é um germe

de homeomorfismo Lipschitz. Portanto, H é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz.

Além disso,

i) H(x, f(x)) = (h(x), g ◦ h(x))

ii) H(Rn × {0}) = Rn × {0}

Ou seja, f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes. �

Definição 5.3. Dois germes de funções cont́ınuas f, g : (Rn, 0) → (R, 0) são chamados

K-M-bi-Lipschitz equivalentes (ou contato equivalente no sentido Montaldi) se existir um

germe de homeomorfismo bi-Lipschitz M : (Rn×R, 0)→ (Rn×R, 0) tal que M(Rn×{0}) =

Rn × {0} e M(graf(f)) = graf(g). A aplicação M é chamada de aplicação Montaldi.

Teorema 5.4. Dois germes de funções Lipschitz f, g : (Rn, 0) → (R, 0) são K-M-bi-

Lipschitz equivalentes se, e somente se, são K-bi-Lipschitz equivalentes.

Demonstração. A K-bi-Lipschitz equivalência implica em K-M-bi-Lipschitz equi-

valência. Segue pela própria definição.

Agora suponha que f e g sejam K-M-bi-Lipschitz equivalentes. Então existe

um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz M : (Rn × R, 0)→ (Rn × R, 0) tal que

M(Rn × {0}) = Rn × {0} e M(graf(f)) = graf(g).

Afirmação 5.4.1. Seja h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) definido por h(x) = πn(M(x, f(x))). Então

h é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz.

Prova. De fato, como g é um germe de função Lipschitz, a projeção πn|graf(g) é uma

aplicação bi-Lipschitz. Pelo mesmo argumento, a aplicação x 7→ (x, f(x)) é bi-Lipschiz.

A aplicação M é bi-Lipschitz por definição. Logo, a aplicação h é um germe de homeo-

morfismo bi-Lipschitz.

Afirmação 5.4.2. Temos f(x) ≈ g ◦ h(x) ou f(x) ≈ −g ◦ h(x)

Prova. Como M é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz, existem duas constantes

reais positivas a, b tais que:

a|f(x)| ≤ ‖M(x, f(x))−H(x, 0) ‖ ≤ b|f(x)|

Note que:

‖M(x, f(x))−M(x, 0) ‖ = ‖ (h(x), g ◦ h(x) )− (h̃(x), 0) ‖ ≥ |g ◦ h(x)|,
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onde h̃(x) = πn(M(x, 0)). Logo, b|f(x) | ≥ |g ◦ h(x)|. Por outro lado,

c|g(y)| ≤ ‖M−1(y, g(y))−M−1(y, 0) ‖ ≤ d|g(y)|

Note também que:

‖M−1(y, g(y))−M−1(y, 0) ‖ = ‖ (h−1(y), f ◦ h−1(y) )− (ĥ(y), 0) ‖ ≥ |f ◦ h−1(y)|

onde ĥ(y) = πn(M−1(y, 0)). Logo, d|g(y) | ≥ |f ◦ h−1(y)|. Portanto, |f(x)| ≈ |g ◦ h(x)|.

Assim como na Afirmação 5.2.1, temos apenas duas possibilidades:

1) M(V+) = V+ e M(V−) = V− ou 2) M(V+) = V− e M(V−) = V+.

Suponha que: M(V+) = V+ e M(V−) = V−

Então, f ≈ g ◦ h.

Agora, suponha que: M(V+) = V− e M(V−) = V+

Então, f ≈ −g ◦ h.

Portanto, pelo Teorema 5.3, conclúımos que f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes. �

Proposição 5.2. Sejam f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) dois germes de aplicações Lipschitz, tais

que fi ≈ gi para todo i = 1, ..., p. Então f e g são C-bi-Lipschitz equivalentes.

Demonstração. Como fi e gi tem o mesmo contato na origem, pelo Teorema 5.2, temos

que fi e gi são C-bi-Lipschitz equivalentes, para todo i = 1, ..., p. Portanto, existem germes

de homeomorfismos bi-Lipschitz Si : (Rn+1, 0)→ (Rn+1, 0) tais que:

1) Si(x, yi) = (x,Hi(x, yi)

2) Si(x, fi(x)) = (x, gi(x))

3) Si(Rn × {0}) = Rn × {0}

Agora, defina uma aplicação H : (Rn+p, 0)→ (Rn+p, 0) dada como

H(x, y1, ..., yp) = (x,H1(x, y1), ..., Hp(x, yp))

Pela Proposição 2.3, H é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz. Além disso,

1) H(x, f(x)) = (x, g(x))

2) H(Rn × {0}p) = Rn × {0}p

Portanto, f e g são C-bi-Lipschitz equivalentes. �

Este próximo resultado é um dos principais, deste caṕıtulo. Ele será de fun-

damental importância para a prova da finitude das classes de equivalência, no sentido

K-bi-Lipschitz. Existe uma certa semelhança entre as condições exigidas no Teorema 5.5

com a K-M-bi-lipschitz equivalência. A equivalência Montaldi, exige que o germe de
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homeomorfismo bi-lipschitz mande graf(f) em graf(g) e Rn × {0}p em Rn × {0}p. No

nosso caso, além disso, pedimos também que preserve os seguintes conjuntos algébricos

Rn × Rp−1 × {0},Rn × Rp−2 × {0} × R, ...,Rn × {0} × Rp−1.

Teorema 5.5. Sejam f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) germes de aplicações Lipschitz. Suponha

que exista um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz H : (Rn+p, 0) → (Rn+p, 0) tal que

satisfaça as seguintes condições abaixo:

1) H(Rn × {0}p) = Rn × {0}p

2) H(Rn × Rp−1 × {0}) = Rn × Rp−1 × {0}

3) H(Rn × Rp−2 × {0} × R) = Rn × Rp−2 × {0} × R
...

...
...

p+1) H(Rn × {0} × Rp−1) = Rn × {0} × Rp−1

p+2) H(graf(f)) = graf(g)

Então, f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes. Além disso, qualquer combinação das

funções coordenadas de f será K-bi-Lipschitz equivalente aos seus respectivos corres-

pondentes em g. Isto é, fi é K-bi-Lipschitz a gi, (fi , fs) é k-bi-Lipschitz a (gi , gs),

(fi , fs , ..., fr) é K-bi-Lipschitz a (gi , gs , ..., gr) para quaisquer 1 ≤ i, s, ..., r ≤ p.

Precisamos provar algumas afirmações. Suponha que exista um germe de ho-

meomorfismo bi-Lipschitz H : (Rn+p, 0) → (Rn+p, 0) que satisfaça as condições do Teo-

rema 5.5. Para cada j = 1, ..., p, defina os seguintes conjuntos

V +
j = {(x, y1, ..., yp) ∈ Rn × Rp | yj > 0} e V −j = {(x, y1, ..., yp) ∈ Rn × Rp | yj < 0}

Afirmação 5.5.1. Uma das seguintes condições acontece:

i) H(V +
j ) = V +

j e H(V −j ) = V −j

ii) H(V +
j ) = V −j e H(V −j ) = V +

j

Prova. Do contrário, existiriam pontos a, b, c, d ∈ Rn × Rp, onde a ∈ V +
j , b, c, d ∈ V −j

e H(a) = b,H(c) = d. Considere o caminho λ : [0, 1] → V −j ligando os pontos b e d.

Assim, H−1 ◦ λ é um caminho em Rn × Rp ligando os pontos a e c. Logo, passa por

Rn × Rj−1 × {0} × Rp−j. Mas isto é um absurdo, pois H(Rn × Rj−1 × {0} × Rp−j) =

Rn × Rj−1 × {0} × Rp−j. �

Afirmação 5.5.2. Seja h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) definido por h(x) = πn(H(x, f(x))). Então

h é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz.

Prova. De fato, como g é um germe de aplicação Lipschitz, a projeção πn|graf(g) é uma

aplicação bi-Lipschitz. Pelo mesmo argumento, a aplicação x 7→ (x, f(x)) é bi-Lipschiz.
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Por hipótese, o germe de homeomorfismo H é bi-Lipschitz. Logo, a aplicação h é um

germe de homeomorfismo bi-Lipschitz. �

Afirmação 5.5.3. Temos fi(x) ≈ ± gi ◦ h(x), para todo i = 1, ..., p.

Prova. Como H é um germe de aplicação bi-Lipschitz, existem constantes reais positivas

a, b, tais que

a|f1(x)| ≤‖ H(x, f1(x), ..., fp(x))−H(x, 0, f2(x), ..., fp(x)) ‖≤ b|f1(x)|

Note que:

‖ H(x, f1(x), f2(x), ..., fp(x))−H(x, 0, f2(x), ..., fp(x)) ‖

= ‖ (h(x), g1 ◦ h(x), ..., gp ◦ h(x))

− (T (x, 0, f2(x), ..., fp(x)), 0 , ..., Hp(x, 0, f2(x), ..., fp(x))) ‖

≥ |g1 ◦ h(x)|,

onde H(x, y) = (T (x, y), H1(x, y), ..., Hp(x, y)), T : (Rn+p, 0) → (Rn, 0) e H1, ..., Hp :

(Rn+p, 0)→ (R, 0). Portanto,

b|f1(x) | ≥ |g1 ◦ h(x)|.

Por outro lado,

c|g1(x)| ≤‖ H−1(x, g1(x), ..., gp(x))−H−1(x, 0, g2(x), ..., gp(x)) ‖≤ d|g1(x)|

Usando o mesmo procedimento, obtemos

d |g1 ◦ h(x)| ≥ |f1(x)|.

Pela Afirmação 5.5.1 conclúımos que:

sinal(f1(x)) = sinal(g1 ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn \ f−11 (0) ou

sinal(f1(x)) = −sinal(g1 ◦ h(x)) para todo x ∈ Rn \ f−11 (0).

Portanto,

f1(x) ≈ g1 ◦ h(x) ou f1(x) ≈ −g1 ◦ h(x).

De modo análogo, temos

fi(x) ≈ gi ◦ h(x) ou fi(x) ≈ −gi ◦ h(x) para todo i = 1, ..., p. �

Demonstração do Teorema 5.5. Pela Afirmação 5.5.3, temos fi(x) ≈ ± gi ◦ h(x),

para todo i = 1, ..., p, onde h : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um germe de homeomorfismo bi-

lipschitz. Logo, pela Proposição 5.3, temos que fi e gi são K-bi-Lipschitz equivalente

para todo i = 1, ..., p. Portanto, existem germes de homeomorfismos bi-Lipschitz Sj :
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(Rn × R, 0)→ (Rn × R, 0), tais que:

i) Sj(x, yj) = (h(x),Mj(x, yj))

ii) Sj(x, yj) = (h(x), gj ◦ h(x))

iii) Sj(Rn × {0}) = Rn × {0}

Defina uma aplicação T : (Rn+p, 0)→ (Rn+p, 0) como sendo

T (x, y1, ..., yp) = (h(x),M1(x, y1), ...,Mp(x, yp)).

Pela Proposição 2.3, temos que T é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz. Além

disso,

i) T (x, f1(x), ..., fp(x)) = (h(x), g1 ◦ h(x), ..., gp ◦ h(x))

ii) T (Rn × {0}p) = Rn × {0}p

Portanto, f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes.

A Segunda parte deste Teorema segue de forma imediata. De fato, tome uma

combinação qualquer das funções coordenadas de f . A saber (fs, fk, ..., fr). Defina uma

aplicação H(x, ys, yk, ..., yr) = (h(x),Ms(x, ys),Mk(x, yk), ...,Mr(x, yr)). Pela Proposição

2.3, H é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz. Além disso,

i) H(x, fs(x), fk(x), ..., fr(x)) = (h(x), gs ◦ h(x), gk ◦ h(x)..., gr ◦ h(x))

ii) H(Rn × {0} × ...× {0}) = Rn × {0} × ...× {0}

Portanto, (fs, fk, ..., fr) e (gs, gk, ..., gr) são K-bi-Lipschitz equivalentes. �

5.1.1 Invariantes da Equivalência K-bi-Lipschitz

Iremos apresentar alguns invariantes pela relação de equivalênciaK-bi-Lipschitz.

O intuito é apenas expandir o conhecimento literário do leitor, com respeito a essa relação.

Seja X ⊂ Rn um conjunto semialgébrico conexo. Podemos considerar X um espaço

métrico com respeito a duas diferentes métricas: a euclidiana d(x1, x2) =‖ x1 − x2 ‖ e a

intŕınsica dint(x1, x2) = inf {|γ| | γ é um caminho ligando x1 a x2}.

Proposição 5.3. (LOJASIEWICZ (1965)) Existe um número racional 0 < α ≤ 1 e um

número real k > 0 tal que para cada x1, x2 ∈ X temos

dint(x1, x2) ≤ k ‖ x1 − x2 ‖α

Definição 5.4. O número α0 definido como o máximo de tais números racionais α é

chamado expoente de Lojasiewicz de X.

Proposição 5.4. (LOJASIEWICZ (1965)) O expoente de Lojasiewicz é um invariante
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da equivalência K-bi-Lipschitz.

Demonstração. Sejam f, g : (Rn, 0) → (R, 0) germes de funções K-bi-Lipschitz equi-

valentes. Então, pelo Teorema 5.4, f e g são K-M-bi-Lipschitz equivalentes. Considere

X = Rn×{0}∪ graf(f) e Y = Rn×{0}∪ graf(g). Logo existe um germe de homeomor-

fismo bi-Lipschitz M : (Rn × Rp, 0) → (Rn × Rp, 0) tal que M(X) = Y . Existe também

uma constante real positiva k1 > 0, tal que para cada y1, y2 ∈ Y ,

dint(y1, y2) ≤ k1 dint(M
−1(y1),M

−1(y2))

Mas, pela Proposição 5.3

dint(M
−1(y1),M

−1(y2)) ≤ k ‖M−1(y1)−M−1(y2) ‖
α0(X)

Como M é bi-Lipschitz, existe uma constante positiva k2 > 0, tal que

‖M−1(y1)−M−1(y2) ‖ ≤ k2 ‖ y1 − y2 ‖

Então,

dint(y1, y2) ≤ k1kk2
α0(X)‖ y1 − y2 ‖α0(X)

Logo, α0(Y ) ≥ α0(X). Considerando agora o germe de homeomorfismo inverso M−1,

obtemos α0(Y ) ≤ α0(X). Portanto, α0(Y ) = α0(X). �

A multiplicidade também é um invariante entre os germes de funções anaĺıticas

K-bi-Lipschitz equivalentes.

Teorema 5.6. (RISLER and TROTMAN (1997)) Sejam f, g : (Rn, 0) → (R, 0) germes

de funções anaĺıticas K-bi-Lipschitz equivalentes. Então m(f) = m(g).

O expoente de Lojasiewicz e a multiplicidade são invariantes dos germes de

funções anaĺıticas K-bi-Lipschitz equivalentes. Agora daremos definições para germes de

aplicações.

Definição 5.5. Seja f = (f1, ..., fp) : (Rn, 0)→ (Rp, 0) um germe de aplicação anaĺıtica.

Considere α0(f) = (α0(X1), ..., α0(Xp)), onde Xi = Rn × {0} ∪ graf(fi) e α0(Xi) é o

expoente de Lojasiewicz de Xi

Definição 5.6. Seja f = (f1, ..., fp) : (Rn, 0)→ (Rp, 0) um germe de aplicação anaĺıtica.

Considere M(f) = (m(f1), ...,m(fp)), onde m(fi) é a multiplicidade do germe de função

coordenada fi.

Proposição 5.5. Sejam f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) germes de aplicações anaĺıticas. Suponha

que o graf(f) seja Lipschitz equivalente ao graf(g) respeitando a famı́lia de conjuntos
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algébricos Rn × {0}p,Rn × Rp−1 × {0},Rn × Rp−2 × {0}, ...,Rn × {0} × Rp−1. Então,

α0(f) = α0(g) e M(f) = M(g).

Demonstração. Pelo Teorema 5.5, fi e gi são K-bi-Lipschitz equivalentes, para todo

i = 1, ..., p. Por um lado, pelo Teorema 5.6, m(fi) = m(gi), para todo i = 1, ..., p. Por

outro lado, pela Proposição 5.4, temos que α0(Xi) = α0(Yi), para todo i = 1, ..., p. Onde

Xi = Rn × {0} ∪ graf(fi) e Yi = Rn × {0} ∪ graf(gi). �

5.2 Bi-K-bi-Lipschitz equivalência

Definição 5.7. Dois pares de germes de aplicações continuas (f1, f2), (g1, g2) : (Rn, 0)→
(Rp×Rq, 0) são ditos bi-K-bi-Lipschitz equivalentes se existem dois germes de homeomor-

fismos bi-Lipschitz

H : (Rn × Rp × Rq, 0)→ (Rn × Rp × Rq, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que o diagrama seguinte comuta

(Rn, 0)

h
��

(idn,(f1,f2))// (Rn × Rp × Rq, 0)

H
��

πn // (Rn, 0)

h
��

(Rn, 0)
(idn,(g1,g2))

// (Rn × Rp × Rq, 0)
πn // (Rn, 0)

onde idn é o germe da aplicação identidade do Rn ; πn é a projeção usual em Rn. Além

disso, H(x, y, z) = (h(x), H1(x, y), H2(x, z)), onde H1 : (Rn × Rp, 0) → (Rp, 0), H2 :

(Rn × Rq, 0)→ (Rq, 0) e H1(x, 0) = H2(x, 0) = 0 para todo x ∈ Rn.

Quando o germe de homeomorfismo h = idn, dizemos que os pares (f1, f2) e

(g1, g2) são Bi-K-bi-Lipschotz equivalentes.

Proposição 5.6. Sejam (f1, f2), (g1, g2) : (Rn, 0)→ (Rp ×Rq, 0) dois pares de germes de

aplicações cont́ınuas. Então,

1) Se (f1, f2) e (g1, g2) são Bi-K-bi-Lipschitz equivalentes, então os germes de

aplicações f = (f1, f2) e g = (g1, g2) são K-bi-Lipschitz equivalentes.

2) Se (f1, f2) e (g1, g2) são Bi-K-bi-Lipschitz equivalentes, então os germes de

aplicações f1 e g1 são K-bi-Lipschitz equivalentes e também os germes de aplicações f2 e

g2 são K-bi-Lipschitz equivalentes.

Demonstração. Considere f = (f1, f2), g = (g1, g2) : (Rn, 0) → (Rp × Rq, 0) dois pares

de germes de aplicações cont́ınuas.

1) Segue da própria definição da Bi-K-bi-lipschitz equivalência.
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2) Suponha que os pares de germes de aplicações (f1, f2) e (g1, g2) sejam Bi-K-

bi-Lipschitz equivalentes. Portanto, existem dois germes de homeomorfismos bi-Lipschitz

H : (Rn × Rp × Rq, 0)→ (Rn × Rp × Rq, 0) e h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

tais que;

i) H(x, y, z) = (h(x), H1(x, y), H2(x, z))

ii) H(x, f1(x), f2(x)) = (h(x), g1 ◦ h(x), g2 ◦ h(x))

iii) H1(Rn × {0}p) = Rn × {0}p e H2(Rn × {0}q) = Rn × {0}q

Defina duas aplicações S : (Rn, 0) → (Rp, 0) e T : (Rn, 0) → (Rq, 0) como sendo

S(x, y) = (h(x), H1(x, y)) e T (x, z) = (h(x), H2(x, z)). É fácil ver que S, T são germes

de homeomorfismos bi-Lipschitz. Além disso, os pares de germes de homeomorfismo bi-

Lipschitz (h, S) e (h, T ) satisfazem as condições da Definição 5.1. �

Proposição 5.7. A equivalência Bi-K-bi-Lipschitz implica na equivalência K-bi-Lipschitz.

A rećıproca da Proposição 5.7 é falsa.

Examplo 5.4. Sejam f, g : (R2, 0) → (R × R, 0) pares de germes de funções dadas por

f(x, y) = (x2 + y2, x4 + y4−x2− y2) e g(x, y) = (x4 + y4, x4 + y4−x2− y2). Mostraremos

que f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes. A saber, defina um homeomorfismo bi-Lipschitz

H : (R4, 0)→ (R4, 0) dado por H(x, y, z, w) = (x, y, z + w,w). Note que:

i) H(x, y, f1(x, y), f2(x, y)) = (x, y, x4 + y4, x4 + y4 − x2 − y2)

= (x, y, g1(x, y), g2(x, y))

ii) H(R2 × {0} × {0}) = R2 × {0} × {0}

Portanto, f e g são K-bi-Lipschitz equivalentes. Entretanto, f e g não são Bi-K-bi-

Lipschitz equivalentes. Caso fossem, pelo item 2), da Proposição 5.6, teŕıamos f1 K-bi-

Lipschitz equivalentes a g1, o que mostramos no Exemplo 5.2 não ser posśıvel. �

5.2.1 Finitude da Equivalência Bi-K-bi-Lipschitz

Teorema 5.7. (Teorema de Finitude) Seja P k(n, p× q) o conjunto de todos os pares de

germes de aplicações polinomiais (f, g) : (Rn, 0)→ (Rp × Rq, 0) onde f = (f1, ..., fp), g =

(g1, ..., gq) e o grau de f1, ..., fp, g1, ..., gq são menores ou iguais a k ∈ N. Então o conjunto

das classes de equivalência de P k(n, p × q), com respeito a Bi-K-bi-Lischitz equivalência

é finito.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existam infinita classes de equivalência.
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Logo podemos tomar uma infinidade de representantes de pares de germes de aplicações

(f1, g1) , (f2, g2) , ... , (fn, gn) , ...

os quais não são, dois a dois, Bi-K-bi-Lipschitz equivalentes. Para cada par de germes de

aplicações (fi, gi), defina um conjunto X(fi,gi), onde

X(fi,gi) = { (Rn×{0}p×{0}q) , (Rn×Rp×Rq−1×{0}) , ... , (Rn×Rp×{0}×Rq−1) ,

(Rn × Rp−1 × {0} × Rq) , ... , (Rn × {0} × Rp−1 × Rq) , graf(fi, gi) }

é um conjunto formado por p+q+2 subconjuntos algébricos do Rn+p+q. Assim, obtemos

uma sequência infinita de famı́lias de conjuntos algébricos.

X(f1,g1), X(f2,g2), ... , X(fn,gn), ...

Pelo Teorema 2.6, o conjunto das classes de equivalência, com respeito a relação fortemente

bi-Lipschitz é um conjunto finito. Portanto, sem perca da generalidade, podemos supor

que X(fi,gi) é fortemente bi-Lipschitz equivalente a X(fj ,gj) para algum i 6= j. Isto é, existe

um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz H : (Rn × Rp × Rq, 0) → (Rn × Rp × Rq, 0)

que manda graf(fi, gi) no graf(fj, gj) e preserva os conjuntos algébricos definidos

acima. Considere fi = (fi1, ..., fip), gi = (gi1, ..., giq), fj = (fj1, ..., fjp), gj = (gj1, ..., gjq).

Pela Afirmação 5.5.3, temos;

i) fir ≈ ±fjr ◦ h, para todo 1 ≤ r ≤ p

ii) gis ≈ ±gjs ◦ h, para todo 1 ≤ s ≤ q,

onde h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) é o germe de homeomorfismo bi-Lipschitz, definido como sendo

h(x) = πn(H(x, fi(x), gi(x))). Pelo Teorema 5.3, temos;

i) fir e fjr são K-bi-Lipschitz equivalente, para todo 1 ≤ r ≤ p

ii) gis e gjs são K-bi-Lipschitz equivalente, para todo 1 ≤ s ≤ q

preservando o mesmo germe de homeomorfismo bi-Lipschitz h. Isto é, para cada 1 ≤ r ≤ p

e 1 ≤ s ≤ q, existem germes de homeomorfismos bi-Lipschitz Mr, Ns : (Rn × R, 0) →
(Rn × R, 0), tais que:

i) Mr(x, yr) = (h(x), Sr(x, yr))

ii) Mr(x, fir(x)) = (h(x), fjr ◦ h(x))

iii) Mr(Rn × {0}) = Rn × {0}.

iv) Ns(x, zs) = (h(x), Ts(x, zs))

v) Ns(x, gis(x)) = (h(x), gjs ◦ h(x))

vi) Ns(Rn × {0}) = Rn × {0}.
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Defina H : (Rn × Rp × Rq, 0)→ (Rn × Rp × Rq, 0) como sendo:

H(x, y, z) = (h(x), S1(x, y1), ..., Sp(x, yp), T1(x, z1), ..., Tq(x, zq))

Portanto, pela Proposição 2.3, H é um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz, onde:

i) H(x, y, z) = (h(x), S(x, y), T (x, z))

ii) H(x, fi(x), gi(x)) = (h(x), fj ◦ h(x), gj ◦ h(x))

ii) S(Rn × {0}p) = Rn × {0}p e T (Rn × {0}q) = Rn × {0}q.

Então, (fi, gi) e (fj, gj) são Bi-K-bi-Lipschitz equivalente. Absurdo! �

Finitude da Equivalência K-bi-Lipschitz

Corolário 5.1. Seja P k(n, p) o conjunto de todos os germes de aplicações polinomiais

f = (f1, ..., fp) : (Rn, 0)→ (Rp, 0), onde o grau de f1, ..., fp são menores ou iguais a k ∈ N.
Então o conjunto das classes de equivalência de P k(n, p), com respeito a K-bi-Lipschitz

equivalência é finito.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existam infinita classes de equivalência.

Logo podemos tomar uma infinidade de representantes de germes de aplicações

f1 , f2 , ... , fn , ...

os quais não são, dois a dois, K-bi-Lipschitz equivalentes. Assim, obtemos uma nova

sequência, de infinitos pares de germes de aplicações

(f1, f1) , (f2, f2) , ... , (fn, fn) , ...

Pelo Teorema 5.7, podemos supor, sem perda de generalidade, que (fi, fi) é Bi-K-bi-

Lipschitz equivalente a (fj, fj), para algum i 6= j. Porém, pela Proposição 5.6, teŕıamos

que fi e fj seriam K-bi-Lipschitz equivalentes. Absurdo! �
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6 CONCLUSÃO

Na investigação da finitude das classes de equivalência, fornecida pela relação

Bi-K-bi-Lipschitz, encontramos resulatados bastantes interessantes.

No Caṕıtulo 2, mostramos que quando estamos trabalhando com uma sequência

de subconjuntos algébricos (X1, ..., Xp), do Rn, todos com complexidade limitada, temos

apenas um número finito de classes de equivalência, fornecida pela relação fortemente

bi-Lipschitz. Esse resultado pode ser visto como uma generalização, no sentido algébrico,

do teorema de finitude apresentado por MOSTOWSKI (1985).

No Caṕıtulo 4, damos uma demonstração de finitude para o número de classes

de equivalência, fornecida pela relação Bi-C0-K. Vale ressaltar a importância da técnica

utilizada neste Caṕıtulo. Pois a mesma nos da a esperança de encontrar-mos um invariante

completo para essa relação.

Por fim, no Caṕıtulo 5, demonstramos o nosso Teorema Principal: Seja P k(n, p×
q) o conjunto de todos os pares de germes de aplicações polinomiais (f, g) : (Rn, 0) →
(Rp ×Rq, 0), onde f = (f1, ..., fp), g = (g1, ..., gq) e o grau de f1, ..., fp, g1, ..., gq são meno-

res ou iguais a k ∈ N. Então o conjunto das classes de equivalência de P k(n, p× q), com

respeito a Bi-K-bi-Lischitz equivalência é finito.
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