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Resumo

Complexidade Descritiva é um ramo da Teoria dos Modelos Finitos que estéd
interessada em caracterizar classes de complexidade computacionais em termos
dos recursos 16gicos necessarios para expressar todos os problemas que estao
contidos na classe. O resultado mais celebrado da area é o Teorema de Fagin
[Fag74] que prova que a classe NP é capturada pelo fragmento existencial de
segunda ordem (3SO). Por outro lado, a l6gica de primeira ordem (FO) nao
é expressiva o suficiente para definir problemas simples como o problema da
conectividade de grafos. A introdugao de operadores de ponto fixo é uma técnica
padrao para acrescentar poder expressivo a légica de maneira controlada. De
fato, em [Imm82] e [Var82] é provado que FO com o operador de menor ponto
fixo, denotada por LFP, é capaz de capturar a classe P sobre estruturas finitas e
ordenadas. Neste trabalho, seguiremos uma abordagem diferente e definiremos
a nocao de ponto fixo sobre uma relacao arbitraria. Nos generalizamos as 16gicas
classicas de ponto fixo usando relagoes no lugar de operadores. A ideia bésica é
que usamos lagos em uma relagao no lugar de pontos fixos de uma funcao, isto €,
X é ponto fixo de uma relacdo R no caso do par (X, X) pertencer a relagdo R.
No6s introduzimos a nogao de ponto fixo inicial de uma relagao inflacionaria R
e o operador rifp associado. Chamamos de RIFP a légica FO com o operador
de ponto fixo relacional inflaciondrio e mostramos que essa légica captura a
hierarquia polinomial usando uma traducgao para a logica de segunda ordem.
Também consideramos o fragmento RIFP; com a restricao do operador rifp
poder ser aplicado no méaximo uma vez. Mostramos que RIFP; captura a classe
NP e comparamos nossa logica com a légica de ponto fixo nao-deterministico
proposta por Abiteboul, Vianu e Vardi em [AVV97], que introduz a nogdo do
ponto fixo nao-deterministico e prova que a légica FO com o operador de ponto

fixo nao-deterministico captura a classe NP sobre estruturas ordenadas. Os



resultados deste trabalho foram aceitos para publicagdo em [FMF16].

11



Abstract

Descriptive Complexity is a field of Finite Model Theory, which is interested in
characterizing computational complexity classes in terms of the logical resources
that are required to express all the problems belonging to the class. The seminal
result in the area is the celebrated Fagin’s Theorem, which proves that the class
NP is captured by the existential fragment of second order logic [Fag74]. On the
other side of the spectrum, we have the well known fact that first-order logic
is not sufficiently expressive to define even such simple problems as graph con-
nectivity. The introduction of fixed-point operators is a standard technique to
increase the expressive power of a logic in a controlled way. Indeed, [Imm82] and
[Var82] prove that first-order logic with the least fixed-point operator, denoted
LFP, is able to capture the class P over the set of ordered structures. We ge-
neralize the classical fixed-point logics using relations instead of operators. The
basic idea is that we use loops in a relation instead of fixed-points of a function,
that is, X is a fixed-point of the relation R in case the pair (X, X) belongs to R.
We introduce the notion of initial fixed-point of an inflationary relation R and
the associated operator rifp. We denote by RIFP the first-order logic with the
inflationary relational fixed-point operator rifp and show that it captures the
polynomial hierarchy using a translation to second-order logic. We also consider
the fragment RIFP; with the restriction that the rifp operator can be applied
at most once. We show that RIFP; captures the class NP and compare our logic
with the non-deterministic fixed-point logic proposed by Abiteboul, Vianu and
Vardi in [AVV97], that introduces the notion of non-deterministic fixed-points
and proves that the first-order logic with such operators captures the class NP.
The results of this work will be published in [FMF16].
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Capitulo 1

Introducao

A caracterizagao do poder expressivo das logicas usando classes de complexi-
dade é o tema central da drea de Complexidade Descritiva [Imm99]. Tais carac-
terizacoes estabelecem que sentencas em alguma légica definem problemas de
decisao sobre estruturas finitas que pertencem a alguma classe de complexidade
especifica e vice-versa, ou seja, problemas nesta classe de complexidade podem
ser definidos por sentengas nesta linguagem. Este tipo de resultado constréi
uma ponte entre a Teoria dos Modelos Finitos [EF99] e a Teoria da Comple-
xidade [Pap94] e abre a possibilidade de utilizar métodos e resultados de uma
area para resolver os problemas na outra drea e encontrar relagoes entre os re-
cursos légicos (por exemplo, quantificagdo, nimero de varidveis, quantificagdo
de ordem superior, operadores de ponto fixo, etc.) e recursos computacionais
(por exemplo, nimero de processadores, ndo-determinismo, alternincia, tempo,
espago, etc.).

O modelo relacional de banco de dados introduzidos por Codd [Cod70] expli-
cita a relacao estreita entre a Teoria de Banco de Dados e a Teoria de Modelos
Finitos. Bancos de dados podem ser vistos como estruturas finitas e linguagens
de consulta como linguagens 16gicas [AHV95]. O interesse em linguagens légicas
tem crescido, uma vez que tais linguagens com as semanticas associadas, for-
necem forte base tedrica para a Teoria de Banco de Dados, especialmente no
processamento de consultas, e uma grande quantidade de técnicas de Teoria de

Modelos Finitos pode ser aplicada. Por sua vez, este interesse na abordagem
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 16

légica para bancos de dados promoveu um desenvolvimento intenso da Teoria
dos Modelos Finitos.

Um candidato 6bvio para uma linguagem de consulta é a légica de primeira
ordem (FO). A 16gica de primeira ordem foi desenvolvida no século passado,
como resultado dos esforgos para proporcionar um fundamento 1égico para a
matematica. Nesse contexto, as estruturas infinitas desempenham um papel
importante e, de fato, os métodos da teoria dos modelos de logica de primeira
ordem baseiam-se no fato das estruturas poderem ser infinitas [CK90, Hod93].
Embora FO esteja muito bem adaptada ao raciocinio matemaético, seu poder
expressivo em relagao aos modelos finitos é bastante limitado. Muitos proble-
mas, tais como decidir se um grafo é conexo ou nao, nao podem ser expressos
em FO, mesmo quando restrito a estruturas finitas. Tais limitagoes derivam do
fato de que FO nao é capaz de expressar definigoes indutivas.

Esta falta de expressividade de FO foi solucionada com a introdugao de
operadores de ponto fixo para aumentar seu poder expressivo. Aho e Ullman
[AUT79] introduziram a ideia de estender a dlgebra relacional, que é basicamente
a logica de primeira ordem, em forma algébrica, com operadores de ponto fixo.
A ideia foi seguida por Chandra e Harel [CH80], dando origem a uma extensao
da légica de primeira ordem com o operador de menor ponto fixo, conhecida
como ldgica de menor ponto fixo (LFP).

Um operador é uma fungao F : P(A) — P(A), que d4 origem a uma
sequéncia Fy, Fi,... onde Fy = 0 e Fi41 = F(F;). Quando F é um opera-
dor mondétono (ou seja, X CY = F(X) C F(Y)), tem um menor ponto fixo
Ifp(F) que é atingido pela sequéncia. A légica de menor ponto fixo estende a
linguagem da logica de primeira ordem com expressoes que definem o menor
ponto fixo de operadores monétonos adequadamente escolhidos (ver a definigao
precisa no Capitulo 3). A légica de menor ponto fixo é estritamente mais ex-
pressiva do que FO. Por exemplo, propriedades de grafos, como conectividade
e acessibilidade podem ser expressas por sentencas em LFP. Outras légicas de
ponto fixo podem ser definidas desta forma, mudando o tipo de operador e o
tipo de ponto fixo escolhido.

Dada uma sentenca em alguma ldégica, o conjunto de seus modelos finitos
definem um problema de decisao. Uma vez que podemos usar sentencas em
alguma linguagem para expressar problemas de decisao, uma questao que rapi-
damente se coloca é: qual é a complexidade de tais problemas? Esta pergunta
foi respondida para vérias légicas, veja [Imm99]. A 1dgica de primeira ordem,

por exemplo, corresponde a hierarquia de tempo logaritmico. Um dos primeiros
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resultados relativos ao poder expressivo de uma légica e a complexidade com-
putacional é o celebrado Teorema de Fagin [Fag74]. De acordo com o Teorema
de Fagin, o fragmento existencial da légica de segunda ordem define exatamente
os problemas em NP (tempo polinomial ndo-deterministico, consulte [Pap94]),
e foi usado por Stockmeyer [Sto76] para mostrar que a légica de segunda ordem
corresponde a hierarquia polinomial. Um resultado anterior, devido a Biichi
[Biic60], mostra que a légica monddica de segunda ordem define exatamente a
classe das linguagens regulares. A légica LFP tem um poder expressivo inter-
mediario entre a légica de primeira ordem e légica existencial de segunda ordem.
Na classe das estruturas ordenadas, LFP corresponde aos problemas de decisao
na classe P, isto é, a classe dos problemas que podem ser resolvidos em tempo
polinomial [Imm99].

A maioria das l6gicas de ponto fixo sdo definidas do modo esbogado acima
para o caso de LFP. Em particular, essas l6gicas usam os operadores (fungoes) e
seus pontos fixos para definirem conjuntos indutivos. Estamos interessados em
estender essa nocao considerando nao sé os operadores, mas as relagoes. Em
vez de uma fungao F : P(A) — P(A) e seus pontos fixos, consideraremos as
relagoes R C P(A) x P(A) e os seus lagos, isto é, X tal que (X, X) € R. Esta
generalizagao abre novas possibilidades para a definicao de operadores de ponto
fixo e suas logicas correspondentes. Como no caso dos operadores utilizados
nas logicas de ponto fixo tradicionais, as restrigoes adequadas sobre os tipos de
relagoes e pontos fixos considerados podem ser utilizados para definirem varias
l6gicas de maneiras diferentes.

Iremos nos concentrar em um tipo especifico de relacdo que chamaremos de
inflaciondria (ver Capitulo 4) e pode ser vista como a contrapartida relacional
da 1dgica de ponto fixo inflaciondrio (IFP) [EF99, GKL*07]. No Capitulo 2,
apresentaremos os conceitos basicos utilizados neste trabalho tais como as de-
finigoes e as notacoes das légicas, alguns conceitos da Teoria da Complexidade e
da Teoria da Complexidade Descritiva. No Capitulo 3, veremos os fundamentos
da teoria de ponto fixo e das légicas de ponto fixo. No Capitulo 4, definiremos al-
guns conceitos importantes sobre a teoria de ponto fixo relacional, apresentamos
a légica de ponto fixo relacional inflacionaria (RIFP) com a sua sintaxe e sua
seméantica, e também, mostramos exemplos de problemas expressos nessa légica.
No Capitulo 5, demonstraremos que a légica RIFP captura a classe de comple-
xidade hierarquia polinomial através de uma traducao de RIFP para a légica
de segunda ordem e vice-versa; definiremos um fragmento da légica RIFP que

chamamos RIFP;. Isso significa que a RIFP;-férmula contém apenas um ope-
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rador rifp e demonstraremos que essa légica captura a classe NP. No Capitulo
6, compararemos a légica RIFP e a logica NIFP que foi definida por Abiteboul,
Vianu e Vardi [AVV97]. Nossos primeiros resultados, com o fragamento RIFP,
foram apresentados em [FMF15] e, mais recentemente, os resultados mostrados
nos Capitulos 4, 5 e 6 constam no artigo [FMF16] aceito para publicacdo. Final-
mente, concluimos este trabalho e mostramos temas futuros para esta pesquisa

no Capitulo 7.



Capitulo 2

Nocoes Basicas de Loégica e

Complexidade

Neste capitulo serao introduzidos os conceitos bésicos das légicas de primeira
ordem e de segunda ordem, alguns conceitos da Teoria da Complexidade tais
como o modelo computacional da Maquina de Turing e das principais Classes
de Complexidade, e, finalmente, os conceitos fundamentais da Teoria da Com-
plexidade Descritiva. Seguiremos a notacao de [End01, Ebb94, EF99, Pap94,
GKL™07, Lib12, AB09].

2.1 Légica de Primeira Ordem

Nesta segao introduziremos a logica de primeira ordem, a qual denotaremos por
FO. Para maiores detalhes ver [Ebb94, End01].

19



CAPITULO 2. NOCOES BASICAS DE LOGICA E COMPLEXIDADE 20

2.1.1 Sintaxe das Linguagens de Primeira Ordem

Alfabeto

Antes de definirmos a linguagem precisamos dizer qual serd o alfabeto que usa-
remos para escrever as palavras de nossa linguagem. Apds isso, apresentaremos
a sintaxe da linguagem de primeira ordem (denotada por FO) [Ebb94]. Cada
férmula da légica de primeira ordem serd uma string de simbolos do alfabeto.

Veja a seguir a definigao do alfabeto.

Definigao 2.1.1 (Alfabeto) O alfabeto da linguagem de primeira ordem contém

0s sequintes simbolos [Ebb94]:

(i.) Varidveis (uma para cada inteiro positivo n): vi,vs .. .;
(ii.) Stmbolos de conectivos sentenciais: —, N, V, =, >;
(iti.) Simbolos de quantificadores: ¥V, 3;

(iv.) Simbolo de igualdade: =;

(v.) Parénteses: (, );

(vi.) Simbolos relacionais: para todo k > 1 um conjunto de simbolos relacionais

de aridade k (que pode ser vazio);
(vii.) Simbolos de constantes: um conjunto de constantes (que pode ser vazio);

(viti.) Simbolos funcionais: para todo k > 1 um conjunto de simbolos funcionais

de aridade k (que pode ser vazio).

O conjunto de simbolos que estao listados nos itens (i.) ao item (v.) serd

denotado por A, e por S, o conjunto que compreende os itens de (vi.) ao (viii.)
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que sdo os conjuntos dos simbolos relacionais, simbolos funcionais e constan-
tes. Vamos nos referir ao conjunto S como vocabulario ou conjunto de
simbolos.

Um conjunto de simbolos € um congunto S = {Ry,..., Ry, f1,--, [k, C1,- -+,
em} de stmbolos relacionais, simbolos funcionais e simbolos de constantes. Cada
R; € um stmbolo relacional de aridade a; e f; € um simbolo funcional de aridade

’I“j. O

Formulas

Os termos sao os nomes e os pronomes da linguagem que podem ser interpre-
tados como objetos.

Definigao 2.1.2 (S-termos) O conjunto dos S-termos é o conjunto das ex-
pressoes que podem ser construidas usando os simbolos em S, a partir de cons-
tantes e varidveis, aplicando as operagdes de fungdes, zero ou mais vezes [Ebb94).

As regras sao as sequintes:
(T1) Toda varidvel em S € um S-termo.
(T2) Toda constante em S é um S-termo.

(T3) Sety,... tx sdo S-termos e f é um simbolo funcional de aridade k em S,

entdo fty...t, também € um S-termo.

FEscreveremos © = x1,...,%k, para algum inteiro k, para denotar uma se-
quéncia de varidveis e escreveremos Ty quando quisermos explicitar o tamanho

da sequéncia. O
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Definicao 2.1.3 (FO-Férmulas) As formulas da légica de primeira ordem do
vocabuldrio S sao aquelas strings que sao obtidas pela aplicacdo das sequintes

regras um nidmero finito de vezes [Ebb9/):
(F1) Setg ety sao S-termos entdo tog = t; é uma FO[S]-formula.

(F2) Se R estd em S e possui aridade k ety,. .., tx sao S-termos entdo Rty .. .1

é uma FO[S]-formula.
(F3) Se ¢ é uma FO[S]-férmula entao —¢ é uma FO[S]-férmula.

(F4) Se ¢ e sio FO[S|-formulas entio (6 V1), (6 A9), (6 = ¥), (¢ < )

sao FO[S]-férmulas.

(F5) Se ¢ é uma FO[S]-formula e x é uma varidvel entdo Ixd e Vrg sao FO[S]-

formulas.

As formulas obtidas das regras (F1) e (F2) sdo chamadas de férmulas até-
micas. As formulas atomicas sdo aquelas formulas que nao possuem simbolos
de conectivos ou de quantificadores [End01]. Denotaremos por FO[S] o conjunto

de S-formulas da l6gica de primeira ordem do vocabuldrio S. (]

Variaveis Livres

Definicao 2.1.4 (Varidveis livres) Uma varidvel livre na férmula ¢ serd dada

de maneira indutiva no tamanho da férmula [Ebb94):

(i.) Se ¢ é uma formula atémica entdo o conjunto free(¢) das varidveis livres

de ¢ € o conjunto das varidveis que ocorrem em ¢.
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(ii.) free(—¢) = free(¢)
(iii.) free((¢* 1)) = free(¢) U free(t)), onde x =V, A, =, .
(iv.) free(Jxg) = free(d)\{x}.
(v.) free(Veg) = free(¢)\{z}. 0

Definicao 2.1.5 (Sentenca) Uma sentenca é uma férmula sem ocorréncia de

varidveis livres (Defini¢ao 2.1.4) [Ebb94]. O

2.1.2 Semantica das Linguagens de Primeira Ordem

Nesta segao definiremos a semantica da légica de primeira ordem. Vimos os
conceitos sintdticos de termos, férmulas, varidveis livres. Agora vamos definir
como dar significado para estes conceitos através de uma interpretagao. Antes,
precisamos entender que, para interpretar uma férmula, precisamos atribuir
significados a todos os simbolos que aparecem na férmula.

Uma estrutura atribui significado aos simbolos relacionais, funcionais e de
constantes, e mais, uma estrutura nao atribui significado a simbolos de variaveis.
Variaveis de primeira ordem sao interpretadas por elementos do dominio. Para

isso, precisamos do conceito de interpretacao.

Estrutura e Interpretacao

Definicao 2.1.6 (S-estrutura) Uma S-estrutura é um par A = (A,0) onde

A é um conjunto ndo-vazio e o é um mapeamento que associa cada simbolo de

relagio R € S de aridade k a uma relacio o(R) = R®* C A¥, cada simbolo de

funcio f a uma funcio de o(f) = f¥ e cada constante ¢ € S a um elemento
2

o(c) =c*.

Denotamos por STRUCT[S] o conjunto das S-estruturas finitas [Ebb94]. O
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Definigao 2.1.7 (Dominio de estruturas - D(S)) Um dominio de estrutu-
ras € um conjunto ou classe de estruturas D de conjuntos de simbolos diferentes
e nao necessariamente contém todas as estruturas (Defini¢ao 2.1.6) de um con-
Junto de simbolos especifico. Escreveremos D(S) para as estruturas do dominio

D com vocabuldrio fizo S [GKLT 07]. O

Definicao 2.1.8 (Isormorfismo) Sejam A e B S-estruturas.

(i.) Um mapeamento © : A — B ¢ chamado isomorfismo entre 2 ¢ B (es-

crevemos: m: A =B se, e somente se,

(1.) m € uma bije¢ao de A em B;

(2.) para R € S com aridade k e ay,...,a; € A¥,

R%ay...ar sse R®rm(ay)...mw(ap); (2.1)

(3.) para f € S com aridade k e ay,. .., a, € A*,

(2 ar,...,ax)) = [B(w(ar),. .., w(ap)):; (2.2)

(4.) para todo c € S, mw(c*) = c®.

(ii.) A e B sao ditos isomdrficos (A = B) se, e somente se, existe um isomor-

fismo w: A= B [EbbI4). O

Definicao 2.1.9 (Classe de Estruturas) Classe de Estruturas é um conjunto

de estruturas IC para um vocabuldrio fito S que € fechada sob isomorfismo, ou
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seja, se A € K e A= B, entio B € K [GKLT07]. O
A seguir, definiremos atribuigao, outro importante conceito para definirmos

interpretacao das variaveis.

Definicao 2.1.10 (Atribuicao) Uma atribui¢ao em uma S-estrutura 2 € um

mapeamento 3 : {v, |n € N} — A do conjunto de varidveis no dominio A. Se

x € uma varidvel de primeira ordem e a € A, entio 3% ¢ a atribuicdo definida

como B%(y) =a sey =x e B%(y) = B(y), caso contrdrio [EbbI4]. O

Definicao 2.1.11 (S-interpretacao) Uma S-interpreta¢ao J é um par (2, )
que consiste de uma S-estrutura e uma fungao B, que associa a cada varidvel

de primeira ordem x um elemento 5(x) € A [Ebb94]. O

Relacao de Satisfatibilidade

A relacao de satisfatibilidade estabelece quando uma interpretacao satisfaz uma
férmula.

Definigao 2.1.12 (Interpretacdo de S-termos) Fizemos o vocabuldrio S,
seja A uma S-estrutura e I uma S-interpreta¢ao. Associaremos a cada S-
interpretacao J = (A, 5) e cada S-termo t um elemento J(t) do dominio A.

Definiremos J(t) por indugdo sobre os termos, como seque:

(i.) para uma varidvel x seja I(z) = B(x);

(ii.) para uma constante c € S seja J(c) = c*;

(iti.) para um simbolo funcional f € S de aridade k e termos t1,...,t, seja

J(fty...tx) = f2(3(t1),...,3(tr)) [EbbIY). O
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Agora, por inducdo no conjunto das férmulas ¢, definiremos a relacao de
satisfatibilidade entre S-interpretagéo e S-férmulas, em simbolos, J = ¢ (leia-se

J ¢ um modelo de ¢), como:

Definicao 2.1.13 (Relacao de Satisfatibilidade) Para todas as interpreta-

¢oes T = (A, ) seja
(i.) T =t1 =ta se, e somente se, I(t1) = I(ta);
(ii.) 3 = Rty ...ty se, e somente se, J(t1)...I(t) € R*;
(iti.) J |= —¢ se, e somente se, ndo J |= ¢;
(iv.) T = (6 ANY) se, e somente se, T|= ¢ e T =1);
(v.) T = (p V) se, e somente se, TE ¢ ouT E;
(vi.) T = (¢ — ¢) se, e somente se, se T |= ¢, entdo T = 1;
(vii.) 3 = (¢ <> 1) se, e somente se, T |= ¢ sse T = P;
(viii.) J |=Vx¢ se, e somente se, para todo a € A, I |= ¢;
(iz.) J |= Jxp se, e somente se, existe um a € A tal que I |= ¢ [EbbY4]. O

Definicao 2.1.14 (Classe de Modelos Finitos de ¢) Seja ¢ uma S-senten-
ca. Definimos a classe de modelos finitos de ¢ como a classe de S-estruturas

que satisfazem ¢:

Mod(¢) = {A € STRUCT[S] | A |= ¢} (2.3)
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Definicao 2.1.15 (Légica) Definimos uma légica como um par L = (L, =),

onde L € uma linguagem e |= € uma relagdo de satisfatibilidade. O
Outro importante conceito que usaremos sera o conceito de relagao definida.

Veja a seguir.

Definigao 2.1.16 (Relacao definida) Dada uma S-interpretagdoJ, a formula

¢ define uma relagao no dominio de J, a saber

6@ = {a|3% E ¢@}, (2.4)

onde a € a interpretacao da tupla de varidveis T e possuem o mesmo tamanho

[GKLT07]; as varidveis que ocorrem livre em ¢ estdo em 7. O

2.2 Loébgica de Segunda Ordem

Nesta secao apresentaremos a légica de segunda ordem cuja diferenca para a
l6gica de primeira ordem é o poder de quantificar relagoes no dominio da estru-

tura, o que na légica de primeira ordem néo é possivel [Ebb94].

2.2.1 Sintaxe das Linguagens de Segunda Ordem

Nesta secao definiremos a sintaxe da légica de segunda ordem.

Definigao 2.2.1 (Légica de Segunda Ordem) Seja S um conjunto de sim-
bolos. O alfabeto da linguagem de sequnda ordem, SO[S], contém, em adi¢do
aos simbolos de FO[S], para cada k > 1, as varidveis relacionais Vok, VE VE
de aridade k. Para denotar as varidveis relacionais usaremos as letras X,Y, ...

onde indicaremos a aridade por um sobrescrito, se for necessdrio. Definiremos
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0s conjuntos das férmulas de sequnda ordem SO[S]| como o conjunto gerado pelas
regras do cdlculo das férmulas de primeira ordem (Defini¢ao 2.1.2 e Definigdo

2.1.3) acrescido das duas regras sequintes:

(i.) Se X é uma varidvel relacional de aridade k e t1,...,t, sdo S-termos,

entdo Xty ...ty € uma SO[S]-férmula.

(ii.) Se ¢ é uma SO[S]|-formula e X € uma varidvel relacional, entdo IX¢ e

VX ¢ sao SO[S]-formulas [EbbI4]. O

2.2.2 Semantica das Linguagens de Segunda Ordem

Relagao de Satisfatibilidade

Um assinalamento de segunda ordem 5 em 20 é um mapeamento que assinala
a cada varidvel v; um elemento do dominio A e a cada varidvel relacional V;*
de aridade k uma relagao de aridade k sobre o dominio A. Analogamente, na
Definigao 2.1.10, em simbolos temos que 3% = (Q[, B%) e 6% é o assinalamento
estendido, onde X é uma varidvel de segunda ordem de aridade k e C' C Ak,
Logo, B4(Y)=CseY = X e BL(Y) = B(Y) caso contrério.

Estendemos a nocgao de relagao de satisfatibilidade da légica de primeira

ordem para a légica de segunda ordem como apresentamos a seguir.

Definicao 2.2.2 (Relagao de Satisfatibilidade) 2 é uma S-estrutura, 5 um

assinalamento de seqgunda ordem em A e I = (2, B), entdo definimos:
(i.) TE Xty ...ty sse I(t1)...T(tx) € B(X).

(i.) Para X de aridade k:

JE3Xe sse emiste um C C A* tal que J % E o (2.5)
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O

Denotaremos por SO a légica de segunda ordem, isto é, o sistema légico dado

pela linguagem SO junto com a relacao de satisfatibilidade para essa linguagem.

2.3 Maquina de Turing

Outro conceito importante que usaremos neste trabalho é o conceito de Maquina
de Turing. Adotaremos este modelo de computagao devido ao fato da maioria
das classes de complexidade serem definidas em termos de Méquina de Turing.

Usaremos as seguintes referéncias para as definigoes nesta segao [Pap94, AB09].

2.3.1 MaAquina de Turing Deterministica

Uma MAaquina de Turing M é um dispositivo finito que executa operagoes
em uma fita limitada ao lado esquerdo e ilimitada ao lado direito e esta fita esta
dividida em células [Pap94].

A seguir, iremos apresentar a definicdo formal para a Mdquina de Turing

Deterministica [Pap94].

Defini¢ao 2.3.1 (Maquina de Turing Deterministica (MTD)) Uma M-
quina de Turing € uma sextupla M = (Q, %, qo, T, F~,4), onde Q é o conjunto
de estados, ¥ é o alfabeto de M, qy ¢ o estado inicial, F* e F~ sdo os con-
juntos de estados de aceitacao e rejeicao, respectivamente, e a fungao parcial
§:(Q%xX) = (QxXEx{-1,0,1}) € a fungdo de transicdo. O conjunto {—1,0,1}
significa a codificacdo referente ao movimento da cabeca de leitura da mdquina,
i.e., -1 significando que a cabeca de leitura se movimenta para a esquerda, +1
significando que a cabega de leitura se movimenta para a direita e 0 significando

que a cabega de leitura fica na mesma posicao [Pap94, GKL*07]. O

Uma Méquina de Turing trabalha somente com cadeias (strings), assim pre-

cisamos codificar nossos dados em cadeias (ver Segao 2.5.2).
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Vamos explicar como a maquina funciona. Fixe um alfabeto finito . A
todo momento, cada célula da fita contém um tinico simbolo do alfabeto 3 ou
é o simbolo branco L.

Uma maquina de Turing M contém uma cabega de leitura que a cada ins-
tante encontra-se sobre uma unica célula da fita e pode mover-se para esquerda,
ou mover-se para a direita, ou permanecer no mesmo lugar, ou ainda, apagar o
simbolo atual reescrevendo um novo simbolo em cima do anterior.

A cada instante, a maquina de Turing M encontra-se em um estado perten-

cente ao conjunto finito @ de estados .

Definigao 2.3.2 (Instrucdao da MTD) A a¢io da mdquina de Turing De-
terministica M depende de seu estado atual e do simbolo atual que a cabega de

leitura estd lendo. FEsta ag¢ao € dada pela fung¢do §. Cada instrugdo é da forma

5(s,a) = (s,b,D) (2.6)
onde
-s5,8 € Q;
-a,bel;
- De{-1,0,+1}
[Pap94]. O

A instrucdo descrita na expressdo (2.6) significa que, se a maquina estd no
estado s e sua cabeca de leitura 1é o simbolo a na célula, ela substitui o simbolo
a pelo simbolo b, move sua cabeca de leitura para a célula a esquerda, no caso
de D = —1, ou move sua cabega de leitura para a direita, no caso de D = +1,
ou nao move sua cabega de leitura no caso de D = 0. Finalmente, a maquina
muda o estado de s para s’.

Consideraremos :* o conjunto de strings sobre 3 e X+ o conjunto que nao

contém a string vazia. Dito isto, seja x € X* uma string em X*, onde xz =
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wi,...,w, com w; € X. Caso a string seja a string vazia, serd denotada pelo
simbolo €. A maquina M ¢ inicializada com uma string x e seu estado inicial é
q0-

A computagdo ocorre em passos e cada passo da execugao correspondera
a uma instrucdo de §. A madquina para quando ela estd no estado s, lendo o
simbolo a € ¥ tal que nao existe qualquer instrugao da forma (2.6) em §(M).
Além disso, se o estado alcancado é um estado de F'* dizemos que a maquina
aceita a entrada; no caso do estado alcancado ser de F'~ dizemos que a entrada
foi rejeitada.

A mdquina inicialmente encontra-se no estado gg. A fita é inicializada por
uma string finita z € (3 — {U})*. Diremos que z é a entrada da maquina de
Turing. O cursor estd apontando para a primeira célula da fita que contém o
simbolo que denotaremos por .

Usaremos o conceito de configuragao que contém a descrigcao completa
da maquina no i-ésimo passo da computagao que corresponde as seguintes in-
formagoes: o estado atual da maquina, o endereco da célula que estd sendo lida
pela cabeca de leitura e a inscrigao na fita apds i passos. Denotaremos a i-ésima

configuracao por C;. Daremos a seguir a definigao formal para tal configuragao.
Definigao 2.3.3 (Configuragao da MTD) Uma configuracao de M € uma
tripla (¢, w,u), onde ¢ € Q é um estado, w e u sdo strings em X*. A string w €
a string ao lado esquerdo da cabeca de leitura incluindo o simbolo atual que estd

sendo lido e u € a string do lado direito da cabeca de leitura que pode inclusive

ser a string vazia € [Pap94]. O

Definicao 2.3.4 (Transicao da MTD) Fize uma mdquina de Turing M. Di-
zemos que a configuracdo (q,w,u) atinge a configuracio (¢',w’,u’) em um passo,
denotado por (q, w,u) K(q’, w',u'), se em um passo da mdquina ela sai da con-
figuragdo (q,w,u) para a configuracio (¢',w',u'). Primeiro, seja o o dltimo
simbolo de w, e suponha que 6(q,0) = (p, p, D). Entao temos que ¢ = p. Temos

trés casos. Se D = +1, entao w' é w com seu dltimo simbolo (que era o) subs-
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tituido por p, e o primeiro simbolo de u anexado aw’ (U se u era a string vazia);
u' éu com o primeiro simbolo removido (ou se u era a string vazia, v’ continua
sendo vazio). Se D = —1, entdo w' éw com o omitido de seu final, e ' éu com
p anexado no seu inicio. Finalmente, se D =0, entao w’' é w com o (no final)
substituido por p, e v’ = u . Uma vez definida a transicao da mdquina de Turing
em um passo, podemos agora definir o fecho transitivo da transicdo, isto €, como
que a configuracao (g, w,u) vai para a configuracdo (¢',w',u') em k passos que
serd denotado por (q,w,u) ]\ik (¢',w',u"), onde k > 0 € um inteiro, se existe uma
configuracao (q;,w;,u;), 1 =1,...,k+ 1, tal que (g;, wi,Ui)Jg(qi+1,wi+1,Ui+l)
parai=1,...,k, (q1,w1,u1) = (¢, w,u) € (qr+1,Wkt1,Up+1) = (¢, w',u’). Fi-
nalmente, dizemos que a configuracdo (g, w,u) atinge a configuragao (¢',w’,u'),

* k

denotado por (q,w,u) ™. (¢',w’,u’), se existe k > 0 tal que (g, w, u) Ai (¢, w' )

.
[Pap94]. O
Definigao 2.3.5 (M decide £) Seja £ C (X —{U})* uma linguagem. Seja M
uma mdaquina de Turing tal que, para toda string x € (X — {U})*, se x € L,
entio M para em um estado de FT comegando com a entrada z, e, se x ¢ L,
entao M para no estado de rejeicio de F~. FEntdo dizemos que M decide L.
Se L ¢é decidida por alguma mdquina M, entao L € chamada de linguagem

recursiva [Pap94]. O

Definigao 2.3.6 (M aceita L) Dizemos que M aceita L se, para qualquer
string z € (X — {U})*, se x € L, entao M para em um estado de FT; en-
tretanto, se x ¢ L, entdo M ndo para. Se L é aceita por alguma mdquina de

Turing M, entdo L é chamada recursivamente enumeravel [Pap9//. O
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2.3.2 MaAquina de Turing Nao-deterministica

Nesta segao definiremos a maquina de Turing Nao-deterministica [Pap94].

Definigao 2.3.7 (Maquina de Turing N&ao-deterministica (MTND))
Uma mdquina de Turing Nao-deterministica é uma sextupla N = (Q, %, qo,
FY F~ A) tal como a mdquina de Turing deterministica. Q, ¥ e qo sao
definidos como anteriormente. Refletindo o fato da mdquina de Turing ser
nao-deterministica, ndo existe wma unica prorima a¢ao definida, mas uma
escolha entre vdrias prézimas agoes expressas pela relagio A : (Q x X) —
P(QxXx{=1,0,+1}). Isto é, para cada combinagdo de estado e simbolo, pode

existir mais de um prézimo passo associado [Pap94]. O

As configuragbes de uma maquina de Turing nao-deterministica sao exata-
mente como as configuragoes de uma maquina de Turing deterministica. Veja a
Definicao 2.3.8.

Definicao 2.3.8 (Transicao MTND) Dizemos que a configuragcio (q,w,u)
de uma mdquina ndo-deterministica N resulta na configuracdo (¢',w',u’) em
um passo, denotado por (q,w,u)ﬁ (¢',w',u), se eriste uma regra em A que faz
esta transi¢do legal. Formalmente, existe um movimento (¢, p, D) € A(q,0) tal
que, se (a) D = +1, e w’ é w com seu dltimo simbolo substituido por p (antes
era ), e o primeiro simbolo de u anexado a w' (U se u era a string vazia), e u’
é u com o primeiro simbolo removido (ou, se u era a string vazia, ' continua
vazio); se (b) D = —1, w' é w com o omitido do seu final, e v’ é u com p
anexado no inicio; finalmente, se (¢c) D =0, w’ é w com o final o substituido
por p, e w =wu. A definicio de Jik e Ii* € como na Defini¢do 2.3.3 da MTD,

mas N: é uma relagao [Pap94]. O
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Usando a Definigao 2.3.2 das instrugées da maquina de Turing deterministica,
segue que, agora, uma configuracao pode possuir mais de uma préxima confi-
guracao.

Uma entrada é aceita se existe alguma sequéncia de escolhas nao-determi-
nisticas que resulta em algum estado de F'". Outras escolhas podem resultar
em algum estado de F'~. A string é rejeitada somente se nenhuma das escolhas
resulta no estado de aceitagao [Pap94].

Definigao 2.3.9 (N aceita uma entrada z) Seja £ uma linguagem e N uma
MTND. Dizemos que N aceita uma entrada x € X* se (qo,>, x) ]i: (¢, w,u), onde
g€ FT ex,w,u € ¥*. Note que a mdquina de Turing ndo-deterministica aceita

uma entrada se existe uma computac¢do que para sobre essa entrada em um es-

tado de F* [LP97]. O

Definicao 2.3.10 (N decide £) Seja £ uma linguagem e N uma MTND. Di-
zemos que N decide L se para toda entrada x € X%, o sequinte € verdadeiro:
x € L se, e somente se, (qo,>, x)lz: (q,w,u) para alguma string w e u e g € F+

[Pap94]. O

Definigao 2.3.11 (N decide £ em tempo f(n)) Dizemos que uma MTND

N decide uma linguagem L em tempo f(n), onde f é uma funcgdo de inteiros

ndo-negativos para inteiros nao-negativos, se N decide L (Definicio 2.53.10), e
k

além disso, para qualquer entrada x € X*, se (qo,>, x)]i (¢, u,w), entdo k <

f(lz[) [Pap94]. U

2.4 Complexidade Computacional

Nesta secao definiremos como serao medidos os recursos necessarios para resol-

ver qualquer entrada dos problemas propostos em uma unica computagao. A
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performance dos algoritmos é medida pela quantidade de tempo e espago reque-
ridos sobre as entradas de tamanho n, quando estas quantidades sao expressas
como uma fungao de n. Dada uma fungao 7' : N — N, diremos que uma maquina
de Turing M tera limite de tempo T, se para toda entrada x € X* aceita por
M existe uma execugao de M, iniciada com z, que tem niimero de passos no
méximo T'(]z|), onde |z| denota o tamanho de x. E para uma fungdo S : N — N
dizemos que M terd limite de espago S para toda entrada x € ¥* aceita por M
existe uma execugao de aceitagdo que executa usando no maximo S(|z|) células

para escrita antes de parar [EF99].

2.4.1 Classes

Nesta secao apresentaremos as defini¢oes das principais classes de complexidade.

Classe DTIME(T(n))

Definigao 2.4.1 (Classe DTIME(T'(n))) Seja T : N — N uma fun¢do. Uma
linguagem L C ¥* estd em DTIME(T'(n)) se, e somente se, existe uma mdquina
de Turing deterministica M (MTD) que executa em tempo c-T(n) para algum

¢ >0 e decide L [AB09)]. O

Note que DTIME(T(n)) é uma classe de linguagens. A classe
DTIME(T(n)) contém exatamente aquelas linguagens que podem ser decididas
por uma maquina de Turing executando com limite de tempo T'(n). Chamare-
mos DTIME(T'(n)) de classe de complexidade.

Uma classe importante € a classe PTIME ou classe P em que uma linguagem
L C ¥* estd na classe P (tempo polinomial), se ela é decidida por uma méquina
de Turing deterministica que tem limite de tempo p para algum polindémio p.

Veja a seguir a classe de complexidade PTIME.

PTIME = [ J DTIME (n). (2.7)

c=1

Muitas vezes usamos no lugar de uma fungao 7', nesse caso, nao uma fungao

em particular, mas uma familia de fungoes, parametrizadas por um inteiro ¢ >
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0. A classe de complexidade denotada serd a unido de todas as classes de
complexidade individuais, uma para cada valor de c. Mostraremos a seguir
outras importantes classes similares a essa.

Um outro exemplo de classe de complexidade é a classe EXPTIME ou classe
EXP em que uma linguagem £ C ¥* estd na classe EXP (tempo exponencial),
se ela é decidida por uma méquina de Turing deterministica que tem limite de

tempo 2P para algum polindmio p. Veja a seguir a classe EXPTIME.

oo
EXPTIME = | DTIME (2"). (2.8)

c=1

Classe NTIME(T (n))

O conjunto de linguagens decididas por uma maquina de Turing nao-determi-

nistica com tempo T' é denotado por NTIME(T'(n)). Veja a seguir a definigao.

Definigao 2.4.2 (Classe NTIME(T (n))) Seja T : N — N uma fun¢do. Uma
linguagem L € ¥* estd em NTIME(T'(n)) se, e somente se, existe uma mdquina
de Turing nao-deterministica N (MTND) que executa em tempo ¢-T(n) para

algum ¢ > 0 e que decide L [AB0Y]. O

Uma importante classe de complexidade nao-deterministica é a classe NP
que significa a unido de todas as classes NTIME(n¢). Uma linguagem £ C ¥*
estd na classe NPTIME ou NP (tempo polinomial), se ela é decidida por uma
maquina de Turing nao-deterministica que tem limite de tempo p para algum

polinémio p. A seguir, a classe NPTIME.

NPTIME = | J NTIME (n). (2.9)

c=1
Um outro exemplo de classe é a classe NEXPTIME ou classe NEXP em
que uma linguagem £ C ¥* estd na classe NEXP (tempo exponencial), se ela
é decidida por uma maquina de Turing nao-deterministica que tem limite de

tempo 2P para algum polindémio p. A seguir, a classe NEXPTIME.

NEXPTIME = [ J NTIME (2"). (2.10)
c=1
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Classe DSPACE(S(n))

As classes de espaco geralmente sdo definidas usando méaquinas de Turing com
uma fita de entrada que é apenas para leitura e uma fita de saida. O espago é
medido em termos da quantidade de células utilizadas na fita de saida. O modelo
de maquina Turing que definimos acima pode ser facilmente generalizado para
o caso de maquinas multi-fitas. Para maiores detalhes veja [Pap94, AB09].
Definicao 2.4.3 (Classe DSPACE(S(n))) Seja S : N — N uma fungdo.
Seja L C ¥* uma linguagem. Dizemos que L estd na classe de complexidade
de espaco DSPACE(S(n)) se existe uma mdquina de Turing deterministica M
com fitas de entrada e saida que decide L (Definigcdo 2.3.5) e opera com limite

de espago S(n) [AB09]. O

Um exemplo de classe de espago é a classe PSPACE em que a linguagem
L é aceita por uma méquina de Turing deterministica com limite de espaco p

(espago polinomial), onde p é um polindémio. Veja a seguir.
PSPACE = | J DSPACE (n*). (2.11)
k=1

Outra importante classe de complexidade é a classe L em que a linguagem £
é aceita por uma maquina de Turing deterministica com limite de espago logn

(espago logarftmico), expressa a seguir.

L = DSPACE (logn). (2.12)

Classe NSPACE(S(n))

Definigao 2.4.4 (Classe NSPACE(S(n))) Dizemos que L € NSPACE(S(n))
se existe uma mdquina de Turing ndo-deterministica N (MTND) que decide L
usando nao mais que ¢ - S(n) espagos nao-brancos da fita para uma entrada de

tamanho n, em suas escolhas nao-deterministicas [ABOY]. g
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Um exemplo de classe é a classe de complexidade NPSPACE(n*) em que a
linguagem L é aceita por uma maquina de Turing nao-deterministica com limite
de espaco p (espago polinomial), onde p é um polindémio.

Em simbolos, temos,

o

NPSPACE = | J NSPACE (n). (2.13)
k=1

Similar a classe L definida para a funcao limite logn de execugao da maqui-
na de Turing deterministica, temos a classe NL; isto é, a linguagem L é aceita
por uma maquina de Turing nao-deterministica com limite de espaco logn. A

seguir veja a definicao para NL.

NL = NSPACE (logn). (2.14)
A seguir, apresentaremos a defini¢do da maquina de Turing alternante (MTA)

a qual é uma generalizacao da maquina de Turing nao-deterministica.
Definigao 2.4.5 (Maquina de Turing Alternante (MTA)) Uma mdqui-
na de Turing Alternante é uma mdquina de Turing ndo-deterministica N =
(@Q,%, qo, FT,F~,A) onde o conjunto de estados Q estd particionado em dois
conjuntos Q@ = Qv V Q3. Seja x uma entrada, e considere a drvore de com-
putacoes de N sobre a entrada . Cada nd nesta drvore € uma configura¢ao
da mdquina e inclui a quantidade de passos da mdquina. Defina, agora, Te-
cursivamente, iniciando nas folhas da drvore e indo até um subconjunto das
configuracoes, chamado de configuracdo de aceita¢do, como seque: Primeiro,
todas as configuracoes folhas com o estado FT sdo configuracées de aceitacao.
Uma configuracao C com o estado Qy € uma configuragao de aceita¢do se, e so-
mente se, todas as suas configuracoes sucessoras sao configuracoes de aceitagao.

Uma configuracdo C' no estado Q3 € configuracao de aceitacdo se, e somente
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se, no minimo uma de suas configuracoes sucessoras € uma configuracao de
aceita¢ao. Finalmente, dizemos que N aceita x se a configuracdo inicial € de
aceita¢ao. Dizemos que uma mdquina alternante N decide uma linguagem L se

N aceita todas as strings x € L e rejeita todas as strings © ¢ L [Pap94]. (]

Definigao 2.4.6 ( Classes ATIME(T(n)) e ASPACE(S(n)) ) Seja
ATIME(T(n)) a classe de todas as linguagens decididas por uma mdquina de
Turing alternante, tais que todas as computagdes para a entrada x param em
no mdzimo T(|z|) passos; ASPACE(S(n)) € a classe de todas as linguagens
decididas por uma mdquina de Turing alternante que usa nao mais que T(|z|)

espacos sobre a entrada x. Finalmente, defina as sequintes classes de complexi-

dade AP = ATIME(n*) e AL = ASPACE(logn) [Pap94]. O

Definigao 2.4.7 (Hierarquia Polinomial (PH)) A hierarquia polinomial
(PH) € a sequinte sequéncia de classes: Primeiro, 0P = IyP = P; e para
todo i > 0, a classe ;P corresponde aos problemas que podem ser decididos por
uma mdquina de Turing alternante em tempo polinomial com restricao de que
cada computagcao compreende apenas uma quantidade constante de alternancias
entre estados existenciais e estados universais, comegando com estado existen-
cial. Analogamente, a classe TI;P corresponde aos problemas que podem ser
decididos por uma mdquina de Turing alternante em tempo polinomial com res-
tricao de que cada computagcao compreende apenas uma quantidade constante
de alternancias entre estados existenciais e estados universais, comecando com

estado universal.
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Definimos a hierarquia polinomial como sendo a classe

PH = [JZiP. (2.15)

i>0

O

A hierarquia polinomial PH serd relacionada com a légica RIFP como vere-

mos no Capitulo 5.

2.5 Complexidade Descritiva

Nesta secao, apresentaremos os conceitos e as definicoes da Teoria da Comple-

xidade Descritiva.

2.5.1 Complexidade da Ldgica

Nesta secao, apresentaremos os conceitos bésicos que estao envolvidos na relagao
entre expressividade da légica e complexidade computacional [GKLT07]. Os

dois problemas centrais dessa area sao:
e teste de satisfatibilidade;
e model-checking.

O problema da satisfatibilidade para uma l6gica £ (ver Definigao 2.1.15)
sobre um dominio D de estruturas é tomar férmulas ¢ € £ como entrada e
responder se existe um modelo em D que é modelo de v [GKLT07].

O problema de model-checking é, para uma légica £ e um dominio D de
estruturas (finitas), perguntar se é o caso que 2 |= 9, para uma dada estrutura
2A € D e uma féormula ¢p € L. Um problema semelhante é o de avaliar uma

férmula (ou avaliar uma query). Definiremos query a seguir.

Definicao 2.5.1 (k-Query e Query booleana) Seja S um vocabuldrio e k

um inteiro positivo.



CAPITULO 2. NOCOES BASICAS DE LOGICA E COMPLEXIDADE 41

e Uma k-query (ou query de aridade k) sobre uma classe IC é um mapea-

mento @ com dominio K e tal que

— Q) é uma relagao de aridade k sobre A, para A € K;

— @ € preservada sob isomorfismo, o que significa que se h : A — B €

um isomorfismo, entio Q(B) = h(Q()).

e Uma query booleana sobre uma classe K é um mapeamento Q : K —
{0,1} que é preservado sob isomorfismo, i.e., se 2 é isomdrfico a B,
entao Q) = Q(B). Consequentemente, () pode ser identificada com a

subclasse K' = {A € K| Q(A) =1} de K.

O

Query booleana é um problema de decisao definido por uma classe de estru-
turas usando o jargao de Banco de Dados. Queries sdo objetos mateméaticos que
formalizam o conceito de uma propriedade da estrutura e de elementos da estru-
tura. Esta formalizagao permite definir e estudar tais propriedade exprimiveis
em alguma logica.

Voltemos a andlise do seguinte problema: dada uma estrutura 2 e uma
férmula ¢ (Z) (com varidveis livres em ), computar a relagdo definida por v
sobre 2L, isto é, o conjunto ¥* = {@ | 2 &= ¥(a@)} (Definigdao 2.1.16). Clara-
mente, o problema de avaliar para uma férmula com k varidveis livre sobre uma
estrutura com n elementos reduz a n* problemas de model-checking [GKL*07].

Observe que o problema de model-checking possui duas entradas: uma es-
trutura e uma férmula. Podemos medir a complexidade em funcao das duas
entradas, e isto é conhecido por complexidade combinada (combined com-
plexity) do problema de model-checking. Se fixarmos a estrutura 2, entdo o
problema de model-checking para £ é o de decidir Th,(A) = {¢ € L | A | ¢}
e a complexidade de decidir esse conjunto é chamada de complexidade de
expressao (expression complezity). Um outro problema importante de model-

checking surge quando fixamos uma férmula 1), avaliando a classe de modelos



CAPITULO 2. NOCOES BASICAS DE LOGICA E COMPLEXIDADE 42

de ¥ em D, Modp(¢) = {2 € D | A = ¢} (Definigdo 2.1.14). Essa complexi-
dade é chamada de complexidade de estrutura ou complexidade de dados
(data complezity) do problema de model-checking [GKLT07].

Por tras da analise algoritmica dos problemas de légica encontra-se a questao
central da complexidade descritiva, e que trataremos nas secoes seguintes. Es-
tamos interessados na caracterizacao do poder expressivo das légicas usando

classes de complexidade.

2.5.2 Codificacao de Estruturas em Strings

A maioria das classes de complexidade com as quais trabalharemos aqui s&o
baseadas no modelo da Maquina de Turing (MT), cujas entradas sdo strings
ou palavras sobre um alfabeto finito, como foi dito na Secao 2.3. Como estamos
interessados em medir a complexidade dos problemas sobre estruturas finitas
em termos das estruturas finitas e das férmulas, necessitaremos representar as
estruturas como strings para serem usadas como entrada para a maquina de
Turing. O minimo necessario para codificar uma estrutura finita como uma
string requer selecionar uma representacao ordenada da estrutura (ver
[Imm99)]).

Definicao 2.5.2 (Classe de S-estruturas Finitas e Ordenadas) Para uma
vocabuldrio S qualquer, escreveremos Fin(S) para a classe das S-estruturas fi-
nitas e Ord(S) para a classe de todas estruturas (A, <), onde A € Fin(S) e < €

uma ordem linear sobre A (A = (A, <)) [GKLt07]. O

Para qualquer estrutura (2, <) € Ord(S) de cardinalidade n e para qualquer
k, podemos identificar A*¥ com o conjunto {0,...,n*¥ — 1}, associando a cada
k-tupla com sua posicdo na ordem lexicogréfica induzida por < sobre A*. Essas
estruturas ordenadas podem ser codificadas como uma string binaria de muitas
maneiras. A escolha particular de uma codificagdo nao é importante e basta

que as seguintes condigdes sejam satisfeitas [GKLT07].

Definicao 2.5.3 (Boa codificagao) Uma codificagao code : Ord(S) — X*

(sobre qualquer alfabeto finito ) é boa se ela identifica estruturas isomdrficas
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(Defini¢ao 2.1.8), se seus valores sao limitados polinomialmente, se ela é de-
findvel em primeira ordem, e se as formulas atomicas podem ser computadas em

tempo polinomial. Formalmente isso significa satisfazer as sequintes condicoes:
1. code(, <) = code(B, <) se, e somente se, (A, <) = (B, ).
2. |code(A, <)| < p(JA]) para algum polinémio p.

3. Para todo k € N e todo simbolo o € X, existe uma formula de primeira
ordem By (x1,...,2x) do vocabuldrio S U {<} tal que, para toda estrutura

(2, <) € Ord(S) e para todo @ € A*, a sequinte equivaléncia vale:

(A, <) E B,(a) sse o a-ésimo simbolo de code(U, <) é o (2.16)

4. Dado code(2, <), um simbolo relacional R € S, e uma tupla @, pode decidir

se A = Ra [GKL*07].

O

Um exemplo de codificagio é dado a seguir. Seja < uma ordem linear sobre A
eseja A = (A, Ry,...,R;) uma S-estrutura de cardinalidade n. Seja I a aridade
méxima de Ry,..., R;. Com cada relacao R de aridade j, associaremos x(R) =
wy . . .wn_,»_lonl—”j € {0, l}”l7 onde w; = 1 se a i-ésima tupla de A7 estd em R,
e w; = 0, caso contrario. Agora, fazemos code(2, <) = 10" ~"x(Ry) ... x(Ry)
[GKL*07].

Podemos fixar uma fungdo de boa codificagdo (Definigdo 2.5.3) e entender
estruturas ordenadas pelas suas codificagoes. Com uma estrutura 20 sem ordem,
associaremos os conjuntos de todas as codificacgoes code(2, <), onde < é uma
ordem linear sobre A. Logo, quando dizemos que um algoritmo M decide uma

classe K de S-estruturas, significa que M decide o conjunto de codificagoes das
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estruturas em IC, i.e., a linguagem
code(K) = {code(U,<) | A € K e < éuma ordem linear sobre A}  (2.17)

[GKL*07].

Logo, podemos perguntar se uma classe de estruturas é computavel ou nao,
e qual a complexidade envolvida para realizar esta computacao. Portanto, po-
demos considerar que as classes de complexidades, se for o caso, sao definidas
por queries pertencentes a alguma logica. Apresentaremos na secao seguinte
essa questao formalmente. Antes disso, apresentaremos a definicdo de query
L-definivel.
Definicao 2.5.4 (Query L-definivel) Seja L uma ldgica e K uma classe de

S-estruturas.

e Uma k-query Q sobre K é L-definivel se existe uma L-férmula ¢(x1, . .., xk)

com 1, ...,T varidveis livre e tais que para toda A € K,

o) = {(al, co,ap) € Ak |2 = é(aq,.. .,ak)}. (2.18)

e Uma query booleana @ sobre K é L-definivel se existe uma L-sentenc¢a v

tal que para toda A € IC,

Q) =1 & A E 4. (2.19)

e L(K) denota a cole¢io de todas as queries L-definiveis sobre K.
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2.5.3 Capturando Classe de Complexidade

Nesta secao, buscamos apresentar a conexao entre complexidade e logica que é o
tema de pesquisa da area de Complexidade Descritiva. Dado um dominio D de
estruturas (Definigao 2.1.7), uma lgica L e o conceito de captura de uma classe
de complexidade Comp, seguem-se as questdes: (1) para toda sentenca 1 € L,
a complexidade de dados de avaliar ¢ sobre as estruturas de D é um problema
na classe de complexidade Comp, e (2) toda propriedade das estruturas em D
que podem ser decididas com complexidade Comp sao definiveis na logica L.

Apresentamos uma metodologia para fazer esta conexdo que pode ser encon-
trada em [EF99, GKL107, Imm99]. A seguir, enunciaremos como é feita essa
conexao entre classe de complexidade e logica.

Quando nos referimos aqui a uma classe de modelos significa uma classe
de estruturas I para um vocabuldrio S fixo que é fechada sob isomorfismo
(Definigoes 2.1.8 e 2.1.14), ou seja, se A € K e A = B, entao B € K. Chama-
remos de dominio da estrutura, se o vocabulario nao estiver fixado. Para um
dominio D e vocabuldrio S, escreveremos D(S) para a classe de S-estruturas
em D (Defini¢ao 2.1.7) [GKL107].

Intuitivamente, uma légica £ captura uma classe de complexidade Comp
sobre D se as propriedades L-definiveis em D (Defini¢ao 2.5.4) sdo precisamente
as que sao decidiveis em Comp. Formalmente, isso se expressa na defini¢ao a

seguir.

Definicao 2.5.5 (Captura) Seja L uma ldgica, Comp uma classe de comple-
xidade e D um dominio de estruturas finitas. Dizemos que L captura Comp

sobre D se

o L C Comp: Para um wvocabuldrio qualquer S e uma sentenca qualquer
Y € L(S), o problema de complezidade de dados para v sobre D(S) estd

na classe de complexidade Comp.

e Comp C L: Para uma classe de modelos qualquer IC € D(S) cujo problema
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de decisdo estd em Comp, existe uma sentenga ¥ € L(S) tal que

K = {2eD(S) | A=)} (2:20)

[GKL*07]. O

Algumas vezes escreveremos £ C Comp para dizer que a condi¢do (1) da
Defini¢ao 2.5.5 é satisfeita sobre o dominio de todas as estruturas finitas. E
Comp C L para a condigao (2).

Temos dois importantes exemplos desse tipo de resultado. Um deles é o Te-
orema de Fagin que afirma que a l4gica existencial de segunda ordem (Definigao
2.5.7) captura a classe NP sobre a classe de todas as estruturas finitas, e o Te-
orema de Immerman-Vardi que afirma que a 1égica de menor ponto fixo (Segao
3.2) captura a classe de complexidade P sobre a classe de todas as estruturas
finitas e ordenadas.

A seguir, apresentaremos as provas para o Teorema de Fagin e para o Teo-

rema Immerman-Vardi.

Prova de Fagin para 3SO = NP

A prova original apresentada por Fagin estd em [Fag74]. Apresentaremos a
versao descrita em [GKLT07].

Definicao 2.5.6 (Espectro) O espectro (spectrum) de uma sentenca de pri-

meira ordem v € o conjunto de cardinalidades de seus modelos finitos, isto €,

spectrum(v) = {k € N:1 tem um modelo com k elementosy.  (2:21)

O

Definigao 2.5.7 (Légica Existencial de Segunda Ordem (3S0)) A ldgi-

ca existencial de sequnda ordem, denotada por 350, € o conjunto de formulas
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da forma ARy ...3R,;, ¢, onde m € N, Ry, ..., Ry, sao simbolos relacionais de

qualquer aridade finita, e ¢ € uma formula de primeira ordem. O

Note que o espectro de uma sentenga de primeira ordem 1 do vocabulario
relacional Sg = {Ry,...,R,,} pode ser visto como o conjunto dos modelos fi-
nitos da sentenca existencial de segunda ordem 3R; ...3R,, ¥. Como todos os
simbolos relacionais estao quantificados, esta é uma sentenga sobre um voca-

bulario vazio, i.e., seus modelos sao apenas conjuntos.

Definicao 2.5.8 (Espectro generalizado) Espectro generalizado € a classe

de modelos finitos de uma sentenca em ldgica existencial de seqgunda ordem. [J

Teorema 2.5.1 (Teorema de Fagin) Seja K uma classe de estruturas finitas
de algum vocabuldrio fixo ndo-vazio e finito e que seja fechada sob isomorfismo.
Entao K estd em NP se, e somente se, K € definivel por uma sentenca ezistencial

de seqgunda ordem, isto €, se, e somente se, IC € um espectro generalizado.

Prova. Mostraremos como decidir um espectro generalizado. Seja

Y = 3R;...3R, ¢ (2.22)

uma sentenca no fragmento existencial de segunda ordem. Descreveremos um
algoritmo de tempo polinomial ndo-deterministico N que, dada uma codificagao
code(2, <) de uma estrutura 2, decide se 2 | . Primeiro, N nao-deter-
ministicamente adivinha as relagoes Ry,..., R, sobre A. Uma relacao R; é
determinada por uma string binaria de tamanho n"¢, onde r; é a aridade da
relacio R; e n = |A|. Assim, N decide se (U, R1,...,Rn) E ¢. Como ¢ estd
em primeira ordem, ela pode ser computada em espago logaritmico e portanto

em tempo polinomial, conforme teorema FO C L [Imm99].

Como a computagao de N consiste em adivinhar um niimero polinomial de bits,
segue uma computacdo tempo polinomial ndo-deterministica. Claramente N

decide a classe de modelos finitos de .

No outro sentido da prova: seja K uma classe fechada sob isomorfismo de S-

estruturas e seja N uma maquina de Turing nao-deterministica de uma fita,
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que dada uma entrada code(2, <), decide em tempo polinomial se 2l estd em
K. Construiremos uma sentenca ¢ cujos modelos finitos sao exatamente as

estruturas em K.

Seja N = (Q, X, qo, F*, F~,A), onde Q é o conjunto de estados, 3 é o alfabeto
de N, qy é o estado inicial, F'T e F'~ sao os conjuntos de estados de aceitacio
e rejeigdo, respectivamente, A : (Q x X) = P(Q x {-1,0,1}) é a funcao de
transicao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que toda computagao
de N atinge um estado de aceitacio ou rejeicdo em no maximo n* — 1 passos,

onde n é a cardinalidade do dominio da estrutura 2l.

Representaremos uma computacéo de N para uma entrada code(2l, <) por uma
tupla X de relacdes sobre A construindo uma sentenca de primeira ordem 1)y
do vocabuldrio S U {<} U {X} tal que

(A, <,X) E1n sse asrelagoes X representam uma computacio de
aceitagao de N sobre code(2, <).

(2.23)
Para representar os n* parametros de tempo e espaco da computacio identifi-
caremos nimeros até n* — 1 com tuplas em A*. Dada uma ordem linear, uma
relagdo sucessor associada, o maior e o menor elementos, estdo definidos. Note,
que se uma relagao sucessor Suc e as constantes “0” e “e” para o primeiro e
ultimo elemento estao disponiveis, segue que a relacao de sucessor induzida serd
Yy = T + 1 sobre as k-tuplas é definida pela seguinte férmula, que é livre de

quantificadores

\/ (/\(xj =eAy; =0) A Sucz;y; A /\xj =yj) (2.24)

i<k j<i j>i

Logo, para qualquer inteiro fixo m, a relacao § = T 4+ m pode ser expressa em
FO.

A descricio X de uma computacao de N sobre a codificacio code(2, <) consiste

das seguintes relagoes.

(1) Para cada estado g € @, o predicado

X, = {t € A¥ | no tempo , N estd no estado ¢}. (2.25)
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(2) Para cada simbolo ¢ € ¥, o predicado

Y, = {(t,a) € A%** | no tempo ¢, a célula @ contém o simbolo o}.
(2.26)

(3) O predicado cabega

Z = {(t,a) € A?* | no tempo f, a cabega de N estd na posi¢do a}.
(2.27)

A sentenca 1 é o fecho universal da conjungao

START A COMPUTE A END. (2.28)

A subférmula START garante a condigao da configuracéo inicial de N no tempo

t = 0 sobre a entrada code(2, <). Veja a subférmula a seguir:

START = X4 (0)AZ0,0)A )\ (B,(T) = Y,(0,7)) (2.29)
oEY

onde S, é a férmula da Definicdo 2.5.3.

A subférmula COMPUTE descreve as transigoes de uma configuragdo para a
configuracao seguinte enquanto ainda nao atingiu o estado final da computagao.
Trata-se da conjunc¢ao das seguintes férmulas NOCHANGE N CHANGE.

NOCHANGE = N\ (YoEZ)AG#T)AE =t+1)AZ(E7)
ogEY (230)
— Y, (7,7))
(]
CHANGE = /\ (PRE[q,0] — \/POST[q’, o' m]) (2.31)
qeK,0c€eX
onde

PRE[q,0] = X,0) N Z(L,T) A Y,(L,T) A (T =T+1) (2.32)
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POST(d o',m] = Xy@)AY (@, 2) A Tg(T+m=7) AZE,7))
(2.33)
onde a expressao T + m = 7, o m indica o tipo do movimento da cabeca

de leitura. NOCHANGE expressa o fato que o conteiudo das células, que nao
sdo aquelas que estdo sendo lidas, ndo devem mudar na configuracao seguinte,
enquanto CHANGE garante a mudanga nas relacoes Xg, Y, e Z definidas pela

fungao de transicao.

Finalmente, a férmula
END = \/ X,(f)

2.34
e (2.34)

que garante a aceitagado. Note que todas as computacoes param.

Lema 2.5.2 Se N aceita code(, <), entdo (A, <) = (IX) ¥n.

Prova. Isso segue imediatamente da construgao de v, pois para qualquer

computagao aceita de N sobre code(, <) significa que X satisfaz ¢ . [ |

Lema 2.5.3 Se (A, <, X) E ¥y, entio N aceita code(2, <).

Prova. Suponha que (2, <, X) = ¢y. Para qualquer N-configuragao C' no es-
tado ¢, posicao da cabega de leitura na posicao p, conteudo da fita é wy . . ., wyk_1
€ ¥*, e para qualquer tempo j < n*, seja CONF[C, j] a conjuncao das férmulas

atomicas que valem para C' no tempo j, isto é,

CONF [C,j] = X () A X(G.p) A N\ Yu,(G,0) (2.35)

onde 7, p e i sdo tuplas de A* representando os nimeros j, p e i.

(i.) Seja Cy a configuracdo inicial de N para a entrada code(2, <). Como
(2, <, X) = START, segue que,

A,<,X) = CONF [Co,0]. (2.36)
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(ii.) Devido a subférmula COMPUTE de 9 n, toda configuragdo C ndo-terminal

e todo j < n* — 1, temos que,

Yn A CONF[C,j] E \ CONF [C',j + 1],

(2.37)
C’e Next (C)

onde Next(C) = {C" | C Fn C'} é o conjunto das configuragoes sucessoras

de C. Segue disso que existe uma computagao
Co,<) = Cobny CibN oo BN Criy = Cou (2.38)
de N sobre code(2, <) tal que, para todo j < n*,
(A,<,X) E CONF [C},j]. (2.39)

(iii.) Desde que (A, <) E C..., a configuracao C.,, é de aceitagdo. Logo, N
aceita code(2, <).

Isso prova o Lema 2.5.3. Note que o fato de que uma relagdo bindria é uma

ordem linear pode ser expresso em légica de primeira ordem. Portanto,

A€ K sse AE (I<)(3X)(“< éuma ordem linear” Avpy)  (2.40)

Isso prova que K é definivel por uma sentenga 3SO. [ |

Outro resultado é o da classe P que pode ser capturada usando a logica
LFP (Segao 3.2) considerando-se as estruturas ordenadas e finitas (Teorema em
[Imm99)]).

Prova do Immerman-Vardi para FO C L

A seguir a prova para FO C L [Imm99].

Teorema 2.5.4 (FO C L) O conjunto das queries booleanas de primeira or-

dem estd contido mo conjunto das queries computdveis em logspace denotado
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por FO C L [Imm99] (Defini¢ies 2.5.1 e 2.5.4).

Prova. Seja 7 = {Ry,...,Rg,c1,...,c}. Seja ¢ € FO[r] uma férmula

¢ = Tz Vg ... Qu,y, a(T) (2.41)

onde a é uma férmula livre de quantificadores e Q) a query booleana definivel
correspondente, i.e., Q(2A) = 1 se, e somente se, A = ¢. Precisamos construir
uma mdaquina de Turing logspace M tal que para toda estrutura 2 € D[r], 2

satisfaz ¢ se, e somente se, M aceita a codificagao binaria de 2. Em simbolos,

A E¢ < M aceita (2.42)

Contruiremos a maquina de Turing M em logspace indutivamente sobre m que
é o numero de quantificadores que ocorre em ¢. Se k = 0, entdao ¢ = « é
uma sentenga livre de quantificadores. Logo, a é uma combinacao de férmulas
atomicas finita. As férmulas atémicas sdo as relagoes de entrada Rps . .. p,., onde
pi € {c1,...,ca}. Uma vez que saibamos que a maquina M pode determinar se

A satisfaz cada uma das férmulas atémicas, M pode determinar se 2 | a.

Uma maquina M em logspace recebe a entrada codificada em forma bindaria
de 2, para alguma 21 € D[r]. Para verificar um dos predicados de entrada, a
maquina apenas verifica o bit apropriado na codificacao da estrutura de entrada.

Isso pode ser feito em espago O(logn).

Indutivamente, assuma que as consultas de primeira ordem com k — 1 quantifi-

cadores sao feitas em logspace. Seja

P(x1) = Vag ... Qk(zk) a(T) (2.43)

Seja My uma méaquina de Turing logspace que computa a consulta ¢(c). Note
que ¢ é um novo simbolo de constante para substituir a varidvel livre x;. Para
computar a consulta ¢ = Jxq (1) construimos uma mdaquina logspace M que
passa por todos os possiveis valores de x1, substituindo cada um desses por ¢ e
executa My. Se algum desses valores levar M ao estado de aceitagao, entao M

encerra também no estado de aceitacao, caso contrario, M encerra no estado de
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rejeicao. Note que o espaco extra necessario é apenas logn para armazenar os

possiveis valores de z7. A simulacao do quantificador universal é semelhante.



Capitulo 3

Logicas de Ponto Fixo

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢goes e os conceitos das légicas de ponto
fixo [GKLT07, Imm99, Lib12, EF99, Kre02).

A légica de primeira ordem nao é capaz de expressar recursao. Isso levou
alguns pesquisadores a buscarem mecanismos que, adicionados a FO, permitis-
sem expressar defini¢oes recursivas. Um desses mecanismos sao os operadores
de pontos fixos, com o objetivo de aumentar a expressividade da légica de pri-
meira ordem. Outro exemplo de mecanismo que permite aumentar o poder
expressivo da logica sao os quantificadores de segunda ordem. Fato este que foi
apresentado no Teorema de Fagin (Teorema 2.5.3) que mostrou o exato ganho
do poder expressivo que é alcancado quando um unico quantificador existencial
de segunda ordem é usado na forma de prefixo.

As légicas de ponto fixo foram criadas para estender a linguagem de FO
com construgoes sintaticas que denotam pontos fixos de operadores definidos
na linguagem. A possibilidade de definir novas relagoes através do recurso de
inducdo [Imm99] foi um dos resultados alcangados. Essas relagoes definidas de
maneira indutiva nao sao exprimiveis em logica de primeira ordem. Um exemplo
de uma relagao que nao pode ser expressa em logica de primeira ordem é o fecho
transitivo. O fecho transitivo de um grafo é o conjunto dos pares de vértices

entre os quais existe um caminho.

54
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3.1 Teoria do Ponto Fixo

Nesta secao, definiremos alguns dos conceitos da Teoria de Ponto Fixo. Consi-
dere A um conjunto finito e nao-vazio e P(A) o conjunto poténcia de A.
Definigao 3.1.1 (Fun¢do mondétona, ponto fixo e menor ponto fixo) Se-
ja A um conjunto e F : P(A) — P(A) uma fungao. F € chamada monStona
se para todo X CY C A, F(X) C F(Y). Um ponto fixo de F ¢ qualquer
conjunto P C A tal que F(P) = P. Um menor ponto fixo de F ¢ um ponto
fizo que estd contido em qualquer outro ponto fixo, isto é, um ponto firo X de F
tal que X CY para todo ponto firo Y de F. Denotaremos por Ifp(F) o menor

ponto firo de F [Kre02, Lib12, GKLT 07]. O

Definicao 3.1.2 (Férmula Positiva) Dizemos que ¢(X) € positiva em X
se toda ocorréncia de X em ¢(X) possui um nimero par de negagoes, onde X é
stmbolo relacional e ¢ € uma férmula do vocabuldrio SU{X} [Lib12, GKLT 07,

EF99). O

Seja ¢(X,T) uma férmula de alguma linguagem onde X é um simbolo rela-
cional de aridade k e T = x1,...,x;. A féormula ¢ define um operador sobre o

dominio de uma interpretacao J como

¢’(X) = {ac A |7

X,a _
) (3.1)

Como na Defini¢ao 2.1.16, o operador, nesse caso, também esta definindo

uma nova relagao.

Lema 3.1.1 (Operador Monétono) Se ¢(X,T) € positiva em X, entdo ¢°
¢ monoténo [Lib12].

A prova do Lema 3.1.1 é por indugao na estrutura da férmula.
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Definigao 3.1.3 (Operador Indutivo) Chamaremos um operador F' : P(A)
— P(A) indutivo se a sequéncia de estdgios X, onde a é um inteiro, definida

por
XO = ®7
(3.2)
XaJrl = F(Xa)7 €

¢ crescente, isto é, se Xg C X, para todo B < a. A sequéncia de estdgios de
um operador indutivo alcanca um ponto fizo (Teorema 3.1.2), que geralmente é
denotado por Xo ou Fu. O

Assim, se X ocorre positivamente em ¢, entdo o operador ¢ é monétono
(ver Lema 3.1.1), isso implicard que existird uma relagdo minima ou menor
X C A* tal que ¢7(X) = X.

A seguir o Teorema de Tarski-Knaster.

Teorema 3.1.2 (Tarski-Knaster) Todo operador mondtono F : P(A) — P(A)

tem um menor ponto fizo p(F) que pode ser definido como

Ifp(F) = N{Y|F(Y)=Y} (3:3)

Além disso, Up(F) = Xoo = |J; Xi para a sequéncia X; (Definicao 3.2) [Lib12].

Os tipos de pontos fixos mais estudados sdo: menor ponto fixo (Ifp) (De-
fini¢ao 3.1.1), ponto fixo inflacionério (ifp) e ponto fixo parcial (pfp).

Dizemos que o operador F é inflaciondrio se X C F(X), para todo X €
P(A) e que o operador F' é mondtono se X C Y implica FI(X) C F(Y), para
todo X,Y € P(A). Denotamos por F,, o estdgio F; que é um ponto fixo de F,
se existir, e () caso contrério. A sequéncia de estdgios indutiva atinge um ponto
fixo em algum estagio da sequéncia. Se F' é inflacionério, chamamos de ponto
fixo inflacionario de F' e definimos como inf(F') = F,. No caso de F' ser um

operador arbitrario, chamamos F,, de ponto fixo parcial de F' e denotamos

por pfp(F).
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3.2 Légica de Menor Ponto Fixo (LFP)

Nesta segao vamos apresentar como aumentar a sintaxe da légica de primeira
ordem com o operador de menor ponto fixo.
A 16gica de menor ponto fixo (LFP) é obtida estendendo a linguagem da FO

com a seguinte regra:

e se X é uma varidvel relacional de aridade k, T = 1, ...,z e ¢(X,T) é uma
LFP-férmula positiva em X, entéo [Ifpx z¢(X,Z)] (f) ¢ uma LFP-férmula,

onde t = tq,...,t; é uma tupla de termos de comprimento k.

Dada uma interpretagao J, a relagéo de satisfatibilidade para as novas férmulas
¢ definida

JE [lfpxz (X)) (1) sse  (,....t7) € Up(¢”). (3.4)

Lema 3.2.1 Seja F : P(A*) — P(A*) um operador mondtono sobre um con-
Junto finito A. Se F € computdvel em tempo polinomial (com respeito a |A|),
entdo Ifp(F) também o é [GKL" 07].

Do fato que operagoes em primeira ordem serem computéveis em tempo
polinomial e pelo Lema 3.2.1 podemos concluir que toda propriedade definivel
em LFP de estruturas finitas é computdvel em tempo polinomial [GKL'07].

Restrita a estruturas ordenadas, LFP é equivalentemente IFP e definem
exatamente as queries em PTIME ([Imm82, Var82]).

Teorema 3.2.2 (LFP = PTIME, sobre estruturas ordenadas) Uma
classe de estruturas ordenadas pode ser definida em LFP se, e somente se, estd

em PTIME.

O papel da ordem é importante aqui, uma vez que LFP nao pode definir
consultas em PTIME sobre estruturas nao-ordenadas. Um problema polinomial,
como o de decidir se uma estrutura tem um dominio de cardinalidade par,
nao pode ser definido em LFP [KV96]. Sobre estruturas nao-ordenadas, temos

somente a inclusao de que LFP C PTIME, mas nao a reciproca.
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3.3 Légica de Ponto Fixo Inflacionario (IFP)

A lbgica IFP é outra extensao para a légica de primeira ordem com operador
de ponto fixo inflacionério. Essa extensao permite a construgao de um operador
de ponto fixo que nao é necessariamente mondétono.

A légica IFP é definida semelhante a 16gica LFP, mas sem a restrigdo para
que as varigveis de ponto fixo ocorram apenas positivamente na férmula (De-

finicdo 3.1.2), e a semantica é definida por um operador inflaciondrio associado.

e se X é uma varidvel relacional de aridade k, T = z1,...,2; ¢ ¢(X,T)
6 uma IFP-férmula, entdo [ifpyx 5z ¢(X,T) V X7 (f) ¢ uma IFP-férmula,

onde t = tq,...,t; é uma tupla de termos de comprimento k.

A relacao de satisfatibilidade é definida como:

3k [ifoxs oX®] (@) sse (H,....1]) € ifp(67) (35)

As logicas LFP e TFP tém o mesmo poder expressivo. Este resultado foi
provado para estrutura finitas por Gurevich e Shelah em [GS86] e depois a

restrigao sobre a cardinalidade das estruturas foi removida por Kreutzer [Kre02].

Teorema 3.3.1 (Kreutzer) Para toda IFP-férmula, existe uma LFP-férmula

equivalente [GKLT 07].

Proposicao 3.3.2 (Capturando PTIME com IFP) IFP captura PTIME so-

bre estruturas finitas e ordenadas [GKL'07].

3.4 Légica de Ponto Fixo Parcial (PFP)

Outra importante légica é a logica de ponto fixo parcial (PFP):

e se X é uma varidvel relacional de aridade k, T = z1,..., 2, e ¢(X,T) é
uma PFP-férmula, entdo [pfpxz ¢(X,7)] () ¢ uma PFP-férmula, onde
t =ty1,...,t, é uma tupla de termos de comprimento k.

E a relacao de satisfatibilidade correspondente é:



CAPITULO 3. LOGICAS DE PONTO FIXO 59

I [pfoxz o(X,7)](F) sse (H,....8) € pfp(¢”).

Em [AV91, Var82], foi mostrado que PFP captura PSPACE, a classe dos
problemas de decisao que podem ser resolvidos usando espago polinomial, sobre

estruturas ordenadas:

Teorema 3.4.1 (PFP = PSPACE, sobre estruturas ordenadas) Uma
classe de estruturas ordenadas pode ser definida em PFP se, e somente se, estd
em PSPACE.

Muitos outros resultados de captura tém sido provados para varias logicas e
classes de complexidade, ver referéncia [Imm99] para tais resultados. Temos as

seguintes relacoes entre as logicas mencionadas acima:
LFP =1FP C 3SO C PFP,

onde a tultima inclusao somente vale para estruturas ordenadas. Queremos gene-
ralizar os operadores de ponto fixo considerados na teoria tradicional de ponto
fixo a fim de explorar novas maneiras de definir l6gicas visando a caracterizagao
de seu poder expressivo através das classes de complexidade dentro da perspec-
tiva da complexidade descritiva. Vamos introduzir a abordagem relacional no

préximo capitulo.



Capitulo 4

Logica de Ponto Fixo

Relacional Inflacionario

(RIFP)

Como foi visto no Capitulo 3, a teoria do ponto fixo tradicional é baseada no
conceito de operador, que essencialmente é uma funcdo (ver mais detalhes em
[Lib12, GKL™07]). Nossa proposta é considerar relagoes no lugar de fungoes.
Assim, neste capitulo iremos apresentar as definicbes necessdrias para definir
nossa légica que serd a logica de primeira ordem acrescida do operador relaci-
onal de ponto fixo inflaciondrio (rifp). Em seguida, apresentaremos alguns re-
sultados tedricos de complexidade descritiva para essa nova légica. Além disso,
mostraremos como adicionar a légica de primeira ordem a capacidade de definir
relagbes que correspondem a unido dos pontos fixos inflaciondrios iniciais das
relacoes definidas. Essa extensao acrescentara poder expressivo maior que o da

légica de ponto fixo inflacionério.
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4.1 Teoria do Ponto Fixo Relacional

Nesta segao apresentamos as definigoes e notacoes que usaremos posteriormente
neste trabalho. Dado um dominio finito A4, seja R C P(4*) x P(AF) uma
relac@o (de segunda ordem) com tuplas de tamanho k € N.

Podemos definir condigbes sobre as relagoes que se assemelham aquelas usa-
das para definir os tipos de operadores de ponto fixo como visto antes.
Definicao 4.1.1 (Relagdo Total) Seja A um conjunto finito, ndio-vazio e
P(AF) o conjunto das partes do produto cartesiano AF. Dizemos que uma
relagdo bindria R ¢ total se para todo X € P(A¥) existe um'Y € P(AF) tal que

(X,Y) € R. Para X € P(AF) escreveremos R(X) = {Y € P(AF) | R(X,Y)}

para denotar os sucessores de X . O

Definicao 4.1.2 (Relacao Inflaciondria) Dizemos que wuma relagio R C
P(AF) x P(A*) é uma relagio inflaciondria se, para todo X € P(A¥) tal que

R(X) # 0, para todo Y € R(X), temos X C Y. O

Definicao 4.1.3 (Cadeia) Uma cadeia em R € uma sequéncia Xo, X1, ..., Xm

talqueon(iJ EXZQXHJ,OSZSm*l

Definicao 4.1.4 (Relagao Inflacionéria Rins) Dada uma relagio R C P(A¥)
x P(AF), definimos uma relacdo total, inflaciondria, Rixe a partir de R como
seque:

Roe = {(X,XUY)ePA)[(X,Y)eR}U
(4.1)

{(X,X)eP(AF)? | By : (X,Y) € R}.
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Definicao 4.1.5 (Relagao Indutiva) Dizemos que uma relagio R C P(A*)x
P(A*) € indutiva se qualquer sequéncia Xo, X1, ..., Xm, tal que Xo = 0 e

(X, Xi+1) € R € uma cadeia, 0 <i<m— 1. O
Lema 4.1.1 Se R € inflaciondria entao € indutiva.

Definigdo 4.1.6 (Ponto Fixo) Um conjunto X € P(A*) é um ponto fixo

da relacao R se R(X, X). O

Definicao 4.1.7 (Ponto Fixo Indutivo - IndFP(R)) Dizemos que X € um
ponto fixo indutivo de R se X é um ponto fizo de R e existe uma cadeia
Xo,X1,.-., Xm tal que X,,, = X. Denotaremos por INDFP(R) o conjunto dos

pontos fixos indutivos de R. O

Definicao 4.1.8 (Ponto Fixo Inicial - IniFP(R)) Dizemos que um ponto fi-
zo X € um ponto fixo inicial de R se existe uma cadeia Xg, X1,...,X,, tal
que X, = X e nenhum X, j < m, é um ponto fixro de R. Denotamos por
INIFP(R) o conjunto de todos os pontos fizos iniciais de R. (]

Na Figura 4.1 note que os pontos fixos iniciais sdo X3 e Z;.

Definicao 4.1.9 (Ponto Fixo Inflaciondrio - InfFP(R)) Um conjunto X é

um ponto fixo inflacionario de R se X € um ponto fixo indutivo de Riys. O

Definigao 4.1.10 (Ponto Fixo Inflaciondrio Inicial - rifp(R)) Dizemos
que X € um ponto fixo inflacionario inicial de R se X é um ponto fizo
inicial de Rixg. Denotamos por rifp(R) o conjunto de todos os pontos fizos

inflaciondrios iniciais de R, rifp(R) = INIFP(Riyy). O
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I /”“\ N
o o Y3 Q

Figura 4.1: Ponto Fixo Inicial

Lema 4.1.2 Se uma relagio R C P(AF) x P(AF) ¢ total e indutiva, entdio
qualquer cadeia Xo = 0, X1, ..., X,, para um m suficientemente grande contém
um ponto fixo.

E facil ver que os operadores sao casos particulares de relagoes. De fato,

dado um operador F' : P(A*) — R(A¥), seu grafo é a relacio

Re = {(X,Y) € P(4F) x P(A%) | Y = F(X)} (4.2)

Assim, a abordagem relacional pode ser usada para representar a funcional.
Desenvolveremos uma logica que é capaz de expressar o ponto fixo infla-

ciondrio inicial de uma relacao.

4.2 A Loégica do Ponto Fixo Relacional RIFP

As légicas de ponto fixo apresentadas no Capitulo 3 usaram sua prépria lingua-
gem para definir os operadores e prover expressoes que se referem ao ponto fixo
de tais operadores. A ldgica de ponto fixo relacional fard o mesmo com respeito
as relacoes do tipo R?7 que apresentaremos na Definicdo 4.2.1 para alguma
férmula ¢. Aqui, focaremos sobre uma légica especifica, a Légica de Ponto Fixo
Relacional Inflaciondria (RIFP).

Vamos agora definir a relacdo R?®7.
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Definigao 4.2.1 (R*7) Seja ¢(X,Y) uma S-férmula com as varidveis relaci-

onais livres X eY de aridade k, e J uma S-interpretagcio. A férmula ¢(X,Y)

define a relacdo

W,V
3172

RET = {(.15) € P(4) x P(4Y) | 3¢

E o(X,Y)}. (4.3)

Se (X, Y) nao possui outras varidveis livres além de X e de Y, entao, dada
uma estrutura A, a relagio R®? é a mesma para todas as interpretacées J sobre

2. Portanto, escrevemos R** no lugar. (]

Agora, apresentamos a sintaxe e a seméantica da légica RIFP.

Definicao 4.2.2 (Sintaxe de RIFP) A linguagem de RIFP estende a lingua-

gem da logica de primeira ordem com a sequinte regra:

e se X eY sdo varidveis relacionais de aridade k, t = tq,...,1; sdo termos

e $(X,Y) € uma S-formula, entdo

[rifpx y #(X,Y)] () (4.4)

€ uma S-formula de RIFP. O

Definicao 4.2.3 (Semantica de RIFP) A relacio de satisfatibilidade € de-
finida usando a relagdo inflaciondria Rf)Ng gerada por R®7. Dada wma inter-

pretagdo J definimos

JE [rifpxyd(X,Y)] () sse (7,....t7) € Urifp(R?7) =

UINIFP(REY)

INF

(4.5)
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Como mencionamos no final da Secao 4.1, podemos usar relagdes para repre-
sentar fungoes. Como consequéncia, segue o seguinte teorema relacionando as
logicas IFP e RIFP.

Teorema 4.2.1 (IFP C RIFP) Toda IFP-férmula tem uma férmula equiva-

lente em RIFP.

Prova. Seja ¢ a seguinte IFP-férmula:
U = [ifpxz o(X,7)] (&) (4.6)
Seja J uma interpretacdo e ¢° o operador definido por ¢ sobre J. Seja
% =0, 6, 63, - (4.7)

a sequéncia de estagios de ¢7. Definiremos uma férmula 6( X, Y) tal que somente
uma cadeia em RY7 levard ao ponto fixo inicial que coincide com os estagios da

sequéncia de ¢”. Seja 6(X,Y) a férmula
0(X,Y) = V(YT + ¢(X,7)) (4.8)

A relacio R?7 é exatamente o grafo do operador ¢°. Portanto, qualquer seg-

mento inicial da sequéncia de estagios de ¢ é cadeia de R?7 e vice-versa. Além

0,3

; J 4 SN AT 5 0,3 _ 10,9
disso, como ¢” ¢ inflaciondrio, entdao R”” = R[};. Segue que Ry, tem apenas
um ponto fixo inicial e é igual ao ponto fixo inflaciondrio de ¢?. Portanto, a

férmula

O = [rifpx y0(X,Y)] (T) (4.9)

é equivalente a ). [ |

4.3 Exemplos em RIFP

A seguir, mostraremos como usar RIFP para expressar algumas queries.
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Apresentamos a seguir query EVEN (ver Definigao 2.5.4) definivel em RIFP

mas que nao ¢é definivel em FO sobre a classe de todas as estruturas de ordens

lineares e finitas.

Exemplo 4.3.1 (Cardinalidade Par) A query Even Cardinality ou Car-
dinalidade Par, a qual denotaremos por EVEN, corresponde a classe das es-
truturas cujo dominio tem cardinalidade par. Note que um conjunto A finito
tem cardinalidade par se existe uma particio {A', A"} de A e uma bijegdo
f:+ A" — A", Usaremos o operador rifp para construir tal bije¢ao (o grafo da
bijecdo, que é uma relagdo bindria). SejaY e X wvaridveis relacionais bindrias

e considere as sequintes formulas:

1. A formula FUNC expressa que uma dada relagio Y € uma fungdo

FUNC(Y) = VaVyVz[Yay AYaz — y = 2] (4.10)

2. A férmula INJ expressa que uma dada relagdo Y € uma fungdo injetiva

INJ(Y) = VaVyVz[Yay AYzy — o = 2] (4.11)

3. A formula TOT expressa que cada elemento do dominio estd associado a

algum outro elemento do dominio.

TOT(Y) =VaTy[Yay V Yyx] (4.12)

4. A férmula DIS expressa que menhum elemento aparece ma imagem e mo
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dominio da bijecao ao mesmo tempo.

DIS(Y) = Vo= [FyYay A 32Y 2z (4.13)

Seja ¢(X,Y) a férmula

H(X,Y) = (X =0) A FUNC(Y) AINJ(Y) A TOT(Y) A DIS(Y). (4.14)

Seja A uma estrutura e R>* a relagdo definida por ¢(X,Y) sobre 2. Um
par (B,B') esti em R*™ sse B = () e B' é o grafo de uma bijecio sobre
uma particio do dominio A de A. Tal bijecdo existe se e somente se A tem
cardinalidade par. A rela¢do R?Ngl contem R** e os pares (B, B) para todo
B C A?, tal que B # 0. Se A tem cardinalidade impar, entdo qualquer cadeia
sobre Rﬁ\}? tem comprimento 1 e o wnico ponto fizo inflaciondrio inicial é (. Se
A tem cardinalidade par, entdo qualquer cadeia de tamanho 2 alcanca um ponto
fizxo inflaciondrio inicial que € o grafo de uma funcao bijetiva, como descrito

acima. Segue que |Jrifp(R??) ¢ vazio se, e somente se, A tem cardinalidade

impar. A sentenca

YEvey = Ju v [prX,Yd)(Xa Y)} (u,v) (4.15)

¢ satisfeita por A se, e somente se, |Jrifp(R*®) é ndo-vazio, o que somente
ocorre se A tem cardinalidade par. Portanto, Ygven define a query EVEN.

O problema SAT, que definiremos a seguir, é completo para a classe NP.
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Além disso, neste préximo exemplo, note como é o modo com que fazemos
para defini-lo usando a légica RIFP. A férmula que exprime SAT descreve uma
relagao que codifica uma valoracao para os literais, clausulas e por fim a férmula
que é a instancia do SAT (veja o esquema na Figura 4.2).

Exemplo 4.3.2 (Satisfatibilidade) O problema Satisfiability ou Satisfati-
bilidade, o qual denotaremos por SAT, consiste do conjunto de formulas da

l6gica proposicional na forma normal conjuntiva (CNF) que sao satisfativeis.

Uma formula o em CNF tem a forma

a=Ci A...AChn, (4.16)

onde cada C; é uma cldusula, isto €, uma disjun¢do como

Ci =01V ...V (417)

e cada l; € um literal, isto €, ou é um simbolo proposicional py, e dizemos que py,
ocorre positivo em C;, ou um simbolo proposicional negado —py, e dizemos que
pi ocorre negativo em C;. Observe na Figura 4.2 o esquema da valoracao para
0s simbolos proposicionais, em sequida, 0s valores verdades para as cldusulas e,
finalmente, a valoracdo para a férmula.

Como queremos usar wma formula para expressar o problema de decisdo,
temos que representar as entradas do problema como estruturas finitas. Seja
A, uma estrutura sobre o conjunto de simbolos S = {P,N} onde P e N sao

relagoes bindrias. Seja r o numero de simbolos proposicionais que ocorrem em
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1
1 Valoragdo das
I Farmulas

.\

: : Valoragio das
: “as Xll L X.El | Cléusulas
|

NI\

Valoragio dos
Simbolos
Proposicionais

% N/

Figura 4.2: SAT
aeA={1,...,max{m,r}}. Seja P* ¢ N* definidos como:
P = {(i,4) | p; ocorre positivo em C;} (4.18)

N* = {(4,j) | pj ocorre negativo em C;}. (4.19)

A primeira posicao de P e N representa uma cldusula e a sequnda posi¢do um
simbolo proposicional. Sem perda de generalidade, consideramos que qualquer
formula tem pelo menos tantas clausulas quantos simbolos proposicionais, o que
pode ser obtido adicionando cldusulas do tipo (po V —po), o que nao muda a
satisfatibilidade da formula.

Nos escreveremos uma RIFP-formula que satisfaz estas estruturas A, tal

que « € satisfativel. Usaremos o operador rifp para construir uma rela¢do



CAPITULO 4. LOGICA DE PONTO FIXO RELACIONAL INFLACIONARIO (RIFP)70

terndria cujas tuplas representam os valores verdade dos simbolos proposicio-
nais, clausulas e a formula de acordo com alguma valoracdo dos simbolos pro-
posicionais. Usamos triplas (a,b,c) tal que a pode assumir os valores 0, 1 ou
2, caso se refira a um simbolo proposicional, uma cldusula ou uma férmula,
respectivamente, b € um elemento do dominio que representa o indice de uma
cldusula ou simbolo proposicional e ¢ pode ser 0 ou 1, para verdadeiro ou falso.
Esta relagao serd construida em trés estagios. Primeiro, colocamos as triplas

que representam uma valoragao. Seja PVAL(Y) a férmula

PVAL(Y) = VaVyVz (nyz — = O) A Yy ((YOyO\/YOyl) A —|(Y0y0/\Y0y1))
(4.20)

e ¢o(X,Y) a formula

¢o(X,Y) = (X =0) A PVAL(Y). (4.21)

Duas relagoes X, Y satisfazem ¢o(X,Y) sse X = 0 e Y representa uma
valoragao, onde (0,1,1) significa que o simbolo proposicional i tem valor verda-
deiro, e (0,i,0) significa que o simbolo proposicional i tem valor falso. No
sequndo passo, incluimos as triplas correspondentes aos valores verdade das
clausulas. Podemos considerar que X contém aquelas triplas que representam

uma valoragdo e foram incluidas no primeiro passo. Seja CVAL(Y') a férmula

CVAL(YY) = VavVy¥z (Yayz — z = 1) AVy (Y1y0VY1yl) A=(Y1y0AY1yl))

(4.22)
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e a formula CL(X,Y)

CL(X,Y) = CVALY)A
(4.23)
Yy (Ylyl <~ dp ((Pyp AXO0pl) V (Nyp A XOpO))
Seja 91(X,Y) a férmula
$1(X,Y) = PVAL(X) A CL(X,Y). (4.24)

Se X eY satisfazem ¢1(X,Y) entao X corresponde a uma valoragao de simbolos
proposicionais. Além disso, a férmula CL afirma que uma tripla (1,y,1) estd
em Y se existe um simbolo proposicional p que ocorre positivo na cldusula y e
tem valor verdadeiro de acordo com X ou p ocorre negativo na clausula y e tem
valor falso de acordo com X. Dessa forma, Y representa os valores verdade das
clausulas de acordo com a valoracdo X.

O 4ltimo passo calcula o valor verdade da formula baseada nos valores ver-

dade de suas cldusulas. Seja FVAL(Y') a férmula

FVAL(Y) = ((Y200V Y201) A (Y200 A Y201)). (4.25)

A formula FVAL(Y) diz que Y ou tem a tupla (2,0,0), indicando que a entrada
do SAT nao € satisfativel, ou a tupla (2,0,1) caso contrdrio. Seja FOR(X,Y)
a formula

FOR(X,Y) = Y201 « (Vy X1yl) (4.26)
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$2(X,Y) = FVAL(Y) A FOR(X,Y). (4.27)

A formula FOR(X,Y) afirma que a tripla (2,0,1) estd em Y se todas as
cldusulas tiverem valor verdadeiro de acordo com X.

Finalmente, seja p(X,Y) = ¢po(X, YY)V (X, Y)Vda(X,Y). Um par (X,Y)
satisfaz ¢(X,Y) se, e somente se, satisfaz algum ¢;(X,Y), 0 < i < 2. Em
particular, (2,0,1) € Y se, e somente se, a férmula o (definida na férmula
4.16) é satisfativel. Isso garante que a tripla (2,0,1) ou (2,0,0) estard em cada
ponto fixo inflaciondrio inicial, de acordo com a formula o ser satisfativel ou

ndo. Segue que (2,0,1) € Jrifp(R? %) se, e somente se, a € satisfativel. Seja

Ysae = [rifpx,y o(X,Y)] (201). (4.28)

Entio Ay = sar se, € somente se, « € satisfativel.

O exemplo que serd apresentado a seguir trata-se de uma férmula na logica
RIFP com operadores de rifp aninhados e com negagao. Mostraremos como
verificar se uma dada interpretacao satisfaz a férmula.

Exemplo 4.3.3 (Operadores rifp aninhados e com negacao) Considere a
seguinte interpretacio I = (A, B), onde : A ={1,2,3,4,5}, f(u) =1, B(I) =3,

B(Z)={1,3,4}, B(W) = {3,4,5}. Em seguida, considere a sequinte férmula:

P = [Tifpz,w¢1(Za W) (1) (4.29)
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onde
p1 = W#D A (—p V Wu) (4.30)
VYo = [rifpxy 02(X,Y, Z,W)] (u) (4.31)
pp =Y DN (XCY ANYCZNW) (4.32)

1 = [rifpzw @51(2? w)|(1)

¢1:W7E@/\ ("’!,DQVWH)

A
W-_,é@ _|’§l’J2VWU

\
=g Wu
|

-

|
Yo = [m.pr,Y ¢2(X1 Y, Z, W)](H)
|

6(X,Y,ZW)=Y 0N (X CYAY CZNW)

Figura 4.3: Operador rifp aninhado e com negagao

Observe um esquema na Figura 4.8 das formulas aninhadas. Pela defini¢ao



CAPITULO 4. LOGICA DE PONTO FIXO RELACIONAL INFLACIONARIO (RIFP)74

de satisfatibilidade temos:

I [rifpgwé1(Z,W)] (1) sse 3(1) € Urifp(R?7). (4.33)

Como J(I) = 3 temos que verificar se 3 € |Jrifp(R?*7). Basta encontrarmos
um ponto fixo inflaciondrio inicial que contenha o elemento 3. Vamos mostrar
que {3} ¢ ponto fizo inflaciondrio inicial de R*7. Para isso analisaremos a

relagdo R . Por definicdo,

Vi, Vs
ROWT = {(Vi, V) € P(AY) x P(AY) | T2 = 60(Z. W),
Mostraremos que (0,{3}) € R®\?, ou seja
~0.{3}
J Z,W ': ¢1(Z7W)
Temos que mostrar que
0,{3}
jZ,W E(—e V Wu).
Como 302{5’[,} W Wu, temos que mostrar que JQZ’{SV} = g, ou seja,
~0,{3 :
2B ity 0., 2,W)] ()

ZW
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Basta mostrarmos que j%{{if}( )=1¢ I‘lfp(R¢2’ Ea ) Por defini¢do, temos

3 {-3 Q)a {3}7‘/237‘/21

ZW,X,Y

RO2IZW = {(V3,V)) € P(A¥) x P(A¥) |3 E ¢a(X,Y, 2, W)}

Note que na formula ¢o temos que Y # 0 e Y C ZNW. Na interpretacao

3@ 3}

temos que Z N W = 0. Logo, ndo existe valor para Y que satzsfaga a

férmula ¢5. Logo, a relagdo RO2IEH — . Logo, (0,0) € RY Eas . Logo, 0

INP

, Lo . . s 9.{3} E
€ 0 unico ponto fixo inflaciondrio inicial de RO2IZW Portanto, 3%{5‘} (u) =

1¢ Urifp(R@’j%) = (. Logo,

(2) {3
1 Bz

Portanto, (0,{3}) € R%1"?

Basta mostrarmos que ({3}, {3}) € R*%7, ou seja,

~{3} {3}

Fo(Z,W).

Temos que mostrar que

~{3} {3}

E (m2 vV Wu).

Como 3% K Wu, temos que mostrar que 3% E s, ou seja,

3ﬁ?§ﬁ%PMWy¢xxxzwmum.
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543143} ).

Basta mostrarmos que j%w) =1¢ rifp(R¢2’ ZW Por definicao,

temos

PETONCIN k ) 542118}, Vo Va
ROWTZRE = {(Vs, Vi) € P(AM)xP(A) | 3550

': ¢2(XaYv Z7 W)}

Similar ao caso anterior, temos que {3} € o dnico ponto fizo inflaciondrio inicial

de ROV Portanto, 3%(@ =1¢ Urifp(R%’j{sZ}f‘f‘/g}) = {3}. Logo,

REINE)

Z,W ':¢1(va)

Portanto, ({3},{3}) € R?"7. Logo, (,{3}) e ({3},{3}) estdo em RCY”. Além

INF

disso, € facil ver que () nao é ponto fixo de Rﬁ}l‘lj. Portanto, {3} é ponto fixo

inflaciondrio inicial de R?*7. Logo, J |= 1.

A seguir, mostramos o exemplo do fecho transitivo expresso em RIFP.

Exemplo 4.3.4 (Fecho Transitivo) A query transitive closure ou fecho
transitivo, a qual denotaremos por TC, € uma query bindria (veja a expressdo
em 4.34) define o conjunto dos pares de vértices em um grafo tais que existe um

caminho entre eles.

TC(G) := {(a,b) € V% | exziste um caminho de a até b}. (4.34)

Esta propriedade nao pode ser expressa em FO. Mostraremos como expressd-la
em RIFP.

Seja G = (V,E) um grafo e 3 = (G, ) uma interpretagcdo. Considere a
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sequinte formula v da l6gica RIFP:

Y= [rifpxyo(X,Y)] (ur,uz) (4.35)
onde
¢ = FzyYazyA
[(X =0 A Yoy (BExy < Yay)) Vv (4.36)

Voy (Xzy V 3z (Xzz A Xzy)) < Yay))

Para que as varidveis relacionais X eY satisfagam a formula ¢(X,Y), € preciso
que a relagio Y # 0, logo o par (0,0) ndo pertence a Rng Esta condigdo estd
expressa na subformula Jxy Y xy.

Para satisfazer a subférmula (X =0 A Voy (Ezy + Yzy)), a relagio Y €
a mesma relagao E de arestas do grafo.

Para satisfazer a subformula Vay ((Xxy V 3z (Xzz A Xzy)) < ny),
Y deve conter X e todo par de vértices (a,b) para os quais existe um c¢ tal
que (a,c) e (¢, b) estao em X. Logo, existe exatamente uma cadeia (Defini¢do
4.1.3) Xo = 0, X1,..., X, tal que (X;, X;41) € R?? e X,, € exatamente o
fecho transitivo. Portanto, o tinico ponto fixo inflaciondrio inicial de R®7 ¢ o
fecho transitivo do grafo que serd igual a |Jrifp(R®7). Logo, a férmula 1 serd

satisfeita se (J(u1),T(uz)) pertencer ao fecho transitivo do grafo.

Exemplo 4.3.5 (Conectividade) A query CONECTIVIDADE ou CN € uma
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query booleana tal que verifica se um dado grafo € conexo ou ndo.

1  se € conexro
CN(G) = (4.37)

0 caso contrdrio
Semelhante ao Exemplo 4.3.4 do Fecho Transitivo, faremos a consulta para
verificar se existe um caminho entre qualquer par de vértices da estrutura. Basta
verificar se todo par de vértices estd no fecho transitivo.
Seja o = [rifpx y (X, Y)] (x,y) a férmula que define o fecho transitivo do

Exemplo 4.3.4. A query CN ¢ expressa pela formula abaizo:

= VaVy[-z =y A [rifpx yd(X,Y)] (z,y)].

A seguir, mostramos o exemplo do Caminho Hamiltoniano que é definido
como um caminho que passa por todos os vértices de um grafo exatamente uma

unica vez.

Exemplo 4.3.6 (Caminho Hamiltoniano) O problema do Caminho Ha-
miltoniano consiste em encontrar um caminho que passe por todos os vértices
de um grafo uma inica vez. Um grafo G = (V, E) é Hamiltoniano se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

1. existe uma relagdo sucessor nos vértices do grafo, i.e.,

(3T)(T € uma relagdo sucessor sobre V') (4.38)

onde T é uma varidvel de sequnda ordem de aridade 2;
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2. a relagao sucessor estd contida no conjunto E de arestas

(Vz)(Vy)( se y € o sucessor de x em T entio E(x,vy))). (4.39)

Seja G = (V,E) um grafo. Usaremos as sequintes formulas auxiliares. A

formula 4.40 expressa que todo elemento x aparece na relagdo Y .

O, z) = Jy(Yay vV Yyz) (4.40)

A formula 4.41 expressa que o elemento x da relacdo Y mao possui sucessor.

NS(Y,z) = —3y(Yay) (4.41)

Nés escreveremos a RIFP-formula em 4.42 que serd satisfeita se o grafo G
for Hamiltoniano.

Seja ¢(X,Y) = ¢1V ¢ V ¢3, onde

n(X,Y) = (X =0AT ay(Bxy AYay) A I~ ay(Yay))
X CYA
$2(X,Y) = Jo1 [-O(X, 21) A Jzy(Xay A NS(X,y) A Eyzy AYyz)|A

F=(Yay A ~Xay)

d3(X,Y) = Vaa(O(X,z9)) > Y11

Seja I = (G, B) uma interpretagcio. Se uma cadeia Xo = 0, X1,...,X,, €

tal que (X;, Xiy1) € R entdo X; C Xiy1 e X; € uma relagao sucessor em



CAPITULO 4. LOGICA DE PONTO FIXO RELACIONAL INFLACIONARIO (RIFP)80

algum subconjunto de V. Além disso, se (a,b) € X;, entdo (a,b) € uma aresta.
O conjunto X;y1 é uma relagdo sucessor que possui apenas um elemento a
mais que X; (a formula ¢o garante isso). Assim, essa cadeia constrdi uma
relacdo sucessor sobre todo o dominio incrementalmente. Se o grafo G for
Hamiltoniano, entao existird uwma cadeia tal que para um m suficientemente
grande, X,, serd uma relacao sucessor sobre V.

A férmula ¢1 afirma que a relagdo X € a relagdo O e que Y possui exatamente
um par de vértices que € uma aresta do grafo.

A formula ¢ afirma que a relacio X CY e existe um vértice x1 que ainda
nao estd em nenhum par da relacdo X ; e existe um vértice y que € sucessor de
algum vértice na relagcdo X mas que nao ¢ predecessor de nenhum elemento da
relagio X (y € o dltimo elemento da relagao sucessor X ) e (y,x1) € E. Assim,
o par (y,x1) entra na relagio Y e apenas este par. O par (y,x1) ndo pertence
a relagao X.

E, finalmente, a férmula ¢3 afirma que o par (1,1) estd na relagio Y se, e
somente se, todo vértice do grafo estiver em algum par da relagao X .

A seguir, a formula ¥ em RIFP que serd satisfeita se o grafo for Hamilto-

niano,

¥ = [rifpxy ¢(X,Y)] (1,1). (4.42)

Apresentamos o exemplo a seguir por ser definido usando conceitos de fungoes
bijetivas, injetivas, etc. Usaremos a ideia de verificar a cardinalidade do dominio
da estrutura para tratar o problema de decidir se um grafo é ou nao um grafo

Euleriano.
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Exemplo 4.3.7 (Euleriano) O problema de saber se um grafo é Euleriano é
saber se existe um caminho fechado que atravessa cada aresta exatamente uma
vez. Buler mostrou que essa propriedade vale se, e somente se, todo vértice pos-
sui grau par, i.e., um numero par de vizinhos. Definiremos a query EULERIAN
ou EULERIANO como a query que € verdadeira caso todos os vértices possuam
grau par. Essa query nao € definivel em FO sobre a classe de todos os grafos
finitos.

Inicialmente apresentaremos algumas formulas auziliares para definir a query

EULERIANO.

1. A formula FUNC(Y, Z) afirma que a relagao bindria Y € o grafo de uma

funcao.

FUNC(Y,Z) = NaVyNz[Zz NZyNZz — [Yay ANY oz — y = 2] (4.43)

2. A formula INJ(Y,Z) afirma que a relagio Y € o grafo de uma fun¢dio

mjetiva.

INJY,Z) = VaVyVz [Zx ANZyNZz — [Yoy AYzy — x =z]]  (4.44)

3. A formula TOT(Y, Z) afirma que todo elemento de Z estd no dominio ou

na tmagem de Y .

TOT(Y,Z) = [Vz[Zz — Fy(YayV Yyz)]] (4.45)
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4. A férmula SEP(Y, Z) afirma que nehum elemento de Z aparece na imagem

e no dominio de Y.

SEP(YY,Z) = |[Vz[Zz — -Fyz(Yay AYzz)]] (4.46)

5. A formula © afirma que todo elemento que ocorre em algum par ordenado

deY € um elemento de Z.

O, Z) = VaVy(Yay — Zx A Zy) (4.47)

6. A formula ¢(X,Y) garante que Y é uma bijecdo cujo o dominio e a ima-

gem correspondem a uma particdo de Z.

#(X,Y) = X = QAFUNC(Y, Z)AINJ(Y, Z)ANTOT(Y, Z)AO(Y, Z) (4.48)

Seja G = (V, E) um grafo e 3 = (G, ) uma interpretagao. Todo ponto
fizo inflaciondrio inicial de R®> € alcancado em um passo a partir do
vazio e € o grafo de uma bijecdo cujo o dominio e a imagem formam uma
particao de 3(Z). Isso s6 € possivel se I(Z) tiwer cardinalidade par. Caso

contrdrio, o tnico ponto fizo inflaciondrio inicial de R*7 é o ().

7. A férmula EVEN(Z) é satisfeita se, e somente se, Z tiver cardinalidade

par.

EVEN(Z) = Z = 0 V 32132 [rifpx y ¢(X,Y)] (21, 22) (4.49)
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Temos que checar se o conjunto dos vizinhos de cada vértice € par.

8. A férmula VIZ(w) define o conjunto dos vizinhos de w, ou seja, y satisfaz

a formula se, e somente se, for vizinho de w.

VIZ(w) = Ewy A —~(w =y) (4.50)

Utilizaremos a formula VIZ(w) no lugar de Z na férmule EVEN(Z) para

afirmar que o conjunto dos vizinhos de w € par.

9. A formula v afirma que todo elemento do grafo possui quantidade par de
vizinhos.

¥ = Yw EVEN(VIZ(w)) (4.51)

Portanto, a estrutura satisfaz a formula v se for EULERIANA.
O problema CLIQUE é completo para a classe NP. A seguir, apresentaremos
a férmula para CLIQUE em RIFP.
Exemplo 4.3.8 (Clique) A query CLIQUE wverifica, para um dado grafo nao-
direcionado e um valor k € N, se o grafo tem um subgrafo completo com k
vértices. A entrada da query CLIQUE serdo estruturas do tipo G = (V, E, K),
onde (V,E) é um grafo e K é um conjunto de vértices de cardinalidade k. Ve-
rificaremos se existe uma bijecao entre K e algum subgrafo completo de (V, E).
Apresentaremos a sequir formulas auziliares. A relagaoY usada nas formulas

abairo serd interpretada como o grafo de uma func¢do injetiva cujo dominio é

K.
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1. A formula IM verifica se determinado elemento y estd na imagem da
relacdo Y .

IM(Y,y) = 3z Yy (4.52)

2. A formula © afirma que entre quaisquer dois elementos da imagem de Y

existe uma aresta.

O(Y) = VaVy( IM(Y,z) A IM(Y,y) — Exy) (4.53)

8. A formula TOT’ afirma que a relacdo K estd contida mo dominio da
relagdo Y .

TOT(Y,K) = Vz [Kz — 3y (Yzy)] (4.54)

4. A formula FUNC", similar & do Exzemplo 4.3.7, verifica se a relagao Y é

uma funcao.

FUNC'(Y) = VaVyVz [Yay A Yz — y=z] (4.55)

5. A formula INJ’, similar a do Exemplo 4.5.7, verifica se a relagao Y € uma

funcao injetiva.

INJ(Y) = VaVyVz [Yay A Yzy — z = 2] (4.56)

6. A fomula ¢ € satisfeita se a relagdo Y for uma fung¢do injetiva, que contém
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K no dominio e cuja imagem € um grafo completo.

G(X,Y) = FUNC(Y) A INJ(Y) A TOT(Y,K) A ©(Y)  (4.57)

Seja G = (V, E,K) um grafo e 3 = (G, ) uma interpreta¢ao. Todo ponto
fizo inflaciondrio inicial de R®7 € alcancado em um passo a partir do vazio
e € o grafo de uma funcao injetiva cujo o dominio contém K, portanto,
tem cardinalidade maior ou igual a cardinalidade de K, e cuja imagem €
um grafo completo. Isso sé € possivel se G contém um subgrafo completo

de cardinalidade k. Caso contrdrio, o unico ponto fixo inflaciondrio inicial

de R?7 € o .

7. A férmula CLIQUE € satisfeita se o grafo G contém um subgrafo completo

de cardinalidade k.

CLIQUE = Jz3y [rifpxy ¢(X,Y)] (z,y) V K =0 (4.58)

No exemplo a seguir, mostraremos uma férmula ¢(X,Y) que define uma

relacdo cujos pontos fixos inflaciondrios iniciais sdo ordens lineares.

Exemplo 4.3.9 (Ordem Linear) Considere as sequintes formulas TRAN(Y'),
IRRE(Y) e TRIC(Y) que afirmam que Y € uma relagio bindria transitiva, ir-

reflexiva e que possui tricotomia.

1. trasitividade:

TRAN(Y) = VaVyVz (Yay A Yyz — Yay) (4.59)
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2. irreflexividade:

IRRE(Y) = Va ~Yzx (4.60)

3. tricotomia:

TRIC(YY) = VaVy (x =y V Yay V Yyz) (4.61)

4. Fazendo a conjungdo das propriedades acima, seque a formula ¢,

(X,Y) = X =0 A TRAN(Y) A IRRE(Y) A TRIC(Y)  (4.62)

A férmula ¢ € satisfeita apenas no caso em que X =0 e Y é uma ordem linear
no dominio da estrutura. Seja A uma estrututa e I3 = (A, 8) uma interpretagao.
A relacio R®7 tem como pontos fixos inflaciondrios iniciais exatamente as

ordenacgaoes lineares do dominio de 2.



Capitulo 5

Complexidade Descritiva de

RIFP

Neste capitulo, mostraremos que o poder expressivo de RIFP é equivalente ao
da légica SO. Consequentemente RIFP captura a hierarquia polinomial (PH).
Também apresentaremos um fragmento de RIFP o qual chamaremos RIFP;.
Em seguida, provaremos que o tal fragmento captura a classe NP. Isso serd pro-
vado de duas maneiras, primeiro apresentando uma traducao para o fragmento
existencial da logica de segunda ordem e, depois, através de uma prova direta

utilizando o modelo computacional de maquinas de Turing nao-deterministicas.

5.1 RIFP captura PH

Para provar que RIFP captura PH mostraremos que RIFP é equivalente a SO.
Para mostrar que o poder expressivo de RIFP é o mesmo que o de SO, apresen-
taremos uma tradugao entre as duas linguagens. Considere a seguinte traducao
de SO para RIFP:

87
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Tr(tg = t1) = th=t

Tr(Rt;...t)) = Rt...t,

Tr(Xti...ty) = Xti...tx

Trog) = ~Tr9)

Tr(¢1 Ag2) = Tr(d1) ANTr(¢2)

Tr(3xz¢) = J2Tr(e)

THEYO(Y)) = il vlXY)] (@) VTr(60)

onde 1 é a férmula

V(X,)Y)= (X =0ATr(o(Y))).

Lema 5.1.1 Seja a € SO. Entio a = Tr(«).

O lema acima segue por indugdo em « € SO. A prova é feita mostrando que
para toda interpretacdo J, J = « se, e somente se, J = Tr(«). O tnico caso
interessante é o caso em que a = JY ¢(Y). Por hipStese indutiva, T |= ¢ se, e so-
mente se, J = Tr(4). Seja J tal que J |= . Logo, J = 3Y ¢(Y). Pela definicao
de satisfatibilidade, existe Y C A* tal que J% = ¢(Y), onde A é o dominio
da estrutura e k é a aridade da relacao Y. Analisemos o caso em que Y = (),
nesse caso temos 3% E ¢(0). Logo, pela hipdtese indutiva, 3% E Tr(o(0)).
Logo, 3% E 3Z[rifpx y¥(X,Y)] (T) V Tr(6(0)). Logo 3% E Tr(a). Agora,
analisemos o caso em que Y # (), 3% = ¢(Y), onde A ¢é o dominio da estrutura
e k é a aridade da relagdo Y. Basta mostrar que J3 (= 3% [rifpx y (X, Y)](Z).
Pela definigao de satisfatibilidade, J |= 3Z[rifpx y (X, Y)](T) se, e somente se,
existe X € A* tal que IZ = [rifpx y¥(X,Y)](Z). Pela definigio de satisfati-
bilidade, I = [rifpx y¥(X,Y)](Z) se, e somente se, IZ(Z) € | rifp(RY" o ).
Como T nao ocorre livre em ¥(X,Y), temos R¥:7% = R¥J. Por definicio,
temos que R¥? = {(V1,V2) € P(AF) x P(AF) | 3V1 Y2 = 4(X,Y)}. Como
Y(X,Y) = (X = 0ATr(¢(Y))), temos que Vi = (Z) e 3¥2 £ Tr(¢(Y)).
Mas, como J¥ | ¢(Y), pela hipétese indutiva, JX = Tr(¢(Y)). Pela de-
finicdo de RY>7, note que R¥7 = = RY?

reon . Além disso, toda cadeia em RY:I

tem tamanho 2, e, portanto, os pontos fixos inflacionrios iniciais de R¥? sdo
exatamente os conjuntos C' C AF tais que JC E ¢(Y). Logo, Y é ponto fixo
inflaciondrio inicial de R¥"? e, como Y # 0, entdao (Jrifp(R¥?) # (. Logo,
J E IZ[rifpx y¢(X,Y)](T) e, portanto T = Tr(e). De maneira andloga, ¢
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possivel mostrar que se J = Tr(«) entdo J |= a. Logo, vale o lema.
No outro sentido, isto é, de RIFP para SO, temos que reconstruir as cadeias
(Definigao 4.1.3) que dao origem aos pontos fixos inflaciondrios iniciais utilizando

a logica de segunda ordem. O fato fundamental é a propriedade inflacionaria
,J

INF

da relagdo Ry, que garante que qualquer ponto fixo inicial pode ser alcancado
através de uma sequéncia de comprimento suficientemente curto.
Seja ¢(X,Y) a férmula com X e Y varidveis relacionais de aridade k, e J

uma interpretagao cujo dominio tem cardinalidade n. Seja Xg, X1, ..., X,, uma
#,3

cadeia em Rf’Ng e X;, um ponto fixo inicial. Como R[};; ¢ inflacionario, m ¢é no
maximo n*. Suponha que < é uma relacio de aridade 2k sobre o dominio de
J que é uma ordem sobre as k-tuplas de elementos em J, e, para 1 < i < nk,
seja t; a i-ésima k-tupla com relagdo a <. Seja X’ uma relagao de aridade 2k

definida como:
X' ={(t;,a) € A% |ac X;} (5.1)

Usaremos as primeiras k posicoes de uma tupla em X’ para indicar o indice
1 de uma relagdo X; na cadeia e as outras k posigoes representam uma k-tupla
em X;. Podemos usar a quantificacdo existencial para checar a existéncia de
uma relagao como X' que testemunha a existéncia de uma cadeia que alcanca

um ponto fixo inicial. Precisamos garantir que relagoes sucessivas na cadeia sao
,J

pares em R{... Considere a seguinte férmula:

COMPUTE(X",?) = FIXIV (T =F+1A
(X, Y) A =d(X, X)A
Va(X't,a < Xa)A
Vo(X'T b < YDV Xb))

(5.2)

A férmula COMPUTE(X',7) diz que e £ sdo consecutivos com respeito a
< e que a projecao de X' em t e 7 forma um par em R?N? e a projecao em t
nao é um ponto fixo inflacionario inicial.

A férmula START(X’) afirma que a relacao X; da cadeia é a projecao de

X' em t; (lembre-se de que Xy = ) em uma cadeia):

START(X') = 3Y (¢(0,Y) AVa(X't1a + Ya)). (5.3)

Finalmente, a férmula
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END(X',%,,2) = 3X(Va(X'i;pa < Xa) A(X, X)) A Xtz (5.4)

) Upfy

afirma que a projecao de X’ sobre ff, é um ponto fixo e que Z estd nesta
projecao.
Seja Ord(<) uma férmula de primeira ordem que afirma que < é uma ordem

linear sobre as k-tuples. Considere a seguinte traducao de RIFP para SO:

Tr' (tg = t1) = to=t1

Tr'(Rty ... 1) — Rty...t

Tr'(Xty .. . t) = Xti...t

Tr (=) = —Tr'(¢)

Tr'(¢1 A ¢2) = Tr'(¢1) NT7'(p2)

Tr'(Jxe) = aTr' (o)

TT/([T’ipr’Y¢(X, Y)] (@) = F<3IX' T, (0Ord(<) ANSTART(X) A

Vi(t < T,y — COMPUTE(X,7)) A
END'(X,%,.,7)).

onde COMPUTE’(X, ) é obtido de COMPUTE(X, ) substituindo ¢ por Tr'(¢),
similar para START’(X) e END’(X, ¢, u).

Lema 5.1.2 Seja o € RIFP. Entdao o = Tr'(a).

Teorema 5.1.3 (RIFP = SO) RIFP e SO tém o mesmo poder expressivo.

Segue imediatamente do Teorema 5.1.3 e do fato que SO captura a hierar-

quia polinomial [Sto76] que:

Corolério 5.1.4 (RIFP = PH) RIFP captura a hierarquia polinomial PH.
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5.2 Complexidade Descritiva de RIFP;

Mostraremos nesta segao que o fragmento RIFP; captura a classe de complexi-
dade NP. Apresentaremos este resultado de duas maneiras. Uma dessas manei-
ras serd apresentando uma traducao de RIFP; para SO e vice-versa. A outra
maneira serda mostrando a prova do resultado similar ao Teorema de Fagin, i.e.,
mostrando uma maquina de Turing que simula a légica RIFP; e a formula em

RIFP; que descreve uma maquina de Turing nao-deterministica.

5.2.1 Equivaléncia entre RIFP; e 4SO

A légica RIFP é equivalente a logica SO. O Teorema de Fagin mostra que
o fragmento existencial de SO captura NP. O fragmento existencial de SO ¢é

composto de férmulas da forma

X, ...3X,0 (5.5)

onde ¢ é uma férmula de primeira ordem. Ha um fragmento definido sintatica-
mente de RIFP que corresponde ao fragmento existencial de SO. Chamaremos

de RIFP; o fragmento de RIFP consistindo de férmulas da forma

Joy ... Fwk [rifpx yo(X,Y)] () (5.6)

onde ¢(X,Y) estd em primeira ordem.

A traducao entre RIFP e SO apresentada na Secao 5.1 nao nos da direta-
mente o resultado que queremos, porque nao mapeia o fragmento existencial de
SO em RIFP, e vice-versa. Vamos considerar a traducao 7'r de SO para RIFP.
De acordo com a traducao, cada quantificador existencial sera transformado em
um construtor rifp. Assim, uma férmula existencial devera ser mapeada em
uma RIFP-férmula com varios operadores de rifp aninhados. Vamos conside-
rar entao férmulas de 3SO com apenas um quantificador existencial de segunda
ordem. Entao, cada férmula existencial é equivalente a uma RIFP-férmula com

apenas um operador rifp. Por defini¢ao, temos:

Tr(Yo(Y)) = Iz [rifpx y¥(X,Y)] (@) V Tr(6(0)), (5.7)
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0 que nao é a forma exata de uma RIFP;-formula. Mas podemos ver que
Tr(3Y ¢(Y)) é equivalente a

HE[prX,Yw/(X’ Y)] (E)v (5'8)

onde

G (XY)= (X =0AY £0ATr(¢(Y) V (Tr(e@®) AYT)  (5.9)

Lema 5.2.1 (3SO C RIFP;) A Idgica existencial de sequnda ordem estd con-

tida em RIFP;.

Por outro lado, a traducao Tr" de RIFP para SO quando aplicada a férmulas
em RIFP;, também nao nos da férmulas existenciais. Obviamente, isso pode ser
colocado na forma prenex, mas, se considerarmos a ultima clausula da definigao

de Tr’

Tr'([rifpx yo(X,Y)|(m)) = 3 <3X' 3t,(0rd(<) ASTART(X) A
Vi(t < tpy - COMPUTE’(X, %)) A
END(X,t.;,w)),
(5.10)

a subférmula Vi(t < ¢,y - COMPUTE’(X,?)) implica que teremos um quan-
tificador universal de primeira ordem antes da férmula existencial de segunda
ordem em COMPUTE’. No entanto, quantificadores de primeira ordem po-
dem ser internalizados na parte da féormula de primeira ordem. Por exemplo,
a férmula Vx3X ¢, onde X tem aridade k, é equivalente a 3X’(Vx¢'), onde X’
tem aridade k + 1 e ¢’ é obtido de ¢ substituindo qualquer subférmula atémica
Xt por X'xt. Portanto, a formula dada pela traducao T’ é equivalente a uma
férmula em RIFP;.

Lema 5.2.2 (RIFP; C 3SO) RIFP; estd contido na ldgica ezistencial de se-

gunda ordem.

Teorema 5.2.3 (RIFP; = 3SO) RIFP; tem o mesmo poder expressivo que

a logica existencial de sequnda ordem.

Na préxima segao, apresentaremos a prova direta que RIFP; captura NP.
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5.2.2 RIFP; captura NP

A seguir, vamos esbogar uma prova direta de que RIFP; captura NP, como
na prova do Teorema de Fagin [Fag74]. Para tornar a prova mais fdcil, vamos
supor que as estruturas sao ordenadas. Esta condi¢ao pode ser removida, mas as
férmulas envolvidas sdo mais complexas. A tdltima parte mostra como eliminar

a relagao de ordem.

Teorema 5.2.4 (RIFP; = NP) RIFP; captura NP.

Abaixo provaremos esse teorema.

Lema 5.2.5 (RIFP; C NP ) Seja ¢(z1,...,21) uma formula de RIFP[S],
com varidveis livre em x1,...,x;. Entdo a classe de estruturas I = {(Ql, a1y ..,
w) | AEY(@,...,2)[a1, ..., 4]} estd em NP.

Prova.

Nés vamos mostrar que para toda sentenca (z1,...,x;)[a1,...,q)] € RIFP;
existe uma mdaquina de Turing Ny, € NP tal que para toda estrutura 2 temos

que:

A = ¢ < Ny, aceita a codificac@o bindria de () (5.11)

Considere ¥ € RIFP;. Logo, existem duas possibilidade para analisarmos a

férmula v,

i. ¥ € FO
il. @ =3vy...3v, [Tifpx,y¢(X, Y)] ()

Caso (i): Se ¥ € FO, entao pelo Teorema 2.5.4, o conjunto das consultas
booleanas em primeira ordem esté contido no conjunto das consultas booleanas
computaveis em uma maquina deterministica logspace, i.e., existe uma maquina
de Turing na classe de complexidade L. Como L C P e P C NP, o resultado

segue.

Caso (ii): Se ¢ := Jv1 ... v [rifpx .y ¢(X,Y)](I,), vamos mostrar como cons-

truir uma méaquina de Turing ndo-deterministica N, que decide se (2, a;) = 9.
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Seja J uma interpretacdo tal que J(z;) = a;, 1 < i <. Por defini¢do, temos

que

QLa) =Y sse TETup... vy, [ripr’Y(j)(X, Y)] (t)
sse existe b; € A paratodo1 <i<m

tal que 331:::?;” = [Tifpx,yfb(X, Y)](Er)

m

sse  J(t,) € Urifp(RP(XY):T),

(5.12)

A maquina Ny funcionard da seguinte maneira. A cada instante, a fita contera
a codificagao binaria de 2 seguida da codificagao binaria da tupla de elementos
a; e de duas relagoes V7 e V5 que sao interpretagoes de X e Y. Inicialmente a
maquina Ny adivinhard bq, ..., b; ndo-deterministicamente o que pode ser feito
em O(log n) passos. Pelo Teorema 2.5.4, existe uma méquina de Turing Ny, € L
que avalia a férmula ¢(X,Y) em (2, Vi, V32). A méquina Ny, simula a maquina

N, a fim de verificar se o par (Vi, V2) estd na relacio R%7.

(1) Se a interpretagao de X for um ponto fixo de R®:?, isto é, caso o par (V1, V;)
esteja em R®7, a maquina N, verifica se a tupla de elementos J(,) estd em
V1, terminando em estado de aceitacao caso afirmativo e em estado de rejeicao
caso contrério. (2) Se (V1, V1) ndo estiver em R%?, a maquina N, adivinha um
valor para V5 nao-deterministicamente o que pode ser feito com uma quantidade
polinomial de passos e verifica se o par (Vi, Va) estd em R%7. Caso negativo a
execucao ¢ encerrada em estado de rejeicao. Caso positivo, a codificacao de V é
substituida pela de V; UVa. Neste ponto, Ny volta ao ponto (1) em que verifica

se a interpretacdao de Vi U V5 é ponto fixo de R?7 e repete o procedimento.

O seguinte algoritmo descreve sucintamente o funcionamento da maquina
N¢,Z
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(1) Escolhe b nio-deterministicamente

(2) Vi<0

(3) Se A F ¢(X,X)[Vi, V1] retorna s_

(4) Escolhe V4 ndo-deterministicamente

(5) Se A F ¢(X,Y)[V1, V2]

(6) entao Seacl,

(7) entao retorna s

(8) sendo V; + V3 UV, e GO TO (3)
(9) senao retorna s_

Lema 5.2.6 (NP C RIFP,) Seja U C O[S] uma classe de estruturas ordena-
das. Mostraremos que, se U estd em NP, entao U € axiomatizdvel em RIFP;.

Prova. Semelhante & prova do Teorema 2.5.1 podemos assumir que N, possui

um limite de passos de n¢ para um d adequado.

Seja N = (Q, X, qo, F*, F~, A) uma maquina de Turing nao-deterministica que
computa U, onde 3 é o alfabeto, Q é o conjunto de estados, A C (Q x X) x (Q x
¥ x {=1,0,+1}) é a tabela de transicdo, gy é o estado inicial e F = F* U F~
é o conjunto de estados finais. Denotamos por A(g,o) o conjunto de triplas
(¢',0',m) tal que (¢,0,q¢',0’,m) € A. Podemos assumir que qualquer execugao

nao-deterministica de N tem tamanho no maximo n¢ para algum d.

Representaremos todas as informagoes referentes a uma configuragao utilizando
apenas uma relagao, isto é, conteido da fita, estado atual e posi¢ao da cabeca
de leitura e escrita. Além disso, as relacbes consideradas armazenarao uma
sequéncia de configuragoes sucessivas da maquina de Turing nao-deterministica.
Sem perda de generalidade, assumiremos que os estados da maquina correspon-
dem aos elementos @ = {0,...,e} da estrutura e o alfabeto corresponde aos

elementos ¥ = {0,...,1} da estrutura.

As relagoes representando as configuragoes terdo aridade 2d + 2. Considere a
seguinte tupla tzyZ de tamanho 2d + 2. As primeiras d varidveis ¢ representam
o tempo, as duas posigoes seguintes zy indicam o tipo de informagao que esta
sendo representada e as variaveis T restantes representam uma posicao na fita.

Temos trés casos:



CAPITULO 5. COMPLEXIDADE DESCRITIVA DE RIFP 96

1. z = 0: a informacao y armazenada pela tupla é o estado da méquina no

tempo %, neste caso, y é o estado atual e T é 0.

2. z = 1: a informagao y armazenada é o simbolo escrito na posicao T da fita

no tempo t.

3. 2z = 2: a informacao y representada é a posicao T da cabecga no tempo t.

Neste caso, o valor de y ¢ 0.

Construiremos a férmula ¥y da forma

Yy = 3t [ripry(b(X,Y)} (t,1,5,,0) (5.13)

onde sy representa um estado de aceitacao. A féormula ¥y devera ser satisfeita

por uma estrutura 2 se code(2, <) for aceito pela mdquina N.

Agora, descreveremos a férmula ¢(X,Y) que define as duas condigbes para que

arelagdo Y seja a relagdo sucessora da relacdo X. As condigoes sdo as seguintes:
(i.) X estd vazio e Y representa a configuracao inicial;

(ii.) X contém todas as configuragoes até algum tempo t e Y conterd X e a

préxima configuracao correspondente ao tempo ¢ + 1.

As condigoes descritas acima estdo expressas na férmula (5.14).

onde 91 (Y) afirma que Y é a configuragao inicial e 12(X,Y’) expressa o fato

que Y contém a proxima configuragao apds a ultima configuracao em X.

A subférmula 1 que ocorre na fémula (5.14) é definida na férmula (5.15), e
afirma que as configuragoes que compoem Y sao aquelas que contém a confi-

guragao inicial Cj.

(t =0 A START) (5.15)



CAPITULO 5. COMPLEXIDADE DESCRITIVA DE RIFP 97

onde a férmula START descreve o estado inicial da maquina:

START = Y (0,0,40,0) AY(0,2,0,0) A \ (B-(®) = Y(0,1,0,7))
oes

N Ngzgoeq 7Y (0,0,4,0)

AVE (/\m,ez ~(Y(0,1,0,7) A Y (D, 1,0'@))

A—-Jz(T #0AY(0,2,0,7))

(5.16)

A primeira linha da férmula START afirma que o estado no tempo 0 é qq, a
posicao da cabeca de leitura e escrita é 0 e que a codificacdo da estrutura esta
escrita na fita. A férmula 3,(T) (Definigdo 2.5.3) é satisfeita se o simbolo o
estd na posigdo T no instante inicial. Em particular, £;(T) é satisfeita se, e
somente se, code(2, <) possui 1 na posigdo T e By(T) é satisfeita se, e somente
se, code(2, <) possui 0 na posicao Z. As tltimas trés linhas da férmula START
garantem a consisténcia da relagao como representacao do estado inicial, ou seja,
afirma que no instante 0 o estado atual é nico, ndo h4 mais de um simbolo na
mesma posicao da fita, a cabega de leitura e escrita nao estd em mais de um

lugar a0 mesmo tempo.

A subférmula 12(X,Y") da férmula (5.14) verifica trés condigbes que devem ser
satisfeitas por Y. Essas condi¢oes sao:

(i.) Todas as configuragoes de X estao em Y

(ii.) Y contém uma configuragdo sucessora, digamos C, apds a ultima confi-

guracao em X;

(iii.) Y n&o contém nenhuma configuracao apés C.

A férmula 12(X,Y) tem a seguinte forma:

( ( ) - 72(75 X Y)) (5.17)
( ﬁCl t X ﬁCQ(f,X)) — 73(Z,X, Y))]

onde a expressao VE[C1(1,X) — (£, X,Y) )] significa que todas as confi-
guracoes em X devem estar em Y, a expressdo VI[( Ca(f, X) — 72(f, X,Y))]

afirma a condicdo (ii) que Y contém uma configuragio imediatamente sucessora
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da ultima configuragdo em X, e, finalmente, a expressao Vf[( (=Cy(t, X) A
=C5(t, X)) — 73(t, X,Y))] afirma a condicao (iii), i.e., que se ndo for o caso

(i) ou o caso (ii) Y nao deve conter qualquer outra configuragao.

A subférmula C1(t, X) — v1(f, X,Y) ) expressa a condigao (i), onde

Ci(t, X) = (Iz Xtz) (5.18)

m(t, X, Y) =VVyvz (Xtzyz < Y t2yT). (5.19)

A condigdo (ii) estd expressa na férmula Cs(¢, X) — (¢, X,Y) onde

Cs(t, X) = [(—323yIz (Xtzy7)) A (Tu(Suc’ut) A 323y37 (Xuzyz))], (5.20)

dizemos que t é o instante de tempo correspondente & préxima configuracao
apés a tltima configuracido em X. Suc?t diz que a tupla £ é o sucessor de @ na
ordem lexicografica de d-tuplas induzidas pela ordem da estrutura de entrada
(lembre-se de que estamos considerando estruturas ordenadas por simplicidade).

Seja

Y2 (£, X,Y) = Ju ( Suc’ut A COMPUTE), (5.21)

onde COMPUTE ¢ definida como o fecho (de primeira ordem) universal da
conjuncao NOCHANGE A CHANGE, quantificando as variaveis livres de NO-
CHANGE e CHANGE diferentes de t e ,

NOCHANGE = A\ [(X(@,2,0,@) A X (4,1,0,%) A (W # 7)) ¢ Y(£,1,0,7)]
oA
(5.22)

CHANGE = \/ (PRE[q, 0] APOST[¢,0’,m]),  (5.23)
q€Q, oc€X,(q',0',m)€ES(q,0)
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onde
PRE[q, 0] = X(@,0,¢,0) A X(@,2,0,%) A X(T,1,0,7) (5.24)
e
POST[¢,0',m] = Y({0,¢,0) A Y({,1,0',T) A
Jy ((E +m =7 AY(2,0,7)A
Vo' (2" £ 7) = =Y (£,2,0,27)) | A
(7 #7) =¥ )) 55
/\ -Y (£,0,q",0)A
q"#q'€Q
N\ Y107
o.//;ﬁo./ez

A férmula NOCHANGE descreve o fato de que o contetdo da fita permanece o
mesmo nas posicoes onde a cabega de leitura e escrita nao se encontra, condigao
expressa pela subférmula (W # Z) A X(%w,2,0,w). A férmula CHANGE con-
templa o caso em que a cabeca de leitura e escrita estd na posicao T e expressa
as alteracoes do estado, do conteido da fita e da posicao da cabeca de leitura
e escrita. Cada cldusula da disjuncao corresponde a uma instrugao da fita,
isto é, um possivel estado atual ¢ e simbolo lido ¢ e uma possivel escolha nao-
deterministica do préximo estado ¢’, novo simbolo escrito ¢/ e um movimento
da cabeca de leitura escrita. Asrelagoes X e Y satisfazem as férmulas PRE[q, o]
e POST|q’, 0/, m] se forem configuragoes consecutivas. Note que % e ¢ represen-
tam instantes de tempo sucessivos. A férmula PRE[q, o] indica que no tempo
u a cabega estd na posigio T lendo o simbolo o. A férmula POST[¢’, o/, m] ex-
prime o fato de que, apds escolher nao-deterministicamente (¢’, o', m) € §(q, o),
a maquina escreve ¢’ na posigao atual, vai para o estado ¢’ e move a cabeca de
leitura de acordo. Além disso, a férmula também proibe a entrada de tuplas na
relacao Y que nao sejam aquelas obtidas via aplicacdo de uma instrugao, por
exemplo, uma tupla indicando que a cabega esteja em outra posi¢ao que nao
seja aquela obtida a partir da posicao anterior e do movimento m. A férmula
T + m = 7y abrevia uma férmula de primeira ordem que afirma que y é a nova

posicao da cabeca apds o movimento m.

A ultima condigao (iii) é expressa pela férmula

- (Cl(%,X) V CQ(E,X)) — 3 (%, X,Y) (526)
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onde
v3(t, X,Y) = = 3z3yTz (Yiz). (5.27)

Mostraremos como estender o resultado acima para estruturas nao-ordenadas.
Seja
7/} = [Tipr,Y¢(<a Xa Y)](ﬂ)v

onde X e Y tem aridade k > 2, e ¢(X,Y’) usa uma relagdo de ordem, digamos,
<. Aumentamos a aridade de X e Y e usamos para armazenar uma ordem.
Usamos as posicoes extras como um indice para uma posicao na ordem. Seja
X' e Y’ varidveis relacionais de aridade k + 1 e 0 uma tupla de k — 1 zeros.
Representaremos a férmula x < y como Y'Oxy. As férmulas da forma Xt e Y1

serao representadas por X'1t e Y't. Seja ¢'(X,Y) a seguinte férmula

(XY = o(<, X,Y)[< /YO /X'1_/X_;Y'1_JY_], (5.28)

obtida de ¢(<, X,Y) substituindo cada férmula da forma ¢t < ¢’ por Y'0tt', Xt
por X'1t e Yt por Y’1t. Note que ¢’ nao contém a relacao de ordem. Seja
Ord(<) uma férmula de primeira ordem que afirma que < é uma relacdo de
ordem. Seja Ord(X') (respectivamente Ord(Y") obtido de Ord(<) substituindo
t < t' por X'0tt' (respectivamente Y'0tt’).

Seja ¢ (X', Y") a férmula

¢ (X', Y')=0rdY') A ¢' (X", Y'), (5.29)
e
W = [rifpy, v (X, V)] (17). (5.30)
Temos que
I < (Ord(<) Ay) =9, (5.31)

Esta técnica pode ser usada para eliminar a relagao de ordem da férmula ¢y
do Lema 5.2.6, uma vez que esta férmula é ordem invariante, i.e., ndo depende

de uma ordem explicita da relacao de ordem atual, mas simplesmente do fato
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que ¢ uma relagdo de ordem. Precisamente, se < e <’ sdo ordenagoes sobre 2,

entdo (A, <) = ¥n se, e somente se, (A, <') = ¥n.
O Teorema 5.2.3 segue imediatamente dos Lemas 5.2.5 ¢ 5.2.6 e da eliminagao

da relagao de ordem exposta acima.



Capitulo 6

RIFP| versus NIFP

Neste capitulo veremos a légica de ponto fixo nao-deterministico inflacionario
(NIFP) que foi apresentada em [AVV97], para compard-la com a 1égica RIFP;.
Mostraremos uma tradugao da légica NIFP para a légica RIFP. Depois, mos-
traremos, usando um resultado da légica infinitdria LY, que RIFP; nao é

equivalente a NIFP.

6.1 Teoria do Ponto Fixo Nao-deterministico

As ldgicas de ponto fixo funcionais apresentadas até aqui possuem iteracao se-
quencial e deterministica. Porém, existem problemas que nao podem ser ex-
pressos por tais légicas. Nessa segao apresentaremos o modo nao-deterministico
do operador de ponto fixo inflacionédrio. Aqui todos os operadores considerados
sao definidos sobre o conjunto das partes de conjuntos finitos.

Para tanto, sejam ®,®y : P(A*) — P(AF) dois operadores inflacionarios,
onde A é um conjunto finito. Esse par de operadores gera sequéncias convergen-

tes de estagios que s@ao obtidos por sucessivas aplicagoes desses operadores até

102
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a convergéncia ser atingida por ambos. Isto é, o par gera sequéncias da forma,

So, S1, ..., S, onde Sy =
SiJrl = (I)l(Sl) ou (61)
Sit1 = P2(5;)

onde Sz C Si+1, e

(I)l(Sm) = (1)2(Sm) = Sm- (62)
Definicao 6.1.1 (Ponto fixo nao-deterministico local) Um conjunto S C
AF ¢ um ponto fixo nao-deterministico local de ®;, ®, se, e somente
se, existe uma sequéncia da forma descrita em 6.1 acima tal que S = Sp,.

Denotaremos por nifp(®1, ®2) o conjunto dos pontos fixos nao-deterministicos

locais de @1, Po.

Definicao 6.1.2 (Ponto fixo nao-deterministico) Definiremos o ponto fi-
x0 nao-deterministico do par de operadores ®1 e ®5 como a unido de todos

os pontos fizos nao-deterministicos locais do par de operadores ®1 e Do,

| nifp(®1, @) (6.3)

[AVV97]. O

6.2 Logica de Ponto Fixo Nao-deterministico

A légica de ponto fixo ndo-deterministico inflacionario é a 1égica de primeira or-
dem estendida através de um operador que define o ponto fixo nao-deterministico
de dois operadores inflacionérios de primeira ordem.

O néo-determinismo descrito em [AVV97] consiste na escolha do operador
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que serd aplicado em cada estagio da sequéncia 6.1.

Definiremos a seguir a linguagem da légica NIFP.

Definicao 6.2.1 (Férmulas) As férmulas em NIFP sdo férmulas de FO ou

formulas da forma

[nifpS,E ((bl(S) 5)7 ¢2(S7 j))] (E) (64)
onde ¢1(S,T) e ¢2(S,T) sao férmulas de primeira ordem, com T = x1,..., Xk,
t=t1,...,tr €S é um simbolo relacional com aridade k.

O

A semantica de NIFP é definida como

I [nifpsz61(5.T), 62(S, 7)) (T)
sSse (6'5)

(t1,....t7) € Unifp(¢7,67).

Na préxima secao, mostraremos a tradugao de NIFP para RIFP.

6.3 RIFP, versus NIFP

Em [AVV97], é mostrado que NIFP captura NP sobre estruturas ordenadas,
entao, usando o Teorema 5.2.3 e o Teorema de Fagin, temos que NIFP tem o
mesmo poder expressivo de RIFP; sobre estruturas ordenadas. Na sequéncia,
apresentaremos uma traducao de NIFP para RIFP;.

Sejam ®1, @, : P(AF) — P(AF) dois operadores. Eles ddo origem & seguinte

relagdo binaria,

Raoye, = {(X,01(X)) | X € P(AM}U{(X, 22(X)) | X € P(AM)}.
(6.6)
Usaremos a relacdo R, o, € 0 operador de RIFP para definir o ponto fixo

nao-deterministico de &1, ®s.
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Um ponto fixo local X do par ®;,®; é um ponto fixo de Rs, 4,, Pois
(Dl(X) = QQ(X) = X, mas, se X = (bl(X) 7é (I)Q(X) ou X = QQ(X) # (bl(X),
entdo X é um ponto fixo de Rs, 4, mas nao é um ponto fixo local de @, ®,.

Temos os seguintes casos:

i. Caso 1: X = ®1(X) = ®2(X) é um ponto fixo local de ®;, P e um ponto
fixo de R, a,;

ii. Caso 2: X = ®1(X) e X # ®9(X) é um ponto fixo de Re, ¢,, mas nao é
ponto fixo local de ®1, ®s;

ili. Caso 3: X # ®1(X) e X = ®5(X), similar ao caso anterior;

iv. Caso 4: X # ®1(X) e X # ®P3(X) nado é nem ponto fixo local de P, Py

nem um ponto fixo de Re, a,-

Temos que definir uma relagao que coincida com Re, o,, exceto que nao
tenha os pontos fixos correspondentes aos casos 2 e 3 acima. Definiremos a
féormula C7 que expressa o fato de que X é um ponto fixo de ®; e a férmula Cy
para o caso em que X é um ponto fixo de ®,.

C(X) VZ(XT + ¢1(7, X)) (6.7)

Co(X) = VEXT ¢ ¢a(, X)) (6.8)

onde ¢; e ¢ sao férmulas de primeira ordem que definem os operadores ®; e
D,.

Podemos usar essas férmulas para incluir o par (X, ®;(X)) se X nao for um
ponto fixo de ®;, i = 1,2, ou se for um ponto fixo de ambos ®; e 5. Seja

Y(X,Y) a férmula a seguir:

V(X,Y) = [-Ci(X)AVIYT ¢ ¢1(Z, X)]| Vv
[—C2(X) AVEZYT < ¢o(T, X)| V (6.9)
[C1(X) A Co(X) A\VIXT < YT

onde a expressao [ﬂCl (X)ANVZYT < ¢1(T, X)] afirma que X é nao é ponto fixo
local (negando o fato de X ser um ponto fixo de ®1) e Y contém as tuplas que

satisfazem a formula ¢1; similar ao caso anterior, a expressao [_\02 (X)AVZYZT <
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o2 (T, X)] afirma que X néo é ponto fixo local (negando o fato de X ser ponto
fixo de ®9) e Y contém as tuplas que satisfazem a férmula ¢o; e, finalmente, a
expressao [C1(X)ACy(X)AVZXT <> YT| garante que X é ponto fixo local de
P, P5eque X =Y.

Um conjunto X é um ponto fixo inflaciondrio inicial de R¥”? se, e somente

se, ¢ um ponto fixo local de @1, ®5. A férmula

¢ = [nifps,f ¢1(Sv f)’ ¢2(Sv j) ] (E) (61())

de NIFP é equivalente a férmula

¥ = [rifpx y¥(X,Y)] () (6.11)

de RIFP. Como ¢, e ¢ sao féormulas de primeira ordem, entao ¢ é uma RIFP{-
férmula.

O sentido contrario da tradugao, i.e., de RIFP; para NIFP, ndo é possivel, em
geral, porque a equivaléncia entre RIFP; e NIFP vale somente para o caso das
estruturas serem ordenadas. Para mostrarmos que NIFP é menos expressiva
que RIFP; usaremos o fato de que a query EVEN (veja o Exemplo 4.3.1) é
RIFP;-definivel, mas nao é definivel na légica infinitaria L% ,. Mostraremos
que podemos traduzir a légica NIFP em L% . E, portanto, temos que RIFP;
¢ NIFP.

. . - w
Definiremos a seguir a logica LY .

Definicao 6.3.1 (Légica Infinitaria) A [dgica infinitdria Lo, permite dis-
jungoes de cardinalidade arbitrdria. Seja S wm vocabuldrio. A classe de Looy,

sobre S € dada pelas sequintes cldusulas:
e contém todas as formulas atémicas de primeira ordem sobre S
e se ¢ € uma formula entdo —¢ também € formula

e se ¢ € uma formula e x uma varidvel entdo Jxp € uma formula
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e se U ¢ um conjunto de formulas entao \/ ¥ € uma férmula.

A semantica de Loo, € uma extensao direta da semantica de légica de pri-
meira ordem com \/ ¥ sendo interpretada como uma disjungao sobre todas as

formulas em V; logo,

JE \/\IJ sse para algum ¢ € ¥, T =1 (6.12)

A légica LY., corresponde as formulas de Loo, onde cada formula contém uma

quantidade finita de varidveis. [EF99].

Teorema 6.3.1 ([GKL'07]) A consulta EVEN nao é L% -definivel sobre G,
onde G € classe de todos os grafos finitos.

Mostraremos que a légica NIFP estd contida na légica LY, ,. Para isso, mos-
traremos como definir os pontos fixos nao-deterministicos locais de operadores
inflaciondrios de primeira ordem na légica L% .

Uma sequéncia de aplicagao é uma sequéncia infinita w = wy,wo, ... tal
que w; € {1,2}, parai € N* onde tanto o nimero 1 quanto o niimero 2 aparecem
infinitas vezes. Sejam ®,®, : P(AF) — P(A*) operadores inflaciondrios e w
uma sequéncia de aplicacdo. A sequéncia de estigios de &, P, baseada
em w é a sequéncia infinita (®1,®2)"” = Sp, S1, ... de subconjuntos de A* tais
que So =0 e Siy1 = Py, (S;). Chamamos o conjunto S; de i-ésimo estagio
da sequéncia (®1, ®3)" e denotaremos por (@, P2)¥.

Uma sequéncia de estagios sempre alcanca um ponto fixo nao-deterministico

local de @1, Py em algum estagio (P1, Pa)2.

Lema 6.3.2 Sejam @1, &y : P(A¥) — P(A¥) operadores inflaciondrios. Para
toda sequéncia de aplicagio w existe um m € N tal que (P1, Do) ¢ ponto fizo

nao-deterministico local de ®1,Po e, para todo ponto fixo nao-deterministico
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local S, existe uma sequéncia de aplica¢io w tal que S = (P, Po)¥ para algum

m.

Prova. Seja w uma sequéncia de aplicagao e seja (P1,P2)" a sequéncia de
estdgios baseada em w. Como A é finito, existe um m € N tal que (@1, Po)¥ =
(®q, Do) para todo n > m. Como em uma sequéncia de aplica¢do os nimeros
1 e 2 ocorrem infinitas vezes, temos que ¥ ((<I>1, @2)%) = @2((<I>1, <I>2)}‘,’l). Logo,
(P9, P2)¥ é um ponto fixo ndo-deterministico local.
Seja S um ponto fixo nao-deterministico local de ®;,®P5. Logo, existe uma
sequéncia Sy, . ..,S,, tal que Sy =0, S;11 = ®1(S;) ou S;11 = P2(S;) e Sy =
D1(S) = P2(Sm) = S. Seja w uma sequéncia de aplicacao tal que S;11 =
@y, (5i). Logo, S = (P, Pa)5m. [ |
Sejam ¢1 (X, T) e ¢2(X,T) férmulas de primeira ordem e seja w uma sequéncia
de aplicagao. Mostraremos que cada estagio de uma sequéncia de estagios pode

ser definido por uma férmula de primeira ordem.

Lema 6.3.3 Sejam ¢1(X,T) e ¢po(X,T) formulas de primeira ordem e seja w
uma sequéncia de aplica¢do. Para todo i € N, existe uma formula de primeira
ordem Y (T) tal que para toda interpretagao J, Y (T) define o i-ésimo estdgio
(67, 93)¥ da sequéncia de estdgios (¢7,¢3)" baseada na sequéncia de aplicagcdo

w.

Prova. Sejam ¢1(X,Z) e ¢2(X,T) férmulas cujas varidveis de primeira ordem
estao entre vy,...,Vs. S€Ja Y1 = Vg1, .-+, Yk = Vkts-

Entéo 9}’ (Z) pode ser definido indutivamente como

0(T) =—z1 =11 (6.13)
V@) = o (X,7) 2 (6.14)
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e ¥ (T) é obtida a partir de ¢,,,, substituindo toda subférmula da forma X%

por «;(t), para toda tupla de termos .
E f4cil ver que

ol i (T)? _
N L TG S (ST

Note que a férmula «;(T) é equivalente a ¥ (Z). Logo, a relagio o;(Z)” definida
por «;(T) em uma interpretacio J é a mesma relacio ¥¥ (Z)” definida por y¥ (T)
em J. A férmula «;(T) é definida dessa forma para reaproveitar varidveis e

manter o nimero de varidveis usadas menor ou igual a k + s.

Mostraremos que estigio (47 q[)2) é exatamente o conjunto

W (7 — a W (7
v (@) ={a e AMI_ | v (@)}
definido por ¥ (z) em J. Por indugdo em i. Para i = 0 temos que ¥y (7)” =
= (¢7,¢3)¥. Por hipétese indutiva, suponha que (¢7,¢3)* = ¥ (z)”. Por
definicdo, temos que (¢7,63)%, = ¢, ((#1,93)’). Temos também, por de-
finicao, que

¢wz+1 {Cl € Ak | ': ¢u;l+1 (X x)} (616)

Logo,

e (07, 09)1) = {ae A¥ |3

j :] ll,’U —
% ): ¢wi+1 (X7f)} (6'17)

Mas, pela hipétese indutiva, temos que (¢7,¢3)" = ¥ (F)?. Como «;(T) é
equivalente a 9% (T), temos o;(T)” = (¢7, ¢3)¥. Logo

a;(z)7,a
(@) = faea 2Ty (xmy @1y

)

Logo,

2 (0:@7) = {ac 4132 E oy, (xnA) e9)
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Logo,
e ((07,02)F) = {ae A" 3 v (@)} (6.20)
Portanto,
(67, 93)¢ = ¢ (@) (6.21)
[ |

Pelo Lema 6.3.2, toda sequéncia de aplicacao leva a um ponto fixo nao-
deterministico local de um par de operadores inflacionarios. Usaremos a logica
L%, para construir uma férmula que expressa o ponto fixo nao-deterministico
local de um par de operadores inflaciondrios de primeira ordem.

Lema 6.3.4 Sejam ¢1(X,T) e ¢p2(X,T) formulas de primeira ordem e seja w
uma sequéncia de aplicagdo. Existe uma férmula Y™ (T) em L%, tal que para
toda interpretagao I, Y™ (T) define o ponto fizo nao-deterministico local atingido

pela sequéncia de estdgios (¢7,$3)" baseada na sequéncia de aplicacdo w.

Prova. Seja ¢ (%) definida como

= \/{vr@) |ieN} (6.22)

Note que cada férmula ;" possui varidveis entre vi,...,vs1, onde a aridade
de X é k e as varidveis de ¢1 e ¢o estao entre vy, ...,vs. Logo, a formula ™

possui k + s varidveis.

Seja S o ponto fixo nao-deterministico local alcangado pela sequéncia de estégios
(¢7,¢3)". Como ¢ e ¢3 sdo operadores inflaciondrios, a sequéncia (¢7, ¢3)™

crescente, e, portanto S pertence a unido de todos os estagios, i.e.,
S=J {(e1,43) | i e N}. (6.23)

Mostraremos que o conjunto S é igual ao conjunto ¥ (%)” definido por ¥ ()

em J.
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Seja @ € A*. Temos que @ € S se, e somente se, @ pertence a (¢7,$3)" para

E

algum i se, e somente se, J2 |= ¢! (T) para algum i se, e somente se, JZ |= 0" (T)

se, e somente se, @ € Y (Z)”. Portanto S = ¢*(7)”.

Analogamente, existe uma férmula ¢#1:%2 em L% = que define o ponto fixo
nao-deterministico dos operadores definidos por ¢, e ¢s.
Lema 6.3.5 Sejam ¢1(X,Z) e ¢po(X,T) formulas de primeira ordem. Existe
uma formula ?1?2 em L% tal que para toda interpretacio J, %1% define o
ponto fizo nao-deterministico de ¢7 e ¢3.

Prova. Seja %1% definida como
o192 (T \/{ww para toda sequéncia de aplicacao w} (6.24)

Note que cada férmula ¥™(Z) possui varidveis entre vq,...,vsyr. LOgo, a

férmula ¢)#1:92(Z) possui k + s varidveis.

Seja |Jnifp(#7, ¢3) a unido dos pontos fixos ndo-deterministicos locais dos ope-
radores ¢7 e ¢3. Temos que @ € |Jnifp(¢7, ¢3) se, e somente se, pelo Lema
6.3.2, existe uma sequéncia de aplicacdo w e um m € N tal que (¢7, ¢3)% é um
ponto fixo ndo-deterministico local e @ € (¢7, ¢3)% se, esomente se, pelo Lema
6.3.4, temos que JZ |= " (T) se, e somente se, JZ = 1)?1?2(T) se, ¢ somente
se, @ € ¥?1%2(7)?. Portanto, Jnifp(¢],¢3) = ¢®%2(7)7.

Teorema 6.3.6 (NIFP C L% ) Toda férmula de NIFP possui uma férmula
equivalente em LY,

Prova. Seja o uma férmula de NIFP. Temos dois casos: (i) « é de primeira
ordem ou (ii) a é da forma [nifpx z¢1(X,T), ¢2(X,T)](f). Se o é de primeira

ordem, entdo « pertence a LY . No caso (ii), temos que

a = P02 (1), (6.25)
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Corolario 6.3.7 A query EVEN nao € NIFP-definivel sobre G, onde G € classe

de todos os grafos finitos.

Prova. Segue imediatamente dos Teoremas 6.3.1 e 6.3.6. [ |



Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos

Futuros

No6s investigamos a légica de primeira ordem com o operador de ponto fixo
relacional cuja semantica difere da seméantica classica das logicas de ponto fixo
usando relagoes no lugar de operadores. Chamamos de Légica de Ponto Fixo
Relacional Inflacionario (RIFP). Nossa abordagem generaliza as l6gicas de ponto
fixo tradicionais e leva a um acréscimo de poder expressivo.

Caracterizamos o poder expressivo de RIFP mostrando que RIFP é equiva-
lente a SO, isto é, cada férmula de RIFP tem uma férmula equivalente em SO, e
vice-versa. Isso mostra que RIFP captura a hierarquia polinomial (PH). Apre-
sentamos as tradugdes que mapeiam férmulas em uma linguagem para outra

linguagem. Também investigamos o fragmento RIFP; de férmulas da forma

SElrifpy y 6(X, V)] (),

onde ¢(X,Y) estd em primeira ordem. Pequenas modificagdes na tradugio
nos dao que RIFP; é equivalente ao fragmento existencial de segunda ordem e,

logo, captura NP, a classe de problemas resolvidos em tempo nao-deterministico
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polinomial.

Também comparamos nossa légica com a légica de ponto fixo nao-determi-
nistico inflaciondrio (NIFP). NIFP generaliza a ligica de ponto fixo tradicional
usando um par de operadores para construir pontos fixos através de sequéncias
obtidas por sucessivas aplicagoes dos operadores. NIFP captura NP sobre estru-
turas ordenadas [AVV97] e portanto tem o mesmo poder expressivo de RIFP;
sobre a classe de estruturas ordenadas. Mostramos como construir uma RIFP{-
férmula equivalente a uma NIFP-férmula. Mostramos também que o contrario
nao vale e, portanto, RIFP; é estritamente mais expressiva que NIFP. Fizemos
isso usando o fato que a consulta EVEN nao pode ser expressa na logica NIFP
e que NIFP C L% ' ie., uma férmula de NIFP pode ser definida na légica
infinitaria LY .

Apresentamos os resultados deste trabalho em [FMF15] e tivemos uma ar-
tigo aceito referente aos nossos resultados mais recentes que serd publicado em
[FMF16].

A abordagem apresentada pode ser usada para explorar outras formas de
l6gicas de ponto fixo relacional. Da mesma forma que novas légicas de ponto
fixo sao definidas impondo algumas condigoes sobre o operador usado, podemos
definir outras 1égicas de ponto fixo relacional restringindo as relagbes considera-
das. Usando esta abordagem, varias logicas podem ser definidas de uma maneira

uniforme. Alguns préximos passos naturais nessa linha de pesquisa séo:

e Definir uma versao de ponto fixo parcial para o operador relacional: a
equivaléncia entre RIFP; e SO depende fortemente do fato que as relagoes
sejam inflacionarias. Removendo esta condi¢ao podemos ter um acréscimo

no poder expressivo.

e Investigar a restrigao do fragmento monadico da légica RIFP: o fragmento
monadico de RIFP é obtido restringindo o operador rifp nas férmulas
¢(X,Y) onde X e Y sdo relagoes monadicas. A tradugao de SO para RIFP
mapeia férmulas monadicas de SO para férmulas monéddicas de RIFP. A

tradugao de RIFP para SO nao preserva a aridade das relagoes envolvidas.

e Analisar a aplicagao dos operadores relacionais para logicas de ordem su-

perior além de SO.
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