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Uma estrela se apagou. Muitos podem dizer
que o céu continua da mesma forma, mas a
linica certeza que tenho é que hoje ele ndo
estd mais tdo iluminado.

A tia Rozileide (in memoriam).
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RESUMO

A flambagem tem grande importincia no projeto de placas e cascas laminadas, ja que
geralmente estas estruturas sdo bastante esbeltas. A avaliacdo do comportamento pos-critico
tem grande importancia, pois permite classificar a forma de perda da estabilidade estrutural,
obter a capacidade de carga e quantificar a sensibilidade as imperfei¢des iniciais. A maior
parte dos estudos de estabilidade de estruturas laminadas despreza a falha do material,
considerando que toda a perda de estabilidade ocorre no regime elastico. Contudo, mesmo no
caso de estruturas esbeltas, a degradacdo do material pode ocorrer de forma simultinea a
problemas de estabilidade e grandes deslocamentos, com a interacdo entre estes efeitos
resultando em uma reducdo da capacidade de carga da estrutura. A Andlise [sogeométrica
(AIG) pode ser entendida com uma extensdao do Método dos Elementos Finitos (MEF) onde a
interpolacdo da geometria e dos deslocamentos do dominio € realizada por meio das fungdes
utilizadas em programas CAD (Computer Aided Design). Com esta abordagem € possivel
representar exatamente geometrias complexas, independente da discretizacdo adotada,
eliminando um dos erros intrinsecos ao MEF. Neste trabalho propde-se estudar problemas de
estabilidade de placas e cascas abatidas considerando a degradacdo do material utilizando
uma abordagem baseada na Andlise Isogeométrica. Para isto, aplica-se a Teoria de Marguerre
para analise de cascas abatidas com rotagdes moderadas. Na representacdo da falha do
material, modelos de degradacdo instantanea sdo utilizados. Sdo apresentados exemplos de
aplicacdo com foco na determinacdo da carga critica de placas laminadas e na obtencao do seu
caminho pds-critico considerando, inicialmente, somente a nao linearidade geométrica e,
posteriormente, incluindo a falha do material. Em seguida, é apresentado um estudo de
estabilidade de cascas abatidas. Ainda, observa-se que a utilizagdo de restricdes de falha da
primeira 1amina em problemas de otimizacdo pode levar a projetos conservadores para este
tipo de componentes, uma vez que o inicio da falha pode ocorrer a niveis consideravelmente

inferiores a carga critica ou da carga limite da estrutura.

Palavras-chave: Flambagem, Comportamento Pds-Critico, Falha Progressiva, Modelo de

Degradacgao Instantanea, Analise Isogeométrica.



ABSTRACT

Buckling is very important to the design of laminated plates and shells, as these structures are
usually very slender. The study of the post-critical behavior allows classifying the stability
loss, evaluating the load capacity of the structure and quantifying its sensitivity to initial
imperfections. There are many papers available in the literature studying the stability of
laminated plates and shells, including in the determination of post-critical path. However,
these studies generally do not include material failure considering that the loss of stability
occur in the elastic range. In practice, even in the case of thin-walled structures, material
failure can affect the post-buckling behavior. The interaction between the sources of non-
linearity may decrease the loading capacity of the laminate. The Isogeometric Analysis (IGA)
is a recent numerical method similar to the Finite Element Method (FEM), but that uses for
displacement interpolation the same functions used in geometric modeling and CAD (e.g. B-
Splines and NURBS). The use of these functions allows the representation of the exact
geometry independent of the discretization level used to approximate the displacement field.
This work presents an isogeometric formulation for geometric and material nonlinear analysis
of laminated plates and shallow shells. Marguerre theory is adopted to represent shallow
shells with moderate displacements and rotations. In material nonlinear analysis,
instantaneous degradation models are used. Examples with focus on determination of
buckling loads and post-critical behavior of laminated plates, with and without material
nonlinear analysis, are presented. In sequence, a study of stability of shallow shells is shown.
Also, it is observed that the use of first ply failure approach can lead to conservative designs
for laminated shallow shells, since the onset of failure can occur at a level considerably lower

than the critical load or the limit load of these structures.

Keywords: Buckling, Post-Critical Behavior, Progressive Failure, Instantaneous Degradation

Model, Isogeometric Analysis.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —

Figura 5 —

Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8 —
Figura 9 —
Figura 10 —
Figura 11 —

LISTA DE FIGURAS

Tipos de compPASItOSs fIDIOSOS. ....eeevviieeiiiieeiiieeiie et e 18
CompOsito 1aminado. ........cooieiiiiiiiiiiieiceee e 19
Esquema tipico de 1aminagao. .........ccoecieiriiiiiiiiiiniiieeieeeeeeee e 20

Variagdo das deformacgdes e tensdes ao longo de um laminado, usando uma
teoria do tipo Lamina Equivalente. .........ccccocvuiieiiiiniiiieniiecee e 24

Configuracdo indeformada e deformada de um trecho de uma placa sob as

hipoteses de Reissner-Mindlin. .........ooceeeviiiiiiiiniiiiniieeeeeeceee e 25
Placa laminada e esfor¢os internos em um elemento infinitesimal. ................... 28
Placa sujeita a esfor¢os N0 Plano. .........cceccveeeiiieeiiieniiieeeiee e 28
Elemento infinitesimal deformado. ..........ccccoeiiiiiiniiiiiiiee 29
Resisténcias de uma lamina no sistema de eixos local. .......ccccccocveeviiniiinicnnnenne 33
Envoltorias de falha. .......c.cccooiiiiiiiiiiic e 35
Exemplo de bases B-Splines quadraticas. .........cccocceeeveiieerieeenieeeiieeeieeeieeeeenes 40

Figura 12 — Exemplo de bases B-Splines quadraticas com multiplicidade 2 no knot &i = 0.5.

Figura 13 —
Figura 14 —
Figura 15 —
Figura 16 —
Figura 17 —
Figura 18 —
Figura 19 —
Figura 20 —

Figura 21 —
Figura 22 —

Figura 23 —

Figura 24 —

............................................................................................................................. 41
Formas de refinamento do modelo geométrico na Andlise [sogeométrica. ....... 42
Formas de refinamento do modelo geométrico na Andlise [sogeométrica. ....... 44
Malha de controle e malha fisica de uma superficie. ........c.ccecvvevieeeiieercneeennne. 45
Trecho de uma placa com fUro. .......coccvieeiiieriiieeiie e 46
Fendmeno snap-through no caminho de equilibrio de uma estrutura. ............... 56
Tipos de degradacdo utilizados em laminados. ........ccceeevveeenieeniieiniieenieeene 58
Processo de falha Progressiva. .....ccooceeeeeieeeiiieeiieeciee et 64

Malha, condi¢des de contorno e carregamento utilizados no FAST e no
ABAQUS . ettt 66
Curvas carga versus deslocamento axial obtida pelo ABAQUS. ...................... 67
Curvas carga versus deslocamento axial obtidos pelos modelos de degradacao
INSTANTANCA. ..evtiiiiiiiitieiie ettt ettt et e esa b e et e sat e et esaeeebeesaneens 67

Identificacdo dos pontos onde se inicia o processo de falha na placa tracionada.

Diagrama de cores obtido no ABAQUS referente ao deslocamento axial na

PLACA. et s 69



Figura 25 —
Figura 26 —
Figura 27 —
Figura 28 —
Figura 29 —
Figura 30 —
Figura 31 —

Figura 32 —
Figura 33 —
Figura 34 —

Figura 35 —

Figura 36 —
Figura 37 —
Figura 38 —
Figura 39 —
Figura 40 —

Figura 41 —
Figura 42 —

Figura 43 —
Figura 44 —

Figura 45 —

Figura 46 —
Figura 47 —
Figura 48 —
Figura 49 —
Figura 50 —

Evolucdo do dano na matriz da lamina 2 (0 =45°). ..cccceeveiiieiiiiieeeeeee e, 69

Malha, condicdes de contorno e carregamento utilizados no ABAQUS. .......... 71
Modo de flambagem obtido no ABAQUS. .......coooiiiiiiiieeeeeeceeee e 71
Curva de convergéncia da carga critica da placa analisada. ..........cccceeeeuveenenn. 72
Curva carga-deslocamento axial obtidos no ABAQUS. .......cccoooiiiiiiiiiiinnneen. 74
Curva carga-deslocamento axial para diversos critérios de falha. ..................... 74

Identificagdo dos pontos de inicio do processo de falha progressiva na placa

TELANZULAT. 1.etiiiiiieieiie ettt e e e et e et e e e sb e e e tbeeeeaeesnsseeensaeesnseeennses 75
Deformada da placa sujeita a compressao axial. .........cceeevveevvieeiiieeniieenieennnne. 76
Regido danificada no instante da perda de estabilidade da placa. ...................... 76

Efeito das imperfei¢des iniciais na curva carga-deslocamento da placa aplicando
o modelo de degradacdo baseado no Critério da Maxima Tensdo. .................... 77

Efeito das imperfei¢des iniciais na curva carga-deslocamento da placa aplicando

o modelo de degradacdo de Kuirashi et al. (2002). ......coooueeeviieinieennieeniieenen, 78
Discretizacao, condi¢des de contorno e carregamento utilizados. ..................... 79
Modo de flambagem da placa com furo sujeita a compressdo axial. ................. 79
Curva carga-encurtamento obtidos pelo ABAQUS. .......cccooiiiiiiiiiiiiiinieeen, 80

Curva carga-encurtamento obtidos pelos modelos de degradacdo instantanea. .80

Identificacdo dos pontos de inicio do processo de falha progressiva na placa

TELANZULAT. ..etiiiiiieiciie ettt e e e et e e et e e e taeeetbeeeaaeeessseeensaeesnseeennnes 81
Configuracao deformada obtida pelo ABAQUS. ......ccoooiiieiiiiiieeeeeeeee, 82
Regido danificada no instante da perda de estabilidade da placa para varios
mModos de falha. .......c.ooiiiiiii e 83
Malha adotada e primeiro modo de flambagem da estrutura analisada. ............ 85

Pontos de integragdio em uma placa quadrada com diversas ordens de
interpolacdo € integracao COMPIELA. ......ccccveeriiiiiriiiieniiieieeeeee e 86

Pontos de Gauss em uma placa quadrada com diversas ordens de interpolacdo e

INtE@ragao T€AUZIAA. ..ocveevviiiieiiieciie e et e e eane e e es 87
Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 30. .............. 89
Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 50. .............. 90
Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 100. ............ 91
Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 500. ............ 92
Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 1000. .......... 93



Figura 51 —

Figura 52 —

Figura 53 —

Figura 54 —

Figura 55 —

Figura 56 —

Figura 57 —

Figura 58 —

Figura 59 —

Figura 60 —

Figura 61 —
Figura 62 —

Figura 63 —

Figura 64 —

Curvas das relagdes entre a carga critica de uma placa cross-ply antissimétrica
com n laminas e a solugdo ortotropica ideal para varias razdes a/h. .................. 98
Estudo paramétrico da influéncia do angulo 6 de um laminado angle-ply
simétrico em relacdo a sua carga critica para a’h = 30. ......c.ccooviiiniiiniiinnn 99
Estudo paramétrico da influéncia do angulo 6 de um laminado angle-ply
simétrico em relagdo a sua carga critica para a’h = 50. ......ccccoviiiiniiininnne 100
Curvas das relagdes entre a carga critica de uma placa angle-ply simétrica com n
laminas e a solugdo ortotropica ideal para vérias razdes a/h. .........ccceeeueenneee. 100
Estudo paramétrico da influéncia do éangulo 6 de um laminado angle-ply
antissimétrico em relacdo a sua carga critica para a/h = 30. .....cccceevvieninennnne 101
Estudo paramétrico da influéncia do angulo 6 de um laminado angle-ply
antissimétrico em relacao a sua carga critica para a/h = 50. .....cccceevvrernnenee. 102

Curvas das relacdes entre a carga critica de uma placa angle-ply antissimétrica

com n laminas e a solugdo ortotrOpica ideal para varias razdes a/h. ................ 102
Placa simplesmente apoiada sujeita a carregamento biaxial. ...........ccccceeueeeneee. 103
Aplicacd@o da curvatura inicial na placa. ........ccceeeeveeriiiieniiie e 104

Placa isotropica (a/h = 50) simplesmente apoiada sujeita a carregamento uniaxial
(A T 1074 ettt sttt 105
Placa (a/h = 10) simplesmente apoiada sujeita a carregamento biaxial. .......... 106
Verificacdo da influéncia da consideracdo da nao linearidade fisica em placas
TMPETTRILAS. .eeeiviiieiiieeiie et ettt s e et e e sbeeesaaeeeaaeeessseesnneeennnes 108
Modelo isogeométrico de uma placa quadrada com furo central com relacdo d/a
= 1/5 dividida em 8 patChes. .........ccooviiiiiiiiiiiiecee e 111
Convergéncia do valor da carga critica em fungdo do grau do polindomio e do

numero de divisdes em cada patch da placa analisada. .........cccceeveeeeveennnenne. 112

Figura 65 — Pontos de controle de uma placa laminada com furo central para a relacdo d/a =

LS ettt sttt et 113
Figura 66 — Curvas nao lineares obtidas para as placas cross-ply em funcdo do diametro do
UL ettt ettt st et 115
Figura 67 — Curvas ndo lineares obtidas para as placas angle-ply em funcdo do diametro do
FULO. ettt ettt 117
Casca abatida sujeita a carga concentrada. ..........ccocceevvieeneeniennieniieeneenieeeen 119

Figura 68 —



Figura 69 — Caminho de equilibrio da casca abatida com laminacao [0/90/0] de Sze et al.

(2004). ettt st ettt 120
Figura 70 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga P com
1aminagAo[90/00N/2. ..c..eeeiieieeeeee e e e 121
Figura 71 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga P com
1aminacao[0/90TN/2. ..oeeiii et e e 121

Figura 72 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga P com laminacdo [(45/-
ASNN/ATS. ettt ettt ettt h et ettt et et enaeenees 122
Figura 73 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga q para a laminagdo
[(0790) N/A]S. ettt sttt 124
Figura 74 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga q para a laminacdo [(45/-
ASNN/ATS. ettt ettt ettt b et ettt e aeenaeeneas 124
Figura 75 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga q para a laminacgao [(0/-

0) 2] et 125



Tabela 1 —
Tabela 2 —
Tabela 3 —
Tabela 4 —
Tabela 5 —
Tabela 6 —
Tabela 7 —

Tabela 8 —

Tabela 9 —

Tabela 10 —
Tabela 11 —
Tabela 12 —
Tabela 13 —
Tabela 14 —
Tabela 15 —
Tabela 16 —

Tabela 17 —
Tabela 18 —
Tabela 19 —
Tabela 20 —
Tabela 21 —

Tabela 22 —

Tabela 23 —

LISTA DE TABELAS

Propriedades mecanicas da fibra de carbono-ep6xi T300/1034-C. .................... 65
Energias de fratura associadas fibra de carbono-ep6xi T300/1034-C (J/m2). ...65
Comparagdo entre as cargas de ruptura da placa para diferentes critérios. ........ 66
Propriedades mecanicas do compdsito de carbono-epoxi T300/5208. .............. 70
Estudo de convergéncia da carga critica da placa analisada. ..........ccccceevueennene. 72
Comparagdo entre as cargas de ruptura da placa para diferentes critérios. ........ 73

Valores das cargas criticas obtidas no ABAQUS para as relagdes lado/espessura

CONSIACTAAS. ...eiuiiiiiiiiiiiicet ettt ettt eree s eas 88
Estudo de convergéncia para as placas com relacdo a/h = 30. .....ccccevveeriennne 89
Estudo de convergéncia para as placas com relacdo a/h = 50. .....cccceeceeeiennne 90
Estudo de convergéncia para as placas com relacdo a/h = 100. .........ccceeueennne 91
Estudo de convergéncia para as placas com relacdo a/h = 500. .........c.ccceueeenee 92
Estudo de convergéncia para as placas com relacdo a/h = 1000. ..........cccceueeeee 93
Numero de pontos de integracdo (NPI) usados em cada modelo. ...................... 94
Valores das cargas criticas para laminados cross-ply sSimétricos. .........c..ccoe.... 96
Valores dos coeficientes da matriz D em laminados cross-ply simétricos. ....... 96

Relacdo entre a carga critica da placa com n laminas e a solucdo obtida pela

L. ettt ettt et sttt s bbbt e st ens 97
Dados do Exemplo 2 com unidades no sistema britanico de medidas. ............ 104
Propriedades mecanicas da fibra de carbono A-S/EpoOxi 1. ....ccovviveiviiinnnen, 108
Valor da carga quando ocorre a falha da primeira lamina e carga limite. ........ 109
Estudo de convergéncia da malha e do polindmio de interpolacgao. ................ 111

Estudo da influéncia do tamanho do furo na capacidade de carga de placas cross-
ply simEtricas com N LAMINAS. .....cccveerriieiriiiierieieriee ettt 114
Estudo da influéncia do tamanho do furo na capacidade de carga de placas
angle-ply simétricas com n lAmMINas. ........cccceccveeriieeriieeniieeeniee e eeee e e 114

Carga referente a FPF e cargas limites (Valores em Newtons). ..........ccccueee.... 122



1.1
1.2

2.1
2.2
2.3
24
2.4.1
2.4.2
2.4.3

3.1
3.2
3.2.1

4.1

4.1.1
4.1.2
4.2

4.2.1
4.2.2
4.2.3

5.1
5.1.1
512
5.1.3
514
5.2

SUMARIO

INTRODUGCAOQ a.uueeereercrcrerrnesesesssesssesessssssssssessssssssssssessssssssssesssssessssssesssssssssssssseses 14
ODbjetivos € CONIIIDUICOES ..uceeeurrersnicssricssricssaricsssressssnesssssesssssesssssesssssesssssossssossssssssnss 16
Organizacao A0 tEXLO.....eeiierirsrriessssnrecssssannesssssssrssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 16
COMPOSITOS LAMINADOS ......ovvererrressncssnssessesssssessessessessssssessssessasssessessessasssosses 18
Relac0es CONSLILULIVAS....ceiicrirsericsissnricssssannessssnsecsssssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssss 20
Teoria de ReissSner-Mindlin.......eeieeeinniecnsininsiecssnncsseecssseessssecsssecssssnessssnessssecssses 23
Estabilidade de pPlacas......cccceevveeiccissnniccsssnnnicssssansessssassesssssssscsssssssesssssssssssssssssssssssssssss 27
Critérios de falha........cueeeeceiiennnicsensensnnnseisensnicsensecssissesssesssssssssesssessssssessssssssssssssess 32
Madxima tensao e MAXTMA ACFOTMACEO .vveeueeeeossaessssarsossaresssssesssssessssssssassssssssssssssssssssses 33
TSAI-Willeauuuaeereossseriissssnsncsssssressssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 35
HASRI L cnuonneennnennninnennninsenennenssnisssesssnssssessssssssesssssssssssssssssassssssssssssassssassssesssssssassssasssns 36
B-SPLINES E NURBS .....couiiniiintiiiinicssicseissecssissssssssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 38
B-SPlNES.cciiciinriiicnsrreniccsssnnicsssssnnessssnssessssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssss 38
NURBS cttittectenninntininensstesessssesssssssessssssssessssssssassssssssessssssssssssassssassssessassssassssasssns 43
MUILIPIOS PALCRES .uuueveneveressunicsssnisssanisssanesssasesssssssssassssssssssssssssssssssassssssssssssssssnsssssssssssnss 46
ANALISE NAO LINEAR .......cooerreererressessessesssessessessssssessessssasssessessessasssessessassasssessens 47
Elemento de casca abatida.........ceeeneeiseniseecsenssnecsensseenssenssnecssessssesssessssessssssssssssasnns 47
ANALISE ISOZEOMEGITIC . veeersseresssvrosssessssssisssasssssaresssasssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 49
Solugdo da equagcao de equUIlIDTIO NAO LINEAT ....uuueeeenereosrerensrerosseressarossrssosssssosssssssanns 54
Analise N0 liNeAar fiSICa ....c.cceveveeriirenssecsuiisensnnsencsenssinssncssnssesssecsssssnsssnesssssesssessssssessns 56
Modelos de degradac@o do MALETIAL ..........eeueueaeaesoneaenosuneinsnrinsssrissssrosssssosssressssrosssssones 60
AVALIACAO MUMETICA cuuverersrerossarsossanssssanssssssssssassssssssssssssssasssssasssssasssssassssssssssssssssssssssnssss 62
Validagdo dos modelos de degradag@o .........eeueeeoueeeosueronsverossserossrerosssesossssssssssssssssssses 63
EXEMPLOS DE APLICACAOQ ..o iinininscsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 84
Carga critica de placas quadradas simplesmente apoiadas .......ccccceeeerescrerescrescsnnees 84
Laminados crosS-ply STMEGIIICOS ...ccoeveeieesssssicsssssssessssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssss 95
Laminados crosS-ply QRESTIEITICOS cuueeeeeersesiesssrassessssasissssssssscssssssasssssssssssssssssssssssssases 97
Laminados angle-ply SIMEITICOS...cuuuiesreresssaresssarssssessssssssssssssssasssssassssssssssssssssssssssssssssnss 98
Laminados angle-ply QREISTIMEITICOS ..couveeseresssurssssusssssnssssasessssssssssesssssssssssssssssssssssses 101

Analise nao linear geométrica de placas isotropicas e laminadas.........cccoeeerercuncenes 103



Estabilidade de placas laminadas considerando a falha progressiva.......ccccceeecnnnee 107

Estabilidade de placas laminadas com furo considerando a falha do material..... 110
Analise nao linear fisica e geométrica de cascas abatidas .....ccc.cceeeverevcerescrercscrescnes 119
CONCLUSAQ ..ouinininnscnscnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 126
Sugestoes para trabalhos fUtUroS.......eeeieiniieiisieisseecssenissneicssnessnecssseeessseeessseeeses 128

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .....cvurvuerrersrsssessesssssssssesssssssssassssssssssessassens 129



14

1 INTRODUCAO

A elevada capacidade resistente e o baixo peso, aliados a versatilidade de
fabricagdo, tem feito crescer a aplicacdo de materiais compoésitos na engenharia. Deste modo,
placas e cascas laminadas tém sido amplamente utilizadas na fabricagdo de componentes das

industrias aeronautica, automobilistica e naval.

A flambagem tem grande importincia no projeto destas estruturas, ja que
geralmente elas sdo muito esbeltas, de modo que a sua falha possa ocorrer com as tensoes
inferiores a resisténcia do material. Desta forma, o projeto de muitos componentes estruturais
€ determinado a partir de restricdes de estabilidade juntamente com resisténcia e rigidez (LIU

et al., 2000; BLOOMFIELD et al., 2009).

A avaliacdo do comportamento pds-critico tem notavel importancia, pois permite
classificar a forma de perda de estabilidade, obter a capacidade de carga e quantificar a
sensibilidade as imperfei¢des iniciais destas estruturas. Assim, existem diversos trabalhos
disponiveis na literatura, onde se estuda a estabilidade de placas e cascas laminadas, incluindo
a determinagdo do caminho pds-critico (RASHEED & YOUSIF, 2005; HOULIARA &
KARAMANOS, 2006; LE-MANH & LEE, 2014). Contudo, estes trabalhos geralmente
desprezam a falha do material, considerando que toda a perda de estabilidade ocorre no

regime elastico.

Na pratica, mesmo no caso de estruturas esbeltas, os fendmenos ndo lineares
fisicos, devido a degradacdo ou falha do material, podem ocorrer de forma simultanea a
problemas de estabilidade e grandes deslocamentos e a interacao entre essas nao linearidades
pode resultar em uma redug@o da capacidade de carga da estrutura, em relacdo a resisténcia

calculada considerando um comportamento puramente elastico.

Ainda, é importante notar que o inicio do processo de falha em estruturas
laminadas ndo implica que ela atingiu necessariamente sua capacidade de carga, uma vez que
as tensoes resistidas pelo material que falhou podem ser redistribuidas para as laminas

adjacentes.

Sabe-se que o Método dos Elementos Finitos (MEF) é o método mais utilizado
para a analise de estruturas, sejam elas feitas de material homogéneo e isotropico ou

compositos laminados. Usualmente, no MEF € utilizada uma formulacdo isoparamétrica, de
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modo que os polindmios que interpolam os deslocamentos sejam os mesmos usados para
descrever a geometria da estrutura. Deste modo, em excecdo as formas geométricas simples,
modelos de elementos finitos contém erros provenientes tanto do campo de deslocamentos,
quanto da aproximacdo da geometria analisada. Ambos os erros sdo reduzidos, mas nao
eliminados, a medida que se refina o modelo, discretizando a malha utilizada (refinamento /)

ou aumentando o grau do polindmio que interpola os deslocamentos (refinamento p).

A Anélise Isogeométrica (AIG) pode ser entendida como uma extensdo do
Método dos Elementos Finitos que propde utilizar na descri¢do da geometria e na interpolagao
dos deslocamentos as mesmas funcdes utilizadas em programas CAD (Computer Aided
Design), como B-splines e NURBS (Non-Uniform Racional B-Splines). O uso destas funcodes
permite representar exatamente geometrias complexas, independente da discretizagdao adotada
para aproximar o campo de deslocamentos. Com isso, um dos erros intrinsecos do MEF ¢é
eliminado. A AIG permite a utilizacdo de trés tipos de refinamento: refinamento p (referente
ao aumento do grau dos polindmios de interpolacdo dos deslocamentos no MEF), que ¢
bastante limitado em elementos finitos por conta da sua complexidade de implementacio; o
refinamento 4, que € equivalente ao aumento do nimero de elementos; e o refinamento k que
corresponde a superposi¢do dos anteriores com a vantagem de aumentar a continuidade entre
os elementos. A Andlise Isogeométrica foi inicialmente proposta por Hughes et al. (2005) e
vem sendo explorada em vérios trabalhos desde entdo (BAZILEVS et al., 2006a, 2006b;
COTTRELL et al., 2006, 2007, 2009; KAPOOR & KAPANIA, 2012; BORDEN et al., 2011;
ESPATH et al., 2014).

Vérios trabalhos com a finalidade de aplicar a Analise Isogeométrica em
problemas de flambagem vém sendo publicados: Yu et al. (2016) fazem um estudo da carga
critica de placas FGPs com furos sob efeito da temperatura e os autores obtém bons resultados
em relacio a métodos semi analiticos propostos na literatura. Thai et al. (2012; 2013)
realizam andlises estaticas, de vibracdo livre e flambagem em placas laminadas de diversas
geometrias. Shojaee et al. (2012) e Yin et al. (2015) apresentam estudos de calculo de cargas
criticas e de frequéncias naturais para placas retangulares laminadas, variando os esquemas de
laminacdo. Yin et al. (2015) também avaliam a eficiéncia da AIG para placas com varios tipos
de furos. Existem também alguns trabalhos com foco na andlise ndo linear geométrica de

placas laminadas, como Le-Mahn & Lee (2014), Kapoor & Kapania (2012) e Yu et al. (2015).
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Nestes trabalhos sdo utilizados elementos com deformacdes moderadas de von Kérman para

representar a nao linearidade geométrica.

Ha varios trabalhos presentes na literatura que mostram o efeito da falha
progressiva em estruturas laminadas aplicando o Método dos Elementos Finitos (LANZI,
2004; DEGENHARDT et al., 2008; LOPEZ et al., 2009). Entretanto, 0 mesmo ndo ocorre

quando se trata da Analise Isogeométrica.

Neste trabalho propde-se avaliar o comportamento nao linear, fisico e geométrico,
de placas e cascas abatidas utilizando uma abordagem baseada na Anélise Isogeométrica. Para
isto, aplica-se a Teoria de von Karman para o calculo das deformacdes e a Teoria de
Marguerre para a consideracdo das imperfei¢des iniciais. Para a representacdo da falha do

material, optou-se pela utilizacdo de modelos de degradacao instantanea.
1.1 Objetivos e contribuicoes

Este trabalho tem como objetivo avaliar o efeito da falha progressiva no
comportamento pds-critico e na capacidade de carga de estruturas laminadas de material
compdsito e comparar com os resultados obtidos por andlises puramente ndo lineares

geométricas.

Deste modo, foi utilizada a formulagdo de um elemento finito isoparamétrico
classico de casca abatida implementado por Rocha (2013) no programa FAST (Finite element
AnalySis Tool). Esta formulagdo foi estendida para a Andlise Isogeométrica com base no

trabalho de Barroso (2015).

As principais contribui¢cdes desenvolvidas foram as implementacdes de critérios
de falha e modelos de degradacdo instantdnea. A validagdo dos critérios de falha e dos
modelos de degradacdo implementados foram feitas utilizando resultados experimentais, além

da avaliacdo da Anélise Isogeométrica em problemas de estabilidade.
1.2 Organizacao do texto

O presente trabalho foi dividido em seis capitulos. No Capitulo 2 sao apresentados
os conceitos bésicos acerca dos materiais compoésitos. Uma breve introducdo ¢é feita,
juntamente com os tipos e classificacdes para este tipo de material. E dado maior enfoque nos

compositos laminados, uma vez que eles foram empregados. Neste trabalho, é apresentado o
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desenvolvimento fisico e matematico das equacdes que regem o comportamento mecanico de
uma lamina. De modo a incorporar o efeito de todas as laminas € apresentada a Teoria de
Reissner-Mindlin para placas. Em seguida, é mostrada a formulagdo matemética que rege um
problema de estabilidade de placas. No final do capitulo sdo apresentados os critérios de falha
utilizados nesta dissertacao.

No Capitulo 3 ¢ feita uma breve revisao acerca dos conceitos basicos de B-Splines
e NURBS, base da ideia da Andlise Isogeométrica. As B-Splines sao importantes de se
mencionar, uma vez que as NURBS sdo uma extensdo delas.

No Capitulo 4 € apresentado o desenvolvimento do elemento isogeométrico de
casca abatida. Neste elemento € utilizada a formulacao Lagrangeana Total na consideragao de
deformacdes e rotagdes moderadas. Na sequéncia € apresentada a forma de consideracdo da
nao linearidade fisica e é feito um breve comentario acerca de como a avaliacdo numérica da
falha € realizada em um programa de elementos finitos. Finalizando o capitulo sdo
apresentados alguns exemplos de validacdo dos modelos de degradacao implementados.

O Capitulo 5 contém os exemplos numéricos da dissertagdo. Inicia-se por um
estudo da influéncia do esquema de laminacdo no valor da carga critica de laminados. Em
seguida € apresentada uma verificagdo da AIG em andlises ndo lineares geométricas.
Posteriormente, sao propostos estudos numéricos de placas considerando a nao linearidade
fisica e geométrica. Um exemplo com placas com furo central também ¢ avaliado e € feito um
estudo da influéncia do tamanho deste furo na capacidade de carga e no comportamento ndo
linear da estrutura. Finalmente, sdo apresentados estudos de estabilidade em cascas abatidas.

No Capitulo 6 sao apresentadas as conclusdes da dissertacdo e comentarios finais

e sao deixadas algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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2 COMPOSITOS LAMINADOS

Material composto ou compésito € o resultado da unidao de dois ou mais materiais
em escala macroscdpica, cujo objetivo final € se obter um novo material com propriedades
fisicas e mecanicas superiores aos de seus constituintes isoladamente para determinadas

solicitagdes consideradas em projeto.

De um modo geral, os compdsitos podem ser classificados como particulados,

fibrosos ou laminados.

Os compdsitos particulados consistem em particulas, apresentando varias formas e
tamanhos, dispersas em uma matriz. Por conta da distribuicdo aleatéria das particulas, em
escala macroscopica estes materiais sdo aproximadamente homogéneos e isotropicos. O
concreto convencional e o asfaltico, utilizado na pavimentacdo, sdo bons exemplos desse tipo

de compdsito.

Os compositos fibrosos consistem em fibras dispersas em uma matriz (geralmente
polimérica, mas podem ser encontradas matrizes metalicas e ceramicas). As fibras, que podem
ser curtas ou longas, s@o as responsaveis pela resisténcia mecanica do sistema, ja a matriz é a
responsavel pela transferéncia das tensdes de cisalhamento (distribui¢do das tensdes). Devido
a orientacdo das fibras (unidirecionais, bidirecionais, trancadas ou aleatdrias), os compdsitos
fibrosos sdo materiais ortotrOpicos. A Figura 1 mostra os tipos de materiais compdsitos

fibrosos.

Figura 1 — Tipos de compositos fibrosos.

(c) Fibras trancadas (d) Fibras aleatorias



19

Fonte: Reddy, 2004.

Os compdésitos laminados, foco do presente trabalho, consistem em camadas (ou
laminas) empilhadas, umas sobre as outras, e “perfeitamente” unidas, onde estas laminas
podem ser de materiais diferentes (compdsitos laminados hibridos) ou ndo. Segundo Jones
(1999), a laminagdo € utilizada para combinar as melhores caracteristicas dos constituintes das
laminas, de modo a se obter um material mais eficiente. Uma estrutura de alto desempenho
pode ser o resultado de um laminado constituido de matriz polimérica, reforcada por fibras
unidirecionais (Compo6sito Laminado Reforcado por Fibras). A Figura 2 mostra um esquema

geral de laminagao.

Figura 2 — Composito laminado.

s

Fonte: Reddy (2004).

Dentre as principais caracteristicas dos compdsitos refor¢ados por fibras, podem-
se citar: elevadas relacOes resisténcia/peso e rigidez/peso, resisténcia a corrosdo e a abrasao,
boa trabalhabilidade em baixas ou elevadas temperaturas, baixa condutividade térmica e

elétrica, bom isolamento acustico, boa resposta a fadiga sob carregamentos ciclicos.

A maneira mais comum de se representar o esquema de laminacdo de um
laminado € adotando a forma [o/f/y/.../w], sendo, respectivamente, a, f € y os angulos de
orientacdo das fibras da primeira, segunda, terceira camada do laminado em relacdo a algum
eixo de referéncia e assim sucessivamente. A Figura 3 apresenta a representagdo de um

laminado.
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Figura 3 — Esquema tipico de laminacdo.

Fonte: Rocha (2013).

Quanto a orientacdo das fibras, podem-se dividir os laminados em cross-ply ou
angle-ply. Nos laminados cross-ply as laminas apresentam angulos defasados de 90° em sua
configuragdo, enquanto nos laminados angle-ply as laminas podem apresentar quaisquer

direcdes dentro do intervalo [-90°, +90°].

Em relacdo a simetria, os laminados podem ser classificados como simétricos,
antissimétricos ou assimétricos. Os laminados simétricos, antissimétricos e assimétricos sao
aqueles que apresentam espessuras, orientagdes e material simétricos, antissimétricos e

assimétricos em relagdo a superficie média do laminado, respectivamente.

Os laminados sao ditos balanceados quando para cada lamina, acima da superficie
média do laminado, existe outra com mesmo material e espessura, mas com direcdo oposta,

abaixo desta superficie (REDDY, 2004).
2.1  Relacgoes constitutivas

Em condicdes usuais de servigo e para cargas estiticas onde o efeito das
deformacdes lentas é desprezado, o comportamento mecanico dos laminados pode ser
considerado como linear elastico (JONES, 1999). Neste caso, o comportamento tensdo-

deformacao pode ser representado pela lei de Hooke generalizada.

Devido a ortotropia das laminas, a relacdo entre deformacdes €; e tensdes G; no

sistema de eixos da ldmina € dada por:
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€ Si Sy Sy 00 0 |]o
g, S, S, Sy 0 0 0 ||o,
& | _ Sy Sy Sy 0 0 0 }]o; — g =So, 1)
Vs 0O 0 0 S, 0 0|7z,
Vi O 0 O 0 Ss 0 ||7y
Vi 0 0 0 0 0 Sgll7n,

onde S é simétrica (JONES, 1999) e é conhecida como matriz de flexibilidade do material,

cujos coeficientes sao dados por:

1 1 1 v v v
11 E, 2 E, 33 E, 12 E, 13 E, 23 E, o
1 1 1
S44 = S55 = Séé =
G23 G31 G12

sendo as variaveis E;, E, e E3 os mddulos de elasticidade nas dire¢des principais, enquanto

v; € o coeficiente de Poisson na direcdo i, devido a aplicacdo de uma carga na diregdo j e

G2, Gi3 € Gas sdo os modulos de elasticidade ao cisalhamento.

Para materiais elasticos ortotropicos, os coeficientes de Poisson (v;) devem

satisfazer a seguinte relacdo (JONES, 1999):

(Y

=1 =123
E (i, j ) 3)

o |

l

Em placas finas, é usual a consideracdo da hipdtese de Estado Plano de Tensdes

(EPT), ou seja, o,=y, =7y, =0. Aplicando as equacbes mostradas anteriormente nas

relacdes cinematicas da Teoria da Elasticidade, pode-se obter a matriz de transformacgao T,,

que relaciona as deformagdes no sistema global para o local, como se segue:

& cos’ @ sen’@ senf@cosd £,
£ t=| sen’d cos’ @ —senfcosf e +=¢g =T, ¢ 4)
Y —2senfcos@ 2senfcosd cos’@—sen’d Ve

Invertendo a Equacdo (1), considerando o EPT, tem-se a relacdo tensdo-

deformacdo no sistema do material:
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o, O, 0, 0 |l¢g
0,1=|0n O0n 0 & =>06,=Q,¢8, (5)
T 0 0 O |7

onde:

vy E
O, =

E
_ 2
=Ty v Oy
—ViVay

El
0,= = 1
ViV

=1 =G 6
1 _ V12V21 Q66 12 ( )

Quando as laminas sdo espessas, torna-se necessdrio captar o efeito do

cisalhamento transversal. Deste modo as componentes de deformacdo p,; e 7,; devem ser

consideradas. Verifica-se que, pela Teoria da Elasticidade, pode-se obter uma matriz T, que

transforma as deformacdes de cisalhamento entre os sistemas global e local:

cos@ senf ||V, .
Vs —senf cosé ||7,.

As tensdes de cisalhamento referentes a estas deformacgdes sao obtidas por:

713 _ Q44 0 sz _ Q 8
7’.23 - 0 QSS Z.}’z - e ( )

sendo Qs = Gi3 € Os5 = Gos.

Pode-se mostrar também que a transformacao das tensdes do sistema local para o

sistema global € realizada através de:
6=T o, 1=T 1 )

Finalmente, substituindo as Egs. (4) e (5) e as Eqgs. (7) e (8) na Eq. (9), obtém-se

as relagdes tensdo-deformacdo no sistema de coordenadas global:
6=Q,¢=Q,=T,Q,T, 1=Q1=Q=TQT, (10)

sendo:
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Oy Qn Qg =~ =

am = gz gzz §26 6? = {gém %5} (11)
Qi O O s »

— Q, 0

Q= { 0 Qj (12)

onde Q ¢ a matriz constitutiva transformada e os coeficientes Q, sdo calculados conforme as

operacOes apresentadas anteriormente.
2.2 Teoria de Reissner-Mindlin

A Teoria Cléassica de Laminacdo (TCL) € uma extensdo para compdsitos
laminados da teoria de placas de Kirchhoff. A TCL é derivada da Teoria da Elasticidade
tridimensional, onde hipdteses simplificadoras sao feitas no que se refere as relacdes
cinemdticas de deformacdo ou estados de tensdes ao longo da espessura do laminado
(REDDY, 2004). A partir destas simplificacdes, o problema tridimensional passa a ser tratado

como bidimensional.

Entretanto, a teoria classica leva a bons resultados para placas finas, mas esta
precisdao diminui a medida que a espessura da estrutura aumenta. Os resultados obtidos pela
Teoria da Elasticidade para alguns problemas mostra que este erro é da ordem do quadrado da
espessura da placa (SZILARD, 2004). Com esta limitacio da TCL para placas espessas,
tornou-se necessario o desenvolvimento de teorias mais refinadas, de modo a se obter

resultados mais precisos para este tipo de estrutura.

Experimentos ainda mostram que a TCL subestima as deflexdes e superestima as
frequéncias naturais e cargas criticas de placas espessas (SZILARD, 2004). Estas

discrepancias se devem pelo fato de se desprezar o efeito do cisalhamento transversal.

Assim, diversas teorias foram desenvolvidas com a finalidade de levar em conta o
efeito do cisalhamento transversal. Reissner (1945) desenvolveu uma teoria onde as tensdes
eram tratadas como varidveis e, em seguida, Mindlin (1951) tratou os deslocamentos como
varidveis do problema. Em ambas as teorias, o cisalhamento transversal € tratado como

constante ao longo da secdo, sendo conhecidas como teorias de primeira ordem.
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Recentemente, teorias mais sofisticadas vém sendo apresentadas, de modo que o
cisalhamento ndo é mais aproximado de forma constante, mas quadraticamente, como se
requer em um problema de flexdo sob carregamento uniforme (BALUCH & VOYIADIIS,
1980; REDDY, 1984B; MURTY & VELLAICHAMY, 1988; SHI, 2007). Estas teorias sao

conhecidas como Teorias de Alta Ordem.

Ainda, € importante notar que nas teorias mencionadas anteriormente, o laminado
¢ tratado como uma lamina equivalente. Deste modo, é feita uma compatibilidade nas
deformacdes do laminado e as suas tensdes sdo descontinuas ao longo da espessura, como

mostrado na Figura 4.

Figura 4 — Variagdo das deformacdes e tensdes ao longo de um laminado, usando uma teoria

do tipo Lamina Equivalente.

]

Fonte: Reddy (2004).

Entretanto, existem teorias que nao aproximam o laminado como uma lamina
equivalente, mas consideram o efeito de cada lamina isoladamente. Estas s@o ditas Teorias
Layerwise. Nessas teorias, faz-se uma compatibilidade das tensdes, de modo que as faces das
laminas apresentem uma continuidade e, portanto, haja equilibrio (REDDY, 2004;

CARRERA, 2002).

Teorias como a Layerwise, assim como as teorias de alta ordem para modelos de
Lamina Equivalente, se tornam importantes quando a espessura das estruturas analisadas faz
com que a distribuicdo de tensdes fora do plano (zy., 7y, € 0.) se tornem relevantes (REDDY,
2004; CARRERA, 2002; 2003). Teorias do tipo Layerwise estdo fora do escopo do presente
trabalho.

A hipoétese basica da Teoria de Mindlin é que uma reta normal ao plano médio da

placa permanecera reta, mas ndo necessariamente normal a este plano apds a deformacao,
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como mostrado na Figura 5. Deste modo, pode-se constatar que os deslocamentos em

qualquer ponto da placa sdo dados por:
u, (x,y, z) =u(x, y)+ z0, u, (x, v, z) =v(x, y)— 20, u, (x, y, z) =w(x, y) (13)

onde u, v e w sdo os deslocamentos no plano x, y e z e 0, e 6, s@o as rotagdes da reta normal

em torno dos eixos x e y, respectivamente.

Figura 5 - Configuracdo indeformada e deformada de um trecho de uma placa sob as

hipéteses de Reissner-Mindlin.

=D h:

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando os deslocamentos sdo moderadamente grandes, hd uma interagdo entre os
efeitos de membrana e flexdo, devido aos deslocamentos transversais. Para levar em conta
este acoplamento, utilizam-se as deformacgdes de von Karmén, que sdo as deformacgdes de
Green-Lagrange, desprezando os termos ndo-lineares associados as componentes do
deslocamento nas dire¢des do plano da placa, u, e u, (CRISFIELD, 1991). Neste caso, as

componentes de deformacdes em qualquer ponto da placa sao dadas por:

2
u l(a_wj 00,
£, ox 2\ ox ) ox
v 1(ow 90, m, m m o b
€E=1E =y — ¢ty =|=— +z9 - :>s=(£0 +8L)+ZK=8 +¢& (14)
! dy 2\ dy dy
Y du _l_@ ow\( ow 96, 06,
dy ox (§j g dy ox

onde as duas primeiras parcelas correspondem as deformagdes de membrana (€”) e a terceira

parcela esté associada a curvatura (k) da placa.
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As deformacdes de membrana sdo compostas por duas parcelas: a primeira é

proveniente do comportamento linear (€, ) e a outra por conta do efeito ndo linear dos

deslocamentos transversais (€7 ). Como se sabe, as deformagdes devido ao cisalhamento

transversal sdo calculadas por:

ow
—+6
'Y — }/xz — ax Y ( 1 5)
4% w_ 6.
dy

As forcas e momentos resultantes sdo obtidos por integracao das tensdes ao longo

da espessura da placa:

NX hl2 6)‘ Mx hil2 O-x vV hil2 T
N=iN, = [ {0, tdz M=M= [ 10, zdz Vz{v }z | {T }dz (16)
~h/2 ~h/2 yz ~h/2 yz
ny Txy Mxy Txy

E importante notar que as deformagdes sdo continuas ao longo da espessura da
lamina, sendo que o mesmo ndo ocorre com as componentes de tensdo. Em geral, isso se da

devido a mudanga das propriedades de cada lamina (espessura, material e/ou orientagdao da
fibra).

De modo a simplificar as expressdes anteriores, os esforcos internos generalizados

6, podem ser escritos em forma matricial como se segue:
A B 0]|le

M:=B D 0Kk = 6=Ceg 17)
0 0 G|y

onde as componentes das sub-matrizes sdo dadas por:

—k

—k
2 2 3 3
Qij (Zk+l —Zy ) < Ql] (Zk+l _Zk)

3
s
3

(18)
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Sendo A, B, D e G as matrizes de rigidez extensional, de acoplamento membrana-flexao,
flexional e de cisalhamento, respectivamente, e f; = 5/6 € o fator de correcio das tensdes de
cisalhamento (REDDY, 2004). A matriz C é normalmente chamada de matriz constitutiva do

laminado e seus componentes sdo func¢des dos termos Q;; e da orientacdo das laminas.

As expressdes da TCL podem ser obtidas fazendo 6, = -w,, e 6, = w,, na Eq. (15),
que sdo o resultado da hipdtese das se¢des planas e perpendiculares assim permanecerem

apos a aplicagdo das cargas. Com isto, t€ém-se, ainda que V =0 (Eq. (16)) e G = 0 (Eq. (17)).
2.3  Estabilidade de placas

O principal objetivo deste capitulo € apresentar as equacdes que regem um
problema de estabilidade de placas laminadas baseadas na Teoria de Reissner-Mindlin. De
posse das equagdes, mostra-se a dificuldade inerente a obtenc¢do de solucdes analiticas para a

determinacao da carga critica de placas laminadas.

Considere uma placa com »n laminas e de espessura uniforme, conforme mostrado
na Figura 6-a. Se retirarmos um elemento infinitesimal de dimensdes dx, dy e h nas direcdes x,
y e z, respectivamente, pode-se mostrar os esforcos internos neste trecho, como apresentado
na Figura 6, para os esforcos normais (N, e N,), de cisalhamento no plano (N,,), momentos

fletores (M, e M,) e torsores (M,y,) e esforcos de cisalhamento transversal (V, e V)).

Fazendo o somatdrio das forgas internas e de momentos nas direcdes x € y e das

forcas internas na direcdo z nulas na configuracdo de equilibrio, obtém-se as seguintes

expressoes:
ON _ ON_ ON oV
ZFx:aNl"r Ay:() ZFy:—w‘i'_y:O ZFZV:aL_i_ y
T ox dy : ox ay ox  dy 19
> M Mo My o Y, =M My _y "
T ox dy ' Toox dy }

Considerando, ainda, que a placa analisada estd submetida as cargas externas por

unidade de comprimento NN yeN, , como mostrado na Figura 7, e supondo que as
deformacdes sdo pequenas, a configuracdo de um elemento infinitesimal apds a aplicacdo
destas cargas € dado pela Figura 8. Admitindo que os deslocamentos sejam pequenos, 0 seno

do angulo formado entre a aresta do elemento antes e depois da aplicagdo das cargas pode ser



aproximado pelo proprio angulo. Assim, o somatério das forcas verticais devido

solicitagdes é dado por:

— _ 2 _ 2 o 2
ZF N:Nxa w+2nya—W+Nya w

’ ox’ 0xdy E)y_2 20)

Figura 6 - Placa laminada e esfor¢os internos em um elemento infinitesimal.
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X

(©) Momentos fletores e torsores. (d)  Cisalhamento transversal.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 7 — Placa sujeita a esfor¢os no plano.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 8 — Elemento infinitesimal deformado.

)_—'y ow 8 (mj ol
— | — |dx T
X ox  Ox\ 6x

e

Fonte: Elaborada pelo autor.
No equilibrio, os esforcos internos devem ser iguais aos externos. Portanto:

*av BV—82 — 9w —820

F.=YF"+YF" + Ny = +2N, +N =
z z z ay ox® " 0xdy "oy’ @

Derivando as expressdes para os momentos fletores da Eq. (19) em relacao as

coordenadas x e y, respectivamente, somando-as e substituindo a Equacao (21) nesta soma,

temos que:
0°M O°M,, oM, — _ _ 32
42— 24— 24N, aZ”+2N@ ow +N, Yoo (22)
ox ox dy dy ox ox dy dy

Combinando a Eq. (17) com a Eq. (22) e utilizando as relacdes cinematicas da Eq.

(14), obtém-se as equagdes de equilibrio em fun¢do dos termos A, B € Dj;:
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d’u d°u d’u 9%y a7y d%v
zFx =A, 2 +2A5 + Ag 2 + A 2 +(A12 +A66) + Ay 2
ox 0x dy dy ox 0x dy dy

2 2 2 2 2
+ All a_w + (A12 + A66) a ad + A26 a v + A16 a_w a_w + a v (a_wj
ox’ dxdy dy’ ox> )\ dy oxdy \ ox

22w\ ow) (2w Yd 2% 0, a0, o
+ Ay cw (—Wj+ arer +B,——+2B,——+B,—— B, —
ay> N\ ox oxdy )\ dy ox’ dxdy oy’ ox®
0°6, 0°6,
- (Blz + Bé())axay = By dy” =0
0’u 0’u 0’u 0%y 0%y 0%y
sz :Alé ax_2+(A12 +A66)m+A268y_2+A668x_2+2A26 axay+A22 ay2
2 2 2 2 2
-i_1416a_‘;)4_(1412-i_1426)a W+A228 W+A26 a_w(a_wj-i_ a v a_w
ox dxdy oy’ dy> \ ox oxdy \ dy
(24)

2 2 0°0 0°0 0°0
+ A66 8_w 8_w + a_W (a_wj + B16 7y + (B12 + B66 )_y + B26 Y
ox> )\ 9y dxdy )\ ox ox’ 0x dy dy’

0°6, 0°6, 0°8,
_B6Ga—2_2BZGa - By —5=0
X x dy dy
9°6. 30, 30, g, 90,
ZFZ :D16 ax—3+(D12 +2D66)ax2—ay+3D26 axayz +D22 ay3 _Dll 3 3
9%0 0°6 2’6 0’u 0’u
-3D,—— (D, +2Dy)—- -D, —2 B, % _3p 2%
16 aXZay ( 12 66)axay2 26 ay3 11 ax3 16 axz ay
u Pu . v 9 9’
- (B, + ZB6G)W_ By, ay—3+ Bioo5- (B, + 2B6G)W_3B26 2x 3y’
v ’w ’w 9w 9w
-B - B, ax_3_(BIZ + 2By )m_(BIZ + ZBas)axayg - By, dy’ (25)

2zay_3

2w\ ow ’w (awj ’w | ow *w (awj
“Be|| 53 |50 |t el e .
ox’ \ dy ox> dy \ ox oxdy> | dy ay’ )\ ox
’w \ ow ’w ) ow 3w ) o w ) 9*w

2B || 2 22 ~2(B, +B,, + By ) =¥
66 [(axz ay](ayJ+(axay2J(axj+(axayj :l ( 16+ 26+ 66)(8)62 J(ayz]

32 . 2 92
=Nxa—2"+21vxy I N9 v
ox dx dy dy
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Nota-se, a partir das Equacdes (23), (24) e (25) que, para um laminado qualquer, o
calculo da carga critica requer a solu¢do acoplada destas trés equacdes diferenciais.
Entretanto, para alguns tipos de laminados, as equagdes mencionadas sao simplificadas. Por
exemplo, no caso de laminados simétricos, os termos B; sdo nulos. Supondo que os
deslocamentos sdo pequenos, os termos quadriaticos de membrana da Eq. (14) sdo
desprezados, fazendo com que o célculo da carga critica recaia na solucdo da seguinte

equacao diferencial:

2°6, 2°8, %0, 2°6, 9%, %8,
D P + (D12 + 2D66)ax2 ay +3Dy axay2 + Dy, ay3 - Dy o’ - 16 axzay 6
2’6 2’0, — 92 — 2
_(D12+2D66)—y2_D26 3y:Nxa‘:}+2nyaw Nya‘;v
dx dy dy ox ox dy dy

Mais simplificagdes podem ser feitas a partir da configuracdo do laminado. Para
laminados do tipo cross-ply simétrico tem-se que, além dos termos de acoplamento
membrana-flexdo, os termos de acoplamento ao cisalhamento Ajs, Azs, Dis € D2s sdo nulos.
Pode-se mostrar que os termos mencionados anteriormente tendem a se tornar despreziveis
quando o nimero de laminas de um laminado cresce muito, mantendo sua espessura total

constante (JONES, 1999). Um estudo acerca deste efeito serd apresentado posteriormente.

Em contrapartida, em laminados do tipo angle-ply simétricos tem-se que os
termos Ajs, Azs, Dis € D2s ndo sdo anulados, porém, a medida que o nimero de 1aminas do
laminado aumenta, mantendo-se sua espessura, mostra-se que a magnitude destes termos
diminui, em comparacdo com os outros termos das matrizes A e D (DANIEL & ISHAI,

1994).

Temos ainda que a aplicagdo de um laminado balanceado implica na anulacdo dos
termos de acoplamento ao cisalhamento da matriz de rigidez extensional A do laminado, ou
seja, Ajs = Azs = 0. Estes laminados podem ser simétricos, antissimétricos ou assimétricos.
Sabe-se que no laminado balanceado antissimétrico, os termos de acoplamento ao
cisalhamento da matriz de rigidez flexional D do laminado também sdo nulos, ou seja, D;s =
Dys = 0. Mostra-se que, se o laminado for do tipo cross-ply balanceado antissimétrico, os
termos A;; = Az, Dj; = D2y, Bjj = —B2s, Bj2 = Bjs = By = Bgs = 0. Para laminados balanceados
angle-ply antissimétricos tem-se que, além dos termos de acoplamento ao cisalhamento das

matrizes A e D do laminado também serem nulos, os termos B;; = Bj> = B> = Bgs = 0. Daniel
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& Ishai (1994) ainda afirmam que os termos ndo nulos da matriz de acoplamento membrana-
flexdo B tendem a zero, a medida que se aumentam o nimero de camadas do laminado,

mantendo-se a espessura total do mesmo.

Considerando que a Teoria de Kirchhoff pode ser aplicada, tem-se que 6, =w, e

6, =—w, . Portanto, a Eq. (26) pode ser expressa por:
4 4 4 4 4 o 2
D, a—:V+4D16BTW+2(D12 +2D66)%+4D268—W3+D228—:V=Nx J vzv
ox 0x°dy 0x~dy 0xdy dy on
. 2 Y
+ 2Ny a—W+Ny a—vzv
oxdy dy

Finalmente, para uma placa isotropica, temos que os termos D;; = Dy, = D, D, =
oD, 2Dg¢s = (1-0)D e D;s = Dys = 0. Deste modo, a Eq. (27) assume a forma apresentada por
Chajes (1974):

9w 'w  d*'w) — 9w — I'w — 9w Eh’
D +2 + =N,—+2Ny——+N,—— = D= 28
[8x4 ox’dy®  ay! j ox’ " 9xdy oy’ 12(1-v?) (28)

sendo D a rigidez a flex@o da placa, E é o mddulo de elasticidade do material, / € a espessura

total e v € o coeficiente de Poisson.
24 Critérios de falha

No item 2.1, mostrou-se a relagdo tensdo-deformacao de um laminado no regime
linear elastico. Entretanto, apenas com esta hipdtese, teoricamente, o laminado nunca falharia,
o que ndo condiz com a realidade. Para isto, foram desenvolvidos vérios critérios que estimam
quando uma lamina falha (TSAI & WU, 1971; HASHIN, 1980; PUCK & SCHURMANN,
1998; PINHO et al., 2005; CAMANHO et al., 2015) e, com estes, estima-se a capacidade de
carga da estrutura analisada (LANZI, 2004; CHEN & SOARES, 2007; DEGENHARDT et
al., 2008).

Na andlise da falha de uma lamina isolada, vérios critérios podem ser utilizados,
cada qual fornecendo diferentes envoltérias de resisténcia para o mesmo material. Tais
envoltérias geralmente consistem no ajuste de curvas a séries de pontos obtidas

experimentalmente e fornecem resultados com precisdo variada, dependendo do tipo de



33

laminado e carregamento aplicado. Além disso, alguns critérios sdo capazes de prever o modo
pelo qual se daré a falha (chamados critérios fenomenoldgicos), auxiliando em um posterior
procedimento de degradacdo. Varios trabalhos abordam os diferentes critérios de falha
utilizados em compdsitos laminados e discutem suas vantagens e desvantagens (SODEM et

al., 1998; LOPEZ et al., 2009; NALI & CARRERA, 2012).

Figura 9 — Resisténcias de uma lamina no sistema de eixos local.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Antes da defini¢do dos critérios de falha, € importante se conhecer os parametros
de resisténcia de uma lamina. Em uma analise bidimensional da lamina é necessaria a
determinacdo de 5 constantes (Figura 9): Fr, Fic, For, Foc € S, onde Fip, Fic e Sg sao as
resisténcias a tragdo e a compressao nas direcdes i (i = 1, 2) e a resisténcia ao cisalhamento no

plano 1-2, respectivamente. E importante mencionar que o sinal das resisténcias ao

cisalhamento € irrelevante.
2.4.1 Madxima tensdao e mdxima deformagdo

O critério da maxima tensdo foi idealizado para refletir o resultado de ensaios de
tensdo uniaxiais. No critério, a falha em cada direcdo do sistema do material € tratada
separadamente. A falha da lamina ocorre, portanto, quando a tensdo em uma das dire¢des
ultrapassa a respectiva resisténcia. Sua envoltdria de falha para o caso bidimensional é dada

por:
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_ | Fyy, quando 0, >0
o= {—F > quando o, <0

_ | Fyr, quando 0, >0 (29)
72" {—F »e» quando o, <0

|712| =S

7z

O Critério da Méixima Deformagdo é andlogo ao Critério da Maxima Tensao.
Deste modo, as deformagdes em cada direcdo sdo tratadas independentemente, e a falha
ocorre quando pelo menos uma deformacdo ultrapassa a resisténcia do material. Em sua

forma bidimensional, o critério pode ser escrito como:

&7, quando & >0

£=
— &, quando & <0
o = &7, quando &, >0 (30)
? — &, quando &, <0
|712| = 71Mz

onde&;, - (i =1,2) e ¥, sdo as deformagdes normais e de cisalhamento méximas do

material, respectivamente.

Ambos os critérios sdao considerados dependentes do modo de falha, pois os

mesmos contém expressoes especificas para cada modo de falha.

Apesar de ser considerado ndo-interativo, alguns termos de interagdo surgem se o
Critério da Maxima Deformacdo for escrito em termos de tensdes. Tais interagdes sao

decorrentes do efeito dos coeficientes de Poisson:

F,;, quando & >0
0,—0,0,=
o —F ., quando & <0
o1 o = F,,, quando &, >0 (31)
> M7l |-F,., quando g, <0

|T12| =S

Apesar das expressOes anteriores representarem envoltorias de falha (Figura 10),

muitas vezes € interessante a obtencdo de um Fator de Seguranca (), que € um multiplicador
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que, quando aplicado as componentes de tensdo, produz um estado critico para que se dé a
falha. Para o critério da Maxima Tensdo, tal fator € calculado como:
Fir Fie Fy _cm Ss

szmin , — , , ,
0, o, 0, o, |712|

(32)
De forma semelhante, para o Critério da Maxima Deformacgdo, temos que o Fator de

Seguranca € dado por:

u u

u u
Er _&ic &1 & Y2

Sf :min s ) ) ) (33)
81 gl 82 82 712|
Figura 10 — Envoltorias de falha.
o, o,
FZT FZT
Fic Fir Fic
o, o,
Fyc
FZC
(a) Critério da Maxima Tens2o. (b) Critério da Maxima Deformacao.
Fonte: Elaborada pelo Autor.
2.4.2 Tsai-Wu

O critério de Tsai-Wu baseia-se em uma teoria polinomial de falha que utiliza
tensores baseados nas resisténcias basicas do material para ponderar os valores das tensoes.
Critérios baseados em teorias polinomiais ndo t€ém embasamento fisico, sendo obtidos a partir
de ajustes de curvas (TSAI & WU, 1971; LIU & TSAI 1998). Neste critério, considera-se um

critério quadratico que pode ser expresso da seguinte forma:

fiai'i'fijo-iajzl, i,j=1,2,...6 (34)
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Para o caso de Estado Plano de Tensdes, pode-se mostrar que a equagdao acima

toma a seguinte forma:

flo-l+f20-2+f110-12+2f120-10-2+f220-22+f667’-62:1 (35)
onde
1 1 1
fi:___ f..:— (36)
Fr  Fe ! FjTFjC

Em geral, a determinacdo do termo de interagdao € dificil ou pouco precisa.
Entretanto, Liu & Tsai (1998), mostram que o termo f;» pode ser aproximado de forma

razoavel por:

S = :Bn\j JirSx (37

onde 1> € um parametro de interacdo. Para laminas tipicas com fibras de carbono ou vidro, o

parametro de intera¢do pode ser aproximado por £, = —1/2.

Como se pode notar, o critério € expresso em uma s6 equagdo, de modo que este

ndo € capaz de identificar diretamente o modo de falha da lamina.

Da sua defini¢do e por conta da natureza quadratica do Critério de Tsai-Wu, pode-
se mostrar que o calculo do Fator de Seguranca, para um estado plano de tensdes, € realizado

a partir da solugdo da seguinte equacdo do segundo grau (DANIEL & ISHAI, 1994):
(107 +2£, 0,0, + £, 02 + f1s 70 )S} +(fi0,+ £,0,)8, —1=0 (38)

Ainda, pode-se mostrar que, fazendo as devidas simplificagdes para materiais isotrépicos, a

combinacdo das Egs. (34) a (37) se resume ao critério de von Mises utilizado para metais.
2.4.3 Hashin

Este critério, ao contrdrio do mostrado anteriormente, caracteriza-se por ser
dependente do modo de falha, ou seja, este tenta prever ndo somente se a falha acontece ou

ndo, mas, se esta ocorre, de que modo ela acontece. O critério foi inicialmente proposto por
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Hashin e Rotem (1973) e, em seguida, modificado por Hashin (1980), tomando a forma atual.

Neste trabalho, quatro modos de falha sao considerados (SLEIGHT, 1999):

e Falha da matriz na tracio:

2 2
(ﬁj H o1 39)
FiT SG

e Falha da matriz na compressao:

2
R (40)
2]

e Falha da fibra na tracio:

2 2
(&J H o1 an
FZT S6

e Falha da fibra na compressao:

2 2 2
o, || F . T,
i el S 1 D S R i v D | (42)
F, 1\ 2S5, 25 Se

Para se obter o fator de seguranca para este critério, deve-se analisar cada modo
de falha separadamente. Como nas expressoes sdo utilizados termos quadréticos, o cilculo do

Sy € feito de forma semelhante ao apresentado no Critério de Tsai-Wu. O fator de seguranga é

o menor valor de Syobtido para as quatro expressoes.
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3 B-SPLINES E NURBS

No Método dos Elementos Finitos, os polindmios de Lagrange sdo a base da
andlise numérica, enquanto na Analise Isogeométrica as B-Splines, as NURBS e as T-Splines
sdo usadas. Tanto a Andlise Isogeométrica (AIG), quanto o Método dos Elementos Finitos
(MEF) tradicional usam o conceito isoparamétrico, ou seja, as fungdes que aproximam a
geometria analisada sdo as mesmas empregadas na interpolacdo dos deslocamentos do
problema. A grande diferenca entre os dois métodos consiste que tanto a geometria, que é
conhecida, quanto os deslocamentos sdo interpolados de forma aproximada no MEEF,

enquanto na AIG a forma pode ser representada de forma exata.

A capacidade de representacdo exata de geometrias ¢ uma das principais razdes
pelas quais as NURBS estdao sendo amplamente empregadas em programas do tipo CAD
(Computer Aided Design).

7z

Outra grande caracteristica da Anélise Isogeométrica € a possibilidade de se
aumentar o grau dos polindmios de interpolacdo do campo de solu¢ido do problema de forma
simples, em compara¢do com o Método dos Elementos Finitos, uma vez que a utilizacdo dos
polindmios de Lagrange no MEF pode tornar a formulagao deste tipo de refinamento muito
complicada. Existe também um tipo de refinamento na AIG que além de aumentar o grau do
polindmio de interpolag@o, aumenta a continuidade entre elementos. Este tipo de refinamento
€ chamado Refinamento k e sera comentado posteriormente. Com esta vantagem, pode-se
aplicar as Teorias de Kirchhoff-Love (KIENDL et al., 2009; 2010), de Reissner-Mindlin
(BENSON et al., 2010; 2011) e de Alta Ordem (TRAN et al., 2013; 2015; THAI et al., 2015).

Este capitulo tem como objetivo a apresentacdo dos conceitos basicos e

caracteristicas das B-Splines e das NURBS, que sdo uma forma generalizada da primeira.
3.1  B-Splines

As B-Splines sdo curvas capazes de descrever varios segmentos distintos ao longo
de uma representacdo paramétrica. Esta caracteristica é obtida limitando a atuacdo das
funcdes base em regides do espaco paramétrico. Estas regides sdo conhecidas na literatura
como knot spans e sao definidas por um vetor de valores paramétricos, o vetor de knots. As B-

Splines podem representar qualquer curva polinomial.
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Uma curva B-Spline é obtida a partir da combinagdo linear entre os pontos de

controle p; e as funcdes de base N; (&) da seguinte forma:
c€)=2n,,p, (43)
i=1

onde n € o nimero de funcdes de base, p € o grau da curva e ¢ € a coordenada paramétrica da

curva.

As bases B-Splines requerem um vetor de knots, que consiste num conjunto de
valores ndo negativos e ndo decrescentes delimitados ao longo do intervalo paramétrico [,

En+p+1] O qual a curva foi definida.

Considerando o vetor de knots E = [&1, &, ..., Supri], as fungdes de base B-Spline

sao definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor (PIEGL & TILLER, 1997):

N,»,o(é)={1’ i <6< )

0, casocontrario

§i+p+l - 5

— 5 B é:i
§i+n+1 - §i+1

Ni!p (é:) §i+p - 51'

Ni,pfl (5) + Ni+l,p—l (5) 45)

Cada base N;, contribui ao longo do intervalo paramétrico [, {uip+1]. O nimero

de bases n pode ser calculado em funcio do tamanho do vetor de knots ks e do grau p por:
n=ks—p-1 (46)
A derivada de N;, pode ser calculada por:

d p p
—N,,(§)= N, (&)- Ny pa(€) (47)
dg ’ §i+p _§[ ,171 §i+n+l _§i+1 b

Esta derivada € importante no contexto da Andlise Isogeométrica, pois ela é

utilizada na avaliacdo da matriz de rigidez K da estrutura. A expressao para o calculo de

derivadas de ordem superior pode ser encontrada em Piegl & Tiller (1997).

Considerando o exemplo de uma base quadratica com vetor de knots E = [0, 0, 0,

0.5, 1, 1, 1], onde as bases sdo apresentadas na Figura 11, pode-se notar que a base Nj»



40

contribui ao longo do intervalo [&}, &]. Na mesma figura sdo mostradas as bases B-Splines

para um vetor de knots mais discretizado.

Os valores paramétricos no interior dos vetores de knots podem aparecer
repetidamente, sendo o nimero de repeticoes que um dado valor paramétrico ¢&; possui
conhecido como a multiplicidade do knot. Uma das propriedades das B-splines € possuir
continuidade "' dentro do knot span. Em caso de algum knot ter multiplicidade m, a
continuidade da curva naquela coordenada paramétrica sera C"™.

Uma importante observacdo € que caso um knot interno ¢; possua multiplicidade
igual ao grau da B-spline (m = p), entdo a curva interpolard um ponto de controle em ¢
(Figura 12). Se os knots extremos tiverem esta multiplicidade m = p+1, entdo os pontos de
controle extremos serdo interpolados. Por este motivo que a maioria das representagdes B-
splines utilizadas em Andlise Isogeométrica possuem multiplicidade p+1 nos knots extremos,
garantindo que os pontos de controle inicial e final sejam interpolados. Este tipo de vetor de

knots é conhecido vetor de knots aberto.

Figura 11 — Exemplo de bases B-Splines quadraticas.

LO T 1.0 [

0.8 ______; I N*,g - N4.‘ I -

02— ‘- e "\\”\‘ ?___ L
0.0 i ) | S
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
g
(a) E=10,0,0,0.5,1, 1, 1]. (b) E=10,0,0,0.33,0,67,1, 1, 1],

Fonte: Barroso (2015).

De modo resumido, Piegl & Tiller (1997) listam as principais caracteristicas das

funcoes de base B-Splines:

¢ Ndo negatividade:
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N,,(&)=0 (48)

¢ Particao da unidade:
2N, (E)=1 (49)

® Suporte compacto: N;,() = 0 se ¢ estiver fora do intervalo [, &pap+1].
¢ Dado um knot span [, Cjv1], p+1 funcdes de base sdo ndo nulas neste intervalo.

¢ Todas as derivadas de N;, existem no interior dos knot spans. Nos knots as bases

sdo diferenciaveis p — m vezes, onde m é a multiplicidade do knot.

Figura 12 — Exemplo de bases B-Splines quadraticas com multiplicidade 2 no knot & = 0.5.

1.0y

"",‘ N/: ‘
0.8

Fonte: Barroso (2015).

Outro aspecto interessante acerca das B-Splines sdo as operagdes referentes ao
refinamento do modelo. Na Andlise Isogeométrica, existem trés formas de refinamento:
Adigdo de Knot, Elevacdo de Grau e Refinamento k. Ambos os procedimentos mencionados

anteriormente alteram a descricdo da curva sem modificar sua forma.

A Adi¢do de Knot insere um novo knot ¢;no vetor =, uma nova base N;, e um
novo ponto de controle. Para manter a geometria inicial, alguns pontos sao modificados. Este
procedimento corresponde ao refinamento /4, tradicional do Método dos Elementos Finitos,
uma vez que possibilita discretizar o modelo inserindo um ndmero maior de graus de
liberdade. A Figura 13-a representa a operacdo acima no vetor de knots E = [0, 0, 0, 1, 2, 2,

2].
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A Elevagdo de Grau atua nas B-splines elevando o grau da curva em cada

intervalo paramétrico, mantendo a continuidade original em cada knot. A multiplicidade de

cada knot € aumentada em 1, preservando a sua continuidade original. Do ponto de vista da

Andlise Isogeométrica, este artificio permite melhorar a solu¢do numérica do problema, uma
€ equivalente ao

vez que utiliza funcOes de forma de ordens maiores. Esta operacdo

refinamento p utilizado comumente no MEF. A Figura 13-b representa a opera¢do acima no

vetor de knots E =0, 0, 1, 2, 2].

Figura 13 — Formas de refinamento do modelo geométrico na Analise Isogeométrica.

1 1

1
05 05 05
0 0 0
0 1 2 0 1 2 0 1 2
==1{0,0,0,1,2,2,2} B =,0,0,2, 1, %59 5} Bl 00, e o Sl B 5, B, T
(a) Adicao de knots.
i 1 1
05 05 05
0 0 0
0 1 2 0 1 2 0 1 2
=={0,0,1,2,2} =={0,0,0,1,1,2,2,2} =={0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,2}
(b) Elevacao de grau.
1 1 1
05 05 05
0 0 0
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
2-=1{0,0,0,0,0,1,2,3,3,3,3,3}

= =1{0,0,0,1,2,3,3,3} = =1{0,0,0,0,1,2,3,3,3,3}

(¢) Refinamento k.

Fonte: Nguyen-Thanh (2011).
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O Refinamento k é uma combinacdo dos dois operadores mencionados
anteriormente. A ideia é aumentar a ordem da curva, juntamente com a continuidade nos
limites do elemento. Isto € feito simplesmente aumentando a multiplicidade do primeiro e
dltimo valor do vetor de knots (Figura 13-c). A continuidade é aumentada pelo mesmo valor

da multiplicidade na Elevagdo de Grau.

Maiores informagdes acerca dos operadores supracitados ou implementagcdes
computacionais podem ser obtidas nos trabalhos de Piegl & Tiller (1997), Nguyen-Than
(2011a) e Barroso (2015).

3.2 NURBS

NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) sao representacdes paramétricas
amplamente utilizadas em modelagem computacional, pois oferecem uma forma matematica
capaz de representar tanto modelos analiticos padrdo (conicas ou superficies de revolugao, por
exemplo) como também modelos de forma livre, utilizando a mesma base de dados para
armazenamento de ambos (HUGHES, 2005). Uma curva NURBS C de grau p € construida
por uma combinacdo linear entre os pontos de controle p; e funcdes de base racional R; (<),

como mostra a expressﬁo:
C(&)=>.R.,(¢)p, (50)
=1

onde n € o nimero de bases da curva. As func¢des de base NURBS sdo avaliadas em func¢ao

das fun¢des de base B-Spline N;, e dos pesos w; pela expressdo:

Ni,p (é:)wi
w(g) (51)

Ri,p (é:) =

=

Ni,p(é:) w;
Ni,p(é:) w;

i=1
onde W(¢{) € a funcdo peso. Cada ponto de controle p; possui uma peso correspondente w;. A
consideragdo dos pesos permite alterar a geometria final do modelo, como também a

modelagem de cOnicas como circunferéncias e elipses.

E importante mencionar que as funcdes de base racionais R;,({) herdam as

propriedades das funcdes de base B-Spline N;,(S). Deste modo, as operagdes de refinamento
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do modelo apresentadas no item anterior continuam vélidas, por exemplo. A Figura 14 mostra

um arco de circunferéncia de 180° modelada por B-Splines e por NURBS.

Figura 14 — Formas de refinamento do modelo geométrico na Analise Isogeométrica.

B-Spline curve
NURBS curve
T

-1 08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fonte: Barroso (2015).

Uma superficie NURBS definida por um produto tensorial é construida em fun¢do
do produto de duas bases univariantes. Uma superficie S € definida por um tensor de pontos
de controle P (nxm), a partir de uma NURBS de grau p na direcdo ¢ com vetor de knots E =
[15 &2, ..oy Suipr1] € Outra de grau g na diregdo # com vetor de knots H = [111, 12, ..., mg+1], da

seguinte forma:

s(En)=3"S REn)p, (52)

=l i=1
onde R(¢, ) € a funcdo de base racional bivariante, dada por:

_ WijNi,p (g)Nj,q (77)
w(&.m)

R (&) (53)

sendo W a funcdo peso bivariante:

m n

W(&n)=>> w,N, (€N, @) (54)

i=1 i=l

As derivadas parciais das funcdes de base bivariantes podem ser calculadas

através da regra de derivagao do quociente:
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WEmN', (€)= W(EnN,, ()
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D e En)=w N () %

ag Rl,] (5577) leJ,‘I (77} W2(§,77) (55)
a W, (é)—aaﬂW(f,n)Nj,q(f)

%R,,(fan):Wysz(ﬂ/ WQ(é‘"n)

onde:

%W(f,ﬂ) = iiwijN'z P (f)NJ q (77)

; : ,-j (56)

3 VG =22, N,, N, ()

E importante salientar que na Anélise Isogeométrica se trabalha com pontos de
controle e a forma que se quer representar € de um modelo fisico. Portanto, em modelos
isogeométricos sao utilizadas duas malhas: uma definida pelos pontos de controle p; e outra
fisica, obtida a partir da primeira. A Figura 15 apresenta uma superficie cibica com trés

elementos e mostra a distin¢ao entre estas duas malhas.

Figura 15 — Malha de controle e malha fisica de uma superficie.
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Fonte: Nguyen-Thanh (2011b).
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3.2.1 Muiltiplos patches

A palavra patch ¢ utilizada na literatura como uma entidade NURBS, seja ela uma

curva, uma superficie ou um sélido.

Mesmo que uma entidade NURBS possa ser suficiente para modelagem de
geometrias complexas, existem casos em que pode ser util representar o modelo através de
multiplas entidades. Por exemplo, quando véarias regides do modelo apresentam diferentes
atributos, como material, carregamento e condi¢des de contorno, pode ser interessante

representar tais regides por entidades distintas.

Por outro lado, verifica-se que a utilizacdo de varios patches leva a uma redugao

na continuidade nas suas fronteiras, como mostrado na Figura 16.

Figura 16 — Trecho de uma placa com furo.

Continuidade C 7! Continuidade C°
Patch 01
Patch Pateh 03
Pateh 02
(a) Modelo com 1 patch. (b) Modelo com 3 patches.

Fonte: Barroso (2015).
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4 ANALISE NAO LINEAR

Existem trés tipos de ndo linearidades em andlise de estruturas: a geométrica, a
fisica e a de contato (CRISFIELD, 1991, 1997). Neste trabalho, sera limitada a apresentacdo

das duas primeiras fontes de nao linearidade.

A analise ndo linear geométrica € a que incorpora os efeitos dos deslocamentos no
comportamento da estrutura, ou seja, ela estd relacionada com as mudangas devido as

deformacdes sofridas.

Quando se realiza uma anélise linear geométrica em uma estrutura, tem-se como
hipétese que os deslocamentos e as deformacdes provenientes do carregamento nesta siao
pequenas, de modo que as equacdes de equilibrio do sistema possam ser escritas na
configuragdo indeformada da estrutura sem que haja diferencas significativas entre os
resultados da anélise. Entretanto, algumas estruturas podem apresentar grandes deslocamentos
e deformagdes, mesmo sem que o seu material constituinte saia do regime elastico linear, de
modo que se torna necessaria a determinacdo do seu caminho de equilibrio, além da

verificacdo da existéncia de pontos limites no comportamento estrutural.

A andlise ndo linear fisica est4 relacionada ao comportamento do material, quando
este ndo segue mais a Lei de Hooke, onde as tensdes sdo fungdes lineares das deformacoes.
Neste tipo de ndo linearidade, podem ser considerados os efeitos de plastificacdo, dano e

colapso do sistema estrutural analisado.

No caso dos materiais compdsitos, a falha de uma lamina ndo implica,
necessariamente, na perda de capacidade de carga da estrutura. Ao invés disto, o que ocorre €
uma redistribuicdo das tensdes na estrutura e, a medida que as laminas vao falhando, a rigidez

do laminado vai diminuindo, caracterizando um processo de falha progressiva.
4.1 Elemento de casca abatida

Nesta secdo sera apresentada a formulagdo isogeométrica para analise de cascas
abatidas laminadas. Esta formulacdo € baseada no trabalho de Crisfield (1991) que utilizou a
teoria de Reissner-Mindlin para representar a flexdo e o cisalhamento transversal e a teoria de

Marguerre para representar o efeito das curvaturas iniciais e das rotagdes moderadas.
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Assim, adiciona-se a parcela de membrana da Eq. (14) uma funcdo z,(x,y),

conhecida (CRISFIELD, 1991). Deste modo, tem-se:

a_u
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ou ov
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dy Ox
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onde z,(x,y) representa a elevacdo da casca abatida. Desenvolvendo a Eq. (57), tem-se:
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|

Como se pode notar, na presente formulacdo ocorrem trés tipos de acoplamento

membrana-flexao: um devido ao efeito do laminado, por conta da matriz B (Eq. (17)); o

segundo devido a Teoria de von Kéarman, que incorpora a ndo linearidade nos termos de

deformacdo de membrana de Green-Lagrange, simplificando-os para o caso deslocamentos

moderadamente grandes e; por fim, o terceiro ocorre por conta da curvatura inicial da

estrutura, gerada pela consideracdo de z), que gera uma nova parcela nas componentes de

deformacdo. E interessante notar que, no caso de uma placa perfeitamente plana, zop = 0 e se

obtém as deformacdes de von Karman.

Combinando a Eq. (58) com as Egs. (14) e (15), obtemos o vetor de deformacao

associado a Teoria de Reissner-Mindlin, dado por:

€= {8;"

onde £,

K,

ve 7.1 ={e

&” e vy sdo mostrados nas equacdes mencionadas anteriormente.

v

(59)
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4.1.1 Anadlise isogeométrica

No Método dos Elementos Finitos sdo utilizadas fungdes polinomiais para
interpolar os deslocamentos em cada elemento. Aplicando a formulacdo isoparamétrica, pode-
se descrever a geometria da estrutura da mesma forma que os deslocamentos. Na Andlise
Isogeométrica com formulacdo isoparamétrica, inverte-se essa sequéncia, interpolando os
deslocamentos da estrutura pelas fun¢des de forma utilizadas na descricao da geometria, que

sao as NURBS.

Deste modo, a geometria de uma casca abatida € interpolada da seguinte forma:
nn nn
x:zRixi y:zRiyi Z :ZRiZOi (60)
i=1 i=1

sendo R; as fun¢des de forma definidas pela Eq. (53) e nn é o nimero de nds.

No elemento de casca abatida, cinco graus de liberdade sdo interpolados: os
deslocamentos de membrana e transversal (#, v e w, respectivamente) e as rotagdes da

estrutura relacionadas a flexao (6, e 60,):
nn nn nn nn nn

”:ZR,'”,' V:ZR,'V,' w=ZRiwi 0. =2Ri9xi 9}, =ZRi9},i (61)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Compactando a equacao acima em notagdo matricial, temos:

u=Ru, (62)

sendo u e u, os vetores de deslocamentos da estrutura e nos seus pontos de controle e R a

matriz das funcdes de forma, dada por:

R=[R, R, - R ] (63)
e a contribuicio de cada no é:

R, =R 1 (64)

onde I € a matriz identidade.
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O vetor de deformacdes (Eq. (59)) se relaciona com o vetor de deslocamentos

nodais u, por meio de uma matriz B, da seguinte forma:

g” g, g
E=¢K =<K +¢0:=Bu, (65)
Y 0

De modo a se obter os termos da matriz B, deve-se analisar cada termo de

deformacao separadamente. Combinando as Egs. (59) e (61), tem-se:

u, +w,, z . Rm 0 ZXRI.,X 0 0
g, = v, W,z =Bju,=Bj=| 0 R Z R, 0 0| (66)
u, v, +w, z, +w, z,, Rl.”V Ri’x Zle.’y+ZyRm 0 0
w,i w,, 0
er=1l 2 Lol I —lAp = p=Gu 67)
) (T w2 e (
2w, w, W, W, ’
| | 00 R W, 0 0
sf:EAGue:EB'L”uE =B"=(0 0 R.W, 0 0 (68)
0 0 RW +R W, 0 0
6, 000 0 R,
k=< —6,, =Bju,=B;=|0 0 0 -R, O (69)
6,,-6,. 000 -R, R,
w,, +6, . . 00 R, O R
Plw,-e [T " T 0 0 R, R 0 (70)
sendo:
G 00 R, 00
|00 R, 00 (71

nn n nn nn

Zx :glRi,xZOi Zy = Ri,yZOi Wx = zRi,xwi Wy :ZRi,yWi (72)

i=1 i=1 i=1

S
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Portanto, a Eq. (65) pode ser reescrita da seguinte forma:

By | B .
¢=| B} ue+5 0 “e:(Bo"‘EBLJ“e:B“e (73)
B, 0

4.1.1.1 Vetor de forcas internas

Com o campo de deformagdes apresentado na Eq. (59), as equagdes de equilibrio
do sistema podem ser obtidas. Deste modo, fazendo a variacdo do trabalho virtual interno

igual a variacao do trabalho virtual externo, temos que:

5Wint = 5Wext (74)
sendo:
_ T A _ m \/ T T
SW, = 8s"8aV, = (6™ ) Naa, + J, ox"MdA, + [ Sy Vaa, (75)
oW, = IV du’bdV, +LO Su’ qdA,+Y Su,'p, =Su't (76)
0 i=l

onde oW;,, e oW, sdo as variacdes do trabalho interno e externo, respectivamente, dg ¢ a
deformacao virtual decorrente do deslocamento virtual infinitesimal du, b representa as forcas
de corpo, q € o vetor das forcas de superficie prescritas em Ag, 6 é o vetor das tensdes, du; é o
deslocamento virtual no ponto de aplicagcdo de p;, que representam as cargas concentradas que
atuam em 7 pontos sobre a estrutura e f € o vetor de cargas externas na casca. As integracdes
sdo feitas na area e volume iniciais da casca, Ap e Vj, visto que uma formulacdo Lagrangeana

Total estd sendo aplicada.

Desenvolvendo a equagdo da variagdo do Trabalho interno, aplicando a Eq. (59),
substituindo o vetor das tensdes e fazendo a integral no volume inicial igual a integral na area

inicial e na espessura, obtém-se a forma do 0W,,, apresentada na Eq. (75).

Pode-se, ainda, relacionar os incrementos de deformacgdo J0€ com os incrementos

de deslocamentos nodais du, por meio de uma matriz B, que pode ser obtida a partir das Eqs.

(66) a (70), como se segue:
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og" ogy og]
de=1 0K ;=< 0K ¢+4 0 =B du (77)

Sendo:
dc) =B/ du, =B du, (78)
Jgl = lé(AG)ue +1AG5ue =AGdu,=B"Su, =B" Su, (79)
2 2
ok =B} du, =B} du, (80)
oy =B; du, =B du, (81)
Portanto, a Eq. (77) pode ser reescrita da seguinte forma:
B [B
de=| B! |ou,+| 0 |0u,=(B,+B,)du, =Bdu, (82)
B, 0
Substituindo os termos obtidos na Eq. (75), tem-se:
_ T T \T YAl s\ _ T A
SW. =du UAO (B") N4, +LO (B”) MaA, +LO (B°) VdAO} = Su jAO B'6dA, (83)

Finalmente, a Eq. (74) que descreve o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV),
pode ser compactada da seguinte forma:
5uT( X B'6dA, —fj =0 = g(u)= X B'6dA, (84)
Nota-se que o vetor de forcas internas g(u) depende dos deslocamentos da
estrutura por conta dos efeitos da ndo linearidade geométrica nos termos de deformacio de

Green-Lagrange, além de possiveis ndo linearidades fisicas, que serdo abordadas

posteriormente.
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Do PTV, admite-se que Ju ¢é arbitrdrio e cinematicamente possivel. Portanto, a
partir da Eq. (84), obtemos a condicao de equilibrio do sistema, que implica que as forgas

externas estejam em equilibrio com as forcas internas:

r=glu)-f=0 (85)

4.1.1.2 Matriz de rigidez tangente

A solugdo das equagdes de equilibrio ndo lineares e o tracado do caminho de
equilibrio sdo realizados normalmente utilizando métodos incrementais-iterativos como
Controle de Carga, Deslocamento ou Comprimento de Arco (CRISFIELD, 1991). Nestes
métodos, a solucdo das equagdes de equilibrio a cada passo é realizada através do Método de
Newton-Raphson. Este método € baseado na linearizagdo das equacdes de equilibrio, sendo

necessario determinar a matriz de rigidez tangente da estrutura.

A matriz de rigidez tangente corresponde a variacdo do residuo r em relacdo aos

deslocamentos nodais u. No caso de cargas independentes dos deslocamentos, tem-se:

K, =2 - dlelw)-f]_ ag =], BT dAO +j chO (86)
Ju Ju

Aplicando a regra da cadeia na primeira parte da expressdo mostrada
anteriormente, pode-se obter uma integral que depende da lei constitutiva do material. O
resultado obtido a partir desta integracdo é conhecido como Matriz de Rigidez K;. Ainda,
pode-se mostrar que a derivada da matriz B é dada por um vetor que contém apenas a
derivada da parcela de membrana. A integral, na area inicial do elemento, da multiplicagao
desta matriz pelo vetor das tensdes generalizadas 6 ={N M V}', resulta na Matriz de
Rigidez Geométrica K, que depende apenas na parcela de membrana. Deste modo, tem-se

que:

OB/

K J-BTaGanAO J-(

=K, +K_(87
3¢ ou deAO :+ Ko (87

deAO jBCBdAOJrj(

sendo C; a matriz que define a lei constitutiva do material e que ndo necessariamente segue a

Lei de Hooke.
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Da Eq. (79), tem-se que B! = AG . Aplicando este resultado na parcela da Matriz

de Rigidez Geométrica, obtém-se:

_ T T _ T _ T
Kodu—LOG dA NdAO_(jAOG SGdAo)dﬁ = KG_LOG SG dA, (88)
onde:
S Nx ny
"I, N (89)

4.1.2 Solucdo da equacdo de equilibrio ndo linear

Em uma estrutura com n graus de liberdade, a imposi¢do do equilibrio (Eq. (85)) é
representada por um sistema de n equacdes. Porém, para descrever completamente a curva
carga-deslocamento, devem-se determinar tanto os deslocamentos u quanto um fator de carga

A, de modo que f = Aq, resultando em n+1 incognitas e apenas n equagdes:
r(u, )= g(u)- g =0 (90)

Por conta da diferenca entre o nimero de incognitas e equacdes de equilibrio, o
sistema se torna impossivel de ser resolvido de forma direta. De modo a solucionar este
problema, véarios métodos para o tracado do caminho de equilibrio foram desenvolvidos,
como o Método do Controle de Carga, Controle de Deslocamento e Comprimento de Arco

(CRISFIELD, 1991).

Nos Métodos de Controle de Carga e Controle de Deslocamento, uma das n+1
varidveis € mantida constante a cada passo, tornando possivel a solucdo do sistema. Ja nos
Métodos de Comprimento de Arco, uma equagdo adicional € utilizada, mantendo variacdes

tanto na carga quanto nos deslocamentos.

Aplicando o Método de Newton-Raphson, as equacdes de equilibrio podem ser

representadas linearmente da seguinte forma:

or or
=r+—u+—0M 1
r =r+ u + Y o1

Supondo que a carga aplicada ndo depende dos deslocamentos, temos:
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or dlg—-f) og
" Ou Jdu Jdu ©2)
Portanto, a Eq. (91) pode ser representada da seguinte forma:
b =r+K, a1+ 81 93)
n T al

Segundo Parente Junior et al. (2006), em todos os métodos para o tracado do
caminho de equilibrio, considera-se que o processo iterativo de Newton-Raphson convergiu

quando:

I
max(1[q]) =" (94)

onde fol € uma tolerancia pré-estabelecida.

Na sequéncia serd apresentado o Método do Controle de Carga. Para maiores
informacdes acerca dos demais métodos para o tracado do caminho de equilibrio, consultar
Crisfield (1991), Parente Junior et al. (2006) e Rocha (2013).

4.1.2.1 Método do controle de carga

A forma mais simples de se resolver o sistema de n + 1 equacdes mencionadas

7z

anteriormente é utilizando o Método do Controle de Carga. Neste método, elimina-se a
variavel 4, impondo que a carga seja incrementada de forma constante em cada passo (64 = 0).

Deste modo, a Eq. (93) pode ser reescrita da seguinte forma:
r,=r+K,du 95)

Fazendo com que o residuo seja anulado (r, = 0), pode-se calcular a variagdo dos

deslocamentos a cada iteragdo:
au=K;'r (96)
Com esta variacdo, pode-se obter os deslocamentos no final da iteracdo da seguinte forma:

u, =u+adu 97)
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Aplicando este método, pode-se obter o caminho de equilibrio de estruturas nas
quais um aumento na carga provoque, necessariamente, um aumento nos deslocamentos. Caso
o caminho de equilibrio da estrutura apresente o fendmeno snap-through (Figura 17) esta
passard para a posi¢do estavel mais proxima (do ponto A ao ponto C, na figura), visto que um
incremento positivo ou negativo de carga provoca um incremento de mesmo sinal nos
deslocamentos. Para se obter a curva compreendida entre os pontos A e C na Figura 17 pode-
se usar o0 Método do Controle de Deslocamentos ou um Método de Comprimento de Arco.
Como mencionado anteriormente, a formulacao destes métodos nao sera mostrada neste texto,

mas pode ser obtida em Crisfield (1991), Parente Junior et al. (2006) e Rocha (2013).

Figura 17 — Fenomeno snap-through no caminho de equilibrio de uma estrutura.

A

A snap-through

@]
Fonte: Adaptado de Rocha (2013).
4.2 Analise nao linear fisica

Com a utilizacdo de algum critério de falha, pode-se determinar a carga de falha
de uma lamina a partir do seu estado de tensdes ou deformagdes. Apds esta carga ser atingida
ocorre uma reducdo na rigidez na ladmina e, com isso, o laminado também perde rigidez.
Como hipétese de projeto, pode-se dizer que o laminado falhou quando alguma de suas
laminas falha. Por outro lado, adotar esta hipdtese pode tornar o projeto antiecondmico, visto
que a falha de uma lamina nao implica na perda de capacidade de carga do laminado como

todo. Deste modo, a analise pode continuar, desde que se considere a perda de rigidez do
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laminado, descarregando as laminas que falharam. Esta metodologia de anélise é conhecida

como falha progressiva.

A falha catastréfica de uma estrutura laminada raramente acontece quando ocorre
a falha da primeira lamina. Na verdade, geralmente, a estrutura falha devido a propagacao ou

a acumulacdo de dano quando a carga € incrementada (SLEIGHT, 1999). Deste modo ¢é

necessario que se aplique um critério de falha e de propagacao adequados.

A degradacdo da rigidez das laminas que falharam pode ser realizada utilizando
diversas abordagens (SLEIGHT, 1999, GARNICH, 2009). Além da escolha do critério, como
ja mencionado, deve-se decidir em que nivel a degradacdo sera feita. Segundo Garnich (2009)
a degradacdo pode ser realizada de trés formas: no nivel micromecanico, com reducdo das

constantes elasticas ou reducdo dos coeficientes Q;;, mostrados na Eq. (11).

No nivel micromecdnico, quando uma lamina falha, degradam-se os médulos de
elasticidade da fibra e da matriz e, em seguida, se calculam as constantes elésticas E;, Gj; e v
utilizando a Lei das Misturas, por exemplo. No modelo de reducdo das propriedades
mecdnicas, os parametros E;, G; e v;j sdo degradados diretamente sem a necessidade de
recorrer as complicagdes do nivel micromecanico (GARNICH, 2009). Ap6s a degradacao das
propriedades, as matrizes constitutivas sao recalculadas. Este € o método aplicado no presente
trabalho. Finalmente, no modelo de degradagdo direta dos coeficientes Qj;, os termos das
matrizes constitutivas do material na escala local da lamina sdo degradados (SPOTTSWOOD
& PALAZOTTO, 2001). E importante mencionar que Garnich (2009) mostra que a aplicagio
deste tipo de metodologia pode levar a ganhos de rigidez esptirios em algumas propriedades

mecanicas.

Ainda, existem diversas formas de se fazer este tipo de simulacdo, desde a
utilizacdo de metodologias baseadas na aplicacio da Mecanica do Dano Continuo (MIAMI et
al., 2007a; 2007b), de modo a degradar as propriedades mecanicas de forma gradual. Nestes
modelos, pode-se adotar um tipo de evolugao do dano dependendo do tipo de falha que ocorre

na lamina (DONADON et al., 2008; 2009; YOKOYAMA et al., 2010).

z

Esta é a metodologia utilizada no ABAQUS, por exemplo, para se levar em
consideragdo a ndo linearidade fisica em compdsitos laminados (SIMULIA, 2009). No
software, um modelo de dano ortotrépico é proposto para prever o comportamento pos-falha

de materiais reforcados com fibras. O critério de falha de Hashin (1980) € utilizado para
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predizer o inicio da falha. A evolu¢do do dano € baseada na energia de fratura dissipada
durante este processo. Esta lei de evolucdo é uma generalizacdo da abordagem proposta por
Camanho & Davilla (2002) para a modelagem de delaminagdo usando elementos de zona
coesiva (LAPCZYK & HURTADO, 2007). A degradacdo das propriedades mecanicas ¢ feita

conforme o modelo proposto por Matzenmiller ez al. (1995).

Existem também modelos mais simples de degradagao, seja ela uma degradacdo a
tensao constante ou degradagdo instantanea (REDDY e al., 1995; PADHI et al., 1998; PAL
& RAY, 2002; PRUSTY, 2005; AKHRAS & LI, 2007), como mostrado na Figura 18.

Figura 18 — Tipos de degradacdo utilizados em laminados.

o
F 3
S

— tensdo constante
—degradagaogradual
—degradacio instantanea

ac,

s £

Fonte: Adaptado de Sleight (1999).

Os modelos de degradacao instantanea podem ainda ser subdivididos pelos tipos
de degradacdo que podem ser consideradas na lamina: eliminagdo total da Iladmina,

degradagdo ndo interativa ou interativa (GARNICH, 2009).

No modelo de eliminagdo total da ldmina, todas as propriedades mecénicas nos
pontos onde ocorreu a falha sdo degradados (SCIUVA et al., 1998; PAL & RAY, 2002;
PRUSTY, 2005). E o0 método mais conservativo, dentre os supracitados. No modelo de
degradagdo ndo interativa, propriedades isoladas sdo degradadas, dependendo do tipo de
falha. Por exemplo, se a falha detectada em uma lamina ocorre na matriz, apenas o médulo de
elasticidade transversal E, é degradado. Finalmente, no modelo de degradacdo interativa,
utilizado no presente trabalho, varias propriedades podem ser degradadas, dependendo do tipo

de falha sem, necessariamente, anular todas as propriedades da lamina no ponto que falhou
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(REDDY et al., 1995; KAM et al., 1996; PADHI et al., 1998; SLEIGHT, 1999;
SPOTTSWOOD & PALAZOTTO, 2001). Por exemplo, pode-se adotar que E,, G, € 013 sd0

degradados quando se identifica a falha na matriz de uma lamina.

Nos modelos de degradagdo a tensdo constante, o material se comporta de forma
similar a um elasto-plastico perfeito, de modo que, ao alcancar a tensdo resistente, a lamina
ndo é descarregada, mas considera-se que ela suporta a carga equivalente a esta tensdo até que

a falha do laminado completo ocorra.

Modelos de degradacdo instantanea sdo comuns na consideracdo da degradacdo
das propriedades mecanicas de uma lamina (SLEIGHT, 1999). Nesta metodologia, uma ou
vérias propriedades mecénicas da ldmina podem ser degradadas nos pontos de integracdo
onde se identificou a falha. Essa redu¢do pode anular as propriedades mecanicas envolvidas
ou reduzi-las a uma fracao de seus valores originais a partir de um parametro @, que pode ser
nulo ou assumir um valor muito pequeno, de modo a evitar problemas numéricos. O fator de
reducdo das propriedades mecanicas aplicado pode ou ndo ser dependente do modo de falha

(SLEIGHT, 1999; KUIRASHI, 2002):
El =aE’ (98)

7z

0 f . A~ e . ~
onde E; e E; € uma propriedade mecinica qualquer antes e depois da sua degradac@o. A
escolha das propriedades degradadas depende do modo de falha que se dara.

E importante notar que, independente do modelo de degradacdo adotado, quando
uma lamina falha, esta é simplesmente trocada por um material continuo e homogéneo de

menor rigidez.

Ao reduzir as propriedades elasticas, o modelo promove o descarregamento da
lamina, uma vez que para as mesmas deformagdes, as tensOes no material degradado sdo
muito menores que antes da falha. Estas tensdes sdo redistribuidas para ldminas que ainda
estdo intactas. Com o aumento do carregamento, as tensdes em outras laminas vao
aumentando e a falha vai se espalhando pela estrutura. Por conta deste fato o processo passou
a ser conhecido como falha progressiva. O colapso da estrutura ocorre quando esta ndo for

capaz de redistribuir as tensdes atuantes no material que falhou.
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4.2.1 Modelos de degradacdo do material

Os tipos de falha progressiva aplicando uma degradacdo do material foram
apresentados no topico anterior. Nesta secdo serdo apresentadas as formas de degradacdo

utilizadas neste trabalho para os critérios de falha abordados no item 2.3.

4.2.1.1 Modelo de degradagdo para os critérios da mdxima tensdo, mdxima deformagdo

e Hashin

Nestes modelos, as propriedades mecanicas sdo reduzidas drasticamente apds a
identificacdo da falha. Quando ocorre a falha da matriz, a degradacdo das propriedades

mecanicas € feita a partir de um coeficiente de reducdo a:

E;l =ak, Gf'z =G, Uldz =ay, 99)

As mesmas degradacdes sdo realizadas em caso de falha por cisalhamento fibra-matriz. Por
outro lado, quando a falha ocorre nas fibras, a seguinte degradacdo das propriedades

mecanicas é realizada:

Eld =aE, Gfdz =aG,, vflz =av, (100)

Segundo Sleight (1999), o = 10™, onde n é um nimero inteiro compreendido entre

Zero € vinte.

4.2.1.2 Modelo de degradagdo de Engelstad. (1992)

7z

Este modelo de degradacdo é baseado no proposto por Engelstad (1992) e ¢é
baseado no critério de Tsai-Wu. Contudo, como este critério é independente do modo de
falha, adotam-se trés varidveis a fim de avaliar a contribui¢do de cada componente de tensdao

na falha do laminado:
H1 :flo-l +fllo-12
Hz :f20-2+f22622
~ ) (101)
H, = feTh

O modo de falha é determinado a partir do fator de maior magnitude.
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Para a falha da matriz ou por cisalhamento fibra-matriz, a degradacdo das

propriedades mecanicas € feita a partir de um coeficiente de reducao a:

Ef =ak, Gfdz = aGlZ vldz =avy, (102)

Do mesmo modo, quando a falha ocorre nas fibras, a degradacio das propriedades mecanicas
¢ realizada pelo mesmo coeficiente de redu¢do a, mostrado anteriormente:

E'=dE, Ej=coE, Gj=0G, v)=av, (103)

4.2.1.3 Modelo de degradagdo de Kuirashi et al. (2002)

Este modelo de degradacdo foi proposto por Kuraishi et al. (2002) dentro do
Worldwide Failure Exercise (WFE), tendo sido um dos critérios que apresentou os melhores
resultados na comparacdo entre as diversas teorias de falha participantes deste exercicio

(SODEN et al., 2004). Este modelo é baseado no critério de falha de Tsai-Wu.

Para aplicacdo da degradacdo, este modelo define dois estados basicos para o
material compdsito: o Estado Intacto e o Estado Degradado. No Estado Intacto, o material
possui sua resisténcia e rigidez inicial. No Estado Degradado, admite-se que a primeira falha

corresponde a falha da matriz e a segunda falha corresponde a falha das fibras.

Apo6s a falha, o material permanece continuo e ocupando a mesma posicao, mas
tem suas propriedades elasticas reduzidas. Quando ocorre a falha da matriz, a degradacdo das

propriedades mecanicas € feita a partir de um coeficiente de reducao a,,:

El=a,E, G.=a,G, vi=a,
2 2 12 12 12 12 (104)

onde o superescrito d indica que a propriedade mecanica foi degradada. Considera-se ainda

uma reduc¢do da resisténcia a compressao das fibras, dada por:

EY
Ffé :FIC —
E, (105)

sendo n um fator exponencial de degradacao.
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Se ocorrer uma segunda falha do mesmo material, considera-se que esta
corresponde a falha das fibras e as propriedades eldsticas do material sdo degradadas

utilizando um fator ay

f = S — d ;= d f_ d
El - afEl EZ - afEZ GIZ - afGIZ UIZ - anIZ
(106)
onde o superescrito f indica a propriedade mecéanica do material apos a falha. Os valores dos

pardmetros de degradagdo utilizados neste trabalho sdao a, = 0.08, af = 0.01 e n = 0.1

(KURAISHI et al., 2002).
4.2.2 Avaliacd@o numérica

A formulacdo desenvolvida nos itens anteriores pode ser utilizada tanto para
materiais com comportamento linear eldstico como com comportamento ndo linear, incluindo

o modelo de falha progressiva descrito no Item 4.2.

No caso de materiais com comportamento linear a matriz constitutiva (Q) de cada
lamina € constante, do mesmo modo que a matriz constitutiva do laminado (C = C;). Assim, a
matriz C pode ser integrada exatamente na espessura utilizando a Eq. (18) e os esforcos
internos podem ser calculados diretamente utilizando a Eq. (17). Em consequéncia, a
integragdo numérica € realizada apenas na superficie média da casca utilizando a quadratura

de Gauss.

Por outro lado, no caso de materiais com comportamento nao linear, a matriz
constitutiva (Q) pode variar ao longo da lamina (tanto na superficie quanto na espessura), a
medida que o material vai falhando. Assim, os esforcos internos (6¢) € a matriz constitutiva
tangente do laminado (C,), utilizadas nas Egs. (84), (87) e (89), devem ser integrados

numericamente ao longo da espessura.

2z

Neste trabalho, a integracdo ao longo da espessura € efetuada utilizando a
quadratura de Lobatto com 3 pontos de integracdo em cada lamina. Esta quadratura foi
escolhida porque ela possui pontos nos extremos do intervalo, permitindo captar melhor o
inicio do processo de degradacdo do material. Além disso, 3 pontos de Lobatto permitem

integrar exatamente os esfor¢os internos e a matriz constitutiva quando o material esta no
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regime elastico (i.e. antes da falha). A integracdo ao longo da superficie média da casca

continua a ser realizada utilizando a quadratura de Gauss.

Com a matriz constitutiva C, a matriz Ky (Eq. (87)) € avaliada e os deslocamentos
sdo determinados. Uma importante observacdo a ser feita € que a falha progressiva pode ser
utilizada com ou sem a consideracdo da ndo linearidade geométrica. Caso s6 a falha seja
considerada, a matriz Ky dependera dos deslocamentos exclusivamente devido a matriz C. A
partir dos deslocamentos, as tensdes no sistema local de cada ponto de integragdo na

espessura sdo calculadas.

Com as tensoes calculadas, o critério de falha adotado é avaliado. Se uma falha
for detectada, ocorre uma degradacgdo ficticia que vale apenas durante a iteracio corrente. As
tensdes sdo entdo calculadas novamente com as propriedades degradadas e o critério €
novamente checado. Tal processo se repete até que nenhuma falha seja detectada. As tensoes
sdo entdo usadas para avaliar se a estrutura estd em equilibrio, verificando se o residuo r (Eq.
(85)), que € a diferenca entre as forcas internas g e cargas externas f, ¢ menor que uma
tolerancia pré-estabelecida. Se a estrutura ndo estiver em equilibrio, correcdes iterativas na
carga e deslocamentos obtidos na solu¢do da equagdo de equilibrio ndo linear (Eq. (91)) s@o
aplicadas e a matriz C € recalculada. Antes das tensdes serem novamente avaliadas, o estado
do material retorna ao do ultimo ponto de equilibrio da curva carga-deslocamento. A
degradacdo das propriedades é realizada somente apds a convergéncia das iteracdes de

equilibrio.

Este processo continua até que o nimero de passos estipulado seja executado ou
até que a andlise iterativa ndo atinja uma convergéncia por falta de rigidez do material. A

Figura 19 representa o procedimento explicado nos paragrafos anteriores.
4.2.3 Validagdo dos modelos de degradacdo

A formulacdo apresentada neste trabalho foi desenvolvida no FAST (MOROR(),
2013; ROCHA, 2013; DANTAS JUNIOR, 2014; BARROSO, 2015), que é um programa de
andlise de estruturas pelo Método dos Elementos Finitos criado no Laboratorio de Mecénica
Computacional e Visualizagdo da UFC. O FAST (Finite element AnalySis Tool) é um
programa implementado em C++ que utiliza o paradigma de Programacdo Orientada a

Objetos (POO). O programa de Elementos Finitos foi desenvolvido inicialmente para
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materiais homogéneos e depois foi estendido para o tratamento de materiais compdsitos
(ROCHA, 2013; DANTAS JUNIOR, 2014). Atualmente o software também comporta

andlises numéricas a partir da Anélise Isogeométrica (BARROSO, 2015).

Neste item, serdo apresentados trés exemplos para a verificagdo dos modelos de
degradacdo aqui apresentados: duas placas sujeitas a compressdo € uma sujeita a tracdo. Os
resultados obtidos sdo verificados com os determinados usando o ABAQUS (SIMULIA,

2009) e validados por resultados experimentais existentes na literatura.

Figura 19 — Processo de falha progressiva.
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Fonte: Rocha (2013).

4.2.3.1 Placa com furo sujeita a tragdo

Neste exemplo serd avaliado o comportamento de uma placa longa, engastada em
uma aresta e livre nas demais, com furo circular sujeita a uma tra¢do uniforme. Para verificar
a formulacdo apresentada, os resultados obtidos sdo comparados com Sleight (1999). A placa
¢ feita de fibra de carbono T300 com resina epdxi do tipo 1034-C, cujas propriedades
mecanicas sdo apresentadas na Tabela 4, e tem 203.2 mm de comprimento (L) e 25.4 mm de

largura (b). O furo circular tem 6.35 mm de didmetro (d) € localizado no centro da placa (ver
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Figura 36). O esquema de laminagdo adotado foi [0/(£45)3/903] e cada lamina tem espessura

de 0.13081 mm.

Os resultados obtidos pelos modelos de degradacdo determinados também sao
comparados com o modelo de dano continuo presente no ABAQUS (SIMULIA, 2009). Sao
usados elementos quadraticos do tipo S8R. Utilizou-se o Método do Controle de
Deslocamentos (CRISFIELD, 1991) para determinac¢do do caminho de equilibrio da estrutura.
Para cada passo da anélise, um deslocamento de 0.0005 m foi aplicado ao né central da face
direita da placa, cujas coordenadas sdo (L, b/2). As energias de fratura na tracdo (7) e na
compressao (C) adotadas no modelo de dano continuo do ABAQUS na direcdo das fibras (F)

e transversais a estas (M) sdo dadas na Tabela 2 (MAIMI, 2006).

Tabela 1 - Propriedades mecanicas da fibra de carbono-ep6xi T300/1034-C.

E, (GPa) 146.80
E, = E5 (GPa) 11.47
012 =013 0.29
V23 0.45
G2 = Gi3 (GPa) 6.10
G»3 (GPa) 3.80
Fir (MPa) 1730.00
Fic (MPa) 1379.00

For= F37 (MPa) 66.50
FZC = F3C (MPa) 268.20
S4=85=8¢ MPa)  58.20

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2 — Energias de fratura associadas fibra de carbono-ep6xi T300/1034-C (J/m?).

Grr Grc Gur Guc
89830 78270 230 760

Fonte: Elaborada pelo autor.

A malha aplicada nas analises por elementos finitos tanto no FAST, quanto no

ABAQUS ¢ apresentada na Figura 20.
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Figura 20 — Malha, condicOes de contorno e carregamento utilizados no FAST e no

ABAQUS.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 3 mostra os valores obtidos para as cargas referentes a Falha da Primeira
Lamina (FPF) e a carga de pico. Pode-se observar que, apesar da sua simplicidade, o modelo
de degradacdo instantanea baseado no critério da Maxima Tensdo fornece valores bem
proximos aos obtidos por Sleight (1999). Os resultados obtidos pelos demais critérios também
sao bastante satisfatorios, exceto no caso do Critério de Hashin. Verifica-se também que os
valores da carga referente a falha da primeira lamina estdo todos na mesma ordem de
grandeza. Observa-se, também, uma boa concordancia entre os resultados experimentais € 0s
obtidos pelo modelo de dano continuo presente no ABAQUS.

Tabela 3 — Comparagao entre as cargas de ruptura da placa para diferentes critérios.

Critério Prpr (KN)  Pax (KN)  P/Psieigh

Hashin — Sleight (1999) - 14.2841 -

Maxima Tensdo 6.6836  14.4105 1.0088
Mixima Deformacao 6.4265 14.8154 1.0372
Hashin 6.4241  8.21464 0.5751
Engelstad 6.1680  14.6987 1.0290
Tsai 6.1682  13.5119 0.9459
Hashin — ABAQUS 6.1720  14.0970 0.9869

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 21 mostra a curva carga-alongamento da placa analisada no ABAQUS,
avaliando o comportamento linear e ndo linear fisico da estrutura. A Figura 22 apresenta o
resultado obtido em termos do alongamento da placa utilizando varios modelos de degradagao
instantanea. Pode-se notar que o comportamento nao linear do laminado € bem representado
por estes modelos, dentro das limitacdes de suas formulagdes, mas as cargas de pico

determinadas estdo um pouco abaixo das obtidas por Sleight (1999).
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Figura 21 — Curvas carga versus deslocamento axial obtida pelo ABAQUS.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 22 — Curvas carga versus deslocamento axial obtidos pelos modelos de degradacao

instantinea.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 23 mostra a lamina, a regido onde se inicia o processo de falha,
juntamente com a respectiva carga (Prpr) obtida nos modelos disponiveis no ABAQUS. Esta
regido € identificada pelo indice de falha obtido no software. Nos trechos onde este indice é

maior que a unidade se verifica que a estrutura perde a capacidade de resistir aos esfor¢os e se
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inicia a falha progressiva, redistribuindo as tensdes para outras regides do corpo até que a

estrutura ndo suporte determinado carregamento e colapse.

Figura 23 — Identificacdo dos pontos onde se inicia o processo de falha na placa tracionada.
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{Avg: 75%)
+1.009e+00

+4.382Ze-01

+3.567e-01
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1.937e-01
1.132e-01
3.068e-02

TSAIW

PLY-5 (middle)

{Avg: 75%)
+1.001e+00

HSNMTCRT
PLY-9 (middle)
(Avg: 75%)

(c) Hashin, Pppr=6.172 kN.

Fonte: Elaborada pelo autor.

E interessante notar que a falha inicia nos pontos de concentragcdo de tensio e que,

dependendo do critério de falha avaliado, tanto a carga, quanto a ldmina referente a falha
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podem ser diferentes. Neste caso, observa-se que no Critério de Tsai-Wu a falha se inicia

antes dos demais critérios testados. A configuracdo deformada da placa laminada ¢é

apresentada na Figura 24. A evolu¢do do dano na matriz a tragdo é determinada no software,

em uma lamina especifica, e mostrada na Figura 25. Verifica-se que a evolucdo do dano no

elemento estrutural se da a partir do furo, que é uma regido de concentragdo de tensdes.

Figura 24 — Diagrama de cores obtido no ABAQUS referente ao deslocamento axial na placa.
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+1.004e+00
+9.204e-01
+8.367e-01
+7.530e-01
— +6.694e-01
+5.857e-01
- +5.020e-01

+2.510e-01
+1.673e-01
+8.367e-02
+0.000e+00

DAMAGEMT

PLY-2 (middle)

(Avg: 75%)
+1.114e+00

- +9.281e-01
+8.352e-01
+7.424e-01
+6.496e-01
+5.568e-01

+0.000e+00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Evolu¢do do dano na matriz da 1amina 2 (6 = 45°).

(a) P=11.049 kN.

(c) P=13.563 kN.

DAMAGEMT
PLY-2 (middle)
(Rvg: 75%)

- +1.102e+00

- +3.674e-01
- +2.756e-01
- +1.837e-01
- +9.185e-02
+0.000e+00

DAMAGEMT

PLY-2 (middle)

{Ava: 75%)
+1.221e+00
+1.120e+00
+1.018e+00

+7.124e-01
+6.106e-01
+5.08%e-01
+4.071e-01
+3.053e-01
+2.035e-01
- +1.018e-01
+0.000e+00

(b) P=12.954 kN.

(d) P=14.097 kN.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.3.2 Placa sujeita a compressdo

Neste exemplo é modelada uma placa retangular com 508 mm de comprimento
(L) e 171.45 mm de largura (b). Os resultados obtidos sdo comparados com os determinados
por estudos experimentais propostos por Starnes & Rouse (1981). A placa é feita de
composito de fibra de carbono T300 com resina epdxi do tipo 5208, cujas propriedades
mecanicas sdo apresentadas na Tabela 4. O esquema de laminacdo ¢é
[£45/0,/+45/0,/£45/0/90] e cada 1amina tem espessura de 0.13589 mm.

Tabela 4 - Propriedades mecanicas do compdsito de carbono-epdxi T300/5208.

E, (GPa) 130.40
E, = E5 (GPa) 12.97
012 =013 0.30
V23 0.45
G2 = Gi3 (GPa) 6.38
G»3 (GPa) 4.69
Fir (MPa) 1380.00
Fic (MPa) 1140.00

For=F3r(MPa)  81.00
F>c = F3c (MPa)  189.00
S, (MPa) 21.00
Ss = S¢ (MPa) 69.00

Fonte: Elaborada pelo autor.

As condi¢des de contorno do problema sdao (SLEIGHT, 1999):

u=v=w=60,=60 =0, emx=0
w=6, =0, emy=0ey=>b

107)
w=6’x:9y=0, emx=1L

Para o modelo isogeométrico, um estudo de convergéncia foi feito para a escolha
da malha e do grau do polindmio. Trés malhas diferentes foram analisadas, assim como
polindmios do 2°, 3° e 4° grau.

A carga critica obtida no modelo do ABAQUS (Figura 26) foi P, =43.7211 kN e

o modo de flambagem associado é mostrado na Figura 27. Neste, € utilizada uma malha com
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50x17 elementos quadraticos do tipo S8R. Os resultados obtidos no estudo de convergéncia

sdo apresentados a seguir na Tabela 5 e na Figura 28.

Figura 26 — Malha, condicdes de contorno e carregamento utilizados no ABAQUS.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Modo de flambagem obtido no ABAQUS.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 5 — Estudo de convergéncia da carga critica da placa analisada.

Grau do r
Polindmio Malha Lci}bilrlcsia(iiee Fer/ Perapagus

12x4 324 1.07092

2 24x8 1124 1.00379
36x12 2404 0.99895

12x4 417 0.99895

3 24%8 1297 0.99855
36x12 2657 0.99852

12x4 520 0.99859

4 248 1480 0.99857
36x12 2920 0.99857

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 28 — Curva de convergéncia da carga critica da placa analisada.
1.08
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Com os valores apresentados anteriormente, optou-se por fazer as anélises
procedentes com uma malha de 24x8 utilizando polindmios do 3° grau. Adotou-se uma
imperfei¢do inicial de 5% da espessura do laminado no primeiro modo de flambagem nas
andlises nao lineares. Para determinacdo do caminho de equilibrio da estrutura, aplicou-se o

Método do Controle de Deslocamentos (CRISFIELD, 1991). Para cada passo da anélise, um
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deslocamento de -0.0005 m foi aplicado ao n6 central da face direita da placa, cujas

coordenadas sdo (L, b/2).

Os resultados obtidos pelos modelos de degradagdo obtidos também sdo
comparados com o modelo de dano continuo presente no ABAQUS (SIMULIA, 2009). Neste
sao utilizados 50x17 elementos quadraticos do tipo S8R (Figura 26). Neste caso, utilizou-se o
Método do Comprimento de Arco de Riks (CRISFIELD, 1991) para determinacdo do
caminho de equilibrio da estrutura. A malha aplicada nas andlises por Elementos Finitos €
apresentada na Figura 26. As energias de fratura adotadas no modelo de dano continuo do

ABAQUS sao apresentadas na Tabela 2 (MAIMI, 2006).

Para verificagdo do modelo isogeométrico, utilizou-se o ABAQUS e foram feitas
andlises ndo lineares geométricas juntamente com o FAST. O resultado desta comparagdo é
apresentado na Figura 29. A Figura 30 apresenta o resultado obtido em termos do
encurtamento da placa. Pode-se notar que o comportamento ndo linear do laminado € bem
representado pelos modelos de degradacdo instantanea, mas algumas cargas de pico obtidas
estdo muito abaixo das determinadas experimentalmente, como, por exemplo, a proveniente
do modelo de degradacdo de Tsai, como mostrado na Tabela 6. Em contrapartida, verifica-se
uma boa concordancia dos resultados experimentais com os obtidos pelo dano continuo
presente no ABAQUS.

Tabela 6 — Comparacgdo entre as cargas de ruptura da placa para diferentes critérios.

Critério Piin/Per Piind/Pexperimental
Experimental 22117 1.0000
Maixima Tensdo 2.1769 0.9843
Maixima Deformagdo 1.3454 0.6083
Hashin 1.9908 0.9001
Engelstad 2.0434 0.9239
Tsai 1.8121 0.8193

Hashin - ABAQUS  2.5587 1.1568

Fonte: Elaborada pelo autor.



74

Figura 29 — Curva carga-deslocamento axial obtidos no ABAQUS.

2.25 | : : —
/
2.00 4
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0.25
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0.00
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

u/h

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 30 — Curva carga-deslocamento axial para diversos critérios de falha.

273

[55)
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P/ Per

1.00
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Fonte: Elaborada pelo autor.
A Figura 31 mostra a lamina e o ponto onde se inicia o processo de falha,
juntamente com a respectiva carga (Pgpr/P.,) obtida nos modelos disponiveis no ABAQUS.

Observa-se, neste caso, que o processo de falha no Critério de Hashin se inicia para uma carga
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67% maior, em comparag¢do com os resultados obtidos com o Critério da Maxima Tensado e o

Critério de Tsai-Wu.

Nota-se também que, apesar das cargas Prpr serem iguais no Critério da Méxima

Tensao e no Critério de Tsai-Wu, a 1amina onde se inicia o processo de degradacao da placa é

diferente.

Figura 31 — Identificacdo dos pontos de inicio do processo de falha progressiva na placa

MSTRS

PLY-6 (middle)

(Avg: 75%)
+1.054e+00
+9.809e-01
+9.079e-01
+8.349e-01
+7.618e-01
+6.888e-01
+6.157e-01
+5.427e-01
+4.697e-01
+3.966e-01
+3.236e-01
+2.506e-01
+1.775e-01

TSAIW

PLY-4 (middle)

(Avg: 75%)
+1.022e+00
+8.388e-01
+8.562e-01
+7.735e-01
+6.907e-01

+3.598e-01
+2.7718-01
+1.943e-01
+1.116e-01
+2.888e-02

HSNMTCRT

PLY-1 (middle)

(Avg: 75%)
+1.002e+00
+9.185e-01
+8.350e-01
+7.515e-01
+6.680e-01
+5.845e-01
+5.010e-01
+4.175e-01
+3.340e-01
+2.505e-01
+1.670e-01
+8.350e-02
+0.000e+00

retangular.

(b) Tsai-Wu, P/P., = 1.280.

(c) Hashin, P/P., =2.138.
Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 32 e a Figura 33 apresentam, respectivamente, a configuracao deformada

e a regido danificada da placa obtida pelo ABAQUS antes da perda de estabilidade

apresentada na Figura 30.
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Figura 32 — Deformada da placa sujeita a compressao axial.

U, Magnitude

- +1.073e-02
- +9.832e-03
- +8.938e-03
- +8.044e-03
+7.151e-03
- +6.257e-03
- +5.363e-03

+0.000e+00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 33 — Regido danificada no instante da perda de estabilidade da placa.

DAMAGEFC
PLY-2 (middle)
(Awg: 75%)

- +1.125e+00
- +1.032e+00
- +9.379e-01
+8.441e-01
- +7.503e-01
- +6.565e-01
- +5.627e-01

| 137526-01
[ $2.814e-01
- £9.379e-02
+0.000e-+00

DAMAGEMT
PLY-6 (middle)
(Ava: 75%)

- +1.500e+00
- +1.375e+00
- +1.250e+00
- +1.125e+00
- +9.999e-01
- +8.749e-01
+7.500e-01
- +6.250e-01
- +5.000e-01
- +3.750e-01
- +2.500e-01
- +1.250e-01
+0.000e+00

(a) Dano na fibra a compressao (6 = —45°).

(b) Dano na matriz a tracdo (6 = —45°).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Neste exemplo foi feito também um estudo acerca da influéncia das imperfei¢oes
iniciais no comportamento pds-critico da estrutura. Para isto, foram feitas analises de placas
com imperfeicdes de 0.01%, 0.5%, 1% e 5% no valor da espessura do laminado. A Figura 34
e a Figura 35 mostram os resultados obtidos para este estudo, usando o Critério da Méaxima
Tensdo, que foi o que apontou uma carga de pico mais proxima dos resultados experimentais
e o Critério de Tsai com o modelo de degradacao de Kuirashi et al. (2002), que sera
amplamente empregado no decorrer deste trabalho.

Percebe-se que as imperfei¢Oes iniciais geram efeitos considerdveis para cargas
proximas ao carregamento critico e, nestes casos, quanto maior o nivel de imperfeicdo da
placa, maior a deformacao desta quando N/N,., = 1. Por outro lado, nota-se que para niveis de
carregamento superior a carga critica, as curvas convergem e apresentam praticamente a

mesma carga de ruptura.

Figura 34 — Efeito das imperfeicdes iniciais na curva carga-deslocamento da placa aplicando o

modelo de degradacdo baseado no Critério da Maxima Tensao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Efeito das imperfeicdes iniciais na curva carga-deslocamento da placa aplicando o

modelo de degradagao de Kuirashi et al. (2002).

2.0
L8 7 |
L6 _ . _ /Lﬁ -
1.4 //
12
é
i 18
Q

0.8 /
A — ] —imp=0.12%
0.4 —mp = 0.5%
0.2 / ' ' —imp = 1%

—imp = 5%

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8
u/h

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.3.3 Placa com furo sujeita a compressdo

Neste exemplo serd avaliado o comportamento de uma placa longa com furo
circular sujeita a uma compressao uniforme em uma de suas faces. Para validar e verificar a
formulacdo aqui apresentada, os resultados sdo comparados com estudos experimentais
propostos por Starnes & Rouse (1981). A placa € feita de fibra de carbono T300 com resina
epoxi 5208, cujas propriedades mecanicas foram apresentadas na Tabela 4, e tem 508 mm de
comprimento (L) e 139.7 mm de largura (b). O furo circular de 19.05 mm de diametro (d) é
localizado a 190.5 mm de distancia do ponto de aplicacdo da carga (ver Figura 36). O
esquema de laminacdo é [£45/0/90/%45/0/90/%+45/0/90]s e cada lamina tem espessura de
0.145796 mm.
As condicdes de contorno do problema sao (SLEIGHT, 1999):
u=v=w=6 =60 =0, emx=0
w=60, =0, emy=0ey=>b

108)
v:w:ﬁxzﬁy:O, emx=1L

A malha aplicada nas anélises € apresentada na Figura 36. A carga critica obtida

pelo ABAQUS foi P, = 62.5562 kN e o modo de flambagem ¢é apresentado na Figura 37.
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Figura 36 — Discretizacdo, condi¢des de contorno e carregamento utilizados.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Adotou-se uma imperfeic¢ao inicial de 5% da espessura do laminado no primeiro
modo de flambagem nas andlises nao lineares. Para determinacdo do caminho de equilibrio da
estrutura, aplicou-se o0 Método do Controle de Deslocamentos (CRISFIELD, 1991). Para cada
passo da analise, um deslocamento de -0.001 m foi aplicado ao n6 central da face direita da

placa, cujas coordenadas sao (L, b/2).

Figura 37 — Modo de flambagem da placa com furo sujeita a compressao axial.

U, Magnitude
+1.000e+400
- +9.167e-01

+7.500e-01
+6.667e-01
+5.833e-01
- +5.000e-01
- +4.167e-01
- +3.333e-01
- +2.500e-01
- +1.667e-01
- +8.333e-02
+0.000e+00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos pelos modelos de degradacio aqui apresentados também sao
comparados com o modelo de dano continuo presente no ABAQUS (SIMULIA, 2009). Neste
sdo utilizados elementos quadraticos do tipo S8R. Neste caso, utilizou-se o Método do
Comprimento de Arco de Riks (CRISFIELD, 1991) para determina¢do do caminho de

equilibrio da estrutura.
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A Figura 38 apresenta as curvas carga-encurtamento obtidas pelo ABAQUS com
o Modelo de Dano Continuo e a Figura 39 apresenta uma comparacdo entre os resultados

determinados pelos Modelos de Degradacao Instantanea.

Figura 38 — Curva carga-encurtamento obtidos pelo ABAQUS.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 39 — Curva carga-encurtamento obtidos pelos modelos de degradacdo instantinea.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



Pode-se notar que o comportamento ndo linear do laminado é bem representado
pelos modelos de degradacdo instantanea no inicio das curvas carga-deslocamento, mas as
cargas de pico determinadas estdo muito abaixo das obtidas experimentalmente. Em
contrapartida, verifica-se uma boa concordancia dos resultados experimentais com os obtidos
pelo dano continuo presente no ABAQUS.

A discrepancia entre os resultados obtidos nos modelos de degradacdo instantanea
podem ser devido a degradacdo brusca das propriedades mecanicas, enquanto em um modelo
de dano continuo, como o do ABAQUS, tem-se um modelo de progressdo de dano diferente
para cada tipo de falha.

A Figura 40 mostra a lamina e o ponto onde se inicia o processo de falha, de
acordo com os modelos de falha disponiveis no ABAQUS. Observa-se que, de modo
semelhante ao modelo da placa tracionada, o inicio da falha e a sua propagacio decorrem da
concentracdo de tensdes desenvolvidas em torno do furo da placa.

Figura 40 — Identificacdo dos pontos de inicio do processo de falha progressiva na placa

retangular.

MSTRS

PLY-6 (middle)
(Ava: 75%)
+1.010e+00
+9.284e-01

+4.376e-01
+3.558e-01
+2.740e-01
+1.922e-01
+1.105e-01
+2.867e-02

(a) Maxima Tensio

TSAIW

PLY-1 (middle)

{Avg: 75%)
+1.004e+00
+9.213e-01
+8.391e-01
+7.568e-01
+6.746e-01
+5.924e-01
+5.102e-01
+4.279%-01
+3.457e-01
+2.635e-01
+1.813e-01
+9.905e-02
+1.683e-02

(b) Tsai-Wu
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HSNFCCRT
PLY-7 (middle)
(Avg: 75%)
+1.030e+00
- +9.444e-01
+8.585e-01
+7.727e-01
+6.868e-01
= +6.010e-01
&~ +5.151e-01
& +4.293e-01
+3.434e-01
- +2.576e-01
+1.717e-01
+8.585e-02
+0.000e+00

(c) Hashin
Fonte: Elaborada pelo autor.
A Figura 41 e a Figura 42 apresentam, respectivamente, a configuracdo deformada
e a regido danificada da placa obtida pelo software no instante da perda de estabilidade da
estrutura. E interessante notar que, apesar do inicio da degradacio ocorrer em torno do furo, a
regido com maior degradacdo ocorre nas bordas da regido central da peca, onde os

deslocamentos mudam de sinal.

Figura 41 — Configuracdo deformada obtida pelo ABAQUS.

U, Magnitude
+7.408e-03

+6.173e-04
+0.000e+00

Fonte: Elaborada pelo autor.



83

Figura 42 — Regido danificada no instante da perda de estabilidade da placa para varios modos

de falha.

DAMAGEFC
PLY-11 (middle)
(Avg: 75%)
- +9.936e-01
+9.108e-01
- +8.280e-01
- +7.452e-01
- +6.624e-01
- +5.796e-01
- +4.968e-01
- +4.140e-01
- +3.312e01
- +2.4842-01
- +1.656e-01
+8.280e-02
- +0.000e+00

DAMAGEMT
PLY-1 (middle)
{Avg: 75%)

- +1.624e+00
.. +1.489e+00

- +1.353e+00
~ +1.218e+00
+ +1.083e+00
- +9.473e-01
- +8.119e-01
+6.766e-01
+5.413e-01
— +4.060e-01
+2.706e-01
- +1.353e-01
+0.000e+00

DAMAGESHR
PLY-7 (middle)
(Avg: 75%)

- +9.633e-01
- +8.830e-01
- +8.027e-01
- +7.224e-01
+6.422e-01
+5.619e-01
- +4.616e-01
- +4.014e-01
- +3.211e-01
- +2.408e-01
- +1.605e-01
- +8.027e-02
+0.000e+00

(a) Dano nas fibras a compressao da lamina 11 (6 = 0°).

(b) Dano na matriz a tracao da lamina 1 (6 = 45°).

(c) Dano por cisalhamento da 1amina 7 (6 = 0°).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 EXEMPLOS DE APLICACAO

A seguir serdo apresentados exemplos de analise de placas e cascas homogéneas e
laminadas, com objetivo de validar a formulagdo apresentada e de estudar o efeito da

degradacao do material sobre a capacidade de carga da estrutura.
5.1 Carga critica de placas quadradas simplesmente apoiadas

O primeiro exemplo trata da andlise do efeito dos acoplamentos gerados na carga
critica de uma placa quadrada, de lado a = 10, simplesmente apoiada e sujeita a compressao
uniaxial, a partir da escolha do tipo de laminacdo. E feita a avaliacdo do efeito dos
acoplamentos gerados pelos componentes da matriz C (Eq. (17)) na carga critica da placa, a
medida que o nimero de laminas da estrutura aumenta. Serdo avaliadas laminag¢des do tipo
cross-ply e angle-ply. Em ambos os casos, analisa-se o efeito da consideracdo da simetria ou
antissimetria nos laminados. A espessura /& da estrutura também ¢é variada e o seu efeito
também ¢ discutido.

z

Jones (1999) apresenta um estudo onde € utilizada a Teoria Classica da
Laminacao (TCL) em laminados com relagao lado/espessura igual a 50. Neste trabalho foram
utilizadas relagdes lado/espessura igual a 30, 50, 100, 500 e 1000 aplicando a Teoria de
Reissner-Mindlin, de modo que a perda de capacidade de carga da estrutura devido ao efeito
do cisalhamento transversal seja captada. Nestas analises, para cada relagdo lado/espessura, a
espessura total da placa ¢ mantida e o efeito do aumento do nimero de laminas na carga
critica é avaliado. E importante mencionar laminados com relacio a/h = 500 e a/h = 1000 nio
tém aplicacdes praticas, sendo estudados neste trabalho apenas para avaliar o travamento em
cisalhamento (shear locking) a medida que se aumenta o grau do polindmio interpolador nos

elementos isogeométricos.

O material utilizado tem as seguintes propriedades mecanicas E; = 3%x10° psi,
E\/E, = 25, G, = 0.50E; e v = 0.25. Nos laminados angle-ply, os estudos foram feitos

somente para as razdes a/h = 30 e a/h = 50.

Nas andlises, utilizou-se tanto a Andlise Isogeométrica, por meio do FAST,
quanto o Método dos Elementos Finitos, pelo ABAQUS. Um estudo de convergéncia foi feito

para se estimar a malha necessaria nas analises subsequentes. Neste estudo utilizou-se uma
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laminacdo [0/90];. Também foi avaliado como o grau do polindmio interpolador influencia

nos resultados obtidos.

No ABAQUS foi adotada uma malha de 10x10, totalizando 100 elementos
(Figura 43). O elemento utilizado é de casca com 8 nds e integracdo reduzida (S8R). As

condicdes de contorno utilizadas sao:

u=w=6_=0, x=0
w=6_ =0, x=a (109)
w=49y=0, y=0,a

Figura 43 — Malha adotada e primeiro modo de flambagem da estrutura analisada.

(a) Malha adotada. (b) Primeiro modo de flambagem.
Fonte: Elaborada pelo autor.
Foi avaliado também o efeito do tipo de integracdo na anélise isogeométrica. Para
isto, foi utilizada a integracdo completa, que segue a mesma filosofia da utilizada em
Elementos Finitos e a metodologia de integragdo reduzida proposta por Adam et al. (2014,

2015) em vigas, placas e cascas sujeitas a flexado.

Adam et al. (2014, 2015) apresentada uma metodologia aplicavel para diferentes
ordens de interpolacdo e valida para continuidade C° a C"'. Entretanto, neste trabalho se
limitard a apresentacdo e aplicacdo de polindmios interpoladores quadriticos, cubicos,

quérticos e quinticos com continuidade "™

A Figura 44 e a Figura 45 mostram como é feita a integracdo completa e a
reduzida em uma placa quadrada de aresta igual a 10 com 16 elementos para as diversas

ordens de interpolacdo usada no knot span.
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Figura 44 — Pontos de integracdo em uma placa quadrada com diversas ordens de interpolagao

e integracdo completa.

(a) Polindmios quadraticos. (b) Polinémios cubicos.

(c) Polindmios quérticos. (d) Polindmios quinticos.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 45 — Pontos de Gauss em uma placa quadrada com diversas ordens de interpolacao e

integracdo reduzida.

(a) Polindmios quadraticos.

(c) Polindmios quérticos. (d) Polindmios quinticos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos pelo MEF no ABAQUS para as relacdes lado/espessura sao
mostrados na Tabela 7. Utilizou-se como carga de referéncia (N,.s) a carga critica obtida pela

Teoria Classica da Laminacao (REDDY, 2004):
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2
D D,, +2D
Nref:(fj Dz{ iyt g P *2D) 1 } (110)

2
a 2 D,, m
onde m vem da aproximacdo da configuracdo deformada da placa por curvas formadas por
senos e este representa o nimero de meias ondas formadas na dire¢do x.

Tabela 7 — Valores das cargas criticas obtidas no ABAQUS para as relacdes lado/espessura

consideradas.

a’h N Ne/Nyor

30 1000.8000 0.9584

50  222.0800 0.9846

100 28.0850 0.9961

500  0.2255  0.9999
1000  0.0282  1.0000

Fonte: Elaborada pelo autor.

A normalizacdo da carga critica € feita a partir da carga de referéncia N, para se
mostrar como o efeito do cisalhamento vai se tornando mais importante, a medida que a
espessura do laminado aumenta.

Dos resultados obtidos pelo ABAQUS, verifica-se que, a medida que a espessura
do laminado diminui, o efeito do cisalhamento transversal também se reduz, com a carga de
flambagem obtida por Reissner-Mindlin convergindo para a solu¢do da TCL. No laminado
com relagcdo a/h = 30, a perda de capacidade de carga devido ao cisalhamento transversal é de
aproximadamente 4%, enquanto para laminados finos (a/h = 50 ou a/h = 100) a carga critica é
reduzida em menos de 2% do valor obtido da teoria classica.

Da Tabela 8 a Tabela 12 sdo apresentados os resultados do estudo de
convergéncia da carga critica obtidos pela Anélise Isogeométrica feita no FAST para as
relacdes a/h avaliadas neste problema. Na sequéncia, na Figura 46 a Figura 50, sdo plotadas
curvas mostrando graficamente a convergéncia da carga critica da estrutura.

Pode-se observar que os resultados obtidos pela AIG sd@o mais precisos para uma
malha com 10 divisdes, em comparacdo com os calculados pelo MEF com a mesma
discretizag¢do no caso das placas com relaciao a/h = 30 e a/h = 50, uma vez que, por defini¢do,

7z

a carga critica da estrutura é o menor autovalor obtido em uma anilise de flambagem.
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Entretanto, para a placa com relacdo lado/espessura igual a 1000, percebe-se que o efeito do

locking € muito forte e os resultados obtidos pelo ABAQUS sao mais precisos.

Tabela 8 — Estudo de convergéncia para as placas com relagdo a/h = 30.

Grau do Numero Graus de Integragao Completa Integracdo Reduzida
Polindbmio de divisdes liberdade N,, I\ N,, I\

2 48 1098.225 1.052 1098.23 1.052

) 4 130 996.980 0.955 1034.31 0.991

8 414 983.866 0.942 981.89 0.940

10 616 983.382 0.942 980.60 0.939

2 84 991.211 0.949 991.21 0.949

3 4 186 983.306 0.942 1016.80 0.974

8 510 983.059 0.941 988.18 0.946

10 732 983.056 0.941 985.33 0.944

2 130 983.249 0.942 983.25 0.942

4 252 983.058 0.941 1004.32 0.962

4 8 616 983.059 0.941 985.26 0.944

10 858 983.059 0.941 983.72 0.942

2 186 983.060 0.941 983.06 0.941

5 4 328 983.058 0.941 1029.73 0.986

8 732 983.060 0.941 988.12 0.946

10 994 983.053 0.941 985.13 0.943

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 46 — Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 30.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 9 — Estudo de convergéncia para as placas com relacdo a/h = 50.

Grau do Nuimero Graus de Integragao Completa Integracdao Reduzida
Polinbmio de divisdes liberdade N, Nye N, Ny,

2 48 255.156 1.131 255.16 1.131

) 4 130 227.710 1.010 236.68 1.049

8 414 221.068 0.980 220.41 0.977

10 616 220.787 0.979 220.05 0.976

2 84 224.968 0.997 224.97 0.997

3 4 186 220.738 0.979 228.99 1.015

8 510 220.594 0.978 221.95 0.984

10 732 220.591 0.978 221.24 0.981

2 130 220.661 0.978 220.66 0.978

4 252 220.593 0.978 228.45 1.013

4 8 616 220.591 0.978 221.48 0.982

10 858 220.591 0.978 220.96 0.980

186 220.593 0.978 220.59 0.978

5 4 328 220.591 0.978 231.88 1.028

8 732 220.591 0.978 221.95 0.984

10 994 220.591 0.978 221.22 0.981

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 47 — Convergéncia da carga critica para o laminado com relacao a/h = 50.

—e—p=2.1IC
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——p=3,IC
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 10 — Estudo de convergéncia para as placas com relagdo a/h = 100.

Grau de Nuimero Graus de Integracdo Completa Integracdo Reduzida
Polinbmio de divisdes liberdade N, Ny N, Ny
2 48 33.236 1.179 33.24 1.179
) 4 130 30.286 1.074 31.45 1.116
8 414 28.258 1.002 28.04 0.994
10 616 28.129 0.998 27.97 0.992
2 84 29.599 1.050 29.60 1.050
3 4 186 28.103 0.997 29.20 1.036
8 510 28.037 0.994 28.23 1.001
10 732 28.036 0.994 28.13 0.998
2 130 28.048 0.995 28.05 0.995
4 252 28.037 0.994 29.31 1.039
4 8 616 28.036 0.994 28.18 1.000
10 858 28.036 0.994 28.10 0.997
2 186 28.037 0.994 28.04 0.994
5 4 328 28.036 0.994 29.53 1.047
8 732 28.036 0.994 28.23 1.001
10 994 28.036 0.994 28.13 0.998

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 48 — Convergéncia da carga critica para o laminado com relacdo a/h = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



Tabela 11 — Estudo de convergéncia para as placas com relagdo a/h = 500.

92

Grau de Nuimero Graus de Integracdo Completa Integracdo Reduzida
Polinbmio de divisdes liberdade N, Ny N, Ny
2 48 0.2701 1.197 0.2701 1.197
) 4 130 0.2674 1.186 0.2809 1.245
8 414 0.2453 1.087 0.2262 1.003
10 616 0.2368 1.050 0.2252 0.999
2 84 0.2654 1.176 0.2654 1.176
3 4 186 0.2342 1.038 0.2365 1.049
8 510 0.2257 1.001 0.2272 1.007
10 732 0.2256 1.000 0.2264 1.004
2 130 0.2256 1.000 0.2256 1.000
A 4 252 0.2256 1.000 0.2367 1.049
8 616 0.2255 1.000 0.2269 1.006
10 858 0.2255 1.000 0.2261 1.003
186 0.2256 1.000 0.2256 1.000
5 4 328 0.2255 1.000 0.2377 1.054
8 732 0.2255 1.000 0.2271 1.007
10 994 0.2255 1.000 0.2263 1.003

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 49 — Convergéncia da carga critica para o laminado com relac¢do a/h = 500.

N/Ner

1.26
1.24
1.22
1.20
1.18
1.16
1.14
112
1.10
1.08
1.06
1.04
1.02

1.00 =

——p=2.1C
-~ ~ —=—p=2,1R
- ——p=3.IC

——p=3. IR
——p =4, 1C
——p=4, IR
—e—p=15,IC
=3 *p=5.IR

Numero de elementos por aresta

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 12 — Estudo de convergéncia para as placas com relagao a/h = 1000.

Grau de Nuimero Graus de Integracdo Completa Integracdo Reduzida
Polinébmio de divisdes Liberdade N, Ny N, Ny
2 48 0.03377 1.198 0.03377 1.198
) 4 130 0.03369 1.195 0.03548 1.258
8 414 0.03236 1.148 0.02829 1.003
10 616 0.03124 1.108 0.02817 0.999
2 84 0.03362 1.192 0.03362 1.192
3 4 186 0.03076 1.091 0.02983 1.058
8 510 0.02829 1.003 0.02841 1.008
10 732 0.02822 1.001 0.02831 1.004
2 130 0.02821 1.001 0.02821 1.001
A 4 252 0.02820 1.000 0.02961 1.050
8 616 0.02819 1.000 0.02837 1.006
10 858 0.02819 1.000  0.02828 1.003
186 0.02821 1.000 0.02821 1.000
5 4 328 0.02820 1.000 0.02973 1.054
8 732 0.02819 1.000 0.02840 1.007
10 994 0.02819 1.000 0.02830 1.004

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 50 — Convergéncia da carga critica para o laminado com relac¢do a/h = 1000.

1.26 =
5 \ —a—p=2.1IC
124 /// \\ —=—p=21R
122 //’ A ——p=3.IC

) —~—p=3
1.20 ;L// LY p=3.IR
N ——p=4.1C
R

1.18 N < ——p=4.IR
1.16 \\ \\ ——p=35.IC
1.14 k . e L

N/Ner

112
1.10
1.08

1.06
1.04
1.02

1.00 ¢

Numero de elementos por aresta
Fonte: Elaborada pelo autor.
Quando se utiliza a integracdo completa nos modelos de elementos finitos,

percebe-se que, a medida que a relacdo lado/espessura da placa diminui, o efeito do locking se
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torna mais forte. Entretanto, ao se utilizar a integracdo reduzida proposta por Adam et al.
(2014, 2015) verifica-se que os resultados obtidos convergem rapidamente para a solucao
correta, mesmo quando polindmios de 2° grau sdo utilizados na interpolacao.

E interessante notar que, ao se utilizar dois elementos por aresta, o resultado
obtido por integracdo completa ou reduzida ¢ a mesma. Isto decorre do fato de que todos os
elementos da malha gerada sdo “elementos de quina”, levando a integracdo completa e a
reduzida a serem equivalentes em nimero e na localizacdo dos pontos de integracao.

No caso da integracdo reduzida, as tabelas e figuras anteriores mostram que as
malhas com 4x4 elementos apresentam resultados piores que as malhas com 2X2 elementos.
Contudo, os resultados convergem para a solucdo do problema a medida que a malha é

refinada, apesar desta convergéncia nao ser monotonica.

Tabela 13 — Ndmero de pontos de integracao (NPI) usados em cada modelo.

INTEGRACAO COMPLETA (IC)

Malha/Grau do polindmio 2 3 4 5
2%x2 36 64 100 144
4x4 144 256 400 576
8x8 576 1024 1600 2304
10x10 900 1600 2500 3600

INTEGRACAO REDUZIDA (IR)

Malha/Grau do polindmio 2 3 4 5
2%x2 36 64 100 144
4x4 64 100 144 196
8x8 144 196 256 324
10x10 196 256 324 400

RAZAO ENTRE O NUMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO (NPIz/NPIc)

Malha/Grau do polindmio 2 3 4 5
2x2 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000
4x4 0.4444  0.3906  0.3600  0.3403
8x8 0.2500  0.1914  0.1600  0.1406

10x10 0.2178  0.1600  0.1296  0.1111

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 13 mostra um comparativo entre o nimero de pontos de integragao em
cada modelo. E interessante notar que, nas malhas com 8x8 elementos, sdo necessarios cerca

de 25% do nimero de pontos de integragdo no modelo reduzido para se obter respostas
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bastante satisfatorias. Nestes casos, observa-se uma grande economia no aspecto de esfor¢co
computacional.

Verifica-se que, a medida que a placa se torna mais fina, os resultados obtidos
pelos polindmios de segundo grau com integracdo completa ndo convergem para a solucdo do
problema por conta do efeito do travamento, mesmo com a utiliza¢do de malhas relativamente
refinadas (10x10).

Em contrapartida, a eficiéncia do refinamento k, caracteristico da analise
isogeométrica é bastante notéria, uma vez que uma discretizagdo com duas divisdes por aresta
resulta em excelentes resultados para polindmios do 4° e 5° grau. Além disso, observa-se pelas
figuras anteriores que o efeito do locking é rapidamente suavizado com este tipo de
refinamento.

Com os resultados obtidos do estudo de convergéncia, nas andlises subsequentes
serd utilizada uma malha com 4 divisdes por aresta, juntamente com um polindmio de
interpolacdo de terceiro grau. Apesar da grande vantagem em relagcdo ao custo computacional,
neste trabalho nao foi realizado um estudo da influéncia da integracdo reduzida em anélises
ndo lineares geométricas e fisicas. Portanto, nos restante do texto serd utilizada integracdo

completa nos modelos.
5.1.1 Laminados cross-ply simétricos

Quando se adotam laminados cross-ply simétricos e se utilizam placas
retangulares, de dimensdes a e b nas diregdes x e y respectivamente, e finas, a solugdo para a
carga critica pode ser obtida analiticamente por uma equacdo desenvolvida para materiais

ortotropicos ideais:

2 2 4

D D 2D

Ncr :[Zj D22 J(éj m2+2w+%[ﬁj (111)
b D,, \ a D,, m-\ b

onde m vem da aproximacdo da configuracdo deformada da placa por curvas formadas por

senos e este representa o nimero de meias ondas formadas na dire¢ao x.

Deste modo, foi realizada uma série de analises, variando o nimero » de laminas e
as espessuras das placas, visando o célculo das cargas criticas de uma placa quadrada, com as

propriedades descritas anteriormente. A Tabela 14 apresenta os resultados obtidos pelo FAST.



96

Observa-se que as solugdes obtidas pela TCL ndo mudam com o aumento do
nimero de laminas, uma vez que a placa é quadrada e a soma dos termos D, € D, ndo varia e
os termos Djy € D¢ se mantém constantes com o aumento do numero de laminas, como

mostrado na Tabela 15.

Tabela 14 — Valores das cargas criticas para laminados cross-ply simétricos.

alh n  FAST  TCL  dif(%)
4 983.1935 75.8442
8 995.1946 14,6949
30 16 9982689 1042194 4 4005
32 1000.453 41913
4 2207384 21339
2217798 16722

50 2055514
16 222043 11,5555
32 2221056 15277
281032 203218
100 8 281383 o oo -0.1973
16 28.1467 0.1675
32 282838 0.3187

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 15 — Valores dos coeficientes da matriz D em laminados cross-ply simétricos.

a/h n D1 D, Dy, D Nr
4 8168.5696 92.8247 1485.1945 185.1852 1044.2194
30 8 6497.7258 92.8247 3156.0382 185.1852 1044.2194
16 5662.3039 92.8247 3991.4601 185.1852 1044.2194
32 5244.5930 92.8247 4409.1711 185.1852 1044.2194
4 1764.4110 20.0501 320.8020 40.0000 225.5514
50 8 1403.5088 20.0501 681.7043 40.0000 225.5514
16 1223.0576 20.0501 862.1554 40.0000 225.5514
32 1132.8321 20.0501 952.3810 40.0000 225.5514
4 220.5514 2.5063  40.1003 5.0000 28.1939
100 8 175.4386 2.5063 85.2130 5.0000 28.1939
16 152.8822 2.5063 107.7694 5.0000  28.1939
32 141.6040 2.5063 119.0476 5.0000  28.1939

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como esperado, para placas finas (a/h = 50 ou a/h = 100), os resultados obtidos
estdo em concordancia com os valores analiticos obtidos pela TCL. Para a placa com relagao
a’/h = 30, a aplicacdo da Eq. (110) implica em uma diferenca da ordem de 4% no valor da
carga critica da placa, visto que o efeito do cisalhamento é desprezado. E interessante notar
que, a medida que o ndmero de laminas aumenta, a carga critica obtida pela Teoria de

Reissner-Mindlin também € incrementada.
5.1.2 Laminados cross-ply antisimétricos

Laminados do tipo cross-ply antissimétrico nido tém acoplamentos entre
deformacdes ou curvaturas devido a carregamentos normais e de cisalhamento e possuem os
termos de acoplamento membrana-flexao nulos, exceto By; = —B;;. Deste modo, as equagdes

de equilibrio do sistema sdo acopladas, tornando-as invidveis de se resolver analiticamente.

Assim, uma série de analises utilizando a AIG foi realizada, de modo a se
representar os efeitos propostos neste estudo. A Tabela 16 e a Figura 51 mostram os

resultados obtidos para laminados com 4, 8, 16 e 32 laminas.

Tabela 16 — Relagao entre a carga critica da placa com n laminas e a solu¢do obtida pela TCL.

Ncr, n / Nref
a/h=30 a/h=50 a/h=100

4 0.8548 0.8470  0.8576
8 0.9251 0.9504  0.9632

16 0.9489 0.9762  0.9896

32 0.9563 0.9827  1.0001
Fonte: Elaborada pelo autor.

Nas anélises para este tipo de laminacdo e posteriores, utilizou-se como referéncia
a carga critica obtida pela TCL, uma vez que, quando o nimero de laminas em um laminado
aumenta, mantendo-se sua espessura, o efeito dos termos de acoplamento tendem a se tornar

despreziveis, levando a bons resultados para a solu¢do obtida pela Eq. (110).

Pode-se notar, a partir da Tabela 16 e da Figura 51 que para laminados com mais
de 16 laminas o efeito dos acoplamentos ja é pequeno, de modo que as respostas obtidas

sejam proximas da solucao analitica da TCL. Ainda assim, para laminados com relagdo a/h =
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30, a perda de capacidade de carga é da ordem de 5%. Para laminados com relacdo

lado/espessura igual a 50 a perda de capacidade é de 1.7%.

Figura 51 — Curvas das relacdes entre a carga critica de uma placa cross-ply antissimétrica

com n laminas e a solugdo ortotrdpica ideal para varias razdes a/h.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
5.1.3 Laminados angle-ply simétricos

Para laminados do tipo angle-ply simétricos os termos Djg € Dys ndo sdo nulos, o
que inviabiliza a aplicagdo direta da Eq. (110). Entretanto, mantendo a espessura do laminado
constante e aumentando o nimero de laminas, pode-se mostrar que o efeito destes termos
deixa de ser dominante, de modo que eles se tornam despreziveis frente aos demais termos da
matriz D. Assim, quando se utiliza muitas 1dminas a Eq. (110) pode dar uma boa estimativa
da carga critica da placa. Neste item foram feitas anélises com € variando de 0° a 90° com

incrementos de 5°.

A Figura 52 mostra um estudo paramétrico, em relacdo ao nimero de laminas, de
um laminado com relacdo a/h = 30 e a/h = 50, da influéncia deste angulo 6 em fun¢do de um
pardmetro adimensional &, dado por:

N _a*

=—= 112
= (112
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Figura 52 — Estudo paramétrico da influéncia do angulo 8 de um laminado angle-ply simétrico

em relacdo a sua carga critica para a/h = 30.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se que para placas moderadamente espessas (a/h = 30), o efeito do nimero
de laminas € mais significativo, visto que as diferencas das respostas chegam a quase 12%,
em comparacdo com o laminado com 8 laminas (Figura 52). Em contrapartida, para placas
finas, onde a/h = 50, os erros sdo minimizados e seu maior valor é de cerca de 8% em um

laminado com 8 laminas (Figura 53).

E importante notar que a diferenca entre as respostas obtidas pela TCL (Eq. (110))
e as apresentadas variando o ndmero de laminas nas figuras anteriores se deve por dois
fatores: os termos de acoplamento que existem devido ao tipo de laminacdo e o efeito do
cisalhamento que é considerado na Teoria de Reissner-Mindlin. Comparando as curvas com n
=16 e n = 32, verifica-se que os resultados diferem pouco, de modo a se concluir que a maior

parte da perda de capacidade de carga provém do efeito do cisalhamento na estrutura.
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Figura 53 — Estudo paramétrico da influéncia do angulo € de um laminado angle-ply simétrico

em relacdo a sua carga critica para a/h = 50.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 54 apresenta os resultados obtidos; variando a rela¢do lado/espessura da
placa para as lamina¢des formadas por angulos de 45°, pois, como se pode notar pela Figura

52, este é o angulo que leva a maiores diferencas entre a solu¢do da TCL e a obtida pela AIG.

Figura 54 — Curvas das relacdes entre a carga critica de uma placa angle-ply simétrica com n

laminas e a solucdo ortotrdpica ideal para varias razdes a/h.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



101

Verifica-se que, a medida que a espessura do laminado diminui € o nimero de
laminas aumenta, o efeito dos acoplamentos existentes nas laminacdes do tipo angle-ply

simétricos diminuem, fazendo com que a expressao da TCL leve a bons resultados.
5.1.4 Laminados angle-ply antisimétricos

Para laminados do tipo angle-ply antissimétricos, além dos termos Djs € Dy 0s
termos B¢ € Byg da matriz B € os termos A1, A2, Az € Age da matriz A ndo sdo nulos. Deste
modo existem acoplamentos entre as equacdes (23), (24) e (25) para o célculo da carga critica.
Do mesmo modo que no item anterior, foram feitas analises de laminados com 4, 8, 16 e 32

laminas com 0 variando de 0° a 90° com incrementos de 5°.

Tal como no caso anterior, a Figura 55 e a Figura 56 mostram um estudo
paramétrico, em relacdo ao ndimero de laminas, de um laminado com relacdo a/h = 30 e a/h =
50, da influéncia deste angulo # em fun¢do do parametro adimensional & calculado conforme

aEq. (112).

Figura 55 — Estudo paramétrico da influéncia do angulo € de um laminado angle-ply

antissimétrico em relacao a sua carga critica para a/h = 30.

/""‘\'\‘ =4

45

a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se que para placas moderadamente espessas (a/h = 30), o efeito do
nimero de laminas € mais significativo, assim como mostrado na Figura 52, para o caso de

angle-ply simétricos. Neste caso, as diferencas das respostas chegam a 11%, em comparagao
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com o laminado com 8 laminas quando a’/h = 30 (Figura 55) e em torno de 7% quando a/h =

50 (Figura 56).

Figura 56 — Estudo paramétrico da influéncia do angulo 6 de um laminado angle-ply

antissimétrico em relacdo a sua carga critica para a/h = 50.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 57 — Curvas das relacdes entre a carga critica de uma placa angle-ply antissimétrica

com n laminas e a solugdo ortotrdpica ideal para varias razdes a/h.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Figura 57 apresenta os resultados obtidos, variando a rela¢do lado/espessura da
placa para as laminacdes formadas por angulos de 45°. Nota-se que, a medida que a espessura
do laminado diminui, o efeito dos acoplamentos existentes diminui, fazendo com que a

expressao analitica para materiais ortotropicos ideais leve a bons resultados.
5.2  Analise nao linear geométrica de placas isotropicas e laminadas

Este exemplo trata da investigagdo do comportamento pos-critico de placas
quadradas, isotrépicas e laminadas, simplesmente apoiadas, sujeitas a cargas de compressao
uniaxial e biaxial. Estes estudos foram comparados com os trabalhos desenvolvidos por Le-
Manh & Lee (2014), que aplicam a Anélise Isogeométrica, Liew et al. (2006), que utilizam
um método sem malha (Mesh-Free), e Sundaresan et al. (1996), que realiza suas andlises
utilizando o MEF. Os dados da geometria (Figura 58) e os parametros dos materiais sao

apresentados na Tabela 17.

As andlises deste exemplo foram realizadas utilizando os programas FAST, para
avaliar a Anélise Isogeométrica, e 0 ABAQUS na verificagdo dos resultados por Elementos
Finitos. Utilizaram-se malhas com 6x6 elementos quadrilaterais quadraticos, com integragdo
reduzida no ABAQUS e integracdo completa no FAST. Para obten¢dao do caminho pds-
critico, o Método do Controle de Carga (CRISFIELD, 1991) foi utilizado.

Figura 58 - Placa simplesmente apoiada sujeita a carregamento biaxial.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 17 - Dados do Exemplo 2 com unidades no sistema britanico de medidas.

. Geometria Material
Tipo 6 5 _ 4 4
a b h E; (><10 ) E, (><10 ) D12 G12 = G13 (><10 ) G23 (><10 )
Isotrépica 10 10 0.20  3.00 - - - -
Laminad (45/-45); 10 10 1.00  3.00 1.20 0.25 6.00 2.40
aminada ————
(45/-45), 10 10 1.00  3.00 1.20 0.25 6.00 2.40

Fonte: Le-Manh & Lee (2014).

A geometria imperfeita da estrutura pode ser modelada como o resultado de uma
combinacdo linear dos seus modos de flambagem (¢,):

Xim :Xe + Ai(pi
el ZI: 113)

onde X, € Xper s30 as coordenadas dos pontos que definem a geometria na configuracio
imperfeita e perfeita, respectivamente, e A; € a amplitude da imperfei¢ao relacionada ao modo
de flambagem @;, uma vez que estes sdo normalizados de forma que sua maior componente

seja unitaria. Neste trabalho, considerou-se apenas o primeiro modo.

E importante notar que na Anilise Isogeométrica, os pontos de controle nio
interpolam a geometria do modelo, logo nao se pode obter a geometria imperfeita diretamente
pela aplicacdo da Eq. (113). Apesar disto, aplicando a equagao com o modo de flambagem
unitario (A; = 1.0), pode-se avaliar a maior amplitude obtida no modelo imperfeito unitario
(A,). Como as NURBS possuem propriedade de invaridncia afim, a geometria com a
amplitude de imperfeicdo correta pode ser obtida aplicando-se uma transformacdo de escala

na dire¢do z de valor S, = A;/A,, em todos os pontos de controle do patch. A Figura 59 ilustra

o procedimento.

Figura 59 — Aplicacdo da curvatura inicial na placa.

S.=A; /A,

A

Fonte: Elaborada pelo autor.

As condi¢des de contorno utilizadas neste exemplo sdo:
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(114)

que sdo as mesmas condicdes de contorno aplicadas por Sundaresan (1996) e Liew et al.

(2006).

Inicialmente, foi modelada uma placa isotropica sujeita a carregamento uniaxial
com imperfei¢do A = 1x10™. A Figura 60 apresenta a curvas carga-deslocamento normalizada

obtida.

Figura 60 - Placa isotrépica (a/h = 50) simplesmente apoiada sujeita a carregamento uniaxial
(A=10".
1.4

1.2 - ! r,,;#ﬂCffijiiiiiiiiiiiiiiii
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_ 08 |
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—ABAQUS
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i = Liew. 2004
e Sundaresan (1996)
0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
w/h

Fonte: Elaborada pelo autor.
As diferencas obtidas entre Le-Mahn & Lee (2014), Liew et al. (2006) e

Sundaresan et al. (1996) se devem as condi¢des de contorno aplicadas na placa, uma vez que

Le-Mahn & Lee (2014) aplicam as seguintes condicdes de contorno:

w=60_=0, x=za/2
(115)

w=6, =0, y=1b/2

Verifica-se que o comportamento pos-critico da estrutura € sensivel a condi¢ao de

contorno aplicada, visto que o ganho de capacidade de carga da placa, quando os
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deslocamentos chegam a magnitude da espessura, € da ordem de 37% quando os apoios sdao
definidos como Liew (2006) e Sundaresan (1996) e de 20% quando se aplicam as condicdes
de contorno apresentadas por Le-Mahn & Lee (2014). Os autores explicam, equivocadamente,
que as discrepancias nos caminhos de equilibrio podem ter ocorrido devido a continuidade C !
obtida na Anélise Isogeométrica, ao passo que a diferenca entre as respostas se deve as

condic¢des de contorno aplicadas, como mostrado.

Na sequéncia, sao analisadas placas com laminag¢des do tipo angle-ply simétrica
(45/-45); e antissimétrica (45/-45), sujeitas a compressdo biaxial. Em ambos os casos,
aplicam-se as condi¢des de contorno conforme apresentado por Le-Mahn & Lee (2014). A
Figura 61 mostra o caminho de equilibrio das placas para imperfeicdes iniciais A = 1x10% e A

= 1x10. Observa-se que ambas as curvas estdo em boa concordincia com os autores citados.

[¢N

Neste exemplo também se verifica que, a medida que a imperfei¢do inicial

[¢N

aumentada, a carga que a placa suporta, para um determinado nivel de deslocamentos

menor, Como €ra de se esperar.

Pode-se explicar a diferenca na curva pos-critica obtida no ABAQUS pelo fato de
se utilizar um elemento de casca geral no software e por conta da espessura muito elevada da

estrutura proposta.

Figura 61 - Placa (a/h = 10) simplesmente apoiada sujeita a carregamento biaxial.
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3 — -ABAQUS, imp = le-2
0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
w/h
(a) Laminacao angle-ply simétrica.
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2 0.6 ": _ _
Z 0.5 1T i —FAST. imp = le-4
04 | e | —ABAQUS, imp = le-4
|+ ‘ - e Liew (2006)
b i | = Le-Manh (2014). imp = le-4
02 : ¢ Le-Manh (2014), imp = le-2
01 Jo——— | — -FAST. imp = le-2
6 .: ' [ — -ABAQUS, imp = le-2

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
w/h
(b) Laminacdo angle-ply antissimétrica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3  Estabilidade de placas laminadas considerando a falha progressiva

Neste exemplo serd estudado o efeito da consideracdo da nao linearidade fisica,
utilizando o modelo de degradacdo instantanea apresentado por Kuirashi et al. (2002) em
placas imperfeitas sujeitas a carregamento biaxial. O efeito do nimero de laminas n» também ¢é
avaliado no caminho de equilibrio. Para tal, uma placa quadrada de fibra de carbono A-
S/Epoxi 1 (KADDOUR & HINTON, 2012) de lado @ = 0.10 m e espessura por ladmina ¢ =

0.127 mm € modelada. As propriedades mecanicas do material sao apresentadas na Tabela 18.
A imperfeicdo utilizada para a obten¢@o das curvas é A = /100, onde h = nxte n =4, 8, 16 ou
32.

Um breve estudo de convergéncia no caminho de equilibrio foi feito, mas aqui
nao € mostrado. Pode-se mostrar que uma malha de 16x16 elementos com polindmios de 4*

ordem ¢ suficiente para bem representar as analises posteriores.



Tabela 18 - Propriedades mecanicas da fibra de carbono A-S/Epdxi 1.

E, (GPa) 140.00
E, = E5 (GPa) 10.00
Vi2=013 0.30
V23 0.49
G, =G1;3(GPa)  6.00
G2z (GPa) 3.35
Fir (MPa) 1990.00
Fic (MPa) 1500.00
For=Fsr(MPa)  38.00

cm = F3C (MPa) 150.00
S4+ (MPa) 50.00
S5 =S¢ (MPa) 70.00

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 62 — Verificacdo da influéncia da consideracdo da nao linearidade fisica em placas

2
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Laminacdo cross-ply simétrica.
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(b) Laminacdo angle-ply simétrica.
Fonte: Elaborada pelo autor.
Os resultados obtidos sdo apresentados para laminacdes do tipo cross-ply (Figura

62a) e angle-ply (Figura 62b). E importante notar que, ap6s o inicio da falha, a verificacdo da

simetria do laminado ndo é mais valida, necessariamente.

Como esperado, para placas finas (n = 4 ou 8) a ndo linearidade geométrica é
dominante no comportamento pds-critico da estrutura. Entretanto, a medida que a espessura

do laminado aumenta, percebe-se a importancia da consideracdo da nio linearidade fisica.

Tabela 19 — Valor da carga quando ocorre a falha da primeira lamina e carga limite.

Laminacao Cross-ply Angle-ply
n Nrprp/ Ney Niim! Ney NEpp ! Niim | Nepe | Ney Niim | Ner NEpF | Niim
4 4.940 6.315 0.782 2.639 5.133 0.514
8 2.746 3.595 0.764 1.578 2.701 0.584
16 1.563 1.862 0.839 1.117 1.477 0.756
32 1.054 1.144 0.921 1.032 1.033 0.999

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante lembrar também que os resultados obtidos para as placas com 4
laminas podem apresentar diferencas significativas se um modelo considerando grandes

deformacdes e rotacdes no espaco for utilizado. A Tabela 19 apresenta os valores limites de
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carga determinados das placas para as laminagdes especificadas. Como esperado, nos
laminados mais finos a falha da primeira lamina tende a acontecer para cargas acima da carga
critica, assim como a capacidade de carga da estrutura antes da falha total. A medida que a
espessura do laminado aumenta tanto a falha da primeira lamina, quanto o colapso da
estrutura tendem a ocorrer proximos a carga critica. Ressalta-se que, para o laminado angle-

ply com 32 laminas, a ruptura da placa ocorre logo apds a falha da primeira l1amina.
5.4  Estabilidade de placas laminadas com furo considerando a falha do material

Neste exemplo serd avaliado o comportamento das placas analisadas no exemplo
anterior quando estas apresentam um furo central. As placas sdo feitas de fibra de carbono A-
S/Epoéxi 1, cujas propriedades mecanicas estao dispostas na Tabela 18. A influéncia do furo
na capacidade de carga da estrutura serd mensurada a partir da consideracdo de trés placas
com furos com relacdo diametro/aresta (d/a) igual a 1/20, 1/10 e 1/5.

Por conta do furo nas placas, a forma mais simples de se atribuir as condi¢des de
contorno e carregamento no modelo isogeométrico proposto € fazendo a estrutura dividida em
8 patches. A Figura 63 mostrada na sequéncia apresenta uma placa com furo de didmetro de 2
cm seguindo a ideia da divisao da placa em multiplos patches.

Foi feito um estudo de convergéncia a partir do valor da carga critica obtida por
elementos finitos no ABAQUS de uma placa com furo central com relagdo d/a = 1/20 e
laminag@o cross-ply simétrica com 4 laminas para uma malha de 20x20 elementos de casca
com integracdo reduzida (S8R) em cada oitavo da estrutura, o que resulta em 7200 elementos
e 22080 graus de liberdade. O valor da carga critica obtida foi N, = 957.93. No modelo
isogeométrico foi feito um refinamento no nimero de elementos e no grau do polindmio,
como mostrado na Tabela 20 e na Figura 64.

Mostra-se que quando a interpolacdo é feita a partir de polindmios de 3° grau, a
carga critica apresenta uma diferenca de 1.18% para a pior discretizacdo utilizada neste
modelo, enquanto para uma interpolacdo realizada com fung¢des quadraticas esta diferencga é

muito maior, da ordem de 40%.
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Figura 63 — Modelo isogeométrico de uma placa quadrada com furo central com relagdo d/a =

1/5 dividida em 8 patches.

-0.06 -0.04 -0.02 0 002 0.04 0.06

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 20 — Estudo de convergéncia da malha e do polindmio de interpolacao.

Graudo Numero de divisdes por

dl Ner Ner/ Ny
polindbmio  lado em cada patch 8 /

3 714 1338.4430 1.3972
4 1094 1136.4873 1.1864
2 5 1554 1046.4649 1.0924
8 3414 979.7326  1.0228
10 5054 967.5148 1.0100
3 1094 969.2729 1.0118
4 1554 964.8340 1.0072
3 5 2094 962.5155 1.0048
8 4194 960.2523 1.0024
10 5994 959.6514 1.0018
3 1554 962.1309 1.0044
4 2094 960.8380 1.0030
4 5 2714 960.2190 1.0024
8 5054 959.1831 1.0013
10 7014 958.9705 1.0011

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 64 — Convergéncia do valor da carga critica em funcao do grau do polindmio e do

numero de divisdes em cada patch da placa analisada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir dos resultados obtidos do estudo de convergéncia e de modo a ficar
compativel com o exemplo anterior, serd aplicada uma malha com 5 divisdes por lado em
cada patch e o polindmio interpolador serda de 4° grau. A Figura 65 mostra os pontos de
controle da placa da Figura 63.

Nas analises ndo lineares, considerou-se uma imperfeicdo igual a imposta no
exemplo anterior, de modo que alguns resultados obtidos anteriormente possam ser
reutilizados neste exemplo. O primeiro modo de flambagem € aplicado na determinacdo da
geometria imperfeita e um fator w/h = 1/100 € utilizado nas imperfei¢des. Para a obtenc¢ao do
caminho de equilibrio da estrutura, aplicou-se o Método do Comprimento de Arco
(CRISFIELD, 1991).

Nos estudos apresentados na sequéncia, o fator de carga € calculado
normalizando-se a carga a cada passo em relacdo a carga critica obtida para uma placa sem

furo. Esta abordagem foi escolhida por representar bem a perda de capacidade de carga que a

estrutura sofre com o aumento do diametro do furo.
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Figura 65 — Pontos de controle de uma placa laminada com furo central para a relacdo d/a =

1/5.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Como no exemplo anterior, dois tipos de laminados sdo considerados nas analises:
um cross-ply e um angle-ply simétrico, sendo o segundo formado por ldaminas com orientagao
de 45° e -45°.

As curvas obtidas para o laminado cross-ply e angle-ply simétrico sao
apresentadas na Figura 66 e na Figura 67. Em ambas as figuras mencionadas anteriormente,
foi feito um estudo da perda de capacidade de carga da placa, a medida que se aumenta o
diametro do furo na placa. Para isto, foram modeladas placas com 4, 8, 16 e 32 laminas
conforme o exemplo anterior. As curvas ndo lineares puramente geométricas sao
representadas por linhas tracejadas.

Os valores da carga referente a falha da primeira lamina, juntamente com a carga
limite das placas estdo dispostas na Tabela 21 para os laminados cross-ply e na Tabela 22 para

os laminados angle-ply.
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Tabela 21 — Estudo da influéncia do tamanho do furo na capacidade de carga de placas cross-

ply simétricas com n laminas.

n dla Nrepr/ Nyer Niim/ Nrep Niim / Niim, sem furo
0 4.940 6.780 1.000
4 1/20 4.569 6.212 0.916
1/10 4.508 6.162 0.909
1/5 4.152 6.011 0.887
0 2.746 3.595 1.000
g 1/20 2.783 3.579 0.996
1/10 2.713 3.559 0.990
1/5 2.592 3.449 0.959
0 1.563 1.862 1.000
16 1/20 1.212 1.841 0.989
1/10 1.127 1.796 0.965
1/5 1.013 1.673 0.898
0 1.055 1.144 1.000
1 1/20 0.916 1.074 0.939
1/10 0.844 0.941 0.823
1/5 0.702 0.763 0.667

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 22 — Estudo da influéncia do tamanho do furo na capacidade de carga de placas angle-

ply simétricas com n laminas.

n dla  Nppr/Nres Nim/ Nrer  Niim / Niim, sem furo
0 2.639 5.645 1.000
4 1/20 2.388 5.619 0.996
1/10 2.362 5.611 0.994
1/5 2.309 5.554 0.984
0 1.578 2.701 1.000
g 1/20 1.486 2.670 0.989
1/10 1.512 2.582 0.956
1/5 1.513 2.532 0.938
0 1.117 1.477 1.000
16 1/20 1.022 1.474 0.998
1/10 0.998 1.466 0.993
1/5 0.940 1.434 0.971
0 1.032 1.033 1.000
0 1/20 0.856 0.976 0.945
1/10 0.620 0.768 0.743
1/5 0.478 0.590 0.571

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 66 — Curvas no lineares obtidas para as placas cross-ply em fun¢do do didmetro do
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(b) Placas com 8 laminas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 67 — Curvas ndo lineares obtidas para as placas angle-ply em funcao do diametro do

furo.
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Placas com 8 laminas.

5
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(d) Placas com 32 laminas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Das figuras e tabelas apresentadas anteriormente, pode-se verificar que, como
esperado, a medida que o tamanho do furo aumenta tanto a carga referente a falha da primeira
lamina, quanto a capacidade de carga da placa diminuem.

Observa-se também que nas placas cross-ply a perda de capacidade de carga é da

ordem de 11% nos laminados com 4 laminas e de 33% nos laminados com 32 laminas. Do
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mesmo modo, nas placas angle-ply a perda de capacidade de carga € da ordem de 2% em
laminados com 4 1aminas e de 43% em laminados com 32 1aminas.

E interessante notar que nas placas angle-ply com 32 laminas com relacdes d/a =
1/10 e 1/5, a falha das estruturas ocorrem para cargas inferiores a sua carga critica.

Com isto, conclui-se que furos em placas compositas tendem a reduzir a
capacidade de carga da estrutura de forma mais acentuada, a medida que o laminado vai se

tornando mais espesso.
5.5  Analise nao linear fisica e geométrica de cascas abatidas

Neste exemplo serdo abordadas anélises ndo lineares de uma casca abatida sujeita
a uma carga concentrada P, como mostrada na Figura 68 e outra sujeita a uma carga
distribuida g ao longo de sua superficie. Os parametros geométricos da estrutura sdo R = 0.50
m, § = 0.1 rad, L = 0.10 m. Assim como no Exemplo 2, uma avaliacdo do comportamento da
estrutura € feita a partir do nimero de laminas do laminado e do tipo de laminacao adotado.
As propriedades do material sdo as mesmas apresentadas no exemplo anterior e podem ser

obtidas pela Tabela 18.

Figura 68 — Casca abatida sujeita a carga concentrada.

E

Fonte: Adaptado de Sze et al. (2004).

As cascas sdo consideradas simplesmente apoiadas (# = w = 0) nos trechos AB e
DE e livre em AD e BE. Nos problemas envolvendo uma carga centrada serdo utilizadas trés

laminagoes: [(0/90),.], [(90/0),.] € [(45/-45)um4)]s. Nas cascas sujeitas ao carregamento ¢
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serdo aplicados os seguintes esquemas de laminacdo: [(0/90)4)ls € [(45/-45)mm4ls. Vale

ressaltar que, neste modelo, as fibras na dire¢ao 0° sdo paralelas ao eixo longitudinal.

Para verificacdo da formulacdo isogeométrica do FAST, um dos exemplos
analisados por Sze et al. (2004) é apresentado (Figura 68). Uma malha de 16x16 elementos
quadraticos é modelada pelo autor, que adota um modelo de simetria, analisando, assim,
apenas um quarto da estrutura. No presente trabalho utiliza-se uma malha de 16x16 elementos
quadraticos, cubicos e de quarta ordem com integracdo completa em todo o dominio da
estrutura para representar o modelo do autor supracitado. Percebe-se que a utilizacdo de um
polindmio interpolador de terceira ordem € suficiente para representar o caminho de equilibrio
da estrutura de forma precisa. Portanto, nas anélises subsequentes, aplicam-se elementos de
terceira ordem com integracdo completa. O Método do Comprimento de Arco (CRISFIELD,

1991) € utilizado para tracar o caminho de equilibrio.

Figura 69 — Caminho de equilibrio da casca abatida com laminacao [0/90/0] de Sze et al.

(2004).

200
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P (N)
=

-100

-200

w,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos para o primeiro problema proposto, em termos dos

deslocamentos do ponto C, sdo apresentados nas Figura 70 a Figura 72.
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Figura 70 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga P com laminacao [90/0],,».
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 71 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga P com laminacao [0/90],,».
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 72 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga P com laminagao [(45/-45)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Percebe-se que a perda de estabilidade da estrutura ocorre por ponto limite e

verifica-se a ocorréncia dos fendmenos snap-through e snap-back. Quando a falha do material

€ incluida, observa-se que a primeira lamina falha antes do ponto limite e que a carga de pico

¢ ligeiramente menor do que a obtida por uma andlise ndo linear puramente geométrica. A

Tabela 23 apresenta os valores das cargas P nas quais ocorre a falha da primeira lamina (First

Ply Failure — FPF) e o ponto limite (lim). Nota-se que a diferenca nos valores das cargas nos

pontos limites é pequena, mostrando que o efeito da ndo linearidade geométrica € dominante

para este tipo de estrutura. Por outro lado, verifica-se que o esquema de laminac¢do tem uma

grande influéncia sobre a capacidade de carga da casca.

Tabela 23 — Carga referente a FPF e cargas limites (Valores em Newtons).

Piimnt  Plimg/ Plimnr Prer/ Piim

n  Prpr Py

8 14748 310.21 310.80 0.998
12 351.19 595.71 599.16 0.994
16 574.23 1150.55 1154.17 0.997
24 1369.32 2539.85 2545.56 0.998

0.475
0.590
0.499
0.539

(a) Laminacao (0/90),,,.
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n  Prpr Piimg  Plimnt  Plimf/ Piimns Prer/ Piim
8 123.23 223.37 224.18 0.996 0.552
12 327.98 648.41 651.36 0.995 0.506
16 646.63 1099.29 1104.71 0.995 0.588
24 1189.58 2755.66 2759.72 0.999 0.432

(b) Laminacao (90/0),,,.

n  Prpr Piimg  Plimnt  Plimf/ Piimns Prer/ Piim
8 127.03 131.11 131.12 1.000 0.969
12 298.10 302.06 302.07 1.000 0.987
16 229.43 498.33 498.33 1.000 -

24 1089.86 1124.46 1127.90 0.997 0.969

(c) Laminacao (45/-45)xu)s-
Fonte: Elaborada pelo autor.

sendo Pjimy € Pjimnr as cargas limites considerando a ndo linearidade fisica e desprezando-a,

respectivamente.

E interessante notar que a falha da primeira ldmina para a laminacdo angle-ply

com 16 laminas ocorre durante o fendmeno de snap-through.

Na sequéncia serdo apresentadas as curvas obtidas para as cascas sujeitas ao
carregamento uniforme distribuido g na superficie. A Figura 73 mostra o caminho de
equilibrio da estrutura com laminacdo [(0/90).,4)ls. A Figura 74 apresenta os resultados
obtidos para a laminagdo angle-ply. Na Figura 75 € mostrado como a orientagdo das laminas
em laminados angle-ply simétricos do tipo [(6/-0),]s, com 6 = 15°, 30°, 45°, 60° e 75°, pode
afetar o comportamento pds-critico das cascas.

Como no caso de carga anterior, pode-se verificar que o comportamento
dominante deste tipo de estrutura é ndo linear geométrico, uma vez que as curvas
considerando a falha do material nao diferem significativamente da obtida pelo

comportamento eldstico do material.



124

Figura 73 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga g para a laminacado [(0/90)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 74 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga g para a laminagao [(45/-
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 75 — Caminho de equilibrio da casca abatida sujeita a carga g para a laminacao [(6/-
0)2]5-
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se, pela Figura 75, que a medida que 6 se aproxima de 90° a carga de
pico da estrutura tende a aumentar. Isto era de se esperar visto que esta € a direcao que leva ao
encaminhamento do carregamento diretamente para os apoios. Para valores pequenos de 6 as
falhas ocorrem com baixos niveis de carga e deslocamentos elevados, em comparacdo com a
espessura do laminado. Verifica-se, quando 6 = 75°, o carregamento maximo que a casca
suporta € igual a carga de pico.

Um aspecto importante mostrado pelos resultados obtidos (Figura 70 a Figura 75
e Tabela 23) é que seria antiecondmico basear o projeto destas estruturas na falha da primeira
lamina (FPF), pois esta pode ocorrer para uma carga muito inferior a carga limite, com a
estrutura apresentando uma reserva considerdvel de capacidade de carga até que a falha
ocorra. Esta reserva de carga € maior, em se tratando de laminados mais espessos. E
interessante notar que as curvas da estrutura elastica e considerando sua degradacdo pouco

diferem até um grande nivel de deslocamentos, ou seja, a falha se inicia para um pequeno

nivel de deslocamentos e progride lentamente.
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6 CONCLUSAO

No presente trabalho, buscou-se estudar o efeito da falha progressiva em
problemas de estabilidade de placas e cascas abatidas laminadas. Para isto foi utilizada uma
abordagem baseada na Andlise Isogeométrica considerando deslocamentos e rotagdes
moderadas. Os resultados considerando a falha progressiva foram comparados com os obtidos

considerando comportamento elastico linear.

As respostas obtidas pelos modelos de degradacdo neste trabalho foram
comparadas com um modelo mais sofisticado baseado em dano continuo. No primeiro, nota-
se que os caminhos de equilibrio sdo mais flexiveis, distanciando-se dos resultados
experimentais, pois uma vez que a falha ocorre as propriedades mecanicas sao degradadas de
forma brusca nos pontos de avaliacdo, enquanto no segundo busca-se fazer o descarregamento

em cada ponto de integracdo de forma suave.

Contudo, apesar das limitacdes dos modelos de degradagdo instantdnea, este
forneceu resultados bastante precisos, em comparacdo com os resultados obtidos
experimentalmente. Foi verificado nas validagdes que até mesmo critérios de falha simples,
como o Critério da Maxima Tensao, fornecem boas previsdes no comportamento nao linear

das estruturas avaliadas.

Em relacdo aos exemplos propostos, inicialmente, foi feito um estudo do efeito do
esquema de laminacdo no valor da carga critica de placas simplesmente apoiadas. Neste
estudo a espessura do laminado foi mantida constante € o nimero de laminas foi aumentado.
Verificou-se que, em excecdo a laminados cross-ply simétricos, o valor para a carga critica s

pode ser obtido de forma aproximada utilizando algum método numérico.

Do ponto de vista da Analise Isogeométrica, mostrou-se como o refinamento p
pode auxiliar na suavizagdo de efeitos de locking, mesmo utilizando-se integracdo completa.
Assim, modelos utilizando polindmios de 3° grau praticamente nao apresentaram este
problema. Verificou-se também que, para polindmios do 4° e 5° grau, a carga critica obtida
era bastante precisa, mesmo para malhas com poucos graus de liberdade. Deste modo, pode-
se concluir que o refinamento p eleva a precisdo da analise e reduz o nimero de graus de
liberdade necessarios para isto, sendo uma alternativa mais eficiente que o refinamento &

tradicionalmente utilizando no MEF.
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A metodologia de integracdo reduzida proposta por Adam et al. (2014, 2015) para
andlise isogeométrica linear de placas isotropicas de Reissner-Mindlin em flexdao foi
empregada neste trabalho para a flambagem de placas laminadas. Verificou-se que o modelo
sugerido pelos autores € bastante eficiente do ponto de vista computacional, além de combater
os efeitos do travamento em placas finas, principalmente no caso de polindmios quadraticos
onde o travamento € mais significativo. Apesar dos bons resultados obtidos com a integracao
reduzida, nos exemplos posteriores, preferiu-se utilizar a integracdo completa, de modo a

captar melhor o efeito da degradacao do material.

Posteriormente, foram feitos estudos acerca do comportamento ndo linear
geométricos de placas imperfeitas sujeitas a compressdo uniaxial e biaxial. Os resultados
obtidos foram comparados o trabalho de Le-Mahn & Lee (2014). Mostrou-se que as
diferencas obtidas nos resultados dos autores supracitados ndo se deviam a problemas com a
Andlise Isogeométrica, mas sim as condi¢cdes de contorno aplicadas pelos autores
supracitados. Conclui-se deste estudo que as condi¢des de contorno aplicadas t€ém grande

influéncia na capacidade de carga das estruturas.

Na sequéncia, um estudo de estabilidade de placas quadradas laminadas
considerando a falha progressiva foi realizado. Foram feitos estudos de placas sem furos e
com furos. Quando se adiciona a ndo linearidade fisica, percebe-se que estruturas formadas
por placas tendem a ter comportamento nao linear geométrico dominante para baixos valores
de espessura do laminado. Por outro lado, a medida que a espessura do laminado aumenta,
percebe-se forte influéncia da ndo linearidade fisica, levando a carga de ruptura do laminado a

valores muito proximos ao valor da carga critica.

Na presenca de furos nestas placas, é importante observar que a capacidade de
carga destas placas ainda pode ser reduzida de forma bastante consideravel. Verificou-se que
a maior perda de capacidade de carga ocorre quando se utilizam laminados espessos. Em
placas com 32 laminas, perda de capacidade de carga é da ordem de 33%, em laminados do

tipo cross-ply simétrico e de 43% em angle-ply simétricos.

Finalmente, em se tratando de cascas abatidas, observa-se que a perda de
estabilidade da estrutura ocorre por ponto limite. Quando a falha do material € adicionada ao
modelo, a capacidade de carga da estrutura é levemente reduzida. Contudo, a inclusido da ndo

linearidade fisica ndo muda, de forma qualitativa, o modo de falha da casca, que € definida
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dominantemente pela ndo linearidade geométrica. Por outro lado, pode-se notar que neste tipo
de estrutura o inicio do processo de falha ocorre para cargas bastante inferiores a carga limite.
Deste modo, projetos baseados na falha da primeira lamina podem se mostrar muito
conservadores, uma vez que o laminado pode apresentar uma reserva de carga consideravel

depois desta falha.

Dos exemplos de validacdo aos exemplos propostos, verificou-se a eficiéncia da
Anidlise Isogeométrica em problemas estruturais e, com isto, espera-se que este trabalho

contribua para o desenvolvimento e difusdo das aplicacdes desta ferramenta de andlise.
6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

a) Avaliar a formulagdo isogeométrica em problemas de flambagem de cascas, uma vez
que estas estruturas sdo sensiveis as imperfei¢cdes iniciais e a AIG pode prover

resultados mais eficientes que elementos finitos com menos graus de liberdade.

b) Adicionar critérios de falha mais sofisticados no FAST e na rotina do usuario UMAT
(User’s MATerial) do ABAQUS e verificar a influéncia destas formulacdes em

modelos de degradagdo instantanea.

¢) Implementar um modelo de dano continuo no FAST com estes critérios € comparar

com os resultados do modelo de dano do ABAQUS.

d) Realizar estudos da previsdo de falha em estruturas laminadas sob carregamentos

dindmicos e considerando a fadiga do material.

e) Avaliar quais os efeitos provenientes da consideracdo da delaminagdo em modelos

numéricos e comparar com estudos experimentais.
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