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Prof. Dr. José Fábio Bezerra Montenegro
Universidade Federal do Ceará (UFC)
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos propriedades de autovalores de uma classe de operadores

eĺıpticos na forma divergente em uma variedade riemanniana compacta M , ao qual de-

notaremos por L . Mostramos que, quando a métrica é variada analiticamente sobre

M , conseguimos obter curvas anaĺıticas de autovalores e autofunções de L satisfazendo

condição de bordo de Dirichlet. Deduzimos fórmulas variacionais tipo Hadamard e como

aplicação mostramos que o conjunto das métricas Cr que deixa o espectro de L simples é

genérico. Provamos que o subconjunto dos difeomorfismos de classe Cr sobre um domı́nio

Ω tal que os autovalores de L são simples é residual. Posteriormente, fazemos uma análise

do comportamento dos autovalores de L quando variamos a métrica por meio do fluxo

de Ricci no caso em que M é fechada mostrando, por exemplo, que são crescentes sob

certas hipóteses. Mostramos ainda que os resultados de genericidade ainda são válidos

sob a condição de bordo de Neumann.

Palavras-chave: η–laplaciano. Fórmula variacional tipo Hadamard. Fluxo de Ricci.

Condições de bordo de Dirichlet. Condições de bordo de Neumann. Autovalores.



ABSTRACT

We deal with properties of eigenvalues of a class of elliptic operators in the divergence

form on a compact Riemannian manifold M , which we denote by L . When the metric

varies analytically on M , we obtain analytic curves of eigenvalues and eigenfunctions of

L satisfy Dirichlet boundary condition. We compute Hadamard type variational formula

and as application we show that the set of Cr–metrics, such that L has simple spectrum,

is a generic set. We prove that the set of Cr–diffeomorphisms on a domain in M such that

the eigenvalues of L are simples is a generic property too. We also analysis the behavior

of eigenvalues when the metric varies through Ricci flow in closed Riemannian manifold,

showing, for example, that it increase under suitable hypothesis. We still show that the

results of genericity are valid under Neumann boundary condition.

Keywords: η–laplacian. Hadamard type variational formula. Ricci flow. Dirichlet

boundary condition. Neumann boundary condition. Eigenvalues.
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1 INTRODUÇÃO

Sejam M uma variedade riemanniana compacta orientada e Mr o conjunto

das métricas riemannianas Cr sobre M . Acreditamos que os autovalores de certas classes

de operadores eĺıpticos de segunda ordem sobre M , sob condições adequadas sobre o

bordo, sejam genericamente simples, isto é, manter seu espectro simples é uma propriedade

genérica no sentido de que os elementos da métrica em que isso ocorre formam um conjunto

residual. Por exemplo, seja Γ ⊂Mr um subconjunto tal que para cada g ∈ Γ o espectro do

operador Laplace-Beltrami ∆g é simples. Usando teoremas de transversalidade, Uhlenbeck

(1976) provou que se M for fechada (isto é, compacta e sem bordo) então Γ é residual

em Mr para qualquer 2 ≤ r < ∞. Quando M é compacta, e sob condições de bordo

de Dirichlet, Gomes, Marrocos e Mesquita (2015) provaram que o operador η–laplaciano

L = ∆−∇η também é genericamente simples. A fórmula de Bochner para esse operador

dá origem a uma extensão do tensor curvatura de Ricci, o tensor de Bakry-Émery-Ricci

dado por Ricη = Ric + ∇2η, tensor esse que aparece naturalmente no estudo de fluxo

de Ricci (Cao, 2012; Hamilton, 1982) e sólitons de Ricci (Perelman, 2002 ). Em nosso

trabalho consideramos uma famı́lia de tensores simétricos Tg suave em g ∈ Mr e η uma

função suave sobre M . E então definimos a seguinte famı́lia de operadores eĺıpticos de

segunda ordem

Lgφ := div(Tg∇φ)− 〈∇η, Tg∇φ〉g. (1.1)

Considerando M compacta e condições de bordo de Dirichlet ou Neumann

buscamos condições sob Tg para que Lg também seja genericamente simples. Estuda-

mos também o comportamento de seus autovalores em variedades fechadas quando uma

métrica varia ao longo do fluxo de Ricci. Esses operadores são extensões do η–laplaciano

e foram estudados por Gomes e Miranda (2016), sob a perspectiva de estimativas de seus

autovalores.

A técnica utilizado em nosso trabalho consiste em aplicar fórmulas variacio-

nais tipo Hadamard, a qual é adotada por muitos autores. Por exemplo, Berger (1973)

obteve estimativas para o primeiro autovalor do operador Laplace-Beltrami sob condições

geométricas de uma variedade riemanniana fechada. Henry (2005) desenvolveu um cálculo

diferencial em que a variável independente percorre um certo conjunto de domı́nios aber-

tos do Rn e com esta ferramenta obteve fórmulas variacionais tipo Hadamard para os

autovalores de operadores eĺıpticos sob condições de bordo de Dirichlet, Neumann e Ro-

bin. Soufi e Ilias (2007) obtiveram uma caracterização de domı́nios cŕıticos do traço do

núcleo do calor sob condições de bordo de Dirichlet.

Gomes, Marrocos e Mesquita (2015) aprimoraram esta técnica através de um

cálculo diferencial intŕınseco livre de coordenadas para obter genericidade dos autovalores

do η–laplaciano sob condições de bordo de Dirichlet. Estendemos o método desses autores
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para Lg e obtemos nossa primeira fórmula variacional tipo Hadamard para a derivada

dos autovalores de Lg, que pode ser descrita como segue.

Proposição 1. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana compacta, g(t) e Tt = Tg(t)

variações suaves da métrica g e do tensor Tg, respectivamente. Ademais, sejam {φi(t)} ⊂
C∞(M) uma famı́lia de funções e λi(t), de números reais, suaves em t tais que λi(0) = λ

para cada i = 1, . . . ,m e para todo t e{
−L̄tφi(t) = λi(t)φi(t) em M,

φi(t) = 0 sobre ∂M,

em que 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δij e L̄t é o operador Lg(t) na métrica g(t) variando η em

t. Então obtemos a seguinte fórmula variacional para os autovalores de L̄t

(λi + λj)
′δij =

∫
M

〈1

2
L (φiφj)g − 2(Tg∇φi)[ ⊗ dφj, H

〉
dm

−
∫
M

2〈dφi ⊗ (Tg∇φj)[ − dT ∗g Sym(dφi ⊗ dφj), H〉dm

+

∫
M

Tg(∇η̇,∇(φiφj))dm,

onde dT ∗g indica adjunta de dTg e Sym o operador simetrizador.

Para garantir a existência das famı́lias de autofunções e autovalores mencio-

nados acima, utilizamos o Teorema de Kato-Rellich. Esse é o conteúdo do nosso próximo

resultado, que é uma extensão dos resultados de Berger (1973) e Gomes, Marrocos e

Mesquita (2015).

Lema 1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Considere em M uma

famı́lia de estruturas Riemanniana g(t), real anaĺıtica em t, com g(0) = g, e Tt uma

variação anaĺıtica do tensor Tg. Se λ é um autovalor de multiplicidade m > 1 para

o (η, T )-laplaciano Lg, então existem ε > 0, escalares λi (i = 1, . . . ,m) e funções φi

variando analiticamente em t, tais que, para todo |t| < ε tem-se:

1. λi(0) = λ;

2. {φi(t)} é ortonormal em L2(M, dmt);

3.

{
Ltφi(t) = λi(t)φi(t) em M,

φi(t) = 0 sobre ∂M.

Suponha que a famı́lia Tg seja tal que Gg = (n− 4)Tg + 2dTg(g) seja positivo.

Nesse caso dizemos que a famı́lia de operadores Lgφ = divηTg∇φ satisfaz a propriedade

P . Como primeira consequência dos resultados acima, temos o teorema abaixo que nos diz

que dada qualquer métrica em Mr, podemos deformá-la de modo que L tenha espectro

simples.
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Teorema 1. Considere a famı́lia de operadores Lgφ = divη(Tg∇φ) que satisfaz a pro-

priedade P. Sejam (M, g0) uma variedade compacta com bordo e λ um autovalor do

problema {
−Lg0φ = λφ em M

φ = 0 sobre ∂M.
(1.2)

com multiplicidade m > 1. Então dada qualquer vizinhança U ⊂Mr de g0, existe g1 ∈ U
tal que os autovalores de Lg1 próximos a λ são todos simples.

Como consequência, mostramos que Lg é genericamente simples. Mais pre-

cisamente: a famı́lia das métricas g que tornam simples o espectro de Lg formam um

conjunto residual. Em termos formais, temos:

Corolário 1. Considere a famı́lia de operadores Lgφ = divη(Tg∇φ) que satisfaz a propri-

edade P. Se M é uma variedade compacta, então o conjunto das métricas Cr que tornam

simples os autovalores do Problema 4.14 é residual.

Agora fixamos uma métrica g e consideramos Lg sobre um domı́nio Ω em M .

Nos perguntamos e se ao invés de variarmos a métrica, fizermos isso com o domı́nio de

modo a obter espectro simples, é posśıvel? Caso afirmativo, essa propriedade também

é genérica? Na busca pela resposta, buscamos por outra fórmula variacional tipo Hada-

mard para L , que generaliza as fórmulas de Henry (2005), Soufi e Ilias (2007) e Gomes,

Marrocos e Mesquita (2015).

Proposição 2. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, Ω ⊂M um domı́nio limitado,

ft : Ω → (M, g) uma famı́lia anaĺıtica de difeomorfismos (Ωt = ft(Ω)) com f0 = IdΩ

e λ um autovalor de multiplicidade m > 1. Então existe uma famı́lia de m funções

{φi(t)} ∈ C∞(Ωt) com 〈φi(t), φj(t)〉L2(Ωt,dm) = δij e números reais λi(t), suaves em t, com

λi(0) = λ tais que {
−L φi(t) = λi(t)φi(t) em Ωt,

φi(t) = 0 sobre ∂Ωt,

para todo t, i = 1, . . . ,m.

Além disso, temos a seguinte fórmula variacional

(λi + λj)
′δij = −2

∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

T (ν, ν)dµ,

onde V = d
dt

∣∣
t=0
ft.

A ideia da demonstração consiste em mudar o problema proposto a uma si-

tuação em que o domı́nio se mantém fixo e métrica varia, e então aplicar a fórmula

variacional obtida na Proposição 1

Como aplicação, temos os dois próximos resultados que responde às perguntas

que hav́ıamos feito.
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Teorema 2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e Ω um domı́nio

limitado. Se λ é um autovalor do problema{
−Lgφ = λφ em Ω

φ = 0 sobre ∂Ω,
(1.3)

com multiplicidade m > 1 então existe um difeomorfismo f em uma vizinhança Cr, 1 ≤
r <∞, da identidade idΩ tal que os autovalores λ(f) próximo a λ são todos simples.

É sabido que o conjunto Diffr(Ω) dos difeomorfismos Cr de Ω é um varie-

dade afim do espaço de Banach (Delfour e Zolesio, 2001). Então, como consequência do

Teorema 2, obtemos:

Corolário 2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e Ω um

domı́nio limitado. Então o conjunto dos difeomorfismos D ⊂ Diffr(Ω), que tornam sim-

ples os autovalores do problema 1.3, é residual.

O teorema abaixo é outra aplicação da fórmula variacional tipo Hadamard

obtida por deformações de domı́nio. Ele é uma generalização de um resultado provado

por Soufi e Ilias (2007) para o caso do laplaciano. A técnica utilizada para a demonstração

é a mesma desses autores com adequadas modificações.

Teorema 3. Denotemos por µk o k–ésimo autovalor de L . Seja k um natural inteiro tal

que µk > µk−1 (resp. µk < µk+1) e Ω um minimizante local (resp. maximizante local) para

µk, isto é, para qualquer deformação Ωt de Ω que preserva volume, a função t 7→ µk(t)

admite um mı́nimo local (resp. máximo local) em t = 0. Então µk é simples e para alguma

constante c temos ∣∣∣∣∂φ∂ν√T (ν, ν)

∣∣∣∣ = c.

Os dois próximos resultados ainda são aplicações da fórmula variacional tipo

Hadamard para variação da métrica que foram obtidas no estudo dos autovalores do fluxo

de Ricci.

Proposição 3. Se λ(t) denota a evolução de um autovalor de L ao longo do fluxo de

Ricci o em M , então

λ′ =λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

RT (∇u,∇u)dm

+ 4

∫
M

Ric(T∇u,∇u)dm +

∫
M

T ′(∇u,∇u)dm,

onde u denota a autofunção associada ao autovalor λ e R é a curvatura escalar.

Teorema 4. Suponhamos que (M3, g(t)) seja uma solução do fluxo de Ricci em uma

3–variedade riemanniana fechada homogênea (M, g) com curvatura de Ricci não negativa

inicialmente. Se T ′ ≥ −4RicT então o primeiro autovalor de L é não decrescente ao

longo do fluxo de Ricci.
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Na seção sobre fluxo de Ricci, exibimos um exemplo que mostra que a hipótese

T ′ ≥ −4Ric(T, ·) não pode ser removida do Teorema 4. Também exibimos uma classe

particular de tensores Tt que esteja dentro da hipótese considerada.

Quando a variedade não é homogênea, obtemos o seguinte resultado na mesma

direção:

Teorema 5. Sejam (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma 3–variedade fechada

M com curvatura de Ricci positiva inicialmente e L φ = divη(ψ∇φ), onde ψ é uma

função suave positiva. Então existe t0 ∈ [0, δ) tal que o autovalor λ(t) de L é crescente

em t ∈ [t0, δ).

E abaixo, exibimos um resultado obtido que mostra o comportamento do pri-

meiro autovalor quando t está próximo de δ.

Teorema 6. Sejam (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma 3–variedade fechada

M com curvatura de Ricci positiva inicialmente e λ(t) a evolução do autovalor do operador

divη(ψ∇u). Suponha que ψ ≥ c para alguma constante c > 0 e que ∇2ψ ≤ 0. Então

lim
t→δ

λ(t) =∞.

A última seção desta tese trata do problema com condições de bordo de Neu-

mann, saber:  −Ltφ = −λφ em M,
∂φ

∂νt
= 0 sobre ∂M,

(1.4)

onde νt é uma famı́lia a um parâmetro de vetores exteriores unitário ao bordo ∂M .

Cabe ressaltar que para este caso o teorema de existência das curvas de au-

tovalores e autofunções segue uma técnica diferente da aplicada no Lema 1. A principal

técnica utilizada foi o método de Liapunov-Schmidt usado por Henry (2005), continuado

por Marrocos e Pereira (2015) e, posteriormente, por Gomes e Marrocos (2015). Enquanto

que os outros resultados seguimos procedimentos análogos com as devidas adaptações.
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2 PRELIMINARES

2.1 Teoria da pertubação de operadores lineares

Nosso objetivo nessa seção será introduzir a Teoria da Pertubação de Ope-

radores Lineares em espaços de dimensão infinita a fim de esclarecer um teorema de

separabilidade de autovalores que será utilizado para provar o Lema 4.1. O que será apre-

sentado pode ser encontrado em Kato (1980), porém nos focamos no que será útil para

a compreensão do Teorema de Kato-Rellich exibido no final desta seção. No que segue,

X, Y, Z denotarão espaços de Banach.

2.1.1 Conceitos básicos de espaços de Banach

Um funcional sesquilinear é uma aplicação f : X → C satisfazendo

f(αu+ βv) = ᾱf(u) + β̄f(v).

O espaço conjugado X∗ é o espaço das formas sesquilineares.

Convém notarmos que quando tratamos de operadores lineares T : X → Y

não necessariamente limitados, o domı́nio de T será um subespaço D(T ) ⊂ X. Quando

Y = X diremos que T é um operador em X.

Se T e S são dois operadores de X em Y , escreveremos S ⊂ T para indicar

que T é uma extensão de S, isto é, D(S) ⊂ D(T ) e

Su = Tu ∀u ∈ D(S).

Quando T é injetivo, definimos o operador inverso T−1 : Y → X com domı́nio

D(T−1) = R(T ) e dado por T−1(Tu) = u.

O espaço dos operadores limitados com domı́nio X e valores em Y será deno-

tado por B(X, Y ). Por simplicidade, escreveremos B(X) = B(X,X).

Operadores fechados

Sejam T : X → Y um operador linear e {un} uma sequência em X. Diremos

que (un) T–converge para u ∈ X, e escrevemos un
T−→ u, se tivermos que un → u e Tun → v

para algum v ∈ Y . T é dito ser fechado se para toda sequência un que T–converge para

u tivermos u ∈ D(T ) e Tun → Tu, isto é, se (un, Tun) é uma sequência convergente no

gráfico G(T ) para (u, v) então necessariamente temos (u, v) ∈ G(T ). Em outras palavras,

T é fechado se, e somente se, G(T ) é fechado. O conjunto de todos os operadores fechados
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será denotado por C (X, Y ). Por simplicidade, escreveremos C (X,X) = C (X). Convém

observar que um operador T : X → Y é fechado se, e somente se, D(T ) é fechado. Em

particular C (X, Y ) ⊂ B(X, Y ).

Operador adjunto

Considere os operadores T : X → Y e S : Y ∗ → X∗. T e S são adjuntos se

satisfazem

〈g, Tu〉 = 〈Sg, u〉 ∀u ∈ D(T ), g ∈ D(S).

Em geral existem muitos operadores adjuntos a T , mas quando T é densamente

definido, isto é, D(T ) = X, existe um único operador maximal T ∗ que é adjunto a T , isto

é, se S é qualquer outro operador adjunto a T então tem-se S ⊂ T ∗.

T ∗ é o operador adjunto de T .

Projeções e decomposição

Sejam A ∈ B(X) e T : X → X um operador em X. Diremos que T comuta

com A se AT ⊂ TA.

Relembramos que dois subespaços M e N são complementares se X = M⊕N ,

isto é, X = M +N e uM + uN = 0 implica uM = uN = 0. Nesse caso, se u ∈ X podemos

escrever de maneira única

u = uM + uN , uM ∈M e uN ∈ N,

e dizemos que uM é a projeção de u sobre M ao longo de N . O operador linear P : X →M

dado por Pu = uM é a projeção de X sobre M ao longo de N e segue do Teorema do

Gráfico Fechado que P ∈ B(X). Além disso, P é idempotente, ou seja, P 2 = P , e

reciprocamente todo operador limitado e idempotente P é uma projeção de M = PX

ao longo de N = (I − P )X. Essa noção pode ser estendida da seguinte maneira. Uma

decomposição X =
⊕

Mj definirá uma famı́lia de projeções Pj : X →Mj dadas por

Pju = P (u1 + · · ·+ un) = uj.

Essa famı́lia satisfaz: ∑
Pj = I e PkPj = δjkPk. (2.1)

Reciprocamente, uma famı́lia de operadores limitados satisfazendo as condições

(2.1) são projeções que definem uma decomposição do tipo X =
⊕

Mj.

Suponha que T ∈ B(X) e seja M um subespaço invariante por T , isto é,

TM ⊂ M . Então podemos definir o operador TM : M → M dado por TMu = Tu.
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TM assim definido é chamada uma parte de T em M . Se tivermos uma decomposição

X =
⊕

Mj em que cada Mj é invariante por T , diremos que T é decomposto pelos

subespaços Mj ou que é soma direta de suas partes TMj
e escrevemos

T =
⊕

TMj
.

É fácil ver que T é decomposto por subespaços Mj se, e somente se, T comuta com as

respectivas projeções.

Quando T não é limitado, diremos que T pode ser decomposto com respeito a

X =
⊕

Mj se

PjD(T ) ⊂ D(T ) e TMj ⊂Mj (2.2)

onde Pj é a projeção de Mj. Essa definição ainda é equivalente a T comutar com os Pj’s

e as partes TMj
ainda podem ser definidas como no caso de operadores limitados, porém

com D(TMj
) = D(T ) ∩Mj. Note que se T é fechado então TMj

também será fechado.

Resolvente e espectro

Seja T um operador fechado em X. Então T − ξI também será fechado. Seu

conjunto resolvente ρ(T ) é formado pelos pontos ξ ∈ C tais que T − ξI é invert́ıvel e

R(ξ) = R(ξ, T ) = (T − ξI)−1 ∈ B(X).

Nesse caso, R(ξ) é o operador resolvente de T . O complementar de ρ(T ) é o espectro de

T , denotado por spec(T ).

O resultado abaixo nos dará um critério para que T comute com um operador

limitado.

Proposição 2.1. Suponhamos que ρ(T ) seja não vazio. Então para que T comute com

um operador A ∈ B(X) é necessário que

R(ξ)A = AR(ξ)

para cada ξ ∈ ρ(T ) e é suficiente que seja assegurado para todo ξ ∈ ρ(T ).

Proposição 2.2. ρ(T ) é aberto e R(ξ) é holomorfa em uma componente conexa de ρ(T ).

Teorema 2.1. Suponhamos que uma parte spec′ do espectro de T seja delimitada por uma

curva fechada, simples e retificável Γ e denote por spec′′ o restante de spec(T ). Então

podemos decompor T com respeito a alguma decomposição X = M ′ ⊕M ′′ tal que

spec(TM ′) = spec′ e spec(TM ′′) = spec′′,

isto é, os espectros de suas partes nessa decomposição coincidem com as partes separadas
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do espectro de T . Além disso, ainda temos que TM ′ ∈ B(X).

'

G’

G’’

Observação 2.1. A projeção que nos fornece a decomposição no teorema 2.1 é dada por

P = − 1

2πi

∫
Γ

R(ξ)dξ ∈ B(X). (2.3)

Como R(ξ) é holomorfa, P independe da curva fechada, simples e retificável

tomada, se ela conter em seu interior apenas um ponto do espectro. Além disso, P comuta

com R(ξ, T ), o que nos fornece a decomposição mencionada pela Proposição 2.1

O Teorema 2.1 pode ser estendido ao caso

spec(T ) = spec0 ∪ spec1 ∪ · · · ∪ specs

em que cada specj, j ≥ 1, é uma parte delimitada por uma curva fechada, simples e

retificável Γj que não intercepta com nenhuma outra e spec0 é a parte exterior às curvas

Γj’s. Teremos então

X = M0 ⊕M1 ⊕ · · · ⊕Ms

e

T = TM0 ⊕ TM1 ⊕ · · · ⊕ TMs .

Além disso,

spec(TMj
) = specj, j ≥ 0.

'

G

'

G

G0

1
2

1
2

Agora, suponhamos que λ seja um ponto isolado do espectro e consideremos

uma curva Γ fechada, simples e retificável em torno de λ de modo que não contenha

nenhum outro ponto de spec(T ) em seu interior. Assim, temos a decomposição

spec(T ) = spec′ ∪ spec′′

em que spec′ = {λ} e, portanto, o espectro de TM ′ possui um único elemento. Se M ′ tem

dimensão finita então λ será autovalor de TM ′ e, consequentemente, de T . Nesse caso,
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dimM ′ é chamada multiplicidade (algébrica) e P de autoprojeção de λ. Uma coleção

finita de autovalores isolados e com multiplicidade finita é dita ser um sistema finito de

autovalores

Proposição 2.3. Se T ∈ C (X) e R(ξ) é um operador compacto para algum ξ então será

compacto para todo ξ ∈ ρ(T ). Além disso, o espectro de T é constitúıdo inteiramente de

autovalores isolados e com multiplicidade finita. Nesse caso, dizemos que T é um operador

com resolvente compacto.

2.1.2 Famı́lia holomorfa tipo A

Uma famı́lia Tx : X → Y é holomorfa-limitada quando cada Tx ∈ B(X;Y ) e

Tx é holomorfa na norma de B(X).

Dizemos que Tx em C (X;Y ) é holomorfa se existe um terceiro espaço de

Banach Z e famı́lias holomorfas-limitada Ux ∈ B(Z,X) e Vx ∈ B(Z, Y ) tais que Ux é

injetiva com Ux(Z) ⊂ D(Tx) e Vx = TxUx.

D(Tx) Y

Z

Tx

Vx = TxUx
Ux

Consideremos Tx ∈ C (X) holomorfa em x próximo a x = 0. Seja spec(0) =

spec(T0) e suponhamos que seja separado em duas partes spec′(0) e spec′′(0) por uma curva

Γ fechada, simples e retificável como descrito na seção anterior. Então temos Γ ⊂ ρ(x)

para x suficientemente pequeno (Kato, 1980) e spec(Tx) é da mesma maneira separado

por Γ em duas partes spec′x e spec′′(x) com decomposição associada X = M ′(x)⊕M ′′(x).

A projeção sobre M ′(x) ao longo de M ′′(x) será dada por

Px = − 1

2πi

∫
Γ

R(ξ, x)dξ

e será holomorfa-limitada.

Dessa maneira, o problema de autovalores para Tx se reduz às suas partes em

M ′(x) e M ′(x), pois conseguimos encontrar seus autovalores e autofunções procurando

em suas partes. Porém, não é muito vantajoso o fato desses subespaços mudarem de

domı́nio. Por exemplo, se M ′(x) tiver dimensão finita, não podemos aplicar os resultados

conhecidos de pertubação de operadores em dimensão finita pois o domı́nio do operador

não será fixo quando o operador for perturbado. Entretanto, o método abaixo nos ajudará

com esse problema.

Como Px é holomorfa, existe uma famı́lia de transformações invert́ıveis Ux que,
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juntamente com sua inversa, são holomorfa-limitadas e ainda temos

Px = UxP0U
−1
x .

Como Tx comuta com Px, segue que o operador

Ť = U−1
x TxUx

comuta com P (0). Assim, M ′(0) e M ′′(0) decompõem Ťx para todo x. Mas o problema

de autovalores de Tx em M ′(x) é equivalente ao de Ťx em M ′(0), que possui domı́nio

fixo. Em particular, se spec′(0) consiste de um sistema finito de autovalores, então M ′(0)

terá dimensão finita e então poderemos aplicar os resultados conhecidos de pertubação

de operadores em dimensão finita ao operador ŤM ′(x). Em particular, temos o seguinte

resultado:

Proposição 2.4. Se Tx é holomorfa em x próximo a x = 0, qualquer sistema finito λh(x)

consiste de ramos de funções anaĺıticas que no máximo singularidades algébricas próximas

a x = 0.

Uma famı́lia de operadores fechados Tx é dita ser holomorfa tipo A se possui

domı́nio fixo D(Tx) = D e se para cada u ∈ D, x 7→ Txu é holomorfa em x.

Proposição 2.5. Se Tx ∈ C (X) é holomorfa tipo A e tem resolvente não vazio para

algum x. Então seu resolvente é compacto para todo x ou para nenhum x.

Famı́lia holomorfa auto-adjunta

Sejam H um espaço de Hilbert e D0 um domı́nio do plano complexo, simétrico

em relação ao eixo x. Uma famı́lia Tx ∈ C (H) holomorfa em D0 é auto-adjunta se

cada Tx está densamente definido e T ∗x = Tx̄. Se Tx possui espectro separado em duas

partes spec′(x) e spec′′(x) com decomposição associada H = M ′(x) ⊕ M ′′(x) para x

suficientemente próximo de x0, então as projeções Px sobre M ′(x) também formarão uma

famı́lia auto-adjunta. As transformações Ux descritas na seção anterior serão unitárias

para cada real x. Assim, Ť (x) poderá ser considerada como uma famı́lia holomorfa-

limitada auto-adjunta em um espaço de Hilbert fixo M ′(x0).

Suponhamos que λ seja um autovalor isolado de T0. Então λ pode ser divi-

dido em uma ou mais funções holomorfas λ(x), que junto com sua projeção, podem ser

continuado analiticamente ao longo do eixo real. O maior intervalo do eixo real de modo

que λ(x) ainda seja autovalor e Px autoprojeção é chamado intervalo maximal. Em geral

esse intervalo maximal difere um do outro. Entretanto, se adicionarmos que Tx é holo-

morfa tipo A então esse será justamente todo o intervalo real contido em D0, isto é, cada

autovalor λ de T0 pode ser continuado holomorficamente para todo real x em D0.
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Teorema 2.2 (Kato-Rellich). Seja Tx uma famı́lia de operadores tipo A definida em uma

vizinhança de um intervalo I0 do eixo real e com resolvente compacto. Então todos os

autovalores de Tx podem ser representados por funções que são holomorfas em I0. Mais

precisamente, existem sequências de escalares µi(x) e de funções φi(x) holomorfas em

I0 tais que, para cada x0 ∈ I0, µi(x) representa todos os autovalores de Tx incluindo os

repetidos e {φi(x)} um sistema ortonormal completo de autofunções associadas.

Demonstração. Sendo Tx holomorfa auto-adjunta tipo A, já sabemos pela Proposição

2.4 e pelo comentário acima que seus autovalores são representados por ramos de funções

holomorfas em todo intervalo maximal e, portanto, em I0. Resta, então, mostrar a

existência do sistema ortonormal. Mas T0 é um operador auto-adjunto, logo é normal

e como possui resolvente compacto segue que a famı́lia de projeções Ph associadas a seus

autovalores, que sabemos que são isolados e com multiplicidade finita, é completa. Fixe-

mos um autovalor λ = λ(0). Como M(0) é de dimensão finita, existe uma base {φj(0)}
de autofunções associadas e as funções de transformações Ux são unitárias. Assim sendo,

φj(x) = {Uxφj(0)} é uma famı́lia ortonormal de autofunções e holomorfa em x. Como a

famı́lia Ph é completa, a união de todas essas φj será completa, o que conclui a prova.

2.2 Geometria riemanniana

2.2.1 Tensores em variedades riemannianas

O uso adequado de propriedades de tensores em variedades riemannianas

fornece muitas técnicas na obtenção de resultados sobre as mesmas. De fato, destacamos

aqui as fórmulas tipo Hadarmard, que apresentam um formato tensorial a fim de obter

resultados de genericidade (Gomes, Marrocos e Mesquita, 2015; Gomes e Marrocos, 2015;

Soufi e Ilias, 2007).

Definição 2.1. Um (1, k)–tensor em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

T : X(M)×k −→ X(M)

multilinear sobre o anel C∞(M) das funções diferenciáveis em M . Por convenção um

campo X será considerado um (1, 0)–tensor.

Um (0, k)-tensor é definido de modo análogo, porém o contradomı́nio é C∞(M).

Formalmente,

T (Y1, . . . , fX + hY, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + hT (Y1, . . . , Y, . . . , Yr)

para todos X, Y ∈ X(M) e f, h ∈ C∞(M). As funções suaves sobre M são (0, 0)–tensor.

Destacaremos aqui uma identificação que usaremos ao longo do texto. Dado

um (0, 2)–tensor em uma variedade riemanniana (M, 〈·, ·〉), existe um único (1, 1)–tensor,
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o qual ainda indicaremos por T , tal que

T (X, Y ) = 〈TX, Y 〉 ∀X, Y ∈ X.

Em coordenadas, um (0, k)–tensor pode ser escrito como

T = T (∂i1 , · · · , ∂ik)dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik ,

Aqui, estamos usando a convenção de Einstein, em que ı́ndices repetidos cruzados indicam

que há uma soma impĺıcita.

Utilizaremos ainda a seguinte convenção:

Ti1···ik := T (∂i1 , · · · , ∂ik).

Em particular, se T é um (0, 2)–tensor, para campos X = X i∂i e Y j∂j teremos

T (X, Y ) = X iY jTij,

e seu traço é dado por

tr(T ) = gijTij

Se S e T são (0, 2)–tensores, a relação

〈T, S〉 = tr(TS∗)

define um produto interno sobre o espaço dos (0, 2)–tensores conhecido como produto de

Hilbert-Schmidt.

Em coordenadas, temos

〈T, S〉 =gij〈TS∗∂i, ∂j〉

=gijgkl〈T (〈S∗∂i, ∂k〉∂l), ∂j〉

=gijgkl〈T∂l, ∂j〉〈∂i, S∂k〉

=gijgklTljSki

=gijgklTikSjl,

onde a última igualdade foi obtida por uma reorganização dos ı́ndices usando a simetria

de g.

Em uma variedade diferenciável é posśıvel estender a noção de derivada cova-

riante ∇ de campos de vetores a tensores da seguinte maneira. Se T é um (1, k)–tensor

então ∇T será um (1, k + 1)–tensor dado por

∇T (X, Y1, . . . , Yk) := ∇X(T (Y1, . . . , Yk))− T (∇XY1, . . . , Yk)− . . .− T (Y1, . . . ,∇XYk).
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Para cada X ∈ X(M), definimos a derivada covariante ∇XT de T em relação a X como

um tensor de mesma ordem que T dado por

∇XT (Y1, . . . Yr) := ∇T (X, Y1, . . . , Yr).

De modo análogo definimos a derivada covariante de um (0, k)–tensor.

Em uma variedade diferenciável com conexão riemanniana ∇, o tensor curva-

tura de Riemann é o (1, 3)-tensor

R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M)

dado por

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

R também pode ser visto como um (0, 4)–tensor dado por:

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z),W 〉.

O tensor de Ricci é o traço do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric(X, Y ) = gijR(∂i, X, Y, ∂j) = Ric(Y,X).

Representamos as coordenadas do tensor de Ricci por Rij e assim,

Rjk = gilRijkl.

A curvatura escalar R de M é o traço do tensor de Ricci e, portanto, temos

R = gjkRjk.

2.2.2 Operadores diferenciais

A conexão riemanniana e a derivação de tensores nos permite estender certos

operadores diferenciais em Rn às variedades riemannianas, como veremos nesta seção.

Porém, este é o momento certo para introduzirmos dois isomorfismos bem conhecidos na

geometria. Não entraremos em detalhes aqui para não fugirmos do escopo da tese, mas o

fato é que para cada campo X existe uma única forma diferencial ĝ(X) = X[ que satisfaz:

X[(Y ) = 〈X, Y 〉.

Se fizermos X = X i∂i, teremos

X[ = gijX
idxj.
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Porém, comumente escrevemos

X[ = Xjdx
j,

onde Xj = gijX
i. Por isso dizemos que X[ é obtido de X baixando um ı́ndice e isso

justifica a notação pois o śımbolo [ indica na música uma nota mais baixa.

Cada forma diferencial ω também está associada um campo ω], chamado sus-

tenido de ω, que é o inverso o isomorfismo que gera o bemol, isto é,

ω(Y ) = 〈ω], Y 〉.

Escrevendo ω = ωjdx
j, teremos

ω] = ωi∂i = gijωi∂j.

Por isso dizemos que ω] é obtido de ω subindo um ı́ndice, o que também justifica a notação

pois o śımbolo ] é utilizado para indicar uma nota musical mais alta.

Agora, podemos definir alguns operadores diferenciais.

Definição 2.2. O gradiente de uma função suave f : Mn → R é o campo vetorial

diferenciável ∇f dado por

∇f = (df)]

isto é, satisfaz

〈∇f,X〉 = df(X) = Xf = ∇Xf

para todo X ∈ X(M).

Como df = fjdx
j, onde fj = ∂jf , pelo que vimos acima teremos

∇f = f i∂i = gijfi∂j.

Definição 2.3. A divergência de um campo X é uma função suave dada por

divX := tr(v 7→ ∇vX) = gij〈∇∂iX, ∂j〉

A definição de divergência também é estendida a tensores.

Definição 2.4. A divergência de um (1, k)–tensor é um (0, k)–tensor dado por

(divT )(X1, · · · , Xk) = tr(v 7→ (∇vT )(X1, · · · , Xk)).

Definição 2.5. O laplaciano de uma função suave f é dado por

∆f = div∇f = gij∇ifj.
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Definição 2.6. Seja f : M → R uma função diferenciável. Definimos o hessiano de f

como o (1, 1)-tensor, dado por

∇2f(X) = (∇2f)(X) = ∇X∇f, ∀X ∈ X(M). (2.4)

Ou como (0, 2)-tensor, dado por

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = ∇2
X,Y (f). (2.5)

O hessiano visto como (0, 2)–tensor é simétrico como é facilmente visto e ainda

temos

tr(∇2f) = gij∇2f(∂i, ∂j) = gij〈∇i∇f, ∂j〉 = div∇f = ∆f.

Convém observarmos ainda que ∇2f = ∇df.
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3 O OPERADOR L E VARIAÇÃO DE TENSORES

Nesta seção, daremos algumas definições e mostraremos algumas propriedades

que serão de importância ao longo de todo o trabalho a respeito da classe de operadores

adotada.

Consideremos uma variedade riemanniana compacta orientada (M, g) com

bordo ∂M envolvido com uma medida com peso da forma dm = e−ηdM . Seja dµ = e−ηdσ

a forma volume induzida sobre ∂M , onde η : M → R é uma função suave. Definimos o

operador (η, Tg)–laplaciano por

Lg(·) := div(Tg∇·)− Tg(∇η,∇·),

onde Tg é um (0, 2)-tensor simétrico definido positivo que depende suavemente da métrica

g. Observemos que para cada X ∈ X(M) o operador divηX = divX − 〈∇η,X〉 possui as

seguintes propriedades:

divη(S(fX)) = fdivη(SX) + 〈∇f, SX〉

e ∫
M

divη(SX)dm =

∫
∂M

〈SX, ν〉dµ,

para cada tensor simétrico S e f ∈ C∞(M). Então a fórmula de integração por partes é

dada por ∫
M

`divη(SX)dm = −
∫
M

〈SX,∇`〉dm +

∫
∂M

`〈SX, ν〉dµ,

para todo ` ∈ C∞(M).

Em particular,∫
M

`Lgfdm = −
∫
M

Tg(∇`,∇f)dm +

∫
∂M

`Tg(∇f, ν)dµ.

Consequentemente, Lg é auto-adjunto no espaço de Hilbert L2(M, dm) com domı́nio

H2(M, dm)∩H1
0 (M, dm). Além disso, Lg é operador fechado, o que nos direciona a usar

a Teoria de Pertubação descrita na Seção 2.1.

Seja t 7→ g(t) uma variação da métrica g tal que (M, g(t), dmt) é uma variedade

riemanniana compacta onde dmt é o elemento volume com peso de g(t) e consideramos

dµt como sendo elemento volume com peso de g(t) restrito a ∂M . Denotando por H

o (0, 2)-tensor dado por Hij = d
dt

∣∣
t=0
gij(t) e escrevendo h = gijHij, temos facilmente

d
dt

dmt = 1
2
hdm. Similarmente, h̃ indicará o traço do tensor H̃ induzido pela derivada de

g(t) restrita a ∂M e d
dt

dµt = 1
2
h̃dµ.

Antes proseguirmos, convém entendermos o significado para o produto entre
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dois (0, 2)–tensors S e T :

ST (X, Y ) = 〈STX, Y 〉 = S(TX, Y ).

Dessa maneira, definimos o seguinte tensor simétrico

HT := −(TH +HT ) + T ′. (3.1)

Escrevendo X = gijxi∂j e denotando Ẋ := gijx′i∂j, teremos

d

dt
T (X, Y ) = T (Ẋ, Y ) + T (X, Ẏ ) + HT (X, Y ). (3.2)

Para provarmos isso, primeiro observamos que

T (X, Y ) = gij(t)gkl(t)xi(t)yk(t)(Tt)jl e
d

dt
gij(t) = −gir(t)gjs(t)Hrs(t).

Dáı

d

dt
T (X, Y ) = gijgklx′i(t)yk(t)(Tt)jl + gijgklxi(t)y

′
k(t)(Tt)jl

− girgjsgklHrsxiyk(Tt)jl − gijgkrglsHrsxiyk(Tt)jl

+ gijgklxiyk(Tt)
′
jl

o que conclui a prova da nossa afirmação.

Em particular, se f, ` ∈ C∞(M) então

d

dt
Tt(∇f,∇`) = HT (∇f,∇`) (3.3)

e
d

dt
〈∇f,∇`〉 = −H(∇f,∇`).

Se νt = ∇tf
|∇tf | então

d

dt
Tt(νt,∇t`(t)) =

1

2
H(ν, ν)T (ν,∇`) + T (ν,∇`′) + HT (ν,∇`). (3.4)

De fato é suficiente notar que νi = 1
|∇f |〈∇f, ∂i〉, o que implica em

ν ′i =
1

2

1

|∇f |
H(ν, ν)∂if,

de modo que,

T (ν̇,∇`) =
1

2
H(ν, ν)T (ν,∇`). (3.5)
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Substituindo (3.5) em (3.2) obtemos imediatamente a equação (3.4).
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4 CONDIÇÃO DE BORDO DE DIRICHLET

4.1 Fórmulas variacionais tipo Hadamard

Nesta seção, assumiremos que todas as variedades serão orientadas e as que

são compactas serão admitidas com bordo. Como de costume, M denotará uma vari-

edade riemanniana com métrica g e g(t) uma variação suave de g, de onde obtemos a

correspondente variação Lg(t) do operador Lg em L2(M, dm). Como Lg é formalmente

auto-adjunto, provido de todas as funções sobre L2(M, dm) que se anulam em ∂M , pelo

Teorema (C) em Kriegl e Michor (2003) temos que os autovalores de Lg(t) podem ser

parametrizado duas vezes em t.

Para simplificar a notação, escrevemos Lt = Lg(t) e Tt = Tg(t) para uma

variação suave do (0, 2)-tensor simétrico T .

O lema abaixo garante a existência de famı́lias suaves em t de autofunções

ortonormais e autovalores de L satisfazendo a condição de bordo de Dirichlet. Este lema

é uma extensão dos resultados de Berger (1973) e Gomes, Marrocos e Mesquita (2015).

Lema 4.1. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Considere em M uma

famı́lia de estruturas riemanniana g(t), real anaĺıtica em t, com g(0) = g, e Tt uma

variação anaĺıtica do tensor T . Se λ é um autovalor de multiplicidade m > 1 para o

(η, T )–laplaciano Lg, então existem ε > 0, escalares λi(t) (i = 1, . . . ,m) e funções φi(t)

variando analiticamente em t, tais que para todo |t| < ε tem-se que λi(0) = λ, {φi(t)} é

ortonormal em L2(M, dmt) e{
Ltφi(t) = λi(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 sobre ∂M.

Demonstração. Primeiro, consideramos as respectivas extensões g(z) e Tz de g(t) e Tt

a um domı́nio D0 do plano complexo C, simétrico em relação ao eixo x (por exemplo, faça

Ta+ib = Ta + iTb). Assim, consideremos o operador

Lg(z) : C∞(M ;C)→ C∞(M ;C),

dado por

La+ib = La + iLb.

Agora observamos que o domı́nio D = H2(M) ∩H1
0 (M) do operador Lz é independente

de z e, como M é compacta, quaisquer duas métricas são equivalentes. Além disso, a

aplicação z 7→ Lzφ é holomorfa em z ∈ D0 e para cada φ ∈ D. Assim, Lz é uma famı́lia

holomorfa tipo (A). Gostaŕıamos de aplicar o Teorema de Kato-Rellich à famı́lia Lz,
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porém estes operadores não são auto-adjuntos com respeito a um produto fixado. Para

contornarmos esse problema, considerarmos a isometria P : L2(M, dm) → L2(M, dmt)

dada por

P (u) =
4
√
det(gij)

4
√
det(gij(t))

u.

Então o operador L̃t := P−1 ◦Lt ◦ P terá os mesmos autovalores que Lt e, além disso, é

auto-adjunto pois∫
M

vL̃tudm
(isom.)

=

∫
M

P (v)LtP (u)dmt =

∫
M

P (u)LtP (v)dmt

(isom.)
=

∫
M

P−1P (u)P−1LtP (v)dm =

∫
M

uL̃tvdm.

Dessa forma, podemos aplicar o Teorema de Kato-Rellich e obter os autovalores e auto-

funções com as propriedades requeridas.

Consideremos uma função suave η : I × M → R. Para cada φ ∈ C∞(M),

definamos

L̄tφ := div(Tt∇φ)− Tt(∇η(t),∇φ). (4.1)

Essa forma do operador L com η variando será útil para lidarmos como va-

riação de domı́nio mais adiante. Por enquanto, necessitamos do seguinte lema.

Lema 4.2. Para todo f ∈ C∞c (M),

L̄ ′f =
1

2
T (∇h,∇f) + divη(HT∇f)− T (∇η̇,∇f) (4.2)

onde L̄ ′ := d
dt

∣∣
t=0

L̄t e η̇ = d
dt

∣∣
t=0
η(t).

Demonstração. Primeiramente, suponha que η não dependa de t e observamos que

nesse caso temos L̄ = Lt. Tomando ` ∈ C∞c (M), integrando por partes temos∫
M

`Ltfdmt = −
∫
M

Tt(∇`,∇f)dmt.

Então, da equação (3.3), temos t = 0∫
M

`L ′fdm =

∫
M

(
− 1

2
`hL f −HT (∇f,∇`)− 1

2
hT (∇`,∇f)

)
dm. (4.3)

Observemos que

divη(HT (`∇f)) = `divη(HT∇f) + HT (∇f,∇`) (4.4)

e

divη(`hT∇f) = `hL f + `T (∇h,∇f) + hT (∇`,∇f). (4.5)
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Substituindo (4.4) e (4.5) em (4.3), obtemos∫
M

`L ′fdm =

∫
M

`

(
1

2
T (∇h,∇f) + divη(HT∇f)

)
dm,

o que prova o que queŕıamos.

Para o caso geral, é suficiente notar que

L̄ ′f = L ′f − T (∇η̇,∇f)

para concluir a prova do lema.

Por uma famı́lia suave Tg entendemos como sendo uma aplicação suave T :

Mr → S2(M) que associa a cada g ∈ Mr um tensor simétrico T (g) = Tg. Dessa forma

faz sentido falar da diferencial dTg da famı́lia Tg.

Agora podemos obter nossa primeira fórmula variacional tipo Hadamard, que

generaliza a fórmula de Berger (1973) e Gomes, Marrocos e Mesquita (2015).

Proposição 4.1. Sejam (M, g0) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma variação

suave de g0 e Tg uma famı́lia suave de tensores simétricos definido positivo. Ademais,

sejam {φi(t)} ⊂ C∞(M) e λi(t) famı́lias de funções de números reais, respectivamente,

suaves em t e tais que λi(0) = λ para cada i = 1, . . . ,m e para todo t tem-se{
−L̄tφi(t) = λi(t)φi(t) em M,

φi(t) = 0 sobre ∂M,

em que 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δij. Então obtemos a seguinte fórmula variacional

(λi + λj)
′
∣∣∣
t=0
δij =

∫
M

〈1

2
Lg0(φiφj)g0 − 2(Tg0∇φi)[ ⊗ dφj − 2dφi ⊗ (Tg0∇φj)[, H

〉
dm

+

∫
M

[2〈dT ∗g0Sym(dφi ⊗ dφj), H〉+ Tg0(∇η̇,∇(φiφj))]dm,

(4.6)

onde dT ∗g0 indica adjunta de dTg0, Sym o operador simetrizador e φi = φi(0).

Demonstração. Derivando a identidade

−L̄tφi(t) = λi(t)φi(t),

teremos

−L̄ ′
tφi(t)− L̄tφ

′
i(t) = λ′i(t)φi(t) + λi(t)φ

′
i(t).
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Dáı, em t = 0, temos

−φjL ′
g0
φi − φjLg0φ

′
i = λ′iφjφi − φ′iLg0φj − φjTg0(∇η̇,∇φi).

Usando integração por partes e o fato que φi = 0 em ∂M , obtemos

λ′iδij = −
∫
M

φjL
′
g0
φidm +

∫
M

Tg0(∇η̇, φj∇φi)dm.

Assim, deduzimos de (4.2) que

(λi + λj)
′δij =−

∫
M

φjL
′
g0
φidm−

∫
M

φiL
′
g0
φjdm +

∫
M

Tg0(∇η̇,∇(φjφi))dm

=−
∫
M

1

2
Tg0(∇h,∇(φiφj)) + φjdivη(HTg0

∇φi) + φidivη(HTg0
∇φj)dm.

+

∫
M

Tg0(∇η̇,∇(φjφi))dm

Novamente, integração por partes implica que

(λi + λj)
′δij =

∫
M

(
h

2
Lg0(φiφj) + 2HTg0

(∇φi,∇φj) + Tg0(∇η̇,∇(φjφi))

)
dm. (4.7)

Finalmente, para concluir a prova, é suficiente notar que

HTg(∇φi,∇φj) =−H(Tg∇φi,∇φj)−H(∇φi, Tg∇φj) + 〈T ′g, dφi ⊗ dφj〉

=〈−(Tg∇φi)[ ⊗∇φj −∇φi ⊗ (Tg∇φj)[, H〉

+ 〈dTg(H), Sym(dφi ⊗ dφj)〉

=〈−(Tg∇φi)[ ⊗∇φj −∇φi ⊗ (Tg∇φj)[ + (dTg)
∗Sym(dφi ⊗ dφj), H〉

Observação 4.1. A expressão (4.6) além de calcular a derivada da curva t 7→ λi(t) em

t = 0 também será útil no desenvolver desse trabalho em uma situação independentemente

desse fato. Além disso, cabe ressaltar que as equações (4.6) e (4.7) são equivalentes e

possuem utilidades distintas, conforme veremos mais adiante.

Observação 4.2. Podemos obter uma expressão para a derivada da evolução de um

autovalor λ(t). Admitindo que η seja constante, que φi(t) e φj(t) sejam autofunções

ortonormais associadas a λt e seguindo os mesmos passos da demonstração da Proposição

4.1, teremos

λ′δij =

∫
M

(
h

4
Lg(φiφj) +

1

2
HTg(∇φi,∇φj)

)
dm, (4.8)

onde t foi ocultado por simplicidade.

Agora lidaremos com o caso de deformação de domı́nio. Para isto, seja Ω ⊂M
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um domı́nio limitado com bordo suave, g uma métrica fixa em M e T um (0, 2)-tensor

simétrico. Consideremos a deformação Ωt por uma famı́lia de difeomorfismos ft : Ω→ Ωt

e variação suaves de g e T dadas por

g(t) = f ∗t g e Tt = f ∗t T.

Escrevendo V = d
dt

∣∣
t=0
ft, temos

H =
d

dt

∣∣
t=0
f ∗t g = LV g e T ′ =

d

dt

∣∣
t=0
f ∗t T = LV T.

Com essas convenções, temos:

Lema 4.3. Para X, Y ∈ X(M), temos

HT (X, Y ) = −〈∇TXV, Y 〉 − 〈X,∇TY V 〉+ 〈∇V TX, Y 〉 − T (∇VX, Y ). (4.9)

Demonstração.

T ′(X, Y ) = (LV T )(X, Y )

= V 〈TX, Y 〉 − T (∇VX −∇XV, Y )− T (X,∇V Y −∇Y V )

= T (X,∇Y V ) + T (∇XV, Y ) + 〈∇V (TX), Y 〉 − T (∇VX, Y )

= T (X,∇Y V ) + T (∇XV, Y ) + 〈(∇V T )(X), Y 〉.

Em particular, para T = g, temos

H(X, Y ) = 〈∇XV, Y 〉+ 〈X,∇Y V 〉.

Segue que

HT (X, Y ) = H(TX, Y ) = 〈∇TXV, Y 〉+ 〈TX,∇Y V 〉

e

TH(X, Y ) = H(X,TY ) = 〈∇XV, TY 〉+ 〈X,∇TY V 〉.

Finalmente, basta usar (3.1) para obter a expressão (4.9).

O próximo resultado nos dá uma formula variacional tipo Hadamard para os

autovalores de L por de deformações de Ω.

Proposição 4.2. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, Ω ⊂ M um domı́nio limi-

tado, ft : Ω→ (M, g) uma famı́lia anaĺıtica de difeomorfismos (Ωt = ft(Ω)) com f0 = IdΩ

e λ um autovalor de multiplicidade m > 1. Então existe uma famı́lia de m funções

{φi(t)} ∈ C∞(Ωt) com 〈φi(t), φj(t)〉L2(Ωt,dm) = δij e números reais λi(t), suaves em t, com
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λi(0) = λ tais que {
−Lgφi(t) = λi(t)φi(t) em Ωt,

φi(t) = 0 sobre ∂Ωt,
(4.10)

para todo t, i = 1, . . . ,m.

Além disso, temos a seguinte fórmula variacional

(λi + λj)
′δij = −2

∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

T (ν, ν)dµ, (4.11)

onde V = d
dt

∣∣
t=0
ft.

Demonstração. Consideremos a famı́lia de métricas g(t) = f ∗t g e (0, 2)-tensores simé-

tricos Tt = f ∗t T em Ω. Não é dif́ıcil ver que o Lema 4.1 também pode ser aplicado ao

operador L̄t com η(t) = η ◦ ft. Desse modo, existe uma famı́lia {φ̄i(t)} ⊂ C∞(Ω) de

funções anaĺıticas em t satisfazendo 〈φ̄i(t), φ̄j(t)〉L2(Ω,dmt) = δij e{
−L̄tφ̄i(t) = λi(t)φ̄i(t) Ω,

φ̄i(t) = 0 ∂Ω.
(4.12)

Afirmamos que λi(t) e φi(t) := φ̄i(t)◦f−1
t satisfazem (4.10). De fato, é evidente

que φi(t) = 0 em ∂Ωt. Para provarmos que

−Lgφi(t) = λi(t)φi(t),

primeiro devemos notar que

g(df(TtX), dfei) = gt(TtX, ei) = Tt(X, ei) = T (dfX, dfei) = g(TdfX, dfei),

para X ∈ X(M), de onde obtemos df(TtX) = TdfX e como consequência, teremos

g(dfTt∇tφ̄, dfei) = gt(∇t(φ ◦ f), Ttei)

= (Ttei)(φ ◦ f) = df(Ttei)φ

= g(∇φ, dfTtei)

= g(T∇φ, dfei).

Consequentemente,

dfTt∇tφ̄ = T∇φ,

o que implica em

divgT∇φ = divgdfTt∇tφ̄ = divgtTt∇tφ̄.
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E então para cada q = f(p) ∈ Ωt teremos

(
Lg(φi(t))

)
q

=
[
divg

(
T∇φi(t)

)
− T

(
∇η,∇φi(t)

)]
f(p)

=
[
divgt

(
Tt∇tφ̄i(t)

)
− Tt

(
∇tη(t),∇tφ̄i(t)

)]
p

=
[
L̄tφ̄i(t)

]
p

= −λi(t)
(
φ̄i(t)

)
p

= −λi(t)
(
φi(t) ◦ f

)
p

= −λi(t)(φi(t))q,

o que conclui a prova da afirmação.

Nos resta mostrar que a identidade (4.11) é válida. Mas, como φ̄i(0) = φi(0)

e L̄0 = L , pela equação (4.7) temos que:

sijδij =

∫
Ω

(
h

2
L (φiφj)dm + 2HT (∇φi,∇φj) + T (∇η̇,∇(φiφj))

)
dm,

onde sij = (λi + λj)
′.

Como h = 〈H, g〉 = 2divV temos pelo Lema 4.3

sijδij =

∫
Ω

(
L (φiφj)divV − 2〈∇T∇φiV,∇φj〉 − 2〈∇T∇φjV,∇φi〉

)
dm

+ 2

∫
Ω

〈(∇V T )(∇φi),∇φj〉dm +

∫
Ω

T (∇η̇,∇(φiφj))dm.

Mas,

〈∇T∇φiV,∇φj〉 = divη(〈V,∇φj〉T∇φi) + λ〈V,∇φj〉φi −∇2φj(V,∇Tφi)

e como λ = λi(0) = λj(0), fazendo
sij
2
δij = aij, teremos

aij =− λ
∫

Ω

(
φiφjdivV + 〈V,∇(φiφj)〉

)
dm−

∫
∂Ω

〈V,∇φj〉T (∇φi, ν)dµ

−
∫
∂Ω

〈V,∇φi〉T (∇φj, ν)dµ+

∫
Ω

T (∇φi,∇φj)divV dm

+

∫
Ω

∇2φj(V, T∇φi)dm +

∫
Ω

∇2φi(V, T∇φj)dm

+

∫
Ω

〈(∇V T )(∇φi),∇φj〉dm +
1

2

∫
Ω

T (∇η̇,∇(φiφj))dm.
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Como φi = 0 sobre ∂Ω, temos ∇φi = 〈∇φi, ν〉ν = ∂φi
∂ν
ν em ∂Ω. Além disso,

divη(T (∇φi,∇φj)V ) + T (∇φi,∇φj)〈∇η, V 〉

= div(〈∇Tφi,∇φj〉V )

= T (∇φi,∇φj)divV + 〈∇(T (∇φi,∇φj)), V 〉

= T (∇φi,∇φj)divV +∇2φj(V, T∇φi)

= +〈∇V T∇φi,∇φj〉.

De

(∇V T )(∇φi) = ∇V (T∇φi)− T (∇V∇φi)

vem que

〈(∇V T )(∇φi),∇φj〉 = 〈∇V (T∇φi),∇φj〉 − ∇2φi(V, T∇φj).

Assim,

aij =− λ
∫

Ω

div(φiφjV )dm− 2

∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

T (ν, ν)dµ

+

∫
Ω

divη(T (∇φi,∇φj)V ) + T (∇φi,∇φj)〈∇η, V 〉+
1

2
T (∇η̇,∇(φiφj))dm.

Segue que

aij =−
∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

T (ν, ν)dµ− λ
∫

Ω

div(φiφjV )dm

+

∫
Ω

T (∇φi,∇φj)〈∇η, V 〉dm +
1

2

∫
Ω

T (∇η̇,∇(φiφj))dm.

Por outro lado,

0 =

∫
Ω

divη(φiφjV )dm =

∫
Ω

div(φiφjV )dm−
∫

Ω

φiφj〈∇η, V 〉dm.

Portanto,

aij =−
∫
∂Ω

〈V, ν〉∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

T (ν, ν)dµ

+

∫
Ω

(
T (∇φi,∇φj)− λφiφj

)
〈∇η, V 〉dm +

1

2

∫
Ω

T (∇η̇,∇(φiφj))dm.

(4.13)

Como η(t, p) = η ◦ f(t, p), temos que

η̇ =
d

dt

∣∣∣
t=0

(η ◦ f)(t, p) = dη
∣∣∣
p
(V ) = 〈∇η, V 〉.



37

Finalmente, para completar a prova do teorema, basta notar que

1

2

∫
Ω

T (∇η̇,∇(φiφj))dm =− 1

2

∫
Ω

η̇L (φiφj)dm +
1

2

∫
∂Ω

η̇T (ν,∇(φiφj))dµ

=

∫
Ω

〈∇η, V 〉
(
λφiφj − T (∇φi,∇φj)

)
dm.

4.2 Propriedades genéricas de autovalores

Direcionamos nossa atenção a aplicações das fórmulas tipo Hadarmard obtidas

na seção anterior.

Seja Tg, g ∈ Mr, uma famı́lia de (0, 2)–tensores simétricos definido positivo.

Dizemos que uma famı́lia de operadores Lgφ = divηTg∇φ satisfaz a propriedade P se,

para todo g ∈Mr, Tg é suave e Gg = (n− 4)Tg + 2dTg(g) é positivo.

Por exemplo, se n > 2 e ψ é uma função suave positiva então Tg = ψg satisfaz

a propriedade P .

O teorema abaixo permite provar que, para uma classe de tensores T que

satisfaz a propriedade P , os autovalores de L são genericamente simples.

Teorema 4.1. Considere a famı́lia de operadores Lgφ = divη(Tg∇φ) que satisfaz a pro-

priedade P. Sejam (M, g0) uma variedade compacta com bordo e λ um autovalor do

problema {
−Lg0φ = λφ em M

φ = 0 sobre ∂M.
(4.14)

com multiplicidade m > 1. Então dada qualquer vizinhança U ⊂Mr de g0, existe g1 ∈ U
tal que os autovalores de Lg1 próximos a λ são todos simples.

Demonstração. Seja U ⊂ Mr uma vizinhança de g0 e suponha que a multiplicidade

de λ seja preservada ao longo de qualquer curva em U partindo de g0. A idéia é mostrar

que isso é uma contradição e temos então provado o teorema pois a multiplicidade de λ

é finita e então basta aplicar o argumento em no máximo m subconjuntos encaixados de

U .

Consideremos g(t) = g0 +tH, onde H é (0, 2)-tensor simétrico sobre (Mn, g(t))

e t é suficientemente pequeno de modo que g(t) ∈ U . Pelo Lema 4.1 existem uma curva

de autovalores λ(t) e funções ortonormais associadas {φi(t)}mi=1 anaĺıticas em t tais que

λ(0) = λ e {
−Ltφi(t) = λ(t)φi(t) em M

φi(t) = 0 sobre ∂M,
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onde Lt = Lg(t). Pela Proposição 4.1, temos

λ′δij =

∫
M

〈1
4
L (φiφj)g0 − Sym((T∇φi)[ ⊗∇φj), H〉dm

+

∫
M

〈−Sym(∇φi ⊗ (T∇φj)[) + dF∗g0Sym(dφi ⊗ dφj), H〉dm.

Se i 6= j, temos

0 =
1

4
L (φiφj)g0 − Sym((T∇φi)[ ⊗∇φj)− Sym(∇φi ⊗ (T∇φj)[)

+ dF∗g0Sym(dφi ⊗ dφj). (4.15)

Além disso, tomando o traço na equação (4.15), teremos

0 = nL (φiφj)− 8T (∇φi,∇φj) + 4dFg0(g0)(∇φi,∇φj)

= −λnφiφj + ((n− 4)T + 2dFg0(g0))(∇φi,∇φj). (4.16)

e dáı

λnφiφj = G(∇φi,∇φj).

Motivado por uma ideia similar de Uhlenbeck (1976), fixamos p ∈ M e consideremos

a curva integral α em M tal que α(0) = p e α′(s) = G∇φi(α(s)). Definindo β(s) :=

φj(α(s)), calculamos

β′(s) =〈∇φj(α(s)), α′(s)〉 = G(∇φj,∇φi)(α(s)) = λnφi(α(s))φj(α(s))

=λnφi(α(s))β(s).

Isto nos dá β(s) = cenλ
∫ s
0 φi(α(t))dt, onde c > 0. Assim, como φ(α(s)) é crescente em s, pois

G é positiva, temos β(s)↗∞, o que é uma contradição, pois M é compacta.

Observação 4.3. Se n = 2 então G = 0 e consequentemente não podemos aplicar o

Teorema 4.1 para este caso. Mas ele ainda continua sendo válido. Para vermos isso,

iniciamos como na prova do Teorema 4.1. Da equação (4.16) segue que φiφj = 0 e então

do Prinćıpio da Continuação Única (Homander, 1969) temos que pelo menos uma das

autofunções se anula, o que é uma contradição.

Corolário 4.1. Considere a famı́lia de operadores Lgφ = divη(Tg∇φ) que satisfaz a

propriedade P. Se M é uma variedade compacta, então o conjunto das métricas Cr que

tornam simples os autovalores do Problema 4.14 é residual.

Demonstração. Seja Γm um conjunto de métricas em Mr tal que os primeiros m au-

tovalores L são simples. É conhecido que esses autovalores dependem continuamente da

métrica (veja Bando e Urakawa, 1983), e então para cada m o conjunto Γm é aberto em
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Mr. Por outro lado, segue do Teorema 4.1 que o conjunto Γm é denso em Mr. Dessa

forma, o conjunto Γ = ∩∞m=1Γm é residual, o que prova o corolário.

Teorema 4.2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e Ω um

domı́nio limitado. Se λ é um autovalor do problema{
−Lgφ = λφ em Ω

φ = 0 sobre ∂Ω,
(4.17)

com multiplicidade m > 1 então existe um difeomorfismo f em uma vizinhança Cr,

1 ≤ r <∞, da identidade idΩ tal que os autovalores λ(f) próximo a λ são todos simples.

Demonstração. Suponhamos que para toda pertubação por um difeomorfismo de Ω, a

multiplicidade de λ não possa ser reduzida. Então, segue de (4.11) que ∂φi
∂ν

∂φj
∂ν

= 0 em

∂Ω. Desta forma, temos ∂φi
∂ν

= 0 ou
∂φj
∂ν

= 0 em algum subconjunto aberto U de ∂Ω.

Se ∂φi
∂ν

= 0 em U , como φi = 0 em ∂Ω, segue que do Prinćıpio da Continuação Única

(Homander, 1969) que φi = 0 em Ω, o que é uma contradição.

Corolário 4.2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e Ω um

domı́nio limitado. Então o conjunto dos difeomorfismos D ⊂ Diffr(Ω), que tornam sim-

ples os autovalores do problema 4.17, é residual.

4.3 Aplicações a domı́nios extremantes para o k–ésimo autovalor

Antes de procedermos com os resultados desta seção, faremos algumas observações. Pri-

meiro, denote por µk(t) o k–ésimo autovalor de Lt, isto é, temos

0 = µ0(t) < µ1(t) ≤ µ2(t) ≤ · · · ≤ µk(t) ≤ · · · .

Assim como Soufi-Ilias, denotaremos por Ek os autoespaços associados ao k–ésimo auto-

valor de L e por A0(∂Ω) o conjunto das funções regulares sobre ∂Ω tal que
∫
∂Ω
vdµ = 0.

Se Ωt = ft(Ω) é uma deformação anaĺıtica de Ω que preserva volume então

não é dif́ıcil mostrar que v :=
〈
d
dt

∣∣
t=0
ft, ν

〉
∈ A0(∂Ω). Soufi e Ilias provaram que dado

v ∈ A0(∂Ω), existem uma deformação anaĺıtica Ωt = ft(Ω) que preserva volume tal que

v :=
〈
d
dt

∣∣∣
t=0
ft, ν

〉
∈ A0(∂Ω) (ver Soufi e Ilias, 2007). Isto é fortemente usado na prova do

teorema abaixo, cuja versão L = ∆ foi provada por eles.

Teorema 4.3. Denotemos por µk o k–ésimo autovalor de L . Seja k um natural inteiro

tal que µk > µk−1 (resp. µk < µk+1) e Ω um minimizante local (resp. maximizante local)

para µk. Então µk é simples e para alguma constante c temos∣∣∣∣∂φ∂ν√T (ν, ν)

∣∣∣∣ = c.
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Demonstração. Suponhamos que µk > µk−1 e sejam v ∈ A0(∂Ω) e Ωt = ft(Ω) um

deformação anaĺıtica de Ω que preserva volume tal que v =
〈
d
dt

∣∣∣
t=0
ft, ν

〉
. Sejam ainda

{λi(t)} e {φi(t)} famı́lias anaĺıticas de autovalores e autofunções associadas a λ = µk

como no Lema 4.1. Como λi(0) = µk > µk−1, temos por continuidade

λi(t) > µk−1(t)

para t suficientemente pequeno, a saber, t ∈ I.

Logo,

λi(t) ≥ µk(t) ∀ t ∈ I. (4.18)

Por hipótese, a função t 7→ µk(t) admite um mı́nimo local em t = 0. Assim, por (4.18)

e como λi(0) = µk(0), segue que λi(t) também é um mı́nimo local em t = 0 e portanto
d
dt
λi(t)

∣∣
t=0

= 0.

Pela Proposição 4.2, conclúımos∫
∂Ω

v

(
∂φ

∂ν

)2

T (ν, ν)dµ = 0 ∀φ ∈ Ek

e isto ainda é válido para qualquer v ∈ A0(∂Ω), o que implica que ∂φ
∂ν

√
T (ν, ν) é localmente

constante em ∂Ω para qualquer φ ∈ Ek. Agora, suponhamos que λ não é simples. Assim,

se φ1 e φ2 são dois autofunções em Ek, podemos encontrar uma combinação linear αφ1 +

βφ2 =: φ tal que ∂φ
∂ν

se anula em pelo menos uma componente conexa Ω. Para ver isso, é

suficiente escolher α e β tal que

α
∂φ1

∂ν

√
T (ν, ν) = −β∂φ2

∂ν

√
T (ν, ν).

Aplicamos agora o Teorema da Unicidade de Holmgren para deduzir que φ é identicamente

nulo e λ será simples.

Para completar a prova, devemos mostrar que, para todo φ ∈ Ek,(
∂φ

∂ν

)2

T (ν, ν)

assume o mesmo valor constante em toda componente de ∂Ω. De fato, sejam Σ1 e Σ2

duas componentes conexas distintas de ∂Ω e seja v ∈ A0(∂Ω) uma função dada por

v = vol(Σ2) em Σ1, v = −vol(Σ1) em Σ2 e v = 0 em outras componentes. Então a

condição
∫
∂Ω
v
(
∂φ
∂ν

)2
T (ν, ν)dµ = 0 implica que

(
∂φ

∂ν

)2

T (ν, ν)
∣∣∣
Σ1

=

(
∂φ

∂ν

)2

T (ν, ν)
∣∣∣
Σ2

,

o que completa nossa prova.
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O argumento acima funciona no caso µk < µk+1.

4.4 Aplicações ao fluxo de Ricci

Seja Mn uma variedade fecahda. Hamilton Hamilton (1982) mostrou que o

fluxo de Ricci
d

dt
g(t) = −2Ricg(t)

sobre M tem uma única solução g(t) sobre um intervalo maximal 0 ≤ t ≤ δ. Notemos que

pelo Teorema (C) em Krigl e Michor (2003) so autovalores de Lg(t) podem ser parame-

trizados duas vezes diferenciável em t. Nesta seção, estudaremos as propriedades desses

autovalores ao longo do fluxo de Ricci. Primeiro, deduzimos uma fórmula de evolução

geral para os autovalores de L .

Proposição 4.3. Se λ(t) denota a evolução de um autovalor de L ao longo do fluxo de

Ricci o em M , então

λ′ =λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

RT (∇u,∇u)dm

+ 4

∫
M

Ric(T∇u,∇u)dm +

∫
M

T ′(∇u,∇u)dm, (4.19)

onde u denota a autofunção associada ao autovalor λ e R é a curvatura escalar.

Demonstração. Temos

TH(∇u,∇u) = HT (∇u,∇u) = −2Ric(T∇u,∇u),

de onde obtemos

HT (∇u,∇u) = 4Ric(T∇u,∇u) + T ′(∇u,∇u).

Assim, por (4.8) e como h = −2R, temos

λ′(t) =

∫
M

h

4
L u2 + HT (∇u,∇u)dm

=

∫
M

(λu2 − T (∇u,∇u))Rdm +

∫
M

4Ric(T∇u,∇u) + T ′(∇u,∇u)dm,

de onde segue (4.19).

Em variedades de dimensão 3, se Ric ≥ 0 em t = 0 então isso é válido para

todo t ao longo do fluxo (Hamilton, 1982). Usaremos esse fato sem menção novamente.

Teorema 4.4. Suponhamos que (M3, g(t)) seja uma solução do fluxo de Ricci em uma

3–variedade riemanniana fechada homogênea (M, g) com curvatura de Ricci não negativa
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inicialmente. Se T ′ ≥ −4RicT então o primeiro autovalor de L é não decrescente ao

longo do fluxo de Ricci.

Demonstração. Como a M é homogênea, por 4.19 teremos

λ′ = 4

∫
M

Ric(T∇u,∇u)dm +

∫
M

T ′(∇u,∇u)dm.

E então a prova é imediata.

Examplo 4.1. Seja T0 tensor simétrico definido positivo e consideremos Tt = ψg(t)+T0,

onde ψ > 0 é a suave função. É fácil ver que nesse caso temos T ′ ≥ −4RicT , logo λ

é não decrescente sob as hipóteses do Teorema 4.4. Em particular, o primeiro autovalor

do drifting laplaciano não é decrescente ao longo do fluxo, como conhecido em Gomes,

Marrocos e Mesquita (2015).

Examplo 4.2. Se Xt = gikt Xi(t)∂k e Yt = gjlt Yj(t)∂l, temos

gt(X, Y ) = gijt XiYj

Suponhamos que gijt 6= 0 e defina o tensor simétrico definido positivo Tt por

Tt(X, Y ) :=
1

gijt
XiYj.

Então
d

dt
Tt(∇u,∇u) = −

d
dt

(gijt )

(gijt )2
uiuj =

gipt g
jq
t Hpq

(gijt )2
uiuj =

H(∇u,∇u)

(gijt )2
.

Considerando a curvatura de Ricci estritamente negativa no Teorema 4.4 e supondo H 6≡
0, temos que

d

dt
Tt(∇u,∇u) < 0.

Logo o primeiro autovalor de L é decrescente ao longo do fluxo de Ricci.

Teorema 4.5. Sejam (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma 3–variedade fe-

chada M com curvatura de Ricci positiva inicialmente e L φ = divη(ψ∇φ), onde ψ é uma

função suave positiva. Então existe t0 ∈ [0, δ) tal que o autovalor λ(t) de L é crescente

em t ∈ [t0, δ).

Demonstração. Como M é compacta, existe ε > 0 tal que Ric ≥ εRg ao longo de todo

o fluxo (Hamilton, 1982). Logo,

λ′(t)
(4.19)

≥ λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

Rψ|∇u|2dm + 2

∫
M

ψRic(∇u,∇u)dm

≥ λRmin(t)−
∫
M

Rψ|∇u|2dm + 2ε

∫
M

Rψ|∇u|2dm

≥ λ(Rmin(t) + (2ε− 1)Rmax(t)).
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Hamilton provou que (Rmax)t
(Rmin)t

→ 1 quando t→ δ. Dáı, como 2ε− 1 ≤ 0, existe t0 ≥ 0 tal

que

−(2ε− 1) <
Rmin

Rmax

≤ 1 ∀t0 ≤ t < δ,

de onde segue que λ′(t) > 0 para todo t ∈ [t0, δ), o que prova nosso resultado.

Seja Lu = divη∇u o operador η–laplaciano e Ric + ∇2η o tensor de Bakry-

Émery-Ricci. Então a bem conhecida fórmula de Bochner

1

2
∆|∇u|2 = Ric(∇u,∇u) + 〈∇∆u,∇u〉+ |∇2u|2,

implica imediatamente que

1

2
L|∇u|2 = Ricη(∇u,∇u) + 〈∇Lu,∇u〉+ |∇2u|2. (4.20)

Considere ψ uma função suave sobre M . Note que

〈∇ψ,∇|∇u|2〉 = 2∇2u(∇ψ,∇u)

= 2〈∇∇u∇u,∇ψ〉

= 2(∇u)〈∇ψ,∇u〉 − 2∇2ψ(∇u,∇u).

Assim

ψL|∇u|2 = L |∇u|2 − 〈∇ψ,∇|∇u|2〉

= L |∇u|2 − 2(∇u)〈∇ψ,∇u〉+ 2∇2ψ(∇u,∇u). (4.21)

Mas,

(∇u)〈∇ψ,∇u〉 = 〈∇u,∇〈∇u,∇ψ〉〉

= 〈∇u,∇(L u)〉 − 〈∇u,∇(ψLu)〉

= divη(L u∇u)− (L u)Lu− divη[(ψLu)∇u] + ψ(Lu)2 (4.22)

e

ψ〈∇Lu,∇u〉 = divη[(ψLu)∇u]− (L u)Lu. (4.23)

Assim, juntando (4.20), (4.21), (4.22) e (4.22), obtemos a seguinte fórmula

tipo Bochner para o operador L u = divηψ∇u:
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1

2
L |∇u|2 = divη(L u∇u) + ψRicη(∇u,∇u)− 2(L u)Lu+ ψ(Lu)2

+ψ|∇2u|2 −∇2ψ(∇u,∇u) (4.24)

Essa fórmula será útil na prova do nosso próximo resultado

Teorema 4.6. Sejam (M, g(t)) uma solução do fluxo de Ricci em uma 3–variedade fe-

chada M com curvatura de Ricci positiva inicalmente e λ(t) a evolução do autovalor do

operador divη(ψ∇u). Suponha que ψ ≥ c para alguma constante c > 0 e que ∇2ψ ≤ 0.

Então

lim
t→δ

λ(t) =∞.

Demonstração. Como M é sem bordo, integrando a identidade (4.24) obtemos∫
M

ψRic(∇u,∇u)dm =2

∫
M

(L u)Ludm−
∫
M

ψ(Lu)2dm−
∫
M

ψ|∇2u|2dm

+

∫
M

∇2ψ(∇u,∇u)dm

=− 2λ

∫
M

u(Lu)dm−
∫
M

ψ∇2η(∇u,∇u)dm

≤ 2λ

∫
M

|∇u|2dm

≤ 2λc−1

∫
M

ψ|∇u|2dm

≤ 2λ2c−1.

Para qualquer solução do fluxo de Ricci sobre uma 3–variedade fechada com

curvatura de Ricci positiva, existe ε > 0 tal que Ric ≥ εRg é preservado ao longo do fluxo

(Hamilton (1982)). Assim

2λ2c−1 ≥
∫
M

ψRic(∇u,∇u)dm ≥ ε

∫
M

Rψ|∇u|2dm ≥ εRminλ

e então

λ(t) ≥ cεRmin(t).

Como

lim
t→δ

Rmin(t) =∞,

a prova está completa.
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E agora consideramos um fluxo de Ricci normalizado sobre (M, g), isto é,

d

dt
g(t) =

2r

n
g(t)− 2Ricg(t),

onde g(0) = g e r = r(t) =
∫
M R(t)dmt∫

M dmt
. É fácil ver que podemos tomar autofunções de L de

modo que
∫
M
udm = 0 e

∫
M
u2dm = 1, as quais chamamos de autofunções normalizadas.

No que segue todas as autofunções consideradas serão dessa maneira.

Proposição 4.4. Se λ(t) denota a evolução de um autovalor de L ao longo do fluxo de

Ricci normalizado em M , então

λ′ =− 4

n
rλ+ λ

∫
M

u2Rdm−
∫
M

RT (∇u,∇u)dm

+ 4

∫
M

Ric(T∇u,∇u)dm +

∫
M

T ′(∇u,∇u)dm, (4.25)

onde u denota a autofunção associada ao autovalor λ.

Demonstração. Análoga à Proposição 4.3

Corolário 4.3. Se λ(t) denota a evolução de um autovalor de L no fluxo de Ricci

normalizado em uma variedade riemanniana fechada homogênea (Mn, g), então

λ′ = −4R

n
λ+ 4

∫
M

Ric(T∇u,∇u)dm +

∫
M

T ′(∇u,∇u)dm.
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5 CONDIÇÃO DE BORDO DE NEUMANN

Nosso objetivo nesta seção é provar propriedades genéricas para os autovalores

do problema de Neumann para o operador L . Mais especificamente, consideramos o

problema de Neumann:  −Ltφ = −λφ em M,
∂φ

∂νt
= 0 sobre ∂M,

(5.1)

onde νt é uma famı́lia a um parâmetro de vetores exteriores unitário ao bordo ∂M . Nesse

problema, suporemos que T∂i ainda é tangente a ∂M e consequentemente T (∂i, ν) = 0

em ∂M . Em particular, T (∇φ, ν) = 0 em ∂M pois ∇φ tem apenas componente tangente

com a condição de bordo ∂φ
∂νt

= 0.

5.1 Fórmulas variacionais tipo Hadamard

Aqui, procedemos análogo como na Seção 4.1.

Proposição 5.1. Para quaisquer f, ` ∈ C∞(M) temos∫
M

`L ′fdm =

∫
M

`
(1

2
T (∇h,∇f) + div(H ∇f)

)
dm,

onde L ′ := d
dt

∣∣
t=0

Lg(t).

Demonstração. Por integração por partes∫
M

`Ltfdmt = −
∫
M

T (∇f,∇`)dmt +

∫
∂M

`T (∇f, νt)dµt.

Assim, por (3.4) em t = 0,∫
M

`L ′fdm +
1

2

∫
M

`hL fdm =−
∫
M

H (∇f,∇`)dm− 1

2

∫
M

hT (∇f,∇`)dm

+

∫
∂M

`
(
HT (ν,∇f) +

1

2
H(ν, ν)T (∇f, ν)

)
dµ

+

∫
∂M

`
h̃

2
T (∇f, ν)dµ.
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Reorganizando a equação acima, teremos∫
M

`L ′fdm =−
∫
M

H (∇f,∇`)dm +

∫
∂M

`H (ν,∇f)dµ

− 1

2

∫
M

(
hT (∇f,∇`) + `hL f

)
dm

+
1

2

∫
∂M

`
(
h̃+H(ν, ν)

)
T (∇f, ν)dµ. (5.2)

Finalmente substituindo (4.4) e (4.5) em (5.2), obtemos∫
M

lL ′fdm =

∫
M

`
(1

2
T (∇h,∇f) + div(H ∇f)

)
dm

+
1

2

∫
∂M

`
(
− h+H(ν, ν) + h̃

)
T (∇f, ν)dµ,

para todo ` ∈ C∞(M), o que é suficiente para concluir a prova pois h̃ = trg(H |∂M) =

h−H(ν, ν).

Abaixo, obteremos uma fórmula tipo Hadamard para autovalores de L sob

condições de bordo de Neumann.

Proposição 5.2. Sejam (M, g0) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma variação

suave de g0 e Tg uma famı́lia suave de tensores simétricos definido positivo. Ademais,

sejam {φi(t)} ⊂ C∞(M) famı́lias de funções suaves e λ(t) uma famı́lia de números reais,

anaĺıticas em t tal que para todo t tem-se{
−Lg(t)φi(t) = λ(t)φi(t) em M,

∂
∂νt
φi(t) = 0 em ∂M.

em que 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δij. Então obtemos a seguinte fórmula variacional

λ′(0)δij =

∫
M

〈1
4
Lg0(φiφj)g0 − (Tg0∇φi)[ ⊗∇φj −∇φi ⊗ (Tg0∇φj)[, H〉dm

+

∫
M

〈dT ∗g0Sym(dφi ⊗ dφj), H〉dm

onde dT ∗g0 indica adjunta de dTg0, Sym o operador simetrizador e φi = φi(0).

Demonstração. Derivando em t = 0 em ambos lados da identidade

−Lg(t)φi(t) = λ(t)φi(t),

teremos

−L ′φi −L φ′i = λ′φi + λφ′i.
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Assim

−
∫
M

(φjL
′φi + φjL φ′i)dm =

∫
M

(λ′φjφi − φ′iL φj)dm.

Agora, como T (νt,∇tφi(t)) = 0 em ∂M , deduzimos pela equação (3.4) que

T (ν,∇φ′i) = −H (ν,∇φi) em t = 0.

Além disso, integrando por partes,

λ′δji =−
∫
M

φjL
′φidm−

∫
∂M

φjT (ν,∇φ′i)dµ

=−
∫
M

φjL
′φidm +

∫
∂M

φjH (ν,∇φi)dµ.

De onde,

−2λ′δji =

∫
M

φjL
′φidm +

∫
M

φiL
′φjdm−

∫
∂M

φiH (ν,∇φj)dµ

−
∫
∂M

φjH (ν,∇φi)dµ

=

∫
M

〈1
2
T (∇h,∇(φiφj))dm +

∫
M

(φidivη(H ∇φj) + φjdivη(H ∇φi)dm

−
∫
∂M

φiH (ν,∇φj)dµ−
∫
∂M

φj(ν,∇φi)dµ

Usemos o Teorema da Divergência para deduzir que

−2λ′δji = −
∫
M

h

2
L (φiφj)dm− 2

∫
M

H (∇φi,∇φj)dm

ou, equivalentemente,

λ′δij =

∫
M

〈1
4
L (φiφj)g − (T∇φi)[ ⊗∇φj −∇φi ⊗ (T∇φj)[, H〉dm

+

∫
M

〈dF∗gSym(dφi ⊗ dφj), H〉dm +

∫
M

1

2
T (∇η̇,∇(φiφj))dm

como na Proposição 4.1.

Agora, seguiremos na direção de provarmos a existência de curvas anaĺıticas de

autovalores de L de modo que satisfaçam as condições de bordo de Neumann. A principal

técnica utilizada é o método de Liapunov-Schmidt usado por Henry (2005), continuado

por Marrocos e Pereira (2015) e, posteriormente, por Gomes e Marrocos (2015). Dessa

maneira, necessitamos de uns resultados preliminares.

Proposição 5.3. Seja λ0 um autovalor de L operador com multiplicidade m > 1. Então
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para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada |t| < δ, existem exatamente m autovalores

(incluindo suas multiplicidades) para o problema (5.1) no intervalo (λ0 − ε, λ0 + ε).

Demonstração. Sejam {φj}mj=1 uma base ortonormal associada a λ0 e

Pu =
m∑
j=1

φj

∫
M

φjudm0

a projeção ortonormal no autoespaço correspondente. Como é bem conhecido, P induz

uma decomposição L2(M, dm0) = R(P ) ⊕ N (P ) de modo que, qualquer função u em

L2(M, dm0) possa ser escrita como u = φ+ψ, onde φ ∈ R(P ) = ker(L +λ0) e ψ ∈ N (P ).

Com isto em mente, o problema de Neumann pode ser equivalentemente visto

como o seguinte sistema de equações:
(I − P )(Lt + λ)(φ+ ψ) = 0 em M

P (Lt + λ)(φ+ ψ) = 0 em M
∂
∂νt

(φ+ ψ) = 0 sobre ∂M.

(5.3)

Para resolvê-lo, precisamos observar que como φj e ψ são ortonormais, pelo

Teorema da Divergência devemos ter

P (L + λ)ψ =
m∑
j=1

φj

∫
M

φj(L + λ)ψdm0

=

p∑
j=1

φj

∫
M

φj(L + λ)ψ − ψ(L + λ)φjdm0

=

p∑
j=1

φj

∫
∂M

φjT (∇ψ, ν)− ψT (∇φ, ν)dµ0

=
m∑
j=1

φj

∫
∂M

φjT (∇ψ, ν)dµ0

o que implica

(L + λ)ψ = (I − P )
(
(L + λ)ψ

)
+

m∑
j=1

φj

∫
∂M

φjT (∇ψ, ν)dµ0.

Assim, obtemos

(L + λ)ψ + (I − P )(Lt −L )(φ+ ψ)−
m∑
j=1

φj

∫
∂M

φjT (∇ψ, ν)dµ0 = 0.
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Além disso, a parte com relação ao bordo em (5.3) pode ser reescrita como:

∂ψ

∂ν
+

(
∂

∂νt
− ∂

∂ν

)
(φ+ ψ) = 0.

Consequentemente, encontrar as soluções da primeira e terceira equações de (5.3), é equi-

valente a encontrar os zeros da aplicação

F : R× R×R(P )×H2(M) ∩N (P ) −→ N (P )×H
3
2 (M)

(t, λ, φ, ψ) 7→
(
F1(t, λ, φ, ψ), F2(t, λ, φ, ψ)

)
,

onde  F1 = (L + λ)ψ + (I − P )(Lt −L )(φ+ ψ)−
m∑
j=1

φj

∫
∂M

φjT (∇ψ, ν)dµ0

F2 = ∂ψ
∂ν

+
(
∂
∂νt
− ∂

∂ν

)
(φ+ ψ).

Notemos que F depende diferenciavelmente de λ, t, ψ e φ. Nossa intenção é

usar o Teorema da Função Impĺıcita para mostrar que F (t, λ, φ, ψ) = (0, 0) admite uma

solução ψ como função de λ, t e φ. Para isto, observamos que se t = 0, λ = λ0, ψ = 0

então
∂F

∂ψ
(0, λ0, 0, 0) =

(
(L + λ0)ψ̇ −

m∑
j=1

φj

∫
∂M

φjT (∇ψ̇, ν)dµ0 ,
∂ψ̇

∂ν

)
. (5.4)

Afirmamos agora que a aplicação dada em (5.4) é um isomorfismo de H2(M)∩N (P ) em

N (P ) × H 3
2 (M). De fato, a prova deste fato pode ser encontrada em Lions e Magenes

(1972).

Consequentemente, pelo Teorema da Função Impĺıcita existem números posi-

tivos δ, ε e uma função S(t, λ)φ de classe C1 nas variáveis (t, λ) tal que para cada |t| < δ

e λ ∈ (λ0 − ε, λ0 + ε), F (t, λ, φ, S(t, λ)φ) = (0, 0). Ademais, S(t, λ)φ é anaĺıtica em λ e

linear em φ. Isto resolve a equação (5.3) em relação a ψ.

Observemos que para cada φ ∈ R(P ) existe um número real c1, c2, . . . , cm tal

que φ =
∑m

j=1 cjφj. Assim, a segunda equação em (5.3) pode ser equivalentemente vista

como um sistema de equações nas variáveis c1, . . . , cm como abaixo

m∑
j=1

cj

∫
M

φk(Lt + λ)(φj + S(t, λ)φj)dm0 = 0, k = 1, 2, . . . ,m.

Desta forma, λ é um autovalor de Lt se e somente se detA(t, λ) = 0, onde A(t, λ) é dada

por

Akj(t, λ) =

∫
M

φk(Lt + λ)(φj + S(t, λ)φj)dm0.
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Além disso, as autofunções associadas são dadas por

u(t, λ) =
m∑
j=1

cj(φj + S(t, λ)φj).

Em outras palavras, c = (c1, . . . , cm) deve ser satisfazer A(t, λ)c = 0. Pelo Teorema de

Rouché, temos que: Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que se |t − t0| < δ, então existe

exatamente m-ráızes de detA(t, λ) = 0 no intervalo (λ0 − ε, λ0 + ε).

Lema 5.1. Sejam (M, g0) uma variedade riemanniana compacta orientada e {g(t)} uma

famı́lia anaĺıtica de estruturas riemanniana em M com g(0) = g0. Suponhamos que λ

seja autovalor de multiplicidade m para o operador Lg0. Então existem ε > 0 e funções

t-anaĺıticas λi(t) e φi(t), (i = 1, . . . ,m) tal que 〈φi(t), φj(t)〉L2(M,dmt) = δji e para |t| < ε

tem-se λi(0) = λ e {
Ltφi(t) = λi(t)φi(t) em M
∂
∂νt
φi(t) = 0 sobre ∂M.

Demonstração. Assuma as mesmas condições da Proposição 5.3. Devemos mostrar que

existe m curvas anaĺıticas de autovalores λj(t) para (5.1) associadas a m curvas anaĺıticas

de autofunções φj(t).

A estratégia da prova é reduzir o problema ao análogo ao caso de dimensão

finita e aplicar o teorema da seleção de Kato (1980). Com isto em mente, faremos uma

construção levemente diferente da proposição anterior.

Seja {φj}mj=1 uma famı́lia ortonormal de autofunções de L associada com λ0.

Para cada j = 1, . . . ,m consideramos o seguinte problema:
(L + λ0)u = 0 em M
∂
∂νt

(φj + u) = 0 sobre ∂M

Pu =
m∑
j=1

φj

∫
M

φjudm0 = 0 emM.

(5.5)

Consideremos agora o complementar ortogonal [φj]
⊥ do ker(L +λ0) em L2(M, dm0)

e defina

F : (−δ, δ)×H2(M, dm0) −→ [φj]
⊥ ×R(P )×H

3
2 (M, dm0)

por

F (t, w) =
(
(L + λ0)w, Pw,

∂

∂νt
(φj + w)

)
.

Exatamente como antes, obtemos que ∂F
∂w

(0, 0) é um isomorfismo, assim pelo Teorema da

Função Impĺıcita existe δ > 0 e uma função anaĺıtica função wj(t) definida para |t−t0| < δ

tal que F (t, wj(t)) = 0. Além disso, obtemos para cada |t−t0| < δ um conjunto de funções

linearmente independente {ϕj(t)}mj=1, dadas por ϕj(t) = φj+wj(t), que satisfaz a equação
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(5.5). Pelo processo ortonormalização de Gram-Schmidt com respeito ao produto interno

(u, v) :=

∫
M

uv dmt,

podemos sem perca de generalidade assumir que {ϕj(t)}mj=1 é biortogonal. Notemos

que as funções ϕj(t) pertencem Dt = {u ∈ H2(M, dm0), ∂u
∂νt

= 0}. Além disso, como

Lt é auto-adjunto com respeito ao produto interno definido acima, segue que a matriz∫
M
ϕjLtϕkdmt é simétrica.

Para um dado T ∈ S2,k, definimos uma famı́lia de métrica riemannianas em

M por g(t) = g0 + tT e seja P (t) dada por

P (t)u =
m∑
j=1

ϕj(t)

∫
M

uϕj(t)dmt.

Finalmente definimos para cada j = 1, . . . ,m,

Gj : (−ε, ε)× R×H2(M) −→ L2(M)×H
3
2 (M)× L2(M)

(t, λ, w) 7→
(
Gj1(t, λ, w), Gj2(t, λ, w), Gj3(t, λ, w)

)
por 

Gj1 = (I − P (t))((Lt + λ))(w + ϕj(t))

Gj2 = ∂
∂νt
w;

Gj3 = P (t)w.

Novamente, nos dá um número δ > 0 e funções wj(t, λ) tal que para qualquer |t− t0| < δ

e cada |λ− λ0| < δ temos Gj(t, λ, wj(t, λ)) = (0, 0, 0). Porém, sabemos que λ é autovalor

para (5.1) se, e somente se, existem uma m-upla não nula número reais c = (c1, . . . , cm)

tal que A(t, λ)c = 0, onde

Aij(t, λ) =

∫
M

ϕi(t)(Lt + λ)(ϕj(t) + wj(t, λ))dmt.

Isto é, λ é um autovalor de (5.1) se detA(t, λ) = 0. Pelo Teorema de Rouché, existe,

para cada t, m ráızes próximas a λ0, contando suas multiplicidades. Assim, pelo Teorema

de Puiseux (Wall, 2004) existe m funções anaĺıticas t → λi(t) que são soluções locais

da equação detA(t, λ) = 0. É fácil ver que A é simétrico e portanto, pelo Teorema

da Seleção de Kato (1980), podemos encontrar uma curve anaĺıtica ci(t) ∈ Rm tal que

A(t, λi(t))c
i(t) = 0, para cada i = 1, . . . ,m. Assim, ψi(t) =

∑m
j=1 c

i
j(t)(ϕj + ωj(t, λi(t))) é

uma curava anaĺıtica de autofunções para (5.1) associada a λi(t). Procedendo exatamente

como Kato (1980, p. 98) obtemos m curvas anaĺıticas de autovalores {φi(t)}mi=1 tais que∫
M
φi(t)φj(t)dmt = δji .
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Finalizando este trabalho observando o Teorema 4.1 não usa condição de bordo,

mas somente propriedades de L e a fórmula tipo Hadamard que é a mesma que se

colocarmos a condição de bordo de Neumann. Desta forma, o Teorema 4.1 e Corolário 4.1

ainda continuam válidos se substituirmos condição de bordo de Dirichlet pela condição

de Neumann.
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6 CONCLUSÃO

Na investigação por genericidade simples de operadores eĺıpticos, vimos que

para a seguinte classe de operadores

L φ := div(T∇φ)− 〈∇η, T∇φ〉.

com certas hipóteses sobre T , essa propriedade ainda é preservada tanto em condições de

bordo de Dirichlet quanto Neumann. Vimos ainda que ao longo fluxo de Ricci, quando

T ′ ≥ −4Ric(T, ·) sobre uma variedade fechada homogênea, os autovalores do operador

estudado L são crescentes e que essa hipótese não pode ser removida. Para o caso não

homogênea, a monotonicidade deve ocorrer a partir de um certo instante no caso T = ψg,

em que ψ é um função suave positiva sobre M .
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