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RESUMO

Neste trabalho, estudamos propriedades de autovalores de uma classe de operadores
elipticos na forma divergente em uma variedade riemanniana compacta M, ao qual de-
notaremos por .Z. Mostramos que, quando a métrica é variada analiticamente sobre
M, conseguimos obter curvas analiticas de autovalores e autofuncgoes de .Z satisfazendo
condi¢ao de bordo de Dirichlet. Deduzimos férmulas variacionais tipo Hadamard e como
aplicagdo mostramos que o conjunto das métricas C" que deixa o espectro de .Z simples é
genérico. Provamos que o subconjunto dos difeomorfismos de classe C" sobre um dominio
Q) tal que os autovalores de .Z sao simples é residual. Posteriormente, fazemos uma analise
do comportamento dos autovalores de £ quando variamos a métrica por meio do fluxo
de Ricci no caso em que M é fechada mostrando, por exemplo, que sao crescentes sob
certas hipoteses. Mostramos ainda que os resultados de genericidade ainda sao validos
sob a condicao de bordo de Neumann.

Palavras-chave: n-laplaciano. Férmula variacional tipo Hadamard. Fluxo de Ricci.

Condigoes de bordo de Dirichlet. Condigoes de bordo de Neumann. Autovalores.



ABSTRACT

We deal with properties of eigenvalues of a class of elliptic operators in the divergence
form on a compact Riemannian manifold M, which we denote by .. When the metric
varies analytically on M, we obtain analytic curves of eigenvalues and eigenfunctions of
Z satisfy Dirichlet boundary condition. We compute Hadamard type variational formula
and as application we show that the set of C"—metrics, such that .Z has simple spectrum,
is a generic set. We prove that the set of C"-diffeomorphisms on a domain in M such that
the eigenvalues of .Z are simples is a generic property too. We also analysis the behavior
of eigenvalues when the metric varies through Ricci flow in closed Riemannian manifold,
showing, for example, that it increase under suitable hypothesis. We still show that the
results of genericity are valid under Neumann boundary condition.

Keywords: n-laplacian. Hadamard type variational formula. Ricci flow. Dirichlet

boundary condition. Neumann boundary condition. Eigenvalues.
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1 INTRODUCAO

Sejam M uma variedade riemanniana compacta orientada e M" o conjunto
das métricas riemannianas C" sobre M. Acreditamos que os autovalores de certas classes
de operadores elipticos de segunda ordem sobre M, sob condicoes adequadas sobre o
bordo, sejam genericamente simples, isto é, manter seu espectro simples é uma propriedade
genérica no sentido de que os elementos da métrica em que isso ocorre formam um conjunto
residual. Por exemplo, seja I' C M" um subconjunto tal que para cada g € I" o espectro do
operador Laplace-Beltrami A, é simples. Usando teoremas de transversalidade, Uhlenbeck
(1976) provou que se M for fechada (isto é, compacta e sem bordo) entao I' é residual
em M" para qualquer 2 < r < oo. Quando M é compacta, e sob condigoes de bordo
de Dirichlet, Gomes, Marrocos e Mesquita (2015) provaram que o operador n-laplaciano
L = A — Vn também é genericamente simples. A féormula de Bochner para esse operador
da origem a uma extensao do tensor curvatura de Ricci, o tensor de Bakry—Emery—Ricci
dado por Ric, = Ric + V2, tensor esse que aparece naturalmente no estudo de fluxo
de Ricci (Cao, 2012 Hamilton, [1982) e sdlitons de Ricci (Perelman, 2002 ). Em nosso
trabalho consideramos uma familia de tensores simétricos 7; suave em g € M" e 7 uma
funcao suave sobre M. E entao definimos a seguinte familia de operadores elipticos de

segunda ordem

Ly = div(T,V ) — (Vn, T,V6), (L.1)

Considerando M compacta e condigoes de bordo de Dirichlet ou Neumann
buscamos condicoes sob T}, para que .Z; também seja genericamente simples. Estuda-
mos também o comportamento de seus autovalores em variedades fechadas quando uma
métrica varia ao longo do fluxo de Ricci. Esses operadores sao extensoes do n—laplaciano
e foram estudados por Gomes e Miranda (2016), sob a perspectiva de estimativas de seus
autovalores.

A técnica utilizado em nosso trabalho consiste em aplicar formulas variacio-
nais tipo Hadamard, a qual é adotada por muitos autores. Por exemplo, Berger (1973))
obteve estimativas para o primeiro autovalor do operador Laplace-Beltrami sob condigoes
geométricas de uma variedade riemanniana fechada. Henry (2005) desenvolveu um calculo
diferencial em que a variavel independente percorre um certo conjunto de dominios aber-
tos do R™ e com esta ferramenta obteve férmulas variacionais tipo Hadamard para os
autovalores de operadores elipticos sob condicoes de bordo de Dirichlet, Neumann e Ro-
bin. Soufi e Ilias (2007)) obtiveram uma caracterizacdo de dominios criticos do traco do
nicleo do calor sob condigoes de bordo de Dirichlet.

Gomes, Marrocos e Mesquita (2015) aprimoraram esta técnica através de um
calculo diferencial intrinseco livre de coordenadas para obter genericidade dos autovalores

do n-laplaciano sob condigoes de bordo de Dirichlet. Estendemos o método desses autores



11

para .Z, e obtemos nossa primeira férmula variacional tipo Hadamard para a derivada
dos autovalores de .7}, que pode ser descrita como segue.

Proposicao 1. Sejam (M, g) wma variedade riemanniana compacta, g(t) e Ty = Ty
variagoes suaves da métrica g e do tensor T,, respectivamente. Ademais, sejam {¢;(t)} C
C>®(M) uma familia de fungoes e \i(t), de niumeros reais, suaves em t tais que \;(0) = A

para cada 1t =1,...,m e para todo t e

—Z@(t) = /\z‘(t)¢z'(t) em M,
oi(t) = 0 sobre OM,

em que ($;(t), 9;()) r2(mr.amy) = 0ij € L € 0 operador Ly na métrica g(t) variando n em

t. Entdo obtemos a sequinte formula variacional para os autovalores de %,

(Ai + A;)'055 = /M <%$<¢i¢j)g — 2(T,V¢y)’ ® dg;, H)dm

+ / T,(Vih, V(i;))dm,
M

onde dT7 indica adjunta de dT, e Sym o operador simetrizador.

Para garantir a existéncia das familias de autofungoes e autovalores mencio-
nados acima, utilizamos o Teorema de Kato-Rellich. Esse é o conteido do nosso préximo
resultado, que é uma extensao dos resultados de Berger (1973) e Gomes, Marrocos e
Mesquita (2015)).

Lema 1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Considere em M uma
familia de estruturas Riemanniana g(t), real analitica em t, com ¢g(0) = g, e Ty uma
variagao analitica do tensor T,. Se A é um autovalor de multiplicidade m > 1 para
o (n,T)-laplaciano £, entao existem € > 0, escalares \; (i = 1,...,m) e fungoes ¢;
variando analiticamente em t, tais que, para todo |t| < e tem-se:

1. N(0) = X;

2. {¢:(t)} € ortonormal em L*(M,dm,);

Zigit) = N(t)gi(t) em M,
oi(t) = 0 sobre OM.

Suponha que a familia T}, seja tal que G, = (n —4)T, + 2dT,(g) seja positivo.
Nesse caso dizemos que a familia de operadores .Z;¢ = div, T, V¢ satisfaz a propriedade
P. Como primeira consequéncia dos resultados acima, temos o teorema abaixo que nos diz
que dada qualquer métrica em M", podemos deforma-la de modo que £ tenha espectro

simples.
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Teorema 1. Considere a familia de operadores £,¢ = div, (T,V¢) que satisfaz a pro-
priedade P. Sejam (M, go) uma variedade compacta com bordo e A um autovalor do

problema

(1.2)

_‘i’ﬂgogb = Ao em M
[0) = 0 sobre OM.

com multiplicidade m > 1. Entao dada qualquer vizinhangca U C M" de gq, existe g1 € U
tal que os autovalores de £, prorimos a A sao todos simples.

Como consequéncia, mostramos que .Z; é genericamente simples. Mais pre-
cisamente: a familia das métricas g que tornam simples o espectro de ., formam um
conjunto residual. Em termos formais, temos:

Corolario 1. Considere a familia de operadores £L,¢p = div, (T,V¢) que satisfaz a propri-
edade P. Se M € uma variedade compacta, entdo o conjunto das métricas C™ que tornam
simples os autovalores do Problema[{.1]) é residual.

Agora fixamos uma métrica g e consideramos .Z; sobre um dominio {2 em M.
Nos perguntamos e se ao invés de variarmos a métrica, fizermos isso com o dominio de
modo a obter espectro simples, é possivel? Caso afirmativo, essa propriedade também
¢é genérica? Na busca pela resposta, buscamos por outra féormula variacional tipo Hada-
mard para .Z, que generaliza as férmulas de Henry (2005), Soufi e Ilias (2007) e Gomes,
Marrocos e Mesquita (2015).

Proposicao 2. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, Q@ C M um dominio limitado,
fi : Q@ — (M,g) uma familia analitica de difeomorfismos (0 = fi(2)) com fo = Idg
e A um autovalor de multiplicidade m > 1. FEntao existe uma familia de m funcgoes
{0i(t)} € C=(Q) com (¢i(t), D (1)) L2(0,.am) = 0s; € niumeros reais \i(t), suaves em t, com
Ai(0) = X tais que
—ZLoi(t) = N(t)pi(t) em Q,
{ oi(t) = 0 sobre OSY,

para todo t,i =1,...,m.

Além disso, temos a sequinte formula variacional

06,06,

ov Ov

!/
I ) (v,)dp,
o9
onde V = i| f

dt lt=0/t"

A ideia da demonstracao consiste em mudar o problema proposto a uma si-
tuacdo em que o dominio se mantém fixo e métrica varia, e entao aplicar a férmula
variacional obtida na Proposicao

Como aplicacao, temos os dois proximos resultados que responde as perguntas

que haviamos feito.



13

Teorema 2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e Q um dominio

limitado. Se A\ é um autovalor do problema

{—gggb = X em Q L3

10) = 0 sobre 09,

com multiplicidade m > 1 entdao existe um difeomorfismo f em uma vizinhan¢a C", 1 <
r < 00, da identidade idg tal que os autovalores N(f) prozimo a A sdo todos simples.

E sabido que o conjunto Diff"(2) dos difeomorfismos C” de 2 é um varie-
dade afim do espago de Banach (Delfour e Zolesio, [2001)). Entao, como consequéncia do
Teorema [2], obtemos:

Corolario 2. Seja (M,g) uwma variedade riemanniana compacta com bordo e € um
dominio limitado. Entdo o conjunto dos difeomorfismos ® C Dift"(2), que tornam sim-
ples os autovalores do problema[1.3, € residual.

O teorema abaixo é outra aplicacao da férmula variacional tipo Hadamard
obtida por deformacoes de dominio. Ele é uma generalizacao de um resultado provado
por Soufi e Ilias (2007) para o caso do laplaciano. A técnica utilizada para a demonstragao
¢ a mesma desses autores com adequadas modificagoes.

Teorema 3. Denotemos por . 0 k—ésimo autovalor de £. Seja k um natural inteiro tal
que i > fg—1 (resp. g < pge1) e  um minimizante local (resp. mazimizante local) para
Lk, isto €, para qualquer deformacgdo 0y de Q que preserva volume, a funcgdo t — pg(t)

admite um minimo local (resp. mdximo local) emt = 0. Entdo py € simples e para alguma

Os dois proximos resultados ainda sao aplicacoes da férmula variacional tipo

constante ¢ temos

= C.

Hadamard para variagao da métrica que foram obtidas no estudo dos autovalores do fluxo
de Ricci.
Proposicao 3. Se A(t) denota a evolugio de um autovalor de £ ao longo do fluzo de

Ricci o em M, entao

N =\ / u?Rdm — / RT(Vu, Vu)dm
M M

+4/ Ric(TVu, Vu)dm+/ T'(Vu, Vu)dm,
M M

onde u denota a autofuncdo associada ao autovalor A e R € a curvatura escalar.

Teorema 4. Suponhamos que (M3, g(t)) seja uma solugio do fluro de Ricci em uma
3—variedade riemanniana fechada homogénea (M, g) com curvatura de Ricci ndo negativa
inicialmente. Se T > —4RicT entdo o primeiro autovalor de £ é nao decrescente ao

longo do fluro de Ricci.
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Na secao sobre fluxo de Ricci, exibimos um exemplo que mostra que a hipotese
T" > —4Ric(T,-) nao pode ser removida do Teorema [4 Também exibimos uma classe
particular de tensores T; que esteja dentro da hipdtese considerada.

Quando a variedade nao é homogénea, obtemos o seguinte resultado na mesma
direcao:
Teorema 5. Sejam (M, g(t)) uma solugao do fluro de Ricci em uma 3—variedade fechada
M com curvatura de Ricci positiva inicialmente e ZL¢ = div,(¥V¢), onde ¢ é uma
fungdo suave positiva. Entao eziste ty € [0,6) tal que o autovalor \(t) de £ € crescente
emt € [tg,0).

E abaixo, exibimos um resultado obtido que mostra o comportamento do pri-
meiro autovalor quando t esta préoximo de 9.
Teorema 6. Sejam (M, g(t)) uma solugdo do fluzo de Ricci em uma 3-variedade fechada
M com curvatura de Ricci positiva inicialmente e A\(t) a evolugdo do autovalor do operador
div, (¢Vu). Suponha que 1 > ¢ para alguma constante ¢ > 0 e que Vi < 0. Entdo

11_{1% A(t) = 0.
A ultima secao desta tese trata do problema com condigoes de bordo de Neu-

mann, saber:

— 29 = —A¢ em M,

1.4
% = 0 sobre M, (1.4)
th

onde v; é uma familia a um parametro de vetores exteriores unitario ao bordo 0M.
Cabe ressaltar que para este caso o teorema de existéncia das curvas de au-
tovalores e autofungoes segue uma técnica diferente da aplicada no Lema [I] A principal
técnica utilizada foi o método de Liapunov-Schmidt usado por Henry (2005)), continuado
por Marrocos e Pereira (2015)) e, posteriormente, por Gomes e Marrocos (2015). Enquanto

que os outros resultados seguimos procedimentos analogos com as devidas adaptacgoes.
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2 PRELIMINARES

2.1 Teoria da pertubacao de operadores lineares

Nosso objetivo nessa secao serd introduzir a Teoria da Pertubacao de Ope-
radores Lineares em espacos de dimensao infinita a fim de esclarecer um teorema de
separabilidade de autovalores que serd utilizado para provar o Lema[d.1 O que serd apre-
sentado pode ser encontrado em Kato ((1980), porém nos focamos no que serd 1til para
a compreensao do Teorema de Kato-Rellich exibido no final desta secao. No que segue,

X,Y, Z denotarao espacos de Banach.

2.1.1 Conceitos basicos de espacos de Banach

Um funcional sesquilinear é uma aplicacao f : X — C satisfazendo

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v).

O espago conjugado X* é o espaco das formas sesquilineares.

Convém notarmos que quando tratamos de operadores lineares 7' : X — Y
nao necessariamente limitados, o dominio de 7" serd um subespago D(7T") C X. Quando
Y = X diremos que T' é um operador em X.

Se T e S sao dois operadores de X em Y, escreveremos S C T para indicar
que T é uma extensao de S, isto é, D(S) C D(T') e

Su=Tu Yue D(S).

Quando T ¢é injetivo, definimos o operador inverso 7! : ¥ — X com dominio
D(T7') = R(T) e dado por T~*(Tu) = u.

O espago dos operadores limitados com dominio X e valores em Y sera deno-
tado por B(X,Y). Por simplicidade, escreveremos Z(X) = B(X, X).

Operadores fechados

Sejam T': X — Y um operador linear e {u,} uma sequéncia em X. Diremos
que (u,) T—converge parau € X, € eSCrevemos u,, — u, se tivermos que u, — e T, — v
para algum v € Y. T ¢ dito ser fechado se para toda sequéncia u, que T—converge para
u tivermos u € D(T) e Tu,, — Tu, isto é, se (un, Tu,) é uma sequéncia convergente no
grafico G(T) para (u,v) entao necessariamente temos (u,v) € G(T'). Em outras palavras,

T é fechado se, e somente se, G(T') é fechado. O conjunto de todos os operadores fechados
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serd denotado por € (X,Y). Por simplicidade, escreveremos € (X, X) = €(X). Convém
observar que um operador 7' : X — Y é fechado se, e somente se, D(T') é fechado. Em

particular €(X,Y) C #(X,Y).
Operador adjunto

Considere os operadores T': X — Y e S:Y* — X*. T e S sao adjuntos se

satisfazem

(9,Tu) = (Sg,u) Yu e D(T), g€ D(S5).

Em geral existem muitos operadores adjuntos a T', mas quando 1" é densamente
definido, isto é, D(T") = X, existe um tnico operador maximal 7% que é adjunto a T, isto
é, se S é qualquer outro operador adjunto a T" entao tem-se S C T™.

T* é o operador adjunto de 7.

Projecoes e decomposigao

Sejam A € B(X) e T : X — X um operador em X. Diremos que 7' comuta
com A se AT C TA.

Relembramos que dois subespacos M e N sao complementares se X = M@ N,
istoé, X =M + N e up +uy = 0 implica up; = uy = 0. Nesse caso, se u € X podemos

escrever de maneira unica
u=1uy +uy, uy € Meuy€eN,

e dizemos que uy; é a projecao de u sobre M ao longo de N. O operador linear P : X — M
dado por Pu = uy; é a projecao de X sobre M ao longo de N e segue do Teorema do
Gréfico Fechado que P € #(X). Além disso, P ¢ idempotente, ou seja, P? = P, e
reciprocamente todo operador limitado e idempotente P é uma projecao de M = PX
ao longo de N = (I — P)X. Essa nogao pode ser estendida da seguinte maneira. Uma

decomposicao X = € M, definird uma familia de projecoes P; : X — M; dadas por
Piu=P(u; + -+ u,) = uj.

Essa familia satisfaz:
Y Pj=1IePP; =0l (2.1)

Reciprocamente, uma familia de operadores limitados satisfazendo as condicoes
sao projecoes que definem uma decomposicao do tipo X = @ M;.

Suponha que T € #(X) e seja M um subespago invariante por T, isto é,
TM C M. Entao podemos definir o operador Ty, : M — M dado por Tyu = Tu.
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Ty assim definido é chamada uma parte de T em M. Se tivermos uma decomposicao
X = @ M, em que cada M; é invariante por T, diremos que T é decomposto pelos

subespagos M; ou que ¢ soma direta de suas partes Ty, e escrevemos

T =T,

E facil ver que 7" é decomposto por subespacos M; se, e somente se, T' comuta com as
respectivas projecoes.
Quando 7" nao ¢ limitado, diremos que 1" pode ser decomposto com respeito a
X =@M, se
PD(T)CcD(T) e TM;C M; (2.2)

onde P; é a projecao de M;. Essa defini¢cao ainda é equivalente a 7' comutar com os P;’s
e as partes T), ainda podem ser definidas como no caso de operadores limitados, porém
com D(Ty;) = D(T) N M;. Note que se T' é fechado entao T}, também serd fechado.

Resolvente e espectro

Seja T' um operador fechado em X. Entao T'— &I também sera fechado. Seu

conjunto resolvente p(T') é formado pelos pontos £ € C tais que T — &I é invertivel e
R(§) = R(§,T) = (T - &I)™' € B(X).

Nesse caso, R(&) ¢é o operador resolvente de 7. O complementar de p(7') é o espectro de
T, denotado por spec(T).

O resultado abaixo nos dard um critério para que 7' comute com um operador
limitado.
Proposicao 2.1. Suponhamos que p(T') seja ndo vazio. Entdo para que T comute com

um operador A € B(X) € necessdrio que
R(§)A = AR(()

para cada & € p(T') e é suficiente que seja assequrado para todo & € p(T).

Proposigao 2.2. p(T') € aberto e R(§) € holomorfa em uma componente coneza de p(T).
Teorema 2.1. Suponhamos que uma parte spec’ do espectro de T seja delimitada por uma
curva fechada, simples e retificqvel I' e denote por spec” o restante de spec(T). Entdo

podemos decompor T com respeito a alguma decomposicao X = M' & M" tal que
spec(Ty) = spec’ e spec(Tym) = spec”,

1sto €, 0s espectros de suas partes nessa decomposicao coincidem com as partes separadas
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do espectro de T'. Além disso, ainda temos que Ty € B(X).

2 T

Observacao 2.1. A projecio que nos fornece a decomposicao no teoremal[2.1] € dada por

1
P=—— [ R(§)d§ € B(X). (2.3)
21 Jp
Como R(&) € holomorfa, P independe da curva fechada, simples e retificavel
tomada, se ela conter em seu interior apenas um ponto do espectro. Além disso, P comuta
com R(&,T), o que nos fornece a decomposi¢ao mencionada pela Proposi¢ao

O Teorema [2.1] pode ser estendido ao caso
spec(T') = specy U spec; U - - - U spec,

em que cada spec;, j > 1, ¢ uma parte delimitada por uma curva fechada, simples e
retificavel I'; que nao intercepta com nenhuma outra e spec, é a parte exterior as curvas

I';’s. Teremos entao
X=My®M ®---D M

T=Ty, ®Ty, ®---®Ty,.

Além disso,

spec(Ty;) = spec;, j > 0.
2

Agora, suponhamos que A seja um ponto isolado do espectro e consideremos
uma curva I' fechada, simples e retificivel em torno de A de modo que nao contenha

nenhum outro ponto de spec(7’) em seu interior. Assim, temos a decomposigao
spec(T) = spec’ U spec”

em que spec’ = {A\} e, portanto, o espectro de Ty possui um tnico elemento. Se M’ tem

dimensao finita entao A serd autovalor de T, e, consequentemente, de 1. Nesse caso,
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dim M’ é chamada multiplicidade (algébrica) e P de autoprojecdo de A. Uma colegao
finita de autovalores isolados e com multiplicidade finita é dita ser um sistema finito de
autovalores

Proposicao 2.3. Se T € €(X) e R(§) € um operador compacto para algum & entdo serd
compacto para todo & € p(T). Além disso, o espectro de T é constituido inteiramente de
autovalores isolados e com multiplicidade finita. Nesse caso, dizemos que T é um operador

com resolvente compacto.

2.1.2 Familia holomorfa tipo A

Uma familia 7, : X — Y é holomorfa-limitada quando cada T, € #(X;Y) e
T, é holomorfa na norma de #(X).
Dizemos que T, em %(X;Y) é holomorfa se existe um terceiro espago de
Banach Z e familias holomorfas-limitada U, € #(Z,X) e V, € A(Z,Y) tais que U, é
injetiva com U,(Z) C D(T,) e V, = T, U,.
1
D(T,) — Y
Us
A

Consideremos T, € % (X) holomorfa em x préximo a = = 0. Seja spec(0) =
spec(Tp) e suponhamos que seja separado em duas partes spec’(0) e spec”(0) por uma curva
I fechada, simples e retificivel como descrito na se¢ao anterior. Entao temos I' C p(x)
para z suficientemente pequeno (Kato, 1980) e spec(T,) é da mesma maneira separado
por I' em duas partes spec., e spec”(x) com decomposicao associada X = M'(z) ® M"(x).
A projecao sobre M'(x) ao longo de M”(x) serd dada por

P, = —L, R(&, x)d¢
2T Jp
e serd holomorfa-limitada.

Dessa maneira, o problema de autovalores para T, se reduz as suas partes em
M'(z) e M'(z), pois conseguimos encontrar seus autovalores e autofungdes procurando
em suas partes. Porém, nao é muito vantajoso o fato desses subespagos mudarem de
dominio. Por exemplo, se M’(x) tiver dimensao finita, ndo podemos aplicar os resultados
conhecidos de pertubacao de operadores em dimensao finita pois o dominio do operador
nao sera fixo quando o operador for perturbado. Entretanto, o método abaixo nos ajudara
com esse problema.

Como P, é holomorfa, existe uma familia de transformacoes invertiveis U, que,
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juntamente com sua inversa, sao holomorfa-limitadas e ainda temos
P, = U,RU; "
Como T, comuta com P,, segue que o operador
T=U;'T,U,

comuta com P(0). Assim, M’(0) e M"(0) decompdem T, para todo . Mas o problema
de autovalores de T, em M'(x) é equivalente ao de T, em M’(0), que possui dominio
fixo. Em particular, se spec’(0) consiste de um sistema finito de autovalores, entao M’(0)
terd dimensao finita e entao poderemos aplicar os resultados conhecidos de pertubacao
de operadores em dimensao finita ao operador TM/(x). Em particular, temos o seguinte
resultado:
Proposicao 2.4. Se T, € holomorfa em x prozimo a x = 0, qualquer sistema finito Ap(x)
consiste de ramos de funcoes analiticas que no mdzrimo singularidades algébricas prozimas
azx=0.

Uma familia de operadores fechados T, é dita ser holomorfa tipo A se possui
dominio fixo D(7,) = D e se para cada v € D, x + T,u é holomorfa em z.
Proposicao 2.5. Se T, € €(X) é holomorfa tipo A e tem resolvente ndo vazio para

algum x. Entao seu resolvente € compacto para todo x ou para nenhum x.

Familia holomorfa auto-adjunta

Sejam H um espaco de Hilbert e Dy um dominio do plano complexo, simétrico
em relacdo ao eixo z. Uma familia T, € % (H) holomorfa em Dy é auto-adjunta se
cada T} estd densamente definido e Ty = T3. Se T, possui espectro separado em duas
partes spec’(x) e spec”(x) com decomposicao associada H = M'(z) & M"(x) para x
suficientemente préximo de zg, entao as projegoes P, sobre M'(x) também formarao uma
familia auto-adjunta. As transformacoes U, descritas na se¢ao anterior serao unitarias
para cada real x. Assim, T(x) poderd ser considerada como uma familia holomorfa-
limitada auto-adjunta em um espago de Hilbert fixo M’(x).

Suponhamos que A seja um autovalor isolado de Tj. Entao A pode ser divi-
dido em uma ou mais fungoes holomorfas A(z), que junto com sua projecao, podem ser
continuado analiticamente ao longo do eixo real. O maior intervalo do eixo real de modo
que A(z) ainda seja autovalor e P, autoprojecao é chamado intervalo maximal. Em geral
esse intervalo maximal difere um do outro. Entretanto, se adicionarmos que T, é holo-
morfa tipo A entao esse sera justamente todo o intervalo real contido em Dy, isto é, cada

autovalor A de Ty pode ser continuado holomorficamente para todo real z em Dj.
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Teorema 2.2 (Kato-Rellich). Seja T, uma familia de operadores tipo A definida em uma
vizinhanga de um intervalo Iy do eixo real e com resolvente compacto. Entao todos os
autovalores de T, podem ser representados por funcdoes que sao holomorfas em Iy. Mais
precisamente, existem sequéncias de escalares p;(x) e de fungoes ¢;(x) holomorfas em
Iy tais que, para cada xo € Iy, p;(x) representa todos os autovalores de T, incluindo os

repetidos e {¢;(x)} um sistema ortonormal completo de autofun¢does associadas.

Demonstracao. Sendo T, holomorfa auto-adjunta tipo A, ja sabemos pela Proposicao
e pelo comentdario acima que seus autovalores sao representados por ramos de funcoes
holomorfas em todo intervalo maximal e, portanto, em I. Resta, entao, mostrar a
existéncia do sistema ortonormal. Mas Ty é um operador auto-adjunto, logo é normal
e como possui resolvente compacto segue que a familia de projecoes P, associadas a seus
autovalores, que sabemos que sao isolados e com multiplicidade finita, é completa. Fixe-
mos um autovalor A = A(0). Como M (0) é de dimensao finita, existe uma base {¢;(0)}
de autofuncoes associadas e as funcoes de transformacoes U, sao unitarias. Assim sendo,
¢;(z) = {Uy¢j(0)} é uma familia ortonormal de autofuncoes e holomorfa em . Como a

familia P, é completa, a uniao de todas essas ¢; serd completa, o que conclui a prova. [

2.2 Geometria riemanniana

2.2.1 Tensores em variedades riemannianas

O uso adequado de propriedades de tensores em variedades riemannianas
fornece muitas técnicas na obtencao de resultados sobre as mesmas. De fato, destacamos
aqui as formulas tipo Hadarmard, que apresentam um formato tensorial a fim de obter
resultados de genericidade (Gomes, Marrocos e Mesquita, 2015; Gomes e Marrocos, 2015;

Soufi e Ilias, [2007).

Defini¢ao 2.1. Um (1, k)—tensor em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagdo
T:X(M)** — X(M)

multilinear sobre o anel C*(M) das fungoes diferencidveis em M. Por conveng¢ao um
campo X serd considerado um (1,0)~tensor.
Um (0, k)-tensor € definido de modo andlogo, porém o contradominio é C*(M).

Formalmente,
T(Yi,....,fX+hrY,...)Y,)=fTM1,...,X,....Y,)+ hT(Y1,...,Y,...,Y})

para todos X, Y € X(M) e f,h € C®(M). As fungoes suaves sobre M sao (0,0)-tensor.
Destacaremos aqui uma identificacao que usaremos ao longo do texto. Dado

um (0, 2)-tensor em uma variedade riemanniana (M, (-, -)), existe um tunico (1, 1)-tensor,
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o qual ainda indicaremos por 7', tal que
T(X,Y)=(TX,Y) VX,Y € X.
Em coordenadas, um (0, k)—tensor pode ser escrito como
T=T(, - ,0,)dz" @@ dx',

Aqui, estamos usando a convencao de Einstein, em que indices repetidos cruzados indicam
que ha uma soma implicita.

Utilizaremos ainda a seguinte convencao:

Ti :T(aim"' 78%)

perip
Em particular, se T' é um (0, 2)—tensor, para campos X = X'0; e Y?0; teremos
T(X,Y) = X'Y'T,,

e seu traco é dado por
tr(T) = g”T}

Se S e T sao (0,2)-tensores, a relagdo
(T,S) = tr(TS")

define um produto interno sobre o espaco dos (0, 2)-tensores conhecido como produto de
Hilbert-Schmidt.

Em coordenadas, temos

(T,S) =¢""(T'S*0;, d;)
=g" " (T ((S*0;,0) D), 9;)
=g ¢" (T, 0;)(5;, SO)
=g g"T}; Sy
:gijgleiijl,

onde a ultima igualdade foi obtida por uma reorganizacao dos indices usando a simetria
de g.

Em uma variedade diferenciavel é possivel estender a nogao de derivada cova-
riante V de campos de vetores a tensores da seguinte maneira. Se T é um (1, k)-tensor

entdo VT serd um (1, k + 1)-tensor dado por
VT(X,Y1,....Y,) =Vx(T(Y1,...,Y%) = T(VxY1,....Ys) — ... = T(Y1,...,VxYy).
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Para cada X € X(M), definimos a derivada covariante Vx7 de T em relagao a X como

um tensor de mesma ordem que 7" dado por
VxT(Y1,...Y,) =VT(X,Y1,...,Y,).

De modo analogo definimos a derivada covariante de um (0, k)—tensor.
Em uma variedade diferencidvel com conexao riemanniana V, o tensor curva-

tura de Riemann é o (1, 3)-tensor
R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

dado por
R(X, Y)Z = vayZ - Vyvxz - V[X,Y]Z~

R também pode ser visto como um (0, 4)-tensor dado por:
R(X,Y,Z, W)= (R(X,Y)Z), W).
O tensor de Ricci é o trago do tensor curvatura de Riemann, isto é,
Ric(X,Y) = ¢”R(9;, X, Y, 9;) = Ric(Y, X).
Representamos as coordenadas do tensor de Ricci por R;; e assim,
Rjr = ¢" Riju.
A curvatura escalar R de M é o traco do tensor de Ricci e, portanto, temos
R = g"Rj,.
2.2.2 Operadores diferenciais

A conexao riemanniana e a derivagao de tensores nos permite estender certos
operadores diferenciais em R™ as variedades riemannianas, como veremos nesta secao.
Porém, este é o momento certo para introduzirmos dois isomorfismos bem conhecidos na
geometria. Nao entraremos em detalhes aqui para nao fugirmos do escopo da tese, mas o

fato é que para cada campo X existe uma tnica forma diferencial §(X) = X’ que satisfaz:
X(Y)=(X,Y).

Se fizermos X = X'0;, teremos
X" = gy X'dal.
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Porém, comumente escrevemos
X’ = X;da?,

onde X; = g;;X*. Por isso dizemos que X’ é obtido de X baixando um indice e isso
justifica a notagao pois o simbolo b indica na musica uma nota mais baixa.
Cada forma diferencial w também estd associada um campo w?, chamado sus-

tenido de w, que é o inverso o isomorfismo que gera o bemol, isto é,
w(Y) = (W, Y).
Escrevendo w = w;dz?, teremos
Wt = w9, = gijwﬁj.

Por isso dizemos que w* é obtido de w subindo um indice, o que também justifica a notacao
pois o simbolo f é utilizado para indicar uma nota musical mais alta.

Agora, podemos definir alguns operadores diferenciais.
Definicao 2.2. O gradiente de uma funcao suave f : M"™ — R € o campo vetorial

diferencidvel V f dado por
V= (df)

isto €, satisfaz

(V, X) =df(X) = X[ =Vxf

para todo X € X(M).

Como df = f;da?, onde f; = 9;f, pelo que vimos acima teremos
V= fiai = gijfiaj-
Definicao 2.3. A divergéncia de um campo X € uma funcdao suave dada por
divX = tr(v = V,X) = ¢7(Vy, X, 0;)

A definicao de divergéncia também é estendida a tensores.

Defini¢ao 2.4. A divergéncia de um (1, k)-tensor é um (0, k)-tensor dado por
(divT)( Xy, -, Xg) = tr(v = (V,T)( X1, -+, Xi)).
Definicao 2.5. O laplaciano de uma funcao suave f € dado por

Af =divVf = g7V, f;.
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Definicao 2.6. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. Definimos o hessiano de f

como o (1,1)-tensor, dado por
V2F(X) = (V2f)(X) = VxVf, VX € X(M). (2.4)

Ou como (0,2)-tensor, dado por
VX, Y) = (VxV[Y) = Viy(f) (2.5)

O hessiano visto como (0, 2)-tensor é simétrico como ¢é facilmente visto e ainda

temos

tr(V2f) = g"V2f(0;,0;) = g7(V:V f,0;) = divV f = Af.

Convém observarmos ainda que V2f = Vdf.
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3 O OPERADOR . E VARIACAO DE TENSORES

Nesta secao, daremos algumas definigoes e mostraremos algumas propriedades
que serao de importancia ao longo de todo o trabalho a respeito da classe de operadores
adotada.

Consideremos uma variedade riemanniana compacta orientada (M,g) com
bordo OM envolvido com uma medida com peso da forma dm = e™"dM. Seja dp = e~ ""do
a forma volume induzida sobre OM, onde n : M — R é uma funcao suave. Definimos o

operador (n, T,)-laplaciano por
Zy(+) = div(T, V) = Ty(Vn, V),

onde T, é um (0, 2)-tensor simétrico definido positivo que depende suavemente da métrica
g. Observemos que para cada X € X(M) o operador div, X = divX — (Vn, X) possui as

seguintes propriedades:

div,(S(£X)) = fdiv,(SX) + (Vf, 5X)

/M div,, (X )dm = / (SX, v)dy,

oM
para cada tensor simétrico S e f € C°(M). Entao a féormula de integragao por partes é

dada por
/ (div, (SX)dm = — / (SX,Voydm + | 0(SX,vdp,
M M

oM
para todo ¢ € C>°(M).

Em particular,

/ (L, fdm = —/ T,(Ve,V f)dm + (Ty(V f,v)du.

M M oM

Consequentemente, %, é auto-adjunto no espago de Hilbert L*(M,dm) com dominio
H?*(M,dm) N H}(M,dm). Além disso, .%, é operador fechado, o que nos direciona a usar
a Teoria de Pertubacao descrita na Secao [2.1}

Seja t — ¢(t) uma variagdo da métrica g tal que (M, g(t), dmy) é uma variedade
riemanniana compacta onde dmy é o elemento volume com peso de g(t) e consideramos
dug como sendo elemento volume com peso de g(t) restrito a M. Denotando por H
o (0,2)-tensor dado por H;; = %‘tzogij(t) e escrevendo h = ¢“ H;;, temos facilmente
%dmt = %hdm. Similarmente, h indicaré o traco do tensor H induzido pela derivada de
g(t) restrita a OM e Ldyu, = %ﬁd,u.

Antes proseguirmos, convém entendermos o significado para o produto entre



dois (0, 2)-tensors S e T"
ST(X,Y)=(STX,Y)=S(TX,Y).
Dessa maneira, definimos o seguinte tensor simétrico
S =—(TH+ HT) +T'.

Escrevendo X = ¢¥z;0; e denotando X := ¢"/0;, teremos

%T(x, Y)=T(X,Y)+T(X,Y) + s0(X,Y).

Para provarmos isso, primeiro observamos que

T(X,Y) = g7 )g" Dz, (t)yn(t)(T1)sr e %gij(t) = —g" (t)g"* (t) Hys(1).
Dai
%T(X YY) = g7 "l () ye(0)(Ty) jo + 97 9" () y;, (8) (T2) 1

— " M iy (T 0 — 97 6™ 9™ Hys iy (T)) 1
+ g7 My (1)

o que conclui a prova da nossa afirmagcao.
Em particular, se f,¢ € C*°(M) entao

d
¢ d
Se vy = % entao
d 1 ,
ETt(Vt’ Vil(t)) = §H(V, )T (v, V) + T (v, V') + 57 (v, V).

De fato é suficiente notar que v; = W—lﬂ(Vf, 0;), o que implica em

1 1
vi=~-——H(v,v)0;f,

de modo que,
1
T(v,Vi) = §H(l/, v)T (v, VYI).
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)



Substituindo (3.5)) em (3.2)) obtemos imediatamente a equagao (3.4)).
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4 CONDICAO DE BORDO DE DIRICHLET

4.1 Foérmulas variacionais tipo Hadamard

Nesta secao, assumiremos que todas as variedades serao orientadas e as que
sao compactas serao admitidas com bordo. Como de costume, M denotard uma vari-
edade riemanniana com métrica g e g(t) uma variacao suave de g, de onde obtemos a
correspondente variacao £ do operador .Z; em L*(M,dm). Como .%, é formalmente
auto-adjunto, provido de todas as fungoes sobre L*(M,dm) que se anulam em M, pelo
Teorema (C) em Kriegl e Michor (2003) temos que os autovalores de %) podem ser
parametrizado duas vezes em t.

Para simplificar a notagao, escrevemos . = £y e Ty = Ty para uma
variacao suave do (0, 2)-tensor simétrico 7.

O lema abaixo garante a existéncia de familias suaves em ¢ de autofungoes
ortonormais e autovalores de . satisfazendo a condigao de bordo de Dirichlet. Este lema
é uma extensao dos resultados de Berger (1973) e Gomes, Marrocos e Mesquita (2015)).
Lema 4.1. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta. Considere em M uma
familia de estruturas riemanniana g(t), real analitica em t, com ¢(0) = g, e Ty uma
variacao analitica do tensor T. Se X\ € um autovalor de multiplicidade m > 1 para o
(n, T)~laplaciano £, entdo existem ¢ > 0, escalares \;i(t) (i =1,...,m) e fungoes ¢;(t)
variando analiticamente em t, tais que para todo |t| < e tem-se que A\;(0) = A, {¢;(t)} €

ortonormal em L*(M,dmy) e

Zoi(t) = N(t)pi(t) em M
pi(t) = 0 sobre OM.

Demonstragdo. Primeiro, consideramos as respectivas extensoes g(z) e T, de g(t) e T;
a um dominio Dy do plano complexo C, simétrico em relagao ao eixo x (por exemplo, faga

Toviv =T, +1iTy). Assim, consideremos o operador
ZLyz) 1 C(M;C) — C*(M;C),

dado por
ga-l—ib = ga + Z,%

Agora observamos que o dominio D = H*(M) N H}(M) do operador ., é independente
de z e, como M é compacta, quaisquer duas métricas sao equivalentes. Além disso, a
aplicagao z — Z,¢ é holomorfa em z € Dy e para cada ¢ € D. Assim, .Z, é uma familia

holomorfa tipo (A). Gostarfamos de aplicar o Teorema de Kato-Rellich a familia .7,
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porém estes operadores nao sao auto-adjuntos com respeito a um produto fixado. Para
contornarmos esse problema, considerarmos a isometria P : L*(M,dm) — L?(M,dmy)
dada por

Plu) = Vg

v det(gi;(t))
Entao o operador %, := P 1o % 0 P terd os mesmos autovalores que % e, além disso, é

auto-adjunto pois

/M v.Zudm L /M P(v).ZP(u)dm, = / P(u).%,P(v)dm,

M

(tegm.) / P P(u)P % P(v)dm = / uZvdm.
M M

Dessa forma, podemos aplicar o Teorema de Kato-Rellich e obter os autovalores e auto-

funcoes com as propriedades requeridas. O

Consideremos uma fungao suave n : I x M — R. Para cada ¢ € C>®(M),

definamos
Zi6 = div(TV$) — Ti(Vn(t), Vo). (4.1)

Essa forma do operador . com 7 variando sera 1til para lidarmos como va-
riacao de dominio mais adiante. Por enquanto, necessitamos do seguinte lema.
Lema 4.2. Para todo f € C®(M),

P %T(Vh, V) + div, (G f) — T(Vi, Vf) (4.2)

onde L' := 4 t:O"E/Zt en= %‘t:On(t)'

Demonstrac¢ao. Primeiramente, suponha que 1 nao dependa de ¢ e observamos que

nesse caso temos .Z = .%. Tomando ¢ € C>°(M), integrando por partes temos

/ME(,S,”tfdmt: —/ME(VE, V f)dm,.

Entao, da equagao (3.3)), temos t = 0

/ (L' fdm = / ( — 1Eh.,%f — 7 (Vf, V) — 1hT(Vﬁ, Vf))dm. (4.3)
M M 2 2
Observemos que

div, (S ((N f)) = (div, (JGN f) + H7(V £, V0) (4.4)

div, (ChTV f) = th.Lf + (T(Vh,V f) + hT(VE, YV f). (4.5)
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Substituindo (4.4)) e (4.5) em (4.3)), obtemos
1
/ (L fdm = / 1 (§T(Vh, Vf)+ divn(%ﬂTVf)) dm
M M

0 (ue prova o (ue queriamos.

Para o caso geral, é suficiente notar que
L'f=2L"f-T(Vi, V)

para concluir a prova do lema. O

Por uma familia suave 7T}, entendemos como sendo uma aplicagao suave 1" :
M" — §2(M) que associa a cada g € M” um tensor simétrico T'(g) = T,. Dessa forma
faz sentido falar da diferencial d7, da familia 7},.

Agora podemos obter nossa primeira férmula variacional tipo Hadamard, que
generaliza a formula de Berger (1973) e Gomes, Marrocos e Mesquita (2015)).
Proposicgao 4.1. Sejam (M, go) uma variedade riemanniana compacta, g(t) uma varia¢ao
suave de gy e T, uma familia suave de tensores simétricos definido positivo. Ademais,
sejam {¢;(t)} € C°(M) e \i(t) familias de fungées de mimeros reais, respectivamente,

suaves em t e tais que A\;(0) = A para cada i =1,...,m e para todo t tem-se

—Z0i(t) = Ni(t)gi(t) em M,
¢i(t) = 0 sobre OM,

em que (Pi(t), ¢;(t)) L2(M,amy) = 0ij. Entdo obtemos a sequinte formula variacional

(AN + X))

/ (5% (0i65)90 = 2Ty, Vi)’ ® doyj — 2di @ (Tyy V)", H)dm
/M (AT, Sym(dgy ® d;), H) + Ty (V. V(i)
(4.6)

onde dT; indica adjunta de dT,,, Sym o operador simetrizador e ¢; = ¢;(0).

Demonstracao. Derivando a identidade

—Zoi(t) = Ni(t)pi(t),

teremos

—Z{pi(t) — Loi(t) = N(t)i(t) + Xi() i ().
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Dai, em t = 0, temos

_gbj"fglogbi - 925]”’%90(;5; - /\;d)ﬂbz - ¢;$90¢j - ijTgo (Vﬁa v¢z)

Usando integracao por partes e o fato que ¢; = 0 em 0M, obtemos

by = /gzﬁj ¢de—|—/ Ty (V1, 9;V ¢;)dm

Assim, deduzimos de (4.2)) que

()\ +)\ = /¢] ¢zdm /¢z ¢]dm+/ go(vn>v(¢]¢z))dm
_ /M ST (VI V(0067)) + f5clivy (7, V) + fudivy (i, V6;)dom

+ [ 1, (90 (056))dm
M

Novamente, integracao por partes implica que

/ h .
(Ai +4;)'0i; = /M (5%0(@%) + 297, (V i, Voy) + Ty, (Vi V(%’@))) dm.  (4.7)
Finalmente, para concluir a prova, é suficiente notar que

Hr,(Vi,Vo;) = — H(T,NV¢;, Vo;) — H(V e, T,V ;) + (T, do; @ do;)
—(—(T,V§:) @V¢; — Ve @ (T,V¢;), H)
+ (dTy(H), Sym(d¢; @ dg;))
—(—(T,V¢;) @V¢; — V¢ @ (T,V¢;) + (dT,)*Sym(de; @ do,), H)

]

Observacao 4.1. A expressio (4.6) além de calcular a derivada da curva t — \(t) em
t = 0 também serd util no desenvolver desse trabalho em uma situacao independentemente

desse fato. Além disso, cabe ressaltar que as equagoes (4.6)) e sao equivalentes e
possuem utilidades distintas, conforme veremos mais adiante.

Observacao 4.2. Podemos obter uma expressao para a derivada da evolugcao de um
autovalor A(t). Admitindo que 1 seja constante, que ¢;(t) e ¢;(t) sejam autofungies

ortonormais associadas a At e sequindo os mesmos passos da demonstragcao da Proposi¢ao

[4.1] teremos
h 1
Noy; = / (Zgg(¢i¢j) + §%g(v¢i, V¢j)> dm, (4.8)
M

onde t foi ocultado por simplicidade.

Agora lidaremos com o caso de deformacao de dominio. Para isto, seja {2 C M
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um dominio limitado com bordo suave, g uma métrica fixa em M e T um (0, 2)-tensor
simétrico. Consideremos a deformacao €); por uma familia de difeomorfismos f; : 2 —

e variagao suaves de g e T' dadas por

gt)=fig e T,=fT.

_d
Escrevendo V' = ‘ i—oJt: temos

d . d .
H:Eh:oftgzﬁvg e TIIE‘t:OftTZEVT'

Com essas convencoes, temos:

Lema 4.3. Para X,Y € X(M), temos
Hp(X,Y) = —(VexV)Y) = (X, Vv V) + (VyTX,Y) = T(Vy X,Y). (4.9)
Demonstracao.

T'(X,Y) = (LyT)(X,Y)
=V(TX,Y) -T(VyX - VxV,Y) - T(X,VyY — VyV)
=T(X,VyV)+T(VxV.Y)+(Vy(TX),Y) —T(VyX,Y)
=T(X,VyV)+T(VxV,Y)+ (VyT)(X),Y).

Em particular, para T' = g, temos

H(X,)Y)=(VxV)Y) + (X, VyV).

Segue que
HT(X,)Y)=H(TX,Y)=(VrxV.Y) + (TX,VyV)
e
TH(X,)Y)=H(X,TY) =(VxV,TY) + (X, Vry V).
Finalmente, basta usar (3.1)) para obter a expressao ({4.9)). O

O proximo resultado nos dé uma formula variacional tipo Hadamard para os
autovalores de .Z por de deformacoes de ).
Proposicao 4.2. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana, 2 C M um dominio limi-
tado, f; : Q — (M, g) uma familia analitica de difeomorfismos (2 = fi(Q)) com fo = Idg
e A um autovalor de multiplicidade m > 1. FEntdo existe uma familia de m funcoes
{0i(t)} € C=(Q) com (¢i(t), dj(t)) 12(0,.am) = 0i; € niimeros reais \i(t), suaves em t, com
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Ai(0) = A tais que

—Zypi(t) = Ni(t)ei(t) em Qy, (4.10)
oi(t) = 0 sobre 0€, '
para todo t,i =1,...,m.
Além disso, temos a sequinte formula variacional
e 0¢; 09,
(AN + )6 =—2 /aQ<V, V) 50 Do T(v,v)du, (4.11)

)
onde V = dtlt:oft'

Demonstragao. Consideremos a familia de métricas g(t) = f/g e (0,2)-tensores simé-
tricos T, = f;T em . Nao é dificil ver que o Lema também pode ser aplicado ao
operador .%, com n(t) = no f,. Desse modo, existe uma familia {¢;(t)} € C=(Q) de

fungdes analiticas em ¢ satisfazendo (§;(t), ¢;(t)) r2(q.am,) = 0ij €

{—.,%@-(t) = M(B)a(t) @, (4.12)

oi(t) = 0 oQ.

Afirmamos que \;(t) e ¢;(t) := ¢;(t)o f; ! satisfazem (4.10]). De fato, é evidente

que ¢;(t) = 0 em 0€;. Para provarmos que
—Zy¢i(t) = Xi(t)di(2),
primeiro devemos notar que
gldf (1:X), df e;) = g(T1 X, e;) = Ti(X, ;) = T(df X, df e;) = g(Tdf X, df e;),
para X € X(M), de onde obtemos df (1;X) = T'df X e como consequéncia, teremos

g(dthVth, dfei) = gi(Vi(d o f), Trei)
= (Liei) (¢ o f) = df (Tiei)9
= 9(Vo,df Tie;)
=g(T'Vo,dfe;).

Consequentemente,
df T,V = TV,

o que implica em

div, TV ¢ = div,df T,V = div,, T;Vé.
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E entao para cada ¢ = f(p) € {2 teremos

(Ly(0i(t))), =[divy (TVe:(t) — T (V1. Vou()] )
= [divy (TiVi6i(1)) — Tu(Vin(t), Vidi(1))],
=[], = =N (@:(1), = M) (@(t) © f), = =Xi() (i1

p

o que conclui a prova da afirmacao.
Nos resta mostrar que a identidade (4.11)) é vélida. Mas, como ¢;(0) = ¢;(0)
e %y =2, pela equacio ([{.7) temos que:

h
sty = [ (3200)am+ 20(96,,96) + T(V.9(66) ) dm.

onde Sij = ()\z + )\j)/.
Como h = (H, g) = 2divV temos pelo Lema [4.3]

sijéij :/Q ($<¢l¢])leV — 2<VTV¢¢V: V@) — 2<vTv¢j V, V¢Z>) dm
+2 [ (9uT)(0). Vo)dm + [ T(90,9(0r0,))dm.
Q Q
Mas,
(Virve,V,V;) = div,((V, V)TV ;) + MV, V) — V2e;(V,VT;)

e como A = \;(0) = X;(0), fazendo 314;; = a;;, teremos

5 ==\ [ (80,0 + (V. V(0 dm — [ (V. 90)T(Tnv)du
- / (V.Vo)T(Vy,v)du + / T(V¢;, V;)divVdm
o0 Q
+ [ Vo rvegdm+ [ 926,V dn
Q Q

| |
n /Q (Vv T)(V6), V6,)dm + /Q T(Vih, V(6:6;))dm.
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Como ¢; = 0 sobre 092, temos Vo, = (Vo;, v)v = %u em 0f). Além disso,

div,(T(Vei, Vo;)V) + T(Véi, Vo;)(Vn, V)
= div((VT'¢;, Vo,;)V)

=T(V¢i,Vo;)divV + (V(T(V;, V;)), V)
=T (V¢i, Vo;)divV + Vquj(V, TV ¢;)

= +(VvIV¢;,V,).

De
(VW) (V) = Vy(TV¢;) = T(Vy V)
vem que
(VW) (Vi), Vy) = (Vv(TVh:), V) — Vei(V, TV ;).
Assim,

B : 09; 0,
A /\/de(qb,-gbj‘/)dm - 2/89<v SO ()

+ /Q divy(T(V i, Vo, )V) + T(V i, Vo) (Y, V) + %T(Vﬁ,V(@(bj))dm

Segue que

5¢z 99, (b
/asz v oy W v)du _A/de(@%v)dm
1 .
+/QT Vi, V)V, )dm+§/QT(V77’V(¢i¢j))dm

Por outro lado,

0= [ div, 00,V = [ divtouosV)am— [ 6,05(Va, Vyim
Portanto,

3@ 0¢;
81/ ov 2 LW

T(V¢i,Vo;) A(bqu])(Vn, >dm+%/T(Vﬁ,V(¢i¢j))dm

Q

,v)dp

D\%\

(4.13)

Como n(t,p) =no f(t,p), temos que

= ] (10 D)6 = dn| (V) = (V1)
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Finalmente, para completar a prova do teorema, basta notar que

1 1 1
5 | 70T tn)am = =5 [ a2 (o)am+ 5 [ T V(60

_ /Q (Vi, V) (i — T(Véi, Vb;))d.

4.2 Propriedades genéricas de autovalores

Direcionamos nossa atenc¢ao a aplicagoes das férmulas tipo Hadarmard obtidas
na se¢ao anterior.

Seja T,, g € M", uma familia de (0, 2)-tensores simétricos definido positivo.
Dizemos que uma familia de operadores .Z;¢ = div,T,V¢ satisfaz a propriedade P se,
para todo g € M", T, é suave e G, = (n — 4)T, + 2dT,(g) é positivo.

Por exemplo, se n > 2 e 1) é uma funcao suave positiva entao T, = 1) g satisfaz
a propriedade P.

O teorema abaixo permite provar que, para uma classe de tensores T que
satisfaz a propriedade P, os autovalores de .Z" sao genericamente simples.
Teorema 4.1. Considere a familia de operadores Zy¢ = div,(T,V ) que satisfaz a pro-
priedade P. Sejam (M, go) uma variedade compacta com bordo e X um autovalor do

problema

{—$g0¢ = X em M (414

10) = 0 sobre OM.

com multiplicidade m > 1. Entao dada qualquer vizinhanga U C M" de gy, existe g € U

tal que os autovalores de £, prozimos a A sao todos simples.

Demonstracao. Seja U C M" uma vizinhanca de gy e suponha que a multiplicidade
de )\ seja preservada ao longo de qualquer curva em U partindo de gy. A idéia é mostrar
que isso é uma contradigao e temos entao provado o teorema pois a multiplicidade de A
é finita e entao basta aplicar o argumento em no maximo m subconjuntos encaixados de
U.

Consideremos g(t) = go+tH, onde H é (0, 2)-tensor simétrico sobre (M™, g(t))
e t é suficientemente pequeno de modo que g(t) € U. Pelo Lema existem uma curva
de autovalores A(t) e fungdes ortonormais associadas {¢;(t)}", analiticas em ¢ tais que
A0)=Xe

—Z19i(t) = AMt)di(t) em M
oi(t) = 0 sobre OM,
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onde .%; = Z). Pela Proposicao 4.1} temos

M

0

+ / (—Sym(Ve; ® (Tv¢j)b) + dF, Sym(de; @ dg;), H)dm.
M
Se i # j, temos

0= 32(6:63)90 — Sym(TV0:Y @ V6,) — Sym(Vor © (T,
+ dF, Sym(d¢; @ de;). (4.15)

0

Além disso, tomando o traco na equagao (4.15)), teremos

0 =nL(¢i9;) — 8T (Vi, V;) + 4dFy,(90)(Vi, Vo)
= —Angi¢; + ((n — 4)T + 2dF4,(90))(V i, Vb;). (4.16)

e dai
Ang;p; = G(Vgi, Vo).

Motivado por uma ideia similar de Uhlenbeck (1976)), fixamos p € M e consideremos
a curva integral a em M tal que «(0) = p e /(s) = GV¢;(a(s)). Definindo 5(s) :=

¢;(a(s)), calculamos

B'(s) =(Voj(als)), o'(s)) = G(V;, Vi) (a(s)) = Andi(a(s))d;(als))
=Angi(a(s))S(s)-

Isto nos dé B(s) = ce™ o #:(@®)dt onde ¢ > 0. Assim, como ¢(a(s)) é crescente em s, pois

G é positiva, temos 5(s) 0o, 0 que é uma contradigao, pois M é compacta. n

Observacao 4.3. Se n = 2 entao G = 0 e consequentemente nao podemos aplicar o
Teorema para este caso. Mas ele ainda continua sendo vdlido. Para vermos 1sso,
maciamos como na prova do Teorema . Da equacao seque que ¢;¢0; = 0 e entao
do Principio da Continua¢ao Unica (Homander, |1969) temos que pelo menos uma das
autofuncgoes se anula, o que € uma contradi¢cao.

Corolario 4.1. Considere a familia de operadores Zy¢ = div,(T,V¢) que satisfaz a
propriedade P. Se M € uma variedade compacta, entdo o conjunto das métricas C" que

tornam simples os autovalores do Problema[].1]] é residual.

Demonstragao. Seja ', um conjunto de métricas em M" tal que os primeiros m au-
tovalores . sao simples. E conhecido que esses autovalores dependem continuamente da

métrica (veja Bando e Urakawa, 1983), e entao para cada m o conjunto I';, é aberto em
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M?". Por outro lado, segue do Teorema que o conjunto I';,, é denso em M". Dessa
forma, o conjunto I' = N7Y_,I',,, é residual, o que prova o coroldrio.

]

Teorema 4.2. Seja (M,g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e £ um

dominio limitado. Se A é um autovalor do problema

(4.17)

—Z = X em Q
) = 0 sobre 09,

com multiplicidade m > 1 entao existe um difeomorfismo f em uma vizinhanca C”,

1 <r < o0, daidentidade idg tal que os autovalores A(f) proximo a A sdo todos simples.

Demonstra¢ao. Suponhamos que para toda pertubacao por um difeomorfismo de €2, a

e e . ~ . ~ 9
multiplicidade de A nao possa ser reduzida. Entao, segue de (4.11) que %% =0 em

0. Desta forma, temos % =0 ou % = 0 em algum subconjunto aberto U de 0f2.
Se % = 0 em U, como ¢; = 0 em 0f2, segue que do Principio da Continuacao Unica
(Homander, 1969) que ¢; = 0 em €2, o que é uma contradicao. O

Corolario 4.2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo e Q0 um
dominio limitado. Entdo o conjunto dos difeomorfismos ® C Dift"(2), que tornam sim-
ples o0s autovalores do problema[f.17, é residual.

4.3 Aplicagoes a dominios extremantes para o k—ésimo autovalor

Antes de procedermos com os resultados desta se¢ao, faremos algumas observacgoes. Pri-

meiro, denote por p(t) o k—ésimo autovalor de %}, isto é, temos

0=po(t) < pi(t) < pot) <o Splt) < -0

Assim como Soufi-Ilias, denotaremos por Ej os autoespacos associados ao k—ésimo auto-
valor de .Z e por Ay(99) o conjunto das fungoes regulares sobre 99 tal que |, oo vdi = 0.
Se Q; = fi(2) é uma deformagao analitica de €2 que preserva volume entao
nao é dificil mostrar que v := <%|t:0ft’ 1/> € Ap(09). Soufi e Ilias provaram que dado
v € Ag(09), existem uma deformagao analitica 2, = f;(2) que preserva volume tal que
V= <%‘t—0ft’ v) € Ag(09) (ver Soufi e Ilias, 2007). Isto ¢ fortemente usado na prova do
teorema abaixo, cuja versao .Z = A foi provada por eles.
Teorema 4.3. Denotemos por u o k—ésimo autovalor de £. Seja k um natural inteiro
tal que pg > pig—1 (resp. pu < pgr1) e S um minimizante local (resp. mazimizante local)
para . Entao py é simples e para alguma constante ¢ temos

VT

= C.
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Demonstragao. Suponhamos que pup > g1 € sejam v € Ay(0Q) e @ = fi(2) um

deformagao analitica de €2 que preserva volume tal que v = <d ’ fts 1/>. Sejam ainda
=0

dt
t
{Ai(t)} e {#:(t)} familias analiticas de autovalores e autofuncoes associadas a A = py

como no Lema . Como A;(0) = ug > pg—1, temos por continuidade
Ai(t) > pe—1(t)

para t suficientemente pequeno, a saber, t € I.
Logo,
Ni(t) > pp(t) Vitel (4.18)

Por hipétese, a funcdo t +— pux(t) admite um minimo local em ¢ = 0. Assim, por (|4.18])
e como \;(0) = p(0), segue que A;(f) também é um minimo local em ¢ = 0 e portanto
d
E)\i(t”t:(] - O

Pela Proposicao [4.2) concluimos

96\ 2
/391)(8_(5) T(v,v)dp =0 V¢ € Ey

e isto ainda é vélido para qualquer v € Ay(952), o que implica que % /T (v,v) élocalmente
constante em 0f2 para qualquer ¢ € Fj. Agora, suponhamos que A\ nao é simples. Assim,
se @1 e ¢y sao dois autofuncoes em Ej, podemos encontrar uma combinacao linear a¢; +
Boy =: ¢ tal que g—f se anula em pelo menos uma componente conexa (2. Para ver isso, é

suficiente escolher v e 3 tal que

991

a —%
ov

T(v,v) = 5

T(v,v).
Aplicamos agora o Teorema da Unicidade de Holmgren para deduzir que ¢ é identicamente
nulo e A serd simples.

Para completar a prova, devemos mostrar que, para todo ¢ € Ej,

(%Y 100

assume o mesmo valor constante em toda componente de 0§2. De fato, sejam ¥, e X,
duas componentes conexas distintas de 9N e seja v € A(02) uma fungdo dada por

v = vol(Xg) em Xy, v = —vol(X;) em ¥y e v = 0 em outras componentes. Entao a

99

ay)Q T(v,v)dp = 0 implica que

(%Y 200, = (%) 100

0 que completa nossa prova.

condigao [;, v (

Y

Py
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O argumento acima funciona no caso g < i1 [

4.4 Aplicacoes ao fluxo de Ricci

Seja M™ uma variedade fecahda. Hamilton [Hamilton (1982) mostrou que o

fluxo de Ricci

d
ar?

sobre M tem uma tnica solugao g(t) sobre um intervalo maximal 0 < ¢ < §. Notemos que

(t) = —2Rng(t)

pelo Teorema (C') em Krigl e Michor (2003) so autovalores de .Zj) podem ser parame-
trizados duas vezes diferenciavel em ¢t. Nesta secao, estudaremos as propriedades desses
autovalores ao longo do fluxo de Ricci. Primeiro, deduzimos uma férmula de evolugao
geral para os autovalores de .Z.

Proposicao 4.3. Se A\(t) denota a evolugao de um autovalor de £ ao longo do fluxo de

Ricci o em M, entao

N :)\/ u2Rdm—/ RT(Vu, Vu)dm
M M

—|—4/ Ric(TVu,Vu)dm+/ T'(Vu, Vu)dm, (4.19)
M M

onde u denota a autofuncdo associada ao autovalor X e R € a curvatura escalar.

Demonstracao. Temos
TH(Vu,Vu) = HI'(Vu,Vu) = —2Ric(T'Vu, Vu),
de onde obtemos
A7 (Vu, Vu) = 4Ric(TVu, Vu) + T'(Vu, Vu).
Assim, por (4.8]) e como h = —2R, temos

N(t) —/ %DQ”UQ + - (Vu, Vu)dm
M

:/ (A\u? — T(Vu, Vu)) Rdm + / 4Ric(TVu, Vu) + T'(Vu, Vu)dm,
M M

de onde segue (4.19). O

Em variedades de dimensao 3, se Ric > 0 em ¢t = 0 entao isso é valido para
todo t ao longo do fluxo (Hamilton, 1982). Usaremos esse fato sem mengao novamente.
Teorema 4.4. Suponhamos que (M3, g(t)) seja uma solucio do fluzo de Ricci em uma

3—variedade riemanniana fechada homogénea (M, g) com curvatura de Ricci nao negativa
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inicialmente. Se T > —4RicT entdao o primeiro autovalor de £ ¢ nao decrescente ao

longo do fluro de Riccr.

Demonstra¢cao. Como a M é homogénea, por teremos
N :4/ Ric(T'Vu, Vu)dm+/ T'(Vu, Vu)dm.
M M

E entao a prova é imediata. O

Examplo 4.1. Seja Ty tensor simétrico definido positivo e consideremos Ty = 1 g(t) + Ty,
onde ¥ > 0 é a suave fungao. E facil ver que messe caso temos T" > —4RicT, logo \
¢ nao decrescente sob as hipdteses do Teoremal[{.4] Em particular, o primeiro autovalor
do drifting laplaciano nao € decrescente ao longo do fluxo, como conhecido em Gomes,
Marrocos e Mesquita (2015).

Examplo 4.2. Se X; = ¢*X,(t)0), e Y, = ¢]'Y;(t)d;, temos

gt(Xa Y) = QZinY}'

Suponhamos que g # 0 e defina o tensor simétrico definido positivo T, por

1
Tt(X, Y) = TngYy
o
Entao i i o
d < (g PallH H
—Tt(Vu, VU) — _at (gt 2) Uiy = WUZUJ = (V+ZVU)
dt (gt ) (gt ) (gt )

Considerando a curvatura de Ricci estritamente negativa no Teorema[f.4 e supondo H #

0, temos que

d
EE(VU, Vu) < 0.

Logo o primeiro autovalor de & € decrescente ao longo do flurzo de Ricci.
Teorema 4.5. Sejam (M, g(t)) uma solug¢io do fluzo de Ricci em uma 3—variedade fe-
chada M com curvatura de Ricci positiva inicialmente e £ ¢ = div, (¥V¢), onde ¢ € uma

fungdo suave positiva. Entao eziste ty € [0,6) tal que o autovalor A(t) de £ € crescente
em t € [tg,0).

Demonstra¢cao. Como M é compacta, existe ¢ > 0 tal que Ric > eRg ao longo de todo
o fluxo (Hamilton, 1982)). Logo,

@19)
)\/ u2Rdm—/ R¢|Vu|2dm+2/ YRic(Vu, Vu)dm
M M M
> )\Rmin(lf)—/ Rw\Vu\deH—Qa/ Ry|Vul*dm
M M
> MRBRmin(t) + (26 — 1) Rypax(1))-
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Hamilton provou que ((%“%;: — 1 quando t — ¢§. Dai, como 2¢ — 1 < 0, existe t; > 0 tal
que
Rmin
—(25—1)<R <1 Vtp<t<§,

de onde segue que N'(t) > 0 para todo t € [ty, ), o que prova nosso resultado.
]

Seja Lu = div,Vu o operador n-laplaciano e Ric + V?7 o tensor de Bakry-

Emery-Ricci. Entdo a bem conhecida férmula de Bochner
%mw? _ Ric(Vau, V) + (VAu, Vi) + [V2ul?,
implica imediatamente que
%L\Vuﬁ = Ric,(Vu, Vu) + (VLu, Vu) + |V?ul?. (4.20)
Considere 1 uma funcao suave sobre M. Note que

(V, V|Vul?) = 2V*u(Ve, Vu)
= 2(VWVU, V1/)>
= 2(Vu)(Vip, Vu) — 2V*)(Vu, Vu).

Assim

YL|Vul|? = Z|Vul® — (Vip, V|Vul?)
= Z|Vul? — 2(Vu){Vy, Vu) + 2V (Vu, Vu). (4.21)

Mas,

(Vu)(V, Vu) = (Vu, V(Vu, Vi)
= (Vu,V(Zu)) — (Vu, V(Lu))
= div, (LuVu) — (Lu)Lu — div,[(¥Lu)Vu] + 1 (Lu)? (4.22)

Y(VLu, Vu) = div,[(¢Lu)Vu] — (Lu)Lu. (4.23)

Assim, juntando (4.20), (4.21), (4.22) e (4.22), obtemos a seguinte férmula
tipo Bochner para o operador Zu = div,yVu:
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%$|Vu]2 — div,(LuVu) + ¥Ric, (Vii, Va) — 2(.Lu)Lu + (Lu)?

1+ |V2ul? — V2 (Vu, Vu) (4.24)

Essa férmula serd 1til na prova do nosso préximo resultado
Teorema 4.6. Sejam (M, g(t)) uma solugdo do fluro de Ricci em uma 3—variedade fe-
chada M com curvatura de Ricci positiva inicalmente e A(t) a evolugdo do autovalor do

operador div,(¥Vu). Suponha que 1) > ¢ para alguma constante ¢ > 0 e que V) < 0.
Entao

lim A(t) = oc.

t—4

Demonstra¢ao. Como M é sem bordo, integrando a identidade (4.24]) obtemos

/ YRic(Vu, Vu)dm =2 / (ZLu)Ludm — / Y(Lu)?dm — / Y| V2u2dm
M M M M
+/ V2 (Vu, Vu)dm
M
:—2)\/Mu(Lu)dm—/M@DVQU(VU,Vu)dm
2\ [ |Vul*d
< /M] ul“dm

< 2/\0_1/ Y| Vuldm
M

< 2X\2¢7 L

Para qualquer solucao do fluxo de Ricci sobre uma 3-variedade fechada com

curvatura de Ricci positiva, existe e > 0 tal que Ric > eRg é preservado ao longo do fluxo
(Hamilton| (1982))). Assim

X%t > / YRic(Vu, Vu)dm > e/ RY|Vu|*dm > €Rpin A
M M

e entao

A(t) > ceRuin(t).

Como

lim Rmin(t) = 00,

t—0

a prova esta completa. O
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E agora consideramos um fluxo de Ricci normalizado sobre (M, g), isto é,

d 2r ,
29(t) = —-g(t) — 2Ricq),
onde g(0) =ger =r(t) = %. E facil ver que podemos tomar autofuncoes de % de
M

modo que [ yudm=0e Il o u?dm = 1, as quais chamamos de autofuncoes normalizadas.
No que segue todas as autofungoes consideradas serao dessa maneira.
Proposicao 4.4. Se \(t) denota a evolugao de um autovalor de £ ao longo do fluro de

Ricci normalizado em M, entao

4
N=——rA+ )\/ u? Rdm —/ RT(Vu, Vu)dm
n M M

—{—4/ Ric(TVu, Vu)dm+/ T'(Vu, Vu)dm, (4.25)
M M

onde u denota a autofuncao associada ao autovalor .
Demonstracao. Anéloga a Proposicao [4.3 O

Corolario 4.3. Se A(t) denota a evolugio de um autovalor de £ no fluxro de Ricci

normalizado em uma variedade riemanniana fechada homogénea (M™,g), entdo

4
N = ——R)\ + 4/ Ric(TVu, Vu)dm +/ T'(Vu, Vu)dm.
n M M
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5 CONDICAO DE BORDO DE NEUMANN
Nosso objetivo nesta secao é provar propriedades genéricas para os autovalores

do problema de Neumann para o operador .. Mais especificamente, consideramos o

problema de Neumann:

-4 = —X¢ em M,

1
% = 0 sobre OM, (5.1)
8Vt

onde v; é uma familia a um parametro de vetores exteriores unitério ao bordo M. Nesse
problema, suporemos que T'0; ainda é tangente a OM e consequentemente T'(0;,v) = 0
em OM. Em particular, T(V¢,v) = 0 em OM pois V¢ tem apenas componente tangente

com a condicao de bordo g—i =0.

5.1 Formulas variacionais tipo Hadamard

Aqui, procedemos analogo como na Secao [4.1}

Proposicao 5.1. Para quaisquer f,0 € C®(M) temos
/ (L fdm = / £<1T(Vh, V1) + div(#V f))dm,
M M N2

onde L' = %| Ly1)-

t=0""9

Demonstracao. Por integragao por partes

/M (% fdm, = — /M T(Vf,V6)dm, + / (T(V £, v)dgs.

oM

Assim, por (3.4) em t = 0,

/Mﬁﬁlfdm+%/M€h.§ffdm:—/M%”(Vf,VK)dm—%/MhT(Vf’V@dm
+ /8M€<<%”T(V, Vf)+ %H(u, VT (V, ’/)>dﬂ

h

oM
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Reorganizando a equacao acima, teremos

/Ef’fdm:—/ %”(Vf,Vf)dm—i—/ 07 (v, V f)du
M M oM

1
-3 /M (hT(V f,V0) + thZL f)dm

1 ~
+ —/ ((h+ H(v,v))T(Vf,v)dp. (5.2)
2 Jom
Finalmente substituindo (4.4)) e (4.5) em (5.2), obtemos

/M 1L fdm = /M E(%T(Vh,Vf)+div(%”Vf)>dm

1

para todo £ € C*(M), o que é suficiente para concluir a prova pois h = try (A \om) =
h—H(v,v). O

Abaixo, obteremos uma féormula tipo Hadamard para autovalores de £ sob
condicoes de bordo de Neumann.
Proposigao 5.2. Sejam (M, go) wma variedade riemanniana compacta, g(t) uma varia¢ao
suave de gy e T, uma familia suave de tensores simétricos definido positivo. Ademais,
sejam {¢i(t)} C C°(M) familias de fungoes suaves e A(t) uma familia de nimeros reais,

analiticas em t tal que para todo t tem-se

—Zyw¢i(t) = At)¢i(t) em M,
=¢it) = 0 em OM.

em que (¢i(t), ¢;(t)) L2(M,am,) = 0ij. Entdo obtemos a sequinte formula variacional
, 1
N(0)d; = / (Lo (@105)90 = (To, Vi)’ ® V; = Vb @ (Ty, V6;)’, H)dm
M

+ /M<dTJOSym(d¢i ® d¢;), H)dm

onde dT} indica adjunta de dT,,, Sym o operador simetrizador e ¢; = ¢:(0).

Demonstracao. Derivando em t = 0 em ambos lados da identidade

=Ly @i(t) = Mt)¢i(t),

teremos

— L' — Lo, = Ny + A
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Assim
- / (6,261 + 6,2 8})dm = / (N30 — 6. L6,)dm.
M M

Agora, como T' (v, Vig;(t)) = 0 em OM, deduzimos pela equagao (3.4)) que
Tw,V¢,) =—7#(v,V¢;) emt=0.

Além disso, integrando por partes,

- / 6, L ddm— [ 6T(v, Vel )dp
M

oM

_ / b0, L ddm+ | 6,70, V),
M oM

De onde,

_oxg) = /M 6, %" drclm + /M 0L 0dm — [ 6, (v, Vi) dp

oM

— ijjf(l/, ngl)d,u

oM

= [ GTVR V() dm+ [ (o, (HV6,) + dxdivy (4 Ty

- ¢ (v, Vo;)du — ¢;(v, Vo )du

oM oM

Usemos o Teorema da Divergéncia para deduzir que

157 _ E h. _ ) )
—2\§) = —/M 52 (6:0;)dm Q/M%(V@,ng])dm

ou, equivalentemente,

N3y = [ G2(60)9 - (TV6) © V6~ Vor @ (T9;) Hydm
+ / (dF:Sym(de; ® dé;), Hydm + / %T(Vﬁ,V(gbiqu))dm
M M

como na Proposigao [1.1] O

Agora, seguiremos na dire¢ao de provarmos a existéncia de curvas analiticas de
autovalores de . de modo que satisfacam as condigoes de bordo de Neumann. A principal
técnica utilizada é o método de Liapunov-Schmidt usado por Henry (2005), continuado
por Marrocos e Pereira (2015)) e, posteriormente, por Gomes e Marrocos (2015). Dessa
maneira, necessitamos de uns resultados preliminares.

Proposicao 5.3. Seja \g um autovalor de £ operador com multiplicidade m > 1. Entao
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para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada |t| < §, existem exatamente m autovalores

(incluindo suas multiplicidades) para o problema (5.1)) no intervalo (Mg — €, Ao + €).

Demonstragdo. Sejam {¢;}7., uma base ortonormal associada a g e

Pu = Z¢]/ QZSjUdHlO
j=1 M

a projecao ortonormal no autoespaco correspondente. Como é bem conhecido, P induz
uma decomposi¢ao L*(M,dmy) = R(P) & N(P) de modo que, qualquer fungao u em
L?*(M, dmg) possa ser escrita como u = ¢+1, onde ¢ € R(P) = ker(L+X) e € N(P).

Com isto em mente, o problema de Neumann pode ser equivalentemente visto

como o seguinte sistema de equagoes:

(I =P)(L+N(o+¢) =0 em M
P&+ N@o+y) =0 em M (5.3)
%(¢+¢) =0 sobre OM.

Para resolve-lo, precisamos observar que como ¢; e ¢ sao ortonormais, pelo

Teorema da Divergéncia devemos ter
=1 M
=305 [ 0,2+ N = UL + Ny
=1 M
=Y "o | & T(Vip,v) =T (Ve,v)du
P oM

= ; T(Vi,v)d
;@/W@ (Vi)
o que implica
(24N = (=PI +00) + Y05 [ oT(Vo)due
st oM
Assim, obtemos

(L + N0+ (1= P) L= 2)6+0) - 6, /a TV =0
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Além disso, a parte com rela¢do ao bordo em ([5.3) pode ser reescrita como:

o) ) -
5, T (a—yt——y) (@+¢) =0

Consequentemente, encontrar as solugoes da primeira e terceira equacoes de (5.3)), é equi-

valente a encontrar os zeros da aplicacao

F:RxRxR(P)x HXAM)NN(P) — N(P)x Hz(M)
(t7)‘7¢7,¢) = (Fl(t A QS W (t /\ ¢ w))

onde

= (L+ N+ (= P)(Z—- L) o+0) - Z@ T(V,v)duo

<9M
Fr=50+ (o — %) (0 +9).

Notemos que F' depende diferenciavelmente de A, t, ¢ e ¢. Nossa intencao é
usar o Teorema da Fungao Implicita para mostrar que F(t, A, ¢,v) = (0,0) admite uma
solucao ¥ como funcao de A, t e ¢. Para isto, observamos que se t = 0, A\ = A\, = 0

entao

OF
oY
Afirmamos agora que a aplica¢do dada em (5.4) é um isomorfismo de H*(M) NN (P) em

N(P) x H%(M) De fato, a prova deste fato pode ser encontrada em Lions e Magenes
(1972).

(0,20,0,0) = (£ + Ao Z@/ 6 T(Vi),v) dﬂo,—f). (5.4)

Consequentemente, pelo Teorema da Funcao Implicita existem nimeros posi-
tivos 4, € e uma funcao S(¢, \)¢ de classe C! nas varidveis (¢, \) tal que para cada [t| < ¢
eX€ (N —€ X Fe), F(t,\,¢,S(t,\)¢) = (0,0). Ademais, S(t, \)¢ é analitica em A e
linear em ¢. Isto resolve a equacao em relacao a 1.

Observemos que para cada ¢ € R(P) existe um nimero real ¢y, co, ..., ¢, tal
que ¢ = Z;n:l cj¢j. Assim, a segunda equagao em pode ser equivalentemente vista

como um sistema de equagoes nas variaveis cy, . . ., ¢, como abaixo
ch/ (L + NS5+ S(t, N )dmo = 0, k=1,2,....m.
=1 M
Desta forma, A é um autovalor de .Z; se e somente se det A(t, A) = 0, onde A(t, A) é dada

por

Agj(t,\) = /M (L + M) (¢ + S(t, N)p;)dmy.
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Além disso, as autofungoes associadas sao dadas por
= ¢i(e5+ S(t, N)gy).
7=1

Em outras palavras, ¢ = (c1,...,¢,) deve ser satisfazer A(t,\)c = 0. Pelo Teorema de
Rouché, temos que: Para cada € > 0 existe § > 0 tal que se |t — ty| < J, entao existe

exatamente m-raizes de det A(t, A) = 0 no intervalo (Ao — €, A\g + €). O

Lema 5.1. Sejam (M, go) uma variedade riemanniana compacta orientada e {g(t)} uma
familia analitica de estruturas riemanniana em M com g(0) = go. Suponhamos que A
seja autovalor de multiplicidade m para o operador £,,. Entdo existem ¢ > 0 e funcgoes
t-analiticas Ni(t) e ¢;(t), (i = 1,...,m) tal que (¢;(t), d;(1))r2(aramy) = O] e para |t| < e
tem-se \;(0) = X e
Zoi(t) = N(t)pi(t) em M
{ Bun ¢l(t) = 0 sobre OM.

Demonstracao. Assuma as mesmas condicoes da Proposicao[5.3l Devemos mostrar que
existe m curvas analiticas de autovalores \;(t) para associadas a m curvas analiticas
de autofuncoes ¢,(1).

A estratégia da prova é reduzir o problema ao analogo ao caso de dimensao
finita e aplicar o teorema da sele¢ao de Kato (1980). Com isto em mente, faremos uma
construcao levemente diferente da proposicao anterior.

Seja {¢;}72, uma familia ortonormal de autofungoes de £ associada com .

Para cada j = 1,...,m consideramos o seguinte problema:
(Z + Mo)u =0 em M
%((bj +u) =0 sobre OM (5.5)

Pu=>Y ¢ / pudmy =0 emM.
j=1 M

Consideremos agora o complementar ortogonal [¢;]* do ker(Z+X) em L*(M, dmg)

e defina
F 1 (=6,6) x HX(M,dmy) —» [¢;]" x R(P) x H?(M,dmy)
por
F(t,w) = ((.,2” + \o)w, Pw, 8(9 (¢; +w))

Exatamente como antes, obtemos que § 9F 5.-(0,0) é um isomorfismo, assim pelo Teorema da
Funcao Implicita existe § > 0 e uma funcao analitica funcao w;(t) definida para |[t—to| < 6
tal que F'(t,w;(t)) = 0. Além disso, obtemos para cada |t —ty| < § um conjunto de fungoes

linearmente independente {¢;(t)}7,, dadas por ;(t) = ¢;+w;(t), que satisfaz a equacao
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(5.5)). Pelo processo ortonormalizagao de Gram-Schmidt com respeito ao produto interno

(u,v) ::/ uv dmy,
M

podemos sem perca de generalidade assumir que {p;(¢)}j., é biortogonal. Notemos
que as fungoes p;(t) pertencem D, = {u € H?*(M,dmy), g—;i = 0}. Além disso, como
%, é auto-adjunto com respeito ao produto interno definido acima, segue que a matriz
fM ;L prdmg é simétrica.

Para um dado 7 € S8**, definimos uma familia de métrica riemannianas em
M por g(t) = go + tT e seja P(t) dada por

Hu = Z o;(t / up;(t)dm.

Finalmente definimos para cada j =1,...,m,

G (=€) x R x HX (M) —s L*(M)x H?(M) x L*(M)
(t, )\,'UJ) — (Gjl(t, )\,U)),ng(t, )\,w),ng(t,)\,w))

por
Gj1 = = PO)((Z + AN)(w + ¢;(t))
ng = %w’
ng = P(t)w

Novamente, nos d4 um nimero § > 0 e fungoes w;(t, A) tal que para qualquer |t —to| < 6
e cada |A — Ao| < d temos G,(t, A\, w;(t,\)) = (0,0,0). Porém, sabemos que X é autovalor
para se, e somente se, existem uma m-upla nao nula nimero reais ¢ = (¢y,...,¢p)
tal que A(t, \)c =0, onde

As(t:) = [ 4 M)+t W),

Isto é, A é um autovalor de se det A(t,\) = 0. Pelo Teorema de Rouché, existe,
para cada t, m raizes préximas a Ay, contando suas multiplicidades. Assim, pelo Teorema
de Puiseux (Wall, |2004)) existe m fungoes analiticas ¢ — \;(t) que s@o solugoes locais
da equacao det A(t,\) = 0. E fécil ver que A é simétrico e portanto, pelo Teorema

da Selegao de Kato (1980), podemos encontrar uma curve analitica c¢'(t) € R™ tal que
A(t, \i(t))c'(t) =0, para cada i = 1,...,m. Assim, ¢;(t) = >, & (¢) (@ +w;(t, Ni(2))) é

=15
uma curava analitica de autofungoes para (5.1)) associada a \;(t). Procedendo exatamente

como Kato (1980, p. 98) obtemos m curvas analiticas de autovalores {¢;(t)}", tais que
fM ¢7, )dmt = (5] L]
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Finalizando este trabalho observando o Teoremal[4.I]ndo usa condigao de bordo,
mas somente propriedades de .Z e a féormula tipo Hadamard que é a mesma que se
colocarmos a condicao de bordo de Neumann. Desta forma, o Teorema 4.1]e Coroléario 4.1
ainda continuam vélidos se substituirmos condicao de bordo de Dirichlet pela condicao

de Neumann.
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6 CONCLUSAO

Na investigacao por genericidade simples de operadores elipticos, vimos que

para a seguinte classe de operadores
Lo :=div(TVo) — (Vn, TV ).

com certas hipoteses sobre T', essa propriedade ainda ¢é preservada tanto em condicoes de
bordo de Dirichlet quanto Neumann. Vimos ainda que ao longo fluxo de Ricci, quando
T" > —4Ric(T,-) sobre uma variedade fechada homogénea, os autovalores do operador
estudado .Z sao crescentes e que essa hipétese nao pode ser removida. Para o caso nao
homogénea, a monotonicidade deve ocorrer a partir de um certo instante no caso T' = g,

em que 1 é um funcao suave positiva sobre M.
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