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À minha linda filha Maria Sofia Soares Mar-
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RESUMO

Nosso objetivo nesta tese é abordar uma classe de métricas tipo Einstein, a saber sólitons

de Ricci, quase sólitons de Ricci e métricas quasi-Einstein. Primeiramente obteremos dois

resultados sobre compacidade de sólitons de Ricci gradiente, supondo que o quadrado da

norma do campo que define tal sóliton é integrável e a derivada da função curvatura es-

calar na direção do gradiente da função potencial é não negativa, ou uma certa limitação

inferior da função potencial. Em seguida, provaremos algumas fórmulas integrais para

quase sóliton de Ricci compacto, que nos permite provar que todo quase sóliton de Ricci

compacto com curvatura escalar constante é gradiente. Além disso, mostraremos que todo

quase sóliton de Ricci gradiente localmente conformemente plano é isométrico à esfera eu-

clidiana, desde que satisfaça uma certa condição integral. Prosseguindo, mostraremos que

as bolas geodésicas de métricas quasi-Einstein estáveis não compactas tem crescimento no

mı́nimo linear. Finalmente, usaremos métrica quasi-Einstein, para provarmos um teorema

de trivialidade para uma certa classe de produto warped Einstein, sob uma hipótese que

envolve a função warped e as constantes de Einstein do produto warped e da fibra.

Palavras-chave: Sólitons de Ricci. quase sólitons de Ricci. métricas quasi-Einstein.

variedades de Einstein.



ABSTRACT

The purpose of this work is to study like-Einstein metrics, namely, Ricci solitons, almost

Ricci solitons and quasi-Einstein metrics. First, we deduce two compactness theorem for

gradient Ricci solitons satisfying certain special conditions. In the sequel we prove some

integral formulae which allow us to prove that every compact almost Ricci solitons with

constant scalar curvature must be gradient type. Moreover, we prove that every compact

locally conformally flat gradient Ricci soliton must be isometric to standard sphere un-

der an integral condition. Finally, we study the growth of the geodesic balls of steady

quasi-Einstein metrics. Moreover, we use Einstein quasi-metric theory to prove a triviality

theorem and then to produce a certain class of Einstein warped products under a suitable

hypothesis in the fiber.

Keywords: Ricci solitons. Almost Ricci solitons. quasi-Einstein metrics. Einstein ma-

nifold.
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4 QUASE SÓLITONS DE RICCI COMPACTOS . . . . . . . . . 27
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1 INTRODUÇÃO

O estudo da geometria das variedades Riemannianas de Einstein remonta

desde o século XIX, para mais detalhes veja A. Besse (BESSE, 2008). Neste trabalho, ire-

mos abordar algumas extensões naturais das métricas de Einstein, ou seja, trabalharemos

com as métricas denotadas tipo Einstein.

Esta tese está dividida em quatro caṕıtulos, sendo que no primeiro caṕıtulo

exibiremos, de forma sucinta, alguns resultados que serão utilizados nos demais caṕıtulos.

No segundo caṕıtulo, trataremos da métrica tipo Einstein mais importante

dentre todas abordadas neste trabalho, a saber, os sólitons de Ricci, ou seja, uma variedade

Riemanniana satisfazendo

Ric+
1

2
LXg = λg, (1)

para algum campo vetorial X e uma constante λ ∈ R, onde LX denota a derivada de Lie

na direção do campo X, Ric denota a curvatura de Ricci e g uma métrica Riemanniana.

Além disso, se X = ∇f para alguma função diferenciável f , obtemos os sólitons de Ricci

gradiente

Ric+Hessf = λg.

Em meados dos anos 80, R. Hamilton(HAMILTON, 1982), introduziu a teoria do fluxo de

Ricci sobre uma variedade Riemanniana (Mn, g). Essencialmente, R. Hamilton considerou

o seguinte fluxo geométrico
∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)),

onde g(t) é uma famı́lia de métricas em Mn. Tal fluxo tornou-se extremamente eficaz

na resolução de problemas importantes em Topologia e Geometria Diferencial, como, por

exemplo, a famosa Conjectura de Poincaré, provada por G. Perelman (veja (PERELMAN,

2002) e (PERELMAN, 2003)) e o Teorema da Esfera Diferenciável provado por S. Brendle

e R. Schoen em (veja (BRENDLE, 2010)). Os sólitons de Ricci representam as soluções

estacionárias do fluxo de Ricci, ou seja, quaisquer dois instantes desta solução diferem

somente por um difeomorfismo e escalonamento. Além disso, sólitons de Ricci surgem

frequentemente como limites de singularidades no fluxo de Ricci. Desta forma, é de

extrema importância entendermos a geometria dos sólitons de Ricci. Neste sentido, nas

últimas décadas muitos matemáticos têm trabalhado nesse tema. (para mais detalhes

sobre a teoria de sólitons de Ricci, sugerimos o trabalho de H.-D. Cao em (CAO, 2010b).)

Por outro lado, O. Bonnet, em (BONNET, 1855), e S. Myers, em (MYERS,

1941), provaram, de forma independente, um dos resultados clássicos em geometria di-

ferencial: toda variedade Riemanniana completa satisfazendo Ric ≥ k > 0 é compacta,

onde k é uma constante. É natural, portanto, indagarmos se podemos provar um resul-

tado análogo para sólitons de Ricci. De fato, G. Perelman (PERELMAN, 2002) provou
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que um sóliton de Ricci gradiente contrátil (λ > 0) com dimensão 3 e curvatura seccional

positiva limitada é compacto. Além disso, M.-F. López e E. Garćıa, em (LÓPES, 2008),

provaram que um sóliton de Ricci contrátil é compacto se, e somente se, o campo vetorial

X que define a estrutura de sóliton de Ricci tem norma limitada.

Neste contexto, apresentamos dois novos critérios de compacidade para sólitons

de Ricci gradiente, o primeiro deles é o seguinte.

Teorema 1.1 Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente contrátil. Supondo que∫
M
|∇f |2dM <∞ e g(∇R,∇f) ≤ 0, então (Mn, g) é compacto e trivial.

Convém observar que a hipótese de integrabilidade sobre o campo gradiente é fundamental

pois, como veremos adiante (Observação 3.1), o espaço Euclidiano admite uma estrutura

de sóliton de Ricci gradiente, sua curvatura escalar é nula, mas o campo gradiente que o

define não é quadrado integrável.

Em seguida, usaremos a f -parabolicidade do sóliton de Ricci gradiente contrátil

para provarmos o seguinte critério de compacidade.

Teorema 1.2 Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente contrátil. Se f ≥ n
2
,

então (Mn, g) é compacta e trivial.

No segundo caṕıtulo deste trabalho, abordaremos uma extensão natural dos

sólitons de Ricci: os quase sólitons de Ricci, que foram introduzidos por M. Rigoli, S. Pi-

gola, M. Rimoldi e A. Setti, em (RIGOLI, 2011). Essencialmente, os autores consideraram

λ na equação fundamental dos sólitons de Ricci (1) como uma função diferenciável. Em

(BARROS, 2013b), A. Barros, J. Gomes e E. Ribeiro provaram que todo quase sóliton de

Ricci gradiente não trivial com tensor de Ricci de Codazzi tem curvatura seccional cons-

tante. Em particular, no caso compacto, a menos de um escalonamento, este é isométrico

à esfera Euclidiana. Recentemente, A. Ghosh, em (GHOSH, 2014), provou que uma

métrica K-contato (em particular Sasakiana) que admite uma estrutura de quase sóliton

de Ricci gradiente tem curvatura escalar constante. Em particular, no caso compacto tal

variedade é isométrica à esfera Euclidiana unitária S2n+1.

Posteriormente, veremos que, assim como os sólitons de Ricci, quase sólitons

de Ricci podem ser vinculados à teoria do fluxo de Ricci. Desta forma, é plauśıvel questi-

onarmos quais resultados da teoria de sólitons de Ricci, continuam válidos para um quase

sóliton de Ricci. Por exemplo, G. Perelman provou que todo sóliton de Ricci compacto é

do tipo gradiente. Baseado neste resultado, em (RIGOLI, 2011), os autores escreveram:

“ For instance, it is an interesting problem to find under which conditions an

almost Ricci soliton is necessarily gradient.”

A fim de responder este problema, generalizamos alguns resultados obtidos por

A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS, 2012b) para um quase sóliton de Ricci gradiente,

para o caso em que o campo que define a estrutura de quase sóliton não é necessariamente

gradiente.( veja (BARROS, 2013a).).

Teorema 1.3 Seja (Mn, g,X, λ) um quase sóliton de Ricci compacto. Então, vale a



11

seguinte fórmula integral:∫
M

|Ric− R

n
g|2dM =

n− 2

2n

∫
M

g(∇R,X)dM = −n− 2

2n

∫
M

RdivXdM, (2)

onde R denota a curvatura escalar de (Mn, g).

Aplicando o Teorema 1.3, obtemos o seguinte

Corolário 1.1 Seja (Mn, g,X, λ) um quase sóliton de Ricci compacto não trivial, com

n ≥ 3. Então (Mn, g) é isométrico à esfera euclidiana Sn se uma das condições abaixo é

satisfeita:

1.
∫
M
g(∇R,X)dM ≤ 0.

2. LXR ≤ 0, onde L denota derivada de Lie.

3. R é constante.

4. Mn é uma variedade homogênea.

Uma vez que, em (BARROS, 2012b), os autores exibem uma estrutura de quase sóliton de

Ricci gradiente não trivial na esfera Euclidiana, então temos a seguinte solução parcial do

problema proposto por M. Rigoli, S. Pigola, M. Rimoldi e A. Setti, em (RIGOLI, 2011).

Teorema 1.4 Todo quase sóliton de Ricci compacto com curvatura escalar constante é

gradiente.

Recordemos agora, que da decomposição de Hodge-de Rham, dado um campo

X ∈ X(M) sobre uma variedade Riemanniana compacta, existem h ∈ C∞(M) e Y ∈
X(M) de divergência nula, tais que

X = ∇h+ Y. (3)

De modo que, se X, em (3), é um campo que define uma estrutura de quase sóliton de

Ricci, uma vez provado que Y é um campo de Killing, estaremos respondendo de forma

alternativa quando um quase sóliton de Ricci compacto é do tipo gradiente, conforme o

corolário a seguir.

Corolário 1.2 Seja (Mn, g,X, λ) um quase sóliton de Ricci compacto não trivial, com

n ≥ 3. Então o campo vetorial Y dado pela decomposição de Hodge-de Rham é um campo

de Killing sobre (Mn, g), desde que:

1. X é um campo conforme, ou

2. (Mn, g) possui curvatura escalar constante.

Ressaltamos, ainda, que, no século passado, vários matemáticos tentaram pro-

var que uma variedade Riemanniana compacta (Mn, g) com curvatura escalar constante,

admitindo um campo vetorial conforme não trivial, é isométrica a uma esfera Euclidiana.

Por exemplo, em (NAGANO, 1959), T. Nagano e K. Yano mostraram que, se (Mn, g) é

uma variedade de Einstein compacta, tal resultado é verdadeiro. Em (OBATA, 1970), M.

Obata e K. Yano provaram que, se LXRic = βg, onde X é um campo vetorial conforme
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não trivial sobre M e β é uma função diferenciável em M , então o resultado também

é verdadeiro. Em (EJIRI, 1981), N. Ejiri obteve um contra-exemplo sobre S1 ×ϕ Nn−1,

onde Nn−1 tem curvatura escalar constante e S1 representa o ćırculo padrão. Para mais

detalhes, veja (YANO, 1970). Portanto, é interessante investigarmos sob que condições

uma variedade Riemanniana compacta com curvatura escalar constante munida de um

campo vetorial conforme não trivial é isométrico à esfera Euclidiana. Pelo Teorema 1.3,

todo quase sóliton de Ricci compacto com curvatura escalar constante é de Einstein. Por

outro lado, todo quase sóliton de Ricci satisfaz

Ric− R

n
g = −1

2
LXg + (λ− R

n
)g,

donde X define um campo conforme não trivial sobre M , implicando, assim, que (Mn, g)

é isométrico à esfera Euclidiana.

Finalmente, desde que M.-F. Lopez, E. Garćıa em (GARCIA, 2011) mostraram

que um sóliton de Ricci gradiente compacto localmente conformemente plano é isométrico

à esfera Euclidiana, surge naturalmente o questionamento se o mesmo é válido para um

quase sóliton de Ricci gradiente. Em (CATINO, 2011), G. Catino provou que em torno

dos pontos regulares da função potencial, um quase sóliton de Ricci gradiente localmente

conformemente plano é localmente um produto warped com fibra de dimensão n − 1 e

curvatura seccional constante.

Neste sentido, provaremos um resultado análogo para quase sólitons de Ricci

gradiente compactos satisfazendo uma certa condição integral(veja (BARROS, 2012a).).

Teorema 1.5 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci gradiente compacto local-

mente conformemente plano. Se

−
∫
M

R∆λe−fdM ≥ n(n− 1)

∫
M

|∇λ|2e−fdM, (4)

então (Mn, g) é isométrico à Esfera euclidiana Sn.

Em (PETERSEN, 2009b) P. Petersen e W. Wylie provaram que, se X é um

campo de Killing sobre um sóliton de Ricci gradiente (Mn, g,∇f, λ), então ou Xf é

constante, ou M = N × R. Nesta direção, para um quase sóliton de Ricci gradiente,

obtemos o seguinte

Corolário 1.3 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci gradiente. Se X ∈ X(M) é

um campo de Killing, então ou Xf é constante ou, (Mn, g) é conformemente equivalente

à esfera Euclidiana Sn.

Aplicando o Teorema 1.5 e o Corolário 1.3, obtemos o seguinte corolário para

um quase sóliton de Ricci gradiente compacto.

Corolário 1.4 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci gradiente compacto satis-

fazendo (4). Se X ∈ X(M) é um campo de Killing, então, ou Xf é constante, ou (Mn, g)



13

é isométrico à esfera Euclidiana Sn.

Continuando nosso estudo sobre métricas tipo Einstein, no último caṕıtulo,

vamos abordar as métricas quasi-Einstein, ou seja, variedades Riemannianas satisfazendo

Ric+Hessf − 1

m
df ⊗ df = λg, (5)

para alguma função diferenciável f , uma constante λ ∈ R e m ∈ (0,∞]. O estudo das

métricas quasi-Einstein foi iniciado por Case, Shu e Wei, em (CASE, 2011). Naturalmente,

métricas quasi-Einstein representam uma extensão das métricas de Einstein e dos sólitons

de Ricci gradiente, isto é, quando f é constante em (5), obtemos as métricas de Einstein,

por outro lado, se m =∞, teremos os sólitons de Ricci gradiente.

Além disso, métricas quasi-Einstein com m = 1, satisfazendo ∆e−f +λe−f = 0

definem métricas estáticas com constante cosmológica λ. A teoria das métricas estáticas

está intimamente ligada com o teorema da massa positiva e a relatividade geral. Para

maiores detalhes veja, por exemplo, (ANDERSON, 1999), (ANDERSON, 2009) e (COR-

VINO, 2000).

Por outro lado, em (KIM, 2003) e (CASE, 2011), os autores notaram que, para

m ∈ N\{1}, estudar métricas quasi-Einstein é equivalente a estudar a base de um produto

warped Einstein, de maneira que todos os resultados de métricas quasi-Einstein refletem

um resultado sobre produto warped Einstein. Além disso, tais métricas representam uma

nova e elegante maneira de obtermos novos exemplos de métricas de Einstein.

Dada a importância das estimativas de volume para o entendimento da geo-

metria e topologia das variedades Riemannianas, nosso próximo resultado estende para

uma métrica quasi-Einstein estacionária (λ = 0), uma estimativa para o volume das bolas

geodésicas, obtida de maneira independente por S. Yau, em (YAU, 1976), e E. Calabi, em

(CALABI, 1975), para métricas satisfazendo Ric ≥ 0 (em particular Ric = 0), e por O.

Munteanu e N. Sesum para um sóliton de Ricci gradiente estacionário, ou seja, métricas

satisfazendo Ric+Hessf = 0(veja (MUNTEANU, 2013).).

Teorema 1.6 Se (Mn, g,∇f, λ,m) é uma métrica quasi-Einstein estacionária não com-

pacta com m ∈ (1,∞], então existem constantes uniformes c e r0 > 0 tais que, para

qualquer r > r0,

cr ≤ V ol(Bp(r)).

Como veremos no caṕıtulo 6, dada uma métrica quasi-Einstein, existe µ ∈ R
tal que,

∆f − |∇f |2 = λm− µme2f/m.

Assim, nosso próximo resultado fornece uma estimativa para o volume ponderado (f -

volume) das bolas geodésicas de uma certa classe de métricas quasi-Einstein expansivas(λ <

0).
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Teorema 1.7 Se (Mn, g,∇f, λ,m) é uma métrica quasi-Einstein expansiva com µ = 0 e

m ∈ [1,∞), então existe uma constante uniforme c > 0 tal que, para todo r ≥ 1,

ce
√
−λmr ≤ V olf (Bp(r)).

Finalmente, sabendo que uma métrica quasi-Einstein satisfaz o prinćıpio do

máximo fraco no infinito para o f -Laplaciano, usaremos a estreita relação entre métricas

quasi-Einstein e produto warped Einstein, para provarmos o seguinte resultado de trivia-

lidade.

Teorema 1.8 Seja N = Mn×u Fm um produto warped Einstein com constante de Eins-

tein λ < 0 e fibra de Einstein Fm com constante de Einstein µ < 0. Se a função warped

u satisfaz

u ≤
√

2µ

λ
,

então N é um produto Riemanniano.
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2 PRELIMINARES

Nosso objetivo neste caṕıtulo é apresentar, de forma sucinta, alguns resultados

que utilizaremos no decorrer do nosso trabalho. Para maiores detalhes sobre os pontos

abordados, recomendamos as referências (CAMINHA, 2013), (CHOW, 2010).

2.1 Um teorema tipo L1 Liouville

Estudar sob que condições uma variedade Riemanniana satisfaz a propriedade

L1 Liouville representa um tema de atividade cient́ıfica bastante ativo em geometria di-

ferencial. Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz a propriedade L1 Liouville,

se toda f : M → R função não-negativa, integrável, satisfazendo ∆f ≥ 0 é constante.

Em (SCHOEN, 1976), R. Schoen e S.-T. Yau provaram um teorema tipo L1 Liouville, a

saber: toda função não-negativa e integrável definida numa variedade Riemanniana com

curvatura de Ricci não-negativa satisfazendo

2f∆f ≥ |∇f |2

é identicamente nula.

Modificando a prova dada por R Schoen e S. Yau, obtemos um resultado mais

geral do qual, exibiremos a prova. Nossa demonstração é inspirada na prova do Teorema

do Schoen e Yau, dada no livro (CAMINHA, 2013) de A. Caminha.

Teorema 2.1 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana completa, não compacta, orien-

tada e com volume infinito. Se f : M → R é uma função suave, não-negativa e integrável,

tal que

2f∆f ≥ |∇f |2 (6)

sobre M, então f é identicamente nula.

Demonstração. Afirmamos inicialmente que f é subharmônica. De fato, se p ∈ M é

tal que f(p) > 0, então (6) garante que (∆f)(p) > 0. Seja A = {p ∈ M ; f(p) = 0}. Se

p ∈ Int(A), então (∆f)(p) = 0. Por outro lado, se p ∈ ∂A, existe uma sequência (pk)k>1

de pontos pk 6∈ A tais que pk → p. Mas, como f(pk) > 0, segue novamente de (6) que

(∆f)(pk) > 0. Fazendo k →∞, conclúımos, então, que (∆f)(p) > 0.

Fixado ε > 0, temos f + ε > 0. Por outro lado, se h =
√
f + ε, um cálculo

direto fornece

2∆h = −1

2
(f + ε)−

3
2 |∇f |2 + (f + ε)−

1
2 ∆f

≥ −(f + ε)−
3
2f∆f + (f + ε)−

1
2 ∆f

= (f + ε)−
3
2 ∆f(−f + f + ε) ≥ 0.
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Mas, se η ∈ C∞c (M), segue da primeira identidade de Green que∫
M

(η2∆(h2) + 〈∇(η2),∇(h2)〉)dM =

∫
M

div(η2∇(h2))dM = 0, (7)

e do fato de h ser subharmônica

−
∫
M

η2|∇h|2 − 2

∫
M

〈η∇η, h∇h〉dM =

∫
M

η2h∆hdM ≥ 0. (8)

Fixe agora p ∈ M . Para cada R > 1, tome η ∈ C∞c (M) tal que 0 ≤ η ≤ 1,

η = 1 em BR = B(p;R), η = 0 em BC
2R = B(p, 2R)C e |∇η| ≤ C

R
, com C independente do

R > 1 escolhido.

Com η escolhida como acima, segue de (8) e da desigualdade de Cauchy-

Schwarz para integrais que

0 ≤ −
∫
B2R

η2|∇h|2dM − 2

∫
B2R\BR

〈h∇η, η∇h〉dM

≤ −
∫
B2R\BR

η2|∇h|2dM −
∫
BR

|∇h|2dM

+2
(∫

B2R\BR

η2|∇h|2dM
)1/2(∫

B2R\BR

h2|∇η|2dM
)1/2

.

Fazendo

Γ =
(∫

B2R\BR

η2|∇h|2dM
)1/2

,

segue da desigualdade acima que∫
BR

|∇h|2dM ≤ −Γ2 + 2Γ
(∫

B2R

h2|∇η|2dM
)1/2

≤
∫
B2R

h2|∇η|2dM

≤ C2

R2

∫
B2R

h2dM.

Pondo B
′
R = BR\f−1(0) e substituindo h =

√
f + ε, a estimativa tipo-gradiente

acima fica reduzida a ∫
B
′
R

|∇f |2

4(f + ε)
dM ≤ C2

R2

∫
B2R

(f + ε)dM ;



17

fazendo agora ε→ 0, obtemos∫
B
′
R

|∇f |2

4f
dM ≤ C2

R2

∫
B2R

fdM. (9)

Por fim, fazendo R→ +∞, segue da integrabilidade de f que∫
M\f−1(0)

|∇f |2

4f
dM ≤ 0,

dáı f é constante em cada componente conexa de M
′

:= M \ f−1(0). Há, então, duas

possibilidades:

(i) Uma das componentes, digamos C, tem bordo vazio em M
′
: então M

′
é componente

conexa de M , e a conexidade de M garante que M
′

= M e f−1(0) = ∅. Mas, dáı f é

constante e não nula em M , digamos f = c, donde

cV ol(M) =

∫
M

fdM < +∞,

uma contradição, pois, por hipótese, V ol(M) =∞.

(ii) Toda componente conexa C de M
′

tem bordo não-vazio em M : então, uma vez que f

é constante em C e nula em ∂C, temos f = 0 em C. Logo f = 0 em M .

2.2 Variedade Riemanniana ponderada

Nesta seção, apresentaremos uma pequena introdução sobre variedades Rieman-

nianas ponderadas. Qualquer função positiva diferenciável f definida em uma variedade

Riemanniana (Mn, g) define uma medida (forma volume) ponderada dν sobre M , pondo

dν = fdM . A função f é chamada fator de ponderação da medida ponderada dν. Em

particular, o fator de ponderação da medida (forma volume) Riemanniana dM é f ≡ 1.

De forma que temos a seguinte.

Definição 2.1 Uma variedade Riemanniana ponderada (Mn, g, e−fdM) é uma variedade

Riemanniana (Mn, g) munida com a forma volume ponderada e−fdM , onde dM é a forma

volume associada à métrica g e f é uma função diferenciável definida em M .

É importante salientarmos que a definição de gradiente de uma função definida em

(Mn, g, e−fdM) é idêntica a definição no caso clássico (Mn, g), entretanto a definição

de divergência de um campo vetorial é modificada. Para qualquer X ∈ X(M), o operador

divergente ponderado dive−f é dado por

dive−fX = efdiv(e−fX), (10)
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onde div denota o operador divergente em (Mn, g). Assim, para quaisquer X ∈ X(M) e

u ∈ C∞(M), temos ∫
M

dive−f (uX)e−fdM =

∫
M

g(∇u,X)e−fdM,

desde que, X ou u tenham suporte compacto.

O operador Laplaciano ponderado (f -Laplaciano) ∆f associado à forma vo-

lume ponderada e−fdM é dado por

∆f = dive−f ◦ ∇,

ou seja, dado u ∈ C∞(M), temos

∆fu = ∆u− g(∇f,∇u). (11)

É natural pensarmos que todos os resultados válidos para o caso Riemanniano continuam

válidos para o caso ponderado, contudo existe uma quantidade considerável de resultados

que não se estende de maneira natural para o caso ponderado. Desde que as fórmulas

de Green continuam válidas para o caso ponderado, isto é, se u e v são funções definidas

sobre M , e pelo menos uma destas, tem suporte compacto, vale∫
M

u∆fve
−fdM = −

∫
M

g(∇u,∇v)e−fdM =

∫
M

v∆fu. (12)

Analogamente ao caso Riemanniano, dizemos que uma variedade Riemanniana

ponderada (Mn, g, e−fdM) possui volume ponderado (f -volume) infinito, se
∫
M
e−fdM =

∞. Uma vez que temos a versão ponderada das fórmulas de Green, similarmente à prova

do Teorema 2.1, substituindo o volume infinito pelo volume ponderado infinito é posśıvel

mostrar o seguinte teorema tipo L1 Liouville para variedades Riemannianas ponderadas.

Teorema 2.2 Seja (Mn, g, e−fdM) uma variedade Riemanniana ponderada, com volume

ponderado(f -volume) infinito. Se u : Mn → R é uma função não-negativa satisfazendo∫
M
ue−fdM <∞ e

su∆fu ≥ |∇u|2, (13)

onde 0 < s ≤ 2, então u é identicamente nula.

Para maiores detalhes sobre a teoria das variedades Riemannianas ponderadas,

veja (GRIGOR’YAN, 2009).
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2.3 Variedades localmente conformemente plana

Dada uma variedade Riemanniana (Mn, g), com n ≥ 3, existe uma decomposição

clássica do tensor de curvatura de Riemann. Mais precisamente, denotando por Rm, Ric,

W e R o tensor curvatura de Riemann, o tensor de Ricci, o tensor de Weyl e sua curvatura

escalar, respectivamente, temos a seguinte decomposição ortogonal em relação ao produto

interno de Hilbert Schmidt

Rm =
R

2n(n− 1)
g � g +

1

n− 2

(
Ric− R

n
g
)
� g +W, (14)

onde � representa o produto Kulkarni-Nomizu, ou seja,

(α� β)ijkl = αilβjk + αjkβil − αikβjl − αjlβik,

para quaisquer tensores simétricos α e β do tipo (0, 2). A expressão em coordenadas locais

da decomposição (14) é dada por

Rijkl = − R

(n− 1)(n− 2)
(gilgjk − gikgjl)

+
1

2
(Rilgjk + gilRjk −Rikgjl − gikRjl) +Wijkl. (15)

É fácil ver que o tensor de Weyl satisfaz às mesmas simetrias algébricas do tensor curvatura

de Riemann, além disso, o tensor de Weyl é totalmente de traço nulo, ou seja, o traço sobre

quaisquer duas entradas do tensor Wijkl é zero. Também, o tensor de Weyl é invariante

por métricas conformes, isto é, para qualquer ϕ ∈ C∞(M)

W (e2ϕg) = W (g). (16)

Definição 2.2 Dizemos que uma variedade Riemanniana (Mn, g) é localmente conforme-

mente plana se, para cada p ∈ M , existem um sistema de coordenadas locais {x1, ..., xn}
em uma vizinhança U de M e uma função positiva f sobre U tais que

gij = fδij,

onde δij denota a métrica Euclidiana.

Pode-se provar usando a decomposição irredut́ıvel do tensor de Riemann (14) que vale a

seguinte decomposição

Rm =
1

2
S � g +W,
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onde S = Ric− R
2(n−1)

g é chamado o tensor de Weyl-Schouten. Denotamos por

Cijk = ∇iSjk −∇jSik

= ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)
(∇iRgjk −∇jRgik) (17)

o tensor de Cotton. É sabido que, para n = 3, Wijkl ≡ 0 e (M3, g) é localmente con-

formemente plana se, e somente se, Cijk = 0. Além disso, para n ≥ 4, Wijkl = 0 se, e

somente se, (Mn, g) é localmente conformemente plana. Mais ainda, para n ≥ 4, Wijkl = 0

implica Cjkl = 0. Pode-se mostrar que a nulidade do tensor de Cotton é equivalente a

harmonicidade do tensor de Weyl.

Para uma prova detalhada dos fatos acima listados, veja o caṕıtulo 1 em

(CHOW, 2010).
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3 SÓLITONS DE RICCI GRADIENTE

Neste caṕıtulo, iniciaremos nossa abordagem sobre as métricas tipo Einstein es-

tudando os sólitons de Ricci gradiente, ou seja, uma variedade Riemanniana (Mn, g)

satisfazendo

Ric+Hessf = λg,

para alguma função f ∈ C∞(M) e uma constante λ ∈ R. Observe que, quando f é

constante, tal estrutura reduz-se a uma métrica de Einstein.

Um teorema clássico em Geometria Riemanniana devido a Bonnet (BONNET,

1855) e Myers (MYERS, 1941), afirma que uma variedade Riemanniana completa com

tensor de Ricci satisfazendo Ric ≥ k > 0 é necessariamente compacta. Nesse sentido,

G. Perelman em (PERELMAN, 2002) provou que, em dimensão 3, um sóliton de Ricci

gradiente contrátil (λ > 0) com curvatura seccional positiva limitada é necessariamente

compacto. Em (LÓPES, 2008), López e Garćıa provaram que uma condição necessária e

suficiente para que um sóliton de Ricci contrátil seja compacto é a limitação da norma do

campo que define sua estrutura de sóliton de Ricci.

Não obstante, na seção 2 deste caṕıtulo, aplicaremos o Teorema 2.1 para ob-

termos um critério de compacidade para um sóliton de Ricci gradiente contrátil sob uma

condição de integrabilidade na norma do gradiente da função que define a estrutura de

sóliton de Ricci gradiente. Além disso, usando a f -parabolicidade dos sólitons de Ricci

gradiente contráteis, obtemos mais um critério de compacidade, impondo uma limitação

na função que define a estrutura de sóliton de Ricci.

3.1 Sólitóns de Ricci gradiente

Nesta seção, definiremos os sólitons de Ricci, além de exibirmos alguns exemplos. Os

sólitons de Ricci desempenham um papel importante no estudo do fluxo de Ricci por apa-

recerem naturalmente nesta teoria como soluções auto-similares. Mais precisamente, eles

representam os pontos estacionários do fluxo, ou seja, ao longo desta solução em quais-

quer dois instantes as métricas diferem apenas por um difeomorfismo e escalonamento.

Neste caṕıtulo, (Mn, g) denotará uma variedade Riemanniana orientável, com n ≥ 3, e

sem bordo no caso compacto.

Definição 3.1 Uma variedade Riemanniana completa (Mn, g) define um sóliton de Ricci,

quando existem um campo vetorial X ∈ X(M) e uma constante λ ∈ R, satisfazendo

Ric+
1

2
LXg = λg, (18)

que denotaremos por (Mn, g,X, λ).

Dizemos que um sóliton de Ricci é expansivo, estacionário ou contrátil, respectivamente,

se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0. Quando X = ∇f em (18) para alguma função f ∈ C∞(M),
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então (18) tem a forma

Ric+Hessf = λg, (19)

e este será chamado sóliton de Ricci gradiente. A função f que define a estrutura de

sóliton de Ricci gradiente é chamada função potencial.

Definição 3.2 Dizemos que um sóliton de Ricci gradiente é trivial, quando a função

potencial f em (19) é constante.

Como dito na introdução desta seção, um sóliton de Ricci aperece de forma natural na

teoria do fluxo de Ricci, como mostra o próximo teorema, veja (CHOW, 2010).

Teorema 3.1 Seja (M, g,∇f,−λ/2) um sóliton de Ricci gradiente com campo vetorial

∇f completo, então existem uma solução g(t) do fluxo de Ricci, isto é,

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)),

com g(0) = g, difeomorfismos φ(t) com φ(0) = IdM , funções f(t) com f(0) = f definidas

para todo t, tal que τ(t) = λt+ 1 > 0, satisfazendo:

1. φ(t) : M → M uma famı́lia a 1-parâmetro de difeomorfismos gerados pelos campos

X(t) = 1
τ(t)
∇f , isto é,

∂

∂t
φ(t)(x) =

1

τ(t)
(∇f)(φ(t)(x));

2. g(t) = τ(t)φ(t)∗g;

3. f(t) = φ(t)∗f ;

4. Ric(g(t)) +Hessf(t) + λ
2τ(t)

g(t) = 0,

onde Hessf(t), é a Hessiana de f(t) com respeito à métrica g(t).

Demonstração. Defina τ(t) = λt+1. Já que o campo∇f é um campo vetorial completo,

existe uma famı́lia a 1-parâmetro de difeomorfismos φ(t) : M → M gerado pelo campo
1
τ(t)
∇f , definido para todo τ(t) > 0. Defina f(t) = f ◦ φ(t) e g(t) = τ(t)φ(t)∗g. Assim

∂g(t)

∂t

∣∣∣
t=t0

=
λ

τ(t0)
g(t0) + τ(t0)

∂(φ(t)∗g)

∂t

∣∣∣
t=t0

.

Denotando o gradiente da função f(t0) na métrica g(t0) por ∇t0f(t0), temos que

τ(t0)
∂(φ(t)∗g)

∂t

∣∣∣
t=t0

= τ(t0)L
(φ(t0)−1)∗(

∂φ(t)
∂t
|t=t0 )

φ(t0)∗g0

= L∇t0f(t0)g(t0),

uma vez que
∂φ(t)

∂t

∣∣∣
t=t0

=
1

τ(t0)
∇f = φ(t)∗(∇t0f(t0)).
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Consequentemente
∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t) + L∇tf(t)g(t).

Como g(t) = τ(t)φ(t)∗g, então

−2Ric(g(t)) = φ(t)∗(−2Ric(g))

= φ(t)∗(λg + L∇fg)

=
λ

τ(t)
g(t) + L∇tf(t)g(t),

isto é,

Ric(g(t)) +Hessf(t) +
λ

2τ(t)
g(t) = 0.

Portanto

∂g(t)

∂t
=

λ

τ(t)
g(t) + L∇tf(t)g(t)

= −2Ric(g(t)).

Por fim, exibiremos agora alguns exemplos clássicos de sólitons de Ricci gra-

diente.

Exemplo 3.1 (Sólitons de Einstein) Se (Mn, g) é uma variedade de Einstein com

constante de Einstein λ, tomando f : M → R constante, temos que Hessf = 0, as-

sim

Ric+Hessf = λg.

Portanto (M, g,∇f, λ) define um sóliton de Ricci gradiente.

Exemplo 3.2 (Sóliton de Ricci Gaussiano) Seja (Rn, g,∇f, λ) com f : Rn → R
dada por f(x) = λ

2
|x|2, λ ∈ R e g a métrica canônica do Rn. Assim, seu tensor cur-

vatura é identicamente nulo, implicando que Ric = 0. Além disso, se { ∂
∂xi
}ni=1 é a base

canônica do Rn, então

Hessf
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂2f

∂xi∂xj
.

Logo, Hess f( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) = 0, se i 6= j, e Hess f( ∂
∂xi
, ∂
∂xi

) = λ, donde

Ricij +Hessfij = λgij.

Portanto (Rn, g,∇f, λ) define um sóliton de Ricci gradiente chamado sóliton de Ricci

Gaussiano, que pode ser expansivo e contrátil.

Exemplo 3.3 (Sóliton de Ricci de Hamilton) Seja (R2, gΣ) uma superf́ıcie Rieman-

niana, munida com a métrica

gΣ :=
1

1 + x2 + y2
g,
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onde g é a métrica canônica do R2. Após um longo cálculo, mostra-se que o campo vetorial

X = −2
(
x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

)
, onde { ∂

∂x
, ∂
∂y
} é a base canônica do R2, satisfaz

Ric(gΣ) +
1

2
LXgΣ = 0,

ou seja, (R2, gΣ, X) define uma estrutura de sóliton de Ricci gradiente estacionário. Note,

ainda, que X = ∇f , onde f : R2 → R é dada por f(x, y) = − ln(1 + x2 + y2). De fato,

escrevendo

∇f = ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
,

temos que

−2x

1 + x2 + y2
=
∂f

∂x
= gΣ(∇f, ∂

∂x
)

= axug(
∂

∂x
,
∂

∂x
) + ayug(

∂

∂x
,
∂

∂y
)

= axu,

onde u = 1
1+x2+y2

, assim ax = −2x; analogamente obtemos ay = −2y. Logo, na métrica

gΣ,

∇f = −2x
∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Portanto (R2, gΣ,∇f) define uma estrutura de sóliton de Ricci gradiente estacionário.

3.2 Compacidade de sólitons de Ricci gradiente

Nesta seção, aplicaremos o Teorema 2.1 e a f -parabolicidade dos sólitons de Ricci

gradiente contráteis, para mostrarmos dois critérios de compacidade para sólitons de Ricci

gradiente. Na verdade, provaremos critérios de compacidade e trivialidade, ou seja, além

da compacidade, a função f que define a estrutura de sóliton de Ricci é constante.

Primeiramente, lembremos as equações de estrutura dos sólitons de Ricci gradi-

ente, o item 3 da proposição abaixo, que foi provada em (HAMILTON, 1993), é conhecida

como equação de Hamilton.

Proposição 3.1 Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente. Então as condições

abaixo são satisfeitas:

1. R + ∆f = nλ.

2. ∇iR = 2Rij∇jf.

3. R+|∇f |2 = 2λf ; quando λ = 0 vale R+|∇f |2 = c, onde c é uma constante positiva.

4. ∆fR = ∆R− g(∇f,∇R) = −2|Ric− R
n
g|2 + 2R

n
∆f .

Para uma prova, veja (BATISTA, 2013) ou (PETERSEN, 2009a). Com estes fatos, obti-

vemos seguinte

Teorema 3.2 Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente contrátil. Suponha que
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∫
M
|∇f |2dM <∞ e g(∇f,∇R) ≤ 0, onde R denota a curvatura escalar, então (Mn, g) é

compacto e trivial.

Demonstração. Primeiramente, suponha por contradição que Mn não é compacta.

Pelos itens 1 e 2 da Proposição 3.1 e pela fórmula de Bochner, teremos

1

2
∆|∇f |2 = |Hessf |2 +Ric(∇f,∇f)− g(∇f,∇R)

= |Hessf |2 +
1

2
g(∇f,∇R)− g(∇f,∇R)

= |Hessf |2 − 1

2
g(∇f,∇R)

≥ |∇|∇f ||2 − 1

2
g(∇f,∇R), (20)

onde utilizamos a desigualdade de Kato na última linha. Agora, multiplicando (20) por

4|∇f |2, obtemos

2|∇f |2∆|∇f |2 ≥ 4|∇f |2|∇|∇f ||2 − 2|∇f |2g(∇f,∇R)

= |∇|∇f |2|2 − 2|∇f |2g(∇f,∇R)

≥ |∇|∇f |2|2,

já que g(∇f,∇R) ≤ 0. Por outro lado, como o volume de um sóliton de Ricci gradiente

contrátil é infinito, veja (CAO, 2010b), conclúımos que a função |∇f |2 satisfaz todas as

hipóteses do Teorema 2.1 devido a R. Schoen e S.-T. Yau. Portanto |∇f | = 0, con-

sequentemente f é constante, dáı segue que Ric = λg. Assim, usando o Teorema de

Bonnet-Myers conclúımos que Mn é compacta, contradizendo nossa hipótese.

Uma vez que (Mn, g,∇f, λ) é uma variedade Riemanniana compacta, apli-

cando o Teorema de Stokes ao item 4 da Proposição 3.1, temos que

2

∫
M

∣∣∣Ric− R

n
g
∣∣∣2dM = −

∫
M

∆RdM +

∫
M

g(∇f,∇R)dM + 2

∫
M

R

n
∆fdM

=

∫
M

g(∇f,∇R)dM − 2

n

∫
M

g(∇f,∇R)dM

=
n− 2

n

∫
M

g(∇f,∇R)dM ≤ 0,

logo Ric = R
n
g, como n ≥ 3 pelo Lema de Schur R é constante, novamente pelo item 4

∆f = 0. Portanto, pelo Prinćıpio do máximo de Hopf f é constante, ou seja, temos a

trivialidade.

Observação 3.1 Note que no Teorema 3.2, não podemos abrir mão da integrabilidade da

função |∇f |2, pois como vimos no Exemplo 3.1, o sóliton de Ricci Gaussiano é não-trivial,

não-compacto e sua curvatura escalar é nula, ou seja, g(∇R,∇f) = 0.

Em (PIGOLA, 2011), Pigola, Rimoldi e Setti mostram que a curvatura escalar
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de um sóliton de Ricci gradiente contrátil é não-negativa. Assim, segue do item 3 da

Proposição 3.1 que a função que define a estrutura de sóliton de Ricci é não-negativa.

Desta forma, obtemos um critério de compacidade para um sóliton de Ricci gradiente

contrátil, impondo uma restrição na função potencial.

Teorema 3.3 Seja (Mn, g,∇f, λ) um sóliton de Ricci gradiente contrátil. Se f ≥ n
2
,

então (Mn, g) é compacta e trivial.

Demonstração. Primeiramente suponha por contradição que Mn é não compacta.

Usando os itens 1 e 3 da Proposição 3.1, temos que

∆f (−f) = −∆f + g(∇f,∇f)

= R− λn+ |∇f |2

= 2λf − λn.

Assim, já que f ≥ n
2
, então

∆f (−f) = 2λ(f − n

2
) ≥ 0. (21)

Por outro lado, Pigola, Rimoldi e Setti, em (PIGOLA, 2011), provaram que todo sóliton

de Ricci gradiente contrátil é f parabólico. Da definição de f -parabolicidade, segue que

−f é constante, donde Ric = λg. Logo, pelo Teorema de Bonnet-Myers, Mn é compacta,

contradizendo a hipótese. Portanto M é compacta. De (21), temos que (∆ff)e−f ≤ 0;

como ∫
M

(∆ff)e−fdM =

∫
M

∆fe−fdM −
∫
M

g(∇f,∇f)e−fdM

=

∫
M

g(∇f,∇f)e−fdM −
∫
M

|∇f |2e−fdM = 0,

segue que ∆f = |∇f |2. Portanto, pelo Prinćıpio do máximo de Hopf, f é constante, ou

seja, temos a trivialidade.
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4 QUASE SÓLITONS DE RICCI COMPACTOS

Em (RIGOLI, 2011), Rigoli, Pigola, Rimoldi e Setti, motivados pela noção de

sóliton de Ricci, introduziram o estudo de quase sóliton de Ricci. Essencialmente, os au-

tores modificaram a definição de sóliton de Ricci, considerando λ na equação fundamental

dos sólitons de Ricci

Ric+
1

2
LXg = λg,

uma função diferenciável sobre M . Uma vez que G. Perelman, em (PERELMAN, 2002),

provou que todo sóliton de Ricci compacto é do tipo gradiente, em (RIGOLI, 2011), os

autores escreveram:

“ For instance, it is an interesting problem to find under which conditions an

almost Ricci soliton is necessarily gradient.”

Na segunda seção deste caṕıtulo, que corresponde ao artigo (BARROS, 2013a) realizado

em colaboração com A. Barros e E. Ribeiro, provamos algumas condições que respon-

dem afirmativamente o problema proposto anteriormente. Em particular, provamos que

todo quase sóliton de Ricci compacto é gradiente, desde que sua curvatura escalar seja

constante.

É sabido que todo sóliton de Ricci compacto localmente conformemente plano

é isométrico à esfera euclidiana, veja (GARCIA, 2011). Novamente, motivados pelo estudo

dos sólitons de Ricci, é natural questionarmos se o mesmo é válido para quase sólitons

de Ricci compactos. Nesse sentido, na última seção deste caṕıtulo, que corresponde a

uma parte do artigo (BARROS, 2012a) feito em colaboração com A. Barros e E. Ribeiro,

provamos que todo quase sóliton de Ricci compacto localmente conformemente plano é

isométrico à esfera Euclidiana, desde que satisfaça uma certa condição integral.

4.1 Quase sólitons de Ricci

Nesta seção definiremos o principal objeto matemático deste caṕıtulo, a saber:

quase sólitons de Ricci. Além disso, exibiremos alguns exemplos. Vamos denotar por

(Mn, g) uma variedade Riemanniana orientável completa sem bordo. Em adição, so-

mente na seção 4.2, denotaremos a curvatura escalar por S, para evitarmos posśıveis

ambiguidades de notação.

Definição 4.1 Uma variedade Riemanniana completa (Mn, g) define um quase sóliton

de Ricci, quando existe um campo vetorial X ∈ X(M) e uma função λ ∈ C∞(M), satis-

fazendo

Ric+
1

2
LXg = λg, (22)

que denotaremos por (Mn, g,X, λ).
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Em alguns casos, é conveniente escrevermos (22) em coordenadas, ou seja, se xi é um

sistema de coordenadas locais, então

Rij +
1

2
(Xij +Xji) = λgij, (23)

onde Rij = Ric( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) e Xij = ∇iXj = g
(
∇ ∂

∂xi
X, ∂

∂xj

)
.

Inspirado na nomenclatura da teoria dos sólitons de Ricci, dizemos que um

quase sóliton de Ricci é expansivo, estacionário ou contrátil, respectivamente, se λ < 0,

λ = 0 ou λ > 0. Caso contrário, o quase sóliton de Ricci é dito indefinido. Quando

X = ∇f em (22), para alguma função f ∈ C∞(M), então (22) tem a forma

Ric+Hessf = λg, (24)

e este será chamado quase sóliton de Ricci gradiente. A função f é chamada função

potencial da estrutura do quase sóliton de Ricci gradiente. Analogamente ao caso não

gradiente, quando oportuno, usaremos (24) em coordenadas, isto é,

Rij +∇i∇jf = λgij, (25)

onde ∇i∇jf = Hessf( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

).

Definição 4.2 Dizemos que um quase sóliton de Ricci é trivial quando X em (22) é um

campo de Killing, ou f em (24) é uma função constante.

É importante salientarmos que nas últimas décadas foram introduzidas várias

generalizações do tensor de Ricci. Por exemplo, J. Case, Y.-J. Shu e G. Wei introduziram

em (CASE, 2011) o conceito de métricas quasi-Einstein, que estudaremos no Caṕıtulo 6.

Outras generalizações têm sido consideradas nos últimos anos, por exemplo G. Maschler

em (MASCHLER, 2008), substituiu a equação (24) pelo que ele chama de “equação Ricci-

Hessiana”, ou seja

Ric+ αHessf = λg,

onde α, λ ∈ C∞(M). Com as “equações Ricci-Hessiana”, Maschler obtém novas métricas

Kähler através de mudança conforme de sólitons de Ricci-Kähler.

Bem como os sólitons de Ricci, também podemos associar quase sóliton de Ricci

ao fluxo de Ricci. Com efeito, sejam (Mn, g0) uma variedade Riemanniana completa e

g(t) uma solução do fluxo de Ricci, ou seja,

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)),

definida no intervalo [0, ε), ε > 0, tal que existe uma famı́lia a 1-paramêtro de difeomor-

fismo ϕt : Mn → Mn, com ϕ0 = IdM e g(t)(x) = τ(x, t)ϕ∗tg0 para todo x ∈ M , onde τ
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é uma função positiva e diferenciável definida em Mn × [0, ε), satisfazendo τ(x, 0) = 1.

Então
∂

∂t
g(t)(x) =

∂

∂t
τ(x, t)ϕ∗tg(0) + τ(x, t)

∂

∂t
ϕ∗tg(0).

Calculando em t = 0, temos que

−2Ricg0 = −2λ(x)g0 + LXg0,

onde λ(x) = −1
2
∂
∂t
τ(x, 0) e X = ∂

∂t
ϕ(x, 0). Portanto (Mn, g0, X, λ) é um quase sóliton de

Ricci.

Um ponto extremamente importante na teoria de sólitons de Ricci, bem como

na teoria de quase sólitons de Ricci, é a existência de exemplos não triviais destes tipos de

estruturas. Uma vez que a lista de exemplos não-triviais de sólitons de Ricci compactos

é pequena, exibiremos um exemplo de um quase sóliton de Ricci compacto não trivial

devido a A. Barros e E. Ribeiro, que pode ser encontrado em (BARROS, 2012b).

Exemplo 4.1 Considere a esfera Euclidiana (Sn, g0), onde g0 é sua métrica canônica,

X um campo dado pela projeção de um campo unitário constante não-nulo V ∈ X(Rn+1)

sobre TSn e λ = 1
n
(divX+R). Então X é um campo conforme sobre Sn, onde seu subgrupo

a 1-parâmetro são transformações conformes, mas não isometrias. Assim, (Sn, g0, X, λ)

é um quase sóliton de Ricci.

É sabido que não existem sólitons de Ricci compactos não triviais de dimensão

dois (HAMILTON, 1988) e dimensão três (IVEY, 1993). Contudo, como mostra o exemplo

anterior, existe uma estrutura não trivial de quase sóliton de Ricci sobre Sn para n ≥ 2.

4.2 Quase sólitons de Ricci compactos com curvatura escalar constante

Em (BARROS, 2012b), A. Barros e E. Ribeiro obtiveram um teorema de rigidez

para quase sóliton de Ricci gradiente compacto. Mais precisamente, os autores provaram

que tal estrutura é isométrica à esfera Euclidiana, desde que sua curvatura escalar seja

constante. A estratégia da prova reside na obtenção de uma fórmula integral para um

quase sóliton de Ricci gradiente compacto, a saber∫
M

∣∣∣Ric− S

n
g
∣∣∣2dM =

n− 2

2n

∫
M

g(∇S,∇f)dM, (26)

sendo f dada na equação fundamental (24). Tal fórmula integral segue por integração da

expressão do f -Laplaciano da curvatura escalar, que é dado por

1

2
∆fS = λS − |Ric|2 + (n− 1)∆λ. (27)

Nosso propósito nesta seção é estender tais fórmulas para o caso em que o

campo que define o quase sóliton de Ricci não seja necessariamente gradiente, para enfim
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obtermos o mesmo teorema de rigidez acima enunciado. E, então, aplicarmos tal rigidez

para provarmos sob que condições quase sólitons de Ricci compactos são gradientes.

Primeiramente, recordemos que o tensor de Ricci de uma variedade Rieman-

niana satisfaz às condições do lema a seguir.

Lema 4.1 Se (Mn, g) é uma variedade Riemanniana, então

Rij,k −Rik,j = −Rtijk,t; (28)

Rij,kl −Rij,lk = RtiklRtj +RtjklRit; (29)

Sk = 2Rki,i = 2Rik,i; (30)

Rij,k = Rji,k. (31)

Por outro lado, para qualquer X ∈ X(M), verifica-se o seguinte

Lema 4.2 Sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M). Então

Xijk −Xikj = XtRtijk; (32)

Xijkl −Xikjl = RtijkXtl +Rtijk,lXt; (33)

Xijkl −Xijlk = RtiklXtj +RtjklXit. (34)

Usando os Lemas 4.1 e 4.2, vamos provar o seguinte resultado.

Lema 4.3 Se (Mn, g,X, λ) é um quase sóliton de Ricci, então as seguintes fórmulas são

verdadeiras:

S +Xii = λn (35)

RljXl = −Xjii − (n− 2)λj (36)

Rij,k −Rik,j = −1

2
RlijkXl +

1

2
(Xkij −Xjik) + λkgij − λjgik (37)

Demonstração. A primeira igualdade segue diretamente tomando o traço da equação

fundamental (23). Tomando novamente o traço na equação (32) sobre os ı́ndices i e k,

obtemos

Xiji −Xiij = RlijiXl = RljXl.

Em seguida, usando a igualdade acima e a derivada covariante da equação fundamental

(23), juntamente com o fato que a derivada covariante do tensor métrico é nulo, teremos

Rij,i = −1

2
(Xiji +Xjii) + λigij

= −1

2
(Xiji −Xiij +Xiij +Xjii) + λigij

= −1

2
RljXl −

1

2
(Xiij +Xjii) + λigij.

Consequentemente, usando a segunda identidade de Bianchi contráıda (30) e a derivada
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covariante da equação (35), segue que

1

2
Sj = −1

2
RljXl −

1

2
(Xiij +Xjii) + λigij

= −1

2
RljXl +

1

2
Sj −

n

2
λj −

1

2
Xjii + λj,

isto é,

RljXl = −Xjii − (n− 2)λj,

provando, assim, (36). Tomando a derivada covariante da equação fundamental (23),

temos que

Rij,k +
1

2
(Xijk +Xjik) = λkgij

e

Rik,j +
1

2
(Xikj +Xkij) = λjgik.

Agora subtraindo as equações acima e usando a equação (32), obtemos

Rij,k −Rik,j = −1

2
(Xijk +Xjik −Xikj −Xkij) + λkgij − λjgik

= −1

2
RlijkXl +

1

2
(Xkij −Xjik) + λkgij − λjgik,

finalizando a prova do lema. Afim de obter a expressão do f -Laplaciano da curvatura

escalar (27) de um quase sóliton de Ricci gradiente, E. Ribeiro em (RIBEIRO, 2011),

obteve a fórmula do f -Laplaciano do tensor de Ricci de tal estrutura, a saber

∆fRik = 2λRik − 2RijksR
js + (n− 2)∇i∇kλ+ ∆λgij. (38)

Nesse sentido, obtemos uma fórmula análoga a do f -Laplaciano do tensor de Ricci, para

o caso em que o campo que define a estrutura de um quase sóliton de Ricci não seja,

necessariamente gradiente.

Proposição 4.1 Se (Mn, g,X, λ) é um quase sóliton de Ricci, então

∆XRik = 2λRik − 2RijksRjs +
1

2
Ris(Xsk −Xks) +

1

2
Rsk(Xsi −Xis) (39)

+(n− 1)λik + λjjgki − λijgkj,

onde ∆XRik = ∆Rik − g(∇Rik, X), que chamaremos X-Laplaciano.

Demonstração. Usando a equação (37), temos que

Rki,j −Rkj,i =
1

2
RlkjiXl +

1

2
(Xjki −Xikj) + λjgki − λigkj.

Levando em conta que o tensor métrico possui derivada covariante nula, a derivada cova-
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riante da igualdade acima implica que

Rki,jt −Rkj,it =
1

2
(Rijkl,tXl +RijklXlt) +

1

2
(Xjkit −Xikjt) + λjtgki − λitgkj. (40)

Por outro lado, segue de (29) e da simetria do tensor de Ricci, que

Rjk,ij = Rjk,ji +RsjijRsk +RskijRjs

= Rjk,ji +RsiRsk +RskijRjs. (41)

Uma vez que ∆Rik = Rik,jj, podemos reescrever (40) pondo

∆Rik = Rjk,ij +
1

2
(Rijkl,jXl +RijklXlj) +

1

2
(Xjkij −Xikjj) + λjjgki − λijgkj. (42)

Por outro lado, pela segunda identidade de Bianchi, temos que

Rijkl,jXl = −Rijlj,kXl −Rijjk,lXl

= −Ril,kXl +Rik,lXl. (43)

Substituindo (43) em (42) e usando a equação (41), temos que

∆Rik = Rjk,ij +
1

2
(Rik,l −Ril,k)Xl +

1

2
RijklXlj

+
1

2
(Xjkij −Xikjj) + λjjgki − λijgkj

= Rjk,ji +RsiRsk +RskijRjs +
1

2
(Rik,l −Ril,k)Xl

+
1

2
RijklXlj +

1

2
(Xjkij −Xikjj) + λjjgki − λijgkj.

Assim, usando novamente a segunda identidade de Bianchi contráıda (30) e a equação

fundamental (23), obtemos

∆Rik =
1

2
Ski +RsiRsk +RskijRjs −

1

2
RskijXsj

+
1

2
(Rik,l −Ril,k)Xl +

1

2
(Xjkij −Xikjj) + λjjgki − λijgkj

=
1

2
Ski +RsiRsk +RskijRjs −Rskij(−Rsj + λgsj −

1

2
Xjs)

+
1

2
(Rik,l −Ril,k)Xl +

1

2
(Xjkij −Xikjj) + λjjgki − λijgkj

=
1

2
Ski +RsiRsk + 2RskijRjs + λRik +

1

2
RskijXjs

+
1

2
(Rik,s −Ris,k)Xs +

1

2
(Xjkij −Xikjj) + λjjgki − λijgkj. (44)
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Agora, calculemos a seguinte soma

Y =
1

2
Sik +RskRsi −

1

2
Ris,kXs +

1

2
Xskis. (45)

Primeiramente, tomando a segunda derivada covariante em (35), obtemos

1

2
Sik = −1

2
Xssik +

n

2
λik.

Substituindo esta equação em (45) e usando (33), (34) e (28), temos

Y = −1

2
Xssik +

n

2
λik +RskRsi −

1

2
Ris,kXs +

1

2
Xskis

=
1

2
(Xskis −Xssik) +RskRsi −

1

2
Ris,kXs +

n

2
λik

=
1

2
(Xskis −Xsksi +Xsksi −Xssik) +RskRsi −

1

2
Ris,kXs +

n

2
λik

=
1

2
(RtsisXtk +RtkisXst +RtsksXti +Rtsks,iXt)

+RskRsi −
1

2
Ris,kXs +

n

2
λik

=
1

2
(RtiXtk +RtkisXst +RtkXti) +

1

2
(Rsk,i −Rsi,k)Xs +RskRsi +

n

2
λik

=
1

2
(RsiXsk +RtkisXst +RskXsi)−

1

2
Rtski,tXs +RskRsi +

n

2
λik

= Rsi(Rsk +
1

2
Xsk) +

1

2
(RtkisXst +RskXsi)−

1

2
Rtski,tXs +

n

2
λik

= Rsi(−
1

2
Xks + λgsk) +

1

2
(RtkisXst +RskXsi)−

1

2
Rtski,tXs +

n

2
λik

= −1

2
RsiXks + λRik +

1

2
RtkisXst +

1

2
RskXsi −

1

2
Rtski,tXs +

n

2
λik.

Substituindo a expressão anterior na equação (44), temos

∆Rik = −1

2
RsiXks + 2λRik +

1

2
RtkisXst +

1

2
RskXsi

−1

2
Rtski,tXs + 2RskijRsj +

1

2
RskijXjs +

1

2
Rik,sXs

−1

2
Xikss + λjjgki − λijgkj +

n

2
λik.

Agora, das equações (33) e (34), temos que

Xikss −Xissk = Xikss −Xisks +Xisks −Xissk

= RtiksXts +Rtiks,sXt +RtiksXts +RtsksXit.
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Por outro lado, tomando a derivada covariante na equação (36), obtemos

Xissk = −Rti,kXt −RtiXtk − (n− 2)λik.

Assim,

Xikss = −Rti,kXt −RtiXtk +RtiksXts +Rtiks,sXt +RtiksXts +RtkXit − (n− 2)λik. (46)

Finalmente, podemos usar a primeira identidade de Bianchi e as equações (46) e (28) para

inferirmos

∆Rik = 2λRik − 2RijksRjs −
1

2
RsiXks +

1

2
RtkisXst

+
1

2
RskXsi −

1

2
Rtski,tXs +

1

2
RskijXjs +

1

2
Rik,sXs

−1

2
(−Rit,kXt −RitXtk +RtiksXts +Rtiks,sXt +RtiksXts +RtkXit)

+
(n− 2)

2
λik + λjjgki − λijgkj +

n

2
λik

= 2λRik − 2RijksRjs −
1

2
RsiXks +

1

2
RtkisXst +

1

2
RskXsi

−1

2
Rtski,tXs +

1

2
RskijXjs +

1

2
Rik,sXs +

1

2
Ris,kXs +

1

2
RisXsk

−1

2
RtiksXts −

1

2
Rtiks,sXt −

1

2
RtiksXts −

1

2
RskXis

+(n− 1)λik + λjjgki − λijgkj

= 2λRik − 2RijksRjs +
1

2
Ris(Xsk −Xks) +

1

2
Rsk(Xsi −Xis)

+
1

2
Rik,sXs +

1

2
Rik,sXs −

1

2
Rtisk,tXs −

1

2
Rtski,tXs

+RtkisXst −RtiksXts −
1

2
Rtiks,sXt + (n− 1)λik + λjjgki − λijgkj

= 2λRik − 2RijksRjs +Rik,sXs +
1

2
Ris(Xsk −Xks) +

1

2
Rsk(Xsi −Xis)

+RskitXts −RtiksXts −
1

2
Rtisk,tXs −

1

2
Rtski,tXs

−1

2
Rtkis,tXs + (n− 1)λik + λjjgki − λijgkj

= 2λRik − 2RijksRjs +Rik,sXs +
1

2
Ris(Xsk −Xks) +

1

2
Rsk(Xsi −Xis)

+(n− 1)λik + λjjgki − λijgkj,

finalizando assim a prova da proposição.

Observação 4.1 Observe que, quando X = ∇f na Proposição 4.1, a expressão do X-

Laplaciano se reduz a expressão do f -Laplaciano (38), obtida por E. Ribeiro em (RI-

BEIRO, 2011).

Usando a Proposição 4.1, obtemos a versão não-gradiente da fórmula integral
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(26), obtida por A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS, 2012b).

Teorema 4.1 Seja (Mn, g,X, λ) um quase sóliton de Ricci compacto. Então vale a se-

guinte fórmula integral:∫
M

|Ric− S

n
g|2dM =

n− 2

2n

∫
M

g(∇S,X)dM = −n− 2

2n

∫
M

SdivXdM. (47)

Demonstração. Primeiramente, observe que tomando o traço na expressão do X-

Laplaciano do tensor de Ricci (39), obtemos

1

2
∆S − 1

2
g(∇S,X) = λS − |Ric|2 + (n− 1)∆λ, (48)

ou seja, a fórmula do X-Laplaciano da curvatura escalar de um quase sóliton de Ricci não

necessariamente gradiente.

Note agora que |Ric− S
n
g|2 = |Ric|2 − S2

n
, dáı

1

2
(∆S − g(∇S,X)) = −|Ric− S

n
g|2 +

S

n
(nλ− S) + (n− 1)∆λ. (49)

Integrando a identidade (49) e usando (35), temos que∫
M

∣∣∣Ric− S

n
g
∣∣∣2dM =

1

2

∫
M

g(∇S,X)dM +
1

n

∫
M

SdivXdM

= −1

2

∫
M

Sdiv(X)dM +
1

n

∫
M

SdivXdM,

= −n− 2

2n

∫
M

SdivXdM

=
n− 2

2n

∫
M

g(∇S,X)dM, (50)

concluindo assim a prova do teorema.

Observação 4.2 Observe que quando X = ∇f no Teorema 4.1, a fórmula integral (47)

reduz-se a fórmula integral (26), obtida por A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS, 2012b).

Como consequência do Teorema 4.1, obtemos um resultado de rigidez para

quase sólitons de Ricci compactos, onde o campo vetorial associado ao quase sóliton de

Ricci não é necessariamente do tipo gradiente. Vale resaltar que A. Barros e E. Ribeiro

em (BARROS, 2012b), obtiveram o mesmo corolário para o caso em que X = ∇f .

Corolário 4.1 Se (Mn, g,X, λ) é um quase sóliton de Ricci compacto não trivial, com

n ≥ 3. Então (Mn, g) é isométrica à esfera Euclidiana Sn, se uma das condições abaixo

é satisfeita:

1.
∫
M
g(∇S,X)dM ≤ 0.

2. LXS ≤ 0, onde L denota derivada de Lie.

3. S é constante.
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4. Mn é uma variedade homogênea.

Demonstração. De fato, qualquer uma das hipóteses do corolário aplicadas ao Teorema

4.1 implica diretamente que Ric = S
n
g. Assim, da equação fundamental do quase sóliton

de Ricci (22), segue que

Ric− S

n
g = −1

2
LXg + (λ− S

n
)g, (51)

donde conclúımos que X é um campo vetorial conforme não trivial. Assim, podemos

aplicar o Teorema 2 de (BARROS, 2012b) para concluir que (Mn, g) é isométrica à esfera

Euclidiana Sn, finalizando assim a prova do corolário.

Notando que todas as condições do corolário acima são equivalentes, podemos

responder o problema proposto em (RIGOLI, 2011) por Rigoli, Pigola, Rimoldi e Setti,

descrito no ińıcio deste caṕıtulo.

Problema 5 Sob que condições um quase sóliton de Ricci compacto é necessariamente

gradiente?

Usando o Corolário 4.1, obtemos o seguinte corolário que responde parcialmente o pro-

blema anterior para dimensão maior que dois.

Corolário 5.1 Todo quase sóliton de Ricci compacto com curvatura escalar constante é

gradiente.

Demonstração. Primeiramente lembremos que, se X é um campo de vetores em uma

variedade compacta Mn, o Teorema de decomposição de Hodge-de Rham, veja (WAR-

NER, 1983), nos ensina que é posśıvel decompor o campo X como a soma de um campo

de vetores Y de divergente nulo e o gradiente de uma função diferenciável h : M → R, ou

seja

X = ∇h+ Y, (52)

onde divY = 0 e h ∈ C∞(M) é chamado potencial de Hodge-de Rham.

Com efeito, considerando a 1-forma X[ e aplicando o Teorema de Hodge-de

Rham, existe uma única decomposição da 1-forma X[ da seguinte forma

X[ = dα + δβ + γ,

onde γ é uma 1-forma harmônica. Agora basta considerarmos Y = (δβ+γ)] e (dα)] = ∇h
para obtermos o afirmado.

Segue de (52) que

1

2
LXg = Hessh+

1

2
LY g. (53)
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Além disso, tomando o traço na igualdade (53), segue que

divX = ∆h, (54)

pois divY = 0.

Pelo Corolário 4.1, (Mn, g) é isométrica à esfera Euclidiana Sn, donde (Mn, g)

é Einstein e sua curvatura escalar S é igual a n(n− 1). Assim, substituindo (54) e o valor

da curvatura escalar na igualdade (35), temos que

∆h = λn− n(n− 1). (55)

Por outro lado, usando o fato que (Mn, g) é Einstein, (54), juntamente com o fato que

S = n(n− 1) em (49), segue que

0 =
1

2
∆XS = −

∣∣∣Ric− S

n
g
∣∣∣2 +

S

n
(λn− S) + (n− 1)∆λ

=
n(n− 1)

n
∆h+ (n− 1)∆λ

= (n− 1)∆(h+ λ).

Consequentemente, pelo Prinćıpio do máximo de Hopf, temos que h = −λ+ c, onde c é

uma constante. Assim, de (55) conclúımos que

∆h+ nh = n(c− (n− 1)). (56)

Portanto, a menos de uma constante, h é a primeira autofunção do Laplaciano da esfera

Euclidiana Sn. Consequentemente, ∇h é um campo vetorial conforme, isto é,

Hessh =
1

2
L∇hg =

∆h

n
= (λ− (n− 1))g.

Desde que (Mn, g) é Einstein, segue que X é um campo vetorial conforme, tal que

1

2
LXg = (λ− S

n
)g = (λ− (n− 1))g.

Por outro lado, segue da igualdade (53) que

(λ− (n− 1))g = (λ− (n− 1))g +
1

2
LY g,

ou seja, Y é um campo vetorial de Killing, dáı 1
2
LXg = Hessh, donde

Ric+Hessh = λg,
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assim (Mn, g,∇h, λ) define uma estrutura de quase sóliton de Ricci gradiente.

Usando a decomposição dada em (52), podemos provar uma versão alternativa

do Teorema 4.1 em termos do potencial de Hodge-de Rham, conforme o próximo teorema.

Teorema 5.1 Seja (Mn, g,X, λ) um quase sóliton de Ricci compacto. Então vale a se-

guinte fórmula integral:∫
M

|Ric− S

n
g|2dM =

n− 2

2n

∫
M

g(∇S,∇h)dM, (57)

onde h é o potencial de Hodge-de Rham, dado em (52).

Demonstração. Note que, usando (53) temos∫
M

g(∇S,X) = −
∫
M

SdivX = −
∫
M

S∆h =

∫
M

g(∇S,∇h).

Assim, basta substituirmos essa igualdade na fórmula integral (47).

Observe também que, uma vez provado que o campo vetorial Y dado pela

decomposição de Hodge-de Rham em (52) é um campo de Killing, estaremos respondendo

o Problema 5. Desta forma, obtemos o seguinte.

Corolário 5.2 Se (Mn, g,X, λ) é um quase sóliton de Ricci compacto não trivial, com

n ≥ 3, então o campo vetorial Y dado pela decomposição de Hodge-de Rham é um campo

de Killing sobre (Mn, g), desde que:

1. X seja um campo conforme.

2. (Mn, g) possua curvatura escalar constante.

Demonstração. Quando X é um campo conforme, é conhecido que
∫
M
g(∇S,X)dM = 0

(veja por exemplo, Bourguignon e Ezin (BOURGUIGNON, 1987)). Por completude,

exibiremos uma prova deste fato. Da conformidade do campo X, temos que

∇iXj +∇jXi =
2divX

n
gij.

Multiplicando a equação anterior por Rij e integrando obtemos

2

n

∫
M

RijgijdivXdM =

∫
M

Rij(∇iXj +∇jXi)dM.

Em seguida, integrando por partes e aplicando a segunda identidade de Bianchi contráıda

(30), temos que

2

n

∫
M

SdivXdM = 2

∫
M

Rij∇iXjdM = −2

∫
M

g(div(Ric), X)dM

= −
∫
M

g(∇S,X) =

∫
M

SdivXdM,
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donde
2− n
n

∫
M

g(∇S,X)dM = 0.

Logo, para n > 2,
∫
M
g(∇S,X)dM =

∫
M
SdivX = 0. Portanto, segue do Teorema 4.1 que

Ric = S
n
g. Assim, a curvatura escalar é constante e o resultado segue da última parte da

prova do Corolário 5.1. A segunda afirmação segue naturalmente deste último argumento,

o que completa a prova do corolário.

5.1 Quase sólitons de Ricci gradiente compactos localmente conformemente

plano

Nesta seção, estudaremos quase sólitons de Ricci gradiente compacto localmente

conformemente planos. Motivados pelo estudo de sólitons de Ricci gradiente, em (GAR-

CIA, 2011), os autores provaram que um sóliton de Ricci gradiente compacto localmente

conformemente plano é isométrico à esfera Euclidiana. Catino em (CATINO, 2011),

mostrou que, dado um quase sóliton de Ricci gradiente (Mn, g,∇f, λ) localmente confor-

memente plano, em torno de qualquer ponto regular de f , Mn é localmente um produto

warped com fibra (de dimensão n − 1) F n−1, tal que a curvatura seccional de F n−1 é

constante.

Considerando tais quase sólitons de Ricci gradiente, obteremos um resultado

similar ao obtido em (GARCIA, 2011) para quase sólitons de Ricci gradiente compactos

localmente conformemente planos, mas com uma hipótese integral adicional.

Primeiramente recordemos algumas fórmulas satisfeitas por um quase sóliton

de Ricci gradiente, as quais foram obtidas por A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS,

2012b) que estendem fórmulas semelhantes para sólitons de Ricci obtidas por Hamilton.

Proposição 5.1 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci gradiente. Então as

condições seguintes são verdadeiras:

1. R + ∆f = λn.

2. ∇iR = 2Rij∇jf + 2(n− 1)∇iλ.

3. ∇jRik −∇iRjk −Rijks∇sf = (∇jλ)gik − (∇iλ)gjk.

4. ∇(R + |∇f |2 − 2(n− 1)λ) = 2λ∇f.
Para a prova, veja (BARROS, 2012b). Agora, recordemos a definição de di-

vergencia de um (0, 4)-tensor α

(divα)ijk = glm∇mαlijk.

Lema 5.1 Se (Mn, g,∇f, λ) é um quase sóliton de Ricci gradiente, então

1. (divRm)jkl = Rlkjs∇sf + (∇lλ)gkj − (∇kλ)gjl.

2. ∇i(Rijkle
−f ) = ((∇lλ)gkj − (∇kλ)glj)e

−f .
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3. ∇i(Rike
−f ) = ((n− 1)∇kλ)e−f ,

onde Rm denota o tensor curvatura de Riemann.

Demonstração. Para obtermos o primeiro item, basta usarmos a identidade de Ricci e

a terceira relação da Proposição 5.1. Com efeito,

(divRm)jkl = ∇i(Rijkl) = ∇iRklij

= −∇kRliij −∇lRikij

= −∇kRlj +∇lRkj (58)

= Rlkjs∇sf + (∇lλ)gkj − (∇kλ)glj.

A segunda identidade segue diretamente do item 1. Com efeito,

∇i(Rijkle
−f ) = ∇i(Rijkl)e

−f − (∇if)Rijkle
−f

= ((∇lλ)gkj − (∇kλ)gjl)e
−f .

Finalmente, pela segunda identidade de Bianchi contráıda e o item 2 da Proposição 5.1,

temos que

∇i(Rike
−f ) = (∇iRik)e

−f − (∇if)Rike
−f

=
1

2
∇kRe

−f − (∇if)Rike
−f

= (Rki∇if + (n− 1)∇kλ−∇ifRik)e
−f

= (n− 1)(∇kλ)e−f ,

o que completa a prova do lema. Como consequência do lema anterior, obtemos a seguinte

fórmula integral para a norma do divergente do tensor de Riemann.

Corolário 5.3 Se
(
Mn, g,∇f, λ

)
é um quase sóliton de Ricci gradiente compacto, então

1

2

∫
M

|divRm|2e−fdM = −
∫
M

Rg(∇λ,∇f)e−fdM −
∫
M

Rlkjs∇l∇sfRkje
−fdM

−(n− 1)

∫
M

|∇λ|2e−fdM +

∫
M

g(∇λ,∇R)e−fdM.

Demonstração. Usando o Lema 5.1 e o item 2 da Proposição 5.1, temos que∫
M

|divRm|2e−fdM =

∫
M

Rlkjs∇sf(−∇kRlj +∇lRkj)e
−fdM

+

∫
M

(∇lλgkj −∇kλglj)(−∇kRlj +∇lRkj)e
−fdM

= −
∫
M

Rlkjs∇sf∇kRlje
−fdM +

∫
M

Rlkjs∇sf∇lRkje
−fdM



41

+

∫
M

(∇lλgkj −∇kλglj)(−∇kRlj +∇lRkj)e
−fdM

= −
∫
M

∇l(Rlkjse
−f )∇sfRkjdM +

∫
M

∇k(Rlkjse
−f )∇sfRljdM

−
∫
M

Rlkjs∇l∇sfRkje
−fdM +

∫
M

Rlkjs∇k∇sfRlje
−fdM

+

∫
M

g(∇λ,∇R)e−fdM

= −2

∫
M

Rlkjs∇l∇sfRlje
−fdM − 2

∫
M

∇l(Rlkjse
−f )∇sfRkjdM

+

∫
M

g(∇λ,∇R)e−fdM

= −2

∫
M

Rlkjs∇l∇sfRkje
−fdM +

∫
M

g(∇λ,∇R)e−fdM

−2

∫
M

((∇sλ)gjk − (∇jλ)gsk)∇sfRkje
−fdM

= −2

∫
M

Rg(∇λ,∇f)e−fdM − 2

∫
M

Rlkjs∇l∇sfRkje
−fdM

+2

∫
M

Ric(∇f,∇λ)e−fdM +

∫
M

g(∇λ,∇R)e−fdM

= −2

∫
M

Rg(∇λ,∇f)e−fdM − 2

∫
M

Rlkjs∇l∇sfRkje
−fdM

−2(n− 1)

∫
M

|∇λ|2e−fdM + 2

∫
M

g(∇λ,∇R)e−fdM,

finalizando, assim, a prova do corolário.

Observação 5.1 Agora observe que, para qualquer variedade Riemanniana (Mn, g), te-

mos que

∇i∇jRik −∇j∇iRik = RjmRmk −RijkmRim. (59)

Com efeito, usando a fórmula de comutação para derivada covariante, obtemos

∇i∇jRlk −∇j∇iRlk = −RijlmRmk −RijkmRim,

agora basta fazer l = i na igualdade anterior.

Como consequência da equação (59) e do Corolário 5.3, derivamos o seguinte

Lema 5.2 Se (Mn, g,∇f, λ) é um quase sóliton de Ricci gradiente compacto, então∫
M

|divRm|2e−fdM =

∫
M

|∇Ric|2e−fdM −
∫
M

R∆λe−fdM − n(n− 1)

∫
M

|∇λ|2e−fdM.

Demonstração. De fato, integrando por partes e usando a simetria do tensor de Ricci,
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segue que

−2

∫
M

∇kRjl∇lRjke
−fdM = 2

∫
M

Rjk∇l∇kRjle
−fdM − 2

∫
M

Rjk∇kRjl∇lfe
−fdM

= 2

∫
M

Rjk∇i∇jRike
−fdM − 2

∫
M

Rjk∇jRik∇ife
−fdM.

Novamente integrando por partes e da equação (59), temos que

−2

∫
M

∇kRjl∇lRjke
−fdM = 2

∫
M

Rjk(∇j∇iRik +RjmRmk −RijkmRim)e−fdM

+2

∫
M

∇j(Rjke
−f )Rik∇if + 2

∫
M

RjkRik∇j∇ife
−fdM

= −2

∫
M

∇j(Rjke
−f )∇iRikdM + 2

∫
M

RjkRjmRmke
−fdM

−2

∫
M

RijkmRimRjke
−fdM + 2

∫
M

∇j(Rjke
−f )Rik∇ifdM

+2

∫
M

RjkRik∇j∇ife
−fdM.

Agora do item 2 da Proposição 5.1, do item 3 do Lema 5.1, da segunda identidade de

Bianchi contráıda (30) e da equação fundamental (25), deduzimos

−2

∫
M

∇kRjl∇lRjke
−fdM = 2

∫
M

RjkRik(Rij +∇i∇jf)e−fdM

−
∫
M

∇j(Rjke
−f )∇kRdM − 2

∫
M

RijkmRimRjke
−fdM

+2

∫
M

∇j(Rjke
−f )(

1

2
∇kR− (n− 1)∇kλ)dM

= 2

∫
M

λ|Ric|2e−fdM − 2

∫
M

RijkmRimRjke
−fdM

−2(n− 1)2

∫
M

|∇λ|2e−fdM.

Por outro lado,∫
M

|divRm|2e−fdM =

∫
M

| − ∇kRlj +∇lRkj|2e−fdM

= 2

∫
M

|∇Ric|2e−fdM − 2

∫
M

∇kRjl∇lRjke
−fdM

= 2

∫
M

|∇Ric|2e−fdM + 2

∫
M

λ|Ric|2e−fdM

−2

∫
M

RijkmRimRjke
−fdM − 2(n− 1)2

∫
M

|∇λ|2e−fdM

= 2

∫
M

|∇Ric|2e−fdM + 2

∫
M

λ|Ric|2e−fdM
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+2

∫
M

Rijkm∇i∇mfRjke
−fdM − 2

∫
M

λ|Ric|2e−fdM

−2(n− 1)2

∫
M

|∇λ|2e−fdM.

Comparando a equação acima com o Corolário 5.3, temos∫
M

|divRm|2e−fdM =

∫
M

|∇Ric|2e−f −
∫
M

Rg(∇λ,∇f)e−fdM

+

∫
M

g(∇R,∇λ)e−fdM − n(n− 1)

∫
M

|∇λ|2e−fdM. (60)

Observe que o teorema da divergência nos fornece∫
M

g(∇R,∇λ)e−fdM =

∫
M

g(∇R, e−f∇λ)dM

=

∫
M

Rg(∇f,∇λ)e−fdM −
∫
M

R∆λe−fdM.

Agora basta substituirmos a equação anterior em (60) para finalizarmos a prova do lema.

Teorema 5.2 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci gradiente compacto local-

mente conformemente plano. Se

−
∫
M

R∆λe−fdM ≥ n(n− 1)

∫
M

|∇λ|2e−fdM, (61)

então (Mn, g) é isométrico à esfera Euclidiana Sn.
Demonstração. Primeiramente, observe que qualquer variedade Riemanniana local-

mente conformemente plana satisfaz

∇kRij −∇jRik =
1

2(n− 1)
(∇kRgij −∇jRgik). (62)

Para isto, veja a identidade (28.19) em (EISENHART, 1949). Por outro lado, lembre que

em (58)

(divRm)jkl = ∇kRjl −∇lRjk. (63)

Consequentemente, segue de (62) e (63) que uma variedade Riemanniana localmente

conformemente plana, satisfaz

|divRm|2 =
|∇R|2

2(n− 1)
. (64)
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Assim, aplicando (61) no Lema 5.2, temos a seguinte desigualdade∫
M

|divRm|2e−fdM ≥
∫
M

|∇Ric|2e−fdM. (65)

Uma vez que

|∇Ric|2 − 1

n
|∇R|2 =

∣∣∣∇kRij −
1

n
∇kRgij

∣∣∣2 ≥ 0,

isto é,

|∇Ric|2 ≥ 1

n
|∇R|2. (66)

Agora (64), (65) e (66) implicam que

1

2(n− 1)

∫
M

|∇R|2e−fdM ≥ 1

n

∫
M

|∇R|2e−fdM,

ou seja,

0 ≥ n− 2

2n(n− 1)

∫
M

|∇R|2e−fdM,

donde R é constante. Portanto, podemos aplicar o Corolário 4.1 para concluirmos que

(Mn, g) é isométrica à esfera Euclidiana Sn, o que finaliza a prova do teorema. Para o

que segue precisamos do seguinte

Lema 5.3 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Se X ∈ X(M) é um campo de

Killing e f ∈ C∞(M), então LXHessf = HessLXf .

Demonstração. Considere {∂i} um referencial geodésico em torno de um ponto p ∈ M
qualquer. Como X é de Killing, LXg = 0, então, para quaisquer i, j, k, temos

0 = (LXg)ij = g(∇∂iX, ∂j) + g(∂i,∇∂jX)

= xkg(∇∂i∂k, ∂j) + ∂ix
kg(∂k, ∂j)

+xkg(∂i,∇∂j∂k) + ∂jx
kg(∂i, ∂k)

= ∂ix
j + ∂jx

i,

donde

∂k∂ix
j = −∂k∂jxi = −∂j∂kxi = ∂j∂ix

k = ∂i∂jx
k = −∂i∂kxj = −∂k∂ixj,

dáı

∂k∂ix
j = 0. (67)
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Note agora que

(HessLXf)ij = ∂i∂j(LXf)− (∇∂i∂j)LXf

= ∂i∂j(x
k∂kf)

= ∂i(∂jx
k∂kf + xk∂j∂kf)

= ∂i∂jx
k∂kf + ∂jx

k∂i∂kf + ∂ix
k∂j∂kf + xk∂i∂j∂kf.

Por outro lado,

(LXHessf)ij = (∇XHessf)(∂i, ∂j) +Hessf(∇∂iX, ∂j) +Hessf(∂i,∇∂jX)

= DX(∂i∂jf)−Hessf(∇X∂i, ∂j)−Hessf(∂i,∇X∂j)

+xkHessf(∇∂i∂k, ∂j) + ∂ix
kHessf(∂k, ∂j)

+xkHessf(∂i,∇∂j∂k) + ∂jx
kHessf(∂i, ∂k)

= xk∂k∂i∂jf − xkHessf(∇∂k∂i, ∂j)− xkHessf(∂i,∇∂k∂j)

+∂ix
kHessf(∂k, ∂j) + ∂jx

kHessf(∂i, ∂k)

= xk∂k∂i∂jf + ∂ix
k∂k∂jf − ∂ixk(∇∂k∂j)f + ∂jx

k∂i∂kf

−∂jxk(∇∂i∂k)f

= xk∂k∂i∂jf + ∂ix
k∂k∂jf + ∂jx

k∂i∂kf.

Comparando as duas últimas identidades, deduzimos

(HessLXf)ij = ∂i∂jx
k∂kf + (LXHessf)ij.

Portanto, pela igualdade (67), LXHessf = HessLXf , o que prova o lema.

Corolário 5.4 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci. Se X é um campo vetorial

de Killing sobre Mn, então, ou DXf é constante ou (Mn, g) é conformemente equivalente

à esfera Euclidiana Sn.

Demonstração. Desde que X é um campo vetorial de Killing, ou seja, LXg = 0, então

o fluxo associado ao campo X são isometrias, donde LXRic = 0. De sorte que

HessLXf = LXHess f = LXλg,

dáı

∆LXf = nLXλ. (68)

Consequentemente, conclúımos que

Hess(LXf) =
∆LXf
n

g.



46

Portanto podemos aplicar o Teorema 6.3 (p. 28 de Yano(YANO, 1970)) para concluirmos

que, ou DXf é constante, ou (Mn, g) é conformemente equivalente à esfera Euclidiana Sn.

Além disso, se suposermos que (61) é satisfeita, então podemos provar o

próximo corolário.

Corolário 5.5 Seja (Mn, g,∇f, λ) um quase sóliton de Ricci compacto satisfazendo a

condição (61). Se X é um campo vetorial de Killing sobre Mn, então, ou DXf é constante

ou (Mn, g) é isométrico à esfera Euclidiana Sn.

Demonstração. Segue diretamente do Corolário 5.4 que, ouDXf é constante, ou (Mn, g)

é conformemente equivalente à esfera Euclidiana Sn. No último caso, conclúımos que

(Mn, g) é localmente conformemente plana, pois a esfera Euclidiana é localmente con-

formemente plana. Como por hipótese (61) é satisfeita, aplicamos o Teorema 5.2 para

concluirmos que (Mn, g) é isométrica à esfera Euclidiana Sn.
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6 MÉTRICAS QUASI-EINSTEIN

Continuando o nosso estudo sobre métricas tipo Einstein, neste caṕıtulo, estuda-

remos variedades munidas de métricas quasi-Einstein, ou seja, variedades Riemannianas

(Mn, g) satisfazendo

Ric+Hessf − 1

m
df ⊗ df = λg,

onde f ∈ C∞(M), 0 < m ≤ ∞ e λ ∈ R. Observe que, quando m = ∞, tal estrutura

reduz-se aos sólitons de Ricci gradiente. Além disso, quando m = ∞ e f é constante,

obtemos as métricas de Einstein.

Como é conhecido as taxas de crescimento do volume das bolas geodésicas de

uma variedade Riemanniana contêm informações geométricas extremamente importantes.

S.-T. Yau, em (YAU, 1976), e E. Calabi, em (CALABI, 1975), provaram de maneira inde-

pendente que para variedades Riemannianas com curvatura de Ricci não-negativa, a taxa

de crescimento do volume das bolas geodésicas é pelo menos linear. Em particular,isso é

satisfeito por variedades Riemannianas Ricci planas, a saber, satisfazendo Ric = 0. Em

(MUNTEANU, 2013), O. Munteanu e N. Sesum provaram que a taxa de crescimento das

bolas geodésicas de um sóliton de Ricci gradiente estacionário, isto é, satisfazendo

Ric+Hessf = 0,

é igual à aquela provada por Yau e Calabi para variedades Riemannianas satisfazendo

Ric = 0.

Na segunda seção deste caṕıtulo, que corresponde ao artigo (BARROS, 2015)

em colaboração com A. Barros e E. Ribeiro, provamos que o volume das bolas geodésicas

das métricas quasi-Einstein estacionárias, ou seja,

Ric+Hessf − 1

m
df ⊗ df = 0,

também tem crescimento no mı́nimo linear.

Analogamente, podemos questionar sobre o equivalente para variedades Rie-

mannianas ponderadas. Nesse sentido, F. Morgan, em (MORGAN, 2005), H.-D. Cao e

D. Zhou, em(CAO, 2010a), provaram que, se Ric + Hessf = λg, com λ > 0, então seu

f -volume é finito. É bem conhecido que Ric + Hessf − 1
m
df ⊗ df ≥ 0 implica f -volume

infinito (veja (LI, 2005)). Nesse contexto, provaremos uma estimativa para o f -volume

das bolas geodésicas de uma certa classe de métrica quasi-Einstein expansivas.

Finalmente, na última seção, usaremos a estreita relação das métricas quasi-

Einstein com produtos warped Einstein para provamos um resultado de trivialidade de

uma certa classe de produtos warped Einstein.



48

6.1 Métrica quasi-Einstein

Definição 6.1 Uma variedade Riemanniana completa (Mn, g) define uma métrica quasi-

Einstein, quando existe f ∈ C∞(M), m ∈ (0,∞] e λ ∈ R tais que

Ric+Hessf − 1

m
df ⊗ df = λg. (69)

Denotaremos tal estrutura por (Mn, g,∇f, λ,m).

Em alguns casos, é conveniente escrevermos (69) em coordenadas, ou seja, se

{x1, ..., xn} é um sistema de coordenadas em torno de algum ponto, então

Rij +∇i∇jf −
1

m
dfi · dfj = λgij, (70)

onde ∇i∇jf = Hessf( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) e dfi = g(∇f, ∂
∂xi

).

Inspirados na nomenclatura da teoria dos sólitons de Ricci, chamamos f de

função potencial. Além disso, dizemos que uma métrica quasi-Einstein é expansiva, esta-

cionária ou contrátil, respectivamente, se λ < 0, λ = 0 ou λ > 0.

Definição 6.2 Dizemos que uma métrica quasi-Einstein é trivial quando f em (69) é

constante.

A equação (69) é particularmente interessante, pois quando f é constante e

m =∞, ela se reduz a

Ric = λg,

ou seja, às métricas de Einstein. Ademais, se tivermos somente m =∞, então (69) será

Ric+Hessf = λg,

isto é, os sólitons de Ricci gradientes que estudamos no Caṕıtulo 3.

É importante destacar também que métricas quasi-Einstein com m = 1, satis-

fazendo ∆e−f + λe−f = 0 são métricas estáticas com constante cosmológica λ. Métricas

estáticas têm sido extensivamente estudadas devido a ligação com curvatura escalar, Te-

orema da massa positiva e relatividade geral. Para mais detalhes, veja, por exemplo, as

referências (ANDERSON, 1999), (ANDERSON, 2009) e (CORVINO, 2000).

Em (BESSE, 2008) p.265, observa-se que produto warped representa uma fonte

prof́ıcua de construção de novos exemplos de variedades Riemannianas de Einstein. Os

autores escreveram:

“Nevertheless warped products do give new examples of complete Einstein ma-

nifolds and the Einstein equations are quite interesting”.

Nesse sentido, quando f não é constante e m ∈ N\{1}, uma métrica quasi-Einstein

representa uma forma elegante de construir exemplos de produtos warped Einstein. A

seguir, explicaremos em maiores detalhes como se dá essa construção.
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Primeiramente recorde que para um produto warped, temos o seguinte resul-

tado que pode ser encontrado em (OŃEILL, 1983).

Proposição 6.1 Seja N = Mn ×u Fm um produto warped, com m > 1. Se X e Y são

campos horizontais e V e W campos verticais sobre N , então

1. RicN(X, Y ) = RicM(X, Y )− m
u

(Hessu)(X, Y ).

2. RicN(X, V ) = 0.

3. RicN(V,W ) = RicF (V,W )− gF (V,W )
(

∆u
u

+ (m− 1) |∇u|
2

u2

)
.

Como consequência da Proposição 6.1, obtemos o corolário a seguir.

Corolário 6.1 Um produto warped N = M ×u F é de Einstein com Ric = λg se, e

somente se,

1. RicM = λgM + m
u
Hessu.

2. (Fm, gF ) é de Einstein com RicF = µgF ,

3. u∆u+ (m− 1)|∇u|2 + λu2 = µ.

Se (Mn, g,∇f, λ,m) define uma métrica quasi-Einstein com m ∈ N \ {1}, ou seja,

Ric+Hessf − 1

m
df ⊗ df = λg,

pondo u = e−f/m, temos ∇u = − u
m
∇f e para qualquer X ∈ X(M),

m

u
∇X∇u =

m

u

(
− u

m
∇X∇f −X

( u
m

)
∇f
)

= −∇X∇f +
m

u

u

m2
X(u)∇f

= −∇X∇f +
1

m
g(∇f,X)∇f,

ou, equivalentemente,

− m

u
Hessu = Hessf − 1

m
df ⊗ df. (71)

Dáı, podemos reescrever (69), pondo

Ric− m

u
Hessu = λg, (72)

ou seja, (Mn, g) satisfaz o item 1 do Corolário 6.1. Afirmamos que existe µ ∈ R, satis-

fazendo o item 3 do Corolário 6.1. Com efeito, tomando o traço da equação (72), temos

que

R− m

u
∆u = λn. (73)

Da segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes, dR = 2div(Ric), que aplicada

em (73), fornece

2divRic = d
(
m

∆u

u

)
=
m

u2
(ud(∆u)−∆udu). (74)
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Por outro lado, segue da definição de divergência que

div
(Hessu

u

)
k

= gij∇j

(Hessu
u

)
ik

= − 1

u2
gijuj(Hessu)ik +

1

u
gij∇j(Hessu)ik.

Assim, para qualquer X ∈ X(M), temos

div
(Hessu

u

)
(X) = − 1

u2
Hessu(∇u,X) +

1

u
div(Hessu)(X)

= − 1

2u2
g(∇|∇u|2, X) +

1

u
div(Hessu)(X), (75)

onde, na última igualdade usamos que ∇|∇u|2 = 2∇∇u∇u. Agora lembre que

div(Hessu)(X) = Ric(∇u,X) + g(∇∆u,X). (76)

Para uma prova disto, veja pág.33 em (BATISTA, 2013). De (69), segue que

Ric(∇u,X)− m

u
Hessu(∇u,X) = λg(∇u,X). (77)

Substituindo (76) e (77) em (75), temos

div
(Hessu

u

)
= − 1

2u2
d(|∇u|2) +

m

2u2
d(|∇u|2) +

λ

u
du+

1

u
d(∆u)

=
1

2u2
{(m− 1)d(|∇u|2) +

λ

u
du+

1

u
d(∆u)}. (78)

Uma vez que o divergente do tensor métrico é nulo, segue de (73) que divRic =

mdiv
(
Hessu
u

)
, logo (74) e (78) implicam que

1

2u2
(ud(∆u)−∆udu) =

1

2u2
{(m− 1)d(|∇u|2) +

λ

u
du+

1

u
d(∆u)},

donde

ud(∆u) + (m− 1)d(|∇u|2) + ∆udu+ 2λudu = 0.

Dáı

d(u∆u+ (m− 1)|∇u|2 + λu2) = 0.

Portanto, existe µ ∈ R tal que

u∆u+ (m− 1)|∇u|2 + λu2 = µ,

ou, equivalentemente,

∆f − |∇f |2 = mλ−mµe
2f
m .

Sabendo disto e usando o Corolário 6.1, em (CASE, 2011) e (KIM, 2003), os autores
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obtiveram a seguinte caracterização das métricas quasi-Einstein.

Teorema 6.1 Seja Mn ×u Fm um produto warped Einstein com constante de Einstein

λ, função warped u = e−f/m e Fm uma variedade de Einstein. Então (Mn, gM ,∇f, λ,m)

satisfaz à equação das métricas quasi-Einstein (69). Além disso, a constante de Einstein

µ de Fm satisfaz

∆f − |∇f |2 = mλ−mµe
2f
m . (79)

Reciprocamente, se uma variedade Riemanniana (Mn, g,∇f, λ,m) satisfaz (69), então

f satisfaz (79) para alguma constante µ ∈ R. Considere o produto warped Nn+m =

Mn ×u Fm, com u = e−f/m e Fm de Einstein com RicF = µgF . Então N é de Einstein

com RicN = λgN .

O teorema acima permite estudar um produto warped Einstein de uma ma-

neira alternativa, ou seja, somente através da equação (69). Vale salientar que alguns

problemas interessantes sobre produto warped Einstein têm sido resolvidos utilizando

esta perspectiva; veja por exemplo (KIM, 2003), (CASE, 2010) e (CASE, 2011).

Exemplos de métricas quasi-Einstein com λ < 0 e µ com sinal arbitrário, ou

com λ = 0 e µ ≥ 0 são constrúıdos em (BESSE, 2008). Além disso, quando λ = 0, µ > 0

todos os exemplos são não-triviais. Em (QIAN, 1997), Z. Quian provou um teorema

análogo ao Teorema de Bonnet-Myers, mais precisamente, se λ > 0 em (70), então M

é compacta. Por outro lado, D. Kim e H. Kim, em (KIM, 2003), mostraram que, no

caso compacto, λ ≤ 0 implica trivialidade, o que equivale, pelo Teorema 6.1 ao seguinte

resultado.

Teorema 6.2 (D. Kim, H. Kim (KIM, 2003)) Se N = Mn×uFm é um produto war-

ped Einstein com curvatura escalar não positiva e base compacta, então N é um produto

Riemanniano.

Nesta mesma direção, J. Case, em (CASE, 2010), mostrou que λ ≥ 0 e µ ≤ 0 implicam

trivialidade, ou equivalentemente

Teorema 6.3 (J. Case (CASE, 2010)) Se N = Mn×uFm é um produto warped Eins-

tein com constante de Einstein λ ≥ 0 e fibra de Einstein Fm com constante de Einstein

µ ≤ 0, então N é um produto Riemanniano.

Observação 6.1 Observe que, como mostramos anteriormente, dada uma métrica quasi-

Einstein, sempre existe µ ∈ R satisfazendo (79), a restrição m ∈ N\{1} só é necessária

quando usamos métricas quasi-Einstein sobre uma base de produto warped Einstein.

Para finalizarmos esta seção, exibiremos dois exemplos de métricas quasi-

Einstein sobre Hn × R obtidas por E. Ribeiro e K. Bezerra em (KELTIM, 2013). Na

verdade, eles provam que tais exemplos são os únicos posśıveis para tal variedade munida

com a métrica produto padrão.
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Considerando Hn × R com a métrica produto padrão, ou seja,

g =
1

x2
n

n∑
i=1

dx2
i + dt2, (80)

prova-se facilmente que o tensor de Ricci de Hn × R é dado por

Ric = −(n− 1)gHn + (n− 1)dt2, (81)

onde gHn é a métrica canônica do hiperbólico. Desta forma, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 6.1 Considerando Hn × R com a métrica (80) e função potencial f(x, t) =

±
√

(n− 1)mt, é fácil ver que ∇f = ±
√

(n− 1)m∂t. Consequentemente Hessf = 0.

Portanto, usando (81), conclui-se que (Hn × R, g,∇f,−(n − 1),m) define uma métrica

quasi-Einstein.

Exemplo 6.2 Agora, considerando Hn×R com a métrica (80) e função potencial f(x, t) =

−m ln(cosh(µt+ a)), onde a ∈ R e µ =
√

n−1
m

, temos ∇f = −mµ(tanh(µt+ a)∂t. Nestas

condições, (81) implica que (Hn×R, g,∇f,−(n−1),m) define uma métrica quasi-Einstein.

6.2 Volume e f-volume de métricas quasi-Einstein

Nosso propósito nesta seção é estender para métricas quasi-Einstein a seguinte

estimativa de volume

V ol(Br(p)) ≥ cr,

provada em (YAU, 1976), (CALABI, 1975) e (MUNTEANU, 2013), respectivamente

para métricas com tensor de Ricci não-negativo e sóliton de Ricci gradiente estacionário.

Além disso, motivados pelos resultados sobre f -volume obtidos em (MORGAN, 2005),

(CAO, 2010a) para um sóliton de Ricci gradiente contrátil e, em (LI, 2005), para uma

métrica quasi-Einstein estacionária, provaremos uma estimativa para o f -volume das bolas

geodésicas de uma certa classe de métricas quasi-Einstein expansivas.

Uma vez que em (QIAN, 1997) e (WEI, 2007) prova-se que métrica quasi-

Einstein com m finito e λ > 0 é compacta, e em (KIM, 2003) prova-se que não existe

estrutura não trivial de métrica quasi-Einstein compacto com λ ≤ 0, nesta seção sempre

iremos trabalhar com métrica quasi-Einstein não compacta com λ ≤ 0.

Seja (Mn, g,∇f, λ,m) uma métrica quasi-Einstein. Pondo u = e−f/m, vimos

em (71) que

Hessf − 1

m
df ⊗ df = −m

u
Hessu. (82)

Assim, podemos reescrever (69) pondo

Ric− m

u
Hessu = λg. (83)
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Consequentemente, podemos usar a equação (83) para estudar (69) quando m é finito e

vice e versa. Tomando o traço em (83), obtemos

u

m
(R− λn) = ∆u. (84)

Por outro lado, tomando o traço na equação (69), temos

R + ∆f − 1

m
|∇f |2 = λn,

assim

R + ∆ff +
m− 1

m
|∇f |2 = λn.

Usando (79), obtemos

R− λn+
m− 1

m
|∇f |2 = −λm+ µme

2f
m .

Como ∇u = − u
m
∇f , temos

u2

m
(R− λn) + (m− 1)|∇u|2 = −λu2 + µ. (85)

Lembremos agora que L. Wang, em (WANG, 2012), provou que a curvatura

escalar de métricas quasi-Einstein não compactas com λ ≤ 0 satisfaz R ≥ λn, assim

(m− 1)|∇u|2 ≤ −λu2 + µ. (86)

Isto mostra de forma alternativa que não existe métrica quasi-Einstein não trivial com

λ ≥ 0 e µ ≤ 0 (como dito anteriormente, isto foi provado em (CASE, 2010)). Portanto,

quando estivermos tratando de uma métrica quasi-Einstein estacionária, podemos assumir

que µ > 0. Dito isto, temos a seguinte estimativa de volume.

Teorema 6.4 Seja (Mn, g,∇f, 0,m) uma métrica quasi-Einstein não compacta estacionária

com m ∈ (1,∞]. Então existem constantes uniforme c e r0 > 0 tais que, para qualquer

r > r0,

V ol(Br(p)) ≥ cr. (87)

Demonstração. Primeiramente, podemos assumir que m ∈ (1,∞), pois o caso limite

corresponde aos sólitons de Ricci gradientes estacionários, que, já sabemos, satisfazem a

estimativa de volume desejada, como mostraram O. Munteanu e N. Sesum, em (MUN-

TEANU, 2013). Assim, usando a hipótese sobre m em (86), segue que

|∇u|2 ≤ µ

m− 1
. (88)
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Desde que R ≥ 0, temos
∫
Br(p)

uRdσ ≥ 0, para cada r > 0, onde dσ denota o elemento

de volume Riemanniano. Se, para todo r > 0, tivermos
∫
Bp(r)

uRdσ = 0, então R = 0 em

Mn, uma vez que u > 0. Por outro lado, L. Wang, em (WANG, 2012), provou que, para

toda métrica quasi-Einstein, a seguinte identidade é satisfeita:

1

2
∆R− m+ 2

2m
g(∇f,∇R) = −m− 1

m

∣∣∣Ric− R

n
g
∣∣∣2

−n+m− 1

mn
(R− nλ)

(
R− n(n− 1)

n+m− 1
λ
)
, (89)

donde, segue que Ric = 0. Mas, para este caso, (87) já foi provado por Yau e Calabi,

respectivamente, em (YAU, 1976) e (CALABI, 1975). Se porém, existir r0 > 0 tal que

mC0 :=
∫
Br0 (p)

uRdσ > 0, então, usando novamente o fato que R ≥ 0 e (84), segue que,

para todo r ≥ r0

mC0 ≤
∫
Br(p)

uRdσ = m

∫
Br(p)

∆udσ

= m

∫
∂Br(p)

∂u

∂η
dη ≤

∫
∂Br(p)

|∇u|dη

≤ m

√
µ

m− 1
· Area(∂Br(p)),

onde na última desigualdade usamos que ∂u
∂η
≤ |∇u| ≤

√
µ

m−1
. Isto implica que, para

r ≥ r0,

Area(∂Bp(r)) ≥ c > 0,

para uma constante uniforme c. Integrando a desigualdade anterior de r0 a r, temos

V ol(Bp(r)) ≥ c(r − r0) ≥ c0 · r,

para todo r ≥ 2r0. Equivalentemente, usando o Teorema 6.1, podemos enunciar o Teorema

6.4 em termos de produto warped Einstein.

Teorema 6.5 Se N = Mn ×u Fm é um produto warped Ricci flat, então existem cons-

tantes uniforme c > 0 e r0 > 0 tais que, para qualquer r ≥ r0, as bolas geodésicas da base

satisfazem

V ol(Bp(r)) ≥ cr.

De maneira análoga, podemos obter o mesmo resultado acima para uma certa

classe de métricas quasi-Einstein expansivas, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 6.6 Seja (Mn, g,∇f, λ,m) uma métrica quasi-Einstein não compacta expan-

siva com µ ≤ 0 e m ∈ (1,∞). Então existem constantes uniformes c e r0 > 0 tais que,

para qualquer r > r0,

V ol(Br(p)) ≥ cr, (90)
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se −k < f , onde k é uma constante positiva.

Demonstração. Das hipóteses sobre a função potencial f , µ, m e de (86), segue que

|∇u|2 ≤ −λe
2k/m

m− 1
.

Já que R ≥ λn, então
∫
Br(p)

u(R−λn)dσ ≥ 0, para cada r > 0, onde dσ denota o elemento

de volume Riemanniano. Se, para todo r > 0, tivermos
∫
Br(p)

u(R − λn)dσ = 0, então

R = λn em Mn, uma vez que u > 0. Segue de (89) que (Mn, g) é de Einstein. Por outro

lado, Case, em (CASE, 2010), descreve completamente todas as estruturas de métricas

quasi-Einstein que são de Einstein. Em particular, não existe variedade Riemanniana

de Einstein com estrutura de métrica quasi-Einstein expansiva, com função potencial

satisfazendo −∞ < f . Assim, existe r0 > 0 tal que mC0 :=
∫
Br0 (p)

u(R− λn)dσ > 0, dáı,

usando novamente o fato que R ≥ λn e (84), segue que, para todo r ≥ r0,

mC0 ≤
∫
Br(p)

u(R− λn)dσ = m

∫
Br(p)

∆udσ

= m

∫
∂Br(p)

∂u

∂η
dη ≤

∫
∂Br(p)

|∇u|dη

≤ m

√
−λe2k/m

m− 1
· Area(∂Br(p)),

onde na última desigualdade usamos que ∂u
∂η
≤ |∇u| ≤

√
−λe2k/m
m−1

. Isto implica que, para

r ≥ r0,

Area(∂Bp(r)) ≥ c > 0,

para uma constante uniforme c. Integrando a desigualdade acima de r0 a r, temos

V ol(Bp(r)) ≥ c(r − r0) ≥ c · r,

para todo r ≥ 2r0.

Novamente, usando o Teorema 6.1, podemos enunciar o Teorema 6.6 em termos

de um produto warped Einstein.

Teorema 6.7 Seja N = Mn×u Fm um produto warped Einstein com constante de Eins-

tein λ < 0, função warped u < +∞ e fibra de Einstein Fm com constante de Einstein

µ ≤ 0. Então existem constantes uniformes c > 0 e r0 > 0 tais que, para qualquer r ≥ r0

as bolas geodésicas da base satisfazem

V ol(Br(p)) ≥ cr.

Para finalizarmos esta seção, obteremos uma estimativa para o f -volume de

uma certa classe de métricas quasi-Einstein. Observe que, diferentemente das estimativas
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obtidas anteriormente, o próximo teorema abrange o caso m = 1, ou seja, as métricas

estáticas como frisamos na primeira seção deste caṕıtulo.

Teorema 6.8 Se (Mn, g,∇f, λ,m) é uma métrica quasi-Einstein expansiva com µ = 0 e

m ∈ (0,∞), então existe uma constante uniforme c > 0 tal que, para todo r ≥ 1

V olf (Br(p)) ≥ ce
√
−λmr. (91)

Demonstração. Usando o fato que µ = 0 na igualdade (79), temos que

∆e−f = (−∆f + |∇f |2)e−f = −λme−f .

Integrando sobre Br(p), temos

−λm
∫
Br(p)

e−f =

∫
Br(p)

∆e−f

=

∫
∂Br(p)

∂

∂r
(e−f )

≤
√
−λm

∫
∂Br(p)

e−f , (92)

onde, na última igualdade, usamos que |∂f
∂r
| ≤ |∇f | ≤

√
−λm (para uma prova deste fato,

veja (WANG, 2012)). Denotando

ξ(r) := V olf (Bp(r)) =

∫
Br(p)

e−f ,

segue de (92) que

ξ′(r) ≥
√
−λmξ(r).

Integrando de 1 a r, conclúımos que

ξ(r) =

∫
Br(p)

e−f ≥ ce
√
−λmr,

para algum c > 0.

Alternativamente, podemos reescrever o Teorema 6.8 em termos de produto

warped Einstein como segue.

Teorema 6.9 Seja N = Mn ×u Fm um produto warped Einstein com curvatura escalar

R negativa, função warped u = e−f/m e fibra de Einstein Fm Ricci flat. Então existe uma

constante uniforme c > 0, tal que, para todo r ≥ 1 as bolas geodésicas da base satisfazem

V olf (Br(p)) ≥ ce

√
− R
n+m

mr
.
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6.3 Um teorema de trivialidade de produto warped Einstein

A. L. Besse, em (BESSE, 2008) pág.265, questiona a existência de um produto

warped Einstein compacto. O autor escreveu:

“Does there exist a compact Einstein warped product with nonconstant warping

function?”

Como dito anteriormente, usando a teoria de métrica quasi-Einstein, em (KIM, 2003), os

autores dão uma resposta parcial negativa. Mais precisamente eles provaram o seguinte

Teorema 6.10 Seja N = Mn ×u Fm um produto warped Einstein com base compacta e

Fm de Einstein. Se N possui curvatura escalar não positiva, então o produto warped é,

na verdade um produto Riemanniano.

Além disso, no Teorema 6.3, J. Case, em (CASE, 2010), provou um teorema análogo sem

a hipótese de compacidade para o caso λ ≥ 0 e µ ≤ 0.

Nesse sentido, combinando a teoria das métricas quasi-Einstein com o prinćıpio

do máximo fraco no infinito para o f -Laplaciano, provaremos um teorema de trivialidade

de produto warped Einstein, não tratado em (KIM, 2003) e (CASE, 2010), ou seja, pro-

duto warped Einstein com curvatura escalar negativa, base não-compacta e fibra tendo

curvatura escalar negativa.

Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz o Prinćıpio do máximo fraco

no infinito para o f -Laplaciano, se dada uma função u : M → R de classe C2 satisfazendo

supM u = u∗ < +∞, existe uma sequência {xn} ⊂M , tal que

u(xn) ≥ u∗ − 1

n
e ∆fu(xn) ≤ 1

n
,

onde ∆f = ∆− g(∇f,∇ ).

Teorema 6.11 Seja N = Mn ×u Fm um produto warped Einstein com constante de

Einstein λ < 0, função warped u e fibra de Einstein Fm com constante de Einstein µ < 0.

Se a função warped satisfaz

u ≤
√

2µ

λ
, (93)

então N é um produto Riemanniano.

Demonstração. Pelo Teorema 6.1, podemos assumir que (Mn, g,∇f, λ,m) define uma

métrica quasi-Einstein expansiva com função potencial dada por f = −m lnu e µ < 0.

Segue das estimativas do f -volume em (QIAN, 1997) e do Teorema 9 em (PIGOLA, 2011)

aplicado a (M, g,∇f, λ,m) a validade do Prinćıpio do máximo fraco no infinito para o

f -Laplaciano. Uma vez que, |∇f |2 ≤ −λm veja (WANG, 2012) para a prova, podemos

aplicar o Prinćıpio do máximo fraco no infinito à função |∇f |2. Desta forma, existe uma

sequência {xn} ⊂M , tal que

|∇f |2(xn) ≥ |∇f |2 − 1

n
e ∆f |∇f |2(xn) ≤ 1

n
,
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onde |∇f |2 = supM |∇f |2 denota o sup da função |∇f |2. Somando −1
2
g(∇f,∇|∇w|2) na

fórmula de Bochner

1

2
∆|∇w|2 = |Hessw|2 +Ric(∇w,∇w) + g(∇w,∇∆w),

temos que

1

2
∆f |∇w|2 = |Hessw|2+Ric(∇w,∇w)+Hessf(∇w,∇w)−∇w(g(∇f,∇w))+g(∇w,∇∆w),

onde acima usamos que

Hessf(∇w,∇w) = g(∇∇w∇f,∇w)

= ∇w(g(∇f,∇w))− g(∇f,∇∇w∇w)

= ∇w(g(∇f,∇w))− 1

2
g(∇f,∇|∇w|2).

Dáı, segue a versão ponderada da fórmula de Bochner

1

2
∆f |∇w|2 = |Hessw|2 +Ric(∇w,∇w) +Hessf(∇w,∇w) + g(∇w,∇∆fw).

Substituindo as iguadades (69) e (79), na fórmula de Bochner ponderada

1

2
∆f |∇f |2 = |Hessf |2 +Ric(∇f,∇f) +Hessf(∇f,∇f) + g(∇f,∇∆ff),

temos que

1

2
∆f |∇f |2 ≥ λ|∇f |2 +

1

m
|∇f |4 − 2µe2f/m|∇f |2

= (λ− 2µu−2 +
1

m
|∇f |2)|∇f |2

≥ 1

m
|∇f |4,

onde usamos que u ≤
√

2µ
λ

na última desigualdade. Portanto, nos pontos xn

1

2n
≥ 1

2
∆f |∇f |2 ≥

1

m

(
|∇f |2 − 1

n

)2

,

fazendo n→∞, segue que |∇f |2 = 0, donde f é constante.
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7 CONCLUSÃO

Nesta tese abordamos uma classe de métricas tipo Einstein, a saber sólitons

de Ricci, quase sólitons de Ricci e métricas quasi-Einstein. Primeiramente obtemos dois

resultados sobre compacidade de sólitons de Ricci gradiente, supondo que o quadrado

da norma do campo que define tal sóliton é integrável e a derivada da função curvatura

escalar na direção do gradiente da função potencial é não negativa, ou uma certa limitação

inferior da função potencial.

Em seguida, provamos algumas fórmulas integrais para quase sóliton de Ricci

compacto, que nos permitiram provar que todo quase sóliton de Ricci compacto com

curvatura escalar constante é gradiente. Além disso, mostramos que todo quase sóliton

de Ricci gradiente localmente conformemente plano é isométrico à esfera euclidiana, desde

que satisfaça uma certa condição integral.

Finalmente, mostramos que as bolas geodésicas de métricas quasi-Einstein

estáveis não compactas tem crescimento no mı́nimo linear. Além disso, usamos métrica

quasi-Einstein, para provarmos um teorema de trivialidade para uma certa classe de

produto warped Einstein, sob uma hipótese que envolve a função warped e as constantes

de Einstein do produto warped e da fibra.
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