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RESUMO

Nosso objetivo nesta tese é abordar uma classe de métricas tipo Einstein, a saber sélitons
de Ricci, quase sélitons de Ricci e métricas quasi-Einstein. Primeiramente obteremos dois
resultados sobre compacidade de sélitons de Ricci gradiente, supondo que o quadrado da
norma do campo que define tal séliton é integravel e a derivada da fungao curvatura es-
calar na direcao do gradiente da funcao potencial é nao negativa, ou uma certa limitacao
inferior da funcao potencial. Em seguida, provaremos algumas férmulas integrais para
quase soéliton de Ricci compacto, que nos permite provar que todo quase séliton de Ricci
compacto com curvatura escalar constante é gradiente. Além disso, mostraremos que todo
quase soliton de Ricci gradiente localmente conformemente plano é isométrico a esfera eu-
clidiana, desde que satisfaca uma certa condicao integral. Prosseguindo, mostraremos que
as bolas geodésicas de métricas quasi-Einstein estaveis nao compactas tem crescimento no
minimo linear. Finalmente, usaremos métrica quasi-Einstein, para provarmos um teorema
de trivialidade para uma certa classe de produto warped Einstein, sob uma hipdtese que

envolve a funcao warped e as constantes de Einstein do produto warped e da fibra.

Palavras-chave: Soélitons de Ricci. quase sélitons de Ricci. métricas quasi-Einstein.

variedades de Einstein.



ABSTRACT

The purpose of this work is to study like-Einstein metrics, namely, Ricci solitons, almost
Ricci solitons and quasi-Einstein metrics. First, we deduce two compactness theorem for
gradient Ricci solitons satisfying certain special conditions. In the sequel we prove some
integral formulae which allow us to prove that every compact almost Ricci solitons with
constant scalar curvature must be gradient type. Moreover, we prove that every compact
locally conformally flat gradient Ricci soliton must be isometric to standard sphere un-
der an integral condition. Finally, we study the growth of the geodesic balls of steady
quasi-Einstein metrics. Moreover, we use Einstein quasi-metric theory to prove a triviality
theorem and then to produce a certain class of Einstein warped products under a suitable

hypothesis in the fiber.

Keywords: Ricci solitons. Almost Ricci solitons. quasi-Einstein metrics. Einstein ma-
nifold.
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1 INTRODUCAO

O estudo da geometria das variedades Riemannianas de Einstein remonta
desde o século XIX, para mais detalhes veja A. Besse (BESSEL 2008). Neste trabalho, ire-
mos abordar algumas extensoes naturais das métricas de Einstein, ou seja, trabalharemos
com as métricas denotadas tipo Einstein.

Esta tese esta dividida em quatro capitulos, sendo que no primeiro capitulo

exibiremos, de forma sucinta, alguns resultados que serao utilizados nos demais capitulos.

No segundo capitulo, trataremos da métrica tipo Einstein mais importante

dentre todas abordadas neste trabalho, a saber, os sélitons de Ricci, ou seja, uma variedade
Riemanniana satisfazendo

Ric + %EXg = \g, (1)

para algum campo vetorial X e uma constante A € R, onde Ly denota a derivada de Lie
na diregao do campo X, Ric denota a curvatura de Ricci e g uma métrica Riemanniana.
Além disso, se X = V f para alguma funcao diferenciavel f, obtemos os sélitons de Ricci
gradiente

Ric+ Hessf = Ag.

Em meados dos anos 80, R. Hamilton(HAMILTON] 1982), introduziu a teoria do fluxo de
Ricci sobre uma variedade Riemanniana (M™, g). Essencialmente, R. Hamilton considerou

o seguinte fluxo geométrico

098_? — —2Ric(g(t)),

onde g(t) é uma familia de métricas em M". Tal fluxo tornou-se extremamente eficaz
na resolucao de problemas importantes em Topologia e Geometria Diferencial, como, por
exemplo, a famosa Conjectura de Poincaré, provada por G. Perelman (veja (PERELMAN]|
2002) e (PERELMAN]| 2003)) e o Teorema da Esfera Diferenciavel provado por S. Brendle
e R. Schoen em (veja (BRENDLE, 2010)). Os sdlitons de Ricci representam as solugoes
estacionarias do fluxo de Ricci, ou seja, quaisquer dois instantes desta solucao diferem
somente por um difeomorfismo e escalonamento. Além disso, sélitons de Ricci surgem
frequentemente como limites de singularidades no fluxo de Ricci. Desta forma, é de
extrema importancia entendermos a geometria dos soélitons de Ricci. Neste sentido, nas
ultimas décadas muitos matematicos tém trabalhado nesse tema. (para mais detalhes
sobre a teoria de sélitons de Ricci, sugerimos o trabalho de H.-D. Cao em (CAO, 2010b).)

Por outro lado, O. Bonnet, em (BONNET] [1855), e S. Myers, em (MYERS,
1941)), provaram, de forma independente, um dos resultados classicos em geometria di-
ferencial: toda variedade Riemanniana completa satisfazendo Ric > k > 0 é compacta,
onde k é uma constante. E natural, portanto, indagarmos se podemos provar um resul-
tado andlogo para sélitons de Ricci. De fato, G. Perelman (PERELMAN| 2002)) provou
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que um séliton de Ricci gradiente contratil (A > 0) com dimensao 3 e curvatura seccional
positiva limitada é compacto. Além disso, M.-F. Lépez e E. Garcia, em (L()PES, 2008),
provaram que um soéliton de Ricci contratil é compacto se, e somente se, o campo vetorial
X que define a estrutura de séliton de Ricci tem norma limitada.

Neste contexto, apresentamos dois novos critérios de compacidade para solitons
de Ricci gradiente, o primeiro deles é o seguinte.

Teorema 1.1 Seja (M™, g,V f, ) um séliton de Ricci gradiente contrdtil. Supondo que
S IVfI2dM < 00 e g(VR,Vf) <0, entao (M™,g) é compacto e trivial.

Convém observar que a hipétese de integrabilidade sobre o campo gradiente é fundamental
pois, como veremos adiante (Observacao , o espaco Euclidiano admite uma estrutura
de soliton de Ricci gradiente, sua curvatura escalar é nula, mas o campo gradiente que o
define nao é quadrado integravel.

Em seguida, usaremos a f-parabolicidade do séliton de Ricci gradiente contratil
para provarmos o seguinte critério de compacidade.

Teorema 1.2 Seja (M",g,Vf,\) um séliton de Ricci gradiente contrdtil. Se f > %,
entao (M™, g) € compacta e trivial.

No segundo capitulo deste trabalho, abordaremos uma extensao natural dos
solitons de Ricci: os quase sélitons de Ricci, que foram introduzidos por M. Rigoli, S. Pi-
gola, M. Rimoldi e A. Setti, em (RIGOLIL, 2011). Essencialmente, os autores consideraram
A na equacao fundamental dos sélitons de Ricci como uma funcao diferenciavel. Em
(BARROS, 2013b), A. Barros, J. Gomes e E. Ribeiro provaram que todo quase séliton de
Ricci gradiente nao trivial com tensor de Ricci de Codazzi tem curvatura seccional cons-
tante. Em particular, no caso compacto, a menos de um escalonamento, este é isométrico
a esfera Euclidiana. Recentemente, A. Ghosh, em (GHOSH| 2014), provou que uma
métrica K-contato (em particular Sasakiana) que admite uma estrutura de quase séliton
de Ricci gradiente tem curvatura escalar constante. Em particular, no caso compacto tal
variedade é isométrica & esfera Euclidiana unitdria S?**!.

Posteriormente, veremos que, assim como os sélitons de Ricci, quase solitons
de Ricci podem ser vinculados a teoria do fluxo de Ricci. Desta forma, é plausivel questi-
onarmos quais resultados da teoria de sélitons de Ricci, continuam validos para um quase
soliton de Ricci. Por exemplo, G. Perelman provou que todo séliton de Ricci compacto é
do tipo gradiente. Baseado neste resultado, em (RIGOLI, 2011)), os autores escreveram:

“ For instance, it is an interesting problem to find under which conditions an
almost Ricci soliton is necessarily gradient.”

A fim de responder este problema, generalizamos alguns resultados obtidos por
A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS, 2012b) para um quase soliton de Ricci gradiente,
para o caso em que o campo que define a estrutura de quase soliton nao é necessariamente
gradiente.( veja (BARROS, 2013a)).).

Teorema 1.3 Seja (M™, g, X, \) um quase séliton de Ricci compacto. Entao, vale a
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sequinte formula integral:

n—2 n—2

2n

/ |Ric — EngM = / g(VR, X)dM = — / RdivXdM, (2)
M n M M
onde R denota a curvatura escalar de (M™, g).
Aplicando o Teorema [1.3] obtemos o seguinte
Corolario 1.1 Seja (M",g,X,\) um quase sdliton de Ricci compacto nao trivial, com
n > 3. Entao (M™,g) é isométrico a esfera euclidiana S™ se uma das condi¢des abairo é
satisfeita:

1. fMg(VR,X)dM <0.

2. LxR <0, onde L denota derivada de Lie.

3. R € constante.

4. M™ € uma variedade homogénea.
Uma vez que, em (BARROS| 2012b)), os autores exibem uma estrutura de quase séliton de
Ricci gradiente nao trivial na esfera Euclidiana, entao temos a seguinte solucao parcial do
problema proposto por M. Rigoli, S. Pigola, M. Rimoldi e A. Setti, em (RIGOLI, 2011)).
Teorema 1.4 Todo quase soliton de Ricci compacto com curvatura escalar constante é
gradiente.

Recordemos agora, que da decomposicao de Hodge-de Rham, dado um campo

X € X(M) sobre uma variedade Riemanniana compacta, existem h € C*(M) e Y €

X(M) de divergéncia nula, tais que
X =Vh+Y. (3)

De modo que, se X, em , é um campo que define uma estrutura de quase séliton de
Ricci, uma vez provado que Y é um campo de Killing, estaremos respondendo de forma
alternativa quando um quase séliton de Ricci compacto é do tipo gradiente, conforme o
corolario a seguir.
Corolario 1.2 Seja (M", g, X, \) um quase séliton de Ricci compacto nao trivial, com
n > 3. Entao o campo vetorial Y dado pela decomposicao de Hodge-de Rham é um campo
de Killing sobre (M™,g), desde que:

1. X € um campo conforme, ou

2. (M™,g) possui curvatura escalar constante.

Ressaltamos, ainda, que, no século passado, varios matematicos tentaram pro-
var que uma variedade Riemanniana compacta (M™, g) com curvatura escalar constante,
admitindo um campo vetorial conforme nao trivial, é isométrica a uma esfera Euclidiana.
Por exemplo, em (NAGANO, [1959)), T. Nagano e K. Yano mostraram que, se (M", g) é
uma variedade de Einstein compacta, tal resultado é verdadeiro. Em (OBATA, [1970)), M.

Obata e K. Yano provaram que, se Lx Ric = g, onde X é um campo vetorial conforme



12

nao trivial sobre M e [ é uma funcao diferenciavel em M, entao o resultado também
é verdadeiro. Em (EJIRI, 1981)), N. Ejiri obteve um contra-exemplo sobre St x, N™"~1,
onde N"~! tem curvatura escalar constante e S' representa o circulo padrao. Para mais
detalhes, veja (YANO, |1970). Portanto, é interessante investigarmos sob que condigoes
uma variedade Riemanniana compacta com curvatura escalar constante munida de um
campo vetorial conforme nao trivial é isométrico a esfera Euclidiana. Pelo Teorema [1.3],
todo quase soliton de Ricci compacto com curvatura escalar constante é de Einstein. Por

outro lado, todo quase séliton de Ricci satisfaz
. R 1 R
Ric— —g=—5Lxg+ (A= —)g,
n 2 n

donde X define um campo conforme nao trivial sobre M, implicando, assim, que (M™, g)
¢ isométrico a esfera Euclidiana.

Finalmente, desde que M.-F. Lopez, E. Garcia em (GARCIA|[2011)) mostraram
que um séliton de Ricci gradiente compacto localmente conformemente plano é isométrico
a esfera Euclidiana, surge naturalmente o questionamento se o mesmo ¢é valido para um
quase séliton de Ricci gradiente. Em (CATINO, [2011)), G. Catino provou que em torno
dos pontos regulares da fungao potencial, um quase soliton de Ricci gradiente localmente
conformemente plano é localmente um produto warped com fibra de dimensao n — 1 e
curvatura seccional constante.

Neste sentido, provaremos um resultado analogo para quase solitons de Ricci
gradiente compactos satisfazendo uma certa condicao integral(veja (BARROS, 2012al).).
Teorema 1.5 Seja (M", g,V f,\) um quase sdliton de Ricci gradiente compacto local-

mente conformemente plano. Se
—/ RAXe T dM > n(n — 1)/ |VAPPe fdM, (4)
M M

entao (M", g) € isométrico a Esfera euclidiana S™.

Em (PETERSEN| 2009b)) P. Petersen e W. Wylie provaram que, se X é um
campo de Killing sobre um séliton de Ricci gradiente (M", g,V f, A), entdao ou X[ é
constante, ou M = N x R. Nesta direcao, para um quase soliton de Ricci gradiente,
obtemos o seguinte
Corolario 1.3 Seja (M™, g,V f,\) um quase sdliton de Ricci gradiente. Se X € X(M) é
um campo de Killing, entao ou X f € constante ou, (M", g) é conformemente equivalente
a esfera Fuclidiana S™.

Aplicando o Teorema [I.5] e o Corolario [1.3] obtemos o seguinte coroldrio para
um quase soliton de Ricci gradiente compacto.
Corolario 1.4 Seja (M", g,V f,\) um quase soliton de Ricci gradiente compacto satis-
fazendo ({4). Se X € X(M) é um campo de Killing, entao, ou X f € constante, ou (M™, g)
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€ isométrico a esfera Euclidiana S™.
Continuando nosso estudo sobre métricas tipo Einstein, no ultimo capitulo,

vamos abordar as métricas quasi-Einstein, ou seja, variedades Riemannianas satisfazendo
. 1

Ric+ Hessf — —df @ df = \g, (5)
m

para alguma funcao diferencidvel f, uma constante A € R e m € (0,00]. O estudo das
métricas quasi-Einstein foi iniciado por Case, Shu e Wei, em (CASE] 2011). Naturalmente,
métricas quasi-Einstein representam uma extensao das métricas de Einstein e dos sélitons
de Ricci gradiente, isto é, quando f é constante em , obtemos as métricas de Einstein,
por outro lado, se m = oo, teremos os solitons de Ricci gradiente.

Além disso, métricas quasi-Einstein com m = 1, satisfazendo Ae™/ +Xe™/ = 0
definem métricas estdticas com constante cosmolégica A. A teoria das métricas estaticas
estd intimamente ligada com o teorema da massa positiva e a relatividade geral. Para
maiores detalhes veja, por exemplo, (ANDERSON] 1999)), (ANDERSON| 2009)) e (COR-
VINO, [2000).

Por outro lado, em (KIM| [2003)) e (CASE] |2011)), os autores notaram que, para
m € N\{1}, estudar métricas quasi-Einstein é equivalente a estudar a base de um produto
warped Einstein, de maneira que todos os resultados de métricas quasi-Einstein refletem
um resultado sobre produto warped Einstein. Além disso, tais métricas representam uma
nova e elegante maneira de obtermos novos exemplos de métricas de Einstein.

Dada a importancia das estimativas de volume para o entendimento da geo-
metria e topologia das variedades Riemannianas, nosso proximo resultado estende para
uma métrica quasi-Einstein estacionéria (A = 0), uma estimativa para o volume das bolas
geodésicas, obtida de maneira independente por S. Yau, em (YAU, 1976)), e E. Calabi, em
(CALABI, [1975), para métricas satisfazendo Ric > 0 (em particular Ric = 0), e por O.
Munteanu e N. Sesum para um séliton de Ricci gradiente estaciondario, ou seja, métricas
satisfazendo Ric+ Hessf = 0(veja (MUNTEANU, 2013)).).

Teorema 1.6 Se (M™, g,V f,\,m) é uma métrica quasi-Finstein estaciondria nao com-
pacta com m € (1,00|, entao existem constantes uniformes ¢ e rq > 0 tais que, para
qualquer r > ry,

cr < Vol(By(r)).

Como veremos no capitulo [6] dada uma métrica quasi-Einstein, existe p € R
tal que,
Af — |V fI? = m — pme*/™.

Assim, nosso proximo resultado fornece uma estimativa para o volume ponderado (f-
volume) das bolas geodésicas de uma certa classe de métricas quasi-Einstein expansivas(\ <
0).
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Teorema 1.7 Se (M™, g,V f,\,m) é uma métrica quasi-Einstein expansiva com =0 e

m € [1,00), entdo existe uma constante uniforme ¢ > 0 tal que, para todo r > 1,
ce¥ A < Vol (B,(r)).

Finalmente, sabendo que uma métrica quasi-Einstein satisfaz o principio do
maximo fraco no infinito para o f-Laplaciano, usaremos a estreita relacao entre métricas
quasi-Einstein e produto warped Einstein, para provarmos o seguinte resultado de trivia-
lidade.

Teorema 1.8 Seja N = M™ x,, F™ um produto warped Finstein com constante de Fins-
tein A < 0 e fibra de Einstein F'™ com constante de Finstein p < 0. Se a funcdo warped

u satisfaz

entao N € um produto Riemanniano.
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2 PRELIMINARES

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar, de forma sucinta, alguns resultados
que utilizaremos no decorrer do nosso trabalho. Para maiores detalhes sobre os pontos
abordados, recomendamos as referéncias (CAMINHA| 2013), (CHOW]| 2010).

2.1 Um teorema tipo L' Liouville

Estudar sob que condi¢oes uma variedade Riemanniana satisfaz a propriedade
L' Liouville representa um tema de atividade cientifica bastante ativo em geometria di-
ferencial. Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz a propriedade L' Liouville,
se toda f : M — R funcao nao-negativa, integravel, satisfazendo Af > 0 é constante.
Em (SCHOEN, [1976), R. Schoen e S.-T. Yau provaram um teorema tipo L' Liouville, a
saber: toda fungao nao-negativa e integravel definida numa variedade Riemanniana com

curvatura de Ricci nao-negativa satisfazendo
2fAf > |V

¢ identicamente nula.

Modificando a prova dada por R Schoen e S. Yau, obtemos um resultado mais
geral do qual, exibiremos a prova. Nossa demonstragao ¢ inspirada na prova do Teorema
do Schoen e Yau, dada no livro (CAMINHA| 2013)) de A. Caminha.

Teorema 2.1 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa, ndo compacta, orien-
tada e com volume infinito. Se f : M — R é uma funcao suave, nao-negativa e integravel,
tal que

2fAf > |VfI (6)

sobre M, entao f € identicamente nula.
Demonstragao. Afirmamos inicialmente que f é subharmonica. De fato, se p € M é
tal que f(p) > 0, entao () garante que (Af)(p) > 0. Seja A = {p € M; f(p) = 0}. Se
p € Int(A), entdao (Af)(p) = 0. Por outro lado, se p € JA, existe uma sequéncia (pg)g>1
de pontos py € A tais que pp — p. Mas, como f(pr) > 0, segue novamente de @ que
(Af)(pr) = 0. Fazendo k — oo, concluimos, entao, que (Af)(p) = 0.

Fixado € > 0, temos f + ¢ > 0. Por outro lado, se h = \/f + ¢, um célculo

direto fornece

29Ah = —%(f T+ ) 2 VP4 (f+€) 2Af

> —(f+e) A+ (f+e)2AS
= (f+ ) IAf(—f+f+e) >0
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Mas, se n € C°(M), segue da primeira identidade de Green que

[ 00y + (V). ViR ar = [ diren)ar —o )
M M
e do fato de A ser subharmonica

—/ 772|Vh\2—2/ (nVn, th)dM:/ n*hAhdM > 0. (8)
M M M

Fixe agora p € M. Para cada R > 1, tome n € C°(M) tal que 0 < n < 1,
n=1em Br = B(p;R), n =0 em BS; = B(p,2R)“ e |Vn| < &, com C independente do
R > 1 escolhido.

Com 7 escolhida como acima, segue de (8) e da desigualdade de Cauchy-

Schwarz para integrais que

0< —/ n*|Vh|2dM — 2/ (hNn,nV h)ydM
Bar BZR\BR

+2( /B . n2|Vh]2dM)1/2( /B h2]Vn|2dM>1/2.

2R\Bp

< _/ n?|Vh|*dM — IVh|2dM
Bar\Br Br

Fazendo
) ) 1/2
r= ( 2|V dM) ,
Bar\BjR

segue da desigualdade acima que

1/2
/ Vh[2dM < —P2+2r(/ h2|Vn\2dM>
Bpr Bar
S/ h?|Vn|*dM
Bar
2
< ¢ h*dM.
R Bar

Pondo By = Bg\ f71(0) e substituindo h = \/f + ¢, a estimativa tipo-gradiente

acima fica reduzida a

v 02 |
/B;% FroM=g [, UTadl
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fazendo agora € — 0, obtemos

VP 02
/B | ‘4;' < [ gan ()

R

Por fim, fazendo R — o0, segue da integrabilidade de f que

2
/ VI o <0,
1) 4f

daf f é constante em cada componente conexa de M’ := M\ f~(0). H4, entdo, duas
possibilidades:

(i) Uma das componentes, digamos C, tem bordo vazio em M ": entdo M’ é componente
conexa de M, e a conexidade de M garante que M = M e f~1(0) = (. Mas, dai f é

constante e nao nula em M, digamos f = ¢, donde
cVol(M) :/ fdM < 400,
M

uma contradi¢do, pois, por hipétese, Vol(M) = oo.
(ii) Toda componente conexa C de M  tem bordo ndo-vazio em M: entdo, uma vez que f

¢ constante em C e nula em 9C, temos f =0 em C. Logo f =0 em M.

2.2 Variedade Riemanniana ponderada

Nesta secao, apresentaremos uma pequena introducao sobre variedades Rieman-
nianas ponderadas. Qualquer fungao positiva diferenciavel f definida em uma variedade
Riemanniana (M", g) define uma medida (forma volume) ponderada dv sobre M, pondo
dv = fdM. A funcao f é chamada fator de ponderacao da medida ponderada dv. Em
particular, o fator de ponderagao da medida (forma volume) Riemanniana dM é f = 1.
De forma que temos a seguinte.

Definicao 2.1 Uma variedade Riemanniana ponderada (M™, g,e~*dM) é uma variedade
Riemanniana (M™, g) munida com a forma volume ponderada e=fdM, onde dM € a forma
volume associada a métrica g e f € uma funcao diferencidvel definida em M.

E importante salientarmos que a definicao de gradiente de uma funcao definida em
(M", g,e~7dM) ¢é idéntica a definicdo no caso classico (M",g), entretanto a definicao
de divergéncia de um campo vetorial é modificada. Para qualquer X € X(M), o operador

divergente ponderado div.-y ¢ dado por

dive-r X = el div(e™ ' X), (10)
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onde div denota o operador divergente em (M",g). Assim, para quaisquer X € X(M) e
u € C*(M), temos

/dive_f(uX)e_fdM:/ g(Vu, X)e ™ dM,
M M

desde que, X ou u tenham suporte compacto.
O operador Laplaciano ponderado (f-Laplaciano) A associado a forma vo-

lume ponderada e~/dM ¢é dado por
Ay =div-s oV,
ou seja, dado u € C*°(M), temos
Aru= Au—g(Vf,Vu). (11)

E natural pensarmos que todos os resultados vélidos para o caso Riemanniano continuam
validos para o caso ponderado, contudo existe uma quantidade consideravel de resultados
que nao se estende de maneira natural para o caso ponderado. Desde que as férmulas
de Green continuam validas para o caso ponderado, isto €, se u e v sao funcgoes definidas

sobre M, e pelo menos uma destas, tem suporte compacto, vale

/ uAfvefdM——/ g(Vu, V'U)efd]\/[—/ VA fu. (12)
M M M

Analogamente ao caso Riemanniano, dizemos que uma variedade Riemanniana
ponderada (M™, g,e~/dM) possui volume ponderado (f-volume) infinito, se [ v e fdM =
oo. Uma vez que temos a versao ponderada das férmulas de Green, similarmente a prova
do Teorema 2.1} substituindo o volume infinito pelo volume ponderado infinito é possivel

mostrar o seguinte teorema tipo L' Liouville para variedades Riemannianas ponderadas.

Teorema 2.2 Seja (M™, g, e~/dM) uma variedade Riemanniana ponderada, com volume
ponderado(f-volume) infinito. Se u : M™ — R € uma fungdo nao-negativa satisfazendo
[yuefdM < o e

sulju > |Vul?, (13)

onde 0 < s < 2, entao u € identicamente nula.

Para maiores detalhes sobre a teoria das variedades Riemannianas ponderadas,
veja (GRIGORYAN] 2009).
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2.3 Variedades localmente conformemente plana

Dada uma variedade Riemanniana (M", g), com n > 3, existe uma decomposigao
classica do tensor de curvatura de Riemann. Mais precisamente, denotando por Rm, Ric,
W e R o tensor curvatura de Riemann, o tensor de Ricci, o tensor de Weyl e sua curvatura
escalar, respectivamente, temos a seguinte decomposigao ortogonal em relagao ao produto
interno de Hilbert Schmidt

R 1 R
Rm =~ g0 g+ —(Ric-Zg) o g+ w, 14
m 2n(n—1)g®g+n—2 ic——g)Og+ (14)

onde ® representa o produto Kulkarni-Nomizu, ou seja,
(a0 ® B)ijm = cabjk + ajeba — B — b,

para quaisquer tensores simétricos « e 3 do tipo (0,2). A expressao em coordenadas locais
da decomposicao ¢é dada por

R
Rijr = — it9ik — 9ik9Jj
n CECE) (9agik — gixgir)

(Ragjr + 9aRjk — Rixgji — 9xRjt) + Wi (15)

N | —

+

E fécil ver que o tensor de Weyl satisfaz as mesmas simetrias algébricas do tensor curvatura
de Riemann, além disso, o tensor de Weyl é totalmente de trago nulo, ou seja, o trago sobre
quaisquer duas entradas do tensor Wi i, é zero. Também, o tensor de Weyl ¢ invariante

por métricas conformes, isto é, para qualquer ¢ € C*°(M)

W(e*g) = W(g). (16)

Defini¢ao 2.2 Dizemos que uma variedade Riemanniana (M™, g) € localmente conforme-
mente plana se, para cada p € M, existem um sistema de coordenadas locais {x!, ..., 2™}

em uma vizinhanga U de M e uma funcao positiva f sobre U tais que
9ij = fij,

onde d;; denota a métrica Euclidiana.
Pode-se provar usando a decomposigao irredutivel do tensor de Riemann ((14)) que vale a
seguinte decomposicao

1
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R

onde S = Ric — 19 ¢ chamado o tensor de Weyl-Schouten. Denotamos por

Ciji = ViSji — V;Si

= ViRjk — VjRik — (Vijok - VjRgik) (17)

2(n—1)
o tensor de Cotton. E sabido que, para n = 3, Wi = 0 e (M3, g) é localmente con-
formemente plana se, e somente se, Cjj, = 0. Além disso, para n > 4, Wi = 0 se, e
somente se, (M™, g) é localmente conformemente plana. Mais ainda, paran > 4, W, =0
implica Cj; = 0. Pode-se mostrar que a nulidade do tensor de Cotton é equivalente a
harmonicidade do tensor de Weyl.

Para uma prova detalhada dos fatos acima listados, veja o capitulo 1 em
(CHOW, 2010).
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3 SOLITONS DE RICCI GRADIENTE

Neste capitulo, iniciaremos nossa abordagem sobre as métricas tipo Einstein es-
tudando os sélitons de Ricci gradiente, ou seja, uma variedade Riemanniana (M", g)
satisfazendo

Ric+ Hessf = \g,

para alguma funcao f € C*°(M) e uma constante A € R. Observe que, quando f é
constante, tal estrutura reduz-se a uma métrica de Einstein.

Um teorema classico em Geometria Riemanniana devido a Bonnet (BONNET]
1855)) e Myers (MYERS, |1941)), afirma que uma variedade Riemanniana completa com
tensor de Ricci satisfazendo Ric > k > 0 é necessariamente compacta. Nesse sentido,
G. Perelman em (PERELMAN| [2002) provou que, em dimensao 3, um séliton de Ricci
gradiente contratil (A > 0) com curvatura seccional positiva limitada é necessariamente
compacto. Em (L()PES, 2008)), Lopez e Garcia provaram que uma condigao necessaria e
suficiente para que um séliton de Ricci contratil seja compacto é a limitagao da norma do
campo que define sua estrutura de séliton de Ricci.

Nao obstante, na secao 2 deste capitulo, aplicaremos o Teorema para ob-
termos um critério de compacidade para um séliton de Ricci gradiente contratil sob uma
condicao de integrabilidade na norma do gradiente da funcao que define a estrutura de
soliton de Ricci gradiente. Além disso, usando a f-parabolicidade dos sélitons de Ricci
gradiente contrateis, obtemos mais um critério de compacidade, impondo uma limitacao

na funcao que define a estrutura de séliton de Ricci.

3.1 Sélitons de Ricci gradiente

Nesta secao, definiremos os sélitons de Ricci, além de exibirmos alguns exemplos. Os
solitons de Ricci desempenham um papel importante no estudo do fluxo de Ricci por apa-
recerem naturalmente nesta teoria como solugoes auto-similares. Mais precisamente, eles
representam os pontos estacionarios do fluxo, ou seja, ao longo desta solugao em quais-
quer dois instantes as métricas diferem apenas por um difeomorfismo e escalonamento.
Neste capitulo, (M", g) denotard uma variedade Riemanniana orientdvel, com n > 3, e
sem bordo no caso compacto.

Definigao 3.1 Uma variedade Riemanniana completa (M™, g) define um séliton de Ricci,

quando existem um campo vetorial X € X(M) e uma constante A € R, satisfazendo
, 1
Ric + §£Xg = Ay, (18)

que denotaremos por (M", g, X, \).
Dizemos que um séliton de Ricci é expansivo, estaciondrio ou contrdtil, respectivamente,
se A< 0,A=0o0u)>0. Quando X = Vf em para alguma funcao f € C*°(M),
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entao tem a forma
Ric+ Hessf = Ag, (19)

e este serd chamado séliton de Ricci gradiente. A funcao f que define a estrutura de
soliton de Ricci gradiente é chamada fungao potencial.
Definicao 3.2 Dizemos que um soliton de Ricci gradiente € trivial, quando a funcao
potencial f em (@ ¢ constante.
Como dito na introdugao desta secao, um séliton de Ricci aperece de forma natural na
teoria do fluxo de Ricci, como mostra o préximo teorema, veja (CHOW, 2010).
Teorema 3.1 Seja (M, g,V f,—\/2) um soliton de Ricci gradiente com campo vetorial
V f completo, entdo existem uma solugdo g(t) do fluxo de Ricci, isto é,

%) _ oRic(y()),
com g(0) = g, difeomorfismos ¢(t) com ¢(0) = Idy, fungoes f(t) com f(0) = f definidas
para todo t, tal que T(t) = At + 1 > 0, satisfazendo:

1. ¢(t) : M — M uma familia a 1-parametro de difeomorfismos gerados pelos campos
X(t) = %Vf, i1sto €,

590 = —= (VN0 @)

2. g(t) = 7(t)o(t)"g;

3. f(t) = o(t)"f:

4. Ric(g(t)) + Hessf(t) + %(t)g(t) =0,

onde Hessf(t), € a Hessiana de f(t) com respeito a4 métrica g(t).

Demonstragao. Defina 7(t) = AMt+1. J& que o campo V f é um campo vetorial completo,
existe uma familia a 1-parametro de difeomorfismos ¢(t) : M — M gerado pelo campo
%Vf, definido para todo 7(t) > 0. Defina f(t) = f o ¢(t) e g(t) = 7(t)p(t)*g. Assim

d(#(t)"g)
ot t=to

Tt + ()

Denotando o gradiente da func¢ao f(to) na métrica g(tg) por V' f(tg), temos que

A(p(t)*
T(to)% b=ty T(t0>£(¢(t0)71)*(%(ti)h:to)gb(tO)*gO
= Ly ft0)9(to),
uma vez que "
0p(t 1 B to
7 t=t0— T(t0>Vf - (b(t)*(v f(tO))
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Consequentemente

isto é,
A
Ric(g(t)) + Hessf(t) + 27_(t)g(zf) =0
Portanto
Jg(t) A
= t) + Lyt t
5 = T Lot
= —2Ric(g(t)).
Por fim, exibiremos agora alguns exemplos classicos de sélitons de Ricci gra-
diente.

Exemplo 3.1 (Sélitons de Einstein) Se (M",g) é uma variedade de FEinstein com
constante de Einstein \, tomando f : M — R constante, temos que Hessf = 0, as-
s1m
Ric+ Hessf = Ag.

Portanto (M, g,V f,\) define um sdliton de Ricci gradiente.

Exemplo 3.2 (Séliton de Ricci Gaussiano) Seja (R", 9, Vf,A) com f : R* — R
dada por f(z) = 3|z|*, X € R e g a métrica canénica do R™. Assim, seu tensor cur-
vatura € identicamente nulo, implicando que Ric = 0. Além disso, se {% ? ., € a base

canonica do R™, entao

o 0 0 f
H — - ) = .
essf ((‘993“ (%J) 0z;0x;
Logo, Hessf(aii, %) =0,sei#], e Hessf(aii, 821.) =\, donde

Ricij + H€88fij = )\gl]

Portanto (R™, g,V f,\) define um sdliton de Ricci gradiente chamado sdliton de Ricci
Gaussiano, que pode ser expansivo e contratil.
Exemplo 3.3 (Séliton de Ricci de Hamilton) Seja (R?, gs,) uma superficie Rieman-

niana, munida com a métrica

1
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onde g é a métrica canénica do R?. Apds um longo cdlculo, mostra-se que o campo vetorial
_ 0 9 a9 9 . " . 2 .
X = 2<xax + yay>, onde {5, 8y} ¢ a base canodnica do R?, satisfaz

] 1
Ric(gs) + §£X92 =0,

ou seja, (R?, gs, X) define uma estrutura de séliton de Ricci gradiente estaciondrio. Note,
ainda, que X = V[, onde f : R* - R € dada por f(z,y) = —In(1 + 2* + y*). De fato,
escrevendo

0 0
Vf = ama—x + aya—y,

temos que

—2r of 0
Hx—z_l_yz = or _gE(vf7%>
0 0 0

= qug(%, %) + ayug(a_xa a_y)

= a,u,

5, assim a, = —2x; analogamente obtemos a, = —2y. Logo, na métrica

_ 1
onde u = e

gs,

Portanto (R?, gs, V f) define uma estrutura de séliton de Ricci gradiente estaciondrio.

3.2 Compacidade de sdlitons de Ricci gradiente

Nesta segao, aplicaremos o Teorema[2.1]e a f-parabolicidade dos sélitons de Ricci
gradiente contrateis, para mostrarmos dois critérios de compacidade para solitons de Ricci
gradiente. Na verdade, provaremos critérios de compacidade e trivialidade, ou seja, além
da compacidade, a funcao f que define a estrutura de séliton de Ricci é constante.

Primeiramente, lembremos as equacgoes de estrutura dos solitons de Ricci gradi-
ente, o item [3|da proposicao abaixo, que foi provada em (HAMILTON] 1993)), é conhecida
como equacao de Hamilton.

Proposicao 3.1 Seja (M", g,V f,\) um sdliton de Ricci gradiente. Entao as condig¢oes
abairo sao satisfeitas:
1. R+ Af =nA\.
2. ViR =2R;;V,f.
3. R+|Vf]? = 2\f; quando A = 0 vale R+|V f|*> = ¢, onde ¢ é uma constante positiva.
4. AfR=AR—g(Vf,VR) = —2|Ric — %g\z + Q%Af.
Para uma prova, veja (BATISTA, |2013) ou (PETERSEN| 2009a)). Com estes fatos, obti-
vemos seguinte

Teorema 3.2 Seja (M™, g,V f, ) um séliton de Ricci gradiente contratil. Suponha que
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Ju IVf2dM < 00 e g(Vf,VR) <0, onde R denota a curvatura escalar, entao (M™,g) é
compacto e trivial.
Demonstragao. Primeiramente, suponha por contradicao que M"™ nao é compacta.

Pelos itens 1] e [2| da Proposicao |3.1] e pela formula de Bochner, teremos

%A|Vf|2 = |Hessf|* + Ric(Vf,Vf)—g(Vf,VR)
= |Hessf[* + 5o(Vf,VE) — g(Vf,VR)

1
= |Hessf[ = 39(Vf.VR)

> [VIV/IP - (V. VR), (20)

onde utilizamos a desigualdade de Kato na tultima linha. Agora, multiplicando por
4V f|?, obtemos

AVIPAIVIE = AIVFPIVIVEP = 2[V f*9(Vf, VR)
= [VIVFPI* = 2IVfI’g(Vf,VR)
> [VIVFPI,

ja que g(Vf,VR) < 0. Por outro lado, como o volume de um séliton de Ricci gradiente
contrétil é infinito, veja (CAO, [2010b)), concluimos que a fungao |V f|? satisfaz todas as
hipoteses do Teorema devido a R. Schoen e S.-T. Yau. Portanto |V f| = 0, con-
sequentemente f é constante, dai segue que Ric = Ag. Assim, usando o Teorema de
Bonnet-Myers concluimos que M™ é compacta, contradizendo nossa hipotese.

Uma vez que (M™, g,V f,\) é uma variedade Riemanniana compacta, apli-

cando o Teorema de Stokes ao item [4] da Proposigao [3.1] temos que

R

2
2/ ‘Ric—Eg‘ dM:—/ ARdM+/ g(Vf,VR)dM+2/ TAfdM
M n M M n

M

2
:/Mg(Vf,VR)dM—E/ 9(Vf,VR)dM

M
n—2

_ / 9(Vf,VR)AM < 0,
n M

logo Ric = %g, como n > 3 pelo Lema de Schur R é constante, novamente pelo item
Af = 0. Portanto, pelo Principio do maximo de Hopf f é constante, ou seja, temos a
trivialidade.

Observacgao 3.1 Note que no Teoremal3.2, nao podemos abrir mao da integrabilidade da
fungdo |V f|?, pois como vimos no E:cemplo o soliton de Ricci Gaussiano € nao-trivial,
ndao-compacto e sua curvatura escalar € nula, ou seja, g(VR,V f) = 0.

Em (PIGOLA| 2011), Pigola, Rimoldi e Setti mostram que a curvatura escalar
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de um soliton de Ricci gradiente contratil é nao-negativa. Assim, segue do item 3| da
Proposicao que a funcao que define a estrutura de séliton de Ricci é nao-negativa.
Desta forma, obtemos um critério de compacidade para um soliton de Ricci gradiente
contratil, impondo uma restricao na funcao potencial.

Teorema 3.3 Seja (M",g,Vf,\) um séliton de Ricci gradiente contrdtil. Se f > %,
entao (M™, g) € compacta e trivial.

Demonstragao. Primeiramente suponha por contradicao que M"™ é nao compacta.
Usando os itens [T e [3] da Proposi¢ao [3.1] temos que

Ap(=f) = =AF+9(V[, V)
=R—n+|Vf}
= 2\f — An.

Assim, ja que f > 7, entao
) > 0. (21)

Por outro lado, Pigola, Rimoldi e Setti, em (PIGOLA] [2011)), provaram que todo séliton
de Ricci gradiente contratil é f parabdlico. Da definicao de f-parabolicidade, segue que
—f é constante, donde Ric = A\g. Logo, pelo Teorema de Bonnet-Myers, M™ é compacta,
contradizendo a hipdtese. Portanto M é compacta. De , temos que (Ay fle ! <0;

CcOo1mo

/(Aff)e—fdM:/ Afe‘fdM—/ g(Vf, Ve ldm
M M M
:/ g(Vf,Vf)e—fdM—/ IV f2e™fdM =0,
M M

segue que Af = |V f|%. Portanto, pelo Principio do maximo de Hopf, f é constante, ou

seja, temos a trivialidade.
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4 QUASE SOLITONS DE RICCI COMPACTOS

Em (RIGOLI, 2011), Rigoli, Pigola, Rimoldi e Setti, motivados pela nogao de
soliton de Ricci, introduziram o estudo de quase soliton de Ricci. Essencialmente, os au-
tores modificaram a defini¢ao de séliton de Ricci, considerando A na equagao fundamental
dos solitons de Ricci

Ric + %ﬁxg = \g,

uma fungao diferencidvel sobre M. Uma vez que G. Perelman, em (PERELMAN;| [2002),
provou que todo séliton de Ricci compacto é do tipo gradiente, em (RIGOLI, 2011)), os
autores escreveram:

“ For instance, it is an interesting problem to find under which conditions an

almost Ricci soliton is necessarily gradient.”
Na segunda segao deste capitulo, que corresponde ao artigo (BARROS|, 20134) realizado
em colaboracao com A. Barros e E. Ribeiro, provamos algumas condigdes que respon-
dem afirmativamente o problema proposto anteriormente. Em particular, provamos que
todo quase séliton de Ricci compacto é gradiente, desde que sua curvatura escalar seja
constante.

E sabido que todo séliton de Ricci compacto localmente conformemente plano

é isométrico a esfera euclidiana, veja (GARCIA|2011)). Novamente, motivados pelo estudo
dos sélitons de Ricci, é natural questionarmos se o mesmo ¢ valido para quase sélitons
de Ricci compactos. Nesse sentido, na tultima secao deste capitulo, que corresponde a
uma parte do artigo (BARROS| 2012a)) feito em colaborac¢ao com A. Barros e E. Ribeiro,
provamos que todo quase soliton de Ricci compacto localmente conformemente plano é

isométrico a esfera Fuclidiana, desde que satisfaca uma certa condigao integral.

4.1 Quase solitons de Ricci

Nesta secao definiremos o principal objeto matematico deste capitulo, a saber:
quase solitons de Ricci. Além disso, exibiremos alguns exemplos. Vamos denotar por
(M"™, g) uma variedade Riemanniana orientavel completa sem bordo. Em adi¢do, so-
mente na segao [4.2] denotaremos a curvatura escalar por S, para evitarmos possiveis
ambiguidades de notagao.

Definigao 4.1 Uma variedade Riemanniana completa (M™,g) define um quase séliton
de Ricci, quando existe um campo vetorial X € X(M) e uma funcio X € C*°(M), satis-
fazendo

Ric + %EXg = \g, (22)

que denotaremos por (M", g, X, \).
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Em alguns casos, é conveniente escrevermos (22) em coordenadas, ou seja, se ' é um

sistema de coordenadas locais, entao

1
Ri; + §(Xij + Xji) = Agij, (23)

onde Ri; = Ric(3, 2) e Xij = ViX; = g(V 2 X, 2
Inspirado na nomenclatura da teorla dos sélitons de Ricci, dizemos que um
quase soliton de Ricci é expansivo, estaciondrio ou contrdtil, respectivamente, se A < 0,

A =0ou X > 0. Caso contrario, o quase séliton de Ricci é dito indefinido. Quando

X =V em (22), para alguma funcdo f € C*(M), entao tem a forma
Ric+ Hessf = Ag, (24)

e este serd chamado quase séliton de Ricci gradiente. A funcao f é chamada funcao
potencial da estrutura do quase soliton de Ricci gradiente. Analogamente ao caso nao

gradiente, quando oportuno, usaremos (24)) em coordenadas, isto é,
Ri; + ViV, f = Agij, (25)

onde V,V; f = Hessf (5%, 5% ).
Definicao 4.2 Dizemos que um quase soliton de Ricci € trivial quando X em (@ € um
campo de Killing, ou f em € uma fung¢ao constante.

E importante salientarmos que nas tltimas décadas foram introduzidas varias
generalizacgoes do tensor de Ricci. Por exemplo, J. Case, Y.-J. Shu e G. Wei introduziram
em (CASE, |2011)) o conceito de métricas quasi-Einstein, que estudaremos no Capitulo @
Outras generalizagoes tém sido consideradas nos tltimos anos, por exemplo G. Maschler
em (MASCHLER] |2008), substituiu a equacao (24]) pelo que ele chama de “equacao Ricci-
Hessiana”, ou seja

Ric+ aHessf = \g,

onde a, A € C*°(M). Com as “equagoes Ricci-Hessiana”, Maschler obtém novas métricas
Kahler através de mudanca conforme de sélitons de Ricci-Kéhler.

Bem como os sélitons de Ricci, também podemos associar quase séliton de Ricci
ao fluxo de Ricci. Com efeito, sejam (M", gg) uma variedade Riemanniana completa e
¢g(t) uma solugao do fluxo de Ricci, ou seja,

@ga_f) — —2Ric(g(1)),

definida no intervalo [0,¢), € > 0, tal que existe uma familia a 1-paramétro de difeomor-

fismo ¢ : M™ — M™, com ¢y = Idy e g(t)(x) = 7(x,t)pfgo para todo z € M, onde 7
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¢ uma funcdo positiva e diferencidvel definida em M" x [0, €), satisfazendo 7(x,0) = 1.

Entao
% (t)(z) = %T(M)s@?g(o) + T<x>t)%‘ﬂf9<0)'

Calculando em t = 0, temos que
—2Ricg, = —2X(x)g0 + Lx o,

onde A(z) = —127(2,0) e X = 2¢(z,0). Portanto (M", go, X, A) é um quase séliton de
Ricci.

Um ponto extremamente importante na teoria de sélitons de Ricci, bem como
na teoria de quase sélitons de Ricci, é a existéncia de exemplos nao triviais destes tipos de
estruturas. Uma vez que a lista de exemplos nao-triviais de sélitons de Ricci compactos
é pequena, exibiremos um exemplo de um quase soliton de Ricci compacto nao trivial
devido a A. Barros e E. Ribeiro, que pode ser encontrado em (BARROS, 2012b)).
Exemplo 4.1 Considere a esfera Fuclidiana (S™,go), onde gy é sua métrica canonica,
X um campo dado pela proje¢io de um campo unitdrio constante nao-nulo V€ X(R"1)
sobre TS™ e A = %(divXjLR). Entdo X € um campo conforme sobre S™, onde seu subgrupo
a 1-parametro sao transformagoes conformes, mas nao isometrias. Assim, (S, go, X, \)
€ um quase soliton de Ricci.

E sabido que nao existem sélitons de Ricci compactos nao triviais de dimensao
dois (HAMILTON], 1988) e dimensao trés (IVEY],1993). Contudo, como mostra o exemplo

anterior, existe uma estrutura nao trivial de quase soliton de Ricci sobre S™ para n > 2.

4.2 Quase sélitons de Ricci compactos com curvatura escalar constante

Em (BARROS, 2012b), A. Barros e E. Ribeiro obtiveram um teorema de rigidez
para quase séliton de Ricci gradiente compacto. Mais precisamente, os autores provaram
que tal estrutura é isométrica a esfera FEuclidiana, desde que sua curvatura escalar seja
constante. A estratégia da prova reside na obtencao de uma férmula integral para um

quase soéliton de Ricci gradiente compacto, a saber

, S 2 n—2
/ ‘ch— —g‘ dM = / g(VS,Vf)dM, (26)
M n 2n M

sendo f dada na equagao fundamental . Tal férmula integral segue por integragao da

expressao do f-Laplaciano da curvatura escalar, que é dado por
1
FAsS =S — |Ric|* + (n — 1)AN. (27)

Nosso propdésito nesta secao é estender tais féormulas para o caso em que o

campo que define o quase soliton de Ricci nao seja necessariamente gradiente, para enfim
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obtermos o mesmo teorema de rigidez acima enunciado. E, entao, aplicarmos tal rigidez
para provarmos sob que condi¢oes quase sélitons de Ricci compactos sao gradientes.

Primeiramente, recordemos que o tensor de Ricci de uma variedade Rieman-
niana satisfaz as condicoes do lema a seguir.

Lema 4.1 Se (M",g) é uma variedade Riemanniana, entdo

Rij,k - Rz’k,j = —Rm’jk,t; (28)
Rijm — Rijie = Run Ry + Ryjia R (29)
Sk = 2R = 2Ry ; (30)
Rijr = Rjig- (31)
Por outro lado, para qualquer X € X(M), verifica-se o seguinte

Lema 4.2 Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e X € X(M). Entdo
Xije — Xirj = XeRyijn; (32)
Xijit — Xikjt = ReijXu + ReijraXe; (33)
Xijt — Xijik = Ry Xy + Ryjra X (34)

Usando os Lemas [£.1] e vamos provar o seguinte resultado.

Lema 4.3 Se (M™, g, X,\) é um quase sdliton de Ricci, entao as sequintes formulas sao

verdadeiras:
leXl = _ini — (n — 2)/\] (36)
1 1
Rijr — Rigj = _iRliijl + §(inj — Xjir) + MeGij — Njgin (37)

Demonstragao. A primeira igualdade segue diretamente tomando o trago da equagao
fundamental . Tomando novamente o traco na equagao (32)) sobre os indices i e k,

obtemos
Xiji — Xiij = Ry X = Ry X,

Em seguida, usando a igualdade acima e a derivada covariante da equagao fundamental

(23)), juntamente com o fato que a derivada covariante do tensor métrico é nulo, teremos

1
Riji = _§(Xiji + Xjii) + Nigij
1

= _§(Xiji — Xiij + Xiij + Xjii) + Nigi
1 1
= —§leXl - §(Xiij + Xjii) + Nigij-

Consequentemente, usando a segunda identidade de Bianchi contraida e a derivada
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covariante da equacao (35)), segue que

1 1 1
_Sj = __leXl - _(Xiij + X]zz) + )\Zglj
2 2 2
1 1 n 1
— —§leXl + 55] — 5)\J - §XJ” + )\j,

isto é,
Ry Xy = =Xji — (n = 2),
provando, assim, (36). Tomando a derivada covariante da equacao fundamental ,

temos que

1
Rije + §<Xz'jk + Xjik) = Aeij

1
Ry + §(Xikj + Xkij) = \jGik-

Agora subtraindo as equagoes acima e usando a equagao (32)), obtemos

1
Rijr — Rigj = _§(Xz‘jk + Xjir — Xing — Xkig) + MeGis — AjGin
1 1
= —iRzz‘ijz + §(inj — Xjik) + MeGij — AjGiks

finalizando a prova do lema. Afim de obter a expressao do f-Laplaciano da curvatura
escalar de um quase séliton de Ricci gradiente, E. Ribeiro em (RIBEIRO| 2011]),

obteve a férmula do f-Laplaciano do tensor de Ricci de tal estrutura, a saber
AfRik = 2)\le — QRZ‘ijRjS + (TL — 2)V$Vk)\ + A)\gij. (38)

Nesse sentido, obtemos uma férmula analoga a do f-Laplaciano do tensor de Ricci, para
o caso em que o campo que define a estrutura de um quase séliton de Ricci nao seja,
necessariamente gradiente.

Proposicao 4.1 Se (M™, g, X, \) € um quase séliton de Ricci, entdo

1 1
Ax Ry = 2ARig — 2Rijns Rjs + 5 Ria(Xat — Xia) + 5 R (Xai = Xio) (39)
+(n — 1))\zk + )\jjgki - )\ijgk‘jv

onde Ax Ry, = ARy, — g(V Ry, X), que chamaremos X -Laplaciano.
Demonstragao. Usando a equacao , temos que
1 1

2lejin + = (Xjki — Xikj) + Njgei — Nigj-

Ryij — Ryji = 5

Levando em conta que o tensor métrico possui derivada covariante nula, a derivada cova-
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riante da igualdade acima implica que
1 1
Ry je — Rijie = §(Rijkl,tXl + RijiuXu) + §(Xjkit — Xikjt) + NjtGei — NitGrj- (40)
Por outro lado, segue de e da simetria do tensor de Ricci, que

Rjii; = Ry ji + Rgjij R + Ropij Rjs
= Rjiji + R Rorx + Rarij Rjs. (41)

Uma vez que ARy, = Ry ;j, podemos reescrever pondo

1 1
ARy, = Rjkij + §(Rz’jkl,le + RijuXij) + §(Xjk;ij — Xikjj) + NjjGri — Nij G- (42)

Por outro lado, pela segunda identidade de Bianchi, temos que

Rijkl,le = _Rijlj,le - RijijXl
= — Ry Xi + Rij 1 X (43)

Substituindo em e usando a equagao , temos que

ARy = Rjpij + %(Rik,l — R i) Xi + %Rijk;lej
+ %(Xjkij — Xikji) + Xijgri — Nijgr
= Rjpji + Rei Rst, + Rpij Rjs + %(Rik,l — Riux)X
+ %Rz‘jlelj + %(Xjkz’j — Xikjj) + NjjGri — NijGr;-

Assim, usando novamente a segunda identidade de Bianchi contraida e a equagcao
fundamental , obtemos

ARy, = %Ski + RsiRar + RskijRjs — %Rskinsj
+ %(Rz‘k,l — Rup) X1+ %(Xjkij — Xikjj) + NjjGki — NijGj
= %Ski + Ry R, + RaijRjs — Roij(—Rsj + A\gsj — %Xj )
+ %(Rz‘k,l — Ri )Xo + %(Xjkij — Xikjj) + NjjGri — NijGr;
= %Ski + Roi R + 2R Rjs + ARy, + %Rskinjs
+ l(Rik,s — Ris 1) Xs + 1(Xjk;ij — Xikjj) + NjjGri — Nij G- (44)

2 2
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Agora, calculemos a seguinte soma

1 1 1
Y = 5 ik T RskRsi - §Ris,sz + §Xskis' (45)

Primeiramente, tomando a segunda derivada covariante em (35]), obtemos

1 1 n
Sk = — 5 Xesi o ik
ok g tesik + 5 Ak

Substituindo esta equagao em e usando , e , temos

1 n 1 1
Y = — ssi _)\z Rs Rsi - _Ris Xs _Xs s
5 kT o Nik + sk 5 Llis.k + 5k
1 1 n
= _(Xskis - Xssik) + RskRsi - _Rz‘s,sz + _>\zk
2 2 2
1 1 n
= §<Xskis - Xsksi + Xsksi - Xssik) + RskRsi - ERis,sz + E)\m

1
= §(Rtsithk + Rypis Xot + Ryops Xoi + Rtsks,iXt)
1
+RueRas = S Risn X+ 5N
1 1 n
= §(th‘th + Ripis Xst + Rup X1i) + E(Rsk,i — Ry 1) Xs + Ro Rsi + 5)%

1 1
= S(RXo 4 RuaeXo + RuXo) = JRaiaXo + RuRai + gm

1 1 1 n
= Rsi<Rsk + éXsk) + §(RtkisXst + Rstsi> - §Rtski,th + 5)\7,]6
1 1 1 n
- Rsi<_§st + )\gsk:) + Q(RtkisXst + Rstsi) - éRtski,th + 5)\#@

1 1

1 1 n
= _§RsiXk:s + AR + §RtkisXst + §Rstsi — §Rtski,th + §>\z’k-

Substituindo a expressao anterior na equacao (44)), temos

1 1 1
ARzk = _ERsist + 2)\Rzk + §RtkisXst + ERsk:Xsi

1 1 1
_éRtski,th + 2Rskinsj + §Rskinjs + ERik,sXs

1 n
T <ikss + NGk — Nijgrj + 5)%-

Agora, das equacoes e , temos que

Xikss - Xissk = Xikss - Xisks + Xisks - Xissk
= Rtikths + Rtiks,th + Rtikths + Rtskint-
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Por outro lado, tomando a derivada covariante na equagao , obtemos
Xissk = —Rui kXt — R X — (n — 2) A\ige.
Assim,
Xikss = —Ruin Xy — ReiXog + Reiks Xts + Riins,s Xt + Reins Xos + R Xir — (0 — 2)Aig. (46)

Finalmente, podemos usar a primeira identidade de Bianchi e as equacoes e (|28]) para

inferirmos

1 1
AR, = 2 AR, — 2R;jis Rjs — = RiXps + = Rypis X st

2 2
1 1 1 1
+§R5k‘Xsi - ERtski,th + §Rskinjs + §Rik,sXs
1
_5(_Rit,kXt — R Xk + Runs Xis + Ruins s Xt + Ruins Xes + RexXit)
n—2 n
+( 5 >/\ik + NjjGri — Nijgrj + §>\ik
1 1 1
= 2)\Rzk - QRijksts - §Rsist + §RtkisXst + §Rst5i
1R X+1R X—l—lR X—l—lR X—i—lRX
9 tskit<)s 9 skij<}js 9 ik,s<} s 9 is,k<)s 9 is<\ sk
1 1 1 1
_ERtikths - §Rtiks,th - §Rtikths - §Rstis

+(n = D) Air + Ajigri — Aijgrj
1 1
= 2A\Ri, — 2Ry Rjs + §Ris(Xsk — Xis) + §R8k(XSi — Xis)
1 1 1

5 R Xa b 5 R X = 3 Resea X — 3 Rei X,
FRipis Xot — Riins Xts — %Rtiks,th + (n = D)Xk + Xjjgri — NijGr;

= DRy~ 2Rujua s+ RissXo 4 5 Ris(Xop = Xi) + 5 Rup(Xoi — Xo)
F Ropit Xts — Ripins Xes — %Rtisk,th - %Rtski,th
_%Rtkis,th +(n = D) Aik + Xjjgri — Nijgn;

= DR~ 2Rujua s+ R Xo+ 3 Faa(Xok = Xi) + 5 Fun(Xoi — Xo)

+(n — 1))\1-1f + )\jjgki - )\ijgkjv

finalizando assim a prova da proposic¢ao.

Observagao 4.1 Observe que, quando X = Vf na Proposi¢ao a expressao do X -
Laplaciano se reduz a expressao do f-Laplaciano @, obtida por E. Ribeiro em (RI-
BEIRO, 2011).

Usando a Proposicao [4.1], obtemos a versao nao-gradiente da férmula integral
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([26), obtida por A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS| 2012b).
Teorema 4.1 Seja (M", g, X, \) um quase sdliton de Ricci compacto. Entdo vale a se-

guinte formula integral:

n— 2
n

n—2

/ |Ric — §g|2dM = / g(VS, X)dM = — / SdivXdM. (47)
M n M M

Demonstragao. Primeiramente, observe que tomando o traco na expressao do X-
Laplaciano do tensor de Ricci (39)), obtemos

%AS - %g(VS, X) = AS — [Ric|? + (n — AN, (48)

ou seja, a formula do X-Laplaciano da curvatura escalar de um quase séliton de Ricci nao
necessariamente gradiente.
. . 2 ,
Note agora que |Ric — 2g|?> = |Ric|® — 2, dai
n n

%(AS —9(VS, X)) = —|Ric— 2912 + %(n)\ —S8)+ (n—1)AA\ (49)

Integrando a identidade e usando , temos que

2 1 |
/‘Ric—gg‘ M — —/ g(VS,X)dM+—/ SdivXdM
M n M n

2 M
1 , 1 ,
— ——/ Sd'w(X)dM—l——/ SdivXdM,
2 M n Jm

- —”_2/ SdivXdM
M

2n

_ n-2 / g(VS, X)dM, (50)

2n

concluindo assim a prova do teorema.
Observagao 4.2 Observe que quando X = V f no Teorema a formula integral
reduz-se a formula integral (@), obtida por A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS, |20120).
Como consequéncia do Teorema 4.1, obtemos um resultado de rigidez para

quase solitons de Ricci compactos, onde o campo vetorial associado ao quase séliton de
Ricci nao é necessariamente do tipo gradiente. Vale resaltar que A. Barros e E. Ribeiro
em (BARROS, [2012b)), obtiveram o mesmo corolario para o caso em que X = V f.
Corolario 4.1 Se (M", g, X,)\) é um quase séliton de Ricci compacto nao trivial, com
n > 3. Entao (M™,g) € isométrica a esfera Fuclidiana S™, se uma das condi¢oes abaizro
¢ satisfeita:

1. fMg(VS,X)dM <0.

2. LxS <0, onde L denota derivada de Lie.

3. S € constante.
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4. M"™ € uma variedade homogénea.
Demonstragao. De fato, qualquer uma das hipéteses do corolario aplicadas ao Teorema

implica diretamente que Ric = % g. Assim, da equacao fundamental do quase séliton
de Ricci , segue que

S 1 S
P2 P 1
Ric = —g = —5Lxg+ (A = )9, (51)

donde concluimos que X é um campo vetorial conforme nao trivial. Assim, podemos
aplicar o Teorema 2 de (BARROS, 2012b)) para concluir que (M™, g) é isométrica a esfera
Euclidiana S™, finalizando assim a prova do corolario.

Notando que todas as condi¢oes do corolario acima sao equivalentes, podemos
responder o problema proposto em (RIGOLI, [2011) por Rigoli, Pigola, Rimoldi e Setti,
descrito no inicio deste capitulo.

Problema 5 Sob que condicoes um quase soliton de Ricci compacto € necessariamente
gradiente?
Usando o Corolario [4.1, obtemos o seguinte corolario que responde parcialmente o pro-
blema anterior para dimensao maior que dois.
Corolario 5.1 Todo quase soliton de Ricci compacto com curvatura escalar constante é
gradiente.
Demonstragao. Primeiramente lembremos que, se X é um campo de vetores em uma
variedade compacta M™, o Teorema de decomposi¢cao de Hodge-de Rham, veja (WAR-
NER, |1983), nos ensina que é possivel decompor o campo X como a soma de um campo
de vetores Y de divergente nulo e o gradiente de uma funcao diferenciavel h : M — R, ou
seja

X =Vh+Y, (52)

onde divY =0 e h € C*°(M) é chamado potencial de Hodge-de Rham.
Com efeito, considerando a 1-forma X’ e aplicando o Teorema de Hodge-de

Rham, existe uma tnica decomposicao da 1-forma X’ da seguinte forma
X =da+ 68+,

onde v é uma 1-forma harmonica. Agora basta considerarmos Y = (63+7)* e (da)* = Vh

para obtermos o afirmado.

Segue de que

1 1
§£Xg = Hessh + §£Yg' (53)
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Além disso, tomando o traco na igualdade (53|), segue que
divX = Ah, (54)

pois divY = 0.
Pelo Corolario (M™, g) é isométrica a esfera Euclidiana S™, donde (M™, g)
¢ Einstein e sua curvatura escalar S é igual a n(n —1). Assim, substituindo e o valor

da curvatura escalar na igualdade , temos que
Ah =X n—n(n—1). (55)

Por outro lado, usando o fato que (M", g) é Einstein, , juntamente com o fato que
S =n(n—1) em (49), segue que

1 2
0==-AxS = —‘Ric—gg‘ +§()\n—5)—|-(n—1)A)\
2 n n

_ —"(”n_ Yan+ (n—1)AX

= (n— DA(h+ ).

Consequentemente, pelo Principio do méaximo de Hopf, temos que h = —\ + ¢, onde ¢ é

uma constante. Assim, de (55)) concluimos que
Ah+nh =n(c—(n—1)). (56)

Portanto, a menos de uma constante, h é a primeira autofuncao do Laplaciano da esfera
Euclidiana S"™. Consequentemente, VA é um campo vetorial conforme, isto é,
1 Ah
Hessh = §£ng =—=(A—(n—-1))g.
n

Desde que (M", g) é Einstein, segue que X é um campo vetorial conforme, tal que

xg= (= D)g= (O~ (-

Por outro lado, segue da igualdade (53] que
1
(= =1)g = A= (n—1)g+ 3Lvg,
ou seja, Y é um campo vetorial de Killing, dai %EXg = Hessh, donde

Ric+ Hessh = \g,
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assim (M", g, Vh,\) define uma estrutura de quase séliton de Ricci gradiente.
Usando a decomposic¢ao dada em ((52)), podemos provar uma versao alternativa

do Teorema|4.1]em termos do potencial de Hodge-de Rham, conforme o proximo teorema.

Teorema 5.1 Seja (M", g, X, \) um quase séliton de Ricci compacto. Entdo vale a se-

guinte formula integral:

n—2

S
/ |Ric — —g|*dM = / g(VS,Vh)dM, (57)
M n M
onde h é o potencial de Hodge-de Rham, dado em (@
Demonstracao. Note que, usando temos

/Mg(VS,X)——/MSdivX——/MSAh—/Mg(VS,Vh).

Assim, basta substituirmos essa igualdade na férmula integral .

Observe também que, uma vez provado que o campo vetorial Y dado pela
decomposicao de Hodge-de Rham em é um campo de Killing, estaremos respondendo
o Problema [f] Desta forma, obtemos o seguinte.

Corolario 5.2 Se (M", g, X,)\) é um quase soliton de Ricci compacto ndo trivial, com
n > 3, entao o campo vetorial Y dado pela decomposicao de Hodge-de Rham € um campo
de Killing sobre (M", g), desde que:

1. X seja um campo conforme.

2. (M™,g) possua curvatura escalar constante.
Demonstragao. Quando X é um campo conforme, é conhecido que [, g(VS, X)dM =0
(veja por exemplo, Bourguignon e Ezin (BOURGUIGNON| |1987)). Por completude,

exibiremos uma prova deste fato. Da conformidade do campo X, temos que

2div X

Multiplicando a equagao anterior por R;; e integrando obtemos
2
nJm M

Em seguida, integrando por partes e aplicando a segunda identidade de Bianchi contraida

, temos que

2
—/ SdivXdM = 2/ R;;V,X;dM = —2/ g(div(Ric), X)dM
nJm M M

=— / 9(VS, X) = / SdivXdM,
M

M
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donde
2—n

n

/ 9(VS, X)dM = 0.
M

Logo, paran > 2, [, g(VS,X)dM = [,, SdivX = 0. Portanto, segue do Teoremaque
Ric = % g. Assim, a curvatura escalar é constante e o resultado segue da iltima parte da
prova do Corolario 5.1 A segunda afirmagcao segue naturalmente deste tltimo argumento,

o que completa a prova do corolario.

5.1 Quase sdlitons de Ricci gradiente compactos localmente conformemente

plano

Nesta secao, estudaremos quase sélitons de Ricci gradiente compacto localmente
conformemente planos. Motivados pelo estudo de sélitons de Ricci gradiente, em (GAR-
CIA| 2011)), os autores provaram que um soliton de Ricci gradiente compacto localmente
conformemente plano é isométrico a esfera Euclidiana. Catino em (CATINO, [2011)),
mostrou que, dado um quase séliton de Ricci gradiente (M", g, V f, ) localmente confor-
memente plano, em torno de qualquer ponto regular de f, M™ é localmente um produto
warped com fibra (de dimensao n — 1) F™ !, tal que a curvatura seccional de F™~! é
constante.

Considerando tais quase solitons de Ricci gradiente, obteremos um resultado
similar ao obtido em (GARCIA, 2011) para quase sélitons de Ricci gradiente compactos
localmente conformemente planos, mas com uma hipotese integral adicional.

Primeiramente recordemos algumas férmulas satisfeitas por um quase séliton
de Ricci gradiente, as quais foram obtidas por A. Barros e E. Ribeiro em (BARROS,
2012b)) que estendem férmulas semelhantes para solitons de Ricci obtidas por Hamilton.
Proposicao 5.1 Seja (M™, 9,V f,\) um quase séliton de Ricci gradiente. Entao as
condigoes sequintes sao verdadeiras:

1. R+ Af = \n.
2. ViR=2R;;V;f+2(n—1)V;A\.
3. ViR, — ViRjr — RijisVsf = (VN g — (Vi) gjk.
4. V(R+|Vf]?=2(n—1)\) = 2\V/.
Para a prova, veja (BARROS, 2012b). Agora, recordemos a defini¢ao de di-

vergencia de um (0, 4)-tensor «
(diUOz)ijk = glmvmalijk.
Lema 5.1 Se (M", g,V f,\) € um quase séliton de Ricci gradiente, entdo

1. (divRm)jm = RijsVsf + (Vi) g — (Vid)gii.
2. Vi(Rijue™) = (Vi) g — (VX gy )e ™.
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3. Vi(Rge ) =((n—1)Vide
onde Rm denota o tensor curvatura de Riemann.
Demonstragao. Para obtermos o primeiro item, basta usarmos a identidade de Ricci e

a terceira relagao da Proposigao 5.1} Com efeito,

(divRm) i = Vi(Rijr) = ViRp;
= =V Riij — ViRikij
— _V\Ry + ViR, (58)
= RiyjsVsf + (ViN)grj — (ViA)gi;.

A segunda identidade segue diretamente do item [I] Com efeito,

vi(Rijkleif) = Vi(Rijkl>eif - (vif)Rijkleif
= ((ViNgr; — (VN gj)e .

Finalmente, pela segunda identidade de Bianchi contraida e o item [2] da Proposigao [5.1],

temos que

Vi(Rxe™) = (ViRy)e ™ — (Vif)Rye™
= %kae—f — (Vif)Ryge™
= (RiiVif + (n — D)V = VifRip)e ™!
= (n—1)(Vide ™,

o que completa a prova do lema. Como consequéncia do lema anterior, obtemos a seguinte
formula integral para a norma do divergente do tensor de Riemann.

Corolario 5.3 Se (M”, g9, VT, )\) ¢ um quase soliton de Ricci gradiente compacto, entao

1

- / |divRm|*e~dM = — / Rg(VA\, Ve ldM — / Rijs ViV o f Rije TdM

2 ) M M

—(n — 1)/ IVA[2e~7dM +/ g(VA\, VR)e fdM.
M M

Demonstracao. Usando o Lema [5.1] e o item [2] da Proposigao temos que

/ \divRm|*e~fdM :/ Riyjs Vs f(— ViR —I—Vlej)e_fdM

M M
+/ (vl)\gkj — Vk)\glj)(—Vlej + Vlej)eifdM
M

= —/ RijsstVkRZje_fdM+/ Rikjs Vs fV i Rje fdM
M M
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+/ (Vl)\gkj — Vk)\glj)(—Vlej + Vlej)e_fdM
M
= —/ V1<lej56f>vszkde+/ Vk(lejse’f)stledM
M M
- / Rijs ViV o f Ryje TdM + / Rijs ViV f Ryje fdM
M M
+ / g(VA\, VR)e dM
M
= —2/ lejsVleleje_fdM— 2/ Vl(lejse‘f)stRkde
M M
+ / g(V\, VR)e fdM
M
=2 / RipjsViV s f Rije TdM + / g(VA\, VR)e TdM
M M
-2 / (VsN)gjr — (VA gsk) Vs f Ryge T dM
M
=2 / Rg(V\, Ve TdM — 2 / Ritjs ViV o f Ryje fdM
M M
+2 / Ric(Vf,V\)e fdM + / g(VA\, VR)e 'dM
M M
= -2 / Rg(V\, Ve fdM —2 / Rijs ViV o f Ryje fdM
M M

—2(n — 1)/ IVAZe™fdM + 2/ g(VA, VR)e TdM,
M M

finalizando, assim, a prova do corolario.
Observacao 5.1 Agora observe que, para qualquer variedade Riemanniana (M", g), te-

mos que
ViV,Ri, — V;ViRit, = Rjm Rk — Rijiom Rim.- (59)

Com efeito, usando a formula de comutacdo para derivada covariante, obtemos
ViV;Ry, — V;ViRiy = —Rijim Rk — Rijkm Rim.,

agora basta fazer | =1 na igualdade anterior.
Como consequéncia da equagao (59) e do Corolério , derivamos o seguinte

Lema 5.2 Se (M™, g,V f,\) é um quase soliton de Ricci gradiente compacto, entdo
/ |divRm|*e~ dM :/ |VRic|26_fdM—/ RA/\e_fdM—n(n—l)/ IVAI2efdM.
M M M M

Demonstracgao. De fato, integrando por partes e usando a simetria do tensor de Ricci,



segue que

-2 / ViRV Rje1dM = 2 / RiyViViRye TdM — 2 / Ry ViRV fe fdM
M M M

=2 / RjxV,V;Ryze FdM — 2 / RixV ;R Vife TdM.
M M

Novamente integrando por partes e da equagao , temos que
—2/ VklelejkeifdM = 2/ Rjk(V]Vlek + R]mRmk — Rijkaim)eifdM
M M
+2/ Vj(Rjk€_f)RikV¢f + 2/ RijiijVife_fdM
M

M

= -2 / Vi(Rje )V RixdM + 2 / Rix Rjm Rone™ dM
M M
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-2 / Rijem Rim Rjwe T dM + 2 / Vi(Rje Ry Vi fdM
M M

+2 / Ry RixV;Vife TdM.
M

Agora do item [2] da Proposi¢ao [5.1] do item [3] do Lema [5.1 da segunda identidade de

Bianchi contraida e da equacao fundamental , deduzimos
—2/ kajllejkeifdM = 2/ R]kRzk(Rm + Viij)eifdM
M M
— / Vi(Rje "V .RIM — 2 / Rijim Rim Rjre™ ! dM
M M
1
+2/ vj(Rjke*f)(fkR — (n— 1)VpA)dM
M
=2 / M Ricl?e™dM — 2 / Rijem Rim Rjwe T dM
M M
—2(n — 1)2/ IVAPPe~/dM.
M
Por outro lado,
/ |divRm|*e~fdM = / | — ViR + Vi Ry;Pe TdM
M M
=2 / |V Ricl*e~fdM — 2 / ViRV iRje fdM
M M
= 2/ |VRic|2e‘fdM+2/ N Ricl*e™dM
M M
—2 / RijimRimRje ™ dM — 2(n — 1) / IVA|2e T dM
M M

= 2/ yVRz'c|2efdM+2/ N Ric|*e~fdM
M M
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+2 / RijkmViVm fRje™ dM — 2 / M Ric|?e~fdM
M M

—2(n — 1)2/ IVAPPe fdM.
M
Comparando a equagao acima com o Coroldrio [5.3 temos

/ |diva|26_fdM:/ |VRic|26_f—/ Rg(V\, Ve ldM
M M M

+/ g(VR,VNe TdM —n(n —1) / IVAPPe~/dM. (60)
M M
Observe que o teorema da divergéncia nos fornece

/ g(VR, Ve fdM = / g(VR, e IV dM
M M

= / Rg(Vf, Ve fdM — / RAXe 7dM.
M M

Agora basta substituirmos a equagao anterior em (60 para finalizarmos a prova do lema.
Teorema 5.2 Seja (M", g,V f,\) um quase sdliton de Ricci gradiente compacto local-

mente conformemente plano. Se
—/ RAXe T dM > n(n — 1)/ |VAPPefdM, (61)
M M

entao (M™, g) € isométrico a esfera Euclidiana S™.
Demonstragao. Primeiramente, observe que qualquer variedade Riemanniana local-
mente conformemente plana satisfaz

ViRij — VR, = ViRgij — ViRgir). (62)

1
2(n—1)(

Para isto, veja a identidade (28.19) em (EISENHART] 1949). Por outro lado, lembre que

em ((58)
(diva)jkl = kajl — VZRjk~ (63)

Consequentemente, segue de e que uma variedade Riemanniana localmente

conformemente plana, satisfaz

VR

. 2
|divRm|* = =1

(64)



Assim, aplicando (61)) no Lema , temos a seguinte desigualdade
/ \divRm/|*e~fdM > / |V Ric|*e™dM.
M M

Uma vez que
2

1 1
|V Ric|* — E|VR|2 = ‘VkRij - ﬁkagij >0

isto é,
1
|V Ric|* > ~|VR|.
n

Agora , e implicam que

1 1
—/ |VR|>e~7dM > —/ IVR|*edM,

ou seja,
n—2

>_"72 2=f
> 2n(n—1)/M|VR‘ e TdM,
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(66)

donde R é constante. Portanto, podemos aplicar o Corolario 4.1| para concluirmos que

(M", g) é isométrica a esfera Euclidiana S™, o que finaliza a prova do teorema. Para o

que segue precisamos do seguinte

Lema 5.3 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. Se X € X(M) é um campo de

Killing e f € C*(M), entdo LxHessf = HessLxf.

Demonstragao. Considere {9;} um referencial geodésico em torno de um ponto p € M

qualquer. Como X é de Killing, Lxg = 0, entao, para quaisquer , j, k, temos

0=(Lxg)ij = 9(Vo,X,0;) + 9(0;, Vo, X)
= 2"9(V 5,0k, 0;) + 0;2" g (0%, ;)
+3"9(8;, Vo,0k) + 02" 9(8;, 0
= 02’ + 0,2,

donde

8k0ixj = —&ﬁjxi = —(9j(9kxi = 8]8213’“ = &(‘%xk = —8i8kxj = —8;68@963',

dai

8k8ixj = 0.

(67)
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Note agora que

(HessLx f)ij = 0:0;(Lx f) — (Vo,05)Lx f
= 0;0;(z" 0, f)
= &(@xkakf + rpkﬁj@kf)
— 00,8 0 f + 0,500 f + O 0,00 f + 200,01 f.

Por outro lado,

(LxHessf)ij = (VxHessf)(0;,0;) + Hessf(Vo,X,0;) + Hess f(0;, Vo, X)

= Dx(0,0;f) — Hessf(Vx0;,0;) — Hessf(0;, Vx0;)
+2"Hess f(Vo,0, 0;) + Oix" Hess f (O, 0;)
+2"Hess f(9;,V,0) + 0;2* Hess f (0, Ok)

= :Ek@k@i@jf —2"Hessf(V,0;, 0;) — ¥ Hessf(0;, V,05)
+0;x" Hess f (O, 0;) + @kaessf(@i, Ok)

= xké?k@i@jf + aimkﬁkajf — Oixk(vakﬁj)f + @xkﬁiakf
—0;2"(V,01) f

= xkakaiajf + &-xk&ﬁjf + @-xka@-akf.

Comparando as duas ultimas identidades, deduzimos
(HessLx f)i; = 0;0;2%0kf + (Lx Hessf)ij.

Portanto, pela igualdade , LxHessf = HessLx f, o que prova o lema.

Corolario 5.4 Seja (M", g,V f, \) um quase soliton de Ricci. Se X é um campo vetorial
de Killing sobre M™, entdo, ou Dx f € constante ou (M™, g) é conformemente equivalente
a esfera Fuclidiana S™.

Demonstragao. Desde que X é um campo vetorial de Killing, ou seja, Lxg = 0, entao

o fluxo associado ao campo X sao isometrias, donde L£LxRic = 0. De sorte que
HessLxf = LxHess f = LxAg,

dai

Consequentemente, concluimos que

Hess(Lxf) = Aﬁang.
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Portanto podemos aplicar o Teorema 6.3 (p. 28 de Yano(YANO, [1970))) para concluirmos

que, ou Dx f é constante, ou (M™, g) é conformemente equivalente a esfera Euclidiana S™.

Além disso, se suposermos que ¢é satisfeita, entao podemos provar o
proximo corolario.
Corolario 5.5 Seja (M™, g,V f,\) um quase sdliton de Ricci compacto satisfazendo a
condicao . Se X € um campo vetorial de Killing sobre M™, entdo, ou Dx f € constante
ou (M™,g) € isométrico a esfera Fuclidiana S™.
Demonstragao. Segue diretamente do Corolémrioque7 ou Dy f é constante, ou (M™, g)
é conformemente equivalente a esfera Euclidiana S™. No ltimo caso, concluimos que
(M", g) é localmente conformemente plana, pois a esfera Euclidiana é localmente con-
formemente plana. Como por hipétese (61]) é satisfeita, aplicamos o Teorema para
concluirmos que (M", g) é isométrica a esfera Euclidiana S™.
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6 METRICAS QUASI-EINSTEIN

Continuando o nosso estudo sobre métricas tipo Einstein, neste capitulo, estuda-
remos variedades munidas de métricas quasi-Einstein, ou seja, variedades Riemannianas
(M™, g) satisfazendo

1
Ric+ Hessf — Edf@df = \g,

onde f € C®(M), 0 <m < ooe X &R. Observe que, quando m = oo, tal estrutura
reduz-se aos sélitons de Ricci gradiente. Além disso, quando m = oo e f é constante,
obtemos as métricas de Einstein.

Como ¢é conhecido as taxas de crescimento do volume das bolas geodésicas de
uma variedade Riemanniana contém informacoes geométricas extremamente importantes.
S.-T. Yau, em (YAU,|1976)), e E. Calabi, em (CALABI,|1975)), provaram de maneira inde-
pendente que para variedades Riemannianas com curvatura de Ricci nao-negativa, a taxa
de crescimento do volume das bolas geodésicas é pelo menos linear. Em particular,isso é
satisfeito por variedades Riemannianas Ricci planas, a saber, satisfazendo Ric = 0. Em
(MUNTEANU, [2013)), O. Munteanu e N. Sesum provaram que a taxa de crescimento das

bolas geodésicas de um séliton de Ricci gradiente estacionario, isto €, satisfazendo
Ric+ Hessf =0,

é igual a aquela provada por Yau e Calabi para variedades Riemannianas satisfazendo
Ric = 0.

Na segunda segao deste capitulo, que corresponde ao artigo (BARROS| [2015)
em colaboracao com A. Barros e E. Ribeiro, provamos que o volume das bolas geodésicas

das métricas quasi-Einstein estacionarias, ou seja,
, 1
Ric+ Hessf — —df @ df =0,
m

também tem crescimento no minimo linear.

Analogamente, podemos questionar sobre o equivalente para variedades Rie-
mannianas ponderadas. Nesse sentido, F. Morgan, em (MORGAN| [2005), H.-D. Cao e
D. Zhou, em(CAOQ, 2010a)), provaram que, se Ric + Hessf = Ag, com A > 0, entdo seu
f-volume ¢ finito. E bem conhecido que Ric+ Hessf — %df ® df > 0 implica f-volume
infinito (veja (LI, 2005)). Nesse contexto, provaremos uma estimativa para o f-volume
das bolas geodésicas de uma certa classe de métrica quasi-Einstein expansivas.

Finalmente, na iltima secao, usaremos a estreita relacao das métricas quasi-
Einstein com produtos warped Einstein para provamos um resultado de trivialidade de

uma certa classe de produtos warped Einstein.
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6.1 Métrica quasi-Einstein

Definigao 6.1 Uma variedade Riemanniana completa (M™, g) define uma métrica quasi-
FEinstein, quando existe f € C°(M), m € (0,00] e A € R tais que

1
Ric+ Hessf — Edf ®df = \g. (69)

Denotaremos tal estrutura por (M™, g,V f, A\, m).
Em alguns casos, é conveniente escrevermos em coordenadas, ou seja, se

{z',...,2"} é um sistema de coordenadas em torno de algum ponto, entao
1
Rij +V,;V;f — Edfi ~dfy = Agij, (70)

onde V,V; f = Hessf(aii, %) edf; =g(Vf, a?ci)'

Inspirados na nomenclatura da teoria dos sélitons de Ricci, chamamos f de

funcao potencial. Além disso, dizemos que uma métrica quasi-Einstein é expansiva, esta-
ciondria ou contrdtil, respectivamente, se A < 0, A =0 ou A > 0.
Definicao 6.2 Dizemos que uma métrica quasi-Einstein é trivial quando f em (@) €
constante.

A equagao ¢ particularmente interessante, pois quando f é constante e
m = 00, ela se reduz a

Ric = Mg,

ou seja, as métricas de Einstein. Ademais, se tivermos somente m = oo, entao sera
Ric+ Hessf = \g,

isto é, os sélitons de Ricci gradientes que estudamos no Capitulo 3]

E importante destacar também que métricas quasi-Einstein com m = 1, satis-
fazendo Ae~/ + Xe™/ = 0 sdo métricas estédticas com constante cosmolégica \. Métricas
estaticas tém sido extensivamente estudadas devido a ligacao com curvatura escalar, Te-
orema da massa positiva e relatividade geral. Para mais detalhes, veja, por exemplo, as
referéncias (ANDERSON| 1999), (ANDERSON;, [2009)) e (CORVINO] 2000).

Em (BESSE| 2008) p.265, observa-se que produto warped representa uma fonte
proficua de construcao de novos exemplos de variedades Riemannianas de Einstein. Os
autores escreveram:

“Nevertheless warped products do give new examples of complete Einstein ma-
nifolds and the Einstein equations are quite interesting”.
Nesse sentido, quando f nao é constante e m € N\{1}, uma métrica quasi-Einstein
representa uma forma elegante de construir exemplos de produtos warped Einstein. A

seguir, explicaremos em maiores detalhes como se da essa construgao.
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Primeiramente recorde que para um produto warped, temos o seguinte resul-
tado que pode ser encontrado em (ONEILL| [1983).

Proposigao 6.1 Seja N = M"™ x, F'™ um produto warped, com m > 1. Se X eY sdao
campos horizontais e Ve W campos verticais sobre N, entao

1. Ricy(X,Y) = Ricy(X,Y) — 2 (Hessu)(X,Y).

2. Rien(X,V) =0.

3. Rien(V,W) = Rice(V,W) — gu(V, W) (% +(m— 1)'2—3'2)

Como consequeéncia da Proposicao obtemos o corolario a seguir.
Corolario 6.1 Um produto warped N = M x, F' é de Einstein com Ric = \g se, e
somente se,

1. Ricyr = Agu + " Hessu.
2. (F™, gr) € de Finstein com Ricp = pgr,
3. ulAu+ (m — 1)|Vul|? + \? = p.

Se (M™, g,V f, \,m) define uma métrica quasi-Einstein com m € N\ {1}, ou seja,
. 1
Ric+ Hessf — —df @ df = Ag,
m

pondo u = e~//™ temos Vu = —LV f e para qualquer X € X(M),

%vau = @( — %vaf —X<%>Vf>

u
= ViV + DX () VS
um

= VAVf 4 gV XV,

ou, equivalentemente,
1
M Hessu = Hessf — —df ® df. (71)
u m

Dai, podemos reescrever , pondo
Ric — — Hessu = MG, (72)
u

ou seja, (M™, g) satisfaz o item 1 do Corolério Afirmamos que existe pu € R, satis-
fazendo o item 3 do Corolario . Com efeito, tomando o trago da equacao (|72)), temos
que

R— %Au = An. (73)

Da segunda identidade de Bianchi contraida duas vezes, dR = 2div(Ric), que aplicada

em , fornece

2diwRic = d (m&>

—~) = 2 (wd(Au) — Audu). (74)

u



Por outro lado, segue da definicao de divergéncia que

H y H 1 . 1 ..
div( essu) = g”Vj< essu> = ——g"u;(Hessu)y, + —g"V;(Hessu)i.
u ik u u

u

Assim, para qualquer X € X(M), temos

div(H€;SU> (X) = —%Hessu(Vu,X) + %div(Hessu)(X)
= —#Q(V|VU|2, X) + %div(Hessu)(X),
onde, na tltima igualdade usamos que V|Vu|* = 2Vy,Vu. Agora lembre que
div(Hessu)(X) = Ric(Vu, X) + g(VAu, X).
Para uma prova disto, veja pag.33 em (BATISTA| 2013). De , segue que

Ric(Vu, X) — %H@ssu(Vu,X) = \g(Vu, X).

Substituindo e em , temos

. (Hessu 1 m A\ 1
dw( u ) B —2—u2d(]Vu]2) + 2—u2d(\Vu|2) + adu + ad(Au)
1

= S5 {(m = 1)d(|Vul) + gdu - %d(Aw}-
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(76)

(78)

Uma vez que o divergente do tensor métrico é nulo, segue de que divRic =

mdiv(%), logo e implicam que

1 1 s A1
2—u2(ud(Au) — Audu) = 2—u2{(m — 1)d(|Vul?) + adu + ad(Au)},
donde
ud(Au) + (m — 1)d(|Vul|?) + Audu + 2 udu = 0.

Dai
d(ulu + (m — 1)|Vul* + Mu?) = 0.

Portanto, existe pu € R tal que
ulAu+ (m — 1)|Vul® + M? = p,

ou, equivalentemente,

Af — |Vf|2:m)\—mue%.

Sabendo disto e usando o Coroldrio [6.1 em (CASE| 2011) e (KIM, [2003), os autores
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obtiveram a seguinte caracterizacao das métricas quasi-Einstein.
Teorema 6.1 Seja M™ x, F™ um produto warped Finstein com constante de Einstein
A, funcdo warped u = e~1/™ e F™ uma variedade de Einstein. Entao (M™, gar, Vf, A, m)
satisfaz a equacgao das métricas quasi-Einstein (@) Além disso, a constante de Finstein
i de F™ satisfaz

Af — V2 =m)\—mpuen. (79)
Reciprocamente, se uma variedade Riemanniana (M™, g,V f,\,m) satisfaz @), entao
f satisfaz (@ para alguma constante u € R. Considere o produto warped N =
M" x, F™, comu = e f/™ ¢ F™ de Einstein com Ricp = ugr. Entao N é de Einstein
com Ricy = Agn.

O teorema acima permite estudar um produto warped Einstein de uma ma-
neira alternativa, ou seja, somente através da equacao . Vale salientar que alguns
problemas interessantes sobre produto warped Einstein tém sido resolvidos utilizando
esta perspectiva; veja por exemplo (KIM, 2003), (CASE, [2010) e (CASE, 2011)).

Exemplos de métricas quasi-Einstein com A < 0 e g com sinal arbitrario, ou
com A =0 e p > 0 sao construidos em (BESSE; 2008)). Além disso, quando A =0, > 0
todos os exemplos sdo nao-triviais. Em (QIAN] 1997)), Z. Quian provou um teorema
analogo ao Teorema de Bonnet-Myers, mais precisamente, se A > 0 em , entao M
é compacta. Por outro lado, D. Kim e H. Kim, em (KIM, [2003), mostraram que, no
caso compacto, A < 0 implica trivialidade, o que equivale, pelo Teorema ao seguinte
resultado.

Teorema 6.2 (D. Kim, H. Kim (KIM, 2003)) Se N = M"x,F™ é um produto war-
ped Finstein com curvatura escalar nao positiva e base compacta, entdo N € um produto
Riemanniano.

Nesta mesma direcao, J. Case, em (CASE, [2010), mostrou que A > 0 e p < 0 implicam
trivialidade, ou equivalentemente

Teorema 6.3 (J. Case (CASE, 2010)) Se N = M" x, F™ é um produto warped Eins-
tein com constante de Finstein A > 0 e fibra de Einstein F'™ com constante de Einstein
1w <0, entao N é um produto Riemanniano.

Observacgao 6.1 Observe que, como mostramos anteriormente, dada uma métrica quasi-
Finstein, sempre existe p € R satisfazendo (@), a restrigao m € N\{1} s¢ € necessdria
quando usamos métricas quasi-Finstein sobre uma base de produto warped Einstein.

Para finalizarmos esta secao, exibiremos dois exemplos de métricas quasi-
Einstein sobre H" x R obtidas por E. Ribeiro e K. Bezerra em (KELTIM, 2013). Na
verdade, eles provam que tais exemplos sao os Unicos possiveis para tal variedade munida

com a métrica produto padrao.
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Considerando H"™ x R com a métrica produto padrao, ou seja,
g= iz i dai + dt?, (80)
Tn o1
prova-se facilmente que o tensor de Ricci de H” x R é dado por
Ric = —(n — 1)gu» + (n — 1)dt?, (81)
onde gg» é a métrica canonica do hiperbdlico. Desta forma, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 6.1 Considerando H" x R com a métrica e fungao potencial f(x,t) =
i\/mt; ¢ fdcil ver que Vf = j:\/m&. Consequentemente Hessf = 0.
Portanto, usando (81)), conclui-se que (H" x R, g,V f, —(n — 1),m) define uma métrica
quasi- Finstein.

Exemplo 6.2 Agora, considerando H" xR com a métrica e fungao potencial f(x,t) =
—mIn(cosh(ut +a)), ondea € R e p = \/%, temos V f = —mpu(tanh(ut + a)0;. Nestas
condigoes, implica que (H" xR, g, Vf, —(n—1),m) define uma métrica quasi-Einstein.

6.2 Volume e f-volume de métricas quasi-Einstein

Nosso propédsito nesta secao é estender para métricas quasi-Einstein a seguinte
estimativa de volume

Vol(B,.(p)) > cr,

provada em (YAU, [1976), (CALABIL [1975) ¢ (MUNTEANU| 2013), respectivamente
para métricas com tensor de Ricci nao-negativo e soliton de Ricci gradiente estacionario.
Além disso, motivados pelos resultados sobre f-volume obtidos em (MORGAN]| 2005),
(CAO, 2010a) para um séliton de Ricci gradiente contratil e, em (LI, 2005)), para uma
métrica quasi-Einstein estacionaria, provaremos uma estimativa para o f-volume das bolas
geodésicas de uma certa classe de métricas quasi-Einstein expansivas.

Uma vez que em (QIAN| [1997) e (WEIL, [2007) prova-se que métrica quasi-
Einstein com m finito e A > 0 é compacta, e em (KIM, |2003) prova-se que nao existe
estrutura nao trivial de métrica quasi-Einstein compacto com A < 0, nesta se¢ao sempre
iremos trabalhar com métrica quasi-Einstein nao compacta com A < 0.

Seja (M™, g,V f, A, m) uma métrica quasi-Einstein. Pondo u = e~//™, vimos
em que

Hessf — %df ® df = —%Hessu. (82)

Assim, podemos reescrever pondo

Ric — " Hessu = Ag. (83)
u
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Consequentemente, podemos usar a equacao para estudar quando m é finito e

vice e versa. Tomando o trago em (83)), obtemos

(R—An) = Au. (84)

u
m
Por outro lado, tomando o traco na equacgao , temos

1
R+Af—E|Vf|2:>\n,

assim

—1
R+ Aff—i- mT’VfF = \n.

Usando ([79)), obtemos
—1
R— X n+ m—]Vf|2 = —)\m—l—,ume%.
m

Como Vu = =2~V f, temos

m

2
%(R — )+ (m— )| Vul? = = a® + . (85)

Lembremos agora que L. Wang, em (WANG, 2012)), provou que a curvatura

escalar de métricas quasi-Einstein nao compactas com A\ < 0 satisfaz R > An, assim
(m — 1)|Vul]* < —\u® + p. (86)

Isto mostra de forma alternativa que nao existe métrica quasi-Einstein nao trivial com
A>0epu <0 (como dito anteriormente, isto foi provado em (CASE, 2010)). Portanto,
quando estivermos tratando de uma métrica quasi-Einstein estacionéria, podemos assumir
que p > 0. Dito isto, temos a seguinte estimativa de volume.

Teorema 6.4 Seja (M", g,V f,0,m) uma métrica quasi-Einstein ndo compacta estaciondria
com m € (1,00]. Entdo existem constantes uniforme ¢ e ro > 0 tais que, para qualquer

r > To,

Vol(B,.(p)) > cr. (87)

Demonstragao. Primeiramente, podemos assumir que m € (1,00), pois o caso limite
corresponde aos solitons de Ricci gradientes estacionarios, que, ja sabemos, satisfazem a

estimativa de volume desejada, como mostraram O. Munteanu e N. Sesum, em (MUN-
TEANU, 2013). Assim, usando a hipdtese sobre m em , segue que

ol
-1

2
<
IVl < — (39)
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Desde que R > 0, temos [ B, () uRdo > 0, para cada r > 0, onde do denota o elemento
de volume Riemanniano. Se, para todo r > 0, tivermos pr(T) uRdo = 0, entao R = 0 em
M™, uma vez que u > 0. Por outro lado, L. Wang, em (WANG] 2012), provou que, para

toda métrica quasi-Einstein, a seguinte identidade é satisfeita:

1 2 —1 R |2
“AR — ﬂg(vﬁv}g) _ —m—‘Ric— —g‘
2 2m m n
n+m—1 n(n —1)
e ®=N(R- ST ()

donde, segue que Ric = 0. Mas, para este caso, ja foi provado por Yau e Calabi,
respectivamente, em (YAU| |1976) e (CALABI, 1975)). Se porém, existir ro > 0 tal que
mCy = f Bry (p) uRdo > 0, entao, usando novamente o fato que R > 0 e , segue que,

para todo r > rg

™ Br(p)
T
0B, (p) O 9B: (p)
<my | Area(0B,(p)),
m —

onde na ultima desigualdade usamos que g—"; < |Vu| < /-F5. Isto implica que, para

TZT()v

Area(0B,(r)) > ¢ >0,

para uma constante uniforme c. Integrando a desigualdade anterior de ry a r, temos
Vol(By(r)) > c(r —rg) > co-r,

para todo r > 2ry. Equivalentemente, usando o Teoremal6.1], podemos enunciar o Teorema
6.4 em termos de produto warped Einstein.
Teorema 6.5 Se N = M" x,, F'™ ¢é um produto warped Ricci flat, entdo existem cons-
tantes uniforme ¢ > 0 e ro > 0 tais que, para qualquer r > rg, as bolas geodésicas da base
satisfazem

Vol(B,(r)) > cr.

De maneira andloga, podemos obter o mesmo resultado acima para uma certa
classe de métricas quasi-Einstein expansivas, como mostra o teorema abaixo.
Teorema 6.6 Seja (M™, g,V f,\,m) uma métrica quasi-Einstein nao compacta expan-
siva com p < 0 em € (1,00). Entao existem constantes uniformes ¢ e ro > 0 tais que,
para qualquer r > rg,
Vol(B.(p)) > er, (90)
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se —k < f, onde k € uma constante positiva.

Demonstragao. Das hipdteses sobre a funcao potencial f, pu, m e de , segue que

_)\e2k/m

Vul? < )
Vuf? £ ——

Ja que R > An, entao fBT(p) u(R—An)do > 0, para cada r > 0, onde do denota o elemento
de volume Riemanniano. Se, para todo r > 0, tivermos fBr(p) u(R — An)do = 0, entao
R = Xn em M", uma vez que u > 0. Segue de (89) que (M™, g) é de Einstein. Por outro
lado, Case, em (CASE, 2010), descreve completamente todas as estruturas de métricas
quasi-Einstein que sao de Einstein. Em particular, nao existe variedade Riemanniana
de Einstein com estrutura de métrica quasi-Einstein expansiva, com funcao potencial
satisfazendo —oo < f. Assim, existe 1o > 0 tal que mCy := fBTO(p) u(R — An)do > 0, dali,
usando novamente o fato que R > An e , segue que, para todo r > rq,

mCy < / uw(R — An)do = m/ Audo
Br(p) B:(p)

=m @dn < / [Vuldn
o8, (p) N 9B, (p)
\e2k/m
m € Area(0B,(p)),

onde na tultima desigualdade usamos que g—z < |Vu| < \/%. Isto implica que, para
r Z To,
Area(0B,(r)) > ¢ >0,

para uma constante uniforme c. Integrando a desigualdade acima de ry a r, temos
Vol(By(r)) > c(r —ro) > c-r,

para todo r > 2r.

Novamente, usando o Teorema[6.1], podemos enunciar o Teoremal6.6)em termos
de um produto warped Einstein.
Teorema 6.7 Seja N = M" x,, F™ um produto warped Einstein com constante de Eins-
tein A < 0, funcao warped u < +oo e fibra de Finstein F™ com constante de FEinstein
1w < 0. Entao existem constantes uniformes ¢ > 0 e rg > 0 tais que, para qualquer r >

as bolas geodésicas da base satisfazem
Vol(B,.(p)) > cr.

Para finalizarmos esta secao, obteremos uma estimativa para o f-volume de

uma certa classe de métricas quasi-Einstein. Observe que, diferentemente das estimativas
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obtidas anteriormente, o préximo teorema abrange o caso m = 1, ou seja, as métricas

estaticas como frisamos na primeira secao deste capitulo.

Teorema 6.8 Se (M™, g,V f,\,m) é uma métrica quasi-FEinstein expansiva com =0 e

m € (0,00), entdo existe uma constante uniforme ¢ > 0 tal que, para todo r > 1

Vols(B,(p)) > ceV A
Demonstracgao. Usando o fato que u = 0 na igualdade , temos que
Ae™l = (=Af+ |Vf))e ™ = —Ame™7.
Integrando sobre B, (p), temos

—\m e = Ae~!
Br(p) By (p)

0
g R — e_f
/6&(;7) o)

gm/

e’ ,
OBy (p)

(91)

(92)

onde, na ultima igualdade, usamos que |%| < |Vf|] £ vV—Am (para uma prova deste fato,

veja (WANG] 2012)). Denotando

€)= Voly(By(r) = [ e

By (p)

segue de (92)) que

§'(r) = vV=Amg(r).

Integrando de 1 a r, concluimos que

para algum c > 0.

Alternativamente, podemos reescrever o Teorema em termos de produto

warped Einstein como segue.

Teorema 6.9 Seja N = M"™ x, F™ um produto warped Finstein com curvatura escalar

R negativa, funcdo warped uw = e~ 1/™ e fibra de Einstein F™ Ricci flat. Entdo existe uma

constante uniforme ¢ > 0, tal que, para todo r > 1 as bolas geodésicas da base satisfazem

R

Vol (B,(p)) > ceV mrm™"
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6.3 Um teorema de trivialidade de produto warped Einstein

A. L. Besse, em (BESSE, 2008) pag.265, questiona a existéncia de um produto

warped Einstein compacto. O autor escreveu:

“Does there exist a compact Einstein warped product with nonconstant warping

function?”
Como dito anteriormente, usando a teoria de métrica quasi-Einstein, em (KIM] 2003)), os
autores dao uma resposta parcial negativa. Mais precisamente eles provaram o seguinte
Teorema 6.10 Seja N = M"™ x,, F™ um produto warped Einstein com base compacta e
F™ de Einstein. Se N possui curvatura escalar nao positiva, entao o produto warped €,
na verdade um produto Riemanniano.
Além disso, no Teorema , J. Case, em (CASE, 2010), provou um teorema anéalogo sem
a hipétese de compacidade para o caso A > 0 e pu < 0.

Nesse sentido, combinando a teoria das métricas quasi-Einstein com o principio
do méximo fraco no infinito para o f-Laplaciano, provaremos um teorema de trivialidade
de produto warped Einstein, nao tratado em (KIM, |2003) e (CASEL 2010)), ou seja, pro-
duto warped Einstein com curvatura escalar negativa, base nao-compacta e fibra tendo
curvatura escalar negativa.

Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz o Principio do maximo fraco
no infinito para o f-Laplaciano, se dada uma funcao u : M — R de classe C? satisfazendo
sup,, u = u* < 400, existe uma sequéncia {x,} C M, tal que

1

u(zy,) >u — — e Agu(z,) <
n

I

S|

onde Ay =A—g(Vf, V).
Teorema 6.11 Seja N = M™ x, F™ um produto warped Finstein com constante de
FEinstein A < 0, fun¢ao warped u e fibra de Finstein F™ com constante de Einstein p < 0.

Se a funcao warped satisfaz
U< (93)

entao N € um produto Riemanniano.

Demonstracao. Pelo Teorema , podemos assumir que (M™, g,V f, A\, m) define uma
métrica quasi-Einstein expansiva com funcao potencial dada por f = —mlInu e p < 0.
Segue das estimativas do f-volume em (QIAN]1997) e do Teorema 9 em (PIGOLA, 2011))
aplicado a (M, g,V f,A\,m) a validade do Principio do méximo fraco no infinito para o
f-Laplaciano. Uma vez que, |V f]* < —Am veja (WANG, 2012) para a prova, podemos
aplicar o Principio do méximo fraco no infinito a fungao |V f|?. Desta forma, existe uma

sequéncia {x,} C M, tal que

1

Vi) 2 VIE=— e AV <

S|

Y
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onde |V f|? = sup,, [V f|? denota o sup da funcdo |V f|%. Somando —1g(Vf,V|Vw|?) na

formula de Bochner
%A|Vw|2 = |Hessw|* + Ric(Vw, Vw) + g(Vw, VAw),
temos que
%Af|Vw|2 = |Hessw|*+Ric(Vw, Vw)+Hess f(Vw, Vw)—Vw(g(V f, Vw))+g(Vw, VAw),
onde acima usamos que

Hessf(Vw,Vw) = ¢(VvoVf, Vw)
= Vw(g(Vf,Vw)) — g(Vf,Vy,Vw)
= Vu(g(Vf,Vu) - 59(V/, VIVul)

Dai, segue a versao ponderada da férmula de Bochner
%Af]Vw\z = |Hessw|* + Ric(Vw, Vw) + Hessf(Vw, Vw) + g(Vw, VA jw).
Substituindo as iguadades e , na férmula de Bochner ponderada
%Af|Vf|2 = |Hessf|* + Ric(Vf,Vf)+ Hessf(Vf,Vf)+g(Vf, VA f),
temos que

1 1
SAVIE 2 NV + (V]! — 2|V [
1
= (A =2+ VPV

1
> —|Vf‘47
m
onde usamos que u < 27“ na ultima desigualdade. Portanto, nos pontos z,

1 1 1 /———  1\2
— > - 2> - 2 _
o= 2 AV = — (VP -~ )

n

fazendo n — oo, segue que |V f|2 = 0, donde f é constante.
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7 CONCLUSAO

Nesta tese abordamos uma classe de métricas tipo Einstein, a saber sélitons
de Ricci, quase solitons de Ricci e métricas quasi-Einstein. Primeiramente obtemos dois
resultados sobre compacidade de sélitons de Ricci gradiente, supondo que o quadrado
da norma do campo que define tal séliton é integravel e a derivada da funcao curvatura
escalar na direcao do gradiente da funcao potencial é nao negativa, ou uma certa limitagao
inferior da funcao potencial.

Em seguida, provamos algumas férmulas integrais para quase soliton de Ricci
compacto, que nos permitiram provar que todo quase séliton de Ricci compacto com
curvatura escalar constante é gradiente. Além disso, mostramos que todo quase séliton
de Ricci gradiente localmente conformemente plano é isométrico a esfera euclidiana, desde
que satisfaga uma certa condigao integral.

Finalmente, mostramos que as bolas geodésicas de métricas quasi-Einstein
estaveis nao compactas tem crescimento no minimo linear. Além disso, usamos métrica
quasi-Einstein, para provarmos um teorema de trivialidade para uma certa classe de
produto warped Einstein, sob uma hipdtese que envolve a funcao warped e as constantes

de Einstein do produto warped e da fibra.
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