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Resumo

Nas ultimas décadas, a dinamica de pacotes de ondas tem sido objeto de varios es-
tudos tedricos e experimentais em diversos tipos de sistemas, tais como semicondutores,
supercondutores, solidos cristalinos e dtomos frios. Com a descoberta do grafeno, surge
agora um novo sistema para a comunidade cientifica investigar a evolucao temporal de
pacotes de onda e a possibilidade de observar-se o fenomeno zitterbewegung (ZBW), um
movimento trémulo previsto teoricamente por Schrodinger para pacotes de onda descre-
vendo particulas que obedecem & equacao de Dirac, como é o caso de elétrons de baixa
energia neste material.

Neste trabalho, apresentamos uma descricao detalhada da dinamica de particulas car-
regadas descritas por um pacote de onda Gaussiano em monocamada e bicamada de
grafeno de forma analitica. Primeiramente, obtivemos analiticamente um Hamiltoniano
aproximado 2 X 2 para uma monocamada de grafeno, generalizando-o, em seguida, para o
caso de n-camadas com empilhamento ABC'. A partir deste Hamiltoniano, encontramos
as funcoes de onda para as sub-redes A e B. Uma vez conhecidas as fun¢oes de onda,
determinamos a densidade de probabilidade eletronica e o valor médio das coordenadas
do centro de massa com o objetivo de verificar o comportamento da propagacao do pacote
de onda, bem como as oscilagoes devido ao fenémeno ZBW. Foram analisados diferentes
casos de polarizagao inicial de pseudo-spin, relacionados a diferentes amplitudes de pro-
babilidade das func¢oes de onda das sub-redes A e B que compoem as camadas do grafeno.
Por fim, comparamos os resultados obtidos analiticamente com um método computacio-
nal tight-binding, encontrando um casamento perfeito entre os resultados para o caso da

monocamada.

Palavras-chave: Grafeno, Zitterbewegung, Pacote de onda, Pseudospin, Fisica da meté-

ria condensada.



Abstract

In the last few decades, the dynamics of wave packets has been subject of many
theoretical and experimental studies in various types of systems such as semiconductors,
superconductors, crystalline solids and cold atoms. With the discovery of graphene, now
comes a new system for the scientific community to investigate the temporal evolution of
wave packets and possibly observe the zitterbewegung phenomenon (ZBW), a trembling
motion theoretically predicted by Schrodinger for wave packets describing particles that
obey the Dirac equation, as is the case of low energy electrons in this material.

In this work, we present an analytical detailed description of the dynamics of charged
particles described by a Gaussian wave packet in monolayer and bilayer graphene. First,
we have obtained an approximate 2 x 2 Hamiltonian for a monolayer of graphene, genera-
lizing it then for the case of n-ABC stacking layers. From this Hamiltonian, we find the
wave functions for the sub-lattices A and B that compose graphene’s honeycomb lattice.
Once the wave functions are known, we determine the electron probability density and
the average value of the center of mass coordinates in order to verify the behavior and
spreading of the wave packet in real space, as well as variations due to ZBW phenomenon.
We analyzed different cases of initial pseudo spin-polarization, related to different ampli-
tudes of the probability density in sub-lattices A and B. Finally, we compare the results
obtained analytically with those from a computational tight-binding method, observing

a perfect agreement between the results for the monolayer case.

Palavras-chave: Graphene, Zitterbewegung,Wave Pack, Pseudospin, Physics of conden-

sed matter.
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Introducao

1.1 Motivacoes para o estudo do grafeno

Em dezembro de 1959, o fisico Richard Feynman' proferiu uma palestra no Instituto
de Tecnologia da Califérnia que viria a ser considerada o marco inicial da nanotecnologia?,
embora nao tenha utilizado este termo durante o encontro. Em sua palestra, intitulada
There’s Plenty of Room at the Botton®, Feynman sugeriu que os dtomos poderiam ser
manipulados e organizados individualmente, conforme necessidade, dando origem a novos
materiais com propriedades inteiramente diferentes daquelas existentes [1].

A nanotecnologia, de forma simples e direta, pode ser compreendida como sendo o
estudo da matéria em uma escala atomica e molecular, com capacidade de criar novos
objetos uteis utilizando-se técnicas e ferramentas especificas. O desenvolvimento da na-
notecnologia deu um passo muito importante em 1981, quando Gerd Binning e Heinrich
Roher, do laboratorio da IBM em Zurique, desenvolveram o microscopio eletronico de
varredura por tunelamento (scanning tunneling microscope - STM), permitindo manipu-
lagoes nanométricas. Tal feito rendeu a G. Binning e H. Rober, juntamente com Ernst
Ruska, o prémio Nobel em fisica de 1986. Com o passar dos anos, outros microscopios
foram sendo desenvolvidos, tais como: microscopio de varredura por sonda (SPM), de
campo proximo (NFM) e de forga atomica (AFM).

Em 1985, um grupo de pesquisadores descobriu uma série de compostos inteiramente
feitos de carbono: os fulerenos [2]. O sonho de Feynman, comegava a se tornar realidade.
Isso porque os atomos de carbono do fulereno possuem hibridizacao sp?, tornando-os molé-
culas mais reativas do que os sistemas aroméaticos comuns. Isso permite a adi¢ao de grupos
funcionais aos fulerenos, dando origem a novas estruturas (fulerenos funcionalizados).

A descoberta dos fulerenos deixou a comunidade cientifica entusiasmada, de forma que

'Richard Philips Feynman (Nova lorque, 11 de maio de 1918 — Los Angeles, 15 de fevereiro de 1988)
foi um renomado fisico norte-americano do Séc. XX, um dos pioneiros da eletrodindmica quantica e Nobel

de Fisica de 1965.
20 termo nanotecnologia foi cunhado pela primeira vez por Norio Taniguchi em 1959, para descrever

as tecnologias que permitiam a construcao de materiais a uma escala de 1nm.
3Em traducdo livre: H4 muito espaco no fundo.
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em 1991 Sumio Iijima descobriu e caracterizou pela primeira vez os nanotubos de carbono
[3], estruturas com dimensionalidades 1D e com caracteristicas unicas. Até entao, ja se
conhecia estruturas exclusivamente de carbono com dimensionalidades 0D (Fulerenos)
e 3D (Grafite e Diamante). Durante muito tempo, acreditou-se que nao era viavel a
existéncia de um material com dimensionalidade 2D. Segundo Rudolf E. Peierls [4] e
Lev D. Landau [5], cristais estritamente bidimensionais (2D) eram termodinamicamente

instéveis e nao poderiam existir.
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Figura 1.1: (a) Numero de patentes, (b) publica¢gbes mundiais de 2000 a 2014 e (c)
publicagoes das principais Universidades brasileiras (até Julho de 2013) sobre grafeno.
Adaptado das referéncias [9] e [10].

Porém, em 5 de Outubro de 2010, Konstantin Novoselov e Andre Geim* viriam a
ganhar o Prémio Nobel de Fisica pelo estudo pioneiro das propriedades eletronicas do
grafeno (estruturas bidimensionais-2D, em forma de favo de mel, ou, simplesmente, uma

monocamada de grafite) [7]. Usando uma técnica experimental conhecida como clivagem

4Andre Geim, foi o primeiro cientista a ganhar o prémio IgNobel [6], concedido a descobertas mais

estranhas do ano, e o Nobel.
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micromecénica, Novoselov e Geim, juntamente com o seu grupo, conseguiram obter uma
tnica camada de grafite. Teoricamente, tudo comecou em 1947 quando o fisico canadense
Philip Richard Wallace (1915-2006) estudou a estrutura de bandas do grafite [§8]. A
importancia deste material se da pelo fato do grafeno possuir propriedades eletronicas,
mecanicas, 6pticas, térmicas e quimicas tnicas, tornando-o extremamente promissor para
aplicagoes industriais.

Desde a descoberta do grafeno em 2004, ouve um aumento significativo no ntimero de
patentes e publicagoes relacionadas ao grafeno. Para se ter ideia, do ano de 2000 até 2014 o
ntmero de patentes atingiu uma marca de aproximadamente 1400 patentes, como mostra a
Fig. 1.1(a) [9]. O namero de publica¢oes pela comunidade cientifica mundial sobre grafeno
também disparou desde sua descoberta, como mostra a Fig. 1.1(b). Nacionalmente, a
Universidade Federal do Ceara é a segunda que mais publica artigos com o tema grafeno,

como podemos ver na Fig. 1.1(c) [10].

1.2 DinAnamica de pacote de onda em grafeno e Zit-

terbewegung

Nas ultimas décadas, o estudo da dindmica de pacotes de ondas, bem como a cons-
tatagao do fenénemo zitterbewegung (ou simplesmente movimento trémulo, traduzido do
alemao e abreviado por ZBW), tem sido objeto de varios estudos tedricos e experimen-
tais em diversos tipos de sistemas, tais como semicondutores, supercondutores, gas de
elétrons, e atomos frios [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

O zitterbewegung foi descrito pela primeira vez em 1930 por Erwin Schrodinger [18].
Schrodinger utilizou a equagao de Dirac para estudar elétrons relativisticos no vacuo e
percebeu que os operadores de spin (&) correspondentes a componente da velocidade nao
comutavam com o Hamiltoniano. Como consequéncia, a velocidade do elétron nao era uma
constante do movimento, o que leva a crer que se tratasse de um fendmeno de natureza
quantica, uma vez que violava a primeira lei de Newton da mecanica classica®. Schrodinger
calculou a velocidade e a posic¢ao do elétron no vacuo como fun¢ao do tempo e conclui que,
além do seu movimento classico, estas particulas tinham oscilagoes muito rapidas que ele
chamou de zitterbewegung . A frequancia de oscilagio (hw, ~ 2mgc? ~ 1 MeV) prevista
por Schrodinger é determinada pelo gap devido a interferéncia entre os estados de energia
positiva e negativa que compoe o pacote de onda inicial e a amplitude de oscilacao é da
ordem do comprimento de Compton (A, = ii/mgc ~ 3.86 x 1073 A). Caso o leitor queira
saber mais detalhes sobre este fendmeno, favor consultar o artigo de revisao dado pela

referéncia [19].

5Talvez o leitor conclua que por se tratar de um estudo da dindmica de elétrons, era de se esperar
que o ZBW fosse de natureza quantica. Porém, nao podemos esquecer que a Mecanica Quantica era
novidade naquela época, uma vez que a equagao de Schrédinger foi publicada em 1926 e a de Dirac em
1928 [20, 21].
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Com a descoberta do grafeno, surge agora um novo sistema para a comunicadade
cientifica investigar a evolucao da dinamica de pacote de onda e a presenca do fendémeno
ZBW, uma vez que, como veremos no capitulo 3, os elétrons no grafeno se comportam
como particulas quase relativisticas sem massa que sao regidas pela equacao de Dirac.
Inspirados por essa tendéncia, no ano de 2008 e 2010, respectivamente, Maksimova et
al. e Chaves A. et al, investigaram a dinamica de particulas carregadas descritas por um
pacote de onda gaussiano em monocamada de grafeno de forma analitica e computacional
[22, 23]. Como estudos anédlogos ao citado anteriormente ainda ndo foram desenvolvidos
para mais de uma camada de grafeno, torna-se entao interessante estudar a dinamica de
pacote de onda, a fim de verificar como se da a evolugao do mesmo quando se tem mais

de uma camada, bem como verificar a existéncia do ZBW.

1.3 Organizacao da dissertacao

Neste trabalho, estudamos a propagacao de pacote de onda em monocamada e bica-
mada de grafeno (BLG, do ingés bilayer graphene) de forma analitica e computacional.

Para realizar este estudo, dividimos nosso trabalho em seis partes:

e No capitulo 2 fizemos uma discussao das formas de hibridizagao do atomo de car-
bono, bem como os seus alétropos. Em seguida apresentamos as técnicas de obten-
¢ao do grafeno, as caracteristicas deste material tao interessante e suas principais

aplicacgoes;

e Em seguida, no capitulo 3, comecamos descrevendo a estrutura cristalina do grafeno
para explorar as suas propriedades eletronicas e obter o Hamiltoniano a partir do
modelo tight-binding. Ainda neste mesmo capitulo, mostramos como o Hamiltoniano
para a bicamada de grafeno pode ser obtido, mostrando-o em seguida para o caso

em que temos n-camadas de grafeno com emplilhamento ABC ou do tipo Bernal,

e No capitulo 4, desenvolvemos o modelo tedrico utilizado nesta dissertacao. Fize-
mos uma descrigao detalhada da evolugao do pacote de onda em monocamada e
bicamada de grafeno, estudando também, o fenomeno ZBW do centro do pacote de
onda. Investigamos também como a polirazacao inicial do pseudo-spin influencia
nas caracteristicas da dinamica dos portadores de carga. Todos os resultados ana-
liticos foram comparados com o modelo computacional utilizando o Hamiltoniano

tight-binding;

e No capitulo seguinte, foram mostrados todos os resultados calculados no capitulo.
4;

e Por fim, no capitulo 6, tivemos as conlusoes e perspectiva.



Carbono: do grafite ao grafeno.

Neste capitulo, mostraremos as formas de hibridizagao que o atomo de carbono pode
assumir e os seus principais alotropos, dentre eles o grafeno, objeto de estudo desta
dissertacao. Em seguida, iremos mostrar as principais técnicas de obtencao, caracteristicas

e aplicacoes do grafeno.

2.1 O atomo de carbono

O carbono, nome dado por Lavoisier em 1789, deriva do latim carbone, que significa
carvao, ¢ um elemento quimico cujo simbolo é C, possui namero atomico 6 (6 protons
e 6 elétrons), massa de 12 u e é solido a temperatura ambiente. Na tabela periddica,
esté situado no segundo periodo da familia 4A, ficando entre os metais e os nao-metais,
Fig. 2.1. O carbono ¢é responsével pela existéncia de uma enorme variedade de compostos
organicos e inorganicos. Devido a sua estrutura atomica o carbono pode se unir de diversas
formas, originando outras substancias exclusivamente formadas por carbono, chamados

de alétropos.

1A 8A

1| H {24 3A 4A 5A 6A 7A|He
2| Li|Be|B|C|N|O|F |Ne

Metais Nao-metais

Figura 2.1: Tlustragao da posi¢ao do atomo de carbono (C) na tabela periddica.

O atomo de carbono, por possuir seis elétrons, tem sua configuracao para o estado de
menor energia, chamado também de estado fundamental, dado por 15%2522p?. Os elétrons
em um atomo podem ser divididos em elétrons de valéncia e elétrons das camadas internas.
Os elétrons de valéncia sao os elétrons das camadas mais externas e sao os responsaveis
pelas propriedades quimicas do atomo, pois ¢ devido a perda, ganho ou rearranjo destes

que determinam as reacoes quimicas. Os elétrons restantes, das camadas mais internas,
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Figura 2.2: Configuracao eletronica para o estado fundamental e excitado do dtomo de
carbono. Adaptado da Ref. [24].
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nao contribuem para as reagoes quimicas [25]. Desta forma, os dois elétrons do orbital
252 do 4tomo de carbono e os quatro tltimos elétrons, que ocupam os orbitais 2s, 2p, e
2py, sao os elétrons de valéncia. Quando comparada com a energia de ligacao quimica, a
diferenga de energia entre o nivel superior 2p e inferior 2s é pequena. Com isso, as fungoes
de onda dos quatro ultimos elétrons podem se misturar umas com as outras mudando a
ocupagao dos orbitais 2s e 2p originando orbitais hibridos' [26]. Esses orbitais hibridos
podem ser do tipo o ou w. A ligacao o é formada devido & sobreposi¢ao de dois orbitais
atomicos hibridos. Uma ligagao sigma ¢ cilindricamente simétrica, ou seja, os elétrons na
ligagao sao simetricamente distribuidos ao redor de uma linha imaginaria conectando os
centros dos dtomos unidos pela ligacao. Por outro lado, a ligagao m se deve a sobreposicao

de dois orbitais p lado a lado.

1O conceito de orbitais combinantes, chamado hibridizacdo de orbitais, foi proposto pela primeira vez
por Linus Pauling (1901-1994) em 1931.
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2.1.1 Hibridizacao sp

Neste tipo de hibridizacao, um elétron da camada 2s e outro da camada 2p do carbono
sao hibridizados para formar dois orbitais sp, equivalentes entre si, Fig. 2.2(a). Os orbitais
restantes (2p) nao sao hibridizados e ficam em posigoes perpendiculares entre si e aos
orbitais sp. Por outro lado, os dois orbitais hibridizados estao situados sobre a mesma
reta e opostos entre si, para minimizar a repulsao eletronica, formando um angulo de 180°
em relagdo de um a outro (ver painel (a) na Tab. 2.1). Dai o motivo para que a geometria
da hibridizacdo sp seja denominada linear, painel (b) da Tab. 2.1.

Podemos utilizar o etino (HC==CH), conhecido também como acetileno, para ilus-
trar este tipo de hibridizagao, painel (c) e (d) da Tab. 2.1. Os orbitais moleculares hibridos
do etino sao formados da seguinte forma: (i) dois dtomos de carbono sobrepde os orbitais
sp para formar uma ligagao o,,_, entre eles (esta é somente uma ligagao da ligacao tripla,
C——C); (ii) os dois orbitais sp restante, um de cada atomo de carbono, sobrepde-se ao
orbitais s dos atomos de hidrogénio para formar duas ligagoes o (C——H); (iii) os dois
orbitais p de cada atomo de carbono se unem lateralmente para formar duas ligagoes
(estas sao as outras duas ligagdes da ligacao tripla); essas duas ligagdes m, que determinam
dois planos nodais que passam pelos dois ntucleos, faz com que o etino possua simetria
circular ao longo da ligacao tripla, consequentemente, ocorrendo a rotagao, nenhum novo
composto seria formado. O painel (¢) da Tab. 2.1 mostra a configuragao final depois

dessas trés etapas.

2.1.2 Hibridizacao sp?

Na hibridizacao sp?, trés elétrons da camada de valéncia do carbono (camadas 2s e 2p),
conforme a Fig. 2.2(b), se rearranjam, dando origem a trés orbitais hibridos denominados
sp?. Estes orbitais hibridos sao equivalentes entre si, situam-se no mesmo plano e estao
separados entre si por um angulo de 120°, daf o nome trigonal planar para a geometria
de hibridizacdo sp?, (ver painéis (e) e (f) da Tab. 2.1). O elétron restante permanece no
orbital p e fica em posicao perpendicular ao plano dos trés orbitais hibridos.

No modelo para o eteno (HoC=—=CH,), cuja estrutura molecular é ilustrada no painel
(g) da Tab. 2.1, os orbitais moleculares hibridos sdo formados da seguinte maneira: (i)
um orbital sp? de cada dtomo de carbono sobrepoe-se um ao outro formando um orbital
molecular oy, g2 (C==C); (ii) os demais orbitais sp® dos atomos de carbono se sobre-
poe com os orbitais 1s dos dtomos de hidrogénio formando ligacoes 05,2 (C——H); (iii)
os dois elétrons restantes estao localizados nos orbitais p de cada atomo de carbono de
forma que a sobreposicao lateral destes dois orbitais resulta em uma ligacao 7; o orbital
7 se assemelha a um nuvem eletronica, situada em uma regiao acima e abaixo do plano
determinado pelas ligagdes dupla. O painel (g) da Tab. 2.1 mostra a configuracdo final
depois dessas trés etapas.

Diferentemente do etino, a ligacdo dupla C=—=C no etano nao possui simetria de
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rotacao com relacao ao eixo que une os dois atomos de carbono. Pois, como a sobreposi¢ao
serd maxima entre os orbitais p de uma ligacao m ocorre exatamente quando os eixos dos

orbitais p estao paralelos, girar o carbono de ligagao dupla a 90° quebra a ligagao .

2.1.3 Hibridizacao sp?

Por fim, a hibridizacao sp® ocorre quando um elétron da camada 2s e trés da camada
2p do atomo de carbono se rearrumam originando quatro orbitais hibridos sp3, como
mostra a Fig. 2.2(c). Esses quatro orbitais hibridos sdo equivalentes entre si e orientados
para os vértices de um tetraedro, dai a origem do nome da geometria da hibridizagao
sp®, ver painéis (i) e (j) da Tab. 2.1. Os orbitais hibridizados atraem os orbitais s dos
hidrogénios até formarem os orbitais moleculares o,_g,s(C——H).

O etano (H3C——CHj), pode ser utilizado como exemplo para ilustrar este tipo de
hibridizacéo, painéis (1) e (m) da Tab. 2.1. A formacado dos orbitais atomicos ocorre
da seguinte maneira: (i) primeiro, temos a formacgao da ligacdo o4 g3 entre o atomo
de carbono e o atomo de hidrogénio, descritos anteriormente; (i) ocorre a sobreposigao
frontal dos orbitais sp® dos dois carbonos, formando uma ligagao ogs_3. A configuragao
final descrita anteriormente pode ser visualizada no painel (1) da Tab. 2.1.

Como a ligacdo ogys_s3 possul simetria cilindrica ao longo do eixo de ligagado (ou
simetria de rotagao, desde que o eixo central que une os dois d&tomos de carbono seja
utilizado como referéncia), a rotagdo da ligagdo simples normalmente nao requer grande
quantidade de energia. Logo, grupos unidos por ligagoes simples giram relativamente

livres em relagao um com o outro.

2.2 Formas alotrépicas do carbono

Devido as formas de hibridizagao do atomo de carbono, uma série de outros compostos
formados exclusivamente por carbono podem ser obtidos (encontrados na natureza ou
sintetizados em laboratorio). A Tab. 2.2 classifica o cinco al6tropos que iremos descrever
mais adiante de acordo com a sua dimensionalidade, trazendo ainda informacoes acerca

da hibridizacao, densidade, comprimento da ligagao e propriedades eletronicas [24, 30].

2.2.1 O grafite e o diamante

Os dois alotropos do carbono mais estaveis e conhecidos sao o grafite e o diamante,
cujas estruturas cristalinas estao ilustradas nas Fig. 2.3(a) e Fig. 2.3(b), respectivamente.
O grafite cristaliza-se no sistema hexagonal regular com simetria rombica, composto por
diversas camadas de atomos com simetria sp®>. E devido a esta forma de hibridizacdo que
o grafite conduz eletricidade. Outra caracteristica que vale a pena ressaltar, é o fato do

grafite possuir ligagoes do tipo 7w entre os planos paralelos. Como a interagao planar é
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Tabela 2.2: Alotropos do carbono em termos de sua dimensionalidade, bem como algumas

caracteristicas dos mesmos. Como a condutividade elétrica no grafite depende da posicao,

entao “*” indica a dire¢do “a” e “**” indica a dire¢ao “c”. Adaptado da referéncia [24, 30].
Fulereno Grafite:
C., Nanotubo Grafeno Diamante
2 2 2 2 3
Sp Sp Sp Sp ;sp
1.72 1.20 2.26 ~2,1;3.52
Flexivel; Flexivel; Elast Flexivel e
Elastico Elastico astico Nao-elastico; N/a
10" Depende da ~2.000 ~2.5x10" e 6
estrutura N/a

fraca, é possivel isolar uma tinica camada do grafite, obtendo-se um dos mais promissores
materiais dos tltimos anos: o grafeno.

Diferentemente do grafite, o diamante possui orbitais hibridos do tipo sp3. A estrutura
cristalina do diamante é constituida por uma rede de Bravais do tipo cubica de face
centrada (CFC) e uma base com dois atomos idénticos, um na origem e outro a 1/4 da
diagonal do cubo [31]. Perceba ainda que cada atomo fica no centro de um tetraedro
formado por quatro vizinhos mais proximos, tipico da hibridizacao sp®. Na escala de
Mohs? o diamante é o material mais duro possuindo valor igual & 10, em uma escala que

vaira de 0 a 10.

Figura 2.3: Estrutura cristalina do (a) grafite e do (b) diamante.

2A escala de Mohs quantifica a dureza dos minerais, isto ¢, a resisténcia que um determinado mineral
oferece ao risco, ou seja, a retirada de particulas da sua superficie. O diamante risca o vidro, portanto,
é mais duro que o vidro. Esta escala foi criada em 1812 pelo mineralogista alemao Friedrich Vilar Mohs

com dez minerais de diferentes durezas existentes na crosta terrestre.
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2.2.2 Fulerenos

Em 1985 Harold. W. Kroto, Robert F. Curl e Richard E. Smalley, obtiveram uma série
de estruturas quimicas formadas exclusivamente por carbonos, que viria a ser denomina-
das de fulerenos. De acordo com a literatura, Kroto e sua equipe buscavam compreender
os mecanismos para a formagao de longas cadeias de carbono observadas no espaco interes-
telar. O experimento consistia na vaporizagao de discos de grafite em rotagao irradiando
pontualmente laser de alta energia, em uma atmosfera de hélio, a uma temperatura aproxi-
madamente de 10%°° C. As amostras obtidas eram analisadas utilizando-se espectrometria
de massa, permitindo a detecgao de aglomerados de carbono com quantidade variada de
atomos. Porém, a estrutura mais estével do fulereno é constituida por 60 &dtomos de
carbono(Cl).

Devido a essas amostras de carbono possuirem forma geométrica semelhantes a de uma
cipula geodésica (Fig. 2.4), esses aglomerados de carbono foram rotulados de fulerenos,
homenageando um dos maiores arquitetos do XX, o norte-americano Buckminster Fuller?,
mentor das cupulas geodésicas [32]. Essa foi a primeira nova forma al6tropa do carbono
a ser descoberta do século XX. Tal feito rendeu a H. W. Kroto, R, Curl e R. Smalley o
Prémio Nobel de Quimica de 1996.

a)

Figura 2.4: (a) Fulereno Cgp, (b) ctipula geodésica e (c¢) projeto do B. Fuller.

2.2.3 Nanotubos de carbono

A fronteira da fisica do carbono viria a ser expandida novamente em 1991, quando
Sumio Iijima descobriu os nanotubos de carbono (NC’s). Os NC’s sao formados de arran-
jos hexagonais de carbono que originam pequenos cilindros. Normalmente, possuem uma
faixa de didmetro de poucos angstrons a dezenas de nanémetros e podem ter comprimento
acima de vérios centimetros [33].

Estruturalmente, os NC’s podem ser vistos como uma folha de grafite enrolada na
forma cilindrica, com dois tipos distintos: os de paredes simples (NCPS’s) e os de paredes

multiplas (CNPM’s). Quando dois sitios cristalograficamente equivalentes coincidem em

3Richard Buckminster Fuller (1895 - 1983) - Foi um visionario, designer, arquiteto, inventor e escritor

estadunidense.
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uma rede de grafite enrolada, temos um NCPS. O vetor c , denominado chiral, define
a posicao relativa de dois sitios, sendo este definido por dois ntimeros inteiros (n,m) e
pelos vetores unitarios a, e as (C_” = na; + masy) da rede hexagonal. Os valores de (n, m)
determinam a classe do NCPS’s, que podem ser: armchair, quando n = m e ¢ = 30°,
zig-zag, n =m = 0 e o = 30° ou chiral, n Zm # 0 e 0 < p < 30°. A Fig. 2.5 ilustra as
geometrias dos NCPS’s e a formagao de nanotubos de carbono a partir de uma folha de
grafite [34].

a)

A= Pt

S YN/ 7
N FownYer \'9:4559 {
B3 Xk

i
ST R = =

Figura 2.5: Geometrias de NCPS’s: (a) armchair, (b) zig-zag, (c) chiral. A estrutura

esquemética de NC’s desenrolado é mostrada em (d).

2.2.4 Nanoespumas de carbono

Em 2002, uma equipe de fisicos da Grécia, Australia e Russia, liderados por Andrei
V. Rode, descobriram as nanoespumas de carbono [35, 36]. A nanoespuma de carbono é
considerada o quinto alétropo do carbono e possui carbonos com hibridizacao sp? e sp?.
Na Fig. 2.7, temos uma imagem utilizando microscopia eletrénica de transmissao (MET)
e microscopia eletronica de varredura (MEV) [37]. Esse novo material, ¢ um aglomerado
de carbonos interconectados de maneira aleatéria com diametros médios entre 6 e 9 nand-
metros, dispostos em uma estrutura em forma de teia. Dentre os s6lidos, possui a menor
densidade que se conhece (apenas dois miligramas por centimetro cibico), baixa condu-
tividade elétrica e é a primeira forma alotrépica do carbono a mostrar ferromagnetismo,

ainda que temporario, a temperatura ambiente.

2.2.5 Grafeno

A obtencao do grafeno, tltima forma alotropica do carbono, se deu em 2004. A Fig.
2.8 ilustra uma linha do tempo dos eventos desde sua preparacao até a sua caracterizacao,
feita por Geim, Novosolev e colaboradores em 2004 |7, 38]. A técnica utilizada pela equipe

dos cientistas citados é relativamente simples e consiste em utilizar um tipo especifico de
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fita adesiva, para separar camadas do grafite, até se obter apenas uma camada, como

mostra a Fig. 2.6.

a) c) b) d)
&
5 \
$ N\
Q\‘&
Substrato Substrato

Figura 2.6: Utilizacdo da técnica da clivagem micromecénica para produzir grafeno: (a)
coloca-se um tipo especial de fita adesiva em um cristal de grafite, (b) a fim de se obter
algumas camadas de grafeno. Em seguida (c¢) as camadas sdo pressionadas sobre um
substrato (SiO3) e ao remover a fita (d) algumas camadas ficam no substrato. Adaptado

da referéncia [38].

Figura 2.7: (a) Imagem utilizando micrografia eletronica de transmissdo (MET) e (b)

microscopia eletronica de varredura (MEV). Adaptado da referéncia [37].

O uso de colas de origem animal ou vegetal para unir interfaces remonta a pré-historia.
Na Grécia Antiga, o fendmeno de adesao que permite que lagartixas se fixem e locomovam
em tetos e paredes, com velocidade, despertou a atencao de Aristoteles. Somente com
o auxilio da Microscopia Eletronica foi possivel desvendar o fenémeno fisico por tras
da enorme capacidade de aderéncia dos pés das lagartixas: a sola da pata da lagartixa é
constituida de “pélos” micrométricos que aderem as superficies por ligagdes nao direcionais
do tipo van der Waals-London (Fig. 2.9). Se considerarmos apenas um pélo, a forga
suportada por este serd pequena (10~7 N), por outro lado, milhdes desses pélos produzem
uma adesao da ordem 10 N/cm? em decorréncia de forgas do tipo van der Waals-London
[39]. Geim e sua esposa Irina V. Grigorieva, Novoselov, S. V. Dubonos, A. A. Zhukov e
S. Yu. Shapoval desenvolveram em 2003 micréfitas biomiméticas que faziam o papel dos
pés das lagartixas [40]|. Esse foi, sem duvida, um dos principais passos dado pela equipe

de pesquisadores em busca da monocamada de grafeno.
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Tum
v

Superficie
100 nn
1 nm

Figura 2.9: Tustragao da adesao dos pélos ceratinados das lagartixas: (a) sola da pata da
lagartixa, (b) laminas das pontas das patas com um zoom ilustrando as lamélas e os pelos
micrométricos, (¢,d) pélos micrométricos tocando a superficie e (e) ilustragao da forga de

van der Waals-London. Adaptado da referéncia [42].

Geim e sua equipe, esfoliaram camadas de um cristal de grafite com a fita adesiva, con-
seguindo obter flocos formado de algumas camadas de grafite e em seguida as depositaram
sobre um substrato de oxido de silicio (SiO2) com espessura de 315 nm. Sabe-se que nao
é possivel visualizar filmes de grafite com espessuras inferiores a 50 nm, pois os mesmos
ficam transparentes. Porém, devido a uma adi¢ao no caminho 6tico, camadas de diferen-
tes espessuras produzem diferentes padroes de interferéncia sobre o substrato de SiOs,
definindo a regiao onde a monocamada podera ser encontrada utilizando microscopia de
forca atomica. No entanto, nao era possivel observar mudancas no padrao de interferéncia
para filmes com espessuras aproximadamentes iguais a 1,5 nm, separando os filmes em
duas classes: grafeno de poucas camadas (FLG) e grafeno de muitas camadas (MLG).
Por fim, a equipe de Geim e Novoselov utilizou microscopia eletronica de varredura para
identificar a monocamada a partir de amostras contendo FLG [7]. Uma adaptacao das
imagens obtidas pelo grupo de pesquisadores estao ilustradas na Fig. 2.10.

Uma vez que os pesquisadores conseguiram obter o grafeno utilizando esfoliagao me-
canica, o mesmo passou a ser obtido por cientistas do mundo todo utilizando diferentes

técnicas experimentais ja conhecidas pela comunidade cientifica. Na secao seguinte, ire-
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Figura 2.10: Filmes de grafeno: (a) fotografia de uma multicamada de grafeno relativa-
mente grande com espessura ~ 3 nm sobre SiOs, (b) imagem de AFM de uma area de
4 pm? proximo da sua borda (SiOp na cor marrom e a cor laranja est4 3 nm acima do

SiO2) e (c¢) imagem do grafeno obtida por AFM. Adaptado da referéncia [7].

mos descrever um pouco sobre os métodos mais comuns de obtengao do grafeno.

2.3 Técnicas de obtencao do grafeno

O fator mais importante para que qualquer produto seja comercialmente vidvel para
que seja produzido em larga escala é o seu custo de produgao bem como a qualidade do
produto que se deseja obter. Para o grafeno, o método adotado para que o mesmo seja
produzido desempenha um papel fundamental nas propriedades do produto final.

Nesta secao, iremos falar de alguns aspectos quantitativos de alguns métodos de pro-

dugao do grafeno, incluindo o processo utilizado por Geim et. al [7].

2.3.1 Esfoliacao mecéanica

A esfoliagao mecénica, conhecida também como clivagem micromecanica (abreviado
por MC, acronimo de Mechanical Cleveage), ¢ um método que ja é utilizado a décadas
por cientistas da area de cristalografia [45, 46]. No ano de 1999, este método foi apli-
cado ao grafite onde cientistas conseguiram obter algumas camadas de grafeno que foram
comprovadas através de SEM e AFM [47].

Como ja descrevemos anteriormente, a MC é um método simples, que consiste em
utilizar uma fita adesiva para ir reduzindo o nimero de camadas do grafite, utilizando
o oxido de silicio (Si) como substrato, Fig. 2.11(e). Apesar desta técnica ser inviavel
para aplicacao em larga escala, ainda é o método para obter o grafeno com o melhor
nivel de qualidade, sendo bastante utilizado para estudos fundamentais e em protétipos
tecnologicos. A Fig. 2.11(a) mostra um grafico que classifica este método de acordo com

a qualidade do grafeno obtido, custo, escalabilidade, pureza e producao.
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Esfoliagdo mecanica Esf. em fase liquida Esfoliagdo mecanica

g) h) Face-Si

c) G d) G
(0001)
: - L
T Y T Y amsic
Y C Y C ey
ey
(OOOT)G o
Face-C
P S P S

Gas de hidrocar-
v ¢ bonetos

‘S“b‘llzizo

Deposi¢ao quimica na
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Sublimagao de carbetos

Sublimagao de carbetos

Figura 2.11: Formas mais comuns de producao do grafeno. Do lado esquerdo, temos um
grafico que avalia a qualidade do grafeno (G), custo (C; valores menores correspondem a
maiores custos de produ¢ao), escalabilidade (S), pureza (P) e produgao (Y) para quatro
métodos de producao do grafeno. No lado direito temos um esquema para cada tipo de

producao. Adaptado das referéncias [43] e [44].

2.3.2 Esfoliacao em fase liquida

A esfoliagao em fase liquida (ou LPE, acronimo de Liquid Phase Exfoliation) é uma
outra técnica de obtencao do grafeno. Consiste em esfoliar o grafite em solugoes que
podem ser aquosas ou nao [48, 49, 50, 51, 52, 53|. Primeiramente, coloca-se o grafite na
solucao para reduzir a for¢ca de van der Waals de atracao entre as camadas de grafeno.
Em seguida, utiliza-se ondas ultrassonica ou campo elétrico para contribuir no processo
de esfoliacao do grafite [54].

Infelizmente esta técnica acaba deixando uma quantidade de grafite que nao foi esfo-
liado, de forma que esse excesso precisa ser removido posteriormente [55]. No entanto,
devido a alta escalabilidade e baixo custo, acabam fazendo com que esta técnica seja
adequada para a producao do grafeno em larga escala [56]. A Fig. 2.11(g) e Fig. 2.11(b)

ilustram o processo de obtencao e os dados relativos a esta técnica, respectivamente.

2.3.3 Deposicao quimica na fase vapor

Neste método, abreviado por CVD, do inglés chemical vapour deposition, utiliza-se um
substrato de silicio com uma camada de metal (normalmente utiliza-se cobre ou niquel
devido a baixa solubilidade do carbono) [57, 58, 59]. Utiliza-se um gés de hidrocarbonetos

(metano) em atmosfera de hidrogénio. Com o aumento da temperatura, ocorre a quebra



2.4. CARACTERISTICAS DO GRAFENO 40

da molécula de metano e o carbono é aderido ao substrato, formando o grafeno, como
ilustrado na Fig. 2.11(f). Em seguida, o grafeno é transferido para um substrato de 6xido
de silicio.

O resultado final é um grafeno de alta qualidade e puro. Apesar se de ser viavel a
produgao em larga escala, o custo desta técnica é alto. A Fig. 2.11(c) mostra alguns dados

qualitativos a respeito desta forma de producao do grafeno.

2.3.4 Sublimacao de carbetos

A producao de grafite a partir de SiC foi relatada em 1896 por Acheson para aplicagoes
em lubrificantes [60]. E comum encontrar na literatura o termo “crescimento epitaxial”
para este método [61].

A sublimacao de carbetos consiste em utilizar algum carbeto, normalmente utiliza-
se carbeto de silicio (SiC), onde este material é tratado termicamente em vacuo ou em
atmosfera inerte para que ocorra a sublimagao do material ligado ao carbono dando origem
ao grafeno, como ilustra a Fig. 2.11(h) [62, 63, 64]. O crescimento pode ser feito tanto
na face carbono quanto na face silicio. A vantagem desta técnica consiste em nao haver
a necessidade de transferir o grafeno para um substrato, porém, o ponto negativo ¢ que
ocorre a formacao de zonas com variadas camadas de grafeno, caso o crescimento seja feita
na face carbono (ou seja, o nimero de camadas que se deseja obter ainda nao é controlada)
e a mobilidade se torna menor caso o crescimento ocorra na face silicio |65, 66]. A Fig.
2.11(d) mostra um grafico com alguns aspectos desta técnica.

A Tab. 2.3 mostra as vantagens e desvantagens para se produzir o grafeno a partir dos

quatro métodos descritos anteriormente.

2.4 Caracteristicas do grafeno

2.4.1 Eletronicas

Ainda em 2005 , Novoselov e seu grupo demonstraram que os portadores de carga
do grafeno, podem se comportar continuadamente como elétrons e buracos em concen-

2 e com uma mobilidade (u) que pode ultrapassar os

tracoes na ordem de 10 cm™
15.000 cm?/volts mesmo estando a temperatura ambiente (~ 300 K) [68]. Porém, a de-
pendéncia da mobilidade eletronica do grafeno é limitado por impurezas, uma vez que a
temperatura ¢é afeta fracamente, dessa forma p pode chegar a atingir valores da ordem de
100.000 cm? /volts, superando alguns semicondutores, como por exemplo, o antimonieto
de indio (InSbh), que possui uma mobilidade ;1 em torno de 77.000 cm?/volts a tempera-
tura ambiente [69].

No capitulo 3, iremos calcular analiticamente a relagao de dispersao para os elétrons no
grafeno e iremos mostrar que os mesmos se comportam como quase particulas relativisticas

de spin 1/2, sem massa, obedecendo a uma equacgao do tipo Dirac. Essa peculiaridade dos
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v/ Excelente qualidade eletronica; X Tamanho pequeno;

v/ Superficie plana. X Nao escalavel.

v/ Baixo custo; X Pequenos fragmentos sobrepos-

v/ Pode ser produzido em larga tos;
escala. X Baixa qualidade eletronica.

v/ Monocamada de grafeno; X Pressdo de vapor de Cu alta;

v Excelente qualidade eletronica; X Superficie rugosa;

« Areas consideravelmente gran- X Precisa ser transferido para um
des; substrato;

v/ Facil transferéncia para outros X Necessita de uma etapa para lim-
substratos; peza;

+ Pode ser produzido em larga X Grande diferenga de coeficiente
escala. de expansao com o substrato.

v/ Excelente qualidade eletronica; X Processo ocorre em altas tempe-

v/ Superficie plana; raturas;

« Nio precisa ser transferido para X Areas limitadas de acordo com o
outro sustrato. tamanho do carbeto de silicio.

Tabela 2.3: Vantagens e desvantagens para se produzir o grafeno a partir da esfoliagao me-
canica, esfoliacao quimica em fase liquida, deposi¢cao quimica em fase vapor e sublimagcao
de carbetos. Adaptado da referéncia 24, 67].

elétrons no grafeno, talvez a mais notével, foi observada por Novoselov e seu grupo ainda
na Ref. [7]. Eles observaram que os portadores de cargas poderiam atingir velocidades da
ordem da velocidade de Fermi, 10° m /s e sofriam pouco espalhamento, esse fato caracteriza
um transporte balistico. Sendo assim, o tratamento dos elétrons no grafeno nao mais
poderiam ser tratadas pela equacao de Schrodiger, mas sim pela equacao de Dirac. Logo,
eles concluiram que esses portadores de cargas se comportavam como férmions de Dirac
sem massa. Diante dessas caracteristicas, o grafeno pode ser utilizados para diversas
observagoes experimentais da mecanica quantica, como por exemplo, o efeito Hall quantico
(EQH) e a fase de Berry [70] e o tunelamento de Klein [71], e uma vasta gama de aplicagoes

industriais.

2.4.2 Mecanicas

Em 2008, os pesquisadores Changgu Lee, Xiaoding Wei, Jerey W. Kysar e James
Hone, estudaram as propriedade elasticas do grafeno utilizando a técnica de indentacao

instrumentada® através de um microscopio de forga atomica [72]. O grupo colocou flocos

4Também conhecida como nanoindentagio. Com essa técnica é possivel medir a dureza (H) e o médulo
de elasticidade (E). Para se medir a dureza, uma for¢a P é aplicada a um identador, que pode ser uma
ponta de diamente com uma forma especifica, em contato com a amostra e a partir dai, é possivel medir
o modulo de elasticidade da amostra.
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de grafeno sobre um substrato de silicio com vérios furos circulares com didmetros de
1.0 pm e 1.5 pm, ambos com profundidade de 500.0 nm, distando 5.0 nm um do outro.
Sobre o substrato, eles colocaram uma camada muito fina de 6xido de silicio (SiO2), com
aproximadamente 300.0 nm de espessura. Utilizando microscopia 6tica, o grupo localizou
uma regiao onde havia apenas uma monocamada de grafeno e utilizaram microscopia
Raman para se certificarem que era de fato uma tnica camada de grafeno. Em seguida, a

membrana de grafeno foi submetida a uma forga até o limite de sua ruptura. A Fig. 2.12

mostra algumas imagens do experimento.

c)

Figura 2.12: Imagens do experimento: (a) Imagem de micrografia eletronica de um floco
de grafeno sobre o substrato de Si com os seus furos. Na regiao I e II, temos um poro
parcialmente e totalmente coberto por grafeno, respectivamente, e a regiao 111 mostra uma
fratura devido a indentacao. (b) Imagem do poro ainda sem ser perfurado, ou seja, antes
de ocorrer a AFM sobre o floco de grafeno. A linha continua, representa o perfil da altura
da linha tracejada, que possui cerca de 2.5 nm. (c¢) Visdo esquemética do procedimento

de nanoindentagao e da membrana de grafeno. Adaptado da referéncia [72].

Incrivelmente, o valor experimental encontrado pelos pesquisadores para o ponto de
ruptura foi de 42 N/m, cerca de 10 vezes maior do que o ago, superando a de qualquer

outro material existente.

2.4.3 Opticas

Além das propriedades jé citadas, o grafeno apresenta propriedades 6pticas que o torna
um material diferente de qualquer outro existente. Para comecar, uma tnica camada de
grafeno absorve apenas 2.3 % da luz incidente [73], como mostra a Fig. 2.13, tornando-o
um material transparente. A absorcao da luz pela monocamada de grafeno cresce linear-
mente, de forma que é possivel obter a constante de estrutura fina («) experimentalmente.

Isso porque 7o, que é o mesmo que we?/he, é aproximadamente igual a 2.3 % (0.023).
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Figura 2.13: (a) Transmitancia do grafeno para monocamada e bicamada de grafeno e
(b) transmitancia do grafeno para varios comprimentos de onda (em nm) comparada
com outros compostos (ITO, ZnO/Ag/Zn0O, TiOy/Ag/TiOy e SWTNTs). Note que uma
tnica camada absorve apenas 2.3 % da luz que incide, enquanto que a bicamada absorve
~ 4.6 %. Adaptado da referéncia [74].

2.5 Aplicacoes do grafeno

Devido as suas propriedades, o grafeno é um dos materiais mais promissores da atu-
alidade. A idealizacao das suas aplicagoes é bastante vasta e se aplica desde engenharia
genética a industria aeroespacial. Nesta se¢ao, vamos fazer uma breve explanagao quali-

tativa das aplica¢oes do grafeno em algumas areas.

2.5.1 Transistores baseado em grafeno

Devido a suas propriedades eletronicas, o grafeno se torna um material bastante pro-
missor para impulsionar o desenvolvimento direto das &reas relacionadas a tecnologia.
Como o progresso dos circuitos integrados se baseia na reducao da escala de dispositivos
CMOS?® através da relacao entre baixa voltagem, baixa poténcia e alta performance. Isto
faz com que o grafeno seja um grande candidato para compor chips na era poés-silicio.
Uma vez que a miniaturizagao permite que uma maior quantidade de transistores sejam
empregado para formar um determinando componente eletréonico, hoje é bastante comum
que processadores de computadores pessoais possuam dois bilhoes de transistores MOS-

FET®, com aproximadamente 30 nm. A Fig. 2.14(a) ilustra essa variagao ao longo dos

5CMOS ¢é a abreviacdo para complementary metal-ozide-semiconductor, ou seja, semicondutor de
metal-6xido complementar. Esta tecnologia é empregada na fabricacao de circuitos integrados, que
abrange elementos de logica digital (portas logicas, flip-flops, contadores, decodificadores, dentre outros.),

bem como microprocessadores, microcontroladores e memorias RAM.
60 transistor MOSFET, acrénimo de Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor, que em

portugués significa transistor de efeito de campo metal - 6xido - semicondutor, é o tipo mais comum de
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anos [75].

Como exemplo das propriedades do grafeno para uso em transistores, pesquisadores
mostraram recentemente que é possivel atingir altas frequéncias com o grafeno que podem
chegar a 427 GHz |76, 77, 78, 79, 80, 81]. As Fig. 2.14(b)-(d) mostram um transistor auto-

alinhado de alta velocidade.
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Figura 2.14: (a) Gréfico com a evolugao do tamanho e de transistores MOSFET (os circu-

los vermelhos vazios sao projegoes), (b) esquema de um transistor de grafeno auto-alinhado
de alta velocidade, (c) e (d) zoom no transistor de grafeno auto-alinhado. Adaptado das
referéncias 75|, [76] e [77].

2.5.2 Sensores

Os sensores eletronicos sao bastantes comuns em nossas vidas. Eles podem ser utili-
zados para detectar fumagas, luz, e outros. Atualmente os estudos que utilizam o grafeno
como sensor estao a aumentar em muitos campos, tais como na eletroquimica, biologia e
fotonica.

Em consequéncia da alta sensibilidade a estimulos externos (moléculas, campos elétri-

cos, campos magnéticos, etc), o grafeno é capaz de detectar variagoes minimas de corrente.

transistores de efeito de campo utilizado em circuitos digitais e analégicos.
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Por exemplo, pesquisadores desenvolveram uma técnica promissora, na qual utilizam gra-
feno para fazer sequenciamento genético (82, 83, 84, 85]. Utilizando uma folha de grafeno,
os pesquisadores fizeram passar uma molécula individual de DNA por um pequeno furo
(nanoporo) na monocamada de grafeno, ilustrado na Fig. 2.15(a). A medida que a molé-
cula de DNA deslizava pelo nanoporo, uma corrente era induzida e detectada por um chip,
no qual era possivel fazer o mapeamento genético, representado na Fig. 2.15(b), onde a

adenina, timina, guanina e citosina sao representados por A, T', G e C, respectivamente

[36].
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Figura 2.15: (a) Ilustracdo de uma molécula de DNA passando através de um nanoporo
em uma monocamada de grafeno, (b) variagdo da corrente em fungao do tempo para
uma molécula que passa através de um nanoporo (A-adenina, T-timina, G-guanina e
C-citosina), (c) representacdo de um biosensor e (d) fotosensor baseados em grafeno.
Adaptado das referéncias [86], [92], [93] e [94].

O grafeno pode ser utilizado também para criar biossensores capazes de identificar
substéncias toxicas, por exemplo, como ilustra a Fig. 2.15(c) [87, 88, 89, 90, 91]. O
fotosensor da Fig. 2.15(d) foi desenvolvido para ser utilizado em cameras digitais [92]. O

mesmo é milhares de vezes mais sensivel do que os sensores CCD” e CMOS atuais e ainda

7CCD (aconimo de Charge-Coupled Device) ou simplesmente dispositivo de carga acoplada é um sensor
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capturam em uma faixa mais larga do espectro magnético.

2.5.3 Painéis flexiveis

Devido a suas propriedades 6pticas excelentes, aliadas com as propriedade eletronicas
e a sua capacidade de flexibilidade, o grafeno se torna um material bastante util para o
desenvolvimento de novos displays touchscreen vindo a substituir o 6xido de indio-estanho,
comumente usado em telas de celulares e TV’s. Na Fig. 2.16(a) temos filmes finos de de
grafeno que medem aproximadamente 30 polegadas, ideal para ser utilizado em televisores
da proxima geracao [95].

O grafeno também pode ser utilizado em janelas transparentes (smart window) para
exibir informagoes, Fig. 2.16(b). Uma vez que o painel baseado em grafeno for desligado,
a janela volta a como era antes, Fig. 2.16(c) [74, 96]. A Fig. 2.16(d) ilustra a flexibilidade

que os displays baseados em grafeno possuem [97].

b) 0
o
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Figura 2.16: (a) Filme de grafeno; (b) Janela transparente (smart window) que pode
exibir informagoes ou nao (c); (d) Filme fino de grafeno ilustranto a sua flexibilidade;
(e) Filme fino condutor baseado em grafeno produzido pela empresa 2D Carbon Tech
(esquerda) e utilizagao do filme em um prototipo de smartphone (direita); e (f) llustracao
de um painel fotovoltéico flexivel. Adaptado das referéncias [74], [95], [97], [98] e [104].

Recentemente, a empresa 2D Carbon Tech comegou a produzir grafeno para que possa
ser utilizado em smatphones. A Fig. 2.16(e) mostra (do lado esquerdo) um filme condutor

baseado em grafeno (medindo cerca de 20 x 20 cm?) produzido pela 2D Carton Tech e

semicondutor para captacao de imagens utilizado em cameras digitais.
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(do lado direito) um protétipo de um smartphone ja utilizando o grafeno na composi¢ao

da sua tela touch [98].
Por fim, o grafeno também pode ser utilizado em painéis fotovoltaicos. Pesquisas

mostram que o grafeno é um dos materiais que apresentam o maior rendimento para este
uso [9, 99, 100, 101, 102, 103|.



Aspectos tedricos do grafeno

Neste capitulo, iremos descrever um pouco sobre as caracteristicas estruturais e ele-
tronicas do grafeno. Mostraremos também como o Hamiltoniano para a monocamada,
bicamada e n-camadas de grafeno do tipo ABC' podem ser obtidos a partir do modelo

tight-binding.

3.1 Propriedades eletronicas do grafeno

3.1.1 Estrutura cristalina

Estruturalmente, o grafeno ¢ definido como sendo uma monocamada de atomos de
carbono organizados em uma rede do tipo favo de mel. A célula unitaria do grafeno,
descrita na Fig. 3.1(a), ndo é uma rede de Bravais, mas pode ser considerada como sendo
duas redes triangulares interpenetradas A e B, onde podemos descrever os vetores da rede

COImo:

B=5(3V3) e =5 (3.-V3), (3.1)

onde a = 1.42A ¢ o parametro de rede, ou seja, a distancia entre C — C da rede do
grafeno. Podemos perceber também que cada dtomo da sub-rede A é rodeado por trés
vizinhos mais proximos da sub-rede B e vice-versa, onde os vetores que ligam um sitio
especifico aos vizinhos mais préximos sao dados por:

5 = % (1\/5) L b= g (1, —\/5) e Gy =a(-1,0). (3.2)

Os vetores que definem a rede reciproca, mostrados na Fig. 3.1(b), sdo dados por:
-2 - 2
- (1, \/§> e by— X <1, —\/3) , (3.3)
3a 3a

O contorno da primeira zona de Brillouin do grafeno, Fig. 3.1(b), possui seis pontos
e devido a simetria, apenas dois destes sdo independentes, chamados de K e K . Esses

pontos sao de extrema importancia para o grafeno, como veremos mais adiante. Suas
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Figura 3.1: (a) Estrutura de rede do grafeno formada por duas sub-redes triangulares
interpenetradas A e B. Os vetores unitérios sao definidos por a@; e ds, os primeiros vizinhos
sao localizados por 5; (1 =1,2,3) e a distancia entre os 4tomos de carbono ¢é igual a 1.42 A
(b) Primeira zona de Brillouin. Os cones de Dirac, aos quais iremos nos reportar logo

. ~ . /
mais, estao localizados nos pontos K e K .

posicoes no espago reciproco sao dadas por:

- 27 27 - 2r 27
K=|—, - e K =|[—, ) 3.4
(3a 3\/§a) (3a 3\/§a) (34)

Em um situacao mais realistica, as solugoes da funcao de onda para um elétron em

um cristal estao parcialmente localizadas em sitios da rede (que levam a uma descrigao
em termos dos orbitais atomicos) e outras que estdao espalhadas pelo cristal e que sao
independentes das solucoes anteriores'. Diante dessas dificuldades, o modelo tight-binding
é uma boa aproximacao para descrever estados intermediarios entre essas duas solucoes.
Desta forma, considera-se que cada elétron 7, ou seja, do orbital p,, associado a um dtomo
de carbono, possui probabilidade diferente de zero de ser encontrado nos vizinhos mais
proximos. Logo, cada elétron pode migrar de um vizinho a outro ao longo da rede. Apesar
de ser uma abordagem microscépica simples, o método tight-binding é amplamente usado
em trabalhos tedricos sobre grafeno, uma vez que a interagao entre os segundos vizinhos

¢ bem menor [105].

3.1.2 Modelo tight-binding para o grafeno

Considerando apenas o hopping entre os primeiros vizinhos, o Hamiltoniano tight-

binding para o grafeno, no formalismo de segunda quantizagao, pode ser escrito como:

m udar T ma 1 ituaca riam ue incluir term ue representariam

1Se fossemos estudar o problema nesta situacdo, teriamos que incluir termos que representariam a
energia de interacao entre os elétrons e os sitios atomicos, elétron-elétron, elétron-buraco, elétron-fonons,
etc. Logo, seria extremamente complicado analisar o problema levando em consideragoes todas as estas

interagoes.
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Hrp=—7» (alb; +blay), (3.5)
2y

onde 7 &~ 2.8 €V é o parametro de hopping associado a transicao dos elétrons entre os
primeiros vizinhos (sitios mais proximos), a; (a!) e b; (b!) aniquilam (criam) um elétron
no i-ésimo sitio das sub-redes A e B, respectivamente. Tais operadores satisfazem as regras
de anti-comutagao de férmions: {ai,aj.} =0;j, {a;,a;} = {aj, a}} =0e {bi,b;} = 0i;,

{bi,b;} = {bj,b}} — 0, Vij.
Podemos obter a relacao de dispersao do grafeno a partir de uma transformada de

Fourier dos operadores de criacao e destruicao que seréa dado por

1 o P 1 i
a, = —— e ay, a,=— e "ay 3.6
SRR oo

1 T = 1 7
bi=— *7ib, e bl=—""2 ¢ #7ipl 3.7
TR e Py o

onde k = (ky, ky) € N é o nimero de células unitarias. O estado eletrénico no espago dos
momentos pode ser obtido através da criacao de um elétron, de vetor de onda l;, partindo

do estado de vacuo em um sitio da rede cristalina

[ (k) = (Aal + BbL) [0). (3.8)

onde as constantes A e B estao relacionadas com a amplitude de probabilidade. Os
operadores de criagao e destruigao ainda satisfazem uma outra rela¢ao dada por: ay [0) = 0
e by |0) = 0.

Assim, substituindo as Eq’s. (3.6) e (3.7) no Hamiltoniano dado pela Eq. (3.5), teremos:

1 o 1 I
H — —r - e—zkz-’riaT> (_ ezk’-rjb /)
o E| () (T
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Como dito anteriormente, cada atomo possui trés primeiros vizinhos, entao, considerando
que a origem esteja situada em um sitio j qualquer e fazendo i variar sobre os trés primeiros

vizinhos, localizados pela Eq. (3.6), obtemos:

Hpp = __ZZ {[ (R -k (efikz(a/2)€—iky(a\/§/2) | o—ika(af2) y=iky (~av3/2)

ij kK
_’_e—ikx(—a))} azbk, n |:€7¢(I;’—E)Fj <€ik;(a/2)€¢k;(a\/§/2)

e/ (Vi) o ) | play L. (3.12)
Hrp — _%Z Z [ez(]z’—];)??j <e—ikwa/2€—ikya\/§/2 | eikea/2gikyav3/2 | eikwa> al by
—Fe—i(El_E)Fj ( ikla/2 1kya\[/2 + ezk’ a/2 —ik! af/2 + efzk a) b]t;/ak]
(3.13)

Como

%Z cF=R)5 _ 5 (;;f _ ;Q) , (3.14)

onde (E — K ) ¢ conhecido como delta de Dirac, entao teremos que:

Hpp = _TZ |:<€fikza/2€7ikya\/§/2 4 e ikea/2gikya/3/2 el”frd) al by,

n <6ikxa/2€ikya\/§/2 | gikea/2g=ikyav3/2 | e—ikxa> erak}

(3.15)

Lembrando que cosf pode ser escrito como cost) = (eie + e_w) /2 podemos escrever a

Eq. (3.6) de uma forma mais sugestiva
Hrp=—71 Z { [2cos (kya\/§/2> e~ thaa/2 e“’“za} alby
k
[QCOS (k: aV/3 /2) ikea/2 4 —”W} bL,ak} . (3.16)

Hyp = —TZ (9 (F) alby+g° (K) blay] . (3.17)

onde

g (E) = 2¢08 (kya\/§/2> e~ Hkea/2 | piksa (3.18)

é o fator de estrutura da rede cristalina.
O Hamiltoniano dado pela Eq. (3.17) nos permite escrever a equagao de Schrodinger

CcOo1mo

Hyp | (k) = E (k)[4 (k). (3.19)
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Figura 3.2: (a) Relagao de dispersao eletronica do grafeno enfatizando o ponto de Dirac e
(b) estrutura de bandas em relagdo aos pontos de simetria ilustrados na Fig. 3.1, onde a
figura menor mostra o resultado obtido experimentalmente utilizando espectroscopia de
fotoemissao resolvida em angulo (ARPES). Adaptado das referéncias [108], [109] e [110].

Logo, substituindo a Eq. (3.17) e o estado eletronico dado pela Eq. (3.8) e utilizando as
relacoes de anti-comutacao entre os operadores fermionicos, podemos obter duas equagoes

que podem ser escritas na forma matricial, tal como:

0 —Tg k A A
ﬁ ( ) = F (k) . (3.20)
—7g" (k:) 0 B B
Diagonalizando o Hamiltoniano dado por
0 —7g (E)

Hk: = - )
—T1g* (k) 0
obtemos as autoenergias associadas a v (k), de forma que

=+, /34 f (E) (3.22)

onde f (E) = 4cos (3k,a/2) cos (3kya/2) + 2cos (3k,a/2) [107].

O gréfico da Fig. 3.2(a) nos mostra seis pontos localizados nos vértices da primeira

(3.21)

Eoy = 4t )g (E)

zona de Brillouin no qual a banda de valéncia (E < 0) toca a banda de condugao (E > 0)
quando E = 0 [108]. Nesses pontos, conhecidos como pontos de Dirac, o gap é nulo
e a relagao de dispersdao é conica para pequenos valores de |E|. Na Fig. 3.2(b) temos
a estrutura de bandas em relacao aos pontos de simetria ilustrados na Fig. 3.1, onde
a figura menor mostra o resultado obtido experimentalmente utilizando espectroscopia
de fotoemissao resolvida em angulo (ARPES) [109, 110]. Desta forma, para entender a
dinamica dos elétrons nesta regiao, é necessario considerar o operador Hamiltoniano do

tipo de Dirac, também linear. E o que faremos na proxima sec¢ao.
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3.1.3 Aproximacao do continuo para monocamada de grafeno

Para demonstrar que o elétron de baixa energia no grafeno se comporta como uma

-

quasi-particula sem massa de Dirac, vamos expandir o fator de estrutura g(k), Eq. (3.18),
em torno de K , Eq. (3.4). Considerando apenas os termos até primeira ordem, temos
[111]:

9y

, dg

9(0k) ~ g(K) +
k=K aky

(ky — K), (3.23)

k=K
onde 6k = K — k. Apos avaliar g(/;) e suas derivadas de primeira ordem nos respectivos

pontos, obtemos a seguinte expressao:

g(0k) ~ sa (—ﬁ + z'1> g0 (_\/_g + z'1> ik! (3.24)

2 2 2/ 7 2 2 2 v’
logo
5E ~ 3a k/ 'k/ i5m/6 3.2
g( )Ng(x_ly)e : (5)

De forma analoga, podemos desenvolver o mesmo procedimento para K', assim:

g(oF) ~ 37%_/{; — k! e, (3.26)

Comparando as Eq’s. (3.25) e (3.26), podemos notar que as duas nao sao equivalentes
devido aos sinais + e — no termo k, tanto na Eq. (3.25) como na Eq. (3.26), respectiva-
mente.

Desta forma, substituindo as Eq’s. (3.25) e (3.26) no Hamiltoniano (3.21), temos o

seguinte Hamiltoniano para uma monocamada de grafeno:

0 +k, — ik,
HE = huy 0 Rk (3.27)
(£k, +ik;) 0

onde vy = 3ar/2h é a velocidade de Fermi e os sinais + e — representam elétrons de baixa
energia em torno dos pontos K e K’, respectivamente. O Hamiltoniano acima é semelhante
ao de Dirac, exceto que temos a velocidade de Fermi (vy) ao invés da velocidade da luz
(c). E por esse motivo, que costuma-se dizer que os elétrons no grafeno se comportam
como férmions de Dirac sem massa.

O Hamiltoniano (3.27) ainda pode ser escrito como:

N 0 eTw@
Hmo = th]fF eiiff’ 0 5 (328)

onde kp = +/(k.)* — (k;)2 e ¢ = arctg (k! /k,). A forma como o hamiltoniano (3.28) foi

escrito sera tutil para o proximo capitulo.
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Figura 3.3: (a) Estrutura cristalina para uma bicamada de grafeno com empilhamento
do tipo Bernal com os hoppings entre as duas camadas (1, 73 € 74) e entre os atomos da
mesma rede (70). A distancia entre as camadas é d ~ 3.35 Aca=142 A ¢ a distancia
entre os atomos de carbono. A camada inferior é representada pelas linhas cheias cinzas
com as sub-redes triangular formadas por A; (azul) e By (vermelho), enquanto que a
camada superior é representada pelas linhas pontilhas (vermelhas) com sub-redes formas
por As (preto) e By (branco). (b) Visao superior do empilhamento do tipo bernal. (c)
Bicamada de grafeno do tipo AA e (d) sua representacdo a partir de uma perspectiva

superior.

3.2 Bicamada de grafeno

3.2.1 Estrutura cristalina

Uma bicamada de grafeno, abreviado por BLG (do inglés bilayer graphene), consiste
no empilhamento de duas monocamadas de grafeno que, como veremos a seguir, podem
ser de dois tipos. A energia de interagao entre as duas camadas é do tipo van der Waalls
e possui valor entre 15 eV ~ 20 eV, valores tipicos de heteroestruturas de van der Walls
[112].

A bicamada de grafeno pode ser encontrada em duas disposicoes de empilhamento:
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AB e AA. O empilhamento do tipo AB, também chamado de Bernal?, é disposto de forma
que os atomos da sub-rede A da camada superior (denominados As) fiquem exatamente
acima dos atomos da sub-rede B da camada inferior (denominada Bj) e os atomos da
sub-rede B da camada superior (denominadas Bs) ficam localizados exatamente acima do
centro do hexagono formado pela camada de baixo. Podemos dizer também que a camada
superior estd rotacionada por um angulo de 60° em relacdo a camada inferior. Assim, a
bicamada de grafeno do tipo Bernal possui dois sitios atdmicos ndo-equivalentes [113]. A
distancia entre os planos ¢ aproximadamente d ~ 3.35 A [114]. Esse tipo de bicamada de
grafeno ¢ a mais comum [115]. A Fig. 3.3(a) representa um modelo ilustrativo da rede
cristalina deste tipo de empilhamento e a Fig. 3.3(b) mostra uma visao a partir de uma
perspectiva superior.

Por outro lado, o padrao de empilhamento AA também ¢é possivel, porém instavel [116].
No padrao AA os dtomos da sub-rede A da camada superior (Aj) estao diretamente acima
dos atomos da sub-rede A da camada de baixo (A;). Da mesma forma estao os atomos da
sub-rede B da camada superior B; e inferior By, como mostra a Fig. 3.3(c) e Fig. 3.3(d).
A distancia entre os planos com empilhamento AA é aproximadamente d ~ 3.55 A.

Um observacao importante que podemos fazer sobre multicamadas de grafeno diz
respeito a sua simetria de inversdo espacial (z,y,z) — (—z,—y,—=z). Quando temos
nameros pares de camadas de grafeno (bicamada, por exemplo) a simetria de inversao
espacial é satisfeita. Por outro lado, quando temos um ntmero impar (tricamada, por

exemplo) a inversao espacial nao ¢é satisfeita [117].

3.2.2 Modelo tight-binding para a bicamada de grafeno

O modelo tight-binding desenvolvido para a grafeno pode ser facilmente estendido para
camadas de grafeno com um numero finito, porém com um grau de complexidade maior,
uma vez que outros termos de hopping irdo surgir (Yo, 71, 73 € 74). O caso mais simples é
quando temos uma bicamada de grafeno. Logo, o Hamiltoniano que descreve os elétrons

da banda 7 para a bicamada de grafeno com empilhamento AB pode ser escrito como

2Em homenagem ao cientista Irlandés John Desmond Bernal por ter determinado em 1942 a estrutura

molecular do grafite.
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[118, 119, 107]:

2
Hrp = Z Z (EAnaZ;naim + EBnb};nbj?”)

1,7 n=1

2
— 'YOZ Z <a;'r;nbj;n + b;r'mai;n)

ij n=l

- 712 <aj;1bj;2 + b;;zam)

aj-‘laj;g + a;;Qai;g + b;r;lbj;g + b;;Qbig) s (329)

onde a;, (al ) destréi (cria) um elétron no sitio 4 da sub-rede A da n-ésima camada,

enquanto que bj,, (a;;n

camada. A nomenclatura para os parametros de hopping da grafite foi utilizada aqui de

) destroi (cria) no sitio j da sub-rede B também na n-ésima

forma que: (i) os termos E4, e Ep, representam as energias nos sitios das sub-redes A,
e B,; (ii) a energia de hopping entre os dtomos de uma mesma camada, ou seja, entre
Ai(As) e By (B2) ¢ dado por g = 7 = 2.8 ¢V (iii) entre os atomos A; e By, ou seja, para
os atomos que, a partir de uma visao superior como a da Fig. 3.3(b), ficam sobrepostos®
um aos outros o hopping é dado por 73 = t; =~ 0.4 eV; (iv) 73 =~ 0.3 €V representa
o hopping entre os atomos By e By; (v) por fim, v, ~ 0.04 €V é a energia de hopping
entre A; e By (As e By) [120]. As interagoes entre os demais vizinhos sao muito fracas, de
forma que podemos desconsideré-las. A Fig. 3.3(a) ilustra as energias de hopping descritas
anteriormente.

Agora, vamos considerar apenas o hopping entre os atomos da mesma camada dado
por 7 (ou seja, somente entre os primeiros vizinhos, como desenvolvido na se¢ao anterior)
e o hopping entre as duas monocamadas de grafeno descrito por 7,. Seguindo o mesmo
raciocinio que desenvolvemos para a situagao na qual tinhamos apenas uma monocamada

de grafeno, podemos escrever o Hamiltoniano tight-binding como uma matriz 4 x 4 dada

por:
0 —7g (E) T 0
—Tg*<E) 0 0 0
Hrp = S . (3.30)
T 0 0 —7g* (k:)
0 0 —Tg (E) 0

Note que o Hamiltoniano (3.30) é composto por dois Hamiltonianos de uma monocamada,
igual ao Hamiltoniano (3.21), em sua diagonal. Fora da diagonal temos dois blocos 2 x 2

que descrevem o acoplamento entre as duas camadas. Diagonalizando o Hamiltoniano

3Para o tipo de emplilhamento AA o hopping entre os atomos da camada superior e inferior é 0.2 eV.



3.2. BICAMADA DE GRAFENO 56

(3.30), teremos o espectro de energia para o empilhamento do tipo Bernal (AB):

. (T_iﬂ 1/2, (3.31)

pt o2ty ‘(E)
= 2 {Tg 2

formado por quatro autovalores e, consequentemente, quatro bandas.

3.2.3 Aproximagao do continuo para bicamada de grafeno

Repetindo o mesmo procedimento desenvolvido para a monocamada de grafeno para
obter o Hamiltoniano (3.27), ou seja, usando o modelo do continuo para aproximagao
de baixa energia para os dois pontos de Dirac na zona de Brillouin (K e K'), podemos

construir um Hamiltoniano analogo para a bicamada de grafeno dado por [121, 122]:

0 hop (Tp, + ipy) T 0
h e — 1 0 0 0
Hy = | e (PP _ . (3.32)
T| 0 0 hop (Tpe — ipy)
0 0 hwp (Tpe + ipy) 0
onde p,, = hky, e 7 = +1 (7 = —1) denota o Hamiltoniano correspondente para K (K’).

As fungoes de onda correspondentes a este Hamiltoniano (3.32) sao dadas por

YA ¥B

e =| 7P e U= 7. (3.33)
o o
o o

Para um elétron livre na bicamada de grafeno, a relagao entre a energia € e 0 momento

total k = (kfc + ks)l/ ? como descrito pelo Hamiltoniano consiste em quatro hipérboles,

definidas como [123]:
1
et = :I:% /378 + R (3.34)

Na Fig. 3.4 temos a dispersao de baixas energias em duas dimensoes para a bicamada
de grafeno do tipo AB (esquerdo) e AA (direito), respectivamente, permitindo visualizar
as diferengas na dispersao de energia desses dois sistemas. Considerando o empilhamento
AB, podemos notar que, para baixas energias, as bandas se tocam no ponto K, = 0
enquanto que as duas bandas superiores que resultam do forte acoplamento entre as
duas camadas possuem energias Ei > 71, e EZ < —7,. Para a bicamada de grafeno
com empilhamento AA o espectro é semelhante ao de duas monocamadas de grafeno nao
degeneradas [124]. A obtenc¢ao do espectro de energia para o empilhamento A A utilizando
o método tight-binding pode ser encontrado no artigo de Rakhmanov et al. [116].

O Hamiltoniano (3.32) ainda pode ser escrito na forma de uma matriz 2 x 2 dado por
[125]:



3.2. BICAMADA DE GRAFENO 57
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Figura 3.4: Relacao de dispersao de baixas energias para a bicamada de grafeno com
empilhamento AB e AA, respectivamente, em duas dimensoes. Adaptado da referéncia
[124].

hoskr)? ~2i¢
px = (orkr) ( L ) (3.35)

TL

com kp = \/kZ + k% e ¢ = arctg (k,/kz).
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3.3 Hamiltoniano para n-camadas de grafeno romboé-

drico

L 1 1 1 -
-0.05 000 005 -0.05 0.00 0.05
ka ka

Figura 3.5: (a) Representacao esquemaética para n-camada de grafeno com empilhamento
romboédrico (ABC') , (b) posigao dos sitios A; e B; das subredes de cada monocamada
com o hopping entre os primeiros vizinhos vy e entre os sitios A; e B;;; das camadas
dado por v e (c) relagao de dispersao para n = 2,3,4,5 obtidas a partir do Hamiltoniano

(3.40), linhas pretas, e (3.42), linhas tracejadas vermelhas.

Para n-camadas de grafeno com empilhamento romboédrico (ABC), ilustrado na Fig.
3.5(a), o espectro consiste em duas bandas que tocam o ponto K e 2n — 2 bandas que
possuem energias maiores e que nao se tocam. Considerando apenas os hoppings entre
os primeiros vizinhos e o hopping entre camadas dos sitios A; e B;,1, representados na
Fig. 3.5(b), o Hamiltoniano desse sistema proximo ao ponto K sera dado por uma matriz
2n x 2n [127]:

G-k T 0
ok o 0
H,=hp| 0 7 &k 0o |, (3.36)

T

o o0 o0 7 Gk
com ¢ = (0,,0,) sao as matrizes de Pauli, vp ~ 10° m/s é a velocidade de Fermi em

multicamadas de grafeno, k é o vetor de onda e 7 é

1 00
T=—— , (3.37)
hvp \ v 0

onde v é o parametro de hopping entre as camadas. Para este tipo de empilhamento, o

Hamiltoniano para baixas energias serd dado por [128]:

0 (ky — ik,)"
(ky + ik,)" 0 ] ’ (3:38)

(hvy)"

H =
n ,yn—l
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onde n corresponde ao nimero de camadas de grafeno.
O Hamiltoniano (3.38) ainda pode ser escrito com a mesma estrutura dos Hamilto-
nianos (3.28) e (3.35), que corresponde ao Hamiltoniano do grafeno e da bicamada AB,

respectivamente. Desta forma, teremos [129]:

. (h’l)fk‘p)n 0 e~no
H, = ? Sing g , (3.39)
onde kp = /K2 + k2 e ¢ = arctg (k,/k,). A Fig. 3.5(c) mostra a relagio de dispersdo
obtido para n = 2,3,4,5 a partir do Hamiltoniano (3.40), que consiste em 2n bandas,
representado pelas linhas pretas e a relacao de dispersao obtida a partir do Hamiltoniano
(3.43), representado pelas linhas tracejadas vermelhas. Para baixas energias, proximo ao

ponto K, podemos notar a concordancia entre as bandas.



Propagacao de pacote de onda gaussiano em

camadas de grafeno

Em 2008, Maksimova et al. estudaram a dindmica de pacote de onda gaussiano em
monocamada de grafeno [22|. Neste capitulo, iremos generalizar o estudo citado anterior-
mente visando obter um modelo analitico para n-camadas de grafeno. Comegaremos utili-
zando o Hamiltoniano dado pela Eq. (3.39), ou seja, para o caso em que temos n-camadas
de grafeno com empilhamento ABC. A partir deste Hamiltoniano, encontraremos as fun-
¢oes de onda para as sub-redes A e B. Uma vez conhecidas as funcoes de onda, iremos
determinar a densidade de probabilidade eletronica e o valor médio da coordenada (7 (t))
e (g (t)) do centro de massa com o objetivo de verificar o comportamento da propagagao
do pacote de onda, bem como o fenémeno zitterbewegung (movimento trémulo de particu-
las relativisticas). Uma proposta computacional utilizando o modelo TB e split-operator

serao utilizados afim de verificar a coeréncia entre os resultados obtidos.

4.1 Representacao de Heisenberg e ZBW

Antes de darmos inicio a obtenc¢ao da funcao de onda e dos valores médios da coor-
denada (Z (t)) e (g (t)) do centro de massa do pacote de forma analitica, vamos utilizar a
sutileza da representacao de Heisenberg para prever para quais configuragoes iniciais dos
pseudo-spin (Z (t)) e (7 (t)) serda nulo ou ndo. Nesta formula¢do da mecénica quantica,
os operadores (ou seja, os observaveis) sao dependentes do tempo e o estados quanticos
sao independentes. Assim, podemos utilizar a velocidade de propagagao do pacote para
cada direcao, para sabermos se o mesmo serda uma constante do movimento ou nao, de
forma que este resultado esta diretamente relacionado ao movimento trémulo das fungoes
de onda.

Na representacao de Heisenberg, a velocidade de propagacao do pacote de onda no
grafeno tem a seguinte forma

_dr 1
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onde [, H] é o comutador do vetor posicdo com o Hamiltoniano a ser escolhido, vy é a
velocidade de fermi e ¢ sao as matrizes de Paulo o, ..

Por exemplo, vamos considerar o caso da monocamada de grafeno com hamiltoniano
igual a H,,, = hvy (k0. + kyo,) e pseudo-spinor C; = 1 e Cy = 1. Isso equivale a dizer
que o pacote de onda ira se propagar ao longo do eixo-z, ouse ja, teremos que (o,) # 0 e

(oy) = (0,) = 0. Desta forma, a partir da Eq. (4.1), vamos ter

d{r) 1
dt ik

([, H) = vy (o) - (4.2)

Como neste caso (0,) # 0 para qualquer valor de ¢, podemos concluir que (& (t)) também
sera diferente de zero, ou seja, (z (t)) ndo é uma constante de movimento. Logo, é de
se esperar que exista ZBW para (z (t)). De forma analoga, podemos fazer isso para
outras configuragoes de pseudo-spin, tanto para a monocamada quanto bicamada. Os
passos sempre sao os mesmos: (i) escolher o hamiltoniano (monocamada ou bicamada de
grafeno), (ii) fazer o comutador da variavel (x ou y) com o hamiltoniano, (iii) verificar se
d (d) /dt que sergird na equacao correspondente continuaré zero ou nao com o passar do
tempo. Caso (i (t)) e (y (t)) seja igual a zero, significa que (x (t)) e (y (t)) serd constante
do movimento, logo nao existird ZBW para a variavel em questao.

A tabela 4.1 foi obtida utilizando a representacao de Heisenberg para monocamada e
bicamada de grafeno. Nela, temos (z (t)) e (y (t)) para diferentes valores das contantes

C1 e Cy que determinam a polarizagao inicial do pseudo-spin.

Tabela 4.1: Tabela composta pelos resultados do (x) e (y) obtidos a partir da represen-
tacao de Heisenberg para diferentes valores das contantes de Cy e Uy que determinam a
polarizagao inicial do pseudo-spin. O simbolo de diferente (igual) significa dizer que o

valor esperado nao sera (seréa) nulo.

4.2 Solucgao analitica

Nesta secao, iremos determinar de forma analitica como as fun¢oes de onda das sub-
redes A e B evoluem no tempo (¢t > 0), bem como calcular o valor médio da posi¢ao do

centro de massa do pacote de onda.
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4.2.1 Caso geral: n-camadas de grefeno

Primeiramente, vamos considerar o Hamiltoniano (3.39), dado por:

hok)" (0 e
i, (k) = (0 ) (13)
noo\em o

onde v = t; &~ 0.4 eV & o hopping entre as camadas, v; = 10%m/s ¢ a velocidade de
Fermi, k = \/kZ + kZ, ¢ = arctg (k,/k;) e n & o niimero de camadas.
Introduzindo a variavel s = 1 (s = —1) para elétrons na banca de condugao (valéncia)

e sabendo que p = hk, teremos que o espectro de energia sera dado por

Er, = s(”{f)l , (4.4)
T
ou ainda
i
Ep,s = 87, (45)

onde chamamos v = v}/ v},
Como a equagado de autovalores sera dado por H, (k) ‘ngs> = E} ’wgs% teremos que

as autofungoes correspondentes serao dadas por

| p,s> G < PR ) . (4.6)

Logo, as autofunc¢oes dependentes do tempo poderao ser escritas como

. 1 p-r BN\,
q)P,S (T7t) = Texp <Z_ -1 % > W ,s>7 (47)

27h 0
com ‘
i - Loty (4.8)
P

sendo ¢ a diferenga de fase entre as componentes do spinor. Substituindo a Eq. (4.6) na
Eq. (4.7), teremos:

) | g B[ 1
D, (7,t) = 2\/§7The>(p (z il % ) ( seind ), (4.9)

onde ¢ ¢ a direcao de propagacao.

A evolugao temporal de um estado arbitrario ¢ (7, 0), na representagao de Schrédinger
pode ser encontrado utilizando o método das fungoes de Green de tal forma que podemos

escrever v, (7, t) como sendo

P, (7 t) = /G,w (7, 7, t) ¥y (7, 0) di, (4.10)
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onde pu,v = 1 e 2 sao os indices das matrizes correspondente as componentes superior e
inferior de ’¢3’8>. O termo G, (7,7,t) da Eq. (4.10), é conhecido como funcao de Green

e é definido como:

G (F, 7 Z/dpcpw (71) @ ., (7,0). (4.11)

s==1

Agora, vamos encontrar os temos G, (7,7, t) para p,v = 1 e 2. A partir das
Eq’s. (4.9) e (4.11), teremos que:

G (7,7, t) = 2\/£7rh 2\/_7Th2/{exp (z__ZEh t)]

. [exp <—iﬁ hﬁ)} dp (4.12)

e i ) [ )

como I = sp" /v, teremos

G (77 1) = (27;)2.% / [exp (@M)} [Z exp (—fs:f)] A, (4.14)

s=+1

L
=
—~~

4.13)

Agora, podemos reescrever o somatorio da Eq. (4.14) como sendo:

"t p"t p"t
Z exp (—issh ) = exp (—z%) + exp ( ’yh) , (4.15)

s==+1

ou simplesmente!,

Zex _Z,sp”t = Cos Zﬁ — 7sen Zﬁ
= P ~vh N ~vh ~vh

"t "t
+ cos (%) + isen (%) (4.16)

spt\ zﬁ
Zexp( Z’yh)_2605<’yh)' (4.17)

s=+1

Assim, substituindo a Eq. (4.17) na Eq. (4.13), teremos que:

G (F 7 1) = ﬁ% / [exp (@M)} {2005 (%)] a5, (4.18)
G (7. 7, 1) = (27;)2 / exp P@} cos (7%) dp. (4.19)

Lembrando que e = cosf + isené.
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De forma analoga, podemos obter Gy (7,7, t), de tal forma que:

Gao (1,7, 1) = Gy (7,77, 1) (4.20)
Por outro lado, para Gz (7,7, ), teremos:

Cra (727 1) = 2f1wh 2vanh 2/ lexp (Z;_Z )]

: {exp (—i Hh )} - (se7™?) dp (4.21)

ceT MR, (4.22)

n __ Y2
como como B} = sp" /v, teremos

G (7,7, 1) = —(%;hf - %/ {GXP (@@)}

n )
. [Z S - exp <—z&)] ceTMdp, (4.23)
~vh

"t 't 't
Z s-exp | —1 °p = exp AL exp Y , (4.24)
= ~vh ~vh ~vh

Z e iSpnt cos t isen Pt cos Pt isen Pt (4.25)
xp | — = — ] = — ] - — ) - — .
= P vh vh vh ~vh ~vh

sp"t _ p"t
Z exp (—z o ) = —2isen (%> . (4.26)

s==+1
Substituindo as Eq’s. (4.7) e (4.26) na Eq. (4.23), teremos:

ot~k o (B2 [ ()] (52 o

(4.2
— - —1 . N (7 — 7 nt y — . n -
G (7,77,1) = (27r;i)2 /exp [z%] sen (:—h) . (%) dp. (4.28)

De forma analoga, podemos obter G (7,7, 1), de forma que

oo —1 p(r—7 "t e 1 "o
Goy (7,7,1) = W/exp [2%] sen (1;_71) . (%) dp. (4.29)
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Note que Gio (7,7, t), Eq. (4.28) , difere de Gy (7,7,t),Eq. (4.29), apenas pelo sinal
negativo no termo (p, F ip,/p)".
Agora, vamos considerar que fungao de onda inicial ser4 um pacote de onda gaussiano

com largura d e momento nao-nulo dado por po, = hky

Y (7,0) = 1) (CI> , (4.30)

VICP + (o \©2

f(r) =—7 d\/— { ;-;+ik‘oy} (4.31)

e os coeficientes C e (5 determinam a polarizagao inicial do pseudo-spin. Vamos supor

com f () dado por

que o pacote de onda com largura d seja muito maior do que o periodo da rede e con-
sequentemente ¥ (7,0) serd uma fungao suave. Vamos supor também que a maioria dos
estados da banda de valéncia estao vazios, o que significa que a energia de Fermi esta
localizada longe do ponto de Dirac (para mais detalhes, consulte a Ref.[14]).

Agora, substituindo as Eq’s. (4.30) e (4.31) na Eq. (4.10) e usando as Eq’s. (4.19) e
(4.28), teremos:

01QZ51 7” t +02¢3 (7’ t)] (432)

1Oy + |02|2

| ’ ‘ ’2 02¢2 Tt +Cl¢4 (7’ t)] (433)
Ch|” 4+ |Cy

onde, por conveniéncia, ¢1 234 (7, t) representa as fungoes

Gy (7,7, 1) f(7,0) dF, (4.34)

/
bo (7, 1) = / Gho (7,7, t) f(7,0) dF (4.35)
/

03 (F,t) = | Gy (7,7,1) f (7, 0) (4.36)
e

0u(7t) = [ G (i7.0) (. 0) " (437)
Como Gy (7,7,t) = Gao (7, 7,t), teremos que ¢ (7,t) = ¢4 (7, t). Logo, precisamos

calcular apenas ¢y (7', t), ¢o (7, 1) € ¢3 (7, 1).
Substituindo as Eq’s. (4.19) e (4.31) na Eq. (4.34), podemos obter ¢;, assim:

N0 = e df//eXp{ﬁF m} s (Z—;f)

12
- exp [

2zt moy} dpdr’, (4.38)
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0= ags | [ [F] = (5)

- exp [—z

> 2

5 d2+zk0y1dﬁdf’. (4.39)

Calculando primeiro a integral em 77 que chamaremos de [, teremos:

- 2
I = /exp [—ip hr — # + ikoy/} dr, (4.40)

2 /2
In = /exp {—z (P’ —;;py v) (@ ;Zy ) + ’ikol dx'dy (4.41)

2 .prxl /2 7
I {/exp {_ﬁ itz }dx,} {/exp {_%Jr 2 (=py + hoh) yll dy/}, (4.42)

Novamente, vamos separar as integrais em duas. Dessa vez, chamaremos de [,/ a integral
na variavel 3’ e I, a integral na variavel z’. Consultando a tabela de integrais disponivel
na Ref.[130], temos que

+o0 2
¢\ VT
/_oo exp [—p2a2 + qa} da = exp <@> ?, (4.43)
com [Re (p?) > 0]. Desta forma, teremos que para I,
" P’
[m/ = /eXp {_ﬁ —1 3 ‘| dil?l, (444)
fazendo p? = 1/2d* e q = ip, /h, teremos
: 2
Ly = exp | {22/ hl VT (4.45)
4(1/2d%) | \/1/2d2
2 12
—pyd
I, = exp ( o7 ) dv 2. (4.46)
De forma analoga, teremos para I,:
y/2
Iy/ = /exp [_ﬁ —+ ﬁ< —Dy + koh) y/:| dl‘/7 (447)
fazendo p? = 1/2d* e ¢ = i (—p, + koh) /R, logo
. 2 /p2
I, =exp (=py + kof) /h VT , (4.48)
1028) | (1dv2)
I, = exp [ Cpy ;Lfo hyd ] dv/2r (4.49)

Agora, vamos substituir as Eq’s. (4.46) e (4.49) na Eq. (4.42):

I — [eXp< px/cﬂ) d\/—} {exp [—(—py/ + koh)2 d?

2h?

|

d\/ﬁ} : (4.50)
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I = exp (_g}%zd2) exp [_ (—py/;};zkoy’f d2] 2md?, (4.51)

I = exp (—g%,zd2) exp [_ (pi, — 2py;l;02h + k') d2] 2rd?, (4.52)
Iy = exp <_§%’2d2) exp (—pgg 42 y’];on - kgf) ord?, (4.53)
I = exp [— (v ;g") - + B y’];;on — kgf] omd?, (4.54)

I = exp <—p;$ + B y’];on - kgde) . (4.55)

Agora que ja resolvemos a integral para a variavel 7, podemos substituir a Eq. (4.55)
na Eq. (4.39), logo:

¢1 (7, 1) ! ! /e (iﬁ‘ F) Ccos (p"t)
5 pu— ‘ —_— X —_— —
' (2rh)® dy/T PUh vh
) 2 1272
exp (_p d L P kod®  kgd

2dp. (4.
T - 5 >27rd dp. (4.56)

Como . ) p
- . ond? =
(2rh)? dyT 2h2\/13

e exp (—k2d*/2) ¢ apenas uma constante, finalmente, teremos que ¢; (7, t) sera:

o d k2d2
¢1 (T’,t)—2h2\/7§€Xp <_ 9 >

(4.57)

7 rkod? "
exp ( 2h2 + Dy ho > oS (]?Y_h> dp. (4.58)

De forma anéaloga, teremos que ¢s (7, t), Eq. (4.37), sera:

b (7)) = / Gua (7, 7.1) £ (7*,0) di. (4.59)

Substituindo as Eq’s. (4.28) e (4.31) na Eq. (4.59), teremos:

@(f,t):ﬁ.#//(m—Tipy)”eXp [iﬁ-(Fh—F’)}

sen Pt ex ” + ikoy' | dpdr’. (4.60)
h) P | Top oy’ | dpdi’. (4.

w0 =gz | [ () e (%)n%)

12
—55t 1k0y} di'dp. (4.61)

- exp [z



4.2. SOLUCAO ANALITICA 69

Py
N

Figura 4.1: Coordenadas cilindricas. O raio do circulo é dado por p e o angulo que o

mesmo forma com o eixo-x é dado por 6.
Como sabemos, a integral na variavel 7 ¢ dado pela Eq. (4.55), logo:

by (7, 1) = =t L/ (px —ipy>nexp (@M) sen <Zﬁ>
’ (27h)? dy/T D h vh

2 72 2 272
‘ P d=  pykod _ kd
eXp( o T 7 2

) 2rd*dp, (4.62)

. —id k;gd2> / (pgg - ipy>"
r,t) = exp | — S
#2 (1) 2h2\/ 73 P < 2 D

S 2 12 2 n
p-r p'd | pykod Pty .
- exp (Z 7 — 2h2 + Y 7 ) Ssen (%> dp (463)

Agora, vamos fazer algumas substitui¢oes de variaveis e utilizar coordenadas cilindri-
cas, Fig. 4.1, a fim de reescrever as Eq. (4.58) e (4.63) em termos das funcoes de Bessel.

Deste forma, teremos que:

a = kod, (4.64)
212 2
ped pd
e
P = (pcost, psenb) . (4.66)

Por questoes de conveniéncia, vamos considerar as seguintes variaveis adimensionais:

At
t t = 4.67

onde n é o namero de camadas,

(4.68)
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y — y’:%, (4.69)

ro—= ==, (4.70)

o =

Desta forma, substituindo as Eq’s. (4.64) e (4.66) no termo p, kod?/h, teremos:

pykod®  (psend) (a)d

= 4.71
- tad, (@.1)
como ¢ = pd/h, Eq. (4.65), logo:
v kod?
By ho = gasend. (4.72)
Agora, vamos substituir ¢ = pd/h, que pode ser obtido a partir da Eq. (4.65), no termo
q"t’, logo:
d n
¢t = (%) t (4.73)
substituindo a Eq. (4.67) na Eq. (4.73), vamos ter
pd\" A"t
"W==) — 4.74
p"t
= 4.75
- (4.75)

Logo, teremos

k2d2 2
exp <— 02 ) = exp (—%) , (4.76)

onde utilizamos a = kod, Eq. (4.67), e

N L g2 2
exp (iphr — 172:2 - By /;Lod > = exp (zw — % + qasen@) ) (4.77)

onde, dessa vez, utilizamos o fato de que ¢ = pd/h, que pode ser obtido a partir da
Eq. (4.65) e a Eq. (4.72).

Como
P + pyy = peosbz’d + psenby’'d (4.78)
P2 + pyy = pd (2'cosb + y'send) , (4.79)
e pd = qh, Eq. (4.65), entao
Pa + pyy = qh (x'cosd + y'send) . (4.80)

Substituindo a Eq. (4.80) na Eq. (4.77), teremos

P P pykod? 2
exp (Z.phr = p2h2 _ Py ho ) = exp (z’q (2'cosf + y'senf) — % + qasen@) . (4.81)
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A Eq. (4.81) é exatamente a exponencial que aparece na integral de ¢ (7,¢). Assim, subs-
tituindo as Eq’s. (4.73), (4.76) e (4.81) na Eq. (4.58), e sabendo que dp = (h*/d?) qdqd®,

podemos concluir que

2
o1 (7, t) = 2d\1/7§exp (—%) //exp iq ('cosf + y'senf)
2

: —% + qasen&] cos (¢"t") qdqdf, (4.82)

+00 00 +m
/ dp — / qdq/ de. (4.83)
—00 0 —T
Finalmente, teremos

P iy ( q2> (")
7, t) = exp | —= | cos (¢"'t
1 N P 9 q

onde

+m
. / exp [iq (2'cosf + y'send) + qasend] dfqdq. (4.84)

™

De forma analoga, a Eq. (4.63) podera ser reescrita como

wien = gmee (<5 ) [ (5"

2
- exp [iq (2'cosf + y'sen)) — % + qasen@} sen (¢"t') qdqdf, (4.85)

— 2 eS] 2
¢ (T 1) = 2d\/ZFeXp (—%) /0 exp (—%) sen (¢"t')

+7
/ e . exp [iq (2'cosf + y/'send) 4 qasend] dfqdq. (4.86)

™

Nesta parte, vamos primeiramente resolver a integral da Eq. (4.84) dada por

+m
/ exp [iq [2'cosf + (y' — ia) send]] db. (4.87)

™

Vamos considerar a transformacao usando um vetor complexo dado por: z = (2/, (v — ia)).

Assim, podemos escrever z como
z=12"4+1i[(y —ia)] (4.88)

z=1a+1iy +a, (4.89)

onde o moédulo de z serda dado por

|2| = /12 — a? — 2iay’. (4.90)
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Uma outra transformacao ainda sera necessaria, dessa vez, vamos considerar

2'cosf + (y — ia) senf = |z| senqy, (4.91)
com
' =|z|cosB e (¥ —ia)=|z|senp, (4.92)
de modo que
cosfcost + senfFsend = cos [(7/2) — a]. (4.93)

Utilizando a identidade trigonométrica cos (8 — #) = cosfcosf + senfsenf e o fato que

sena = cos (/2 — ), ent@o teremos

cos (8 — ) = cos (g — a) , (4.94)
o que implica que
5—9:g—a, (4.95)
a:ng@—ﬁ, (4.96)
e
da = db. (4.97)

Multiplicando a Eq. (4.91) por ¢i teremos exatamente o integrando da Eq. (4.87) e

como df = da, teremos

3w __

+7
/ exp [iq [z'cosf + (v — ia) send]] df = / ’ exp [iq|z| sena] da. (4.98)
o -8
Da Ref.[130], temos que
| o

Jn - 7n10+zzsen9d9 4.99
©=5 [ e (4.99)

1 ™
I (2) = —/ cos (nf — zsenf) dh, comn =0,1,2,.... (4.100)

T Jo

Onde J, (z) é a funcao de Bessel de indice n. Utilizando a Eq. (4.98) e Eq. (4.100)
podemos concluir que

3m

/ ’ exp (i |z|sena) daw = 27 Jy (|2]) = 27 Jy (q\/r2 —a?— Qiay/> : (4.101)

Como a Eq. (4.101) é equivalente a Eq. (4.87), podemos substitui-la na Eq. (4.84) e

escrever ¢y (7,t) como:

RGR)) ! e ( a2> /Ooe ( q2> cos (¢"t")
1) = xp | —— xp [ ——
1 v T\ 2) Sy TP )
2w Jy (q\/r2 —a®— 2iay’) qdq, (4.102)
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e—a2/2 oo

2
¢ (7 t) = Nl exp (—%) cos (¢"t)

- Jo (q\/'r2 —a?— 2iay’> qdq. (4.103)

Agora, vamos resolver a integral em 6 da Eq. (4.86) dada por

o am_
/ e™exp {iq [2'cosd + (v — ia)send]} df = / ’ e"exp (i|z| sena) dav.  (4.104)

T -5-B

Reescrevendo €™ para que fique em funcao de «, teremos:

ein& _ 6in(a—7r/2+ﬁ) _ eina . e—imr/Q . einﬁ (4105)
Por outro lado
ominT/2 _ oo (T) _sen (T) = (—)" (4.106)
2 2
e
e = ()" = (cosp + isenp)" (4.107)
utilizando 2’ e ¢y da Eq. (4.92), teremos
/ /s
Gind _ lg“"_ LW —ia) m)} , (4.108)
|| ||
/ ) "
R B . (4.109)
V12— a? — 2iay’

onde usamos |z| = /72 — a2 + 2iay’, Eq. (4.90). Entdo, a partir das Eq’s. (4.105), (4.106)
e (4.109), a integral da Eq. (4.104) sera

+ : v n
[ e exp(ifz|sena) da = (<1 [¢ - +—2yy]

+m
. / exp (ina + i |z| senar) da.  (4.110)

Utilizando a Eq. (4.100) novamente, teremos
+7
/ exp (ina + i |z| sena) da = 2w J_,, (|2]) . (4.111)

Substituindo a Eq. (4.111) na Eq. (4.110) e utilizando a propriedade que relaciona J_,, (x) =

(—=1)" J,, (z), podemos concluir que

\/r2 —a?® — 2iay’
Iy (q\/r2 —a’+ 2iay’) . (4.112)

3—”7ﬁ / ./ "
2 .
/ e . exp (i |2] sena) da = 27 (i)" [ rHety ]
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Como a Eq. (4.112) é equivalente a Eq. (4.104), podemos substitui-la na Eq. (4.86) e

escrever ¢y (7, 1) como:

bs (7 1) —1 ir' —y +ia ! ( a2>

7 t) = xp [ ——
2 dv/ 3 \/7"2 —a? + 2iay’ P 2

00 2

: / exp (—%) sen (¢"t') 27 J, (q\/'r2 —a?— 2iay’> qdg, (4.113)
0
_i,—a%/2 L . n
. 1e 1T +a
0 (7 1) = i
dy/m \/7‘2 —a? — 2iay’

o 2
: / exp (—%) sen (¢"t') J,, (q\/r2 —a?— 2iay’) qdq. (4.114)
0

De forma analoga ao que foi descrito anteriormente, podemos concluir que ¢3 (7, t) =

_qb?( T, Y, )

Logo, para o caso geral no qual temos n-camadas de grafeno, as func¢oes de onda
serao dadas pelas pelas Eq’s. (4.32) e (4.33), com ¢, (7,t) e ¢o (7, 1) iguais a Eq. (4.103)
e Eq. (4.114), respectivamente.

4.2.2 Monocamada de grafeno

Como a solugao obtida na segao anterior possui caratér geral, podemos obter o Hamil-
toniano e as fungoes de onda das sub-redes A e B para monocamada de grafeno de forma

bem simples. Para isto, precisamos apenas fazer n = 1 na Eq. (4.3), ou seja:

0 e
H, (k) = hv ¢k " . (4.115)
e’ 0

Por outro lado, as fung¢oes de onda serdao dadas pelas Eq’s. (4.32) e (4.33) com

42
6(1/2

o1 (7 t) = NG e~ 2cos (¢t J (q\/r2 —a?— Ziay’) qdq (4.116)
T
e
P P g W
’ dym \/7“2 —a? — 2iay’

/ e~ ?sen (qt') J1< \/7"2—@2—2wy>qdq (4.117)
0

onde fizemos n = 1 nas Eq’s. (4.103) e Eq. (4.114).
Uma vez que ja conhecemos as funcoes de onda, podemos obter os valores médios das

coordenadas do centro do pacote utilizando a seguinte equacao:

/ o (7t mv}@z}j(ﬁ,ndﬁ. (4.118)
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Para verificar a existéncia do movimento trémulo vamos utilizar a Tab.(4.1) como refe-
réncia e as mesmas configuracoes iniciais do pseudo-spin, ou seja: (i) C; =1 e Cy = 0,
(i) Cy =1eCy=1e (ili) C;, =1 e Cy =i. O apéndice 6 desta dissertacdo mostra de
forma detalhada como essas médias podem ser obtidas.

Para o caso (i), teremos que (y (t)) = 0 e utilizando as Eq’s. (4.32), (4.33), (4.116) e

(4.117), podemos facilmente concluir que
1—e @

(7 (1)) = T —e @ /O " e cos (2qt") I1 (2aq) dq, (4.119)

onde ¢é simplesmente (7 (t)) = (x (¢)) /d.

Por outro lado, para o caso (ii), teremos novamente (y (t)) = 0 e desta vez

. 1—e @ , e=@ [, Al d
(T (1)) = ( 5.7 )t + 5 /0 e T sen (2qt") [d_qjl (Zaq)] dq. (4.120)
Por fim, para (iii), teremos (z (t)) =0 e
a? e~ [ I (2aq)

j 1 t ~sen (2qt') = d 4.121

(g(t 2a2 >+2a/06 sen (2qt") P (4.121)
com (7 ( (y (t)) /d. Para os trés casos, as integrais que surgem nas Eq’s (4.119),
(4.120) e ( 21) correspondem ao movimento trémulo.

4.2.3 Bicamada de grafeno

Para a bicamada de grafeno, Fig. 3.3(a), teremos que o hamiltoniano sera dado pela

Eq. (4.3) quando n = 2, ou seja:
(hosk)* [0 e 29
H, (k) = % e g ] (4.122)

Neste caso, as fungoes de onda 1y (7,t) e 9 (7, t) serdo dadas pelas Eq’s. (4.32) e
Eq. (4.33) com

—a?/2 00
o1 (7 t) = ¢ e~ cos (¢"t') J <q\/r2 —a?— 2iay’> (4.123)
dym /o
e
2 . . 2
by (1) = —je= /2 i’ —y +ia
dvm | \/r? —a® - 2iay

00 2
. / exp (—%) sen (th') Jo (q\/TQ —a?— 2iay’> qdq. (4.124)
0

Para o caso (i), teremos que (y (t)) = 0 e utilizando as Eq’s. (4.32), (4.33), (4.123) e
(4.124), podemos facilmente concluir que

a2

1—e™ 2 [ 2
(z(t) = 2TC gea / e " cos (2¢°t') I; (2aq) dg. (4.125)
a 0
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Por outro lado, para o caso (ii), teremos novamente (x (¢)) = 0 e desta vez

[e.9]

G (t)) = —ae™ /0 e [qsen (24°t") -0 FA [3,a2q2ﬂ dg—4e™ "t /O e [¢*11 (2aq)] dg

4=
a

t /O T [q]; (2aq) ] dg, (4.126)

onde oF} b, z] sdo as fungoes hipergeométricas confluentes.
Por fim, para (iii), teremos (y (t)) =0 e

(y () = 2de™ /000 e [sen (2¢°t') I; (2aq)] dg

—a? oo 241
B 2d(; / o [sen(2q tq) I (2aq)] dg (4.127)
0

e, considerando (Z (t)) = (z (t)) /d,

(% (t)) = 2 /000 e [sen (2¢°t") I (2aq)] dgq

2

e~ a o] 2 24/ I 2
a 0 q

4.3 Solucao numérica: split-operator

Na representacao Schrodinger, podemos descrever a dinamica de uma particula utili-
zando o operador de evolugao temporal U (t,to). Considerando que o estado inicial seja
representado por (7, ty), podemos obter o estado para um tempo posterior (¢ > 0) a

partir de

W) = Ut to) (7, o). (4.129)
Para o caso no qual o Hamiltoniano nao dependa explicitamente do tempo, teremos que

o operador de evolugao temporal podera ser escrito como [132]:

A~

O(t ty) = exp {—%H(t - to)] | (4.130)

No modelo TB, podemos considerar os sitios atdémicos como sendo um rede de pocgos
de potencial em cada sitio que podem confinar um elétron, o qual possui probabilidade
nao-nula de tunelar de um poc¢o a um outro primeiro vizinho.

Primeiramente, vamos considerar o caso em que temos uma linha periédica de atomos.
Este sistema pode ser representado por uma rede unidimensional de pogos quanticos.
Considerando que as barreiras entre os pocos possuem altura infinita, o elétron teria
probabilidade zero de tunelar, e chamando o Hamiltoniano deste sistema de H,.,, temos
Hy 1) = Eg|1;), ou seja, um elétron preso no i-ésimo pogo é um autoestado do sistema,

com energia do estado fundamental do poco Ej, para qualquer valor de i. Mas se a
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X

>

Figura 4.2: Pocgos de potenciais periddicos com largura a representando uma linha de
atomos. Quando o potencial é infinito (vermelho), a probabilidade do elétron tunelar é
zero, logo, a funcao de onda fica confinada apenas dentro do pogo. Por outro lado, se o
pogo de potencial for finito (cor azul) o elétron tera probabilidade ndo-nula de tunelar de

um pocgo a outro.

barreira entre os pogos for finita (Fig.4.2), havera uma probabilidade ndo-nula do elétron
tunelar, de forma que ndo podemos mais garantir que |¢;) seja um autoestado do sistema.
Porém, podemos estimar que aplicando-se H sobre |¢;), onde H é o Hamiltoniano do

sistema com pocos finitos, obtemos uma aproximacao:

H ) = o+ Tica [ica) + Eo |¥i) + Tiga [Yig1) + - (4.131)

onde 7; representa a energia de hopping do elétron entre os pocos 7 e 5. Note que os
estados [¢;), com i = 1,2,3, ..., onde [¢);) representa um elétron confinado em cada pogo,
sao ortogonais, pois no caso em que tinhamos pocos infinitos, um elétron nao poderia
ocupar dois sitios simultaneamente. Logo, estes estados formam uma base ortonormal,
de forma que podemos escrever qualquer estado do sistema com potencial finito, como

W) = > a;|v;). As autoenergias e os coeficientes a; dos seus autoesdados podem ser
i

determinados escrevendo-se H nesta base e diagonalizando-o. Mas, como a Eq. (4.131)
possui infinitos termos, essa diagonalizacao seria extremamente trabalhosa. Uma saida
para contornar esta dificuldade, é levar em conta o hopping apenas para os primeiros

vizinhos na Eq. (4.131) e descartar todos os outros. Assim, o Hamiltoniano sera:

H |1p;) = 7y [ic1) + Eo [thi) + Tigr Vi) - (4.132)

Logo, se tivermos a base |¥) = > a;|t;), o Hamiltoniano H pode ser escrito como
i
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uma matriz tridiagonal esparsa’:

Ti—1 Eo T 0 0

0
0 0 7© Ey Tiq
0 0 0 7 E
0 0 0 0

Como o nosso problema de interesse é bidimensional, temos que reescrever o Hrp,
Eq. (4.132), em duas dimensoes. Para isso, basta considerar dois indices i e j, ao invés de
apenas um ¢, para que se possa definir a posicao atémica de maneira tinica. Se tomarmos
a rede retangular da Fig. 3.1, ¢ representaria a linha e 5 a coluna, por exemplo. Dessa

forma, a Eq. (4.132) se torna:

H |hij) = +Eo [¢i;) + 761 [V6-1)5) + T Vi)
+ Ti -1 [ Ui -1)) + TaGans [Yigens) - (4.134)

Essa nova matriz, diferentemente da matriz unidimensional dado pela Eq. (4.132), ira
conter cinco diagonais nao nulas, ou seja, serd uma matriz pentadiagonal esparsa, a qual
podemos separar em blocos, como mostra a Fig.4.3. Note que cada termo das diagonais
secundarias da matriz da Fig. 4.3 representa a ligacao entre um atomo e seus vizinhos
superior e inferior (com i’s diferentes), no caso das azuis, e da direira e esquerda (com j's
diferentes), no caso das vermelhas. Como as ligagoes para a direita e esquerda ocorrem de
forma alternada (ver Fig. 4.4), as subdiagonais vermelhas terao valores nulos e nao nulos
de forma alternada.

Finalmente, desenvolveremos agora o método split-operator para sistemas descritos
por Hamiltonianos do tipo TB em duas dimensoes. De acordo com o procedimento de-
senvolvido no inicio desta se¢ao, vamos mostrar como simplificar o problema no qual
temos matrizes pentadiagonal em um problema no qual teremos matrizes tridiagonais.

Logo, podemos reescrever a Eq. (4.134) como

Hiz) = Hils ;) + Hj|vi ), (4.135)
onde H; e H; sao dados por
Eo+ Vi,
Hilij) = <%> [Vij) + Tij—1|Vij—1) + Tije1|ije1) (4.136)

Ey+ Vi,
Hjlwi ;) = (%) |05 ;) + Tic1,

Vi1,5) + Tigr,j| Vi) (4.137)

2Matrizes esparsas, sdo matrizes nas quais a maioria das posicoes sdo iguais a zero. Neste tipo de
estrutura, armazena-se apenas os valores significativos, afim de se obter um melhor desempenho na

execucao do calculo numérico.
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Figura 4.3: Estrutura da matriz pentadiagonal correspondente ao modelo tight-binding
para uma rede bidimensional-2D. A diagonal principal (linha continua azul) e a sub-
diagonal pontilhada azul possuem todos os termos diferentes de zero, enquanto que a
sub-diagonal pontilhada vermelha possuem termos nao-nulos e zeros de forma intercalada.
Todos os outros elementos fora dessas diagonais sao nulos. Cado bloco representa uma
matriz quadrada de ordem I, o nimero de linhas dos sitios da rede. O nimero de colunas
dos sitios da rede, define o ntimero de blocos (J). Logo, o nimero total de elementos na

matriz Hrp em duas dimensoes sera: [ x I x J x J.

Da Ref.|24], podemos escrever o operador evoluc¢ao temporal da seguinte forma

exp {—%HAt} = exp [—%H]At} exp {—%HZAIS} exp [—%

onde o erro vem da nao comutatividade entre os operadores H; e H; [133].

HjAt} + O(At?), (4.138)

Assim, a func¢ao de onda para um tempo infinitesimalmente posterior sera dado por

A Eq. (4.139) pode ser resolvida em trés passos, como se segue

Wi,j>t+At = exp {—

[
Mij = exXp _%HjAt:| |93 5)e, (4.140)
i
|%ij)e+ar = exp [—ﬁHjAt} &ij (4.141)
e .
i
1ij = €xp {_%HjAt} i )¢ (4.142)

Utilizando a forma de Cayley® para exponenciais, podemos reescrever a Eq’s. (4.140),
(4.141) e (4.142) como

<1 " ZthAt) s ] = <1 - zthAt> %)t (4.143)

3exp {e/q = [1 - %] B [1 + %} + O(e*)
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Figura 4.4: Mapeamento da rede hexagonal em uma rede retangular. Equivaléncia topolo-
gica: cada sitio possui outros trés primeiros vizinhos, a area das rede sao iguais a 3v/3a> /2

e os vetores unitarios que geram as sub-redes sao equivalentes para as duas redes.

e . .
1 [/ .
<1 + EHjAt> ViV erar = (1 — EHjAt) ISAE (4.145)

Assim, teremos apenas matrizes tridiagonais em nosso problema.

Para tratar o problema da evolugao do pacote de onda gaussiano em monocamada de
grafeno, consideramos uma rede 2000 x 3601 atomos , com bordas armchair (zigzag) na
diregao z (y). O parametro de hopping e a distancia entre os atomos de carbono foram
considerados iguais a 7 = —2.7 ¢V e a = 1.42 A, respectivamente.

Para o pacote de onda inicial, foi utilizado uma fungao gaussiana centrada em 7 =

(0, Yo) no espago real e ¢ = (¢, ¢f) no espago reciproco:

Uy (7) =N <g> Exp [‘ e e (4.146)

, 242

onde N é o fator de normalizacao e d é um parametro correspondente a largura da gaus-
siana. Veja que incluimo um pseudo-spinor [CY, CZ]T no pacote de onda inicial e, como ja
dito anteriormente, C; e C5 representando a probabilidade de encontrar o elétron na sub-
rede A ou B, respectivamente. Em relacao ao pseudo-spin, podemos reescrevé-lo como
[1, ew}T, de forma que o angulo 6 de polarizacao do pseudo-spin é mostrado de forma
explicita.

Ao utilizar o modelo TB, consideramos o pacotede onda inicial com uma forma discreta
dado pela Eq. (4.146) para a rede favo-de-mel do grafeno, onde multiplicamos a gaussiana
por C; (C3) nos sitios das sub-redes A (B) e o vetor de onda inicial dado por ¢ =
(k¥ k§) + K (ou seja, na vizinhanga do ponto K ). Um observagcao a ser feita é que temos

que ficar bastante atento com a escolha do valor do produto kfd. Na verdade, precisamos
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escolher um £} bem préximo ao cone de Dirac, umas vez que a relagao de dispersao
para o modelo TB deixa de ser linear para valores mais altos, diferenciando-se do modelo
analitico utilizado, bem como escolher valores grandes para o parametro d. Enquanto que
no modelo de Dirac, a relacao de dispersao serd sempre linear, de forma que podemos
escolher valores do parAmetro a sem nos preocuparmos com o produto kjd [22].

Como o objetivo serd comparar o modelo numérico (TB) com o analitico (Dirac)
¢ importante também notar que, por exemplo, para o ponto K = (0,47?/3\/5%), 0
Hamiltoniano de Dirac ¢ obtido rotacionando-se os eixos por um antulo de 90°, o que
significa que as coordenadas sertao transformadas da seguinte forma: ©+ — —y ey — x.
Como se trata apenas de uma redefini¢ao, vamos considerar que as coordenadas x e y serao
as mesmas para o modelo numérico e analitico, de forma que teremos que obter resultados

consisos nestes dois modelos.



Resultados e discussoes

Nos capitulos anteriores, estudamos a dinamica de pacote de onda gaussiano no gra-
feno. Foi possivel obter as fungoes de onda para n-camadas de grafeno, porém nos concen-
tramos no caso em que temos n = 1 e n = 2. Neste capitulo, mostraremos os resultados

obtidos a partir dos estudos desenvolvidos ao longo do Cap. 4.

5.1 Propagacao de pacote de onda em monocamada de

grafeno

Primeiramente, vamos analisar os resultados para monocamada de grafeno. Neste
caso, as fungoes de onda podem ser obtidas a partir das Eq’s. (4.32), (4.33), (4.116) e
(4.117) e o valor médio de (x (t)) e (y (t)), pelas Eq’s. (4.119), (4.120) e (4.121). Como
j& sabemos, esses dois resultadados dependem diretamente da direcao de polarizagao do

pseudo-spin.

5.1.1 Densidade de probabilidade e média de (x (t)) e (y(t)) para
Cl =1le CQ =0

Como sabemos, uma vez obtido as func¢oes de onda é possivel determinar a densidade
de probabilidade eletronica p (7, t) = ]wllz + Wzﬁ- Desta forma, a Fig. 5.1 representa a
densidade de probabilidade para uma funcao de onda inicial com pseudo-spin polarizado
na direcao perpendicular ao plano, ou seja, (0,) =1 e (0,) = (o,) = 0, com pardmetros
d=2nm e ky = 0.6 nm™! para diversos valores do tempo (em unidades de d/v;). No
instante de tempo inicial (¢ = 0), temos exatamente a proje¢ao de uma onda gaussiana
centrada no plano xy, como ilustra a Fig. 5.1(a). Uma vez que o tempo vai passando
(t > 0), o pacote de onda se divide em duas partes que se movem ao longo do eixo-
y com velocidades opostas, Fig’s. 5.1(b)-(f). Porém, a densidade de probabilidade é
simétrica em relagdo ao eixo-y, ou seja, p(z,y,t) = p(x,—y,t) e em relagdo ao eixo-x

(p(x,y,t) # p(—x,y,t)) ndo possui simetria, o que significa que o centro do pacote ira
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Figura 5.1: Densidade de probabilidade eletronica, p (7,t) = [¢1]* + |¢,|°, para monoca-
mada de grafeno com C; =1 e Cy =0 para a = kod = 1.2 onde de (a) a (f) temos t = 0,
t=1,t=2,t=23,t=4,t=5, respectivamente (¢ possui unidades de d/vy, onde vy é a

velocidade de Fermi).
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Figura 5.2: Média da coordenada (z (t)) /d versus tempo (79 = d/vs) para um pacote de
onda que se propaga em uma monocamada de grafeno com C; = 1 e Cy = 0 para diversos
valores do parametro a, onde a = kod. As linhas (simbolos) representam os valores obtidos

a partir do modelo analitico (tight-binding).

oscilar somente ao longo da diregao x (zitterbewegung). Pode-se observar também que ao
passar do tempo a largura das do pacote de onda aumenta devido ao efeito da dispersao.

Devido ao fato de nao ocorrer oscilagao ao longo do eixo-y, como dito no pardgrafo
anterior, s6 temos interesse em analisar o ZBW ao longo da direcao x, uma vez que, a partir
da Tabela 4.1, ja sabfamos que (y) = 0. A Fig. 5.2 ilustra o grafico do (% (t)) = (x (¢)) /d
versus o tempo (t/7y) para a expressao analitica (linhas) dado pela Eq. (4.119), bem
como uma comparac¢ao com o modelo tight-binding (simbolos) para diversos valores do
parémetro a = kod. No modelo de Dirac, a relagao de dispersao seréd sempre linear, de
forma que podemos escolher valores do parametro a sem se preocupar com o produto
kod, isto ficard mais claro no paragrafo a seguir, quando iremos falar um pouco sobre
o resultado numérico. A partir da Fig. 5.2, podemos ver também que (x (t)) converge
para um determinado valor demonstrando que o movimento trémulo nao é permanente,
mas sim um movimento de regime transiente, como descrito nas Ref’s |14, 17]. Podemos
observar ainda na Fig. 5.2 que quanto maior o valor de a, mais oscilagoes irao ocorrer,
de forma que a velocidade (v, = d (x (t)) /dt) ir& oscilar com periodo mais curto e menor
amplitude.

No caso do modelo TB, temos que prestar bastante atengao na escolha do valor do
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produto kyd. Na verdade, precisamos escolher um ky bem proximo do ponto K do cone
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Figura 5.3: Densidade de probabilidade eletronica, p (7,t) = [¢1]* + |¢,|°, para monoca-
mada de grafeno com C; =1 e Cy =1 para a = kod = 1.2 onde de (a) a (f) temos t = 0,
t=1,t=2,t=23,t=4,t=5, respectivamente (¢ possui unidades de d/vy, onde vy é a

velocidade de Fermi).
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de Dirac, umas vez que a relagao de dispersao para o modelo TB deixa de ser linear para
valores mais altos, diferenciando-se do modelo analitico utilizado, bem como escolher
valores grandes para o parametro d. Dentro destas condigoes, a Fig. 5.2 ilustra o valor
esperado (x (t)), representado por simbolos, para kod variando de 1 a 5, onde obtivemos
esses valores fazendo ky = 0.01 Afl, ko = 0.02 Afl, ko = 0.03 Afl, ko = 0.04 Afl,

ko = 0.05 Ae sempre utilizando d = 100 A para o pacote de onda Gaussiano inicial.
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Figura 5.4: Média da coordenada (z (t)) /d versus tempo (79 = d/u) para um pacote de
onda que se propaga em uma monocamada com C; = 1 e 'y = 1 para diversos valores do
parametro a, onde a = kod. As linhas (simbolos) representam os valores obtidos a partir
do modelo analitico (tight-binding). A inser¢ao mostra a média da coordenada (y (t)) /d
obtida a partir do modelo TB.

5.1.2 Meédia de (x (t)) e (y(t)) e densidade de probabilidade para
Cl =1le 02 =1

Agora, temos (0,) # 0, (o,) = (0,) = 0, ou seja, o pseudo-spin estd no plano zy e
orientado ao longo do eixo-z. A Fig. 5.3 ilustra a densidade de probabilidade evoluindo no
tempo (em unidades de d/u) para esta configuragao utilizando os mesmos parametros da
sub-secao 5.1.1, porém com C; = 1 e Cy = 1. Podemos perceber que a medida que o tempo
tempo vai passando (£ > 0), o pacote de onda se divide em duas partes que se movem ao
longo do eixo-y em diregoes opostas, Fig’s. 5.3(b)-(f). Como no caso anterior, o pacote de

onda se divide de forma simétrica em relagao ao eixo-y, ou seja, p (z,y,t) = p(x, —y,t) e
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Figura 5.5: Densidade de probabilidade eletronica, p (7,t) = [¢1]* + |¢,|°, para monoca-
mada de grafeno com C; =1 e Cy =i para a = kod = 1.2 onde de (a) a (f) temos ¢t = 0,
t=1,t=2,t=23,t=4,t=5, respectivamente (¢ possui unidades de d/vy, onde vy ¢é a

velocidade de Fermi).
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nao possui simetria em relagao ao eixo-z (p(x,y,t) # p(—=z,y,t)), o que significa que
o centro do pacote ira oscilar somente ao longo da diregao z (zitterbewegung). Pode-se
observar também que ao passar do tempo a largura das do pacote de onda aumenta devido
ao efeito da dispersao.

A Fig. 5.4 ilustra os resultados analiticos obtidos a partir da Eq. (4.120) para o modelo
analitico (TB) representado pelas linhas (simbolos). A partir deles, teremos que: (i)
quando maior o valor de a, menor sera a amplitude do ZBW e o periodo das oscilagoes;
(ii)) o ZBW ¢ um movimento transiente, monstrando que o movimento trémulo nao é
permanente.

Para o modelo TB, os mesmos cuidados descrito na sub-secao 5.1.1 precisam ser to-
mados. Podemos observar também a partir da inser¢ao da Fig. 5.4 que (y (t)) é proxima

de zero para este método.

5.1.3 Meédia de (z (t)) e (y(t)) e densidade de probabilidade para
Cl =1le 02 =1

Neste tltimo caso para monocamada, o pseudo-spin esta no plano xy e orientado ao
longo do eixo-y, ou seja, (o,) # 0, (0,) = (0,) = 0. A Fig. 5.5 ilustra a densidade
de probabilidade para diversos valores do tempo (em unidades de d/u) para os mesmos
parametros das sub-secoes 5.1.1 e 5.1.2, porém com C; = 1 e C5 = 7. Diferentemente
dos dois casos anteriores, a medida que o tempo tempo vai passando (¢ > 0), o pacote de
onda nao se divide em duas partes, mas se propaga com um formato de arco. Como o
pseudo-spin e o momento kg estao na mesma direcao, o pacote de onda se propaga neste
mesmo sentido sem se separar. Também, diferentemente dos dois casos anteriores, o pacote
de onda agora se propaga ao longo do eixo-z como ilustra as Fig’s. 5.1(b)-(f). Pode-se
observar também que ao passar do tempo a largura das do pacote de onda aumenta devido
ao efeito da dispersao.

A Fig. 5.6 ilustra os resultados obtidos analiticamente a partir da Eq. (4.121) para
o modelo analitico (TB) representado pelas linhas (simbolos). Para este caso, o zitter-
bewegung para (y (t)) é bastante sutil e praticamente s6 ocorre quando a = 0. Apesar
de existir também um pequeno movimento trémulo, (z (¢)) é muito pequeno. Mais uma
vez, o que foi descrito nas sub-sec¢oes 5.1.1 e 5.1.2 foi utilizado para gerar os resultados

numeéricos.
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Figura 5.6: Média da coordenada (z (t)) /d versus tempo (19 = d/vs) para um pacote de
onda que se propaga em uma monocamada com C; = 1 e C'y = ¢ para diversos valores do
parametro a, onde a = kod. As linhas (simbolos) representam os valores obtidos a partir
do modelo analitico (tight-binding). A inser¢ao mostra a média da coordenada (x (t)) /d
obtida a partir do modelo TB.

5.2 Propagacao de pacote de onda em bicamada de gra-

feno

Neste secao, iremos expor os resultados obtidos analiticamente para bicamada de gra-
feno. Estes resultados consistem na densidade de probabilidade p (7,t) = |@/)1|2 + |¢2|2
obtido a partir das Eq’s. (4.32), (4.33), (4.123) e (4.124) e do valor média da posigao
(x(t)) e (x(t)), dado pelas Eq’s. (6.69), (4.126) e (4.82).

5.2.1 Densidade de probabilidade e média de (x (t)) e (y (t)) e para
Cl =1le 02 =0

A Fig. 5.7 mostra a densidade de probabilidade obtida a partir das fungoes de onda
das sub-redes A e B da bicamada de grafeno para uma fun¢ao de onda inicial com pseudo-
spin polarizado na dire¢do perpendicular ao plano, ou seja, (0,) =1 e (0,) = (0,) = 0.
Foram utilizados os parametros d = 2 nm e ky = 0.6 nm™~!, os mesmos da secao 5.1, para

diversos valores do tempo ( em unidades de d/vs). Neste caso, as funcoes de onda se
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Figura 5.7: Densidade de probabilidade eletronica, p (7,t) = [¢1|* + [12]*, para bicamada
0 para a = kod = 1.2 onde de (a) a (f) temos ¢t = 0,
=1,t=2,t=3,t=4,t=>5, respectivamente (¢ possui unidades de d/v;, onde vy é a

de grafeno com C7 = 1e Cy =

velocidade de Fermi).
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Figura 5.8: Média da coordenada (z (1)) /d versus tempo (19 = d/vs) para um pacote de
onda que se propaga em uma bicamada com C; = 1 e ('} = 0 para diversos valores do

parametro a, onde a = kod.

espalham mais rapidamente do que quando se tem apenas uma camada de grafeno, como
pode ser visto nas Fig’s. 5.5(b)-(c).

A partir da Eq. (6.69), foi possivel plotar o grafico do valor médio da coordenada x
para diversos valores do parametro a. Para valores maiores de a, mais oscilagoes irao

surgir, porém com aplitudes também maiores.

5.2.2 Densidade de probabilidade e média de (x (t)) e (y (t)) e para
Cl =1le 02 =1

A Fig. 5.9 mostra a densidade de probabilidade para uma func¢ao de onda inicial com
pseudo-spin polarizado no plano-zy e ao longo do eixo-z, ou seja, (0,) = 1l e (o,) = (0,) =
0. Foram utilizados os mesmos parametros anteriores. As Fig’s. 5.9(b)-(c) mostram como
o pacote de onda evolui no tempo (t > 0).

Utilizando a Eq. (4.126), foi possivel plotar o grafico do modulo do valor médio da
coordenada y para diversos valores do parametro a. Uma pequena oscilacao proximo ao

valor do tempo 0.25 ocorre para o valor a = 1.
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Figura 5.9: Densidade de probabilidade eletronica, p (7,t) = |t1]* 4 |12|*, para bicamada
de grafeno com C; = 1 e Cy = 1 para a = kod = 1.2 onde de (a) a (f) temos t = 0,
t=1,t=2,t=3,t=4,t=>5, respectivamente (¢ possui unidades de d/v¢, onde v; ¢ a

velocidade de Fermi).
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Figura 5.10: Moédulo da média da coordenada (x (t)) /d versus tempo (19 = d/vs) para
um pacote de onda que se propaga em uma bicamada coma C; = 1 e C'; = 1 para diversos

valores do parametro a, onde a = kod.

5.2.3 Densidade de probabilidade e média de (z (t)) e (y (t)) e para
01 =1le CQ =1

Por fim, a Fig. 5.11 representa a densidade de probabilidade para uma funcao de onda
inicial com pseudo-spin polarizado na dire¢ao perpendicular ao plano-zy, ou seja, (o,) =1
e (0,) = (0,) = 0, com parametros d = 2 nm e kg = 0.6 nm~! para diversos valores do
tempo (em unidades de d/vs). A partir da Eq. (4.128), foi possivel plotar o grafico do
valor médio da coordenada x para diversos valores do parametro a. Como podemos ver,
para a = 1 e a = 2, as oscilagoes sao bastantes amortecidas, convergindo para o valor
(x (t)) = 0 logo em seguida. A medida que o valor do parametro a vai aumentando, temos

periodos mais curtos e menores amplitude de oscilagao.
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Figura 5.11: Densidade de probabilidade eletrénica, p (7,t) = |1b1]”>+|1b2|*, para bicamada
de grafeno com Cy = 1 e Cy =i para a = kod = 1.2 onde de (a) a (f) temos t =0, t = 1,
t=2,t=3,t=4,t=05, respectivamente (¢ possui unidades de d/u, onde u é a velocidade

de Fermi).
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Figura 5.12: Média da coordenada (x (t)) /d versus tempo (19 = d/vy) para um pacote
de onda que se propaga em uma bicamada com C; = 1 e C; = i para diversos valores do

parametro a, onde a = kod. O painel enfatiza a convergéncia dos valores



Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, foram apresentados os resultados de uma série de investigagoes que
fizemos sobre dindmica quantica de particulas carregadas representadas por um pacote de
onda gaussiano 2D em monocamada e bicamada de grafeno para as seguintes configuracoes
iniciais do pseudo-spinor: (i) perpendicular ao plano-zy; (ii) no plano-zy e orientado
ao longo do eixo-z; (iii) no plano-zy e orientado ao longo do eixo-y. Primeiramente,
encontramos analiticamente as expressoes correspondentes das fun¢des de onda das sub-
redes A e B para a monocamada (sub-segao 4.2.2) e bicamada (sub-segao 4.2.3) de grafeno
a partir da equagao de Dirac. Em seguida, utilizamos a representacao de Heisenberg para
predizer em quais das situagoes (i), (ii) e (ii) o valor médio das coordenadas x e y, ou seja,
(x (t)) e (y(t)) seriam nulos ou nao, conforme ilustrado na Tabela 4.1. Depois, a partir
das fungoes de onda, encontramos analiticamente as expressoes correspondentes a (x (t))
e (y (t)). Por fim, foi utilizado o método split-operator com o hamiltoniano TB para obter
(x(t)) e (y(t)) a fim de comparacao com os resultados analiticos para a monocamada de
grafeno.

Abordando o problema analiticamente, conseguimos predizer qual coordenada do cen-
tro do pacote de onda possuia movimento trémulo (ZBW), tanto para monocamada quanto
bicamada de grafeno utilizando a representacao de Heisenberg para as configuragoes inici-
ais do pseudo-spinor citado no paragrafo anterior. Utilizado a equagao de Dirac, obtivemos
analiticamente expressoes para o valor médio de x e y, de forma que foi possivel aferir
quais delas eram nulas ou nao. Estes ultimos resultados, mostraram-se em total acordo
com o que tinha sido previsto utilizando-se a representacao de Heisenberg.

Para a monocamada de grafeno, observamos a presenca do fenémeno zitterbewegung
(ou simplesmente movimento trémulo) da fun¢ao de onda para as configuragoes (i), (ii) e
(iii) citadas no primeiro paragrafo. Foi possivel verificar uma boa concordancia entre os
resultados analiticos, obtidos a partida da equacao de Dirac, e os resultados utilizando o
modelo TB, como ilustra a Fig. 5.2. Foi possivel observar também que o ZBW nao é um
movimento permanente, possuindo carater transitorio.

Os mesmos resultados citados no paragrafo anterior, foram observado para bicamada

de grafeno, exceto as suas comparagoes com o modelo TB.
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Algumas perspectivas futuras sao citadas abaixo:

e Verificar os limites quando a = dkqg > 1 a fim de verificar como o ZBW das coorde-

nadas do centro do pacote de onda se comportam nesta situacao.

e Determinar as expressoes das velocidades, a partir das equagoes de (x (t)) e (y (1)),
a fim de verificar a dependéncia das mesmas com a largura d do pacote de onda,
o momento inicial Py, bem como os modulos das componentes 4 (7,0) e o (7, 0)
e da diferenca de fase. Seria interessante também, verificar o comportamento das

velocidades depois de passado um t consideravelmente grande.

e Desenvolver um codigo numérico utilizando o método split-operator para o Hamilto-
niano TB e um co6digo para o Hamiltoniano do tipo Dirac para bicamada de grafeno,
a fim de comparar com os resultados analiticos da bicamada de grafeno obtidos nesta

dissertagao.



Apéndice A
Calculo do (z) e (y)

A.1 - Calculo da (x) para C; =1e Cy, =0

A partir das Eq’s (4.32) e (4.33), teremos

— C = —
¢1(T,t): 21 2/G11(7a77n5t)f(r
\/|Ch]” + ||
C.
+ 22 2/G12(7777ﬂ,t)f(
\/|C1]” + | Cy

)dr’

o (7 ) = — ! / Gy (7,7, 1) f (7
\/ C1|” + |Co)?
C .
+ / Gon (7, 7,1) | (F) dF, (6.2)
\/ Ci” +|Cs?

onde G11 ,G12, Gaje Gaa sdo dadas pelas Eq’s (4.20) e (4.29).

Considerando C1=1 e C5 = 0, teremos:

wl (F,t) = /Gll (F,?ﬂ,t) f(?ﬂ) d?"

) dr’

7Y d, (6.1)

(&
o (7, 1) :/G21 (7,7, t) f () dr.

A partir das Eq’s (4.58) e (4.63), teremos que:
Pl pykod

. d k242 7
¢1(T,t)—meXp (— 5 )’/eXp (Z 3 — 2h2 + 7
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. —id k§d2>/<px+ipy
r,t) = exp | —
Yo (7 1) on2\/73 p( 9 D
O ) 2 n
P prdm | pykod Pt
.exp(z T + yh )sen(vh)dp (6.6)

Queremos obter o valor esperado de 7 (t), ou seja, (7(t)) usando a representacgdao do

momento. Desta forma, teremos que determinar
Z / 5it) [in¥,] 4 (5. dp. (6.7)

onde

—

0 (5it) = % / exp {—H%] s (7 1) dF (6.8)

¢ a transformada de Fourier de 1); (7, t). Logo

- d _kgd? P
v, (pit) = TN (27rh) exp 5 ) exp [—17} dr

p/2 d2 Dy kO d2 p/nt ,
/exp < 57,2 + 3 cos 7 dp’ (6.9)

_ d B 0] )
P, 1) = —————ex ex ~ | dr
W) = e e p< ) { p[ h
/2 d2 py/ kO d2 pmt S
./exp (— 57 + . )COS(7h> dp', (6.10)

lembrando que o termo entre chaves é exatamente uma delta de Dirac igual a (27h)* 6 (5 — ),

entao teremos:

— k3d? p*d*  p,kod? pt
Uy (Pit) = h\/_exp< 5 )exp <_W+ - cos h ) (6.11)

Agora que ja obtivemos v, (p,t), vamos determinar v, (p,t). A partir da Eq. (6.6),

teremos:

- 1 —id k2d2 d
Wy (Pyt) = Py [m - exp < ) exp {—z—] dr’

p;—i-ip’ e /2d2 P /kon /ng .
/( p’ y> -exp(ph ST yh sen pvh dp, (6.12)

%y (7 —id kod” (T -7
500 = g o () { e [ o)
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novamente, o termo entre chaves é uma delta de Dirac igual a (27rh)2 d(p—1p'), assim,

— . —id k3d*\ [ pe +ipy \" p*d*  p,kod? Pt
Wy (Pit) = h—ﬁ-exp<— 5 >< P - exp —W—i- N sen )

(6.14)
Em coordenadas cartesianas, o operador momento é dado por
- 0 0
V,=12 +y— 6.15
p apz 8]9;, ( )
Primeiramente, vamos calcular 91, /p,, assim:
o, d k2d*\ 0O p*d®  pykod? pt
— _ = — 6.16
O hr P ( > o P\ T T )\ R )| (6.16)
como p" = (pi + pz)n/ 2, teremos

o d_ BEY o (PE | pikod®
= ——exp| ———— | ex
e hvm P\ 2 PAT%r ™7

2p.d® (Pt pt\ tn -
[ oz €08 (% — sen “h) a2 (B2+p2)* - (2p)|, (6.17)

que pode ser reescrito como

o, d . k2d? . p3d? N pykod?
= ——=€X —— | & -
e hvm P\ 2 Y n

N "t "\ nt
: {_pﬁ? Cos (%) — sen (%) :—hpxp”21 . (6.18)

Utilizando as variaveis adimensionais das Eq’s (4.65), (4.66), (4.72) e (4.73), podemos

reescrever a Eq.(6.18) como

oby, a® q
8_]755 = Wexp (—7 exp <—§ + aqsen@)

- [—gcosfcos (¢"t') — ng"~'t'cosfsen (¢"t')] . (6.19)

De forma analoga, teremos

o, d k2d*\ 0O p*d®  pykod? Pt
Op, hym P ( 2 ) Op, P 2h?2 + h o8 yh) |’ (6.20)

o0, d kod’ L Pybod
e = neor (oo ()
K 2129%;12 kod2> o ( ) ( )iﬁg +py) .(zpy)}, (6.21)
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op, hvm P\ 2 )P\ o T g
pyd*  kod? pt
K— TR )%\ GR) T
introduzindo as variaveis admensionais, teremos:
" 2 2
g—z]yl = %exp (—%) exp (—% + aqsen@)

. [(_ dgsenf I Cl_d) COS (qnt/) N nq”_lt'senesen (qnt/ﬂ : (623)

"t\ nt _
n (Z;—h> %pypn 2} , (6.22)

h h

aEl @ e a’ e ¢ + agsenf
— = ——exp | —— | exp | —= + agsen
dp, h*m 2 2

- [(—gsend + a) cos (¢"t') — ng"'t'senflsen (¢"t')] . (6.24)

0,0, = [wl (awl) b+ (a—fjl) y} (6.25)

z Yy

Como

AV d a’ ¢’ gt
UV Vphy = hﬁeXp 5 exp -3 + agsend | cos (¢"t')
2

P <_q + aqsen@) - [—qcosfcos (¢"t") — ng"~'t'cosfsen (¢"t')] } 0

d a? ¢ o
{hﬁexp (—5> exp <—5 - aqsen@) cos (q t)] }

02 a2 e

. {mexp (—;) exp <—§ + aqsen&)

- [(—gsenf + a) cos (¢"t') — ng"'t'sendsen (¢"t')] } 5 (6.26)

0 Vb, = R ( 2) exp (—q2 + 2aqsen9)
-{ [—qeosfcos® (¢"t') — ng"'t'cosfsen (¢"t') cos (¢"t')] &
os (¢"

]y}, (6.27)

+ [(—gsend + a) cos® (¢"t') — ng"~'t'senfsen (q”t )c
como sen (a) cos (a) = sen(2a)/2, entao

e — A

= 73 ——exp ( 2) exp (—q2 + 2aqsen9)

: { [—qcos@cos2 (q"t') — gq”_lt’COSHSen (2q”t’)] T

+ [(—qsen@ + a) cos® (¢"t') — gq”_lt’serﬁsen (2q”t’)] gj} . (6.28)



101

Agora, vamos fazer o mesmo procedimento para ).,

Oy _ —id - ex _a_2 0 Po 1y nex _@+pyad sen Pt
Opr  hJm P 2 ) Op, P P 2h2 h ~h

. (6.29)

8@2 —1id o a? o p2d> n pyad Pz + Dy n-l
— . ex - . ex - -z - J
p.  h/m P\ T2 P79 T YT
~1/2 . - "'t
. [px (b2 +p2) P ipy (02 +92) Y 2] sen (p—>

_pad® (pa+ipy\" Pt pe +ip,\"  (p"t\ mt
h? ( p )Sen(vﬁ)+( p A\ )t (6:30)

A s 2 2 12
% — Zd .exp <_a_) .exp (_p d +M>

Ope T 2 on2 | h

. n—1 .
x 1 x x n
. n[p +Zpy:| {__p (p :zpy)}sen <p_t>
jZ p p vh
ped® (P +ip, \" pt pe+ip,\"  (PMt\ nt .,
- — =4 ) —pp" 2, (6.31
h? ( p )Sen<7h)+( p C\gr ) 3P (6.31)

como € = (p, +ip,) /p , teremos

O, —id o a? o p*d? N pyad
pu— . X _—— . X —_— — —
Op.  hv/r P\ P\7 %2 7 7h
. {nei(n—l)ﬁ F _ (pCOQSQ)ew] sen (p_t)
p p vh

Od* | "t : "t\ nt
_DEOSIE inb ) <Z_ﬁ) + e cos <I;—h) %pcosé’p”_2} , (6.32)

fazendo a substituicao para deixar as variaveis admensionais,

Oy —id? a’ q° , 1 cosf
— . 2. _ 4 o). i(n=1)0 | = _ ~VPV 46
p. N exp 5 exp 5 + agsen ne . . e

sen (q"t') — geos@e™sen (¢"t') + ng" 't cos@e™cos (¢"t') },  (6.33)

Ny,  —id? a? q°
ap = hQﬁ-exp —5 | exp —5+aqsen0

' —if 0 .
. {emesen (¢"t) {n (eq — %) - qcos@] + nt'q" tcoshe™ cos (q"t')} . (6.34)




102

Agora, vamos fazer o mesmo procedimento para 01, /0p,, assim

O_E? — __id . ex _a_2 i p=+ipy " . ex —ﬁ +pyad sen Pt
op,  hJT P 2 ) Opy, P P 2h? h ~h
(6.35)

by,  —id a? p’d*  pyad
8_py = NG - exp <—3) exp (_2_7? + T)
D22 o o (%)
59 ()
el ) oo

Oy _ —id o _a2 o _p2d2 +pyad
op, hym P\ 2) P\ T T h
. n—1 . .
n
{n (pzﬂpy) F_py(pz:@py)]sen (p_>
p p p g
pyd? ad) (px —I—ipy>n <p”t>
+ | — + — sen ( —
( o h p vh
n—2 ; n @
np,p" %t (px + zpy> (p t)}
+ cos | — , (6.37
Yh p Yh (6.37)

substituindo € = (p, + ip,) /p e fazendo as mudangas de variaveis, teremos

0y —id” exp o’ exp ¢ + gasenf
—_ = - eX _— X _—
dp,  R*m 2 2

- i0
: {nei("_l)g F _ senfe ] sen (¢"t")
q q
+ (—gsend + a) e™’sen (¢"t')
+ng" " 't'senfe™cos (¢"t')}, (6.38)

2
) —i0 [
: {emesen (q"t") {n (e — se_n) — gsenf) + a]

4q q
+ng" 't'senfecos (¢"t') } . (6.39)

— (O —+ (O
SE)(E)] e

" 72 2 2
% = id - exp (_a_) exp (_q_ + qasen0>

Como
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teremos
AR v _id _CL_2 —inb _ﬁ nyl
Yo Vpihy = {hﬁ exp ( 5 ) e exp ( 5 + agsend | sen (¢"t")
—id? a® q> , e cosh
X 2. 1 0 inf nt/ . . 0
{—fﬂﬁ exp( 2) exp( 5 + agsen )e sen (¢"t") {n( . e ) qcos ]

+nt'q" cosfe™ cos (q"t)} &
y 2 A 2
. {hi/% . exp (_%) e—zn@ - exp <_% + aqsene) sen (qnt/>}
P 9 2 ,
. {—h;\/? - exp (—%) exp (—% + CJasenﬁ) e"sen (¢"t')

—if 0 i
. [n (6 _ X ) — gsenf) + a} + nt'q"'senfe™ cos (qnt,)} g, (6.41)
q q

3
EgﬁpEQ = 7;_7r - exp (—a2) exp (—q2 + 2aqsen9)

—1i0 i
. { {sem2 (q"t") {n (e — &) — qcos@] + gt'qn_lcosﬁsen (2q"t')} T
q q

—i0 i
: {sen2 (¢"t") {n (e — ﬂ) — gsenf) + a] + gt'qn_lseHQSen (2q”t’)} g)} . (6.42)
q q

Somando as Eq’s (6.28) e (6.42), teremos

2 o 3
Z_jvp ;= d—ﬁ - exp (—aQ) exp (—q2 + 2aqsen9)

: { [—qcosé’cos2 (q"t") — gq”_lt'cosé’sen (2q”t')] T
—if 4
+ [sen2 ("t [n (6 — ﬂ) — qcos&] + gt’q”_lcosesen (2q”t’)] T
q q
- [(—qsené’ +a)cos? (¢"t') — gqn_lt'senﬁsen (2q”t')} 7

—1i0 4
+ [Sen2 (¢"t) [n (e - se_n) — gsenf) + a] + gt'qnflserﬁsen (2q”t’)} g)} , (6.43)
q q
2 e
Z_Tvp_j = —— - exp (—a2) exp (—q2 + 2aqsen9)
7

—if
: { {—qcos@ [cos? (¢"t') + sen® (¢"t')] +n (eq - ﬁ) sen” (q”t’)} By

—i6

+ [(—qsenﬁ + a) [cos® (¢"t') + sen® (¢"t')] + n (6q — #) sen” (q”t’)} y} , (6.44)
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3
Z_j-ﬁp_j = d—ﬂ - exp (—az) exp (—q2 + 2aqsen9)

. H_qcosem ( - 79) sen? }

+ {( gsend + a) +n( qi - Sef) sen? (g ”t’)} y} (6.45)

Substituindo a Eq.(6.45) na Eq.(6.7) e utilizando a Eq.(4.83), teremos:

(x(t)) = ( hZi) (%:) /000 /: {exp (—¢* + 2agsend)

[—q%os@ +n (e‘ie — cos@) sen? (q"t')] } dqdf (6.46)

como e’ — cosh = —isend, entdo
(x(t)) = <id(;“2> /00 e dg {/7r exp (2agsend) [—insenfsen” (¢"t') — ¢*cosd)] d@} :
0 -
(6.47)
Agora, vamos resolver a integral na variavel 6,
—insen® (¢"t') / ' exp (2agsend) senfdf) — ¢ / ' exp (2agsend) cosfdb, (6.48)

como senfd = (¢ — =) /2i e cosf = (¢ 4+ =) /2, entao

™

- gsen2 (¢"t") / exp (2agsend + i6) df + %sen2 (q"t") / exp (2agsend — i) db

—T —T

2 ™ 2 g
- % exp (2agsend + i6) do — % / exp (2agsend — i) df. (6.49)

—Tr

— gsen2 (¢"t') [2mily (2aq)] + gsen2 (¢"t") [-2mily (2aq)]

_ %2 [27-”]1 (2aq)] — %2 [—27Ti[1 (2aq)] . (650)

— nmisen® (¢"t') I (2aq) — nmisen® (¢"t') I, (2aq) — mig* I, (2aq) + wig*I; (2aq), (6.51)

— 2nmisen” (¢"t') I (2aq) . (6.52)
Substituindo a Eq.(6.52) na Eq.(6.47), teremos:

™

(x(t)) = <ide‘“ ) /000 e [—2nmisen® (¢"t') I (2aq)] dg, (6.53)

'A Eq.(4.83) corresponde a: [*_dp— [ pdp [T_d§ = (h*/d?) [° qdq ["_db
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(x(t)) = (2nde‘“2) /000 e Tsen’ (¢"t') I (2aq) dq. (6.54)
Como sen? (¢"t') = [1 — cos (2¢™t')] /2, entao
(x(t)) = <2nde_“2> /000 e (M) I, (2aq) dq, (6.55)

(x(t)) = (nde’a2> /OOO e~ I, (2aq) dg — <nde’“2> /OOO e~ cos (2¢"t') I (2aq) dg. (6.56)

Sabendo que

o] o, \/7_1' 62 62
I (B da L (2=). .
/0 e (Bx) 2\/_exp ( ) /2 (8a (6.57)
teremos - Y= ) )
T a a
/(; €_q2[1 (20,(]) dq = Texp (5) [1/2 (E) . (658)
Substituindo a Eq.(6.58) na Eq.(6.56), iremos obter
d 2 o0
(x(t))y = n \/_ 2/2[1/2 (%) — (nde_“2> / e~ cos (2¢"t') I (2aq) dg.  (6.59)
0

Podemos simplificar a Eq.(6.59), sabendo que a fungao de Bessel modificada de pri-

meira ordem pode ser escrita como [131]

L) = i () [, (6.60)
Fazendo v = 1/2 na Eq.(6.60), teremos:
he)= e (5) e (6.61)

fazendo = = a?/2,

a2 1 CL2 1/2 2 2 2
2y - (=2 “ a*/2 _ _—a®/2
hye < 2 ) VT ( 4 ) (a2> <e ’ ) ’ (664
6c12/2 _ efa2/2
I = B — .
1/2 ( ) ( - ) , (6.65)

Organizando o primeiro termo da

o
2
Eq.
2 2 ) a?/2 _ _—a?/2
nd2\/_ SR (a ) = (ndﬁe_“ /2) (—6 - ) , (6.66)

2
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nd~/m a? 1—e @
2\/_€a2/2[1/2 (5) = % nd. (667)
Finalmente, substituindo a Eq.(6.67) na Eq. (6.59), teremos
1 — —a? oo
(x(t)) =nd 22 — nde™® / e~ cos (2¢"t) I (2aq) dg. (6.68)
0

Podemos ainda definir (Z (t)) = (x (t)) /d, logo

1 — —a? 0o
(T(t)=n 26 — ne™ / e~ cos (2¢"t) I (2aq) dg. (6.69)
a 0

onde n corresponde ao nimero de camadas de grafeno.

A.2 - Calculo da (x) para C; =1e Cy =

Para C; =1e Cy =1, as Eq’s (6.1) e (6.2) serao dadas por

o (Fot) = % [ / G (7.7 1) f (7)) dFf + / o (7. 7, 1) f (7) df] (6.70)
v (1) = % U Gon (7.7, 1) £ (7) dF+/G22 (77, 1) f (7) dF} | (6.71)

A integral da Eq.(6.70) que contém o termo Gy (7,7,t) é dada pela Eq.(6.6) e a
integral da Eq.(6.71) que contém o termo Gis (7,7,t) é dada pela Eq.(6.6). Como
GH (F,T_J, t) = G22 (F,?j,t) (S G21 (T_’),T_’y,t) = GT2 (’I?, f’,t), teremos que

} 1 d k2d? 7 PP pykod?
@Dl (T,t) = E {mexp (— 9 ) : /exp <Z 7 - 2h2 + A
<p”t> . id . ( k8d2> / (p;E —ipy)n
- COS | — — ———€X — E—
vh P 2R%V/ 3 P 2 p

= = 2 72 2 n
P pds pykod Pty L
‘eXp <Z 2 — 2%2 -+ Y 7 ) Sen <%> dp} (672)

1 —id k2d? Px 4+ ipy \ "
%( ) \/5 {2h2 7T3 Xp ( 9 ) p
= o 2 72 2 n 2 72
.p-T p d py/kod pt . ]{; d
- exp (z T o + W sen % dp + hz\/_e p 5
-2 2 72 n
77 P pyked® prty -
-/exp <z T o + = . ) - oS <%) dp}. (6.73)

Mais uma vez, qureremos determinar (7 (¢)) usando a representagdo do momento

Z / pt mv } ¥; (P, t) dp, (6.74)
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onde
T

@/J_](ﬁ, t) = % /exp {—z%} W, (7, t) dr (6.75)

¢ a transformada de Fourier de v; (7, ¢). Logo

— 11 d k3 d? P

s L . B _ A
¢l (p7 ) \/527_‘_77:{ 2h2\/7§exp( 92 ) /exp |: t B r

1;7 s p/2d2 P /k0d2 p/nt
-/exp (@ T a2 + = 3 - COS " dp’
__id ex —k8d2 /ex —iﬁ df/ Pe = ipy)"
om/m U\ 2 T i
/

- d k2d> p-7 P pykod?
wl (p7 t) - 4}1371'\/%6)(1) (_ 9 ) {/exp (Z h - 2h2 + h
m > o | n
. COS (z?yht) dp’ - /eXp [_Z.p_hT} dF—i/ (pm p/wy>

P pPd? | pyked” Pty 7]
-exp (Z T o + " sen o dp’- | exp —i dr' s, (6.77)

- d kid? p?d? pykod?
Yy (Pit) = PTEIowte (——2 ) {/eXp <— oz T
m e A W I s\
ccos [ 2 t dp’ - / exp —i—(p p)-T dr — i / Pe — %y
Yh h P

/2d2 //k d2 /nt e A W~
-exp <_p2h2 + By ho ) sen (pyh ) dp'- /exp [—z%] dF} (6.78)
2

novamente, o termo entre chaves ¢ uma delta de Dirac igual a (27h)

(7 —p') e fazendo
as substituicoes de variaveis, teremos assim,

— d a? p*d*  pykod? Pt
B = e () {or (S 255 = (5)

. n 2 72 2 n
( Pz —ip p=d”  pykod p"t
—1i (Ty> - exp <_2_h2 + = W ) sen (%) } . (6.79)

Em coordenadas cartesianas, o operador momento é dado por
> 0 0

Logo,
o, d . k2d? 0 . p3d? N pykod? s Pt
ap.  hvar P\ T2 ) \ap TP\ T2 T +h

0 [ (e —ipy\" p’d® | pykod® Pt
Zapa; [( p ) -exp( W—i— . sen h . (6.81)
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A primeira derivada da Eq.(6.81) é igual a Eq.(6.19) e a segunda é igual a Eq.(6.34).

Fazendo as mudancas de variaveis utilizadas anteriormente, teremos

a@l _ d2 CL2 q ny/ n—14/ ny/
T mexp (—— exp (—5 - aqsen@) {[—qcochos (¢"t") — ng" “t'cosfsen (¢"t )}
i0

2

A 0 ,

—1 {e_mgsen (q"t") {n (6— - ﬁ) - qcosé’} + nt'q"'coshe ™ cos (q”t’)] } . (6.82)
q q

Por outro lado
o, d . ( kﬁd?) { 3, [e ( pAd? +pyk0d2) s (p”t)}
0 R <p [ — = exp [ m 22 4 BymOT £
Opy  h/2m P 2 Opy P 2h? h ~vh

0 [ (pe—ipy\" p*d* | pykod’ p"t
—zapy [( P exp | — 77 + N sen T . (6.83)

Podemos utilizar as Eq’s. (6.24) e (6.39) e as substituigdes de variaveis para reescrever a
Eq.(248) como

O, d? (aj (q2 ) )
— = exp | —— ) exp | —= + gasend —qgsend + a) cos (¢"t
TN e R G {{(—q ) cos (q"t')
] —1i0 0
—ng"'t'senfsen (¢"t')] — i {emesen (¢"t") {n (—6 _ > — gsenf + a]
q q

+nqg" 't'senfe”"cos (¢"t')] }. (6.84)

Agora que ja temos as derivadas de v, em relacdo a p, e Py, podemos obter

e [t (O . (001

2
Xp (—% + aqsen@) oS (q”t’)}

+ { id ex (_a_2> e . ex (_q_2 +a senQ) sen ( "t')}}
o p 9 p B q q

2
————exp (——) ex <—g + aqsen@) {[—gcosbcos (¢"t') — ng"t'cosBsen (¢"t')]

<
——
<
=
< |
o
®
Il
—N
| — |
>t
. ﬁ &‘
3
D
>
o
/l\\
| ],
N———
D

[\]

p
. e cosf .
—i [e‘mesen (q"t") [n (— - —) - qcosé’} + nt'q"*cosfe™ ™ cos (q”t')} } , (6.86)
q q

3

—tg o d : . in ny
wivaﬂi« = 573 OXP (—a®) exp (—¢* + 2agsend) {[cos (¢"t')] + [ie™ - sen (¢"t')] }

- {—gcosbcos (¢"t") — ng"'t'cosbsen (¢"t)
) 0 i )
—ie"™sen (¢"t') {n (6— - ﬁ) - qcos@} — int'q" 'coshe™ " cos (q”t')} . (6.87)
q q
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Multiplicando apenas o termo M; = [cos (¢"t')] [gcosfcos (¢"t')], teremos
M, = qcosfcos® (¢"t') . (6.88)
Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [ng"'t'cosfsen (¢"t')], teremos
My = ng"*t'cosfsen (¢"t') cos (¢"t') (6.89)
como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
M, = Bnq"lt'cosesen (2q”t’)] : (6.90)
0

Multiplicando apenas o termo Mz = [cos (¢"t')] {ie_mesen (g"t") [n <% - %)

—qcosf]}, teremos

i0
Mz = ie"™sen (¢"t') cos (¢"t') [n (e_ — ﬂ) — qcos@] : (6.91)
q q
i e’ cost
M; = §e’mesen (2¢"t) {n (— - —> - qcosﬁ] : (6.92)
q q

Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [nt’ "Lleosfe = cos (¢t )}, teremos
My = cos (¢"t') [int'q" ' cosfle” " cos (q"t')] (6.93)
My = int'q"*cosfe ™ cos? (¢"t') . (6.94)
Multiplicando apenas o termo Ms = [[ie™? - sen (¢"t')]] [gcosbcos (¢"t')], teremos
Ms = qie™cosfsen (¢"t') cos (¢"t') (6.95)
Ms = %qei"GCOSOSen (2¢"t"). (6.96)
Multiplicando apenas o termo Mg = [ie™ - sen (¢"t')] [ng™'t'cosfsen (¢"t')], teremos
Mg = [ing" et cosfsen® (¢"t')] . (6.97)

Multiplicando apenas o termo M; = [ e . sen (¢t )} { ~9sen (¢"t') [n (%
Coqsg) qcos@} }, teremos
5 e cosl
M7 =< —sen® (¢"t') [n | — — —— ) —qcosf| ¢ . (6.98)
q q

Multiplicando apenas o termo Mg = [z’eme -sen (¢"t' )] [mt’ q" ‘cosfet " cos (¢! )], tere-
mos
Mg = [—nt'q" " cosfsen (¢"t') cos (¢"t)] (6.99)

1
Mg = [—Qnt’q" Lcosfsen (2q"t')} : (6.100)
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Logo, Eiﬁpﬁlli sera dada por
—t = — d3 )
V1 Vpihy |z = o3 5_73XP ( ) exp (—q + 2aqsen9)
=My — My — My — My — Ms — Mg — My — Mg]. (6.101)

Agora, vamos calcular ,:

- =

L [ exp {—z%} s (F, 1) dF, (6.102)

27h
7 = 11 f —id o - kgd? / pe +ip, nex Z,ﬁ- rpd N py kod?
2= ok omvas P\ 2 » P\~ oz h

Pt P d kid?
sen (%) d -/exp [—ZT] dr + —2h2\/ﬁexp (— 5
72’

~ 2 12 2 n
P pid” | pykod Pty -
-/eXp (z T o + = N ) - cos (%) dp}, (6.103)

E . LL —id ox k2d2 / Pz + ipy ox p 2> i py/k0d2
2= Jaorh oV P\ 2 P P 212 n

( h
Pty / { ‘p*-f} L4 ( kocﬂ)
sen | — |dp- [ exp |—i—— | dF + ———
(vﬁ) P h 2h2/ 73
— — 2
p-7 PP pykod® .
-/exp (z W o + = 3 ) - COS (’yh) d } (6.104)

— d k;gd?){ / [ .(ﬁ—ﬁ)-r} q}
= ———exp | — —i | exp | —i——————| dr
Vo 4h3 /273 p( 2 P h
P iy \" p2d? Py kod? Pt
/( p’ 4 -exp(— T + yh sen v dp
> A\ L7 /2d2 k. d2
+ {/exp [—i—<p 7];) T} df} -/exp <_p2h2 + B ho )
novamente, o termo entre chaves ¢ uma delta de Dirac igual a (2rh)* 8 (7 — ), assim,
_ d k3d? (pe+ipy \" p*d?  pykod? p"t
S () () e (P ) ()

2 2 7
p-d* d?  p,kod p"t
+ {exp( BTl + yh(,) >cos (%)] } (6.106)

Derivando a Eq.(6.60) em relagdo a p, e fazendo as substitui¢oes de variaveis, podemos
obter:

o = o (5 o (e ) {etsen o [ (- 7)
L= —— —.exp|[—— ) -exp | —= + agsend —1"™sen (¢"t') |n -
ope  m2var P\ T2 P\mg 7 (@t q q

—qcosf] — int'q" ! cos (¢"t") — geosbeos (¢"t') — ng"'t'cosBsen (¢"t') } . (6.107)

Uy =

cosfe™?
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Como queremos somente o valor médio de x, entao vamos calcular apenas a componente

o 0
19,5 o (22) 38 (22 o109

T

T da equacao abaixo,

Logo:

ET@ | d/—e < ie”" . ¢ ¢ + agsend | sen (¢"t")
i =9 ——exp| —— cexp | =1
2 Vp¥a o p 5 p 5 q q
2 P )
+ {exp (—% + aqsenﬁ) cos (q"t’)} } o - exp (—%>
7 ; e”  cosf)
- exp (—3 + aqsen9> : {—iemgsen (q"t") [n ( o T) — qcosgl

—int'q" cose™cos (¢"t) — geosfeos (q") — ng"t'cosBsen (¢"t')} . (6.109)

cosfe™?

3

—t= —
¢2va2|§3 = 2 h3

exp (—a®) exp (—¢* + 2agsend) {cos (¢"t") + ie” ™ . sen (¢"t)}

{—qcosfcos (¢"t') — ng"~'t'cosfsen (¢"t')
—if

. 9 .
—ie™sen (¢"t') [n (e - ﬂ) - qcos@} — int'q"'coshe™ cos (q”t')} . (6.110)
q q

Multiplicando apenas o termo M| = [cos (¢"t")] {qcosfcos (¢"t) }, teremos
M| = gcosfcos® (¢"t') . (6.111)
Multiplicando apenas o termo M, = [cos (¢"t')] {nq™ 't'cosfsen (¢"t')}, teremos
M, = nq"’lt'cosﬁsen (q"t") cos (¢"t') (6.112)
M, = 54 q" 't'cosfsen (2¢"t') . (6.113)

Multiplicando apenas o termo M} = [cos (¢"t')] {iemesen (g"t") [n (% - Coqs‘9> qcosﬁ} },

teremos

‘ —10 0
M} = {iemesen (q"t") cos (¢"t") {n (e — ﬂ) — qcos&} } , (6.114)

q q
M; = 3¢ sen (2¢"t") |n — —— ] —qcosf| ¢ . (6.115)
q q

Multiplicando apenas o termo M} = [cos (¢"t')] {int'q" ' cosfe™’cos (¢"t') }, teremos
M} = int'q" *cosfe™ cos? (¢"t') . (6.116)
Multiplicando apenas o termo M} = [ie=™ - sen (¢"t')] {gcosfcos (¢"t')}, teremos

M} = ie”™ gcosfcos (¢"t') sen (¢"t') (6.117)
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M. = {%e_maqcos@Sen (2q”t’)} : (6.118)
Multiplicando apenas o termo M{ = [ie~" - sen (¢"t')] {ng"~'t'cosfisen (¢"t')}, teremos
M} = ie”™ng" 't cosfsen® (¢"t') . (6.119)

Multiplicando apenas o termo M7 = [ie="" - sen (¢"t')] {z’emesen (q"t") [n (% — %)

—qcosf]}, teremos

—i6

My = [ie™™" - sen (q"t')] {z’emesen (¢"t") [n <e — ﬂ) — qcos@] } (6.120)

q q
—i0 4]
M, = {—sen2 (q"t") {n (e — g) — qcos@] } . (6.121)
q q
Multiplicando apenas o termo M§ = [ie*me - sen (q”t’)} {int’q"flcoseem@cos (q"t’)}, tere-
mos
M = {—nt'q" 'cosfsen (¢"t") cos (¢"t') } (6.122)
como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
M = {—gt’q”_lcOSHSen (Qq”t')} : (6.123)

Logo, a Eq.(269) pode ser escrita como

o 3
E;prﬂj = d—exp (—a®) exp (—¢* + 2agsend)

2mh3
[=M{ — My — My — My — ME— M — M, — M. (6.124)

Somando as Eq’s (6.101) e (6.124), teremos

2 3
Zajﬁp_ﬂif _d exp (—a®) exp (—¢* + 2agsend) {—qcosfcos® (¢"t)

= 2mh
no,o1. P , e cosh
— —q" t'cosbfsen (2¢"t') — —e""sen (2¢"t') [n | — — —— | — gcosb
2 2 q q
— int'q"cosfcos® (¢"t') e — %qei”HCOSQSen (2¢"t")
: 1 _in6 2 / 2 / e’ cosd
—ing" e t'coshsen” (¢"t') + sen® (¢"t') |n | — — —— ) — qcosb
q q
+ gt'q”’lcosesen (2¢"t") — gcosfcos® (¢"t')
no,o1., PR A , e cost
— 5(]"‘ t'cosfsen (2¢"t") — §€m sen (2¢"t") [n — —— | — gcosf
q q

—int'q"'coshe™ cos® (¢"t') — Ee_meqcosesen (24"t")
 ind 1 9 ) e”  cosf
—1e” " ng" "t cosfsen” (¢"t") + sen” (¢"t') [n — —— ) — qcost
q q
- gt’q”_ICOSQSen (2¢"t') (6.125)
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2
L B
Z w}vp ila = 573 XD (—a*) exp (—¢° + 2agsend)

- {—2gcosbcos® (¢"t') — 2gcosfsen® (¢"t')

— gq”_lt’COSQSen (2¢™t") + gt’qn_lcosﬁsen (2¢™t")
L eimdsen (2¢"t) [n (6 — ﬂ) — qcos@} L eminfgen (24"t [n <6— _ O ) — qcosQ]
2 q q 2 q q

—int'q" e ™ cosheos® (¢"t') — int'q" e ™ coshsen? (¢"t')

(A i
- iqemecosé’sen (2¢™t") — 56_”‘0(100808611 (24™t")

—int'q" 'coshe™ cos® (¢"t') — int'q" e cosfsen? (¢"t')

o 9 —1i0 9
+ sen® (¢"t') [n (e_ — ﬁ)] + sen? (¢"t) {n <6 _cos )1
_gqnfltlcosesen (2qnt/> + gt/qnflcosesen (2qnt/)} (6126)

2 3
Zﬁjﬁp_j 5= d exp (—a®) exp (—¢* + 2agsend) - {—2gcosb

. 2mh3
7j=1
. ino (2 ntl) e—i@ cost/ + i ind 0 (2 ntl)
— —ie"sen - — —qe"’ cosflsen
9 q p p 2(] q
i —inf (2 nt/> ew cost/ + i —inf osf (2 nt/>
— —ne "’sen — - — —qe~ " cosfsen
B q q q 2q q
—int'q" Lcosfe ™™ — int'¢" ‘coshe™?
- %qemecosé’sen (2¢™t") — %e_meqcosﬁsen (2¢™t")
0 4] —i6 0
+sen” (¢"t) {n (e_ — ﬂ)] + sen? (¢"t) [n (6 — ﬂ)] } ., (6.127)
q q q q
2 _ P
Z VYVl = 573 ¢XP (—a2) exp (—q2 + 2aqsen6) - {—2qcosh
=1

— —ie™sen (2¢"t') (7" — cosf) — QLne_m@sen (24"t') (" — cost)
q q

— int'q" tcosl (e—me + eme)

+—sen® (¢"t) (€" — cosf) + Dsen? (¢"t) (e — COSG)} , (6.128)
q q
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como et — cosh = +isend, entdo

2 3
Zﬂjvp_j\i = 2765713 exp (—a®) exp (—¢* + 2agsend) - {—2gcost

— Diemsen (2¢™t") (—isend) — ~ ne~imfgen (2¢"t") (isend)
2q 2q
— 2int'q" 'cosfcos (nd)

+sen? (q"t") (isend) + " sen? (¢"t) (—isen@)} , (6.129)
q q

2
el 3
Z ﬂ’;vp ila = 573 XP (—a2) exp (—q2 + 2aqsen9) -{—2qcosh

+ QLnemesen (2¢™t") (isend) — QLne_mesen (2¢"™t") (isend)
q q

— 2int'q" 'cosfcos (nf)

+sen? (q"t") (isenf) — " sen? (¢"t") (isen@)} , (6.130)
q q

2 3
Z_Tﬁp_ﬂi’ = d 7€Xp (—a2) exp (—q2 + 2aqsen€) - {—2qcosh

J

= 2mh

1 . .
—2—nsenQSen (24"t') (e — e=™) — 2int'q" " cosbcos (n@)} , (6.131)
q
2 P
Z Vptbsle = 573 &XP (—a2) exp (—q2 + 2aqsen9) - {—2qcosf
j=1

—nsenfsen (nf) sen (2¢"t") — 2int'¢" ' cosfcos (n@)} , (6.132)
q

Desta forma, teremos que

(@ (1) = (mz_z> (d;;> /0 > / :{exp (—¢? + 2agsend)

[—2¢°cost — insen (2¢"t") senfsen (nf) — 2int’'q"cosfcos (nb)] } dqdd, (6.133)

(z (1)) = (id;—raz> {/000 e " dg /_: exp (2agsend)

[—2¢*cost — insen (2¢"t") senfsen (nd) — 2int'q"cosfcos (nf)] df} . (6.134)
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Agora, vamos resolver a integral na variavel 6,
™

{—2q2/ exp (2agsend) cost — insen (2q”t')/ exp (2agsenf) senfsen (nd)

—T —T

—Qint/q”/ exp (2agsend) cosfcos (nh) | df. (6.135)

—Tr

Fazendo n = 1 na Eq.(6.135) e consultando uma tabela de integrais, teremos
—2¢” - (0) —isen (2qt") {2715 (2aq) + mo Fy (2, a°¢°] } — 2mit'qoFy [2,a%¢%] ., (6.136)

1
— 2misen (2qt') Iy (2aq) — §i7rsen (2qt"), F1 [2,a%%] — 2mit'qo Fy [2,a%¢%] (6.137)

onde oF} [b, z] é a fung¢do hipergeométrica confluente regularizada.
Substituindo a Eq.(6.137) na Eq.(6.134), teremos:

2T

(z (1)) = <idea ) /Ooo e [—2misen (2qt') 15 (2aq)] dq

N (ide“ > / o [_msen (2qt")y 1 [QaGQQQH dg
2 0

+ (ide“ ) / e ¢ [—2mit'qoFy [2,a%¢%]] dg, (6.138)
0

27

(z (1)) = de™™ / e~ [sen (2qt") I (2aq)] dgq
0
1 2 o 2
+ §d€_a / e~ [sen (2qt"), F [2,a°¢%]] dqg
0
+ dt’e‘“Q/ e~ [0Fy [2,a%¢°]] dg, (6.139)
0

Podemos utilizar as relagoes entre a funcao hipergeométrica confluente regularizada,

funcao de Bessel e fungao de Bessel modificada disponivel na Ref.[131]:

Jo (7) = %05 [a +1, —}l:ﬂ] (6.140)
J, (iz) = i"I, (z) . (6.141)

Considerando a = 1 e x = 2iaq na Eq.(6.140) uma vez que queremos relacionar o Fy [2, a*¢?

com J, (iz). Assim,
1aq

I'(2),
1 .
oF1 [2,d%¢°] = E‘h (2iaq) . (6.143)

J1 (2iaq) = Fi[2,a°¢%], (6.142)
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Utilizando a Eq.(6.141), podemos obter
Ji (2iaq) =i I (2aq), (6.144)

substituindo na Eq.(6.143), teremos:

1
oF [2,a°¢°] = —[i - I (2aq)] (6.145)
iaq
I (2
o [2,0%7] = 20 (6.146)
aq
Vamos agora substituir a Eq.(6.146) na dltima integral da Eq.(6.139),
1 2 [ _2 [[1(2
~dt'e™® / e g {M} dq, (6.147)
a 0 aq
1, e [
—dt'e e I (2aq) dq, (6.148)
a 0
1 e — 1
Zdt e _ 6.149
e oo
1—e @
d t. 6.150

Logo, a Eq.(6.138) sera

1 — e

(z (1)) = d( 5 ) t +de /0 e [sen (2qt) I (2aq)] dg

1 2 [ I (2
+ —de™® / e ! [sen (2qt") M} dg (6.151)
2a 0 q

Podemos ainda definir (Z (t)) = (x (t)) /d, assim

2a?

(T (1) = <1 2 > e /OOO e~ [sen (2qt') I (2aq)] dq

1 2 [ o I (2
+—e“ / e ? [sen (2qt") M} dg (6.152)
2a 0 q

A partir da relacao

d n
%In () = Eln () + I (), (6.153)
e considerando = = 2aq — dx = 2aq(dq), teremos
L 4 0aq) = — 1 (2aq) + I, (2aq) (6.154)
2&dq1 aq_Zaql aq 2\2aq), .
d 1
d—[1 (2aq) = —11 (2aq) + 2al5 (2aq) , (6.155)
q q
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Logo, podemos reescrever a Eq.(6.152) como

(1) = (1 —ce” ) t'+ 62_: /000 e " sen (2qt") {diqh (2aq)} dq. (6.156)

Agora, fazendo n = 2 na Eq.(6.135) e resolvendo as integrais, teremos

—2¢” - (0) — 2isen (2¢°t') - (0) — 2mit'q” - (0) . (6.157)
Logo,
(z (1)) =0, (6.158)
consequentemente
( () =0. (6.159)

Agora, vamos calcular (y (t)) para, em seguida, encontrar o seu valor para n = 2
(bicamada), uma vez que, utilizando a representagao de Heisenberg, concluimos que a
mesma serd diferente de zero.

Primeiramente, termos que

— 2 2 2
0y d exp (_a_) exp (_q_ + qasen@) {[(—gsend + a) cos (¢"1')

Opy B h2\/2m 2 2
_nqn—ltlsenesen (q”t')} — 3 |:€—in08en <qnt/) |:7’L (_ — _) + (—qsen9 + a)]
q

+ng"'t'e " senfeos (¢"t')] }  (6.160)

ie’  sinf

(§]
8 _ . t d2 _a2/2 2 .
= e o [ o] (i
=10 sind ;
: [n (w - Sli) + (—gsenf + a)} — ing"~'t'e" senfcos (¢"t')
q q

+ (—gsend + a) cos (¢"t') — ng"~'t'senfsen (¢"t')} . (6.161)

Logo

3 ,—a?

21h?
-{(—gsenf + a) cos (¢"t') — ng"~'t'senfsen (¢"t')

0
—ie"™sen (¢"t') {n (—

Eiﬁpﬂlb = exp [—¢° + 2agsend] { [cos (¢"t') + ie"’sen (¢"t')] }

. 10 .
e Sli) + (—gsenf + a)] —ing" ''e"™senfcos (q”t’)} )
q q

(6.162)

Multiplicando apenas o termo M; = [cos (¢"t")] [(—gsenf + a) cos (¢"t')], teremos

M, = (—gsenf + a) cos® (¢"t') . (6.163)
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Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [ng"'t'senfsen (¢"t')], teremos
My = ng" 't'senfsen (¢"t') cos (¢"t'), (6.164)

como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
1 n—14/ ny/
My = 514 t'senfsen (2¢™t)| . (6.165)

6

Multiplicando apenas o termo M3z = [cos (¢™t')] {ie*inesen (¢"t") [n (—ieT - %)
+ (—gsend + a)]}, teremos

. 19 .
Lo %) + (—gsend + a)} , (6.166)

Ms = ie"™sen (¢"t') cos (¢"t') {n (—

ie??  sinf

M, = %e*mesen (24"t') {n <_ - _ _> + (—gsend + a)] ) (6.167)

q

Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [inq”flt’ e~™senfcos (¢"t' )}, teremos
My = cos (¢"t') [ing"~'t'e""senfcos (¢"t')] , (6.168)

My = ing" 't'e” ™ senfcos® (¢"t') . (6.169)

Multiplicando apenas o termo Ms = [ie™ - sen (¢"t')] [(—gsend + a) cos (¢"t)], teremos

Ms = ie™ (—gsenf) + a) sen (¢"t') cos (¢"t') (6.170)
M; = % (—gsend + a) e™sen (2¢"t') . (6.171)

inf "~1¢'senfsen (¢"t')], teremos

Multiplicando apenas o termo Mg = [ie - sen (q"t’)} [ng

Mg = [ing" 'e""'senfsen® (¢"t')] . (6.172)

Multiplicando apenas o termo My = [ie™ - sen (¢"t')] {ie_mesen (g"t") [n (—%

_%) + (—gsend + a)] }, teremos

;10

My = {—sen2 (¢"t") {n (—w - ﬂ) + (—gsend + a)} } . (6.173)

q q

Multiplicando apenas o termo Mg = [ie™? - sen (¢"t')] [ing™'t'e" ™ senfcos (¢"t')], tere-
mos
Mg = [—nt'q" 'senfsen (¢"t") cos (¢"t')] , (6.174)

1
Mg = {—ént'qnlsenﬁsen@q"t')} : (6.175)
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Logo, Eiﬁpallg sera dada por

L a3
zbivp@/)ﬂ@ =5 3P (—a2) exp (—q2 + Qaqsenﬁ)

[My — My — Ms — My + Ms — Mg — M- — Ms]. (6.176)

Por outro lado, teremos

3

E;ﬁpﬂﬂi = %exp (—a®) exp (—¢® + 2agsend) {cos (¢"t') +ie” ™ - sen (¢"t') }

{(—gsend + a) cos (¢"t') — ng"'t'senfsen (¢"t')

) - —i6 0 )
—ie™sen (¢"t') [n <Z€ —— ) + (—gsenf + a)] — ing" *t'senfe™ cos (q”t’)} .
q q
(6.177)
Multiplicando apenas o termo M| = [cos (¢"t")] {(—gsenf + a) cos (¢"t')}, teremos
M, = (—gsend + a) cos® (¢"t') . (6.178)
Multiplicando apenas o termo M} = [cos (¢"t')] {ng"~'t'senfsen (¢"t')}, teremos
MY} = ng" 't'senfsen (¢"t') cos (¢"t'), (6.179)
1
M, = §nq”_1t’senesen (2¢™t") . (6.180)
Multiplicando apenas o termo M} = [cos (¢"t')] {z’ei”@sen (g"t") [n (% - %)
+ (—gsend + a)]}, teremos
/ - inf nyl ny/ ie_ie sent/
M3 = < ie™sen (¢"t') cos (¢"t') |n PR + (—gsenf +a)| ¢, (6.181)
1, e 0
M; = {iiemesen (24"t [n (ze — ﬂ) + (—gsenf + a)} } : (6.182)
q q

Multiplicando apenas o termo M} = [cos (¢"t')] [ing"~'t'senfe™’cos (¢"t')], teremos
M} = int'q" *senfe™’cos® (¢"t') . (6.183)

Multiplicando apenas o termo M{ = [ie=™ - sen (¢"t')] [(—gsend + a) cos (¢"t')], teremos

M} =ie™™? (—gsenf + a) cos (¢"t') sen (¢"t') (6.184)
Mt = %e’mg (—gsend + a) sen (2¢"t') . (6.185)

Multiplicando apenas o termo Mg = [ie="" - sen (¢"t')] {ng"~'t'senfsen (¢"t')}, teremos

M} = ing" 't'e”™senfsen? (¢"t') . (6.186)
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—1i6
q

Multiplicando apenas o termo M} = [ie™™ - sen (¢"t')] {z‘emesen (¢"t") [n (ie

_%> + (—gsend + a)] }, teremos

- —if
zeq — #) + (—gsenf + a)” (6.187)

Mg = [ie™™ - sen (¢"t')] {ieingsen (¢"t") {n (

-7
Zeq — %) + (—gsend + a)] ) (6.188)

Multiplicando apenas o termo M{ = [ie*mo -sen (¢"t' )] {mt' q" ‘e senfcos (¢t )}, tere-

M} = —sen® (¢"t) {n (

mos
M} = —ng" 't'senfsen (¢"t') cos (¢"t'), (6.189)

como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
1
M = —Ent’q”_lserﬁsen (2¢"t). (6.190)

Logo, a Eq.(343) pode ser escrita como

L WE
¢;Vp@/)2|i = 573 OXP (—a2) exp (—q2 + 2aqsen9)

M — M} — My — M, + M} — My — M, — Mj). (6.191)

Somando as Eq’s (6.176) e (6.191), teremos

2 3 7012
AL 2 d’e 2 2(n
ijvp ila = 53 CXP [—¢” + 2agsend] {(—gsend + a) cos® (¢"t')

) . 7:6 . 9
e"Msen (24"t') {n (—ZZ — %) + (—gsend + a)}

DN | .

1
— §nq"_1t'sen98en (2¢™t") —
—ing" t'e”senfcos? (¢"t') + = (—gsend + a) e™sen (2¢"t') —ing" e t'senfsen’ (¢"t')
ie??  sinf

+ sen® (¢"t) [n (— e T) + (—gsend + a)}

~— DO | .

1
+ Ent'q”_lsen%en (2q™t'

1
- inq”_ltlsenQSen (2¢"t') + (—qgsend + a) cos® (¢"t')
s —1i0 4
L se_n) + (—gsenf + a)}

q q

— int'q" 'senfe™ cos? (¢"t') — éiemesen (24"t [n <

—ing" e ™ senfsen? (¢"t') + %e—me (—gsenf + a) sen (2¢"t")
; ,—1i0 0
S Se—n) + (—gsend + a)] } . (6.192)

q q

1
—|—§nt’ q" 'senfsen (2¢"t') + sen® (¢"t') {n <



121

2

2 3 —a
B — d’e
Y UVelils = 5

573 exp [—qQ + 2aqsen9]

{2 (—gsenf + a) cos® (¢"t') + 2 (—gsend + a) sen® (¢"t)
— gqn_lt'serﬁsen (2¢™t") + 2t’q”_lsen@sen (2¢™t")

2
+ % (—gsend + a) e™sen (2¢"t') — % Osen (2¢™t") (—gsen + a)
— %e’mesen (2¢"t") ( qsen9 +a)+ %e nf (—gsenf + a) sen (24"t

L ' o\ _ L. e~ send
— Lemimfgen (2¢"t') |n e _ sinf —ie™sen (2¢"t) |n A

2 P q q

—ing" e ™ sen&cos ( t') — ing"'t'e”"senfsen’ (¢"t')
—ing™ e t'senfsen® (¢"t') — int'q" 'senfe™ cos? (¢"t')

i . i
+ sen? (¢"t") [n (_ze _ ﬂﬂ + sen? (") {n (26 B serﬁ)}

1
—gq”’lt'serﬁsen (2¢"t") + §nt’q”’18enesen (2q"t/)} (6.193)

2
e d3 —a
Z @/}}Vp ila = ;—exp [—qz + 2aqsen9] {2 (—gsenb + a)

—2int'q" 'senfcos (nd) + ﬁcos¢9sen(n9)sen (2q”t’)} . (6.194)
q

Desta forma, teremos que

(y (1)) = (thQ> <d23h;; ) /OOO /_: {exp (—¢* + 2agsend) [2 (—¢’send + aq)

+nisen (2¢"t") cos (0) sen (nf) — 2int'q"senfcos (nh)]} dqdh, (6.195)

(y(t)) = <z’d§;“2) {/000 e’quq /7r exp (2agsend) [2 (—qzsenﬁ + aq)

—T

+nisen (2¢"t") cos (0) sen (nf) — 2int’q"senfcos (nd)] db} . (6.196)

Agora, vamos resolver a integral apenas para a variavel 6,

™

[2/ exp (2agsend) (—g°send + aq) + nisen (2q”t’)/ exp (2agsend) cosfsen (nf)

™ —T

—Tr

—Qint'q”/ exp (2agsend) senfcos (n@)] df, (6.197)

™

{—2(12 / exp (2agsend) send + 2aq/ exp (2agsend) + nisen (2¢"t")

—T —T
s

: / exp (2agsend) cosfsen (nh) — 2int'q" /

—Tr —T

exp (2agsend) senfcos (n&)} df, (6.198)



122

Fazendo n = 2, teremos
—47q 1, (2aq) + 4maqly (2aq) + 2isen (2q2t’) . {anOE [3, a2q2] }

oy (2
it {—27r11 (2aq) + %} . (6.199)

—47q 1, (2aq) + 4maqly (2aq) + 2wiagsen (2q2t') o Fy [3, aQqQ}

8mit'qly (2aq)

+ 8mit'q* I, (2aq) — — (6.200)

onde (F} 3,a%¢?] é a fungao hipergeométrica confluente.
ide‘a2 &0 —q?
(@)= — e " [draqly (2aq)] dg
T 0

d _a2 00
+ <Z ; ) / e [—47rq211 (2aq)] dq
m 0
ide " g - 21 - 2 2
+ 5 e ¢ [27raqzsen (2q t) 0 F1 [3,@ q ]] dg
T 0

Jo—a’ o
+ (l ¢ ) / e [8mit'q* 11 (2aq)] dq
0

2
Ly g2 0o "
. (zde ) / - {_8mtqlz (2aq)_1 dg. (6.201)
0 a

21

a2

(y (1)) = <2aide‘“2> S (—2ide“‘2> [“62]
+ (ade‘“Q) /000 e [qsen (2q2t/) o By [3,a2q2ﬂ dq

— <4de’“2) t /OOO e [¢° 11 (2aq)] dq — <4d€a_a2) t' /000 e~ [qI5 (2aq) ] dg, (6.202)

(g(t)) = —ade™™ /000 e 9 [qsen (2¢°t') - F 3, aQqZ]] dq

- 4de_“2t'/ e [¢*I1 (2aq)] dg
0

4e™¢ >
—d ea t’/ e~ [qI5 (2aq) ] dg. (6.203)
0

Podemos ainda definir (g (t)) = (y (t)) /d, logo:
(g(t)) = —ae™® /000 e [qsen (2q2t') o B [3,a2qzﬂ dq

t' /000 e~ [qly (2aq) ] dg. (6.204)

—a?

oo 4
- 46_“275'/ e~ [¢°11 (2aq)] dg —
0
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A.3 - Calculo da (x) para C; =1e Cy =1
Para C; =1 e Cy =14, as Eq’s (6.1) e (6.2) serao dadas por

oy (7 1) = % [ / Gy (7.7 1) [ (7)) dir+ i / G (7. 7.1) f (7) df} (6.205)

{ / Goy (7 ) dF + i / Gas (7 )d?} . (6.206)

Podemos obter 1, (p,t) e ¥ (p,t) a partir das Eq’s (6.79) e (6.106), respectivamente,

assim:
. de=® 2/2 2d2 pyad pnt
Uy (prt) = ——=— T { {__2712 + 5 1COS (%)
. n 2 12 n
Pe — P p*d~  pyad p"t
+ (Ty> exXp {_ﬁ + yﬁ :| sen (?)} (6207)

_ o de 2 (p+ip, \" p*d® | pyad prt
1) = P (R B o et ik
- S (2 [ 2 (2)
P2 2 n
+i {exp (—2—:2 + pyl;_fd ) cos (i—;)} } . (6.208)

Como a polarizacao do pseudospin agora é ao longo do eixo-y, precisaremos calcular

somente a média do operador posi¢ao (y (t)). Para isso, precisaremos primeiro calcular a

derivada de 9, (75, t) e ¥ (P, t) em relagio a p,, que nos dara:

b (B t)  d2e)? ? '
O (7, t) _we exp {_% +aqsen9} {6 "sen (¢"t')

apy hQ V 27T
7 510 [ )
: [n < e >en ) + (—gsenf + a)] + ng" e ™ senfcos (¢"t')
q q

+ (—gsen + a) cos (¢"t') — ng"'t'senfsen (¢"t')}  (6.209)

e
b (5. 1 d2e—a"/2 2 )
6%8](9]9’ ) = h; S=exp {—% + aqsenﬁ] {—ie™sen (¢"t')
Y V 4T
7 ,—10 0
: {n (zeq - %) + (—gsenf + a)] — ing"'t'e™senfcos (¢"t')
+i (—gsend + a) cos (¢"t') — ing"'t'senfsen (¢"t')} (6.210)

Agora, precisamos determinar Ei () (0, (P, t) /Opy) e@; () (0, (P, t) /Op,). Como

—t de_a2/2 q2 /
Uy (Pit) = o {exp {—5 + aqsen@] cos (q"t")

. n 2
+ (M) exp {—% + aqsene} sen (q"t')} , (6.211)
p
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teremos:

3 ,—a?

27h?
-{(—gsenf + a) cos (¢"t') — ng"~'t'senfsen (¢"t')

Eiﬁpﬂlu = exp [—qQ + 2aqsen9} { [cos (¢"t") + e™sen (q"t')] }

+e " Msen (¢"t') ln <—ije — Se;0> = (—gsenf + a)] + ng" 't'e” ™ senfcos (q”t’)} .
(6.212)
Multiplicando apenas o termo M; = [cos (¢"t")] [(—gsenf + a) cos (¢"t')], teremos
M, = (—gsenf) + a) cos® (¢"t') . (6.213)
Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [ng"~'t'senfsen (¢"t')], teremos
My = ng" 't'senfsen (¢"t') cos (¢"t'), (6.214)
como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
M, = gq”_lt'senﬁsen (24"t . (6.215)
Multiplicando apenas o termo M3z = [cos (¢"t')] {e*inesen (g"t") [n (—% — %)
+ (—gsenf + a)]}, teremos
Mz = e sen (¢"t') cos (¢"t') [ (_ieqw - se;@) + (—gsenf + a)] , (6.216)
M; = %emesen (24™t") [n ( — Tg) —gsenf + a)} : (6.217)

Multiplicando apenas o termo M, = [cos (¢"t')] [ng"~'t'e~""’senfcos (¢"t')], teremos
My = ng" e senfcos® (¢"t') . (6.218)
Multiplicando apenas o termo Ms = [e™’sen (¢"t')] [(—gsenf + a) cos (¢"t')], teremos

M5:—

5 (—gsend + a) e™sen (2¢"t') . (6.219)

Multiplicando apenas o termo Mg = [e™’sen (¢"t')] [ng"~'t'senfsen (¢"t')], teremos
Mg = ng" '™ t'senfsen? (¢"t') . (6.220)

Multiplicando apenas o termo M; = [e™’sen (¢"t')] {e‘mesen (¢"t) [n (—% — %) +

(—gsend + a)]}, teremos

My = {sen2 (¢"t") [n (—ww - Sene) + (—gsend + a)] } . (6.221)

q q
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Multiplicando apenas o termo Mg = [e™’sen (¢"t')] [ng"'t'e "™ senfcos (¢"t')], teremos
Mg = ng" 't'senfsen (¢"t') cos (¢"t'), (6.222)
Mg = gq”_lt'senﬁsen (24"t . (6.223)

Logo, Eiﬁpaﬂi seré dada por

3

—t= — d
1/’va¢1|@ = 573 oXP (—a®) exp (—¢” + 2agsend)

< [My — My + Mz + My + Ms — Mg + M7 + Mg|. (6.224)

Agora vamos determinar

g Y 9Py
Vo Vpthy = {7?2 ( 2) +¢2 <8 2) y] : (6.225)
x Py
Assim:
B — 3p—a? )
Yo Vpihslg = 5 OXP (—q2 + Qaqsene) { [—icos (¢"t) +ie”™ . sen (q”t')} }
- {i (—gsenf + a) cos (¢"t') — ing"'t'senfsen (¢"t')
] s ,—10 4
—ie™sen (¢"t') [n (ze — se_n) + (—gsend + a)] int' " *e™’senfcos (q"t’)} .
q q
(6.226)
Multiplicando apenas o termo M| = [—icos (¢"t')] [i (—gsend + a) cos (¢™t')], teremos
M, = (—gsenf + a) cos® (¢"t') . (6.227)
Multiplicando apenas o termo M, = [—icos (¢"t')] [ing" 't'senfsen (¢"t')], teremos
M = ng" 't'senfsen (¢"t') cos (¢"t'), (6.228)
M, = gq”’lt’senesen (2¢"t). (6.229)

Multiplicando apenas o termo M} = [—icos (¢"t')] {iemesen (¢"t") [n (% - %) +

(—gsend + a)]}, teremos

. o0 7
Mj = {em@sen (¢"t") cos (¢"t") [n (ze - > + (—gcosh + a)} } : (6.230)
q q
1, e 0
M} = §emesen (2¢"t") {n (ze — ﬂ) + (—qcosh + a)} : (6.231)
q
Multiplicando apenas o termo M} = [—icos (¢"t')] [int'¢"~'e™’senfcos (¢"t')], teremos

M} = nt'q" *senfe™’cos?® (¢"t') . (6.232)
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Multiplicando apenas o termo M} = [ie=™" - sen (¢"t')] [i (—gsend + a) cos (¢"t’)], teremos

M} = —e7 ™ (—gsenf + a) cos (¢"t') sen (¢"t') (6.233)

M. = _%e—me (—gsend + a) sen (2¢™t') . (6.234)

Multiplicando apenas o termo M{ = [ie=™ - sen (¢"t')] {ing"~'t'senfsen (¢"t')}, teremos
M} = —ng" 't'e”™senfsen? (¢"t') . (6.235)

0 ie—

Multiplicando apenas o termo M} = [ie="" - sen (¢"t')] {iei" sen (¢"t') [n ( .

—#) + (—gsenf + a)] }, teremos

0
Mé _ [Z‘e—ine . sen <qnt/)] |:Z-€inesen (qnt/) |:7’L (Ze N #) —+ (—qsen9 + CL):|:| (6236)
ie”  send
M} = —sen® (¢"t) {n ( Pl T) + (—gsenf + a)] . (6.237)

Multiplicando apenas o termo M§ = [ie™™7 - sen (¢"t')] {int'q" e senfcos (¢"t') }, tere-
mos
M} = —ng™ 'senfisen (¢"t') cos (¢"t') (6.238)
como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
Mg = —gt’qnflsenﬁsen (2¢"t). (6.239)
Logo, a Eq.(343) pode ser escrita como
3

276Tlh3 exp (—a2) exp (—q2 + 2aqsen9)

—t= —
¢2vp¢2|§: =
My — M} — My — M+ M} — My — M, — Mj). (6.240)

Somando as Eq’s (6.224) e (6.240), teremos

2 2

e d3 —a

Z @Z);Vp ile = #exp [—q2 + 2aqsen9] {(—qsen@ + a) cos? (¢"t')
; 10 0

i se_n) + (—gsenf + a)]
q q

1 .
— %q”’lt’senesen (2¢"t') + Ee’mesen (2¢"t") [n (—

+ ng" e ™ senfeos® (¢"t') + 5 (—gsend + a) e™sen (2¢"t") — ng™ ‘e t'senfsen? (¢"'t')

ie  senf

q q
— gq”_lt'sené’sen (2¢"t') + (—gsend + a) cos® (¢"t")

) + (—gsend + a)}

+ gq"_lt’sengsen (2¢™t") + sen® (¢"t') {n (—

; ,—10 0
R se_n) + (—qcosf + a)}
q q

— nt'q" 'senfe™ cos? (¢"t') — §emesen (24™t") [n (

1 .
ée_me (—gsenf + a) sen (2¢™t")

—i—gt’q”_lsené’sen (2¢"t") + sen? (¢"t) [n <Z€

+ ng" e senfsen? (¢"t') —
0 [
— ﬂ) + (—gsenf + a)] } , (6.241)

q q
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2

2 3 ,—a
—t= — d’e
D UiVl =

Wexp [—qQ + 2aqsen9]

{2 (—gsenf + a) cos® (¢"t') + 2 (—gsend + a) sen® (¢"t)
— gqn_lt'serﬁsen (2¢™t") + 2qn_lt’sen@sen (2¢™t")

+ = (—gsenf + a) e™’sen (2¢"t') — = (—gsend + a) e sen (2¢"t')

1
2
1 .

+5 (—gsend + a) e”™sen (2¢"t') —

1 . ot 4 1 :—if 0
4 Lemimgen (2gn1) [n (_ze _sen )] _ Loinogen (2t {n (ze _ sen )]
2 ¢  q 2 q q

+ng" e M senfcos® (¢"t') + nt'q" e senfsen? (¢"t')
— nt'q" 'senfe™ cos? (¢"t') — ng" e t'senfsen? (¢"t')
i - —if
ie senf ie senf
+ sen® (¢"t') {n (— — —)} +sen® (¢"t) {n ( — —)}
4q q 4q q
—gq"’lt’senesen (2¢"t') + gt’qnflserﬁsen (2q”t’)} ., (6.242)

N~ N~ o

e~ M (—gsenf + a) sen (2¢™t')

2 3 ,—a?
—ta — d’e
Z Vsl = orpE P [—q2 + 2aqsen9] {2 (—gsenf + a)

~ ™ cosbsen (2¢"t') cos (nf) + ng" 't'e”"send) — nt'q"lseneeme} ., (6.243)
q

2 3 ,—a
—te — d’e
Z iV j|i: = Wexp [—qQ + 2aqsen9] {2 (—gsenf + a)

" cossen (2¢™t") cos (nf) — 2int'q" *senfsen (n@)} , (6.244)
q

Desta forma, teremos que

(y(t)) = (@hZ—j) (ﬁ;—:) /000 /: {exp (—¢” + 2agsend) [2 (—¢’send + aq)

—nisen (2¢"t") cosfcos (nh) — 2int'q"senbsen (nh)|} dqdh, (6.245)

(y(t)) = <id§:2) {/000 e’quq /7r exp (2agsend) [2 (—qzsenﬁ + aq)

—T

—nisen (2¢"t") cosfcos (nh) — 2int'q"senfsen (nd)| db} . (6.246)

Agora, vamos resolver a integral apenas para a variavel 6,

™

{2/ exp (2agsend) (—g’send + aq) — nisen (2q"t')/ exp (2agsend) cosfcos (nf)

_r -7

—2int’q”/ exp (2agsend) senfsen (nf)| df, (6.247)

—T
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™

{—2q2/ exp (2agsend) send + 2aq/ exp (2agsend) — nisen (2¢"t')

—Tr —Tr
s

/ exp (2agsend) cosfcos (n9)—2int'q”/ exp (2agsend) senfsen (nd)| df, (6.248)

-7 -7

Fazendo n = 1 na Eq.(6.248) teremos

— 4nq’I; (2aq) + 4maqly (2aq) — isen (2qt') - {moF1 [2,a’¢] }
— 2it'q {2715 (2aq) + moFY [2,a%¢°] }, (6.249)

— 4nq’I; (2aq) + 4maqly (2aq) — isen (2qt') - [moFy [2,a%¢] ]
— 4mit'qly (2aq) — 2it'qmoFy [2,a°¢],  (6.250)

mas oF [2,a%¢?] = I, (2aq) /aq, logo

L (26“1>
a

— 4mit'qly (2aq) — isen (2qt’) - |:7T

4raqly (2aq) — 4wg*I (2aq) — 2it'T

5L (2GQ)
aq

] . (6.251)

Substituindo a Eq.(6.251) na Eq.(6.246), teremos:

(y (1)) = (lds ) / e~ [dmaqly (2aq)] dq + (Zde ) / e~ [~4nq’1, (2aq)] dg
m 0 2 0
+ (Zde ) / e’ [—22'15%—11 mqqdq+ (Zde ) / e~ [—4mit'ql, (2aq)] dg
2m 0 a 27 0

N (d;) /Ooo - lsen (24 @} dg, (6.252)

() = (20ide ) [ faly o)y + (~2ide ) [ [ 200)] do
+ (t/de_a2> /0 e 11 (2aq)] dg + <2t’de‘“2) /0 e 1> (2aq)] dg

n (de_a2> /0 T {Sen(th') h (z“qqdq, (6.253)

2a
(y (1)) = <2aide‘“2> + (—2ide‘a2) “2]

t'de=" o _ 1 2 a1
+ ‘ ‘ + <2t'd6_a ) ¢ :
a 2a 2a

i (de_a2> /0 o [Sen (2qt) L (zaq)} dg, (6.254)

2a

a2
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finalmente teremos

1 o de=® [> _, I, (2aq)
yt)=d|1——+ t'+ / e T sen (2qt') ——dgq. 6.255
<<>><222> o | e et 2 (6:25%
Podemos ainda definir (g (t)) = (y (t)) /d, logo:
1 o e e, I (2aq)
y(t) =11—— t -1 2qt") ——=dq. 6.256
(5 (1) ( 2@2+2>+2a/0e sen (20t) Mg, (6250

Fazendo n = 2 na Eq.(6.248), também concluimos que

(y (1)) = 0. (6.257)

Agora vamos calcular (x (t)) paran = 1.
Utilizando as Eq’s (6.79) e (6.106), teremos:

- d a® p2d pykod? p"t
t) = —— Ll
Wy (P, 1) h\/%exp ( 5 ) {exp < 277,2 + W > cos (’yh)

2 72 2 n
Pz — P p*d®  pykod p"t

¥ _ 4 ex R —i P Py n-ex _rd +pyk0d2 sen Pt
N e A P P\l7am T 7h
2 72 2 n
, P dc  pykod p
+i [exp( o T cos 7 . (6.259)

As derivadas em relagao a p, das Eq’s (6.258) e (6.259) serao dadas por

o, d? . ( a?
p— X [ —
e m2var P\ 2

‘ i0 9 .
n {e_mesen ("t {n (e_ _ ﬁ) — chSQ] + nt'q" Lcosbe ™ cos (q”t')] } . (6.260)

) exp (—g + aqsen@) {[—gcosbcos (¢"t') — ng"'t'cosfsen (¢"t')]

4q q
e
ot~ () ow (5 o) {1 (- 5)
=———-exp|—— | -exp | ——= + agsend | < —ie"sen (¢"t') |n - —
op.  mvam D\ 2 P\ 7 @¢) q q
—qcosf] — int'q" ' cosfe™cos (q"t') — igeostcos (¢"t') — ing"'t'cosbsen (¢"t') } .

(6.261)

Agora, vamos calcular Eiﬁpal\j:
d’ 2 nyt ind Ny
273 XP (—a®) exp (—¢” + 2agsend) {[cos (¢"t')] + [¢™ - sen (¢"t')] }
- {—gcosbcos (¢"t') — ng" ' cosbsen (¢"t)
+e"Msen (¢"t') [n (%i@ - %) - qcos@} + nt'q" *cosfe ™™ cos (q"t')} . (6.262)

_T o
¢1va1|i =
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Multiplicando apenas o termo M; = [cos (¢"t')] [gcosfcos (¢"t')], teremos
M, = qcosfcos® (¢"t') . (6.263)
Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [ng"'t'cosfsen (¢"t')], teremos
My = ng" *t'cosfsen (¢"t') cos (¢"t') (6.264)
como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao

M, = gq”_lt’cosﬁsen (24"t (6.265)

Multiplicando apenas o termo M3z = [cos (¢"t’)] {e_mgsen (q"t") [n (e— — M)

—qsend|}, teremos

A o 0
Ms = e""™sen (¢"t') cos (¢"t') {n (% - %) - qcose} : (6.266)
1 o 0
M; = 56 "Osen (2¢"t) { (e — %) — qcos@] . (6.267)

q
Multiplicando apenas o termo My = [cos (¢"t')] [ t'q"Lcosfle=cos (¢"t' )}7 teremos
My = ng" 't'e ™ cosfcos? (¢"t') . (6.268)

Multiplicando apenas o termo Ms = [e™’sen (¢"t')] [gcosfcos (¢"t')], teremos

1 )
M; = 5qcos€emesen (2¢™t") . (6.269)

Multiplicando apenas o termo Mg = [¢™sen (¢"t')] [ng"~'t'cosfsen (¢"t')], teremos
Mg = ng" '™t cosfsen? (¢"t') . (6.270)

Multiplicando apenas o termo M; = [e™’sen (¢"t')] {e*inesen (¢"t") [n (% — %)

—qcosf]}, teremos

M, = {sen2 (q"t") {n <%9 — %) — qcos@] } . (6.271)

Multiplicando apenas o termo Mg = [e™’sen (¢"t')] [nt'q"*cosfle "’cos (¢"t')], teremos
Mg = ng" *t'cosfsen (¢"t') cos (¢"t') (6.272)

Mg = gq"_lt’cosﬁsen (2¢"t). (6.273)

Logo, @Iﬁpﬂlli sera dada por
VAR VA d’ 2 2
V1 Vpihyls = o3 - 3CXD ( ) exp (—q + 2aqsen0)

=My — My + M3+ My — My — Mg+ M7+ Mg]. (6.274)
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Por outro lado, teremos Egﬁpﬂﬂ &

3 ,—a?

573 eXP (—=¢* + 2agsend) { [—icos (¢"t') + ie” ™ . sen (¢"t)]}

_-I- r—
¢2va2|é =

- { —igcosfcos (¢"t") — ing"'t'cosbsen (¢"t')

—ie™sen (¢"t') {n (eqiﬁ — %) — qcos@} —int'q" e coshcos (q”t')} . (6.275)
Multiplicando apenas o termo M| = [—icos (¢"t')] [igcosfcos (¢"t')], teremos
M = qcosfcos® (¢"t') . (6.276)
Multiplicando apenas o termo M, = [—icos (¢"t')] [ing"'t'cosfsen (¢"t")], teremos
M = ng" 't'cosfsen (¢"t') cos (¢"t') (6.277)
M, = gq”_lt’cosesen (2¢™t") . (6.278)

Multiplicando apenas o termo M} = [—icos (¢"t')] {iemesen (g"t") [n (% - %) -

gcosf|}, teremos

—i6

M} = {emesen (q"t') cos (¢"t) {n (6 - ﬁ) — qcosG} } : (6.279)

q q
1, 0 0
M} = —e™sen (2¢™t) [n (e — ﬁ) — qcosﬁ] : (6.280)
2 q q
Multiplicando apenas o termo M} = [—icos (¢"t')] [int'q"'e™’cosfcos (¢"t')], teremos
M} = nt'q"*cosfe™cos? (¢"t') . (6.281)

Multiplicando apenas o termo M; = [ie="’ - sen (¢"t')] [igcosfcos (¢"t')], teremos
M} = —e ™ gcosfcos (¢"t') sen (¢"t') (6.282)
M. = —%emgqcosesen (24"t . (6.283)
Multiplicando apenas o termo Mg = [ie™™ - sen (¢"t')] [ing™ ¢'cosfsen (¢"t')], teremos
M} = —ng" 't'e ™ cosfsen® (¢"t') . (6.284)

Multiplicando apenas o termo M} = [ie™™ - sen (¢"t')] {iei”(’sen (q"t") [n (% - %) -

gcosf|}, teremos

—i6

M} = —sen® (¢"t) [n <e — ﬁ) — qcos&] : (6.285)
q q

Multiplicando apenas o termo M{ = [ie™™7 - sen (¢"t')] [int'q"~'e™’cosbcos (¢"t')], tere-

mos
M} = —nq" 't'cosfsen (¢"t") cos (¢"t') (6.286)
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como sen (a) cos (a) = sen (2a) /2, entao
Mg = —gt’q”_lcosesen (2¢"t) . (6.287)

Logo, a Eq.(343) pode ser escrita como

3

—t= — d
@D;Vp@/)ﬂj =5 3eXP (—a2) exp (—q2 + 2aqsen0)

M- M, — M, — M, — M, — M, — M., — M]. (6.288)

Somando as Eq’s (6.274) e (6.288), teremos

2 dBe—
Z@Z’;Vp ils = exp [_qg + 26“156119] {_qCOSQCOSQ (¢"t)

= 21h?
1, 0 cost
~ 1 eossen (2¢"t') + =e"™sen (2¢"t') |n C ) geosd
2 2 q q
+ ng" e ™ coshcos® (¢"t') — §qcoseemesen (2¢"t") — ng"'e™t cosfsen? (¢"t')

0 0

- gq”_lt'COSQSen (2¢"t') + sen? (¢"t) {n (e_ - ﬂ) — qcos@]
q q

- gq”_lt'cosﬁsen (2¢"t") — gcosfcos® (¢"t')

, 1 . —i0 0sf
—nt'q"*eosfe™ cos® (¢"t') — §emesen (2¢"t") [n (6 — i) — QCOSQ]
q q
n—14/ _—inf 2 ngl 1 —ind nyl
+ ng" t'e™ cosfsen” (¢"t') + 3¢ qcosfsen (2¢™t")

—i0 0
+gt’q”_1005956n (2¢"t') + sen® (¢"t') {n (6 — ﬂ) — qcos@] } . (6.289)
q q

Organizando todos os termos acima, podemos concluir que

S CXP [—qQ + 2aqsen9] {—2qcosb

—l—%sen@cos (nf) sen (2¢"t") — 2int'q¢" ' cosfsen (n@)} . (6.290)

Desta forma, teremos

(x (1)) = (zhz_z) <d;;;ﬂ) /0 * /_ :{exp (—¢® + 2agsend)) [~2q%cos

+nisenfcos (nf) sen (2¢"t") — 2int'q"cosfsen (nh)} dqdf, (6.291)

(z (1)) = (“Z) { /0 T ey / : exp (2agsend) [—2q2cosd)

+nisenfcos (nf) sen (2¢"t") — 2int'q"cosfsen (nh)] db} . (6.292)
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Agora, vamos resolver a integral apenas para a variavel 6,

™

{—2q2/ exp (2agsend) cosf + nisen (2q"t')/ exp (2agsend) senfcos (nb)

—T —T

—Qint’q"/ exp (2agsend) cosfsen (n@)} df, (6.293)

Fazendo n = 2 na Eq.(6.293) e utilizando a tabela de integrais da Ref.[130], teremos

2115 (2aq)

—2¢” - (0) + 2isen (2¢*t") [—2#[1 (2aq) +
aq

] — 2int'q* - (0) (6.294)

4 2¢°t") I, (2
— 4misen (2¢°t') I1 (2aq) + misen (2¢°F) Iy ( &q). (6.295)
aq

Substituindo a Eq.(6.295) na Eq.(6.292), teremos:

(x(t)) = <id§: ) /000 e [—4misen (2¢°t') 11 (2aq)] dg

L1 g2 0 .
N (zde )/ o [4msen (2¢%t) I (2aQ)1 dq, (6.296)
0

27 aq

(y (t)) = 2de™* /000 e [sen (2¢°t') I1 (2aq)] dgq

2de [* _, 2¢%t") I (2
- d(; / e~ {Sen( qtq) 2 aq)}dq. (6.297)
0

Podemos ainda definir (Z (t)) = (x (t)) /d, logo:

(% (t)) = 2 /000 e [sen (2¢°t") I (2aq)] dq

270" [ 2¢°t") I (2
. ea / e~ {Sen( 1 q) 2 “‘D}dq. (6.298)
0
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