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RESUMO

A possibilidade de se obter sistemas bidimensionais a partir de materiais com estru-
tura cristalina lamelar tem atraido muitas pesquisas nesses materiais, pois as propriedades
de poucas camadas diferem bastante dos seus respectivos bulks, o que abre uma gama de
possibilidades em aplicagoes tecnologicas. O fésforo negro apresenta muitas propriedades
interessantes, dentre elas, um gap de energia, que garante a construcao de dispositivos
eletronicos (bem diferente do grafeno que é um semi metal sem gap). Esse gap pode ser
ajustado aumentando o nimero de camadas, variando de 0.3 eV para uma monocamada
até cerca de 2.0 eV para o bulk, cobrindo um espectro de energia de gap relativamente
grande de dispositivos pticos. Além disso, esse material é altamente anisotrépico em sua
estrutura de bandas.

Neste trabalho, derivamos a aproximacao da massa efetiva a partir do modelo tight-
binding e usamos o Hamiltoniano aproximado para estudar nanoestruturas de fésforo
negro. Nesse modelo, o carater anisotréopico do fésforo negro é refletido na diferenga entre
as massas efetivas quando se toma diferentes diregoes. Primeiramente, comparamos os
resultados numeérico obtido através da técnica de diferencas finitas com o modelo analitico
para um ponto quantico circular, que devido a estrutura de bandas ter um contorno
eliptico, é descrito pelas equagoes de Mathieu quando se resolve a equacgao de Schrodinger.
Os resultados analitico e numérico mostram boa concordancia. Ainda na aproximagao da
massa efetiva, estudamos o efeito de campos externos sobre um anel quantico de fésforo
negro e analisamos o efeito da interacao entre esses campos e a anisotropia de massa do
sistema sobre seus estados eletronicos. Devido a anisotropia de massa, esse sistema quando
sujeito a um campo magnético, nao apresenta oscilacoes Aharonov-Bohm, que podem ser
recuperadas aplicando-se um potencial de confinamento eliptico. Estudamos também o
efeito de um campo elétrico nas dire¢oes x e y em um anel quantico, e verificamos como
a energia é alterada pelo campo. Nossos resultados mostram que, como consequéncia
de uma localizacao da funcao de onda causada pela anisotropia de massa, os niveis de
energia decrescem quadraticamente (efeito Stark) com o campo aplicado apontando para
a direcao armchair, enquanto um decréscimo quase linear (efeito Stark linear) aparece
para um campo aplicado na direcao zigzag, com uma série de estados que se cruzam,
levando a um comportamento semelhante ao de um poco quantico duplo sob um campo
elétrico perpendicular a ele.

Palavras-chave: Estruturas de baixa dimensionalidade Massa efetiva Materiais bidimen-
sionais Fdésforo negro Efeito Stark



ABSTRACT

The possibility of obtaining two-dimensional systems from layered materials has been
attracting a lot of research on these materials, since their few layer properties are very
different from their respective bulk ones, which opens up great possibilities in technological
applications. Black phosphorus exhibit several interesting properties, among them, a
direct energy gap, that enables the possibility of fabricating electronic devices (in contrast
e.g. with the gapless semi-metallic graphene), and which can be tuned by the number
of layers, varying from 0.3 eV for a bulk up to 2.0 eV for a monolayer, thus covering a
relatively large range of the energy spectrum for optical devices. Besides, the fact that
this is a very anisotropic material has brought even more attention to it, towards novel
ways of exploring this anisotropy in new technologies.

In this work, we have derived the effective mass approximation from the tight bin-
ding model and used the out coming approximate Hamiltonian to study nanostructures
based on monolayer black phosphorus. In this model, the anisotropic features of black
phosphorus are reflected in the difference between effective masses in different directions.
Firstly, we compare the finite difference methods with the analytical solution for a circular
quantum dot, which, due to its elliptical contour of energy bands, is given by Mathieu
functions for solving the resulting Schrodinger equation. With this comparison, we verify
the compatibility between these methods. Within the effective mass approximation, we
investigate the effect of external electromagnetic fields on a black phosphorus quantum
ring, thus analysing the effect of the interplay between these fields and the system aniso-
tropy on its electronic states. Due to the anisotropy, under an applied magnetic field, this
ring does not exhibit Aharonov-Bohm oscillations, which can be recovered by assuming
an elliptic ring-like confinement. We also investigate the effect of an external electric field
applied in x and y directions in a black phosphorus quantum ring on its energy levels.
Our results show that, as a consequence of a wave function localization induced by mass
anisotropy, energy levels decay quadratically (Stark effect) with the field if it is applied
along the armchair direction, whereas an almost linear Stark effect, along with a series of
crossing excited states, is observed for a field applied in the zigzag direction, leading to
a behavior that is in close resemblance to a double quantum well under a perpendicular
electric field.

Keywords: Low dimensionality structure. Effective mass. Two dimensional materials.
Black phosphorus. Stark effect.
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1 INTRODUCAO

1.1 Grafeno e o nascimento dos semicondutores bi-
dimensionais

Em 2004, um grupo de pesquisadores conseguiu isolar e caracterizar uma folha de
grafeno[l], um material bidimensional (2D) com espessura de um atomo de carbono, que
forma a estrutura da grafite ao ser empilhado em varias camadas ligadas por for¢a de Van
der Waals. A Fig. (a) mostra que o grafeno possui uma rede favo de mel, de forma que
um atomo de carbono esta ligado a trés atomos de carbono vizinhos. Esses atomos de
carbono no grafeno, se ligam através dos orbitais 2s, 2p, e 2p, por hibridizacao do tipo
sp?. Essas ligacoes sao do tipo o, e sdo responsaveis por manter a estrutura do grafeno
coesa. Apesar de existirem estudos tedricos sobre grafeno desde a década de quarenta
[2], acreditava-se que nao seria possivel obter uma tnica camada desse material devido a

alguns estudos feitos por Peierls e Landau [3, 4], [5].

Figura 1: (a) A estrutura cristalina do grafeno e (b) relacao de dispersao do grafeno com
destaque para baixas energias, mostrando seu carater linear.

Um dos aspectos mais interessantes do grafeno é o tratamento de excitagoes em bai-
xas energias (dispersao linear), que pode ser vista na Fig. [I[b), que resulta em quasi-
particulas quirais que obedecem a equagao de Dirac sem massa, chamadas de férmions
de Dirac[]. Quando descrevemos o sistema dessa forma surge uma fisica ja conhecida da

eletrodinamica quantica, mas com o fato de que no grafeno a velocidade dos portadores
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de carga é dada pela velocidade de fermi vp, que é 300 vezes menor do que a velocidade da
luz. Férmions de Dirac, quando sujeitos a campos magnéticos, se comportam de maneira
diferente de elétrons comuns. Esse comportamento leva ao que chamamos de efeito hall
quantico anémalo, que ja foi medido experimentalmente [7]. Ocorre também o fenémeno
Zitterbewegung (movimento trémulo), que consiste na oscilagdo do centro massa de um
pacote de onda [8,9]. Outro efeito interessante é o tunelamento de Klein 10} 111, 12}, no
qual férmions de Dirac podem ser transmitidos com probabilidade total através de uma

regiao classicamente proibida quando sua incidéncia é perpendicular a barreira.

A possibilidade de se obter uma estrutura 2D [13, 14] como grafeno, levou a um
aumento no numero de pesquisas nesse tipo de material, pois essa descoberta era sur-
preendente, devido as propriedades exibidas por esses materiais. Passou-se entao a
buscar outros materiais 2D estaveis, como por exemplo os dicalcogenetos de metais de
transigao (TMD’s) [15], 16, 17, 18], o siliceno[19] 20, 21, 22], 23], o germaneno[22] 24] e o
fosforeno[25], [26]. Muitas vezes as propriedades térmicas, optoeletronicas e de transporte
desses materiais diferem bastante de seus respectivos bulks, e essa diversidade é de grande

importancia tecnolégica.

Os materiais da familia dos TMD’s sao identificados por MX,, onde M indica os
metais de transicao, os elementos do grupo 4, 5 e 6 da tabela periddica, e X indica os
calcogénios enxofre (S), selénio (Se) e telirio (Te). Esses materiais estao na classe dos
materiais lamelares, e da mesma forma que o grafeno, se ligam através da forca de Van
der Waals para formar o bulk. Essas camadas sao formadas por ligagoes covalentes entre
os atomos de M e X, no qual uma camada de M esta entre duas camadas de X, como

ilustrado na Fig.

Em 2010, a obtengao e caracterizacao de uma monocamada de dissulfeto de mo-
libdénio (MoSs) [27] causou grande impacto no meio cientifico, por demonstrar que esse
material é um semicondutor de gap direto, ao contrario de sua versao bulk, onde o gap é
indireto. Além disso, ele mostrou um interessante relacao entre spin e vales eletronicos,
0 que ¢é promissor para futuras aplicagoes em novos conceitos de dispositivos, envolvendo
spintronica e valetronica [28]. Os anos seguintes foram de busca por outros disulfetos e
disselenetos que apresentassem caracteristicas similares: encontrou-se as monocamadas
de dissulfeto de tungsténio (WSy), disseleneto de molibdénio (MoSes) e disseleneto de
tungsténio (WSey) [29]. J& em 2014, numa nova linha de pesquisa, conseguiu-se esfoliar
uma monocamada de fésforo negro a partir de seu bulk, uma das formas mais estaveis do

fésforo [30]. Este material, tema de estudo desta dissertagao, apresentou caracteristicas
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peculiares, como descreveremos em detalhes a seguir.
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V9 99 Y Y OV

Figura 2: Estrutura atomica dos dicalcogenetos de metais de transicao, onde os atomos
pretos sao os metais de transigao e os amarelos os calcogénios. (a) Vista lateral e (b) vista
superior dessa camada, que possui uma estrutura do tipo favo de mel.

1.2 Fosforo

Fésforo é um elemento quimico do terceiro periodo e do grupo 5A da tabela periddica,
com configuracao eletronica 1522s22p53s23p3, e classificado como um nao-metal. E es-
sencial para a vida, pois compoe muitas estruturas de grande importancia, como por
exemplo: (i) encontrado na ATP (Adenosina trifosfato) e ADP (Adenosina difosfato) que
sao nucleotidios (formam os acidos nucleicos, DNA e RNA), responsaveis por transportar
energia quimica dentro das células para o metabolismo; (ii) encontrado também nos fosfo-
lipidios que sao um dos principais constituintes das membranas celulares. O fésforo é um
elemento altamente reativo, por isso nao é encontrado livrimente na natureza, mas em
alguns minerais, como a apatita (Cas(PO4)3(F,Cl,OH)) e em suas formas alotrdpicas:
fosforo branco, fésforo vermelho, fésforo negro. O fésforo branco é o mais reativo entre os
alotrépos, sua estrututa é formada por moléculas tetraédricas de fésforo (Py), é téxico e
inflamével (quando estd submerso em dgua nao se inflama). E convertido em fésforo ver-
melho quando exposto a luz ou oxigénio. O fésforo vermelho tem uma estrutura amorfa
(pode se tornar cristalino se aquecido ainda mais), é mais estdvel que a forma anterior e

nao é téxica.

1.3 Fosforo negro

O fésforo negro é a forma mais estavel sob pressao e temperatura ambiente, obtida

através do aquecimento do fésforo branco sob alta pressao [31], 32]. Sua estrutura crista-
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lina é uma rede ortorrémbica com oito d&tomos na célula unitéria33)]. E um semicondutor
com gap direto, de cerca de 0.3 eV, e torna-se mais metalico com o aumento da pressao
hidrostatica [31, [34]. A baixas temperaturas, o fésforo negro é observado como um semi-
condutor do tipo p (ou seja, com excesso de buraco), e a condutividade é dominada por
buracos[32]. Similar & grafite, é um material que tem sua estrutura formada por camadas
de um tunico elemento, mantidas por forca de Van der Waals, dessa forma permitindo
que suas camadas possam ser isoladas através de exfoliagdo mecanica [26], 35]. Os dtomos
nessas camadas (uma sé camada recebe o nome de fosforeno. O sufixo -eno atrelado ao
nome do elemento em questao virou sindénimo de uma tnica camada) estao ligados a trés
vizinhos por ligacao covalente, e estao dispostos ao longo da folha de forma rugosa, devido

a hibridizacao do tipo sp®, como mostra a Fig.

()

y

L.

Figura 3: Estrututa atomica do fésforo negro. (a) Monocamada e (b) trés camadas
emplilhadas [36].

Uma analise da composicao dos orbitais préximos ao gap mostra que o estado da
banda de conducdo em torno do ponto I' é [¢BY(T)) = 0.57|s) + 0.44|p,) + 0.69|p.),
enquanto o da banda de valéncia é [1)BY(T")) = 0.17|s) +0.40|p,) +0.90|p.) [37]. Diferente
da grafite, no qual as bandas relevantes estao associadas aos estados p,, o fésforo negro
tem contribuigoes de estados s, p, e p, com excecao de p,. Nao ha simetria em relacao ao
ponto I', o que torna esse material altamente anisotrépico, ou seja, as propriedades fisicas
dependem da diregao [38] [39]. A massa efetiva de elétrons e buracos em fésforo negro,
por exemplo, é bastante anisotrépica [35] [40]. No fésforo negro, o gap depende fortemente
do nimero de camadas, diminuindo com o aumento do nimero de camadas [41], 42], tal
que para n = oo (que representa o bulk) o gap é cerca de 0.3 eV [32], enquanto que
para monocamada, bicamada e tricamada os gaps sao cerca de 2.05 eV, 1.5 eV e 1.2 eV,

respectivamente. Para o bulk e o fosforeno, os resultados sao obtidos experimentalmente,
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enquanto para os outros casos, eles provem de calculos ab initio. Dessa forma, o seu
gap se estende por um grande intervalo no espectro eletromagnético, como mostra ma

Fig. [ Esse fato tem um grande interesse pratico, principalmente para aplicagoes em

optoeletronica.
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Figura 4: Intervalo do espectro de gap de energia que o fosforo negro e algumas camadas
de fosforeno alcangam comparados a outros materiais [43].

A mobilidade de carga (constante de proporcionalidade entre a velocidade da particula
e o campo elétrico aplicado que mede o quao rapido uma particula carregada se move
através de um material) é uma propriedade que realca bastante o efeito da anisotropia
no fésforo negro e que depende fortemente do nimero de camadas [40] e da temperatura
[39, [44]. Esse material possui mobilidade maior na diregao x [39, 40], tanto para elétron
quanto para buraco, e esse ultimo possui mobilidade ainda maior. De forma geral, as

propriedade do fésforo negro dependem bastante do ntimero de camadas.

Como mencionado anteriormente, uma unica camada de fésforo negro pode ser ob-

tida através de clivagem micromecanica. As amostras obtidas através desse método nao
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Figura 5: Amostras de algumas camadas de fésforo negro. (a) Imagem de microscopia
éptica de poucas camadas de fésforo negro, exfoliada em um substrato de PMDS (polydi-
methilsilozane). (b) Imagem de microscopia 6ptica de poucas camadas de fésforo negro,
exfoliada em um substrato de SiO,. (c¢) Imagem da topografia de poucas camadas de
fésforo negro por microscopia de for¢a atomica da regiao em destaque em (b) [35].

sao viaveis em aplicagoes industriais, servindo apenas para estudos académicos. Existem
alguns métodos que possibilitam obter amostras em escala industrial [45], como por exem-
plo: CVD (chemical vapor deposition) e liquid ezfoliation. Antes de entrar em detalhes
sobre esses métodos, vale ressaltar que ha uma maneira de classificar de forma geral esses
métodos, em top-down (retira camadas de uma amostra, liquid exfoliation e clivagem mi-
cromecanica sao exemplos) e bottom-up (adiciona camadas em um substrado, CVD é um
exemplo). C'VD é um método para produzir filmes finos, no qual um substrato é exposto
a um ou mais percusores (um dos componentes que participam da reagao quimica para
produzir um outro componente) que reage e decompoée (o ato de um composto quimico
se fragmentar em elementos) na superficie do substrato, produzindo o filme desejado[46].
Liquid ezfoliation é uma técnica que produz uma grande quantidade de filmes finos [13],
tal que quando um material de camadas (com fortes ligagoes no plano, mas fracas fora
dele) é emergido em um liquido (solvente), mais comumente é o N-methyl-2-pyrrolidone
(NMP), as ligagoes fora do plano desse material sdo enfraquecidas pela presenga desse
solvente, sendo exposta a freqiiéncias ultra-sonicas que deslocam ou esfoliam esses filmes
125, 147, 48]. As Figs. [pfa) e f[(b) mostram algumas camadas de fésforo negro, de forma
que a quantidade de camadas em uma amostra é inferida através da sua absorvancia (ca-
pacidade intrinseca de um material absorver radiagoes em uma frequéncia especifica) [35].
A Fig. c) é a imagem de poucas camadas de fésforo negro que podem ser identificadas

pela altura topografica dessa amostra que corresponde a espessura dessas camadas.

As propriedades descritas fazem do fésforo negro um material notéavel para aplicagoes
tecnolégicas, desde dispositivos épticos até dispositivos eletronicos dos mais variados.

Fotodetectores em multicamadas de fésforo negro mostram resultados promissores em
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imagens de alto contraste, tanto no espectro visivel quanto no infravermelho [49], apre-
senta excelentes performance para baterias [45, 50] e desperta muito interesse também em

transistores [45] [51, [52), 53], 54].

1.4 Pontos quanticos

Pontos quanticos sao nanoestruturas feitas de materiais semicondutores, que devido ao
seu tamanho reduzido, exibem comportamentos descritos pela mecanica quantica. Pontos
quanticos tem confinamento tridimensional, resultando em um sistema zero dimensional
(0D). Sao conhecidos como atomos artificiais, pois o potencial de confinamento pode ser
pensado como o potencial de um niicleo no qual um elétron estd preso. Os niveis de energia
podem ser controlados através do tamanho e da forma do ponto quantico, diferentemente

dos seus respectivos bulks, que tém gap fixo (que muda apenas para diferentes materiais).

Historicamente, pontos quanticos foram obtidos através de heteroestruturas [55], que
sao justaposicoes de diferentes materiais semicondutores, explorando os diferentes gaps
entre esses materiais para confinar elétrons e buracos em um plano. As Figs. @(a) e
[6b) mostram pontos quénticos de InAs (arseneto de indio), produzidos através de um
processo de crescimento de filmes finos, Stranski-Krastanov [56]. Isso nao é o caso dos
materiais bidimensionais, que vém sendo muito explorados nos tltimos anos. Materiais
bidimensionais podem representar o sistema de um gas de elétron bidimensional (2DEG).
Podemos usar esse fato para impor em uma certa regiao desse material, um determinado
gate, gerando assim um potencial eletrostatico tal que um elétron ou um buraco possa
ser confinado em uma regiao finita, a partir da voltagem aplicada. Esse é um método
simples de fabricar pontos quanticos em materiais 2D, sem nenhuma necessidade de hete-
roestrutura confinantes. As Figs. [f](c) e[6|(d) mostram pontos quéanticos de fésforo negro,

produzidos através de exfoliagao liquida [57].

Devido a propriedade de ajustar os niveis de energia através do ajuste do tamanho,
os pontos quanticos proporcionam uma variedade muito grande de aplicacoes, entre elas:
(i) o melhoramento de imagens, pois hd uma possibilidade maior para obter uma grande
quantidade de cores ao ajustar o tamanho do ponto quantico. O pontos quanticos tém es-
tados bem localizados, o que proporciona comprimentos de ondas emitidos bem definidos,
(ii) outra aplicacao bastante relevante é em células solares (dispositivo de semicondutor
capaz de capturar luz do sol e transformar em eletricidade) [58, 59, 60]. As células so-

lares convencionais nao sao tao eficientes quanto desejado, pois a luz solar possui fétons
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Figura 6: (a) Imagem obtida através de um microscopio de forga atomica de varios pontos
quantico de InAs (arseneto de indio), (b) imagem de uma sec¢ao transversal de um ponto
quantico de InAs [56], (c¢) imagem obtida de um microscépio eletronico de transmissao de
vérios pontos quanticos de fésforo negro e (d) imagem ampliada de (c) [57].

de diferentes comprimentos de onda (possui um amplo espectro de energia) de tal modo
que esse dispositivo s6 captura fotons de certas frequéncia, perdendo boa parte. O que
se quer dizer com isso é que alguns fétons nao tém energia suficiente para arrancar um
elétron (fazé-lo passar por um circuito) e outros possuem energia demais tal que o excesso

também é perdido, (iii) sdo também de grande interesse na aplicacao de lasers [61].

1.5 Anéis quanticos

Anel quantico é uma estrutura duplamente conectada de escala nanométrica. KEssa
estrutura possui propriedades unicas, bem diferente das que sao encontradas em singly-
connected (como por exemplo ponto quantico). Um dos aspectos mais marcante desse
sistema aparece quando o estudamos sobre o efeito de um campo magnético, no qual sur-
gem as correntes persistentes (no equilibrio termodinamico, um anel metalico rosqueando
um fluxo magnético mantém uma corrente que nao se dissipa mesmo no zero absoluto),
que foi prevista teoricamente por Hund [62], e teve sua primeira evidéncia experimental
dado por Levy [63]. Outro efeito interessante é o Aharonov-Bohm [64], que prevé uma
diferenga de fase na funcao de onda de um elétron nos diferentes caminhos em torno de
um solenoide (esse sistema é topologicamente parecido com um anel) devido ao potencial

vetor, resultando em um padrao de interferéncia. Em nanoestruturas com topologia do
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tipo anel, o efeito das oscilagoes dos niveis de energia com o campo magnético é também
conhecido na literatura como oscilagbes de Aharonov-Bohm, que estar relacionado a troca
de momento angular entre os estados do sistema. Esses efeitos sao puramente quanticos.
Estudos em anéis quanticos também sao de extrema importancia em fenomenos de inter-
feréncia para propriedades de transporte. As Fig m(a) mostra a imagem de anéis quanticos
de InGaAs (arseneto de galio indio) obtidos através do processo Stranski-Krastanov [65]
e a Fig. E(b) mostra um anel quantico de grafeno obtido através da utilizacao de gates

dispostos sobre uma camada de grafeno.

Figura 7: Imagens obtidas através de um microscépio de forga atomica. (a) Imagem de
anéis quanticos semicondutores [65), [66] e (b) um anel quantico de grafeno [67].

Anéis quanticos possuem muitas aplicagoes em dispositivos opticos e eletronicos. Essas
aplicagoes vao desde fotodetectores no espectro do infravermelho e no espectro do THz

[68][69], em memorias magnéticas [70] e em lasers [71].

1.6 Efeito Stark

O efeito Stark é o efeito de um campo elétrico no espectro de energia. Dois aspec-
tos devem ser considerados no efeito Stark: o efeito linear e o quadratico. Esses efeitos
sao facilmente entendidos em modelos mais simples, como por exemplo no atomo de hi-
drogénio e no atomo de hélio. O efeito linear é o resultado da interacao do momento de
dipolo (devido a carga do elétron naturalmente nao estar uniformemente distribuida sobre
o préton para os estados excitados) do 4tomo com o campo externo. Atomos mais com-
plexos exibem o efeito linear apenas quando dois ou mais estados de diferentes momentos
angulares tém a mesma energia para um campo externo igual a zero. No contexto do

modelo do atomo de hidrogénio isso pode ser resolvido através da teoria da pertubagao
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independente do tempo para o caso degenerado [72]. No caso do efeito quadratico, ele
aparece para o estado fundamental do dtomo de hidrogénio (esse modelo é sempre re-
corrente, pois é o mais simples de ilustrar), pois o momento de dipolo surge devido ao
campo externo. Existe também o chamado quantum confined Stark efect (QCSE)[73], [74]
que descreve o efeito de um campo elétrico externo no espectro de absorcao e emissao de
um sistema confinante. Essas modificacoes no espectro sao nitidas em semicondutores de

baixa dimensionalidade (pontos, pogos e etc).

O efeito Stark tem grande relevancia na aplicagao de dispositivos épticos. Existem
algumas aplicagoes em dispositivos semicondutores, como por exemplo moduladores (um
dispositivo que realiza um processo de variagao de uma ou mais propriedades de uma
onda, onde essa onda carrega informagcao a ser transmitida) [75] (76, [77], lasers [78], [79, 80]

e etc.

1.7 Efeito Aharonov-Bohm

Como mencionamos na Secao 1.5, o efeito Aharonov-Bohm é um efeito tipico de sis-
temas com topologia do tipo anel, e é um fenémeno de inteferéncia puramente quantico.
O trabalho original feito por Yakir Aharonov e David Bohm[64], consistia em mostrar a
influéncia do potencial vetor no padrao de interferéncia em um aparato quando elétrons
percorriam diferentes caminhos em torno de um solenoide. Eles propuseram um expe-
rimento que tinha como objetivo atirar feixes de elétrons em uma fenda dupla com um
solenoide préximo as fendas, tal que o campo magnético é B#0 dentro do solenoide e B=0
fora, como ilustra a Fig. [§, de forma que sé existiria potencial vetor na regiao fora do
solenoide (representado pelas setas na Fig. . Dessa maneira o potencial vetor deveria
atuar diretamente no momento do elétron, assumindo a forma p — p — eA. Entdo nos
diferentes caminhos ilustrado na Fig. [§] os elétrons terao momentos diferentes, resultando

em uma diferenca de fase que é proporcional ao fluxo do campo magnético.
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elétrons

caminho 1

anteparo
Figura 8: Esquema do experimento da fenda dupla proposto por Aharonov e Bohm. O
campo magnético sé é diferente de zero dentro do solenoide. As linhas indicam os possiveis

caminhos para o elétron.

Na literatura existe um outro efeito Aharonov-Bohm, que é atribuido a dependéncia
oscilatéria das autoenergias de um elétron em um anel quantico com o campo magnético
aplicado no plano do anel. Existe um modelo simples que ilustra esse resultado, que é um

anel quantico unidimensional (depende apenas da varidvel angular 6), de forma que o seu

Hamiltoniano é dado por

 2mR2?dp? 2 db 8 '

onde

| h eB
lp = E’ We = Ea (1-2)

sao respectivamente o comprimento magnético e a frequéncia ciclotronica. Entao com
algumas manipulagoes algébricas, o Hamiltoniano pode ser escrito como

12 d o\
T 2mR? (_Z@ * %) ’ 1-3)

onde

bo="  o—rRB, (1.4)

sao o fluxo elementar e o fluxo magnético, respectivamente. Para uma equagao de auto-

valor

s (it + 2 ) w(6) = Bulo) (1.5



21

tomaremos uma solucao da forma (0) = Ae*?, que nos da

s Mmw.R? mPwiRY\
)\+TA+<E_W =0, (1.6)

que nada mais é do que uma equagao do segundo grau em A, com o valor

mR? hw. h [2F
= — + —/— 1. 1.
A= ( 2 R\/m) (17)

. ~
~~
n

Com o valor de ), temos a fungao de onda 1(#) = Ae™?. O valor de A é encontrado

através da relacao

/0 p(0)do = 1. (1.8)

que de maneira simples nos dd& A = 1/v/27. Um fato importante é que n sé pode ter

valores inteiros, que vem da periodicidade da funcao de onda, 1)(0) = (04 2m). A energia

pode ser obtida da Eq. (|1.7), dada por

B =

mR? (nhZ hwc)2

2h2 mR2+ 2 (1.9)

que em termos do fluxo magnético e do fluxo elementar, a energia se torna

_ 7 o\*
E=o (n+ %) , (1.10)

onde n deve representar o momento angular. Para um valor fixo de n, temos uma de-

pendéncia parabdlica da energia com o fluxo magnético. Esse resultado é conhecido como
oscilagao Aharonov-Bohm, que sao oscilagoes peridédicas da energia com o fluxo magnético,
que estd relacionado com a troca de momento angular entre as autoenergias do sistema,

como ilustrado na Fig. [9]
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Figura 9: Energia em funcao do fluxo magnético.

1.8 Modelo de massa efetiva

Para entendermos como um elétron ou um buraco se comporta em qualquer cristal,
torna-se interessante primeiramente investigar como o movimento do elétron pode ser
afetado pela rede cristalina. O elétron pode ser descrito como um pacote de onda que se

move com velocidade de grupo v, = dw/0k, onde E = hw, tal que

oE

= = vy (1.11)

Vamos considerar um elétron sujeito a uma forca F' devido a presenca de um campo
elétrico. Entao em termos da energia podemos escrever dE = F'dx, onde dFE é a variacao

da energia no intervalo dz. Com essas informacoes em maos podemos escrever

Fdx = hwydk . F = ﬁ% (1.12)
dt

Sendo p = hk, a expressao para a forca obedece a segunda lei de Newton. Isso parece

surpreendente, pois de forma intuitiva esperariamos uma alteracao drastica no movimento

do elétron, ou seja, que a rede cristalina pudesse alterar a forma da equacao da variagao

do momento. O que realmente é alterado, é a dependéncia da energia com o momento,

como veremos a seguir isso corresponde a mudar a massa do elétron [81]. Seja a = dv,/dt,
entao

_1PB 1PEdk
 hokot  hOk2 dt’

a (1.13)
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usando o fato de dk/dt = F/h, temos

a. (1.14)

Isso nos diz que um elétron em um cristal sob a acao de uma forga externa se comporta

como um elétron livre com massa igual a

ﬁQ

k2
onde m* é chamada de massa efetiva. Esse resultado foi obtido supondo que E dependesse
apenas de \E |, mas na realidade a energia pode depender da dire¢ao de k. Em cardter geral,

a massa nao ¢ uma funcao escalar, mas uma grandeza tensorial, tal que é representada

por
h2
m = ———. (1.16)

K 92E
Bkiakj

Podemos derivar a expressao acima de uma maneira mais formal, através da teoria da

pertubagcao [72]. Sabemos que os autoestados do Hamiltoniano para uma rede cristalina é
dado pela fungao de Bloch 1 (7) = eiE'Fuk(F), onde ug(7) é uma func¢ao com a periodicidade
da rede. A equagao de Schrodinger independente do tempo para um potencial periédico
é

h2 2 s
(—%Vz + V(F)) eF Ty (7) = Be™ (), (1.17)

que pode ser escrita como

2 27.2
P h - Rk L .
(Qm + mp.k: + 5 + V(F’)) up(7) = EBug(r),

que tem a forma

(Ho + H Yup(7) = Eug (), (1.18)
sendo
Hy = 2 4+ V(7),
H =Lpk+ 1

onde H, é o Hamiltoniano para um sistema nao pertubado e H é a pertubacio. Seja

{|u2(7))} os autoestados que formam uma base do sistema nao pertubado com autoener-
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gias Y. Entao a teoria da pertubacao nos diz que a energia do n-ésimo estado ¢

[ | H Ju) | |H ) ?
En - n n‘H ’u + Z EO

m#n

ﬁ . ﬁ22 | 0|h—*k+hk 0>|

m#n

21.2 2
o P () S R

2m
m#n
Que pode ser escrita da seguinte forma:
h? - 1 -
E,=E’+ k( >k+ (1.19)

onde,

L\ 4y, 2 (ud [pi|ul) (ub, |p;ul)
(m*)EJFWZ Eo— B0 ‘

ij m#n
Se agora tomarmos a expansao em série de Taylor da n-ésima energia em relacao ao

momento k em torno de £ = 0, temos que

O*E,
— OOk

En (k)

kikj + -

e compararmos com a expressao Eq. (1.19)), obtemos

0?E, h?
= . 1.20

L)

Essa expressao nos mostra a relagao entre a curvatura da estrutura de bandas (de-
rivada segunda da energia em relacdo ao momento) com a massa efetiva do portador de
carga. A curvatura da banda de conducao e de valéncia esta relacionada a massa do

elétron e do buraco respectivamente.
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2 MODELO TEORICO

Neste capitulo desenvolveremos o modelo tight-binding para o fésforo negro, que re-
sulta em um espectro de energia com quatro bandas. Mas estaremos interessados nas
energias préximo ao ponto I' (k=0). Para isso, faremos uma aproximagao em torno desse
ponto, conhecida como aproximacao do continuo, e tomaremos apenas termos quadraticos
em k. Estaremos interessados apenas nas duas bandas préximo ao nivel de Fermi (E=0).
Tendo em maos o Hamiltoniano do modelo continuo, faremos a aproximacao da massa
efetiva, através do qual os resultados sao obtidos. Resolveremos a equacao de schrodinger
na aproximacao da massa efetiva, obtendo as fungoes de Mathieu como solucao do sistema
com uma determinada condi¢ao de contorno. Em seguida, mostraremos o Hamiltoniano
do fésforo negro na aproximagao da massa efetiva em termos do método de diferencas

finitas.

2.1 Modelo tight-binding

A estrutura de bandas nos fornece muitas informagoes importantes sobre as propri-
edades fisicas de um determinado sélido, como: massa efetiva de seus portadores de
carga, velocidade de propagagao, os niveis de energia mais relevantes (préximo ao nivel
de Fermi), densidade de estados entre outras. Tight-binding é um método para calcular a
estrutura de bandas de um cristal. Uma das suposi¢oes mais importante desse método é
a de que um elétron estd fortemente ligado ao atomo a qual pertence, tal que sua fungao
de onda tem uma amplitude que decai rapidamente distante do ntcleo. Se analizarmos
um unico atomo, os niveis de energias sao discretos, mas quando aproximamos muitos
desses atomos para formar um soélido, os niveis de energias sao pertubados pela presenca
dos atomos mais préximos, surgindo faixas continuas de energia chamadas de bandas de

energia.

Quando um elétron se move através da rede, é provavel que ele seja capturado por

um atomo da rede e permaneca l4 por um certo tempo, até que haja um tunelamento;
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mas durante o tempo em que o elétron permanece preso ao atomo, sua funcao de onda
deve ser localizada, sendo assim, de forma geral, descritas por fungoes de Wannier. Esta-
mos interessados em sistemas com estrutura cristalina, de forma que as fungoes de onda
de interesse sao aquelas que satisfacam o teorema de Bloch. Para uma discussao mais
detalhada a respeito da funcao de onda que satisfaz uma equacao de autovalor para um

Hamiltoniano de uma estrutura cristalina, veja [82] 83 [84].

Ao estudarmos o modelo tight-binding, nos deparamos com duas maneiras de lidar com
o problema, conhecidas como primeira e segunda quantizacdo. A primeira quantizacao
lida com funcoes de onda e pode ser complicada quando lidamos com muitas particulas. Ja
na segunda quantizacao, explora-se a indistinguibilidade das particulas e apresenta uma
maneira mais facil de lidar com sistemas de muitas particulas, pois passa a tratar com a
quantidade de particulas que estao em cada estado[85] [86]. As grandezas de interesse sao
escritas sempre em termos dos operadores de criacdo ¢! e destruicio ¢, de forma que eles

obedecem uma dlgebra que depende de estarmos tratando de férmions ou bésons[85].

2.1.1 Modelo tight-binding para uma monocamada de fésforo
negro

O Hamiltoniano tight-binding para o fésforo negro em segunda quantizagao foi pro-

posto por [37], e é dado por:

H = Z €Nn; + Z tijC;er, (21)

i#]

onde ¢ ¢ a energia do elétron no sitio 7, n; € o operador nimero e ¢;; ¢ a integral de
T

hopping entre o i-ésimo e o j-ésimo sitios. Os operadores ¢; e ¢; sao respectivamente os

operadores de criagao e destruicao, responsaveis por criar e destruir estados associados a

um elétron. Por questao de conveniéncia vamos escrever Eq. (2.1) da seguinte forma:

H= Z €mn; + Z (t?jb;raj + tfjcgaj + tfjdjaj + h.c), (2.2)
i i#]

s

i
onde b', ¢ e d' sao respectivamente os operadores de criacao nos sitios B, C e D, enquanto
a; ¢ o operador de destrui¢ao no sitio A. H " foi escrito dessa forma porque estamos
tomando um atomo do sitio A como a origem do sistema de forma que se um elétron for
destruido em A ele possa ser criado no sitio B através de t; e t3, no sitio C através de t5 e ts,

no sitio D através de t4, como ilustrado na Fig. [I0] Como a rede que estamos considerando



27

Figura 10: Estrutura cristalina do fosforeno, onde os hoppings sao ilustrado para o caso

de uma monocamada de fésforo negro [87].

¢ infinita e periddica, podemos fazer uma transformada de Fourier no Hamiltoniano. tal

que os operadores podem ser escritos como

1 iers,  pi_ L ik it
a; = —— e“Tay, b = —= e ",
S DT

1 o
T —ik r; T —ik" oy gt
A= g S s = oS

l/l

Substituindo em H', temos

!

H - N Zkk Zz] Z] a )I'je’Lk .5jsza'k‘
.

iy D Ty tige e Bl

nr
d et k—k")r; ik 8. T
+]_V Zkkm Zz J tz] { ) ‘e ]de/// ag,

onde

L3 e I (k= k), 30 KD = (k- k),

]lv E] e—i(k—km)'l‘j _ 5<k . k///)'

Usando as expressoes (2.6) em (2.5), o Hamiltoniano se reduz a

" b ik-627 1 ik-8¢ .t d ik-6¢ gt
H = E E (tiel bpag + t5e™%ic ay, + tie’ dkak).
koo

(2.3)

(2.4)

(2.6)
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Figura 11: Os primeiros vizinhos de um atomo da subrede A. A distancia de um &tomo
na subrede A até subrede B é dado por d; e de A para C é dy [8].

As posigoes dos sitios B, C e D em relagao ao sitio A é dado por:

8% = dy sin(ay/2)i — dy cos(ay/2)7,

85 = —dy sin(ay/2)& — dy cos(ay /2)7,
05 = dy sin(ay /2) + (2dy cos(B) + d; cos(ay /2))7,
0% = —dy sin(ay/2)& + (2dy cos(B) + dy cos(ay/2))7

67 = dy cos(B)y
5 = —(2d; cos(a1/2) + dz cos(83))y,

8% = dy sin(a,/2) + (dy cos(a/2) + dy cos(3))

04 = —dy sin(ay/2)i + (dy cos(ay/2) + da cos(B)
85 = disin(a1/2)@ — (dy cos(a1/2) + ds cos(5)),

04 = —dy sin(ay/2)@ — (dy cos(ay /2) + dy cos(f))

Y,
)

I

O indice superior nas posigoes indica para qual sitio o elétron destruido em A é criado,
enquanto o ndice inferior é a posicao desse sitio em relacio ao sitio A. As posicoes 8 e
63 sao as posicoes alcancadas através de tq; 52 e 65’1 sao as posicoes alcangadas através de
t3. As posigoes 07 e 95 sao alcancadas através de ty e t5 respectivamente. As posicoes 6?,
5%, ég e 52 sao alcangadas por t4. Substituindo essas posi¢oes no Hamiltoniano e fazendo

as devidas simplificacoes, obtemos

Z tb k62 _ HAB — [Qtle—ikyaﬁ cos(a1/2)
42t geihy(dr cos(an/2)+2d2 cos B)) cog(dy Ky, sin(ay /2)), (2.8)
Z tc ik-0f _ HAC _ t2€7'kyd2 cos 8 4 tse—iky(2d1 cos(a1/2)+da COS,B)7 (29)

3, el O = Tl ,p = 4ty cos(kydy sin(ay /2)) cos(ky(dy cos(a1/2) + dycos 3)). (2.10)

Esse resultado nos da a primeira linha da matriz Hamiltoniana do fésforo negro [88].
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As outras linhas dessa matriz podem ser obtidas da mesma maneira, mas tomando como
origem os outros sitios (veja Apéndice A). Devido a equivaléncia entre os sitios A e D, a
terceira linha terda os mesmos valores que a primeira linha, com excessao da energia no

préprio sitio e a ordem dos termos. Entao o Hamiltoniano é dado por

ea lap Iap Iac

HZB €EB HZC HAD

H = (2.11)

Map Hac ep Ilap

*AC Hap szlB €c

Se analisarmos a Fig. podemos ver que a estrutura do fésforo negro (vista de
cima) se assemelha a uma estrutura favo de mel (veja o distaque em vermelho da Fig.
. Podemos explorar a equivaléncia dos sitios A e D (estdo em azul) para reduzir a

matriz 4 X 4 para duas 2 X 2.

Figura 12: Estrutura cristalina de uma camada de fésforo negro vista de cima. Os sitios
A e D possuem a mesma cor para destacar a simetria entre eles, e da mesma forma para
B e C, destacando a estrutura favo de mel.

Seja €4 = €g = €¢ = €p = €, pois os atomos da célula unitaria sao todos fosforo,

temos que
e Iap Iap Ilac da A
* * H
A € llac TAD s | _pl| o | (2.12)
11 AD II AC € 1_[AB ¢D ¢D

Il Hap I € oc dc
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Dispondo a Eq. (2.12)) em um sistema linear de quatro equagoes, obtemos

€pa +apop + apgp + Macpc = E¢a, (2.13)
ITypda + eop + oo + apde = E¢p, (2.14)
Happa+Uacop +€op + lappp = E¢p, (2.15)
Iycta +1lapgp + 1 pdp + o = E¢c. (2.16)

Somando a Eq. (2.13) com a Eq. (2.15) e Eq. (2.14) com a Eq. (2.16), temos que

(e +Lap)(¢a + ¢p) + (Hap + ac)(dp + ¢c) = E(¢a + ¢p), (2.17)
(ITyp + Whe)(@a + ¢p) + (€ + Hap)(ép + ¢c) = E(¢5 + dc). (2.18)

Subtraindo a Eq. (2.13) com a Eq. (2.15) e Eq. (2.14) com a Eq. (2.16), temos que

(e =Hap)(pa — op) + (Ilup — Hac) (¢ — ¢c) = E(da — ¢p), (2.19)
(I — Ic)(9a — ép) + (€ = Ilap) (9B — ¢c) = E(dp — dc). (2.20)

Agora temos um sistema de quatro equagoes, na qual exploramos a equivaléncia dos

sitios, dado por

(e +ILap)(¢a + ¢p) + (Hap + ac)(dp + ¢c) = E(da + ¢p),
(I p + 15e) (¢4 + ¢p) + (e + Hap) (5 + dc) = E(95 + d0),
(€ = Ilap)(¢a — ép) + (Map — ac)(¢p — dc) = E(da — ép),
(Il = I 0) (@4 — ¢p) + (e = ILap) (¢ — dc) = E(dp — ¢c). (2.21)

Esse sistema de quatro equacoes pode ser posto na forma matricial, dado por

e+ 1ap Hap+Iac 0 0 oA+ op ¢a+ ¢p
g +1e e+ 1lap 0 0 ¢ptoc | _ > ¢B + dc
0 0 e—1Ilap Hap —1Ilac ba— ¢p ¢4 — ¢p

0 0 Mg — % e—1Ilap ¢B — ¢c ¢B — ¢c

Para a matriz superior

( e+1lap 1ap+1lac ) (2.23)

Il + 1% e+ 1lap

2.22)
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a energia é dada por
E(ky, ky) = 2e + 8ty cos(kydy) cos(kyds) + {4[t] + 3 + 2t1t3 cos(2k,ds)] cos(k,d;)
+[t3 4 2 + 2tats cos(2kyda)] + 4t [t + t5] cos(kydy) cos(kyda)
+4t 3]ty cos(kyds) + ts5 cos(3k,ds)] cos(kydi) }1/2, (2.24)

onde essa expressao nos da a energia dos dois estados mais préximo da origem na Fig.

13l Para a matriz inferior

e—Ilap ap—1Ilac (2.25)
I, — I e—Tlap ’

a energia ¢ dada por
E(ky, ky) = 2e — 8ty cos(kydy) cos(kydz) £ {4[t] + t5 + 2t1t5 cos(2k,dz)] cos(k,dy)

+[t3 4 2 + 2tats cos(2kydy)] — 4t1[ta + t5] cos(k,dy) cos(k,da)
—4t3[ty cos(kyda) + t5 cos(3k,da)] cos(kydy) /2, (2.26)

que sao representadas pelos dois estados mais distantes da origem na Fig. [13]

X I Y

Figura 13: Estrutura de bandas no modelo tight-binding para o fésforo negro.
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2.2 Modelo continuo para uma monocamada de fésforo
negro

Neste ponto, estamos interessados em valores de energia préximos ao ponto I' (k = 0).
Para isso tomamos a Eq. (2.23), que representa as duas bandas mais préximas de £ = 0
na Fig. (em nosso modelo é s6 o que precisamos). Faremos uma expansao em torno

do ponto I' e os elementos dessa matriz podem ser escritos de forma aproximada por:

ap = 4ty cos(dik, sin(ay/2)) cos(k, (dy cos(aq /2) + da cos 3))
~ 4ty — 2ty[dy sin(ay /2)]°k7 — 4tad; [sin(ay/2) + dy sin B7k2, (2.27)

Map = [Qtle—ikydl cos(a1/2) 4 2t3€iky(d1 cos(a1/2)42ds Cos,B)} COS(kzdl SiIl(Oél/2))

~ 2t +t3) — (t + t3)[dy sin(ay /2)]2k2 (2.28)
—{t1[d cos(a1/2)]? + ts[dy cos(a1/2) + 2dy cos B]* } K,
+i[—2t1d; cos(ay/2) + 2t3(dy cos(aq /2) + 2ds cos B)]ky, (2.29)

HAC — t2eikyd2 cosf8 4 t5€—iky(2d1 cos(a1/2)+da cos B)

R (ta + t5) — {ta[dy cos B]7/2 + t5[2dy cos(a1 /2) + da cos B /2} K
+i{tads cos B — t5[2d; cos(ay /2) + 2ds cos (] } k. (2.30)
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Organizando esses termos de acordo com os termos dispostos na matriz (2.23)), obtemos:

Mag +Iac = 0 + k2 + k7 + ixky, (2.31)
g + e = 6 + k2 + vkl — ixky, (2.32)
Iap = ug + Nkl + nyky, (2.33)

ug = 4ts

§ = 2(ty + t3) + to + ts,
Yo = —(t1 +t3)(di sin(a1/2))?,
vy, = —t1(dy cos(aq/2))? — ta(dy cos )% /2 — t3(dy cos(ar/2) + 2dy cos 3)?
—t5(2dy cos(ay /2) + dy cos 3)? /2,
X = —2t1d; cos(ay /2) 4 tads cos 5+ 2t5(dy cos(a/2) + 2ds cos 5)
—t5(2d; cos(ay/2) + dg cos 3),
Me = —2ty(dy sin(a1/2))?,
ny = —2t4(dy cos(ay/2) + do cos §)2.

Na Tabela 1, estao expostos os principais parametros no fésforo negro, os hoppings,
os angulos entre as ligagoes dos dtomos (ver Fig. [11)) e as distancias entre dtomos e seus
primeiros vizinhos. Os hoppings sao obtidos através da construcao das funcoes de Wannier

maximizadas [89] [90] em torno da regiao 0.3 eV [91]. Entao a matriz que representa as

Tabela 1: Parametros do fésforo negro.

Hoppings Parametros de rede Parametros na aproximacao do continuo
t; =-1.220 eV a; = 96.5° ug = —0.42 eV
ty =-3.665 eV oy = 101.9° 17,=0.58 eVA?
t3 =-0.205 eV dy = 2.22A n,=1.01 eVA?
ty =-0.105 eV dy = 2.24A § =0.76 eV
ts =-0.055 eV cosf = — cosag/ cos(ay /2) £ =525 eVA
v =3.93 eVA?2

v, =3.788 eVA?

duas bandas em torno de £ = 0 na aproximagao do continuo se torna (consideramos € = 0

por questao de conveniéncia):

H:( o + sk + 1, 6+%k§+vyk§+éxky>' (234)

o+ %ck?c + ’Yyk; — ixky Up + nxki + Uy/fﬁ

Com essa matriz em maos, podemos calcular os autoestados e as autoenergias. Entao
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nosso problema se resume em resolver um problema de algebra linear, tal que os autoes-

tados sao diferentes de zero (caso nao trivial), ou seja, det(H — ET) = 0, entao

ug + ek +nyk: — E 5+ vk + k2 +ixk
O+ okl + vk —ixky  uo +nokl +nykl — E
e as autoenergias sao dadas por:
E:m+%@+%@i¢®+%@+%@ﬁ+ﬁ@, (2.36)

onde o sinal de + represenda a banda de conducao e - a banda de valéncia. Os autoestados

podem ser obtidos através da seguinte relagao

e

Figura 14: Relagao de dispersao de baixa energia no fosforeno. A linha preta (cheia) é do
modelo tight-binding, e a linha verde (tracejada), a aproximacao do continuo [8§].

ug + ekl + nyk§ 0 + ki + 'Vyk; + ixky o1\ E ¢ (2.37)
0+ 7ok + k2 —ixk,  uo +mok? + 1,k s ¢ )]

onde ¢1 = ¢4 + ¢p € P = ¢ + @c, que pode ser posta da seguinte forma

(6 + nx/fi + nyk§)¢1 + (£ + ”)’xk:?; + 'Yyki +ixky)p2 = B¢y, (2.38)
€+ 7$k:a2: + 'Yykg —ixky)pr + (6 + nxk}f + nyk§)¢2 = E¢s. (2.39)

Podemos reescrever

5+ Yok k2 ik, = /(0 + k3 + 7202 + (ke

0 = arctan (X—k”> : (2.40)

S+ k2 4yy k2



de forma que o sistema de equacgoes pode ser escrito como

(w4 0ok + k2 — E)br + /(6 4+ 7k +3,k3)% + (xk, )22 = 0,

\/((5 + ’Yxk’g + ’Yykgp + (Xky)Qe_w¢l + (UO + kai + nykﬁ - E)¢2 = 0.

e Se considerarmos £, temos

—¢1 + €%y = 0,
e g — ¢y =0,

fazendo ¢1 = 1 e ¢ = e~ ¥ o sistema acima ¢ satisfeito, entdo:

(1)

e Se considerarmos F_, temos

¢1 + 6i9¢2 = 07
e hr+ ¢y =0,
fazendo ¢1 = 1 e ¢o = —e ™ 0 sistema acima é satisfeito, entao

()

Entao a fungao de onda no espaco dos momentos normalizada é dada por

Y = % ( sel‘w ) ; s = sgn(F).

2.3 Massa efetiva no fésforo negro
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(2.41)

(2.42)

(2.45)

(2.48)

(2.49)

Com todas as informagoes adquiridas até o momento, estamos prontos para desenvol-

ver uma teoria de massa efetiva para o fésforo negro. Do espectro de energia Eq. ([2.36)

podemos fazer uma estimativa da massa efetiva, que é de grande interesse neste trabalho.

Como visto no capitulo anterior, a massa efetiva pode ser escrita em termos da derivada

segunda da energia em relacao ao momento Eq. ((1.20]), entao para o fésforo negro [88],
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na direcao x:

OFE. 27 (6 + Yok? + v, k2 ky

(%(h) — ok 4 ) 0+, k) 7 (2.50)
o VO 47k k2 + R
de forma que
O*E, 27, (8 4 37, k2 + v, k2 ke

ak?(h) P~ Vo (6 + 37k7 + ky) L) (2.51)

; VO +7ak2 k27 + R

Tomando pequenos valores para k, e k,, obtemos:
0" Eeny

~ 2(ny £ vz). 2.52
— 2 + 74) (252

Dessa maneira, a massa efetiva para elétrons e buracos na direcao x é dado por:

) n?
meh) = 2.53
2 79) (2:53)

Para a direcao y

0E, 27, (0 + Vo k2 + v, k2)k, + %k
ak:(h) = 2k, 100+ 0k & 0y by ¥ X 3 (2.54)
v VO 47k k2 + R
de forma que
0*E, 27, (0 + k2 + 3y, kD) k, + X%k
—a/&(h) = 2k, + W0+ ek & 3wk by ¥ Chy , (2.55)
z VO k2 k207 + 2K
onde tomaremos novamente valores pequenos de k, e k,, obtendo:
P E.,
W)~ 2, £ 7, £ X2/26). (2.56)
ok
Assim, a massa efetiva de elétrons e buracos na dire¢ao y é
ﬁ2
meh) = (2.57)

v 2(ne £ vx £+ x2/26)

Nas duas expressoes para as massas em diferentes direcoes, os sinais + e — indicam
elétrons e buracos respectivamente. Esses resultados mostram o cardter anisotrépico do

fosforo negro na massa. Entao essas massas podem ser usadas para obter uma aproximagcao
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para a expressao (12.36)), tal que

[ oo,
E = (UO + (5) + 2m§(h) kx + sz(h) ky, (258)

onde o termo (up=£9) é responsavel por um shift no espectro de energia, e o sinal £ indica

elétron (e) e buraco (h), respectivamente.

2.4 Solucao analitica de um ponto quantico circular
de fésforo negro na aproximacao massa efetiva

Na aproximagao da massa efetiva, Eq. (2.58)), vemos que as bandas sao parabdlicas,
mas com concavidades diferente nas dire¢oes x e y. Entao o Hamiltoniano pode ser escrito,
levando em conta essa anisotropia, da seguinte forma
h? ( 1 0? 1 02

R + R
my 0x?  my 0y?

) + V(z,y) (2.59)

onde mg ¢ a massa do elétron livre, m, e m, sao fatores que expressam anisotropia na
massa. O potencial é zero dentro do ponto quantico circular de raio R e infinito fora dele.
A funcao de onda deve ser zero fora do ponto quantico e o problema se resume em resolver
a equagao de Schrodinger com potencial igual a zero e as devidas condigoes de contorno.
Apesar do ponto quantico ter simetria circular, a energia cinética nao tem. Fazendo
T = (\/W)x ey = (\/W)y, onde M = m, — m,, a equagado de Schrodinger
independente do tempo assume a seguinte forma
2 2

_ (% + %) = k%, (2.60)
onde k = \/W . Isso é parecido com a equacao de Schrodinger nas coordenadas
cartesianas. Mas nas coordenadas (7,7) as condigbes de contorno obedecem a equagao de

uma elipse, tal que as func¢oes de onda sejam zero em

f2 y?
=1 2.61
R /M) | Ry M) (261)
que pode ser escrita como
—=2 —2
i Y 1, (2.62)

_|_ e
R2cosh?¢é,  R2sinh*¢,

onde cosh® ¢, = m,/M e sinh? ¢, = m, /M, tal que & = arctan(y/m,/m,). Isso pode ser

visto como uma condic¢ao de contorno, tal que (&, n) = 0, e nos diz que devemos tratar
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o problema nas coordenadas (§,n), onde T = Rcosh&cosn e § = Rsinh{sinn. Dessa

maneira (veja Apéndice B)

1 (a%/; 8%

k> = 0. 2.63
RQ(COShzf — cos? 77) 862 + 87}2) + 1/} ( )

Fazendo ¥(&,n) = ®(n)R(£) e usando a+ R*k?/2 como constante de separagio, temos

que
d*®
dn(Qn) + (a0 — 2B cos2n)®(n) =0, (2.64)
d’R
dégg) — (@ —2Bcosh2)R(€) =0, (2.65)

onde 3 = k*R?*/4. Como a restri¢ao é na coordenada &, a condi¢do de contorno é dada
pela restrigao nos ’s nas solugdes Ce, (8, €) e Se, (8, €) da equagao radial Eq. (2.65). Isso
implica que Ce,(a, 5,,&) = 0 e Sen(a, By, &) = 0, para certos valores de f3,,, tornando
assim os valores de energia restritos. Dessa maneira a energia é dada por

2h° B,

En = T poas’
m0R2M

(2.66)

onde 3, é o n-ésimo zero da funcao de Mathieu modificada em £ = &,.

2.5 Meétodos Numéricos: Diferencas finitas

Muitos problemas em fisica podem ser modelados por equacoes diferenciais ordinéarias
ou parciais, onde essas equacoes ainda sao classificadas em lineares e nao lineares. Alguns
deles podem ser resolvidos analiticamente (que servem de modelos e que dao uma boa
percepgao do problema) por métodos encontrados na literatura. Em muitos problemas re-
ais, que envolvem potenciais bastante complicados por exemplo, a equacao a ser resolvida

nao possui uma solugao analitica, entao recorre-se aos métodos numéricos.

Como um método numérico alternativo, estamos interessados no método de diferencas
finitas, que consiste em impor um grid (o espaco serd discretizado) no qual a equagao
diferencial sera resolvida, ou seja, passa-se a tratar uma equacao diferencial continua de
forma discreta. A derivada de uma funcao continua é definida como

¥ ft M)~ f()

dr  Az—0 Ax

(2.67)
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Para tratar a equacao diferencial em termos de diferencas finitas, tomamos um ponto

arbitrario do grid (x;,y;), de forma que temos aproximadamente

of ~ fivng = fiony . 0% ~ fivrg — 2fig + fimry (2.68)
oz A, T Ox? 2A2 ’ '
af ~ fijr— fijo1 O*f ~ Jige1 — 2fi5 + fij—1 (2.69)
Jy A, o 0y? 2A2 ’ ‘

onde A, = xip1 — x;, Ay = yjr1 —yj € f(zi,y;) = fij. Vamos aplicar esse método em
uma equagcao do tipo
h? 1 0% n 1 0%
2my \my 022 my, 0y?

) + Vw — E'(/)’ (2.70)

onde M,y ¢ dado por um fator constante que depende da direcao mutiplicando a massa
do elétron. Em termos de diferengas finitas a Eq. (2.70)) se torna

o { 1 (¢z’+1,j — 25 + ¢i—1,j> 1 (1/1i,j+1 — 2thij + i

2my 2A2 T, 2A2

My

>] + Viij = Evi g,
e a equacao de autovalor pode ser escrita
Avij + Bipiga g + Bbirg + Cijn + Cijr = B, (2.71)
onde
1 1 1 1

A= + +V, B= C=

momg A% momy A2

(2.72)

C2momaA\, B 2momy, A,

Entao na forma matricial a Eq. (2.71]) se torna

o 5 . ;
Q
H = b , (2.73)
0 8 «
com « e 3 dados por
(A B OO0 .. (Cc 0 0 0 ]
B A B 0 cC 0 0
o= , pB= , (2.74)
0 B A B 0 C 0...

onde a matriz H é uma matriz pentadiagonal. A equagao de autovalor na forma matricial
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Hy = FEvy é
a B 0 0 Xi1 Xil
« i i
B B Xiz | _ | X2 | (2.75)
0 8 a B Xi3 Xi3
onde
Y1 P12 Vin
(1) (5% Pap
Xil1 = s Xi2 = y s Xin = sy T . (276)
(S (5 Y3

Entao o problema agora se resume a encontrar os autovalores e autovetores da Eq. ,
tal que H é uma matriz pentadiagonal. Existem muitas rotinas que calculam autovalores
e autovetores de matrizes de todos os tipos e de varias ordens. O pacote mais conhecido
é o LAPACK (Linear Algebra PACKage), porém, nossos resultados sao obtidos pelo
Matlab/Octave, através do comando “eigs”, que implementa a diagonalizagao do pacote
ARPACK. Neste trabalho utilizamos o método de diferengas finitas para calcular o nosso
sistema sujeito a campo magnético, que se da através de um fator de fase na funcao de
onda, onde essa fase depende do potencial vetor, que nao discutiremos aqui, para mais

detalhes veja [02].
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3 RESULTADOS

Neste capitulo mostraremos os resultados para os dois sistemas de interesse deste tra-
balho, um elétron confinado em um ponto quantico e em um anel quantico de fésforo negro.
Para o ponto quantico, os resultados analitico (desenvolvido na Se¢ao 2.4) e numérico (di-
ferengas finitas) serdao comparados, com o objetivo de mostrar a concordancia entre os
dois métodos. Para o anel quantico, estudaremos o comportamento de um elétron sujeito
a campos externos através do método numeérico de diferencas finitas. Um campo elétrico
serd aplicado no plano nas duas direcoes, de forma a mostrar a influéncia da anisotropia no
espectro de energia. Estudaremos também o efeito de um campo magnético aplicado per-
pendicular ao plano do anel e verificaremos a influéncia desse campo nos niveis de energia,

conhecido como efeito Aharonov-Bohm, que esté relacionado a troca de momento angular.

3.1 Ponto quantico de fésforo negro

Vamos primeiramente estudar o comportamento de um elétron confinado em um ponto
quantico circular. Para esse fim, desenvolvemos um modelo analitico, através da apro-
ximagao da massa efetiva, para obter os niveis de energia de um elétron nesse sistema
com as devidas condigoes de contorno. Na Secao 2.4, resolvemos a equagao de Schrodinger
para uma condi¢ao de contorno eliptica (devido & anisotropia da massa efetiva), obtendo
como solucao as funcoes de Mathieu, tal que a energia do sistema é dada pela Eq. .
A principio, a condi¢ao de contorno nao restringe as solucgoes desse sistema, de forma que
Cen(&,5) e Sen(&, ) ainda sao solugoes. E importante entao saber quais sao as solugoes
de interesse. Uma maneira de verificar isso é atraves da comparacao do método numérico
(diferengas finitas) com o modelo analitico. No método numérico obtemos as energias
através da diagonalizagao do Hamiltoniano, entao podemos comparar essas energias as
energias obtidas analiticamente dadas por Eq. e encontrar os 3’s para cada energia.
Esses valores dos f’s coincidem com os primeiros valores do §’s que fazem Ce,(5,&.) e

Se, (B, &) serem iguais a zero. Mostra-se entao que no modelo analitico, alguns zeros sdo
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referentes as funcgoes Ce,,, enquanto outros sao referentes as funcoes Se,,. Os resultados
sao mostrados na Fig. [I5 onde os resultados analitico e numérico sao dados respectiva-
mente pelas linhas e simbolos. O comportamento desses estados em funcao do raio do
ponto quantico é do tipo 1/R?, encontrados também em semicondutores isotrépicos. H4
uma boa concordancia dos resultados analitico e numérico, que é devido ao fato de que

em ambos os modelos foi usado a aproximacao da massa efetiva.
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Figura 15: Energia dos sete primeiros autoestados de um ponto quantico de fésforo negro
em funcdo do raio do ponto. Os simbolos (linhas) representam as solugbes numéricas
(analiticas) para o problema.

3.2 Anel quantico de fésforo negro

A caracteristica anisotrépica do fésforo negro tem um efeito muito interessante em
um anel quantico circular, onde sua geometria esta ilustrada na Fig. Como vimos
anteriormente, na aproximacao da massa efetiva as massas dependem da dire¢ao, o que
torna a estrutura de bandas para uma dada energia em funcao dos k’s uma elipse. Esse
fato tem uma consequéncia direta na distribuicao da funcao de onda do elétron sobre o
anel. Sua funcao de onda fica confinada na direcao na qual a massa efetiva é maior, que é
a diregao y (veja Fig. , pois o elétron tende a estar na regiao de menor energia. A Fig.
mostra esse comportamento anisotrépico, onde os estados sao duplamente degenerados,
como pode ser visto na Fig. onde a dependéncia dos niveis energia é inversamente

proporcional ao quadrado da largura do anel. Na Fig. os niveis de energia foram
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calculados mantendo fixo o valor médio da largura do anel R = (R, + R;)/2. E interes-
sante notar que mesmo que o potencial de confinamento tenha simetria circular, o estado
fundamental é duplamente degenerado, que difere bastante de um sistema isotrépico no
qual o estado fundamental com momento angular [ = 0 nao apresenta degenerescéncia.
Essa degenerescéncia pode ser entendida se levarmos em conta que a anisotropia confina o
elétron em duas regioes do sistema, causando um confinamento similar ao de um sistema
de dois pogos quanticos acoplados na direcao y, permitindo fungoes de ondas simétrica e

anti-simétrica.

Figura 16: Representagao da geometria do anel, com espessura W=R, - R;, onde R, (R;)
é o raio externo (interno) do anel.

Devido a essa anisotropia, é interessante ver o comportamento desses estados quando
o sistema estd sujeito a campos externos. Veremos nas proximas segoes os efeitos de um
campo elétrico no plano do anel nas diregoes = e y e um campo magnético perpendicular

ao plano de um anel quantico de fésforo negro.

3.2.1 Anel quantico sujeito a um campo elétrico no plano

Estamos interessados em explorar a anisotropia desse sistema aplicando campo elétrico
nas duas direcoes, e verificar como os niveis de energia variam com esse campo. As Figs.
19(a) e[19(b) mostram os espectros de energia como fungao do campo elétrico nas diregoes
xr e y respectivamente, para a espessura do anel dada por W=10 nm, onde as figuras
internas nas Figs. [19(a) e [19(b) mostram as diregdes do campo no plano do anel em
ambos os casos. Na Fig. (a) o campo ¢é aplicado na dire¢ao x, de forma que o sistema

se comporta como dois pontos quanticos no estado s para o estado fundamental e também
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Figura 17: Funcgoes de onda para os primeiros seis estados em um anel quantico de fésforo
negro, com a largura do anel W=10 nm e o raio médio R =15 nm.
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Figura 18: Energia dos dez primeiros autoestados de um anel quéantico em func¢ao de sua
largura W, de modo que a média do raio permanece fixa com o valor de 20 nm.

para o primeiro estado excitado, surgindo assim um efeito quadratico da energia com o

campo.

Na direcao de confinamento esse sistema pode ser pensado como dois pocos quanticos
acoplados. Na Fig. (b) a dependéncia linear da energia com o campo elétrico vem do

fato de que os estados se comportam como orbitais do tipo p e d, devido aos picos na
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Figura 19: Energia em funcao do campo elétrico de um anel quantico de fésforo negro
com largura W = 10nm, com raio interno (externo) R; =10 nm (R, =20 nm), (a) aplicado
na dire¢ao z e (b) aplicado na diregao y.

funcao de onda, que em analogia ao efeito Stark linear do 4tomo de hidrogénio, possuem
uma certa polarizacdo intrinseca (a fun¢ado de onda do elétron nao estd uniformemente
distribuida em torno do “ntcleo”) e quando sujeito a um campo elétrico externo a energia
tem dependéncia linear com o campo [72]. Os estados excitados possuem crossing, isso
quer dizer que ao longo dessas linhas retas (perceba que nessas linhas as cores mudam,
que significam estados diferentes) as caracteristicas desses estados se mantém, como por
exemplo o nimero de picos de suas respectivas funcoes de onda. Uma maneira de carac-
terizar estados crossing é calcular a superposicao desses estados ao longo de uma dessas
curvas e analisar se ela é zero. Todas as retas da Fig. [19(b) possuem a mesma inclinagdo,
que pode ser estimada por —eF'(R. — R;)/2, onde R, é o raio externo (interno) do anel.
Este é o potencial no centro de um dos bracos do anel, o que indica que o campo elétrico

empurra o elétron completamente para um dos lados do anel.

O valor esperado da posicao do elétron como funcao do campo elétrico é mostrado
na Fig. para a configuragao da Fig. (a). A linha tracejada na Fig. é referente
ao valor esperado da posi¢ao para um sistema isotrépico (na qual as massas sao iguais
em ambas as diregdes), o qual diminui suavemente e tende para um mesmo valor para

ambas as direcgoes, pois nesse caso a funcao de onda esta distribuida uniformemente em
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torno do anel, de forma que nao importa se o campo ¢é aplicado na direcao x ou y. Isso
claramente contrasta com o caso anisotrépico (linha cheia). Para um campo aplicado na
diredo z, Fig. [20[a), o valor médio da posi¢ao (z) diminui linearmente com o campo.
Esse decaimento é suave, pois ha uma diferenca energética entre as duas diregoes devido a
diferenca das massa nas duas diregoes, fazendo com que a mudanca em (z) seja gradativa
com a variagao no campo. Em z < 0 a energia se torna cada vez menor a medida que esse
campo aumenta quando comparada com a energia que o elétron tinha antes de aplicar o
campo. Quando o campo é aplicado na dire¢ao y o valor esperado (y) muda de forma
abrupta para (y) ~ (R. — R;)/2, em um valor muito pequeno do campo. Na Fig. 20|b)
h& uma figura ampliada de uma regiao onde ocorre essa mudanca. Essa mudanca abrupta
também é uma caracteristica da anisotropia, pois como o campo estd na mesma direcao
de confinamento, nao ha o direcionamento do elétron para uma regiao de massa efetiva

diferente.

(a) .
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Figura 20: Valor médio da funcao de onda do estado fundamental em funcao do campo
elétrico, onde as linhas cheias em (a) e (b) s@o referentes a um campo aplicado nas diregoes
x e y, respectivamente, para um anel quantico de fésforo negro. A linha tracejada é refe-
rente a um sistema isotropico, no qual a fungao de onda esteja distribuida uniformemente
em torno do anel. Ambos os anéis, possuem largura W =10 nm, com raio interno (externo)
R; =10 nm (R, =20 nm).

A Fig. (a) mostra a quebra de degenerescéncia para o estado fundamental quando
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o campo elétrico é aplicado na diregao z (veja Fig. , onde a linha tracejada (laranja)
nos dé uma estimativa a partir de que valor de campo a degenerescéncia é quebrada. As
fungoes de onda nas Figs. 21[(b) 21]c) sao referente as energias nos pontos (I) e (II), que

sao similares aos estados de um ponto quantico.

Yo —e 1" [
0
50!
100} )
150} ©
-200].
2250}
=950 100 150 200 2 -
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Figura 21: (a) Mostra a dependéncia quadratica do estado fundamental e sua quebra de
degenerescéncia (linhas vermelha e preta), e a diferenca entre esses niveis (linha laranja).
(b) Fungao de onda no ponto (I). (¢) Fungao de onda no ponto (II).

3.2.2 Anel quantico sujeito a um campo magnético perpendicu-
lar ao plano

Nessa secao estamos interessados em estudar o efeito de um campo magnético perpen-
dicular ao plano do anel. A anisotropia desse sistema, como mencionado anteriormente,
leva a um confinamento na regiao onde a massa efetiva é maior, fazendo com que a funcao
de onda nao esteja distribuida de maneira uniforme sobre a estrutura do anel. Esse re-
sultado tem como consequéncia a nao dependéncia oscilatéria da energia com o campo
magnético, que pode ser vista na Fig. (‘b)7 mostrando que o momento angular nao é
um bom nimero quantico para esse sistema (o Hamiltoniano nado comuta com o momento
angular), pois a fungao de onda nao tem simetria azimutal. Em um sistema com simetria
azimutal, a fungao de onda é distribuida uniformemente sobre o anel de modo que a ener-
gia oscila periodicamente com o campo magnético devido ao efeito Aharonov-Bohm, veja
a Fig. (a). Nos interessa recuperar esse comportamento no caso de um anel quantico
de fésforo negro. Entao, uma maneira de contornar essa situagao é aplicar um potencial

de confinamento eliptico, para balancear o efeito da anisotropia de massa, que acarreta
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Figura 22: Energia em fungao do campo magnético (a) para um anel quantico isotrépico,
na qual a massas efetivas nao dependem das direcoes, (b) para um anel quantico de fésforo
negro, onde as massas efetivas dependem das diregdes (BP é a sigla para fésforo negro em
inglés).

uma forma eliptica para a dispersao da energia cinética. Entao sujeitamos o elétron a um
potencial eliptico com excentricidade € = 0.9, tal que o eixo menor dessa elipse coincida
com a diregao de confinamento, onde esse confinamento estd ilustrado na Fig. 23] Nesse
potencial, a fungao de onda do estado fundamental (usamos esse estado para ilustrar o
efeito desse potencial) passa a ficar mais distribuida em torno do anel, e isso se torna
melhor & medida que aumentamos a largura do anel W, como pode ser visto na Fig. [24]

para trés diferentes largura do anel.

O préximo passo entao ¢é aplicar um campo magnético nesse sistema, e ver como a
energia varia com o campo e também como a largura do anel (mantendo a média fixa)
influencia nesses niveis de energia. A Fig. [24[a) mostra que mesmo com um potencial
eliptico, com W=10 nm, ainda h& estados que nao dependem do campo magnético, de
forma que ainda ha dupla degenerescéncia, que diz respeito aos estados serem simétricos e
anti-simétricos. Na Fig. (b) surgem niveis de energia que variam com o campo de forma
oscilatéria, pois as fungoes de onda passam a ficar mais distribuida sobre o anel, devido ao
fato do aumento na largura do anel influenciar nos niveis de energia. Devido a anisotropia
(mesmo com o potencial eliptico e com a largura do anel grande o suficiente, a fungao

de onda do elétron nao estd uniformemente distribuida, apresentando ainda dois picos)
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fe(x,y)

Figura 23: Esquema de um confinamento eliptico, onde o potencial é V' = 0 na regiao em
vermelho, que deve satisfazer a seguinte condigao R; < f(z,y) = 2% + (y/vV1 —€2)? <
R, e V = 0o em todo o resto. a; (a.) e b; (be) sao relacionados aos eixos menor interno
(menor externo) e maior interno (maior externo), respectivamente.

os niveis de energia sob a influéncia de um campo magnético apresentam sub-bandas de
dois estados oscilando por efeito Aharonov-Bohm, de forma que hé crossing entre os es-
tados da mesma sub-banda e anti-crossing entre estados de diferentes sub-bandas. Na
Fig. (c) o estado fundamental e o primeiro excitado por exemplo, sao deslocados com
a variagao do campo (o fundo dessa sub-banda nao tem a mesma energia, que deve ter
a mesma energia para um anel unidimensional), pois o comprimento magnético, relacio-
nado a regiao na qual uma particula deve estar confinada para um determinado campo
magnético, é inversamente proporcional ao campo aplicado, entao quando aumentamos
o campo o comprimento magnético diminui, confinando o elétron em uma regiao menor.
Relembrando de mecanica quantica basica, quando um poco de potencial tem sua largura

diminuida os niveis de energia sao deslocados para valores mais altos.
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Figura 24: Energia em funcao do campo magnético em um anel quantico de fésforo
negro. (a) A funcao de onda do estado fundamental é bem localizada, de modo que os
estados mais baixos ndo dependem do campo. (b) A funcao de onda se distribui melhor
em comparagao com a do item (a), e o estado fundamental continua a nao depender do
campo. (c) A fungao de onda se distribui melhor que os casos anteriores, e j& podemos
ver a dependéncia do estado fundamental com o campo. A largura média foi mantida
fixa, com valor R=30nm.
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4 CONCLUSAOE
PERSPECTIVA

Apresentamos um modelo de massa efetiva para uma monocamada de fésforo negro
para descrever sistemas de baixa dimensionalidade como pontos e anéis quanticos em
monocamadas desse material. Derivamos um modelo analitico a partir da aproximacao
de massa efetiva para um ponto quantico, e comparamos com os resultados numéricos
através de diferencas finitas. Vimos que os dois modelos apresentam boa concordancia.
Nesse mesmo modelo de massa efetiva, descrevemos um anel quantico sujeito a campos
elétricos e magnéticos, e verificamos que a anisotropia tem influéncia crucial na maneira
como o sistema responde a esses campos externos. Obtemos os dois tipos de efeito Stark
(quadratico e linear) no anel quantico apenas mudando a diregdo do campo elétrico, que
pode ser usado por exemplo, como um teste para a orientacao cristalografica de uma
dada amostra. Vimos que mesmo que o potencial tenha simetria circular, a anisotropia
impede que os niveis de energia dependam do campo magnético de forma oscilatoria,
nao apresentando oscilagoes de Aharonov-Bohm, que é um fenomeno tipico de anéis.
Mostramos que é possivel recuperar essas oscilagoes através de um confinamento eliptico

para o elétron.

Em um futuro préximo, a perspectiva é de estudar excitons (pares ligados elétron-
buraco) em sistemas de baixa dimensionalidades sob a influéncia de campos externos,
além de expandir também as técnicas desenvolvidas aqui para o estudo de outros materiais

bidimensionais.
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Apéndice A - Os outros termos do
Hamiltoniano no modelo
tight-binding para o fésforo

negro

No capitulo 2 nos propomos a achar as bandas de energia usando o modelo tight-
binding para o fésforo negro. Mas, fizemos isso levando em conta apenas elétrons sendo
dstruido no sitio A e criado nos sitios B, C e D, o que nos deu apenas a primeira linha
do Hamiltoniano. Para obter as outras linhas, devemos tomar um outro sitio no qual

o elétron ¢é destruido e criado nos demais. Entao para um elétron destruido no sitio B,

temos

H = Z Z t; (eik'égazbk + eik"sfc,tbk + eik"sgdLbk) ) (A.1)
ki

As posicoes dos sitios A,C e D em relacao ao sitio B é dado por

0] = —dy sin(ay/2)& + d; cos(aq /2)7,
82 = dy sin(ar /2)& + dy cos(ar /2)§,

82 = —dy sin(an /2)& — (2ds cos(8) + di cos(an /2))d,

&3 = dysin(an/2)& — (2d3 cos(B) + dy cos(a1/2))g,

&1 = —dy cos(B)P,
85 = (2d; cos(a1/2) + ds cos(5))9,

8¢ = —dy sin(ar/2)& + (ds cos(an /2) + da cos(8))d,
82 = dy sin(a1 /2)@ + (dy cos(an /2) + dy cos(8))
8¢ = —dy sin(au /2)@ — (dy cos(an /2) + d cos(5)
8¢ = dy sin(a /2)& — (dy cos(ay/2) + do cos(B))F.

A~

9,
)

Y
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Como descrito anteriormente, o indice superior nas posicoes indica para qual sitio
o elétron destruido em B é criado, o indice inferior é a posicao desse sitio em relacao
ao sitio B. As posigoes 7 e 85 sao as posicoes alcancadas através de t;, d5 e &3 sao as
posicoes alcancadas através de t3. As posicoes 69 e 8% sao alcancadas através de ¢, e t5

respectivamente. As posigoes 87, 05, 05 e d; sao alcancadas por ¢4. Entao, obtemos

Zt e’Lk 51 _ |:2t ezky(h COS(Oq/Q +2t e —ik (d1 COb(a1/2)+2d2COSﬂ)j| COS(dlkI Sin<a1/2>), (AQ)

7

que nada mais é do que o complexo conjugado do termo Il45. E iremos nos referir a esse

termo como II% 5. Este termo ¢ relacionado aos sitios B e D

Z tieik-é‘i: _ t2€7ikyd2 cos 8 + t5eiky(2d1 cos(av /2)+dz cos ,8)7 (AB)

que pode ser identificado como o complexo conjugado de Il4¢. Esse termo sera referido

como IT% . O préximo termo ¢ real, entao sera identifica como 114p

Z tie™0 = 44, cos(kydy sin(ay /2)) cos(k, (dy cos(ay/2) + da cos ). (A.4)

Para um elétron destruido em D e criado nos outros sitios o Hamiltoniano é dado por

H = Z Zti ( ik:57 akdk + et i + ik d? ckdk> (A.5)
koo

As posigoes relativa sao

8] = —dysin(ay/2)& + (dq cos(aq /2) + dy cos(B))7,

05 = dysin(ay/2)& + (dy cos(ay/2) + dy cos(B)) Y,
8% = —dy sin(ay /2)& — (dy cos(ay/2) + da cos(B))g

8 = dy sin(aq /2)& — (dy cos(aq /2) + do cos(3))F

87 = ds cos(B)g,
85 = —(2d, cos(1/2) + dy cos()),
8 = —dysin(ay /2)& — dy cos(ay/2) 9,
65 = dysin(a/2)& — d cos(a1/2)9,

05 = —dy sin(ay/2)& + (dy cos(aq /2) + 2ds cos(B)) g,
85 = dysin(ay/2)& + (dy cos(ar/2) + 2dy cos(5)) 9.

Y

)

As posicoes 8%, (onde n = 1,2,3,4) sdao as posigoes alcangadas através de ty. As
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posicoes 80 e 85 sdao alcancadas através de t, e t5 respectivamente. As posicoes 8¢ e 85

sao alcangadas por t1, 05 e 3 sao alcancadas por ¢3. Entao, obtemos

Z t;e™% = 4t cos(k,d; sin(ay /2)) cos(k, (dy cos(ay/2) + dy cos 3)), (A.6)

que é termo Il4p. Este termo é relacionado aos sitios D e B
Z tieik-él{ _ t2€ikyd2 cos 3 + t5€fiky(2d1 cos(av /2)+dz cos B) (A?)
i

que pode ser identificado como o proprio I14¢. O préximo termo é o préprio Il 4p:

Z t; ezk 8¢ 2t e—zkydl cos(a1/2) + 2ty 6zky(d1 cos(a /2)+2ds cos 6)} COS(dlk‘ SlIl(Oél/Q)) (A8)

A 1ltima linha vem de considerarmos elétrons destruido em C, entao
H = Z Zt ( ot al o, + €% bley + eik"si‘id,tco : (A.9)
As posigoes relativas sao dadas por

61 = —dy cos(B)9,
85 = (2d; cos(ay /2) + dy cos(B))F,
8% = —dy sin(ov /2)& — (dy cos(a /2) + dy cos(B)) 7,
8% = dy sin(a1 /2)& — (dy cos(ay/2) + ds cos(B))F,
8% = —dy sin(an /2)@ + (dy cos(a1/2) + dy cos(B))§
8% = dy sin(a, /2)& + (dy cos(a/2) + dy cos(8))§
8% = —d; sin(oy /2)& + d cos(ay/2)§,

Y

7

04 = dy sin(ay /2)& + dy cos(ay/2)d,
04 = —dy sin(ay/2)& — (2da cos(B) + d; cos(ay /2)),
04 = dy sin(ay/2)& — (2da cos(B) + d cos(a1/2)).

As posicoes 07 e 05 sao as posicoes alcancadas através de to e 5 respectivamente.
As posicoes 6%,. (n = 1, 2, 3, 4) sdo alcancadas através de t,. As posicoes 8¢ e 8§ sao
n's )y Sy 1 2

alcancadas por %1, 5§ e éjf sao alcancadas por t3. Entao, obtemos

Z tieik-tsf _ tzefikydg cos 3 + t5€iky (2d1 cos(ai /2)+dz cos B)’ (AlO)

i
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que é o complexo conjugado do termo Il 4¢. Este termo,

Z tie0 = 4t cos(kydy sin(ay /2)) cos(k, (dy cos(a/2) + do cos ), (A.11)

¢ dado por Il4p. O préximo termo é o complexo conjugado 145

Z tieikdf _ [Qtleikzyah cos(a1/2) + 2t36—ikzy (d1 cos(a1/2)+2d2 cos ,B):| COS(dl k, sin(a1/2)). (A12)

)
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Apéndice B - Equacao de Mathieu

Quando resolvemos EDP’s, como equagao de Laplace, Poisson, Helmholtz ou a equagao
da onda, podemos nos deparar com problemas nos quais utilizar o sistema de coordena-
das cartesianas nao é adequado ou a forma mais simples de se resolver tais problemas.
Entao ha a necessidade de explorar a simetria do problema e mudar para um sistemas
de coordenadas que se adeque ao problema em questao. Por exemplo, o atomo de hi-
drogénio tem simetria esférica, e esse problema se torna mais simples nessas coordenadas,
que resulta em solugoes ja conhecidas na literatura, na qual a parte radial esta em termos
dos polinomios de Laguerre e a parte angular em termos dos polinomios de Legendre e
harmonicos esféricos. Uma particula confinada em um disco poderia ser resolvida usando
coordenadas cilindricas, resultando em solucoes que sao fungoes de Bessel. Na secao se-
guinte apresentaremos a equacao de Mathieu, que surge ao resolvermos a equacao de

Laplace em coordenadas elipticas.

Em 1868 o matematico frances Emile Léonard Mathieu resolveu o problema de uma
membrana eliptica vibrando, e as fungdes que surgiram foram batizada com o seu nome.
Essas fungoes sao de grande importancia em fisica, suas aplicacoes vao desde mecanica

quantica até relatividade geral.

B.1 Coordenadas Elipticas

Podemos expressar as coordenadas elipticas em termos das coordenadas cartesianas

através das seguintes relagoes:

x = Rcosh&cosn, y= Rsinhésinn, z=z, (B.1)

0<¢<o00, 0<n<27 (B.2)
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onde R indica a localizagao do foco das coordenadas elipticas. Para um dado valor de
z as curvas constantes £’s sao elipses confocais e as curvas constantes 1’s sao quartos de
hipérboles (é metade de um ramo de hipérbole). Dada a expressao:
72 . Y2
R2cosh’¢  R?sinh?p

~ 1, (B.3)

ela representa uma familia de elipses confocais, com eixo maior e menor respectivamente

dados por :
a= Rcosh¢, b= Rsinhuf. (B.4)

A razao entre os eixos de uma elipse é dado por:

b / 1 —
a anh ¢ cosh? & “ (B3)

onde e é a excentricidade da elipse, tal que 0 < e < 1. E interessante analisar alguns
casos, quando & — oo, e — 0 a razao entre os eixos ¢ igual a 1, ou seja, nesse limite a
elipse tende a um circulo. Quando & — 0, e — 1 a razao entre os eixos ¢é igual a 0, e a
elipse se torna um segmento de reta entre os focos. Dada a expessao:

2 2

T Y
— =1 B.6
R%?cos?n  R?sin’n (B6)

ela nos diz que ha uma familia de hipérboles confocais.

n = 3mfd

Figura 25: Coordenadas elipticas.
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Estamos interessados em saber como as derivadas em relagao as coordenadas x e y

sao dadas em termos das coordenadas £ e 7, entao podemos escrever

9 090  dnd

— == —— B.7
0r 0z 0¢  owoy (B7)
o 069 0nd
9 _0€9 o (B.8)
dy Oy  Oyon
Derivando implicitamente (5.1) em relagao a x, temos:
1= Rsinh{cosnﬁ - Rcoshfsinn@7 (B.9)
ox ox
0= Rcoshfsinn% + Rsinhﬁcosn@. (B.10)
ox ox
Desse sistema de equagoes, obtemos:
o5 sinh € cos on B cosh &sinng (B.11)
dx  R(cosh’¢ —cos?n)’  Ox  R(cosh®& — cos?n)’ '
Derivando implicitamente (5.1) em relagao a y, temos :
0 = Rsinh & cos n% — Rcosh ¢sin 77@, (B.12)
Ay dy
1 = Rcosh¢sin ?7% + Rsinh £ cos n@. (B.13)
dy dy
Da mesma forma, esse sistema de equacoes nos da:
% B cosh &sinny @ B sinh & cosn (B.14)
dy  R(cosh’¢ —cos?n)’ Oz R(cosh?€& — cos?n)’ .
Entao:
0 1 [ 0 0]
— = inh — — cosh ¢ sinn— B.15
dx  R(cosh® ¢ + cos?n) _sm § cos 7735 cosh&sin 77(977_ 7 ( )
0 1 [ 0 J |
— = hésinn— inh — B.16
dy  R(cosh?¢ 4 cos?n) _COS fsmnaf +sinh cos 77377_ ’ ( )

e o Laplaciano em coordenadas elipticas é dado por:

— 1 (ff_+_§i) (B.17)
~ R2(cosh®€& — cos2n) \9¢  on?)" '
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Para uma funcao f(n, &) que satisfaz a equagdo de Helmholtz, por exemplo, temos:

1 32f 82f -
R2(cosh? € — cos2 1) <a§2 + (9,72) +kf=0, (B.19)

usando separacao de variavel essa equacao nos dé duas equacgoes

di;l;(;y) + (v — 2B cos2n)®(n) =0, (B.20)
dzzgg) — (v — 2B cosh 2) R(§) = 0. (B.21)

Essas sdo as equagoes de Mathieu angular (conhecida como equagao de Mathieu) e ra-
dial (conhecida como equagao de Mathieu modificada) respectivamente. Essas equagoes
satisfazem a teoria de Sturm-Liouville com autovalor a.. Os valores de a e 3 devem ser
encontradas tal que resolva simultaneamente ambas as equagoes de Mathieu para uma

dada condicao de contorno.

B.2 Solucao da equacao de Mathieu

Vamos usar um método bem simples para obter solucoes da equagao de Mathieu Eq.

(B.20). Se fizermos 5 = 0 na Eq. (B.20)) obtemos

d*P

que tem como solucao (aplicando condigbes de contorno periédica):

d=cosmn a=m?>m=0,1,2,---, (B.23)

O =sinmn a=m2 m=1,2---. (B.24)

Devido a simetria circular, as fungoes seno e coseno com o mesmo m possuem o0s
mesmos autovalores, tal que uma combinacao linear também ¢ solucao com o mesmo
autovalor. Quando tomamos 8 # 0, o termo —20 cos 2y reduz a simetria da EDO, tal
que as solugbes pares e fmpares nao possuem mais os mesmos autovalores (como no caso
S = 0). Exploraremos o fato da equagao de Mathieu se reduzir para a Eq. com

uma solugao para m = 1, ou seja cosn, quando S = 0. Entao a solucao que buscamos é
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da seguinte forma

®(n, B) = cosn + c1(n) B+ c2(n) B> + cs(n) B> + -+, (B.25)

a(f) =1+ LB+ LA +135°+- -, (B.26)

onde os valores dos I/s e ¢is sdo determinados sobre as condi¢oes de que ® deve ser

periddico e ser par em relagao a 7. Substituindo essas expressoes para ® e [ na Eq.

(B20), temos

d2® 1" " "
ar cosn + ¢ ()8 + ¢y ()5 + 3B +- -+, (B.27)
a® = cosn + [c1(n) + L cosn) B + [e2(n) + Lica(n) + la cos ) 52+ (B.28)
[ea(n) + lica(n) + lacals cos )37 + - - (B.29)
e
—(2Bcos2n)® = —2cos 2ncosnB — 2 cos 2ncy (n) % — 2 cos 2nca(n) B3 — -+ (B.30)
= —[cosn + cos 3n] B — 2 cos 2ncy (n) 5% — 2 cos 2ncy(n) 3 — - - - . (B.31)

No dltimo passo usamos a identidade trigonometrica cosmncosn = [cos(m + 1)n +

cos(m — 1)n]/2. Organizando os termos em poténcias de 3 e 32, obtemos respectivamente

¢ (n) + c1(n) — cos3n+ (I — 1) cosn = 0, (B.32)

c; (n) + ca(n) + [l1 — 2 cos2n]ci(n) + Iy cosn = 0. (B.33)

Resolvendo a primeira equagao obtemos por métodos convensionais de equacoes dife-
renciais de segunda ordem a seguinte solucao

cos3n  (l; — 1)psinny

c1(n) = Acosn + Bsinn + g 5

(B.34)

Como estamos interessados em solucoes periddicas, o ultimo termo nao nos interessa,
entao faremos [; = 1. Tomamos B = 0, pois sinn é uma funcao impar e estamos cons-

truindo solucao do tipo par. Queremos que na solucao final, o coeficiente do termo cosn
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seja 1, entao

cos 31

() = -2 (B.35)

Resolvendo a segunda equacao, e usando o valor de ¢;(n) obtido anteriormente, obte-

mos:
) cos3n coson 1 1 )
=C D — —(la+ = B.36
c2(n) cosn + Dsinn ol - 190 —1—2 <2+8>nsmn, ( )
como no caso anterior, nao nos interessa solugoes nao periédicas, entao faremos lo = —1/8,

resultando em

cos 3n n cOs D7)
64 192

ca(n) = — (B.37)

Esse processo pode ser repetido diversas vezes, levando a expansao em série de poten-
cia para ® e «, tal que em § = 0 a solucao se torne cosn. Nesse ponto abandonaremos
a notagao de ce,,(n, 5) como solugao, pois fizemos algumas suposigdes, por exemplo no

valor de m que é a ordem da solucao. Entao a solucao de ordem m =1 é

1 1 1
cex(1, f) = cosn — cfcos 3y + @52 (— cos 31 + 3 cos 577) (B.38)
——ﬂg —0053 — ilCOS5 + lcos.? (B.39)

com autovalor

1

@54 +- (B.40)

i53_

on(8) =145~ g — o

onde ceq(n, 5) é conhecida como cosseno eliptico de ordem m = 1 [93], e oy é também
chamado de numero caracteristico de ce;. De forma similar, pode-se gerar as fungoes
cem(n, B) que correspondem em [ = 0 as solugoes cosmn, em que m = 0,2,3, com
respectivos a,,, (/). Os valores para m par e impar tém periodicidade respectivamente de
m e 2m. Para m = 2 temos

2
ces(n, f) = cos2n — —ﬁ <— cos 4n — 2) + @52 cos 67 (B.41)

43 40
—5353 ( cos8n + — 5 cos4n + 3 ) +--- (B.42)
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com

763

1382464—+---. (B.43)

2
0462(5 ) = _B

Existem também as funcoes de Mathieu correpondentes a sinmn quando 8 = 0,
que sao se,,(n, #), conhecidas como seno eliptico, com autovalores corespondentes a cada
ordem da solugao, e que é diferente dos autovalores dos cossenos eliptico. A solugao para

m = 1 é encontrada de forma similar ao que foi feito anteriormente, entao

1 1 1
sei(n, f) =sinn — gﬁ cos 3n + 6—462 (sin 3+ 3 sin 517) (B.44)
——53 —sn3 —l—ésm5 —i—lsm7 (B.45)
512 g P g ’ '
com
1
a(B)=1-— _lg 3 R B.46
an(B) = 1= g+ o = (B.46)
e
(n,8) = sin2 L Bsindy + —— fsin6 (B.47)
=5 — —fs — s :
sea(n, in2n — 75 Asindn + o7 5% sin 6n
——63 sSn—isinéln + - (B.43)
512 27 ’ '
com
as(f) =4 ——ﬁQ > —pr (B.49)
2 13824 ‘ ‘

Como as equagoes de Mathieu obedecem a teoria de Sturm-Liouville, elas possuem um
grupo de fungoes ortogonais que podem ser usadas para expandir uma funcao arbitraria.
As condicgoes de ortogonalidade entre duas dessas fungoes sé sao estabelecidas se as duas
funcoes estiverem o mesmo valor de 5. O fato de ce,, e se, possuirem paridade oposta,

garante que elas sao ortogonais. Entao as condigoes de ortonormalidade sao:

21 27
/ cemcendn = Opn .. / semsendn = Omn (B.50)
0 0

27
/ cemsen,dn =0 (B.51)
0
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A tabela 4 ilustra a periodicidade e a propriedade de paridade das funcoes de Mathieu,
os quais depende da ordem dessas funcoes. As Figs. ilustram as funcgoes de
Mathieu ce,, e se,, para algumas ordens em funcao do parametro 7 para varios valores

de [, onde as figuras mostram que para § = 0 as fun¢oes harmonicas senos e cossenos

aparecem.

Tabela 2: Relacgoes de simetria para as fungoes de Mathieu angular.

Funcao Periodo paridade paridade q<so0
emn=0 emn=m/2
cean(n,q) T par par ceon(n -q)=(—1)"ceq,(m/2-1,q)
ceant1(n.a) 2w par fmpar ceant1(n,-q)=(—1)"s€2n41(7/2-n,q)
S€2n+2(1,9) ™ fmpar par sean2(1,-q)=(—1)"sezn42(7/2-1,q)
seani1(n,q) 27 fmpar fmpar s€zn(n,-0)=(—1)"cezn41(m/2-1,9)
2 :
(b)

- I I I I L 1 1 . ) L . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

n n

Figura 26: (a) sej(n,3) e (b) ses(n, f) em funcao do parametro n, para vérios valores de

(b)

D 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

n n

Figura 27: (a) seq(n, 5) e (b) cei(n, B) em fungao do pardmetro 7, para véarios valores de

3.
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-1.5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

n n

Figura 28: (a) cea(n, B) e (b) ceq(n, B) em fungdo do parametro 7, para varios valores de

3.

Até agora derivamos as fung¢oes de Mathieu ce,, e se,,, que sao periddicas, e que
possuem autovalores diferentes. Esse tltimo fato implica que essas func¢oes nao podem ser
escrita como uma combinacao linear para formar uma solugao. Como sabemos da teoria
de equacoes diferenciais, uma equacao diferencial deve possuir duas solugoes tal que uma
combinagcao linear delas seja solucao. Entao onde esta a segunda solucao para ce,, e se,,?

A segunda solugao é nao periddica [94] e normalmente é descartada em problemas fisicos.
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B.3 Funcoes de Mathieu modificadas

As fungoes de Mathieu modificadas sao solugoes da Eq. (B.21). Elas podem ser

obtidas fazendo £ — in, de forma que

Cem(f?ﬁ) = cem(if,ﬁ), (B52)
Sen(&, B) = —isen (i€, B). (B.53)

Elas oscilam mas nao sao periédicas, como ilustrado nas Figs. 29} [30] e [31] . Nota-se
que Ce,, é calculado usando o valor de a.,, que foi necessario para que ce,, fosse periédico,
ou seja, esse nimero caracteristico é encontrado através da equacao em 7 e nao em £. O

mesmo vale para Se,,.

0.8
0.6

0.4

Cez

0.2

Ce,

o

-0.2r

045 : ; . e ) ;
§ §

Figura 29: Fungoes de Mathieu modificada (a) Cei(§,3) e (b) Cey(&, ), onde a curva
vermelha (linha cheia) é para § = 1, curva verde (trago) é para 8 = 2 e a curva azul
(pontos) é para = 3 para ambos os graficos.

Se,

e | | g

Figura 30: Fungoes de Mathieu modificada (a) Ces(&, 3) e (b) Sei(&, 5), onde a curva
vermelha (linha cheia) é para § = 1, curva verde (trago) é para f = 2 e a curva azul
(pontos) é para [§ = 3 para ambos os gréficos.
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Sez
Se,

; | g

Figura 31: Fungoes de Mathieu modificada (a) Ses(&,5) e (b) Ses(&, 3), onde a curva
vermelha (linha cheia) é para 8 = 1, curva verde (trago) é para f = 2 e a curva azul
(pontos) é para [ = 3 para ambos os gréficos.

Em problemas que envolvam coordenadas elipticas a funcao de Mathieu radial de-
sempenha um papel similar as funcoes de Bessel em coordenadas cilindricas. Como as
fungoes de Bessel possuem quatro familias de fungoes independent [95] [], as ordindrias J,,
N,, e as modificadas [,,, e K,,, espera-se que as fungoes modificadas de Mathieu tenham
também quatro tipos de funcoes que sejam relevante para descrever a dependencia em &,

Jem, Jom, Ne,, e Noy,.
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