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RESUMO

Apresentamos uma algebra de Heisenberg deformada do tipo [z, p] = ihf(Z) oriunda de
uma redefinicao do operador de translagao. Apontamos qual espaco de Hilbert deve ser
usado para a representacao da algebra em questao e explicitamos a forma dos operado-
res de posicao e momento em tal espaco, além disso, escrevemos também a equacao que
rege a evolucdo temporal dos sistemas quanticos (a equagdo de Schrodinger) e a utili-
zamos na solucao de um problema tradicional da mecanica quantica usual: O oscilador
harmoénico imerso num campo elétrico uniforme. Vale ainda salientar que utilizamos um
método pouco comum para a solucao do oscilador harmonico, o método da transformada
de Laplace.

Palavras-chave: Mecanica Quantica. Espaco de Hilbert. Algebra Deformada. Trans-
formada de Laplace. Oscilador Harmonico.



ABSTRACT

We present an algebra of deformed Heisenberg-type [Z,p] = ihf(Z) arising from a re-
definition of the translation operator. We point out that the Hilbert space should be
used for the representation of the algebra in question and show the explicit form of the
position and momentum operators in this space, in addition, we also write the equations
that governs the time evolution of quantum systems (the Schrédinger equation) and use
it to solve a traditional problem in the usual quantum mechanics: the harmonic oscillator
immersed in a uniform electric field . Tt should also point out that we used an unusual
method to the solution of the harmonic oscillator, the method of the Laplace transform.

Keywords: Quantum Mechanics. Hilbert Space. Deformed Algebra. Laplace Transform.
Harmonic Oscillator.
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1 INTRODUCAO

Durante as duas tultimas décadas o estudo das algebras de Heisenberg deformadas (de
diferentes formas) vém atraindo bastante atengdo. A historia desse assunto é muito longa.
O trabalho de H. S. Snyder [1| em 1947 propondo uma &algebra de Heisenberg deformada,
de forma a preservar a invaridncia de Lorentz e culminando com uma quantizacao do
espaco-tempo foi o primeiro artigo publicado nessa area. Por um longo tempo, depois do
trabalho de Snyder, apenas poucos trabalhos foram realizados nessa area. Recentemente
o interesse no assunto foi renovado por conta de investigacoes em teoria de cordas e gra-
vitagao qudntica, as quais sugerem uma incerteza minima nao-nula na posicao oriunda de
um principio de incerteza generalizado. Em |2, 3] foi mostrado que pode-se obter tanto o
principio de incerteza generalizado bem como uma incerteza minima no operador posi¢ao
através da adicao de um termo proporcional ao quadrado do operador momento no lado
direito da relacao de comutacao canoénica. Posteriormente, muitos outros trabalhos foram
publicados nessa mesma linha de pesquisa, alguns exemplos sao: O oscilador harmo-
nico isotropico d-dimensional com incerteza minima na posigao [4], o oscilador harmoénico
unidimensional com ambas as incertezas na posi¢do e no momento [5], o problema de
Coulomb unidimensional [6], o problema de Coulomb em trés dimensoes sob a dtica da
teoria da pertubagao 7] e mais recentemente (em 2012) um trabalho que fixa os tipos
de funcao de deformagao que implicam comprimento minimo [8]. Na contramao de tais
exemplos, recentemente R. N. Costa Filho et al. introduziram uma &lgebra de Heisen-
berg deformada pela adicao de um termo proporcional ao operador posicao na relacao de
comutagao canonica, a aparicao de tal termo sendo justificada por uma modificacao no
operador de translacao, modificacao essa que permite a obtencao de uma equagao do tipo
Schrodinger capaz de modelar sistemas com massa dependente da posigao [9].

O presente trabalho tem por objetivo principal a investigacao dos aspectos teoricos
mais importantes da &lgebra introduzida por R. N. Costa Filho et al.. Como subproduto
do objetivo principal temos aqui também desenvolvido uma grande parte do formalismo

do artigo original, facilitando assim a compreensao do assunto em questao.
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No Capitulo 2 expomos o operador de translacao que origina a algebra deformada que
iremos estudar, estudamos a relacao de incerteza associada a esta nova algebra e defini-
mos o espaco de Hilbert no qual iremos representa-la. Nesse "novo" espaco de Hilbert,
encontramos como de praxe, a forma do operador momento, suas autofuncoes, as relacoes
de ortonormalizacao e completeza para as autofuncoes da posicao e explicitamos a forma
da equacao de Schrodinger. Terminamos o capitulo com um pequeno resumo contendo os
principais aspectos da teoria. No Capitulo 3 empregamos o formalismo desenvolvido no
Capitulo 2 para resolver dois problemas classicos da teoria tradicional, o oscilador harmo-
nico com campo elétrico aplicado e a particula livre. No Capitulo 4 expomos a conclusao
do trabalho.

No Apéndice A encontra-se uma breve revisao de alguns conceitos matematicos fun-
damentais que aparecem no texto, facilitando assim a compreensao daqueles menos fa-
miliarizados com a teoria quantica. No Apéndice B mostramos uma escolha conveniente

para a constante de normalizacao das autofungoes de momento.
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2 FORMALISMO BASICO

Neste capitulo é introduzido uma forma alternativa do operador de translagao, tal
forma foi proposta com o objetivo de explicar sistemas com massa dependente da posi¢ao
[9] e induz algumas modifica¢oes na estrutura mateméatica da mecénica quéantica, ou seja,
no espaco de Hilbert. Tais modificagoes sao necessarias pois de acordo com essa proposta
somos levados a uma nova relacao de comutacao entre os operadores de posicao e de
momento, essa nova relacao de comutacgao define uma estrutura algébrica sobre o espaco
de Hilbert que nao pode mais ser realizada da forma tradicional, pois a forma do operador
de momento que verifica tal dlgebra nao ¢ mais hermitiano no espaco das funcoes de onda
quadrado integraveis padrao. Pode-se contornar esse problema mediante a apresentacao
de um novo espaco de Hilbert para a realizacao da nova relacao de comutacao. Neste
capitulo apresentamos esse novo espaco de Hilbert e apontamos seus aspectos teoricos

mais importantes.

2.1 O Operador de Translacao e a Relacao de Incerteza

Considere um estado bem localizado ao redor da posicao x que pode ser mudado para
outro estado bem localizado ao redor da posi¢ao = + dx(1 + yx) com todas as outras
propriedades fisicas inalteradas, onde o parametro v > 0 é o inverso de um comprimento
caracteristico que determina a mistura entre o deslocamento e a posicao de estado original
e exigimos aqui também que (1+~x) > 0. Para v # 0, o deslocamento depende explicita-
mente da posicao do sistema em questao, quando v = 0 recuperamos a translacao padrao.
O processo em questao pode ser matematicamente descrito pelo operador de translacao

T, (dz) definido por sua acao sobre um ket de posi¢ao |x) como:
T, (dx)|z) = |z + dz(1 + yx)). (2.1)

O operador de translacao definido na equacao (2.1) é nao aditivo (em conseqiiéncia, uma

translacao finita nao pode mais ser encarada como uma sucessao de translacoes infinite-
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simais), como pode ser visto abaixo:

To(da') T, (da") ) = T, (da') | + da”(1 + ~a)
= |[x + d2" (1 + yx)] + d2'{1 + y[z + d2" (1 + vx)]})
= |z + (d2' + da" + vda'dz") (1 + yx))
= T, (dz' + da" + ~vda'dz")|z)
= T,(dz)T,(dz") = T (da’ + da” + vda'da"). (2.2)

O inverso do operador de translacao é:

T (dx)|z) =

v

v - dv > (2.3)

1+ vdx

E interessante notar que T, ' (dx) # T,(—dx), a seguir ¢ mostrado que o operador definido

em (2.3) é realmente o operador inverso do operador de transla¢ao

T (de) Ty (dw)) = T (d)fo + da(1 + y2))
(x + dx + ydzz) — dx
1 + vdx

x + ydxx
1+ vdx

x(1 +7dm)> )

1+ ~vdx
T —dx
1+ vdx
x —dx +dx[1+7(x—dx )]>

1+ ~ydx 1+ ~ydx

x — dv + dx + ydx? + ydvx — yda?
1+ ~vdx

T, (da) T (da)le) = T (d)

x + ydxx
=|—) = |2).
1 + vdx

Assim como o operador de translacdo padrao, o nosso operador 7, (dx) também torna-se
a identidade quando dx — 0,
lim 7, (dx) = 1. (2.4)

dx—0
Agora, recordando que qualquer translacao é gerada por um momento, passamos a partir

de agora a representar o operador de translacao em funcao de um operador de momento
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generalizado p., como abaixo:
~ ipydx

T,(dx) =1 — (2.5)

Nesse ponto ja estamos em condicoes de deduzir a nossa relacao de comutacao fun-

damental, o procedimento em questao é descrito em detalhes abaixo.
[, T, (dz)]|x) = &7, (dz)|x) — T, (dx)Z|x)

= |z + do(1 +vz)) — 2T (dz)|z)
— [z + de(1 +v2)]|z + de(1 +v2)) — 2|z + do(1 + yz))
= de(1 +y2)| + de(1 + y2))
= (8, T (d2)]2) = da(1 + a)|a), (2.6)

onde o erro cometido em (2.6) ¢ da ordem de dz? ou superior. Agora, substituindo (2.5)

em (2.6), obtemos:

Tl = Lo (1 - 2 Yo

—idx
= =5 p)l0) = de(l+y2)le)

= [,y ]lx) = ih(1 + y)|z)

= [2,p,] = ih(1 + 7). (2.7)

A relacao de comutacao (2.7) define uma estrutura algébrica sobre o espaco de Hilbert
denominada de dlgebra de Heisenberg deformada®, em nosso caso a deformacdo se da
através da introducao de um termo proporcional ao operador posicao. Uma observacao
importante aqui é que podemos recuperar a relagdo de comutacao padrao a partir da (2.7)
se fizermos v — 0 e como essa relacao é a base da teoria que vamos desenvolver, esperamos
que tal caracteristica se manifeste em todos os resultados encontrados. Mediante o fato
de estarmos tratando agora nao mais com o comutador candnico entre os operadores de
posicao e momento, algumas questoes de suma importancia na teoria quantica podem
ser colocadas: (1) Como fica agora a relacao de incerteza entre os operadores de posigao
e momento? (2) Essa nova algebra pode ainda ser representada no espaco das funcoes
de onda quadrado integraveis, mais ainda, existe realmente uma representacao no espago
de Hilbert para tal algebra? No presente trabalho pretendemos elucidar essas e outras
questoes de interesse de maneira clara e didatica, comecemos com a questao da relacao

de incerteza.

1 As algebras de Heisenberg deformadas mais gerais possuem a forma [2, p] = ihf (2, D).
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Utilizando a forma geral da relacao de incerteza para dois observaveis quaisquer A e
B [10,11]
1
AAAB > §]<[A, B])|, (2.8)

encontramos a resposta para a primeira pergunta levantada e escrevemos a relacao de

incerteza como:

AN S L., N
ABADy = S[{[E5,])] = SI(iR(1+ 7))

h
= AiAp, > 5(1+7(2)). (2.9)

A relagao de incerteza (2.9) difere da sua analoga tradicional pela aparicao do termo (z)
no lado direito. O estudo das algebras de Heisenberg deformadas mostra que o surgimento
de fatores adicionais na relacao de incerteza podem induzir incertezas minimas nao-nulas
no operador posi¢do e/ou no operador momento. A investigagdo da existéncia ou nao
de tais incertezas é de extrema importancia, pois funciona como uma espécie de guia
apontando para qual forma de representacao devemos utilizar para que possamos realizar
a nossa algebra. Por exemplo, a aparigao de uma incerteza minima nao-nula no operador
de posi¢ao (comprimento minimo) implica que nao mais se pode utilizar os autokets de
posicao como geradores do espaco de Hilbert (nesse caso o operador posi¢ao ainda continua
sendo um operador simétrico, mas perde sua auto-adjuntividade [2]) e consequentemente
devemos utilizar a representacao de momento, analogamente, uma incerteza minima nao
nula no operador momento implica na nao existéncia de um espaco de Hilbert gerado
pelos autokets do momento?. No que se segue iremos investigar a existéncia ou nao de
tais incertezas minimas nao-nulas para o nosso caso.

Vamos primeiramente investigar a existéncia de uma incerteza minima nao-nula para
o operador posi¢ao (comprimento minimo). Olhando a desigualdade (2.9) podemos notar
que a incerteza no operador posicdo Az pode ser feita arbitrariamente pequena, bastando
que para isso tomemos a incerteza no momento Ap,, grande de modo a manter valida ainda
a desigualdade em questao, o que nos diz que em nossa algebra nao existe incerteza
minima nao-nula para o operador posicao. Esse é um resultado de certa forma
esperado, visto que na derivacao do nossa relacao de comutacao fundamental utilizamos
explicitamente os autokets de posicao e a idéia de localidade dos mesmos, a existéncia de
uma incerteza minima nao-nula para o operador posi¢ao seria na verdade uma negacao
da hipotese por nos assumida. Novamente, olhando para a desigualdade (2.9) percebemos

que nao podemos agora usar uma argumentacao semelhante para o caso do operador

2No caso da existéncia de ambas as incertezas ndo podemos mais usar o espaco de Hilbert tradicional
para representar a nossa algebra e somos forcados a representar a algebra em questao através do espago
de Bargmann-Fock [12]
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momento, pois do lado direito da desigualdade existe um termo da mesma ordem de
grandeza que Az, o termo 7(Z), e este termo pode crescer tao ou mais rapido que Az. De
fato, o crescimento do termo ~(Z) pode ser tal que o crescimento como um todo do lado
direito da desigualdade se torne superior ao lado esquerdo para algum valor de Az, se isso
acontecer nao mais poderemos tomar um valor arbitrariamente pequeno para Ap, (pois
isso violaria a nossa desigualdade) e teremos uma velocidade minima em nossa algebra.
Sendo assim, teremos que fazer uso de algum outro artificio para verificar a nossa questao
sobre a existéncia de um incerteza minima nao-nula para o operador momento. O valor
minimo que o produto das incertezas pode ter acontece quando assumimos a igualdade
em (2.9), ou seja

an D X
AGAR, = S(1+2@)),

queremos saber para qual limite Ap, tende quando AZ cresce indefinidamente, entao,
tudo o que precisamos fazer para checar se existe ou nao uma incerteza minima nao-nula

A~ s . . . ~ h A - .
para Ap, ¢ investigar o limite da expressao 53=(1+7(Z)). Primeiramente temos que por
definicao:

N2 .2 £\ 2 . - -
(Az)” = (27) — (2)" = (&) = £/ (2?) — (AL)?,

o sinal negativo na expressao para () nao é de interesse pois nesse caso ele apenas
diminuiria o lado direito da desigualdade (2.9). Das considera¢oes acima podemos concluir
que o limite minimo para a incerteza no momento é dada pela expressao

min(Ap,) = lim i (1+v/(22) — (A%)?),

Az—oco 2AZL

como estamos supondo que /(22) — (Az)? vai para o infinito (pois essa é a tinica possi-
bilidade que pode implicar numa incerteza minima nao-nula), podemos aplicar a regra de
L’Hospital para obter

lin (14 /(%) — (A7) = 2 g 222D

Az—oo 2AL 4 Aimoo \/(32) — (AZ)2

onde foi usado o fato de que
o&?) _
0N

Mostramos assim que a exemplo do operador posicao o operador momento também

2Az.

nao possui uma incerteza minima nao-nula, o que implica, entre outras coisas, que
podemos usar também seus autokets como base para o espago dos estados. Por uma
questao de conveniéncia, manteremos a escolha tradicionalmente usada nos livros textos,
ou seja, usaremos os autokets da posicao como os vetores para formar a base do nosso

espaco dos estados.
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2.2 Construindo um Espaco de Hilbert para as Funcoes
de Onda

2.2.1 O Espago E?Y

Com o intuito de conferir coeréncia matematica ao modelo proposto vamos construir
um espaco de Hilbert de tal forma a conciliar a nossa algebra deformada com a hermiti-
cidade do operador momento®, hermiticidade esta que deixa de ser valida, como pode ser
visto na ref. [13], se quisermos continuar trabalhando num espago de Hilbert do tipo £2

tradicionalmente usado em mecanica quantica.

Definigao 2.2.1. O nosso espaco de Hilbert serd composto por todas as fungoes ()

que por definicao possuem a integral

[

1 1 +~x
z

convergente (a Lebesgue [14]) e finita, onde v > 0 é um parametro real e ¢ um nimero
real qualquer pertencente ao intervalo (—%7 +00). A esse novo conjunto de funcdes, que
¢ ainda um espaco de funcoes quadrado integraveis? s6 que agora com uma funcio peso

no integrando dada por f(z) = 17 denotaremos por £2(—=, +00) ou simplesmente L2.

Da anélise funcional, sabe-se que os espacgos de Hilbert possuem um produto interno,
uma norma e uma métrica bem definidos. Passemos entao a tais defini¢coes para o nosso

caso.

Definicao 2.2.2. Sejam 1,(z) e ¥3(z) duas fungdes quaisquer pertencentes ao espaco

L2, o produto interno (ou escalar) em L2 & definido por:

oo dx

(Bla) = b))

— 2.10
_1 1+ ~yx ( )

Pode-se notar que a defini¢do (2.10) se reduz a definigao tradicional no limite v — 0.

Vamos mostrar agora que definicao feita por nos verifica os axiomas de produto escalar:

(i) (Bla) e (a]B) sdo ambos o complexo conjugado um do outro,

(Bla) = (alB)". (2.11)

3Segundo um dos postulados da mecéanica quantica a hermiticidade de um operador & necessaria para
que este possa representar uma grandeza fisica num determinado espago de Hilbert
*Na verdade ambos £* e L2 sdo casos particulares do espago das fungbes quadrado integraveis L

definido de forma que f; |4(z)|?p(x)dr < oo para p(x) positiva definida no intervalo [a, b].
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Demonstracao

o dy o dy
By = | Tr=vi@vao) = [ i@

- {/joo “ ?/JZ(x)i/Jﬁ(x)]* — (a|B)".

1+vx

2=

2=

(i) Postulado da métrica positiva definida,

(a]a) >0, (2.12)

onde a igualdade so6 é valida se |a) for o ket nulo.

w@:/w W (@)

1 149z
Y

Demonstracao

e como o integrando é sempre positivo, temos que a integral sera sempre positiva.

(iii) O produto interno ¢é linear em relagao ao ket,

(Blarar + azaz) = ay(Blar) + az(Blaz). (2.13)

Demonstracao

oo €T
(Blaress + azan) = / B (@) a1t (2) + Yoa ()]

1 1+nyx
v

400 d . +oo d .
S e CENC TS e I

= a1(Blon) + az(f|az).

(iv) O produto interno é antilinear em rela¢do ao bra,

(b1 51 + bafa]a) = b (B1|a) + b3{(Pa|c). (2.14)
Demonstracao

dx
1+~

s+ bae) = [ T b (@) + b ()] ()

—; [ s LR / | Trartha
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= b1 (Brla) + b5(Ba|cx).

Definicao 2.2.3. Seja 1) (z) uma funcio pertencente a £2, a norma de ¢ (x) em (a,b)

é definida por:
| Yo [|= v {ale), (2.15)

a norma definida pela (2.15) é por vezes dita ser uma norma induzida pelo produto interno.

Definigao 2.2.4. Sejam v,(z) e 13(x) duas fungdes quaisquer de £2, definimos a métrica

(ou distdncia) entre 1, () e Yp(x) por

(e, B) = Yo — Y5 | (2.16)

Resta-nos aqui um tltimo critério para garantir que o espaco £3 por noés definido é
um espaco de Hilbert, temos ainda que mostrar que toda sequéncia de Cauchy® em L',QY
converge para um elemento desse conjunto. A demonstragao nesse caso se da através do
teorema de Riesz-Fischer o qual possui uma demonstracao matematica bastante complexa

e por esta razao vamos apenas enuncia-lo.

Teorema 2.2.1 (Riesz-Fischer). Se {u;} ¢ uma sequéncia de Cauchy em L? entao {uy}

¢ convergente em L2

2.2.2 O Espaco F

Até aqui a teoria por nés desenvolvida no que diz respeito ao espaco ﬁi ¢ desprovida
de qualquer significado fisico. Podemos atribuir um significado fisico ao espaco E?y (ou

mais precisamente a uma parte dele) mediante a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.5. O espaco das fun¢oes de onda F é um subconjunto do E?Y tal que para
cada ket |a) do espago de estados &, da particula, associamos uma e somente uma fungao®
Yo(x) = (z|a) em F; ou seja, cada funcao i, (x) € F é encarada como uma projecao do

ket de estado |«) na diregao dos vetores de base |x) (autokets do operador posi¢ao).

5No Apéndice A encontra-se a definicdo de sequéncia de Cauchy
6A qual representa a amplitude da densidade de probabilidade de se encontrar uma particula entre x
ez +dz(l+~yx)
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2.3 A Representacgao de Posicao

2.3.1 As Relacoes de Completeza e Ortonormalizacao

Como estamos trabalhando agora num espaco de Hilbert definido de forma diferente
da usual, esperamos que as relacoes de ortonormalizacao e completeza sejam modificadas
de tal forma a se adequar ao nosso novo conjunto de interesse. Vamos examinar entao
como estas duas relacoes se apresentam.

Podemos partir da nossa definicio de produto escalar para encontrar a forma do
operador identidade em F (relagao de completeza):

Gy = [ vt = [ () ela)

1 1+
Y

= [, el

o dy
=1. 2.1
> [, Tkl (.17)

Podemos agora facilmente encontrar a relacao de ortonormalizagdo usando a relagao de

2|

completeza, para tanto vamos inserir essa relagdo numa funcao de onda arbitraria (z/|a),

i) = (el = @1 [, el

= (z'|a) = /m dx(fili? ><:1:\04)

= (2|z) = (1 + y2)d(z' — z). (2.18)

2.3.2 O Operador Posicao

A forma do operador posicao na base de seus autokets é bastante simples de ser obtida,
Senao vejamos:

(2|2|a) = w(z|e)

logo na representacao de posicao, o operador de posicao é representado simplesmente por

seus autovalores,

=
I
&

(2.19)

Seja A um operador definido no espago das func¢oes de onda. Por defini¢ao [10], o
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operador A sera hermitiano, se e somente se:

(Afla) = (5| Aa).

ou de maneira equivalente
(BlA]a) = (o] A]B)". (2.20)

Dada a definicao de operador hermitiano, vamos mostrar agora que o operador posi¢ao
satisfaz a condi¢ao de hermiticidade (2.20), comecamos por inserir a relagdo de completeza
no lado esquerdo da (2.20),

Blile) = [ (k) eldla)

2

= [ @

L 1+~yx
+o0 d *
| et
= (a[2|5)"

e assim estd mostrada a hermiticidade do operador posicao.

2.3.3 O Operador Momento

Examinamos aqui qual deve ser a aparéncia do operador de momento no novo espaco
de Hilbert das funcoes de onda quadrado integraveis, é 16gico esperar que ele sofra alguma
modificacao na sua forma, pois esse operador foi definido em funcao de um outro o qual
modificamos (o operador de translagao). O ponto de partida para esta tarefa é a definigdo
de momento como gerador de translacoes infinitesimais:

(1= 220 = [ P T aaeta) = [ e 6 )el)

1+~ 1 1+yx
vy

fazemos agora

T — 0z dz’

= dr =
1+ vyox v 1+ vyox

~ 1Py 0x to de! 2 =
1—— —
= (-2 = [ e )

¥=z+dz(1+vyz) =2 =

(o),

:/*00 dz’ |z) {<x/|0‘>_5$(1+7x’) d

_1 14! da’
Y
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onde foi usada a expansao em série de Taylor

o) =~ (& '|a>—6x<1+m>di< o),

Y

+00
. . d |
= (alpfa) = =ih [ de/(ala') ()

— —z’h/_ Ood;c’(l + 2 )o(x — x >dci (2']cr)

1
o
. . d
= (z|py|a) = —ih(1 + ’yx)%(ﬂa). (2.21)
Portanto, na representacao de posicao o operador momento tem a seguinte forma:

d
Py = —th(1 4+ yz)—

e (2.22)

Tendo encontrado a forma do operador momento, vamos mostrar agora que este jun-

tamente com o operador posi¢ao verificam a algebra (2.7):
A 4 d _ d
(2, P2 [¥a(@) = 2(=ih)(1 + 72) 7 tha(2) + (1) (1 + 92) ——|wda(2)]

= x(—ih)(1 + vx)%wa(:c) +ih(1 4+ yx) o () + z(ih) (1 + fy:lz)dixwa(x)
= ih(1 + yz)e(x)
= [2,p,] = ih(1 + yz),

mostramos assim que a algebra definida por (2.7) pode ser realizada no nosso espaco de

funcoes F.

Vamos mostrar agora que o operador de momento generalizado p, é hermitiano. co-

mecamos por inserir a relacdo de completeza no lado esquerdo da (2.20),

Gy = [ (Ble) el o)

_1

2

= [ @m0+ ) )

_1 1492
2l
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—+00

— —ih / loo da ¢;(x)%¢a(a:) = —ih [ U(e) dlva(a)]

=it [ da@03 @) — val@di @) = in [ vale)diuso)

(onde foi usado o fato de que as fungoes de onda se anulam nos extremos de integragao)

+o00

= (i) = { ~in [ i) dstol}

2=

*

B I w;(@(—m)(uvx)iwﬁ(x)
{/_§ 1+ dr ]

= <a|]5'y|ﬁ>*

como queriamos. E importante salientar aqui que a hermiticidade do operador P~ garante

que o operador de translacao é unitario, como pode ser visto abaixo.

. apldz (. ip.d
ipldx ip~dx
T (dx)T,(dz) = (1 + VT) (1 - VT)

(i ip,dx N ipl dx N Pyl (da)?N :
h h h2 -

onde o erro cometido na aproximacao é de segunda ordem em dz. Sendo 7, um operador

unitario, este pode atuar nos kets sem alterar a sua norma, ou seja, se o sistema esta num
estado representado por um ket arbitrario |«) que é unitério, depois que o operador de
translagao atua, o sistema vai se encontrar num estado |3) = 7,|a) de tal forma que o
novo ket |3) ainda terd a norma unitaria. Em suma, a norma ¢ invariante sob translagoes.

Em simbolos:

(B18) = (T T |o) = (all]a) = (ala).

2.3.4 Os Autokets do Operador Momento

Vamos escrever agora a forma das autofuncées do operador momento na base de
posicao, comegamos pela relacao (2.21); tomando |«) como o autovetor de momento |p. ),

obtemos

(alplpy) = ~iA(1 + 7)ol (2.23)

, d
= pylalpy) = —ih(1 +ya)—(z|p,)

ip, dz _ d(z|py)
h1+~yx  (z|py)
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:>'ipﬁ dx _/d(x|p7)

h) 14z ) (zlpy)

= % In(1+4~vz) + C = In (z|p,)

= (x|py) = Nexp [% In(1+ ’)/IL‘):| (2.24)

onde N é uma constante de normalizacao.

2.3.5 A Equagao de Schrodinger

Nesse topico analisamos como fica a forma de um dos mais importantes postulados
da mecanica quantica, a equacao de Schrodinger. Sabemos que a deformacao imposta
ao comutador canonico (oriunda de uma redefinicao do operador de translagao) implica
numa deformacao equivalente no operador momento, tal deformacao obviamente vai se
refletir no operador hamiltoniano do sistema e por conseguinte também na equacao de
Schrodinger.

Comecemos pela consideracao de que no presente trabalho apenas estaremos interes-
sados em hamiltonianas independentes do tempo, ou seja, sistemas para os quais a energia
permanece inalterada com o passar do tempo. Sob a o6tica de tais sistemas, o operador
hamiltoniano assume a forma:

H=""4V(i). (2.25)
A equagao de Schrodinger dependente do tempo é [11] :
2 la,t) = Hl|a,t) (2.26)
th—|a, t) = H|« :
8t ) ) )
na representagao de posigao escrevemos a (2.26) como

m%(m,w = (z|H|a, t) (2.27)

ou
0
th—¢(x,t) = Hpo(x,t),
= bal,1) = Hoala,)
donde podemos usar a separagao de variaveis:

Go(z,t) = o(x)e” n (2.28)

para obtermos
Hipol(2) = Eta(2). (2.20)
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Agora explicitando H na representacao de posicao obtemos:

(o] =i+ (=400 )] + V) onte) = Bl

2m

2

> { - e e | V@ ) = Beae). 230)

2m dx? dx

A equagao (2.30) é a nossa equagao de Schrodinger resultante, aparentemente esta
equacao é mais complicada que sua analoga tradicional pois surgiram novos termos den-
tre eles uma nova diferencial em primeira ordem na funcdo dependente. E interessante
observar que, se mais uma vez fizermos o parametro v tender a zero, recuperaremos a
forma original da equagio de Schrédinger. A equagao (2.30) pode ser reduzida a forma

tradicional da equagao de Schrédinger através da seguinte transformacao de ponto:

In(1+~z)

n== 2.31
: (2.31)
d d
R <
= (L +y2)
e substituindo na rela¢ao (2.30) obtemos:
h? d?
T o dn? =FE : 2.32
dmdn Vers(n)|¥a(n) = Eta(n) (2.32)

Como podemos ver, a equagio (2.32) tem realmente a forma da equacdo de Schrodinger
tradicional, a diferenca é que agora teremos que resolver um novo potencial, a saber,
o potencial efetivo V.;s(n) na nova varidvel n. O fato de podermos recuperar a forma
canonica da equagao de Schrédinger através de uma transformacgao de ponto na repre-
sentacao de posicao permite agora um mapeamento que pode ser utilizado para resolver
alguns problemas sem precisarmos resolver a equagao para o potencial efetivo. A ref. [15]
é um exemplo de tal mapeamento, nela o problema do oscilador harmoénico é mapeado
no potencial de Morse [16]. E 6bvio que tal mapeamento nfio sera sempre vantajoso, por
exemplo, sabemos que a equacao de Schrédinger somente admite solucoes analiticas para
certas classes de potenciais, e pode obviamente acontecer que o potencial efetivo resul-
tante do mapeamento da equacao deformada na equacao tradicional seja um potencial
que nao pertenca a classe de potenciais soliiveis analiticamente, nesse caso teremos que
encontrar alguma forma de resolver a equacao deformada.
A equacao (2.30) pode ainda ser colocada sob a forma [9]:
R o (z) R i( 1 )dwa(x)

“2m, d®  2dx — 5 T V(@)Ya(z) = Ea() (2.33)

2me
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onde m, = ﬁ ¢ a massa efetiva da particula. Equacoes como essa aparecem em
problemas com massa dependente da posigdo como por exemplo na ref. |17 onde uma
equagao semelhante a (2.33) é usada para modelar o problema de uma particula numa

heteroestrutura semicondutora.

2.4 Resumo da Teoria

Esta se¢ao tem por objetivo a organizacao das idéias expostas na teoria, visto que,
no presente texto, os conceitos foram sendo construidos da forma como se apresentaram
na realidade, ou seja, o problema da &lgebra deformada surgiu a partir da reformulagao
de um conceito, ao contrario do que acontece de costume na maioria dos trabalhos que
tratam de algebras deformadas, onde define-se primeiramente a algebra para em seguida
estudar as modificagoes impostas por tal definicdo nos conceitos previamente conhecidos.

Construimos um espaco de Hilbert que preserva a hermiticidade padrao dos operado-
res de momento e posicao mediante a redefinicdo do nosso espago de fungoes quadrado
integraveis, encontramos assim um espaco de funcoes F isomorfo’ ao espaco dos estados

& gerado pelos autokets de posicdo |z) no qual os operadores assumem as formas:

T=x (2.34)

. . d
Py = —ih(1 + ’ym)% (2.35)

No espaco F encontramos a relacao de ortonormalizacao para os autokets de posicao
como sendo

(z]2"y = (1 4+ ~ya")o(x — ). (2.36)
Encontramos também a forma das autofun¢oes do momento como sendo

(z]p,) = N exp {% In(1+ m)} | (2.37)

A relagao de completeza assume em F a forma

oo dx
=1. 2.
/ | Tl (2.38)

"Duas estruturas matematicas sdo ditas isomorfas se h4 um mapeamento um-para-um entre os ele-
mentos de tais estruturas.
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A equagdo de Schrodinger escrita no nosso "novo" espago de fungoes é:

- |as o a4V o) = Brate). 39

2m
Mostramos que esta pode ser simplificada por meio da transformacao:

In (14 vz)
Y

n=+ (2.40)

conduzindo a uma equagao quem possui a forma tradicional mas agora sujeita a um

potencial efetivo em geral diferente do originalmente proposto:

h? d?
—— 4V o(n) = Ev(n). 2.41
omdn? 7£(m) [$a(n) = Eta(n) (2.41)
De posse dos resultados acima, vamos agora aplicid-los na solucao de dois problemas

tradicionais da mecéanica quantica padrao, o caso da particula livre e o problema de um

oscilador harmoénico imerso num campo elétrico uniforme.
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3 APLICACOES: A PARTICULA
LIVRE E O OSCILADOR
HARMONICO NUM CAMPO
ELETRICO UNIFORME

Esse ¢ um capitulo devotado a aplicacao do formalismo desenvolvido anteriormente,
os problemas resolvidos aqui sao o problema da particula livre, que foi escolhido devido a
sua simplicidade, e o problema do oscilador harmonico num campo elétrico uniforme, este
iltimo é um pouco mais complicado e foi escolhido dentre outras coisas porque nos permite
aplicar uma técnica de solucao da equacao de Schrédinger pouco comum, a técnica da

transformada de Laplace.

3.1 A Particula Livre

O hamiltoniano para a particula livre é:

)
A= (3.1)

C2m’
Neste caso em particular temos que o operador hamiltoniano H comuta com o operador
momento p., pois o primeiro ¢ uma fun¢ao do segundo. Da élgebra dos operadores lineares
[10,11], sabemos que se dois operadores comutam entdo eles devem possuir autovetores
iguais a menos de uma constante multiplicativa, dessa forma podemos afirmar que as
autofuncoes do momento sao as mesmas autofuncoes para o problema da particula livre,

€ Comao:

2
A p
p,) = Elps) = B = 21 (32)
E costume definir aqui o chamado numero de onda como sendo:
V2mE
= YT _ Py (3.3)

h h'



31

Dessa forma expressamos as autoenergias da particula livre por:

h%k?

2m

E , (3.4)

nota-se que aqui as autoenergias nao dependem de maneira explicita do parametro . As

autofungoes nao normalizadas sao dadas pela (2.23)

Yr(x) = Nexp [% In (1 + w:)} ,

Diferentemente do caso tradicional, a solucao nao é mais uma "onda plana", no entanto
a solugao tradicional pode ainda ser obtida da (3.5) no limite v — 0.

A solucao geral para a particula livre deve englobar todos os possiveis valores do
nimero de onda k bem como a dependéncia temporal, usando as (2.24), (2.28) e (3.4), a
solucao na forma final fica:

+o0

bulat) = [ N(k)exp [% In (1 + ) —

—00

ihk?t
2m

dk (3.5)

3.2 O Oscilador Harmoénico Sujeito a um Campo Elé-
trico Uniforme

O hamiltoniano para uma particula de carga ¢ movendo-se sob a acdo de uma forca

restauradora e sujeita a um campo elétrico uniforme externo & é:

. |
I = ﬁ + Emw%Q — €%, (3.6)

na representagao de posi¢ao a (3.6) assume a forma

H i (1+ )2d2+ (1+ )d S (3.7)
=—— ) — xr)— —mwz” — q€x .
2m T gz T T 4 2 et
empregando agora a mudanca de variavel n = —M obtemos:
P d®  mw? mw? g€ mw? g€
H=————4+ _——¢2m_ — e "M+ —— 4+ —. 3.8
omdip 27 <72+7)6 T T (38)

O hamiltoniano (3.8) expresso agora em termos da nova variavel 7 possui o potencial

efetivo

2 2 2
, Comwt (mw q€ ) O
() = e — (e e s
3101 22 oy 7y

na figura 1 estao plotados 3 graficos para V/;(n), podemos ver a partir da observagao
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desses plots que o numero de estados ligados para o sistema diminui com o aumento de
v, ou seja, quanto maior for o valor de v menor serd o nimero de estados discretos do
sistema. Veremos depois que esse potencial pode ser usado para modelar a interagao entre
aAtomos de uma molécula diatomica, assumindo esse ponto de vista como valido, podemos
dizer ainda baseados na figura 1, que a energia de dissociacao! diminui com o aumento

de v, o que é equivalente a apari¢ao de uma forca dissipativa no sistema.

30

20

Ve

10

Figura 1: O potencial efetivo V() para v = 0 (linha continua), v = 0.1 (linha tra-
cejada), e 7 = 0.2 (linha pontilhada). Tomamos aqui €& = w = 1 e usamos unidades
atomicas (ua), h =m = 1.

por uma questao de comodidade vamos trabalhar apenas com o hamiltoniano sem a
parte constante do potencial, visto que hamiltonianos que diferem apenas de uma cons-
tante possuem as mesmas autofuncoes diferindo apenas por um deslocamento nos espec-
tros, vamos deixar pra somar a parte de energia retirada aqui no final. Dessa forma o

novo hamiltoniano de interesse sera:

R > mw? mw? ¢
H-_ % =2y _ (I 4 2T ) o 3.9
omdip " 37 (72 +7>€ (49)
Agora tomamos
_mw?
22

c= (1 + qu)
mw

!Chamamos de energia de dissociacio a energia necessaria para romper uma ligacdo quimica.
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dessa forma

H = e + De " — 2Dce™ " (3.10)
2m dn? ' '
O potencial
Verr(n) = De 7" — 2Dce™ " (3.11)

¢ conhecido como Potencial de Morse Generalizado [18]. Passemos agora a solu¢ao da
equagao (2.39) para esse potencial, a soluc¢do pode ser obtida através de varios métodos,
dentre eles o que vamos utilizar aqui é o método da transformada de Laplace que é usado

em [19] para resolver o potencial de Morse. Substituindo a (3.11) na (2.39) obtemos:

h? d? 9
— —— 4+ De " — 2Dce " =
( 9m dn? + De ce >¢a(77) %(77)
d? 2mD 4dmDc 2mE
(dUQ R e h? e )¢a( )=0 (312)

agora fazemos a seguinte mudanca de variavel

Y= ke k= (2\/2mD>

hry
e
2mFE
2 _
B 22
e assim resulta:
d
d_dyd__od
dn  dndy dy dy
e
P o_dfdy_ AN, (d P
dn?> dn\dn) Vydy Wiy =7y ay " Vap
d2 d2 L d

Os demais termos da equacao ficam

2mD o 2mD y? v,
T T T e ke Y
4mDc _ dmDcy  ~?
A TR
2mE
R s

substituindo esses valores na (3.12) obtemos:

d? d k
( R R 52>%( )=0
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por comodidade, faca d = kc para obter

, > d d
( e +yd——y +5y— 8 )%(y):O- (3.13)

Agora vamos trocar a funcao de onda fazendo a mudanca:

baly) =y () (3.14)
a (3.14) implica que:
d _ df (y)
il — A A-1 AT \T)
dy%(y) y )y a0
d df (y)
s — A A A+1 1
= ydy%(y) v fy) +y 2 (3.15)
d? d[d, d d
i — )= — — 1A A—1 A
Gtel) = ol SO = [ ) 4 f )
2 _ 14 (y) _1df(y) d’f(y)
— A(A -1 A—-2 A A-1 A A-1 A
82 df (y) d’f(y)
i = A(A—1)y" 2 Ayt 222 A+2Z 407 1
" Valy) = A( )y fy) + 24y TV (3.16)
substituindo as (3.15) e (3.16) na (3.13), obtemos:
d? d yi*t? d
A+2 % +(24+1 A+1 2 A? A _ A+l 2
A A DA = T S ] ) — o
S e L easyyt L d e 2l =0 (3.17)
Yy Yay ~ 4 "2 V= '
agora escolhemos A = —f (a opgdo A = § ndo é aceitavel porque 1, (y) tem que ser finita

quando y — 00), dessa forma a equacao (3.17) torna-se:

2 2
a2 g~ Y a1 =0

7 =0 (3.18)
Uma transformada de Laplace, ¢ uma fungao F(p), tal que |20] :

L{F)) = / " fy)e Py = F(p) , Re(p) > 0. (3.19)

A transformada de Laplace é um operador linear, dessa forma, aplicando a definicao acima

na equacao (3.18) temos:

L - s - ne{ T - Lo + Getrml =0 G20
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i s e
({d }) —di ~pf(0) ~ /(0

dF'(p)

- —{ZpF(p) +p dFd( ) f(O)} —2pF(p) — p* i (3.21)
{dj;(y y) } pF(p) — f(0) = pF(p) (3.22)

— > -y g, — —py F(p)
Cluf )} = /0 dy = [ / iy dy} - (3.23)

o termo f(0) foi considerado zero aqui pois quando y — 0,7 — 400 = b, = 0e f — 0,
substituindo (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.20) obtemos,

~2pr(p) #0228 - DpF(p) + 1o+ SF () = 0
= [~ e np+ o) - (- 1) 2 o
(p2 - Z) d];—]()) + [(25 +1)p — g} F(p)=0 (3.24)
_d

=l )] - - [,
agora,

26+ 1p—9] ., o d

/ i1 =8+ DLk

onde,

_fopdp 1A -5) 1, L
11‘/<p2—l>‘2/<p2—§>‘2l Gl

4

dp dp dp 1 1 p— 3
]:/ :/ —/ =inp—=)—Inlp+ = :ln( 2.
- Jo-1 ) o+ Pog) i) p+3

Pelos resultados acima temos,

_(28+1) 1. d, (p—3
In[F(p)] = — 5 1 (2—1)+§1n(p+%)+0
ou
L ez
In[F(p)] =In(p+ )(2B+1)(1 1) +C
pt+3
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N | e
= F :N”( —i——) (1— ) 3.25
(p) Pt3 pil (3.25)
[d=(26+1)]
a parte (1 — p—ll-l ¢ uma funcao plurivoca e visto que as fungoes de onda devem
2
ser univocas devemos tomar:
d—1
d—(26+4+1)=2n, (n=0,1,2,3..., T) (3.26)
A expressao para o binomio de Newton é [21]
(z+a)" = ( 4)%7@"_] =y ————2a""’
; J = (n=7)7!

p—ll-l e a = 1 na expressao acima, obtemos
2

(-5 -0 ) -5 0)er(es)

substituindo a expressdo acima na equacao (3.25) resulta:

tomando z = —

= (—1)7n! +% —(28+j+1)
CERDIE g—j))!j!

J=0

(3.27)

aplicando a transformada inversa de Laplace na (3.27) encontramos:

(—1)n!
(n — )4

_ 1. ;
1{( +§) (2,6’+]+1)].

LTHF@)}=fly)=N">_

J=0

Na ref. [21] encontramos o resultado
£—1{n|(p - a)—(n—l—l)} _ yneay

ou de forma equivalente,

n ,ay
LU (p— )ty — Y7
Tomandon =28+ jea= —% na expressao acima, implica
1 , y*Ptie=s
E—l + — —(26+j+1) =
{w+3) YTy

n

y —1)ynl y’
N/ 23 ) (
v Z(n—j)!j!r(25+j+1)

Jj=0

= f(y) =
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ou
(=102 +1)

fly) = Ny*e™s Jz_;‘ (n—)YICERB+j+1)

Uma fun¢ao hipergeométrica confluente é uma funcao tal que [21]:

Y. (3.28)

~  (-1)nll(a)
F(—n,a,y) = Z 0 (—j))!j!f‘(iz lj)y]. (3.29)

J=0

Comparando (3.28) e (3.29), temos
fly) = Ny*e 8 F(=n, 28 + 1,y). (3:30)

Agora, vamos usar a seguinte relacao entre os polindmios generalizados de Laguerre e as

fungoes hipergeométricas confluentes [21]:

L = (") Fenat iy
ou ( |
a/y _ (nta)
Ly(y) = WF(—TL;@ +1,y)
ou ainda |
I 1
F(—n,a—i—l,y): - (a+ ) La(y)'

'n+a+1) "

agora trocamos a — 23 na expressao acima e substituirmos na expressao (3.30) e obtemos,

_ Nall(28 4+ 1)

fly) = mywe_%Liﬁ@)- (3.31)

substituindo a expressao (3.31) na defini¢ao (3.14), encontramos

ba(y) = NoyPe 2 L2 (y)

ou
d (i l) ¥ g on—
Yaly) = Nyy2 "Falem 2 LA=2n=1(y) (3.32)

inserindo a rela¢do (3.32) na condigdo de normalizacao,
o0 1 .
| vty -1
encontramos

v(d—2n—-1)T'(n+1) 2
I'(d—n) ‘

N, — [ (3.33)
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Agora retornemos a relacao (3.26)

d—(26+1)=2n= =

[\ S

2
:>52— El_ _|_1 2:>_%— _|_1 _C_iQ
“ 2" e |\"T2) 72
h2~2 1\? 1 I
== |(n3) ()i

2 2 2,272
=>En:7”lw(n+l)[7wOl—h7 (n—i—l)]—hvd. (3.34)

2 2mw 2mw 2 8m

Agora vamos voltar as nossas variaveis originais,

_ 2v2mD (1 N qS’y) _ 2mw (1 N qS’y)

hy mw? ) k2 mw?
hry2d &
NG R
2mw mw?

o ultimo termo na expressao (3.34) fica:

d = kc

_h272d2 o mw? (1 N q87>2 _ mw?  ¢€  PE?

sm 292 mw? 22y 2mw?

Substituindo os termos acima calculados na expressao (3.34) e somando os termos que

retiramos no hamiltoniano original ,% e ”2"”:22, encontramos a nossa expressao para as
autoenergias
1 q€v hry? 1 q*E?
E, = hw = 1 — || - —. 3.35
(n—|—2) [( +mw2) 2mw " 2mw? (3:35)
Tomando agora v — 0 na (3.35) obtemos
1 ¢*E?
E, = hw B - 3.36
(n * 2) 2mw? (3-36)

que é o resultado fornecido pela mecanica quantica tradicional pro oscilador imerso num

campo elétrico uniforme. Se ao invés disso, tomarmos € — 0 na (3.35) obtemos o resultado

E, = hw(n + %) {1 - ;Zi <n + %)} (3.37)

que é o mesmo resultado obtido na ref. [15]. Pode-se ter uma idéia qualitativa a partir da

expressao (3.37) mediante a figura 2, onde estao plotados os graficos da energia contra ~y
(em unidades atdomicas) para alguns niveis de energia dados pela (3.37), vemos a partir dos

referidos graficos que a energia decresce mais abruptamente com o parametro v a medida
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que aumentamos o nivel de energia, o que significa que a medida que aumentamos o valor
do parametro «y os niveis de energia mais altos vao sendo gradativamente destruidos, em
perfeita harmonia com a analise feita no grafico do potencial (figura 1), onde associamos

o parametro v com uma forca dissipativa.

10 ; T

Figura 2: Grafico da energia contra ~ para o estado fundamental e os nove primeiros
estados excitados na auséncia de campo elétrico, fica claro do grafico que as energias
caem abruptamente com o parametro v a medida que aumentamos os niveis de energia.
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4 CONCLUSAO

No presente trabalho partimos de uma modificagao introduzida no operador de trans-
lacdo (modificagao essa feita com o objetivo de gerar uma equacdo capaz de explicar a
evolucao temporal de sistemas com massa dependente da posi¢ao) a qual nos levou a uma
relacao de comutacao entre os operadores de posicao e momento diferente da usual, a sa-
ber, [Z, p,] = ih(1+~z). Mostramos que uma relacdo dessa forma nao introduz incertezas
minimas nao-nulas para os operadores candnicos de posi¢ao e momento. Esse resultado
mostra que existi um espaco de Hilbert onde pode-se realizar esta algebra deformada de
tal maneira que ainda temos os operadores candnicos representado grandezas fisicas. O
espaco de Hilbert escolhido para a realizacao da 4lgebra proposta é um espaco de fungoes
quadrado integraveis com peso, o qual provamos no decorrer do Capitulo 2 ser um espago
de Hilbert. Ainda nesse espaco de Hilbert, encontramos a forma dos operadores de po-
sicao e momento e mostramos explicitamente que estas formas verificam a nossa relacao
de comutacao deformada. Encontramos também as autofungoes do momento, as relacoes
de ortonormalizacao e completeza,a equacao de Schrédinger e apontamos um método que
pode ser usado para simplificar a forma desta ultima. Tal método consiste basicamente
no mapeamento originado numa transformagao canonica de ponto. No Capitulo 3 usamos
o formalismo brevemente desenvolvido no Capitulo 2 para a solugao de dois problemas
tradicionais da mecanica quantica, a particula livre e o oscilador harmeénico simples. Na
solucao do oscilador harmoénico simples usamos o método da transformada de Laplace
aliado ao método da transformacao candnica para resolver analiticamente a equacao de

Schrédinger.

Vale ressaltar que todo o estudo foi desenvolvido para uma particula sem spin movendo-
se apenas na direcao-x. Pode-se sem divida realizar um estudo mais generalizado de tal
forma a incluir muitas particulas em trés dimensoes por exemplo, pode-se também incluir
o spin no nosso formalismo. Usou-se aqui somente os autokets de posicao como base para
o espaco dos estados da particula, poderfamos também ter escolhido os autokets de mo-

mento para formar a base do espaco de estados. Acreditamos também ser possivel uma
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extensao de tal tratamento para a mecanica classica através da identificacao do comutador

canonico com os parénteses de poisson.

Pode-se concluir a partir dos Capitulo 2 do presente texto que a alteracao introduzida
no comutador candnico, mediante a modificacao no operador de translagao, torna inviavel
a representagdo da algebra deformada no espaco das funcgoes quadrado integraveis con-
vencional, caso ainda queiramos que o operador momento seja hermitiano. Somos entao
forcados a introduzir um novo conjunto de funcoes para representarmos esta algebra de-
formada. Uma outra conclusao, agora oriunda do Capitulo 3, é que a introducgao do termo
proporcional a posicdo no comutador canoénico, é equivalente em seus afeitos a apari¢ao
de uma espécie de forca de atrito ficticia no sistema original, ou seja, pode-se obter os
mesmos efeitos da algebra deformada, para um potencial qualquer, mediante a adicao de
um potencial "fantasma" (potencial este fazendo o papel de uma forga de amortecimento)

para um sistema regido pela algebra de Heisenberg canonica.
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APENDICE A - Fundamentos Matematicos

da Teoria

Nesse apéndice sao apresentados alguns conceitos matematicos fundamentais a com-
preensao da teoria desenvolvida no texto. As defini¢oes, conceitos e teoremas aqui expos-

tos sdo uma adaptacao da ref. [22].

A.1 Espacos Vetoriais

Definigao A.1.1. Um espago vetorial V é uma colecao de elementos v, ¢, x;, ...(chamados
de vetores) para os quais esta definida uma multiplicagao por escalar ai) e uma soma
vetorial ¢ + ¢ para todo escalar a pertencente a um certo conjunto e para todos os

vetores 1, ¢, tal que
a(by) = (ab)ip,

V+o=09+1,
v+ (@+x)=W+0)+x
a(y + x) = ap + ao,
(a+ b)) = ayp + bi.

Além do que em V deve existir um vetor zero 0 tal que
Yv+0=0+7

para todo ¥ € V. Se o conjunto de escalares consiste de todos os ntimeros reais entao V
é dito ser um espaco vetorial real. Similarmente, se o conjunto de escalares consiste de
todos os numeros complexos, V ¢é dito ser um espaco vetorial complezo. O conjunto de

escalares é por vezes denominado de corpo.

Um conjunto de vetores 11, s, ..., g de V' é dito ser linearmente dependente se existe
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um conjunto de escalares aq, as, ..., ag nao nulos (pertencentes a R ou C) tais que:
CL177/11 + a2¢2 + ...+ ad¢d = 0. (Al)

Se a tnica solugao de (A.1) for a; = as = ... = ag = 0 entdo o conjunto ¢y, 1y, ..., Py é
dito ser linearmente independente. Se V contém um conjunto de d vetores linearmente
independentes, mas todo conjunto de (d + 1) vetores é linearmente dependente, entao V
é dito ser um espaco d-dimensional. Se por outro lado, o nimero de vetores linearmente
independentes é ilimitado, entao V' é dito um espaco de dimensao infinita.

Seja V um espaco de dimensao finita d e seja 1, 1o, ..., g qualquer conjunto de vetores
linearmente independentes em V. Entao qualquer ) € V pode ser unicamente expresso

em termos de Yy, 1o, ..., g por

Y = a1 + aghy + ... + agta, (A.2)

onde aq, as, ..., ag sao um conjunto de escalares que depende de . O conjunto ¥y, 1o, ..., Uy
é dito ser uma base para V.

O conjunto de vetores wll, w;, - w; definido em termos da base 11, 1o, ..., g4 por

d
1/};1 - Z Smn¢m
m=1

paran = 1,2, ..., d forma um conjunto linearmente independente se e somente se a matriz S
, ~ . ~ , ~ . . / / /
formada pelos S,,,, é nao singular. Entao quando S é nao singular, o conjunto ¢, ¥,, ..., 9,

¢ uma outra base para V

A.2 Espacos com Produto Interno

Definicao A.2.1. Um espaco vetorial V sobre o corpo dos complexos C é dito ser um
espaco com produto interno se para cada par de vetores 1, ¢ € V existe um ndamero
complexo correspondente (¥|¢) (chamado de produto interno de ¢ com ¢) tal que:

(a) (Vlg) = (dl¥)";

(b) {a)|bg) = a*b(1h|p) para quaisquer a,b € C;

(c) (¥ +dlx) = (¥[x) + (¢[x) para qualquer x € V;

(d) (¢|vb) > 0 para todo ¢ € V e

(e) (¥|Y) = 0 se e somente se 1) = 0.

Para qualquer espaco vetorial ¥V munido de um produto interno, pode-se definir uma
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norma || - || para qualquer ¥ € V por

19 [l= v (&[).

Qualquer espaco vetorial ¥V munido da operagao || - || é dito ser um espago normado.

Pode-se mostrar que em qualquer espaco normado valem as relagoes:

[(lo) ] <l &Il ¢l (A.3)

T +oll<loli+1el. (A4)

As relagoes (A.3) e (A.4) sdo conhecidas respectivamente como desigualdade de Schwarz

e desigualdade triangular.

Pode-se estender o conceito de distancia no R? a qualquer espaco vetorial V dotado de
um produto interno, para tanto, considere dois vetores ¢ e ¢ pertencentes a ), definimos

a distdncia (ou métrica) d(1, @) entre ¥ e ¢ em V por

d(,¢) =¥ = ¢ |l (A.5)

tal que:
(i) d(v, 8) = d(6, 1)
(i) d(v, ¥) = 0;
(ili) d(, ) > 0se ¥ # 6, ¢
(iv) d(w, ¢) < d(tb, x) + d(x, ) para quaisquer , 6,y € V.
Diz-se que um espaco vetorial onde temos uma métrica definida é um espaco métrico.
Dois elementos 1) e ¢ de V sao ditos ortogonais se (|¢) = 0. Um vetor ¢ é descrito
como sendo normalizado se || ¢ ||= 1. Um conjunto de vetores 1y, s, ... é entdo ortonor-
mal se (;|v;) = 6;; parai,7 =1,2,3....
Conjuntos ortonormais sao muito uteis como bases. Se V é um espaco vetorial de
dimensiao d munido de um produto interno e se a base da equacao (A.2) é um conjunto
ortonormal em V, entdao podemos formar um produto interno em ambos os lados da

equacao (A.2) com o vetor 1); resultando

d d

(W) =) an(Wsle) =Y ardi = a;.

k=1 k=1
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O que implica que a equacao (A.2) pode ser reescrita como

=D (Velt) . (A.6)

d
k=1

A.3 Espacos de Hilbert

Para espagos vetoriais (com produto interno) de dimensao infinita é natural esperar
que a expansdo (A.6) seja valida trocando-se a série finita por uma infinita. Isso imedi-
atamente levanta a questao sobre a convergéncia de tais séries infinitas. Com a métrica
introduzida na secao anterior pode-se dizer que a sequéncia infinita ¢1, ¢9, ... de vetores
num espaco vetorial V' (munido de um produto interno) tende para um limite ¢ € V (ou
seja, ¢, — ¢ quando n — o0) se, e somente se, d(d,, ) — 0 quando n — co. Entao para
uma série infinita pode-se dizer que Z]Oil 1; converge para ¢ se a sequéncia de somas
parciais definidas para n = 1,2, ... por ¢, = Z;;l 1; converge para ¢.

Uma sequéncia para a qual

lim d(¢n, pm) =0

n,Mm—00

(onde m e n tendem para o infinito independentemente) é chamada de sequéncia de

Cauchy.

Definicao A.3.1. Um espaco de Hilbert H ¢ um espaco vetorial sobre o corpo dos com-
plexos C, no qual esté definido um produto interno e de tal maneira que toda sequéncia

de Cauchy converge para um elemento de H.

Definicao A.3.2. Um espago de Hilbert H é dito ser separdvel se existir um conjunto
enumeravel de elementos S contido em H tal que todo vetor ¢ € ‘H possui algum elemento
¢ € S arbitrariamente perto dele. Ou seja, para qualquer ¥ € H e qualquer € > 0 deve
existir um ¢ € S tal que d(¢,v) < e. O conjunto S ¢ entdo dito ser denso em H.

Definicao A.3.3. Um conjunto ortonormal de vetores 1,15, ... de um espaco de Hilbert

‘H é dito ser completo se nao existir vetor nao nulo de H que seja ortogonal a cada um

dos Y1, 1o, ....

Dadas as defini¢coes acima os seguintes dois teoremas sao suficientes para que possamos

garantir a validade de (A.6) para espagos de dimensao infinita.

Teorema A.3.1. Se um espaco de Hilbert H de dimensao infinita é separavel, entao este
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espaco contém pelo menos um conjunto completo ortonormal, e todo conjunto completo

ortonormal de vetores neste espaco é enumeravel.

Teorema A.3.2. Se o conjunto de vetores /1,1, ... forma um conjunto completo orto-
normal para um espaco de Hilbert H de dimensao infinita, entao qualquer vetor v deste

espaco pode ser escrito como

=D (Velt) . (A7)

00
k=1
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APENDICE B - Um Valor para a Constante
de Normalizacao das

Autofuncoes de Momento

No texto as autofuncoes do momento foram calculadas sem a especificacao da cons-
tante de normalizagao, neste apéndice é mostrado uma forma para a determinacao de tal
constante, comecamos escrevendo o produto interno entre as autofungoes do momento na
representacao de posicao

, —+o00 dl’ .
(p,IP) = -, m@w!wxxlw

2

o/

o0 _
_ / dx N*exp [ ng In (1 + yx)l N exp {% In(1+ ’yx)}
- Y 2

1 1+
o dr iln (1 + ~yx)
— N 2 Dl S Ay SV A
al /_1 1+~x P [ Ry (P, py)]
too Tln (14 vy tIn (14 yx
= |N|2/ d[%} eXp [%(ﬁ% _pw)}
= (pylit) = INP2h3(p, — ) (B.1)
onde usamos o resultado da teoria das distribui¢oes: §(z—a') = 5= fj;o dy exp [iy(z — 2')].

A expressao (B.1) mostra que os autokets do momento sao ortogonais, podemos escolher
a constante N de tal forma a obter uma relacao de ortonormalizacao para esses autokets,

a escolha que permite uma tal ortonormalizacao é obvia:

1

N =
V2rh

(B.2)

Podemos usar um raciocinio analogo ao utilizado no Capitulo 2 e deduzir a completeza

a partir da ortogonalizagao, claramente a relagdo (B.1) conduz a relacdo de ortogonaliza-



¢ao convencional para o momento, ou seja:

+0oo
/ dp’y|pw><p'y| =L

o0
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(B.3)
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