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RESUMO

Apresentamos uma álgebra de Heisenberg deformada do tipo [x̂, p̂] = i~f(x̂) oriunda de
uma rede�nição do operador de translação. Apontamos qual espaço de Hilbert deve ser
usado para a representação da álgebra em questão e explicitamos a forma dos operado-
res de posição e momento em tal espaço, além disso, escrevemos também a equação que
rege a evolução temporal dos sistemas quânticos (a equação de Schrödinger) e à utili-
zamos na solução de um problema tradicional da mecânica quântica usual: O oscilador
harmônico imerso num campo elétrico uniforme. Vale ainda salientar que utilizamos um
método pouco comum para a solução do oscilador harmônico, o método da transformada
de Laplace.

Palavras-chave: Mecânica Quântica. Espaço de Hilbert. Álgebra Deformada. Trans-
formada de Laplace. Oscilador Harmônico.



ABSTRACT

We present an algebra of deformed Heisenberg-type [x̂, p̂] = i~f(x̂) arising from a re-
de�nition of the translation operator. We point out that the Hilbert space should be
used for the representation of the algebra in question and show the explicit form of the
position and momentum operators in this space, in addition, we also write the equations
that governs the time evolution of quantum systems (the Schrödinger equation) and use
it to solve a traditional problem in the usual quantum mechanics: the harmonic oscillator
immersed in a uniform electric �eld . It should also point out that we used an unusual
method to the solution of the harmonic oscillator, the method of the Laplace transform.

Keywords: Quantum Mechanics. Hilbert Space. Deformed Algebra. Laplace Transform.
Harmonic Oscillator.
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1 INTRODUÇÃO

Durante as duas últimas décadas o estudo das álgebras de Heisenberg deformadas (de

diferentes formas) vêm atraindo bastante atenção. A história desse assunto é muito longa.

O trabalho de H. S. Snyder [1] em 1947 propondo uma álgebra de Heisenberg deformada

de forma a preservar a invariância de Lorentz e culminando com uma quantização do

espaço-tempo foi o primeiro artigo publicado nessa área. Por um longo tempo, depois do

trabalho de Snyder, apenas poucos trabalhos foram realizados nessa área. Recentemente

o interesse no assunto foi renovado por conta de investigações em teoria de cordas e gra-

vitação quântica, as quais sugerem uma incerteza mínima não-nula na posição oriunda de

um princípio de incerteza generalizado. Em [2,3] foi mostrado que pode-se obter tanto o

principio de incerteza generalizado bem como uma incerteza mínima no operador posição

através da adição de um termo proporcional ao quadrado do operador momento no lado

direito da relação de comutação canônica. Posteriormente, muitos outros trabalhos foram

publicados nessa mesma linha de pesquisa, alguns exemplos são: O oscilador harmô-

nico isotrópico d-dimensional com incerteza mínima na posição [4], o oscilador harmônico

unidimensional com ambas as incertezas na posição e no momento [5], o problema de

Coulomb unidimensional [6], o problema de Coulomb em três dimensões sob a ótica da

teoria da pertubação [7] e mais recentemente (em 2012) um trabalho que �xa os tipos

de função de deformação que implicam comprimento mínimo [8]. Na contramão de tais

exemplos, recentemente R. N. Costa Filho et al. introduziram uma álgebra de Heisen-

berg deformada pela adição de um termo proporcional ao operador posição na relação de

comutação canônica, a aparição de tal termo sendo justi�cada por uma modi�cação no

operador de translação, modi�cação essa que permite a obtenção de uma equação do tipo

Schrödinger capaz de modelar sistemas com massa dependente da posição [9].

O presente trabalho tem por objetivo principal a investigação dos aspectos teóricos

mais importantes da álgebra introduzida por R. N. Costa Filho et al.. Como subproduto

do objetivo principal temos aqui também desenvolvido uma grande parte do formalismo

do artigo original, facilitando assim a compreensão do assunto em questão.
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No Capítulo 2 expomos o operador de translação que origina a álgebra deformada que

iremos estudar, estudamos a relação de incerteza associada a esta nova álgebra e de�ni-

mos o espaço de Hilbert no qual iremos representá-la. Nesse "novo" espaço de Hilbert,

encontramos como de praxe, a forma do operador momento, suas autofunções, as relações

de ortonormalização e completeza para as autofunções da posição e explicitamos a forma

da equação de Schrödinger. Terminamos o capítulo com um pequeno resumo contendo os

principais aspectos da teoria. No Capítulo 3 empregamos o formalismo desenvolvido no

Capítulo 2 para resolver dois problemas clássicos da teoria tradicional, o oscilador harmô-

nico com campo elétrico aplicado e a partícula livre. No Capítulo 4 expomos a conclusão

do trabalho.

No Apêndice A encontra-se uma breve revisão de alguns conceitos matemáticos fun-

damentais que aparecem no texto, facilitando assim a compreensão daqueles menos fa-

miliarizados com a teoria quântica. No Apêndice B mostramos uma escolha conveniente

para a constante de normalização das autofunções de momento.



14

2 FORMALISMO BÁSICO

Neste capítulo é introduzido uma forma alternativa do operador de translação, tal

forma foi proposta com o objetivo de explicar sistemas com massa dependente da posição

[9] e induz algumas modi�cações na estrutura matemática da mecânica quântica, ou seja,

no espaço de Hilbert. Tais modi�cações são necessárias pois de acordo com essa proposta

somos levados a uma nova relação de comutação entre os operadores de posição e de

momento, essa nova relação de comutação de�ne uma estrutura algébrica sobre o espaço

de Hilbert que não pode mais ser realizada da forma tradicional, pois a forma do operador

de momento que veri�ca tal álgebra não é mais hermitiano no espaço das funções de onda

quadrado integráveis padrão. Pode-se contornar esse problema mediante a apresentação

de um novo espaço de Hilbert para a realização da nova relação de comutação. Neste

capítulo apresentamos esse novo espaço de Hilbert e apontamos seus aspectos teóricos

mais importantes.

2.1 O Operador de Translação e a Relação de Incerteza

Considere um estado bem localizado ao redor da posição x que pode ser mudado para

outro estado bem localizado ao redor da posição x + dx(1 + γx) com todas as outras

propriedades físicas inalteradas, onde o parâmetro γ > 0 é o inverso de um comprimento

característico que determina a mistura entre o deslocamento e a posição de estado original

e exigimos aqui também que (1+γx) > 0. Para γ 6= 0, o deslocamento depende explicita-

mente da posição do sistema em questão, quando γ = 0 recuperamos a translação padrão.

O processo em questão pode ser matematicamente descrito pelo operador de translação

Tγ(dx) de�nido por sua ação sobre um ket de posição |x〉 como:

Tγ(dx)|x〉 = |x+ dx(1 + γx)〉. (2.1)

O operador de translação de�nido na equação (2.1) é não aditivo (em conseqüência, uma

translação �nita não pode mais ser encarada como uma sucessão de translações in�nite-
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simais), como pode ser visto abaixo:

Tγ(dx′)Tγ(dx′′)|x〉 = Tγ(dx′)|x+ dx′′(1 + γx)〉

= |[x+ dx′′(1 + γx)] + dx′{1 + γ[x+ dx′′(1 + γx)]}〉

= |x+ (dx′ + dx′′ + γdx′dx′′)(1 + γx)〉

= Tγ(dx′ + dx′′ + γdx′dx′′)|x〉

⇒ Tγ(dx′)Tγ(dx′′) = Tγ(dx′ + dx′′ + γdx′dx′′). (2.2)

O inverso do operador de translação é:

T −1
γ (dx)|x〉 =

∣∣∣∣ x− dx1 + γdx

〉
. (2.3)

É interessante notar que T −1
γ (dx) 6= Tγ(−dx), a seguir é mostrado que o operador de�nido

em (2.3) é realmente o operador inverso do operador de translação

T −1
γ (dx)Tγ(dx)|x〉 = T −1

γ (dx)|x+ dx(1 + γx)〉

=

∣∣∣∣(x+ dx+ γdxx)− dx
1 + γdx

〉
=

∣∣∣∣x+ γdxx

1 + γdx

〉
=

∣∣∣∣x(1 + γdx)

1 + γdx

〉
= |x〉

e

Tγ(dx)T −1
γ (dx)|x〉 = Tγ(dx)

∣∣∣∣ x− dx1 + γdx

〉
=

∣∣∣∣ x− dx1 + γdx
+ dx[1 + γ(

x− dx
1 + γdx

)]

〉
=

∣∣∣∣x− dx+ dx+ γdx2 + γdxx− γdx2

1 + γdx

〉
=

∣∣∣∣x+ γdxx

1 + γdx

〉
= |x〉.

Assim como o operador de translação padrão, o nosso operador Tγ(dx) também torna-se

a identidade quando dx→ 0,

lim
dx→0
Tγ(dx) = 1̂. (2.4)

Agora, recordando que qualquer translação é gerada por um momento, passamos a partir

de agora a representar o operador de translação em função de um operador de momento
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generalizado p̂γ como abaixo:

Tγ(dx) ≡ 1̂− ip̂γdx

~
. (2.5)

Nesse ponto já estamos em condições de deduzir a nossa relação de comutação fun-

damental, o procedimento em questão é descrito em detalhes abaixo.

[x̂, Tγ(dx)]|x〉 = x̂Tγ(dx)|x〉 − Tγ(dx)x̂|x〉

= x̂|x+ dx(1 + γx)〉 − xTγ(dx)|x〉

= [x+ dx(1 + γx)]|x+ dx(1 + γx)〉 − x|x+ dx(1 + γx)〉

= dx(1 + γx)|x+ dx(1 + γx)〉

⇒ [x̂, Tγ(dx)]|x〉 ' dx(1 + γx)|x〉, (2.6)

onde o erro cometido em (2.6) é da ordem de dx2 ou superior. Agora, substituindo (2.5)

em (2.6), obtemos:

[x̂, Tγ(dx)]|x〉 = [x̂,

(
1̂− ip̂γdx

~

)
]|x〉

=
−idx
~

[x̂, p̂γ]|x〉 = dx(1 + γx)|x〉

⇒ [x̂, p̂γ]|x〉 = i~(1 + γx)|x〉

⇒ [x̂, p̂γ] = i~(1̂ + γx̂). (2.7)

A relação de comutação (2.7) de�ne uma estrutura algébrica sobre o espaço de Hilbert

denominada de álgebra de Heisenberg deformada1, em nosso caso a deformação se dá

através da introdução de um termo proporcional ao operador posição. Uma observação

importante aqui é que podemos recuperar a relação de comutação padrão a partir da (2.7)

se �zermos γ → 0 e como essa relação é a base da teoria que vamos desenvolver, esperamos

que tal característica se manifeste em todos os resultados encontrados. Mediante o fato

de estarmos tratando agora não mais com o comutador canônico entre os operadores de

posição e momento, algumas questões de suma importância na teoria quântica podem

ser colocadas: (1) Como �ca agora a relação de incerteza entre os operadores de posição

e momento? (2) Essa nova álgebra pode ainda ser representada no espaço das funções

de onda quadrado integráveis, mais ainda, existe realmente uma representação no espaço

de Hilbert para tal álgebra? No presente trabalho pretendemos elucidar essas e outras

questões de interesse de maneira clara e didática, comecemos com a questão da relação

de incerteza.
1As álgebras de Heisenberg deformadas mais gerais possuem a forma [x̂, p̂] = i~f(x̂, p̂).
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Utilizando a forma geral da relação de incerteza para dois observáveis quaisquer A e

B [10,11]

∆A∆B ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|, (2.8)

encontramos a resposta para a primeira pergunta levantada e escrevemos a relação de

incerteza como:

∆x̂∆p̂γ ≥
1

2
|〈[x̂, p̂γ]〉| =

1

2
|〈i~(1 + γx̂)〉|

⇒ ∆x̂∆p̂γ ≥
~
2

(1 + γ〈x̂〉). (2.9)

A relação de incerteza (2.9) difere da sua análoga tradicional pela aparição do termo γ〈x̂〉
no lado direito. O estudo das álgebras de Heisenberg deformadas mostra que o surgimento

de fatores adicionais na relação de incerteza podem induzir incertezas mínimas não-nulas

no operador posição e/ou no operador momento. A investigação da existência ou não

de tais incertezas é de extrema importância, pois funciona como uma espécie de guia

apontando para qual forma de representação devemos utilizar para que possamos realizar

a nossa álgebra. Por exemplo, a aparição de uma incerteza mínima não-nula no operador

de posição (comprimento mínimo) implica que não mais se pode utilizar os autokets de

posição como geradores do espaço de Hilbert (nesse caso o operador posição ainda continua

sendo um operador simétrico, mas perde sua auto-adjuntividade [2]) e consequentemente

devemos utilizar a representação de momento, analogamente, uma incerteza mínima não

nula no operador momento implica na não existência de um espaço de Hilbert gerado

pelos autokets do momento2. No que se segue iremos investigar a existência ou não de

tais incertezas mínimas não-nulas para o nosso caso.

Vamos primeiramente investigar a existência de uma incerteza mínima não-nula para

o operador posição (comprimento mínimo). Olhando a desigualdade (2.9) podemos notar

que a incerteza no operador posição ∆x̂ pode ser feita arbitrariamente pequena, bastando

que para isso tomemos a incerteza no momento ∆p̂γ grande de modo a manter válida ainda

a desigualdade em questão, o que nos diz que em nossa álgebra não existe incerteza

mínima não-nula para o operador posição. Esse é um resultado de certa forma

esperado, visto que na derivação do nossa relação de comutação fundamental utilizamos

explicitamente os autokets de posição e a idéia de localidade dos mesmos, a existência de

uma incerteza mínima não-nula para o operador posição seria na verdade uma negação

da hipótese por nós assumida. Novamente, olhando para a desigualdade (2.9) percebemos

que não podemos agora usar uma argumentação semelhante para o caso do operador

2No caso da existência de ambas as incertezas não podemos mais usar o espaço de Hilbert tradicional
para representar a nossa álgebra e somos forçados a representar a álgebra em questão através do espaço
de Bargmann-Fock [12]
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momento, pois do lado direito da desigualdade existe um termo da mesma ordem de

grandeza que ∆x̂, o termo γ〈x̂〉, e este termo pode crescer tão ou mais rápido que ∆x̂. De

fato, o crescimento do termo γ〈x̂〉 pode ser tal que o crescimento como um todo do lado

direito da desigualdade se torne superior ao lado esquerdo para algum valor de ∆x̂, se isso

acontecer não mais poderemos tomar um valor arbitrariamente pequeno para ∆p̂γ (pois

isso violaria a nossa desigualdade) e teremos uma velocidade mínima em nossa álgebra.

Sendo assim, teremos que fazer uso de algum outro artifício para veri�car a nossa questão

sobre a existência de um incerteza mínima não-nula para o operador momento. O valor

mínimo que o produto das incertezas pode ter acontece quando assumimos a igualdade

em (2.9), ou seja

∆x̂∆p̂γ =
~
2

(1 + γ〈x̂〉),

queremos saber para qual limite ∆p̂γ tende quando ∆x̂ cresce inde�nidamente, então,

tudo o que precisamos fazer para checar se existe ou não uma incerteza mínima não-nula

para ∆p̂γ é investigar o limite da expressão ~
2∆x̂

(1 + γ〈x̂〉). Primeiramente temos que por

de�nição:

(∆x̂)2 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 ⇒ 〈x̂〉 = ±
√
〈x̂2〉 − (∆x̂)2,

o sinal negativo na expressão para 〈x̂〉 não é de interesse pois nesse caso ele apenas

diminuiria o lado direito da desigualdade (2.9). Das considerações acima podemos concluir

que o limite mínimo para a incerteza no momento é dada pela expressão

min(∆p̂γ) = lim
∆x̂→∞

~
2∆x̂

(1 + γ
√
〈x̂2〉 − (∆x̂)2),

como estamos supondo que
√
〈x̂2〉 − (∆x̂)2 vai para o in�nito (pois essa é a única possi-

bilidade que pode implicar numa incerteza mínima não-nula), podemos aplicar a regra de

L'Hôspital para obter

lim
∆x̂→∞

~
2∆x̂

(1 + γ
√
〈x̂2〉 − (∆x̂)2) =

~γ
4

lim
∆x̂→∞

(2∆x̂− 2∆x̂)√
〈x̂2〉 − (∆x̂)2

= 0,

onde foi usado o fato de que
∂〈x̂2〉
∂∆x̂

= 2∆x̂.

Mostramos assim que a exemplo do operador posição o operador momento também

não possui uma incerteza mínima não-nula, o que implica, entre outras coisas, que

podemos usar também seus autokets como base para o espaço dos estados. Por uma

questão de conveniência, manteremos a escolha tradicionalmente usada nos livros textos,

ou seja, usaremos os autokets da posição como os vetores para formar a base do nosso

espaço dos estados.
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2.2 Construindo um Espaço de Hilbert para as Funções

de Onda

2.2.1 O Espaço L2
γ

Com o intuito de conferir coerência matemática ao modelo proposto vamos construir

um espaço de Hilbert de tal forma a conciliar a nossa álgebra deformada com a hermiti-

cidade do operador momento3, hermiticidade esta que deixa de ser válida, como pode ser

visto na ref. [13], se quisermos continuar trabalhando num espaço de Hilbert do tipo L2

tradicionalmente usado em mecânica quântica.

De�nição 2.2.1. O nosso espaço de Hilbert será composto por todas as funções ψ(x)

que por de�nição possuem a integral∫ +∞

− 1
γ

|ψ(x)|2 dx

1 + γx

convergente (à Lebesgue [14]) e �nita, onde γ > 0 é um parâmetro real e x é um número

real qualquer pertencente ao intervalo (− 1
γ
,+∞). À esse novo conjunto de funções, que

é ainda um espaço de funções quadrado integráveis4 só que agora com uma função peso

no integrando dada por f(x) = 1
1+γx

denotaremos por L2
γ(− 1

γ
,+∞) ou simplesmente L2

γ.

Da análise funcional, sabe-se que os espaços de Hilbert possuem um produto interno,

uma norma e uma métrica bem de�nidos. Passemos então a tais de�nições para o nosso

caso.

De�nição 2.2.2. Sejam ψα(x) e ψβ(x) duas funções quaisquer pertencentes ao espaço

L2
γ, o produto interno (ou escalar) em L2

γ é de�nido por:

〈β|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

ψ∗β(x)ψα(x)
dx

1 + γx
. (2.10)

Pode-se notar que a de�nição (2.10) se reduz a de�nição tradicional no limite γ → 0.

Vamos mostrar agora que de�nição feita por nós veri�ca os axiomas de produto escalar:

(i) 〈β|α〉 e 〈α|β〉 são ambos o complexo conjugado um do outro,

〈β|α〉 = 〈α|β〉∗. (2.11)

3Segundo um dos postulados da mecânica quântica a hermiticidade de um operador é necessária para
que este possa representar uma grandeza física num determinado espaço de Hilbert

4Na verdade ambos L2 e L2
γ são casos particulares do espaço das funções quadrado integráveis L2

de�nido de forma que
∫ b
a
|ψ(x)|2µ(x)dx <∞ para µ(x) positiva de�nida no intervalo [a, b].
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Demonstração

〈β|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)ψα(x) =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
[ψ∗α(x)ψβ(x)]∗

=

[ ∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗α(x)ψβ(x)

]∗
= 〈α|β〉∗.

(ii) Postulado da métrica positiva de�nida,

〈α|α〉 ≥ 0, (2.12)

onde a igualdade só é válida se |α〉 for o ket nulo.

Demonstração

〈α|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
|ψα(x)|2

e como o integrando é sempre positivo, temos que a integral será sempre positiva.

(iii) O produto interno é linear em relação ao ket,

〈β|a1α1 + a2α2〉 = a1〈β|α1〉+ a2〈β|α2〉. (2.13)

Demonstração

〈β|a1α1 + a2α2〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)[a1ψα1(x) + ψα2(x)]

= a1

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)ψα1(x) + a2

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)ψα2(x)

= a1〈β|α1〉+ a2〈β|α2〉.

(iv) O produto interno é antilinear em relação ao bra,

〈b1β1 + b2β2|α〉 = b∗1〈β1|α〉+ b∗2〈β2|α〉. (2.14)

Demonstração

〈b1β1 + b2β2|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
[b1ψβ1(x) + b2ψβ2(x)]∗ψα(x)

= b∗1

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β1(x)ψα(x) + b∗2

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β2(x)ψα(x)
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= b∗1〈β1|α〉+ b∗2〈β2|α〉.

De�nição 2.2.3. Seja ψα(x) uma função pertencente a L2
γ, a norma de ψα(x) em (a, b)

é de�nida por:

‖ ψα ‖=
√
〈α|α〉, (2.15)

a norma de�nida pela (2.15) é por vezes dita ser uma norma induzida pelo produto interno.

De�nição 2.2.4. Sejam ψα(x) e ψβ(x) duas funções quaisquer de L2
γ, de�nimos a métrica

(ou distância) entre ψα(x) e ψβ(x) por

d(α, β) =‖ ψα − ψβ ‖ (2.16)

Resta-nos aqui um último critério para garantir que o espaço L2
γ por nós de�nido é

um espaço de Hilbert, temos ainda que mostrar que toda sequência de Cauchy5 em L2
γ

converge para um elemento desse conjunto. A demonstração nesse caso se da através do

teorema de Riesz-Fischer o qual possui uma demonstração matemática bastante complexa

e por esta razão vamos apenas enunciá-lo.

Teorema 2.2.1 (Riesz-Fischer). Se {uk} é uma sequência de Cauchy em L2 então {uk}
é convergente em L2.

2.2.2 O Espaço F

Até aqui a teoria por nós desenvolvida no que diz respeito ao espaço L2
γ é desprovida

de qualquer signi�cado físico. Podemos atribuir um signi�cado físico ao espaço L2
γ (ou

mais precisamente a uma parte dele) mediante a seguinte de�nição.

De�nição 2.2.5. O espaço das funções de onda F é um subconjunto do L2
γ tal que para

cada ket |α〉 do espaço de estados ξx da partícula, associamos uma e somente uma função6

ψα(x) ≡ 〈x|α〉 em F ; ou seja, cada função ψα(x) ∈ F é encarada como uma projeção do

ket de estado |α〉 na direção dos vetores de base |x〉 (autokets do operador posição).

5No Apêndice A encontra-se a de�nição de sequência de Cauchy
6A qual representa a amplitude da densidade de probabilidade de se encontrar uma partícula entre x

e x+ dx(1 + γx)
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2.3 A Representação de Posição

2.3.1 As Relações de Completeza e Ortonormalização

Como estamos trabalhando agora num espaço de Hilbert de�nido de forma diferente

da usual, esperamos que as relações de ortonormalização e completeza sejam modi�cadas

de tal forma a se adequar ao nosso novo conjunto de interesse. Vamos examinar então

como estas duas relações se apresentam.

Podemos partir da nossa de�nição de produto escalar para encontrar a forma do

operador identidade em F (relação de completeza):

〈β|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)ψα(x) =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
〈β|x〉〈x|α〉

= 〈β|
[ ∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
|x〉〈x|

]
|α〉

⇒
∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
|x〉〈x| = 1. (2.17)

Podemos agora facilmente encontrar a relação de ortonormalização usando a relação de

completeza, para tanto vamos inserir essa relação numa função de onda arbitrária 〈x′|α〉,

〈x′|α〉 = 〈x′|1̂|α〉 = 〈x′|
∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
|x〉〈x|α〉

⇒ 〈x′|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

(
〈x′|x〉
1 + γx

)
〈x|α〉

⇒ 〈x′|x〉 = (1 + γx)δ(x′ − x). (2.18)

2.3.2 O Operador Posição

A forma do operador posição na base de seus autokets é bastante simples de ser obtida,

senão vejamos:

〈x|x̂|α〉 = x〈x|α〉

logo na representação de posição, o operador de posição é representado simplesmente por

seus autovalores,

x̂ = x (2.19)

Seja A um operador de�nido no espaço das funções de onda. Por de�nição [10], o
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operador A será hermitiano, se e somente se:

〈Aβ|α〉 = 〈β|Aα〉.

ou de maneira equivalente

〈β|A|α〉 = 〈α|A|β〉∗. (2.20)

Dada a de�nição de operador hermitiano, vamos mostrar agora que o operador posição

satisfaz a condição de hermiticidade (2.20), começamos por inserir a relação de completeza

no lado esquerdo da (2.20),

〈β|x̂|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
〈β|x〉〈x|x̂|α〉

=

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)xψα(x)

=

[ ∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗α(x)xψβ(x)

]∗
= 〈α|x̂|β〉∗

e assim está mostrada a hermiticidade do operador posição.

2.3.3 O Operador Momento

Examinamos aqui qual deve ser a aparência do operador de momento no novo espaço

de Hilbert das funções de onda quadrado integráveis, é lógico esperar que ele sofra alguma

modi�cação na sua forma, pois esse operador foi de�nido em função de um outro o qual

modi�camos (o operador de translação). O ponto de partida para esta tarefa é a de�nição

de momento como gerador de translações in�nitesimais:(
1̂− ip̂γδx

~

)
|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
Tγ(δx)|x〉〈x|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
|x+ δx(1 + γx)〉〈x|α〉

fazemos agora

x′ = x+ δx(1 + γx)⇒ x =
x′ − δx
1 + γδx

⇒ dx =
dx′

1 + γδx

⇒
(

1̂− ip̂γδx

~

)
|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx′

1 + γx′
|x′〉〈 x

′ − δx
1 + γδx

|α〉

=

∫ +∞

− 1
γ

dx′

1 + γx′
|x′〉
[
〈x′|α〉 − δx(1 + γx′)

d

dx′
〈x′|α〉

]
,
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onde foi usada a expansão em série de Taylor

〈 x
′ − δx

1 + γδx
|α〉 ' 〈x′|α〉 − δx(1 + γx′)

d

dx′
〈x′|α〉,

⇒
(

1̂− ip̂γδx

~

)
|α〉 = |α〉 − δx

∫ +∞

− 1
γ

dx′|x′〉 d
dx′
〈x′|α〉

⇒ p̂γ|α〉 = −i~
∫ +∞

− 1
γ

dx′|x′〉 d
dx′
〈x′|α〉

⇒ 〈x|p̂γ|α〉 = −i~
∫ +∞

− 1
γ

dx′〈x|x′〉 d
dx′
〈x′|α〉

= −i~
∫ +∞

− 1
γ

dx′(1 + γx′)δ(x− x′) d

dx′
〈x′|α〉

⇒ 〈x|p̂γ|α〉 = −i~(1 + γx)
d

dx
〈x|α〉. (2.21)

Portanto, na representação de posição o operador momento tem a seguinte forma:

p̂γ = −i~(1 + γx)
d

dx
. (2.22)

Tendo encontrado a forma do operador momento, vamos mostrar agora que este jun-

tamente com o operador posição veri�cam a álgebra (2.7):

[x̂, p̂γ]ψα(x) = x(−i~)(1 + γx)
d

dx
ψα(x) + (i~)(1 + γx)

d

dx
[xψα(x)]

= x(−i~)(1 + γx)
d

dx
ψα(x) + i~(1 + γx)ψα(x) + x(i~)(1 + γx)

d

dx
ψα(x)

= i~(1 + γx)ψα(x)

⇒ [x̂, p̂γ] = i~(1 + γx),

mostramos assim que a álgebra de�nida por (2.7) pode ser realizada no nosso espaço de

funções F .

Vamos mostrar agora que o operador de momento generalizado p̂γ é hermitiano. co-

meçamos por inserir a relação de completeza no lado esquerdo da (2.20),

〈β|p̂γ|α〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
〈β|x〉〈x|p̂γ|α〉

=

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗β(x)(−i~)(1 + γx)

d

dx
ψα(x)
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= −i~
∫ +∞

− 1
γ

dx ψ∗β(x)
d

dx
ψα(x) = −i~

∫ +∞

− 1
γ

ψ∗β(x) d[ψα(x)]

= −i~
∫ +∞

− 1
γ

d[ψα(x)ψ∗β(x)]− ψα(x)d[ψ∗β(x)] = i~
∫ +∞

− 1
γ

ψα(x)d[ψ∗β(x)]

(onde foi usado o fato de que as funções de onda se anulam nos extremos de integração)

⇒ 〈β|p̂γ|α〉 =

{
− i~

∫ +∞

− 1
γ

ψ∗α(x) d[ψβ(x)]

}∗

=

[ ∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
ψ∗α(x)(−i~)(1 + γx)

d

dx
ψβ(x)

]∗
= 〈α|p̂γ|β〉∗

como queríamos. É importante salientar aqui que a hermiticidade do operador p̂γ garante

que o operador de translação é unitário, como pode ser visto abaixo.

T †γ (dx)Tγ(dx) =

(
1̂ +

ip̂†γdx

~

)(
1̂− ip̂γdx

~

)

=

(
1̂− ip̂γdx

~
+
ip̂†γdx

~
+
p̂γ p̂

†
γ(dx)2

~2

)
∼= 1̂

onde o erro cometido na aproximação é de segunda ordem em dx. Sendo Tγ um operador

unitário, este pode atuar nos kets sem alterar a sua norma, ou seja, se o sistema esta num

estado representado por um ket arbitrário |α〉 que é unitário, depois que o operador de

translação atua, o sistema vai se encontrar num estado |β〉 = Tγ|α〉 de tal forma que o

novo ket |β〉 ainda terá a norma unitária. Em suma, a norma é invariante sob translações.

Em símbolos:

〈β|β〉 = 〈α|T †γ Tγ|α〉 = 〈α|1̂|α〉 = 〈α|α〉.

2.3.4 Os Autokets do Operador Momento

Vamos escrever agora a forma das autofunções do operador momento na base de

posição, começamos pela relação (2.21); tomando |α〉 como o autovetor de momento |p̂γ〉,
obtemos

〈x|p̂γ|pγ〉 = −i~(1 + γx)
d

dx
〈x|pγ〉 (2.23)

⇒ pγ〈x|pγ〉 = −i~(1 + γx)
d

dx
〈x|pγ〉

⇒ ipγ
~

dx

1 + γx
=
d〈x|pγ〉
〈x|pγ〉
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⇒ ipγ
~

∫
dx

1 + γx
=

∫
d〈x|pγ〉
〈x|pγ〉

⇒ ipγ
~γ

ln(1 + γx) + C = ln 〈x|pγ〉

⇒ 〈x|pγ〉 = N exp

[
ipγ
~γ

ln (1 + γx)

]
(2.24)

onde N é uma constante de normalização.

2.3.5 A Equação de Schrödinger

Nesse tópico analisamos como �ca a forma de um dos mais importantes postulados

da mecânica quântica, a equação de Schrödinger. Sabemos que a deformação imposta

ao comutador canônico (oriunda de uma rede�nição do operador de translação) implica

numa deformação equivalente no operador momento, tal deformação obviamente vai se

re�etir no operador hamiltoniano do sistema e por conseguinte também na equação de

Schrödinger.

Comecemos pela consideração de que no presente trabalho apenas estaremos interes-

sados em hamiltonianas independentes do tempo, ou seja, sistemas para os quais a energia

permanece inalterada com o passar do tempo. Sob a ótica de tais sistemas, o operador

hamiltoniano assume a forma:

Ĥ =
p̂2
γ

2m
+ V (x̂). (2.25)

A equação de Schrödinger dependente do tempo é [11] :

i~
∂

∂t
|α, t〉 = Ĥ|α, t〉, (2.26)

na representação de posição escrevemos a (2.26) como

i~
∂

∂t
〈x|α, t〉 = 〈x|Ĥ|α, t〉 (2.27)

ou

i~
∂

∂t
φα(x, t) = Hφα(x, t),

donde podemos usar a separação de variáveis:

φα(x, t) = ψα(x)e−
iEt
~ (2.28)

para obtermos

Hψα(x) = Eψα(x). (2.29)
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Agora explicitando H na representação de posição obtemos:{
1

2m

[
− i~(1 + γx)

d

dx

(
− i~(1 + γx)

d

dx

)]
+ V (x)

}
ψα(x) = Eψα(x)

⇒
{
− ~2

2m

[
(1 + γx)2 d

2

dx2
+ γ(1 + γx)

d

dx

]
+ V (x)

}
ψα(x) = Eψα(x). (2.30)

A equação (2.30) é a nossa equação de Schrödinger resultante, aparentemente esta

equação é mais complicada que sua análoga tradicional pois surgiram novos termos den-

tre eles uma nova diferencial em primeira ordem na função dependente. É interessante

observar que, se mais uma vez �zermos o parâmetro γ tender a zero, recuperaremos a

forma original da equação de Schrödinger. A equação (2.30) pode ser reduzida a forma

tradicional da equação de Schrödinger através da seguinte transformação de ponto:

η = ± ln (1 + γx)

γ
(2.31)

⇒ d

dη
= ±(1 + γx)

d

dx

e substituindo na relação (2.30) obtemos:[
− ~2

2m

d2

dη2
+ Veff (η)

]
ψα(η) = Eψα(η). (2.32)

Como podemos ver, a equação (2.32) tem realmente a forma da equação de Schrödinger

tradicional, a diferença é que agora teremos que resolver um novo potencial, a saber,

o potencial efetivo Veff (η) na nova variável η. O fato de podermos recuperar a forma

canônica da equação de Schrödinger através de uma transformação de ponto na repre-

sentação de posição permite agora um mapeamento que pode ser utilizado para resolver

alguns problemas sem precisarmos resolver a equação para o potencial efetivo. A ref. [15]

é um exemplo de tal mapeamento, nela o problema do oscilador harmônico é mapeado

no potencial de Morse [16]. É óbvio que tal mapeamento não será sempre vantajoso, por

exemplo, sabemos que a equação de Schrödinger somente admite soluções analíticas para

certas classes de potenciais, e pode obviamente acontecer que o potencial efetivo resul-

tante do mapeamento da equação deformada na equação tradicional seja um potencial

que não pertença a classe de potenciais solúveis analiticamente, nesse caso teremos que

encontrar alguma forma de resolver a equação deformada.

A equação (2.30) pode ainda ser colocada sob a forma [9]:

− ~2

2me

d2ψα(x)

dx2
− ~2

2

d

dx

(
1

2me

)
dψα(x)

dx
+ V (x)ψα(x) = Eψα(x) (2.33)
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onde me = m
(1+γx)2

é a massa efetiva da partícula. Equações como essa aparecem em

problemas com massa dependente da posição como por exemplo na ref. [17] onde uma

equação semelhante a (2.33) é usada para modelar o problema de uma partícula numa

heteroestrutura semicondutora.

2.4 Resumo da Teoria

Esta seção tem por objetivo a organização das idéias expostas na teoria, visto que,

no presente texto, os conceitos foram sendo construídos da forma como se apresentaram

na realidade, ou seja, o problema da álgebra deformada surgiu a partir da reformulação

de um conceito, ao contrário do que acontece de costume na maioria dos trabalhos que

tratam de álgebras deformadas, onde de�ne-se primeiramente a álgebra para em seguida

estudar as modi�cações impostas por tal de�nição nos conceitos previamente conhecidos.

Construímos um espaço de Hilbert que preserva a hermiticidade padrão dos operado-

res de momento e posição mediante a rede�nição do nosso espaço de funções quadrado

integráveis, encontramos assim um espaço de funções F isomorfo7 ao espaço dos estados

ξx gerado pelos autokets de posição |x〉 no qual os operadores assumem as formas:

x̂ = x (2.34)

e

p̂γ = −i~(1 + γx)
d

dx
. (2.35)

No espaço F encontramos a relação de ortonormalização para os autokets de posição

como sendo

〈x|x′〉 = (1 + γx′)δ(x− x′). (2.36)

Encontramos também a forma das autofunções do momento como sendo

〈x|pγ〉 = N exp

[
ipγ
~γ

ln (1 + γx)

]
. (2.37)

A relação de completeza assume em F a forma∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
|x〉〈x| = 1. (2.38)

7Duas estruturas matemáticas são ditas isomorfas se há um mapeamento um-para-um entre os ele-
mentos de tais estruturas.
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A equação de Schrödinger escrita no nosso "novo" espaço de funções é:{
− ~2

2m

[
(1 + γx)2 d

2

dx2
+ γ(1 + γx)

d

dx

]
+ V (x)

}
ψα(x) = Eψα(x). (2.39)

Mostramos que esta pode ser simpli�cada por meio da transformação:

η = ± ln (1 + γx)

γ
(2.40)

conduzindo a uma equação quem possui a forma tradicional mas agora sujeita a um

potencial efetivo em geral diferente do originalmente proposto:[
− ~2

2m

d2

dη2
+ Veff (η)

]
ψα(η) = Eψα(η). (2.41)

De posse dos resultados acima, vamos agora aplicá-los na solução de dois problemas

tradicionais da mecânica quântica padrão, o caso da partícula livre e o problema de um

oscilador harmônico imerso num campo elétrico uniforme.
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3 APLICAÇÕES: A PARTÍCULA
LIVRE E O OSCILADOR
HARMÔNICO NUM CAMPO
ELÉTRICO UNIFORME

Esse é um capítulo devotado a aplicação do formalismo desenvolvido anteriormente,

os problemas resolvidos aqui são o problema da partícula livre, que foi escolhido devido a

sua simplicidade, e o problema do oscilador harmônico num campo elétrico uniforme, este

último é um pouco mais complicado e foi escolhido dentre outras coisas porque nos permite

aplicar uma técnica de solução da equação de Schrödinger pouco comum, a técnica da

transformada de Laplace.

3.1 A Partícula Livre

O hamiltoniano para a partícula livre é:

Ĥ =
p̂2
γ

2m
. (3.1)

Neste caso em particular temos que o operador hamiltoniano Ĥ comuta com o operador

momento p̂γ, pois o primeiro é uma função do segundo. Da álgebra dos operadores lineares

[10, 11], sabemos que se dois operadores comutam então eles devem possuir autovetores

iguais a menos de uma constante multiplicativa, dessa forma podemos a�rmar que as

autofunções do momento são as mesmas autofunções para o problema da partícula livre,

e como:

Ĥ|pγ〉 = E|pγ〉 ⇒ E =
p2
γ

2m
. (3.2)

É costume de�nir aqui o chamado número de onda como sendo:

k =

√
2mE

~
=
pγ
~
. (3.3)
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Dessa forma expressamos as autoenergias da partícula livre por:

E =
~2k2

2m
, (3.4)

nota-se que aqui as autoenergias não dependem de maneira explícita do parâmetro γ. As

autofunções não normalizadas são dadas pela (2.23)

ψk(x) = N exp

[
ik

γ
ln (1 + γx)

]
.

Diferentemente do caso tradicional, a solução não é mais uma "onda plana", no entanto

a solução tradicional pode ainda ser obtida da (3.5) no limite γ → 0.

A solução geral para a partícula livre deve englobar todos os possíveis valores do

número de onda k bem como a dependência temporal, usando as (2.24), (2.28) e (3.4), a

solução na forma �nal �ca:

φα(x, t) =

∫ +∞

−∞
N(k) exp

[
ik

γ
ln (1 + γx)− i~k2t

2m

]
dk (3.5)

3.2 O Oscilador Harmônico Sujeito a um Campo Elé-

trico Uniforme

O hamiltoniano para uma partícula de carga q movendo-se sob a ação de uma força

restauradora e sujeita a um campo elétrico uniforme externo E é:

Ĥ ′ =
p̂2
γ

2m
+

1

2
mω2x̂2 − qE x̂, (3.6)

na representação de posição a (3.6) assume a forma

H ′ = − ~2

2m

[
(1 + γx)2 d

2

dx2
+ γ(1 + γx)

d

dx

]
+

1

2
mω2x2 − qEx, (3.7)

empregando agora a mudança de variável η = − ln(1+γx)
γ

obtemos:

H ′ = − ~2

2m

d2

dη2
+
mω2

2γ2
e−2γη −

(
mω2

γ2
+
qE
γ

)
e−γη +

mω2

2γ2
+
qE
γ
. (3.8)

O hamiltoniano (3.8) expresso agora em termos da nova variável η possui o potencial

efetivo

V ′eff (η) =
mω2

2γ2
e−2γη −

(
mω2

γ2
+
qE
γ

)
e−γη +

mω2

2γ2
+
qE
γ
,

na �gura 1 estão plotados 3 grá�cos para V ′eff (η), podemos ver a partir da observação
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desses plots que o número de estados ligados para o sistema diminui com o aumento de

γ, ou seja, quanto maior for o valor de γ menor será o número de estados discretos do

sistema. Veremos depois que esse potencial pode ser usado para modelar a interação entre

átomos de uma molécula diatômica, assumindo esse ponto de vista como válido, podemos

dizer ainda baseados na �gura 1, que a energia de dissociação1 diminui com o aumento

de γ, o que é equivalente a aparição de uma força dissipativa no sistema.

Figura 1: O potencial efetivo V ′eff (η) para γ = 0 (linha contínua), γ = 0.1 (linha tra-
cejada), e γ = 0.2 (linha pontilhada). Tomamos aqui E = ω = 1 e usamos unidades
atômicas (ua), ~ = m = 1.

por uma questão de comodidade vamos trabalhar apenas com o hamiltoniano sem a

parte constante do potencial, visto que hamiltonianos que diferem apenas de uma cons-

tante possuem as mesmas autofunções diferindo apenas por um deslocamento nos espec-

tros, vamos deixar pra somar a parte de energia retirada aqui no �nal. Dessa forma o

novo hamiltoniano de interesse será:

H = − ~2

2m

d2

dη2
+
mω2

2γ2
e−2γη −

(
mω2

γ2
+
qE
γ

)
e−γη (3.9)

Agora tomamos

D =
mω2

2γ2

e

c =

(
1 +

qEγ
mω2

)
1Chamamos de energia de dissociação a energia necessária para romper uma ligação química.
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dessa forma

H = − ~2

2m

d2

dη2
+De−2γη − 2Dce−γη. (3.10)

O potencial

Veff (η) = De−2γη − 2Dce−γη (3.11)

é conhecido como Potencial de Morse Generalizado [18]. Passemos agora a solução da

equação (2.39) para esse potencial, a solução pode ser obtida através de vários métodos,

dentre eles o que vamos utilizar aqui é o método da transformada de Laplace que é usado

em [19] para resolver o potencial de Morse. Substituindo a (3.11) na (2.39) obtemos:(
− ~2

2m

d2

dη2
+De−2γη − 2Dce−γη

)
ψα(η) = ψα(η)

⇒
(
d2

dη2
− 2mD

~2
e−2γη +

4mDc

~2
e−γη +

2mE

~2

)
ψα(η) = 0 (3.12)

agora fazemos a seguinte mudança de variável

y = ke−γη, k =

(
2
√

2mD

~γ

)
e

β2 = −2mE

~2γ2

e assim resulta:
d

dη
=
dy

dη

d

dy
= −γke−γη d

dy
= −γy d

dy

e
d2

dη2
=

d

dη

(
d

dη

)
= −γy d

dy

(
− γy d

dy

)
= γ2y

(
d

dy
+ y

d2

dy2

)
⇒ d2

dη2
= γ2y2 d

2

dy2
+ γ2y

d

dy
.

Os demais termos da equação �cam

−2mD

~2
e−2γη = −2mD

~2

y2

k2
= −γ

2

4
y2

4mDc

~2
e−γη =

4mDc

~2

y

k
=
γ2

2
kcy

2mE

~2
= −γ2β2

substituindo esses valores na (3.12) obtemos:(
y2 d

2

dy2
+ y

d

dy
− y2 +

kc

2
y − β2

)
ψα(y) = 0



34

por comodidade, faça d = kc para obter(
y2 d

2

dy2
+ y

d

dy
− y2 +

d

2
y − β2

)
ψα(y) = 0. (3.13)

Agora vamos trocar a função de onda fazendo a mudança:

ψα(y) = yAf(y) (3.14)

a (3.14) implica que:
d

dy
ψα(y) = AyA−1f(y) + yA

df(y)

dy

⇒ y
d

dy
ψα(y) = AyAf(y) + yA+1df(y)

dy
(3.15)

d2

dy2
ψα(y) =

d

dy

{
d

dy
[yAf(y)]

}
=

d

dy

[
AyA−1f(y) + yA

d

dy
f(y)

]
⇒ d2

dy2
ψα(y) = A(A− 1)yA−2f(y) + AyA−1df(y)

dy
+ AyA−1df(y)

dy
+ yA

d2f(y)

dy2

⇒ y2 d
2

dy2
ψα(y) = A(A− 1)yAf(y) + 2AyA+1df(y)

dy
+ yA+2d

2f(y)

dy2
(3.16)

substituindo as (3.15) e (3.16) na (3.13), obtemos:[
yA+2 d

2

dy2
+ (2A+ 1)yA+1 d

dy
+ A2yA − yA+2

4
+
d

2
yA+1 − β2

]
f(y) = 0

⇒
[
y2 d

2

dy2
+ (2A+ 1)y

d

dy
− y2

4
+
d

2
y + A2 − β2

]
f(y) = 0 (3.17)

agora escolhemos A = −β (a opção A = β não é aceitável porque ψα(y) tem que ser �nita

quando y −→∞), dessa forma a equação (3.17) torna-se:[
y2 d

2

dy2
(−2β + 1)y

d

dy
− y2

4
+
d

2
y

]
f(y) = 0

⇒
[
y
d2

dy2
− (2β − 1)

d

dy
− y

4
+
d

2

]
f(y) = 0. (3.18)

Uma transformada de Laplace, é uma função F (p), tal que [20] :

L{f(y)} =

∫ ∞
0

f(y)e−pydy = F (p) , Re(p) > 0. (3.19)

A transformada de Laplace é um operador linear, dessa forma, aplicando a de�nição acima

na equação (3.18) temos:

L
{
y
d2f(y)

dy2

}
− (2β − 1)L

{
df(y)

dy

}
− 1

4
L{yf(y)}+

d

2
L{f(y)} = 0 (3.20)
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L
{
y
d2f(y)

dy2

}
=

∫ ∞
0

y
d2f(y)

dy2
e−pydy = − d

dp

[ ∫ ∞
0

d2f(y)

dy2
e−pydy

]
= − d

dp

(
L
{
d2f(y)

dy2

})
= − d

dp
[p2F (p)− pf(0)− f ′(0)]

= −
[
2pF (p) + p2dF (p)

dp
− f(0)

]
= −2pF (p)− p2dF (p)

dp
(3.21)

L
{
df(y)

dy

}
= pF (p)− f(0) = pF (p) (3.22)

L{yf(y)} =

∫ ∞
0

yf(y)e−pydy = − d

dp

[ ∫ ∞
0

f(y)e−pydy

]
= −dF (p)

dp
(3.23)

o termo f(0) foi considerado zero aqui pois quando y → 0, η → +∞⇒ ψα → 0 e f → 0,

substituindo (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.20) obtemos,

−2pF (p)− p2dF (p)

dp
− (2β − 1)pF (p) +

1

4

dF (p)

dp
+
d

2
F (p) = 0

⇒
[
− (2β + 1)p+

d

2

]
F (p)−

(
p2 − 1

4

)
dF (p)

dp
= 0

ou (
p2 − 1

4

)
dF (p)

dp
+

[
(2β + 1)p− d

2

]
F (p) = 0 (3.24)

⇒ ln[F (p)] = −
∫

[(2β + 1)p− d
2
]

(p2 − 1
4
)

dp

agora, ∫
[(2β + 1)p− d

2
]

(p2 − 1
4
)

dp = (2β + 1)I1 −
d

2
I2

onde,

I1 =

∫
pdp

(p2 − 1
4
)

=
1

2

∫
d(p2 − 1

4
)

(p2 − 1
4
)

=
1

2
ln(p2 − 1

4
)

e

I2 =

∫
dp

(p2 − 1
4
)

=

∫
dp

p− 1
2

−
∫

dp

p+ 1
2

= ln(p− 1

2
)− ln(p+

1

2
) = ln

(
p− 1

2

p+ 1
2

)
.

Pelos resultados acima temos,

ln[F (p)] = −(2β + 1)

2
ln (p2 − 1

4
) +

d

2
ln

(
p− 1

2

p+ 1
2

)
+ C

ou

ln[F (p)] = ln (p+
1

2
)−(2β+1)

(
1− 1

p+ 1
2

) [d−(2β+1)]
2

+ C
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⇒ F (p) = N ′′
(
p+

1

2

)−(2β+1)(
1− 1

p+ 1
2

) [d−(2β+1)]
2

(3.25)

a parte

(
1− 1

p+ 1
2

) [d−(2β+1)]
2

é uma função plurívoca e visto que as funções de onda devem

ser unívocas devemos tomar:

d− (2β + 1) = 2n, (n = 0, 1, 2, 3...,
d− 1

2
). (3.26)

A expressão para o binômio de Newton é [21]

(x+ a)n =
n∑
j=0

(
n

j

)
xjan−j =

n∑
j=0

n!

(n− j)!j!
xjan−j

tomando x = − 1
p+ 1

2

e a = 1 na expressão acima, obtemos

(
1− 1

p+ 1
2

)n
=

n∑
j=0

(
n

j

)(
− 1

p+ 1
2

)j
=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)j

(
p+

1

2

)−j
substituindo a expressão acima na equação (3.25) resulta:

F (p) = N ′
n∑
j=0

(−1)jn!(p+ 1
2
)−(2β+j+1)

(n− j)!j!
(3.27)

aplicando a transformada inversa de Laplace na (3.27) encontramos:

L−1{F (p)} = f(y) = N ′
n∑
j=0

(−1)jn!

(n− j)!j!
L−1[(p+

1

2
)−(2β+j+1)].

Na ref. [21] encontramos o resultado

L−1{n!(p− a)−(n+1)} = yneay

ou de forma equivalente,

L−1{(p− a)−(n+1)} =
yneay

Γ(n+ 1)
.

Tomando n = 2β + j e a = −1
2
na expressão acima, implica

L−1{(p+
1

2
)−(2β+j+1)} =

y2β+je−
y
2

Γ(2β + j + 1)

⇒ f(y) = N ′y2βe−
y
2

n∑
j=0

(−1)jn!

(n− j)!j!
yj

Γ(2β + j + 1)
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ou

f(y) = Ny2βe−
y
2

n∑
j=0

(−1)jn!Γ(2β + 1)

(n− j)!j!Γ(2β + j + 1)
yj. (3.28)

Uma função hipergeométrica con�uente é uma função tal que [21]:

F (−n, α, y) =
n∑
j=0

(−1)jn!Γ(α)

(n− j)!j!Γ(α + j)
yj. (3.29)

Comparando (3.28) e (3.29), temos

f(y) = Ny2βe−
y
2F (−n, 2β + 1, y). (3.30)

Agora, vamos usar a seguinte relação entre os polinômios generalizados de Laguerre e as

funções hipergeométricas con�uentes [21]:

Lαn(y) =

(
n+ α

n

)
F (−n, α + 1, y)

ou

Lαn(y) =
(n+ α)!

α!n!
F (−n, α + 1, y)

ou ainda

F (−n, α + 1, y) =
n!Γ(α + 1)

Γ(n+ α + 1)
Lαn(y).

agora trocamos α→ 2β na expressão acima e substituirmos na expressão (3.30) e obtemos,

f(y) =
Nn!Γ(2β + 1)

Γ(n+ 2β + 1)
y2βe−

y
2L2β

n (y). (3.31)

substituindo a expressão (3.31) na de�nição (3.14), encontramos

ψα(y) = Nny
βe−

y
2L2β

n (y)

ou

ψα(y) = Nny
d
2
−(n+ 1

2
)e−

y
2Ld−2n−1

n (y) (3.32)

inserindo a relação (3.32) na condição de normalização,∫ ∞
0

1

γy
ψ∗α(y)ψα(y)dy = 1

encontramos

Nn =

[
γ(d− 2n− 1)Γ(n+ 1)

Γ(d− n)

] 1
2

. (3.33)
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Agora retornemos a relação (3.26)

d− (2β + 1) = 2n⇒ β =
d

2
−
(
n+

1

2

)

⇒ β2 =

[
d

2
−
(
n+

1

2

)]2

⇒ −2mEn
~2γ2

=

[(
n+

1

2

)
− d

2

]2

⇒ En = −~2γ2

2m

[(
n+

1

2

)2

−
(
n+

1

2

)
d+

d2

4

]
⇒ En = ~ω

(
n+

1

2

)[
~γ2d

2mω
− ~γ2

2mω

(
n+

1

2

)]
− ~2γ2d2

8m
. (3.34)

Agora vamos voltar as nossas variáveis originais,

d = kc =
2
√

2mD

~γ

(
1 +

qEγ
mω2

)
=

2mω

~γ2

(
1 +

qEγ
mω2

)

⇒ ~γ2d

2mω
=

(
1 +

qEγ
mω2

)
o último termo na expressão (3.34) �ca:

−~2γ2d2

8m
= −mω

2

2γ2

(
1 +

qEγ
mω2

)2

= −mω
2

2γ2
− qE

γ
− q2E2

2mω2
.

Substituindo os termos acima calculados na expressão (3.34) e somando os termos que

retiramos no hamiltoniano original , qE
γ

e mω2

2γ2
, encontramos a nossa expressão para as

autoenergias

En = ~ω
(
n+

1

2

)[(
1 +

qEγ
mω2

)
− ~γ2

2mω

(
n+

1

2

)]
− q2E2

2mω2
. (3.35)

Tomando agora γ → 0 na (3.35) obtemos

En = ~ω
(
n+

1

2

)
− q2E2

2mω2
(3.36)

que é o resultado fornecido pela mecânica quântica tradicional pro oscilador imerso num

campo elétrico uniforme. Se ao invés disso, tomarmos E → 0 na (3.35) obtemos o resultado

En = ~ω
(
n+

1

2

)[
1− ~γ2

2mω

(
n+

1

2

)]
(3.37)

que é o mesmo resultado obtido na ref. [15]. Pode-se ter uma idéia qualitativa a partir da

expressão (3.37) mediante a �gura 2, onde estão plotados os grá�cos da energia contra γ

(em unidades atômicas) para alguns níveis de energia dados pela (3.37), vemos a partir dos

referidos grá�cos que a energia decresce mais abruptamente com o parâmetro γ a medida
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que aumentamos o nível de energia, o que signi�ca que a medida que aumentamos o valor

do parâmetro γ os níveis de energia mais altos vão sendo gradativamente destruídos, em

perfeita harmonia com a análise feita no grá�co do potencial (�gura 1), onde associamos

o parâmetro γ com uma força dissipativa.

Figura 2: Grá�co da energia contra γ para o estado fundamental e os nove primeiros
estados excitados na ausência de campo elétrico, �ca claro do grá�co que as energias
caem abruptamente com o parâmetro γ a medida que aumentamos os níveis de energia.
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4 CONCLUSÃO

No presente trabalho partimos de uma modi�cação introduzida no operador de trans-

lação (modi�cação essa feita com o objetivo de gerar uma equação capaz de explicar a

evolução temporal de sistemas com massa dependente da posição) a qual nos levou a uma

relação de comutação entre os operadores de posição e momento diferente da usual, a sa-

ber, [x̂, p̂γ] = i~(1+γx). Mostramos que uma relação dessa forma não introduz incertezas

mínimas não-nulas para os operadores canônicos de posição e momento. Esse resultado

mostra que existi um espaço de Hilbert onde pode-se realizar esta álgebra deformada de

tal maneira que ainda temos os operadores canônicos representado grandezas físicas. O

espaço de Hilbert escolhido para a realização da álgebra proposta é um espaço de funções

quadrado integráveis com peso, o qual provamos no decorrer do Capítulo 2 ser um espaço

de Hilbert. Ainda nesse espaço de Hilbert, encontramos a forma dos operadores de po-

sição e momento e mostramos explicitamente que estas formas veri�cam a nossa relação

de comutação deformada. Encontramos também as autofunções do momento, as relações

de ortonormalização e completeza,a equação de Schrödinger e apontamos um método que

pode ser usado para simpli�car a forma desta última. Tal método consiste basicamente

no mapeamento originado numa transformação canônica de ponto. No Capítulo 3 usamos

o formalismo brevemente desenvolvido no Capítulo 2 para a solução de dois problemas

tradicionais da mecânica quântica, a partícula livre e o oscilador harmônico simples. Na

solução do oscilador harmônico simples usamos o método da transformada de Laplace

aliado ao método da transformação canônica para resolver analiticamente a equação de

Schrödinger.

Vale ressaltar que todo o estudo foi desenvolvido para uma partícula sem spin movendo-

se apenas na direção-x. Pode-se sem dúvida realizar um estudo mais generalizado de tal

forma a incluir muitas partículas em três dimensões por exemplo, pode-se também incluir

o spin no nosso formalismo. Usou-se aqui somente os autokets de posição como base para

o espaço dos estados da partícula, poderíamos também ter escolhido os autokets de mo-

mento para formar a base do espaço de estados. Acreditamos também ser possível uma
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extensão de tal tratamento para a mecânica clássica através da identi�cação do comutador

canônico com os parênteses de poisson.

Pode-se concluir a partir dos Capítulo 2 do presente texto que a alteração introduzida

no comutador canônico, mediante a modi�cação no operador de translação, torna inviável

a representação da álgebra deformada no espaço das funções quadrado integráveis con-

vencional, caso ainda queiramos que o operador momento seja hermitiano. Somos então

forçados a introduzir um novo conjunto de funções para representarmos esta álgebra de-

formada. Uma outra conclusão, agora oriunda do Capítulo 3, é que a introdução do termo

proporcional a posição no comutador canônico, é equivalente em seus afeitos a aparição

de uma espécie de força de atrito �ctícia no sistema original, ou seja, pode-se obter os

mesmos efeitos da álgebra deformada, para um potencial qualquer, mediante a adição de

um potencial "fantasma" (potencial este fazendo o papel de uma força de amortecimento)

para um sistema regido pela álgebra de Heisenberg canônica.
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APÊNDICE A -- Fundamentos Matemáticos

da Teoria

Nesse apêndice são apresentados alguns conceitos matemáticos fundamentais a com-

preensão da teoria desenvolvida no texto. As de�nições, conceitos e teoremas aqui expos-

tos são uma adaptação da ref. [22].

A.1 Espaços Vetoriais

De�nição A.1.1. Um espaço vetorial V é uma coleção de elementos ψ, φ, χ, ...(chamados

de vetores) para os quais está de�nida uma multiplicação por escalar aψ e uma soma

vetorial ψ + φ para todo escalar a pertencente a um certo conjunto e para todos os

vetores ψ, φ, tal que

a(bψ) = (ab)ψ,

ψ + φ = φ+ ψ,

ψ + (φ+ χ) = (ψ + φ) + χ,

a(ψ + χ) = aψ + aφ,

(a+ b)ψ = aψ + bψ.

Além do que em V deve existir um vetor zero 0 tal que

ψ + 0 = 0 + ψ

para todo ψ ∈ V . Se o conjunto de escalares consiste de todos os números reais então V
é dito ser um espaço vetorial real. Similarmente, se o conjunto de escalares consiste de

todos os números complexos, V é dito ser um espaço vetorial complexo. O conjunto de

escalares é por vezes denominado de corpo.

Um conjunto de vetores ψ1, ψ2, ..., ψd de V é dito ser linearmente dependente se existe
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um conjunto de escalares a1, a2, ..., ad não nulos (pertencentes a R ou C) tais que:

a1ψ1 + a2ψ2 + ...+ adψd = 0. (A.1)

Se a única solução de (A.1) for a1 = a2 = ... = ad = 0 então o conjunto ψ1, ψ2, ..., ψd é

dito ser linearmente independente. Se V contém um conjunto de d vetores linearmente

independentes, mas todo conjunto de (d + 1) vetores é linearmente dependente, então V
é dito ser um espaço d-dimensional. Se por outro lado, o número de vetores linearmente

independentes é ilimitado, então V é dito um espaço de dimensão in�nita.

Seja V um espaço de dimensão �nita d e seja ψ1, ψ2, ..., ψd qualquer conjunto de vetores

linearmente independentes em V . Então qualquer ψ ∈ V pode ser unicamente expresso

em termos de ψ1, ψ2, ..., ψd por

ψ = a1ψ1 + a2ψ2 + ...+ adψd, (A.2)

onde a1, a2, ..., ad são um conjunto de escalares que depende de ψ. O conjunto ψ1, ψ2, ..., ψd

é dito ser uma base para V .
O conjunto de vetores ψ

′
1, ψ

′
2, ..., ψ

′

d de�nido em termos da base ψ1, ψ2, ..., ψd por

ψ
′

n =
d∑

m=1

Smnψm

para n = 1, 2, ..., d forma um conjunto linearmente independente se e somente se a matriz S

formada pelos Smn é não singular. Então quando S é não singular, o conjunto ψ
′
1, ψ

′
2, ..., ψ

′

d

é uma outra base para V

A.2 Espaços com Produto Interno

De�nição A.2.1. Um espaço vetorial V sobre o corpo dos complexos C é dito ser um

espaço com produto interno se para cada par de vetores ψ, φ ∈ V existe um número

complexo correspondente 〈ψ|φ〉 (chamado de produto interno de ψ com φ) tal que:

(a) 〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗;
(b) 〈aψ|bφ〉 = a∗b〈ψ|φ〉 para quaisquer a, b ∈ C;
(c) 〈ψ + φ|χ〉 = 〈ψ|χ〉+ 〈φ|χ〉 para qualquer χ ∈ V ;
(d) 〈ψ|ψ〉 ≥ 0 para todo ψ ∈ V e

(e) 〈ψ|ψ〉 = 0 se e somente se ψ = 0.

Para qualquer espaço vetorial V munido de um produto interno, pode-se de�nir uma
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norma ‖ · ‖ para qualquer ψ ∈ V por

‖ ψ ‖=
√
〈ψ|ψ〉.

Qualquer espaço vetorial V munido da operação ‖ · ‖ é dito ser um espaço normado.

Pode-se mostrar que em qualquer espaço normado valem as relações:

|〈ψ|φ〉| ≤‖ ψ ‖‖ φ ‖ (A.3)

e

‖ ψ + φ ‖≤‖ ψ ‖ + ‖ φ ‖ . (A.4)

As relações (A.3) e (A.4) são conhecidas respectivamente como desigualdade de Schwarz

e desigualdade triangular.

Pode-se estender o conceito de distância no R3 a qualquer espaço vetorial V dotado de

um produto interno, para tanto, considere dois vetores ψ e φ pertencentes a V , de�nimos

a distância (ou métrica) d(ψ, φ) entre ψ e φ em V por

d(ψ, φ) =‖ ψ − φ ‖ (A.5)

tal que:

(i) d(ψ, φ) = d(φ, ψ);

(ii) d(ψ, ψ) = 0;

(iii) d(ψ, φ) > 0 se ψ 6= φ, e

(iv) d(ψ, φ) ≤ d(ψ, χ) + d(χ, ψ) para quaisquer ψ, φ, χ ∈ V .
Diz-se que um espaço vetorial onde temos uma métrica de�nida é um espaço métrico.

Dois elementos ψ e φ de V são ditos ortogonais se 〈ψ|φ〉 = 0. Um vetor ψ é descrito

como sendo normalizado se ‖ ψ ‖= 1. Um conjunto de vetores ψ1, ψ2, ... é então ortonor-

mal se 〈ψi|ψj〉 = δij para i, j = 1, 2, 3... .

Conjuntos ortonormais são muito úteis como bases. Se V é um espaço vetorial de

dimensão d munido de um produto interno e se a base da equação (A.2) é um conjunto

ortonormal em V , então podemos formar um produto interno em ambos os lados da

equação (A.2) com o vetor ψj resultando

〈ψj|ψ〉 =
d∑

k=1

ak〈ψj|ψk〉 =
d∑

k=1

akδjk = aj.
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O que implica que a equação (A.2) pode ser reescrita como

ψ =
d∑

k=1

〈ψk|ψ〉ψk. (A.6)

A.3 Espaços de Hilbert

Para espaços vetoriais (com produto interno) de dimensão in�nita é natural esperar

que a expansão (A.6) seja válida trocando-se a série �nita por uma in�nita. Isso imedi-

atamente levanta a questão sobre a convergência de tais séries in�nitas. Com a métrica

introduzida na seção anterior pode-se dizer que a sequência in�nita φ1, φ2, ... de vetores

num espaço vetorial V (munido de um produto interno) tende para um limite φ ∈ V (ou

seja, φn → φ quando n→∞) se, e somente se, d(φn, φ)→ 0 quando n→∞. Então para

uma série in�nita pode-se dizer que
∑∞

j=1 ψj converge para φ se a sequência de somas

parciais de�nidas para n = 1, 2, ... por φn =
∑n

j=1 ψj converge para φ.

Uma sequência para a qual

lim
n,m→∞

d(φn, φm) = 0

(onde m e n tendem para o in�nito independentemente) é chamada de sequência de

Cauchy.

De�nição A.3.1. Um espaço de Hilbert H é um espaço vetorial sobre o corpo dos com-

plexos C, no qual está de�nido um produto interno e de tal maneira que toda sequência

de Cauchy converge para um elemento de H.

De�nição A.3.2. Um espaço de Hilbert H é dito ser separável se existir um conjunto

enumerável de elementos S contido em H tal que todo vetor ψ ∈ H possui algum elemento

φ ∈ S arbitrariamente perto dele. Ou seja, para qualquer ψ ∈ H e qualquer ε > 0 deve

existir um φ ∈ S tal que d(φ, ψ) < ε. O conjunto S é então dito ser denso em H.

De�nição A.3.3. Um conjunto ortonormal de vetores ψ1, ψ2, ... de um espaço de Hilbert

H é dito ser completo se não existir vetor não nulo de H que seja ortogonal a cada um

dos ψ1, ψ2, ....

Dadas as de�nições acima os seguintes dois teoremas são su�cientes para que possamos

garantir a validade de (A.6) para espaços de dimensão in�nita.

Teorema A.3.1. Se um espaço de Hilbert H de dimensão in�nita é separável, então este
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espaço contém pelo menos um conjunto completo ortonormal, e todo conjunto completo

ortonormal de vetores neste espaço é enumerável.

Teorema A.3.2. Se o conjunto de vetores ψ1, ψ2, ... forma um conjunto completo orto-

normal para um espaço de Hilbert H de dimensão in�nita, então qualquer vetor ψ deste

espaço pode ser escrito como

ψ =
∞∑
k=1

〈ψk|ψ〉ψk. (A.7)
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APÊNDICE B -- Um Valor para a Constante

de Normalização das

Autofunções de Momento

No texto as autofunções do momento foram calculadas sem a especi�cação da cons-

tante de normalização, neste apêndice é mostrado uma forma para a determinação de tal

constante, começamos escrevendo o produto interno entre as autofunções do momento na

representação de posição

〈pγ|p′γ〉 =

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
〈pγ|x〉〈x|p′γ〉

=

∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
N∗ exp

[
−ipγ
~γ

ln (1 + γx)

]
N exp

[
ip′γ
~γ

ln (1 + γx)

]

= |N |2
∫ +∞

− 1
γ

dx

1 + γx
exp

[
i ln (1 + γx)

~γ
(p′γ − pγ)

]

= |N |2
∫ +∞

−∞
d

[
ln (1 + γx)

γ

]
exp

[
i ln (1 + γx)

~γ
(p′γ − pγ)

]
⇒ 〈pγ|p′γ〉 = |N |22π~δ(pγ − p′γ) (B.1)

onde usamos o resultado da teoria das distribuições: δ(x−x′) = 1
2π

∫ +∞
−∞ dy exp [iy(x− x′)].

A expressão (B.1) mostra que os autokets do momento são ortogonais, podemos escolher

a constante N de tal forma a obter uma relação de ortonormalização para esses autokets,

a escolha que permite uma tal ortonormalização é obvia:

N =
1√
2π~

(B.2)

Podemos usar um raciocínio análogo ao utilizado no Capítulo 2 e deduzir a completeza

a partir da ortogonalização, claramente a relação (B.1) conduz a relação de ortogonaliza-
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ção convencional para o momento, ou seja:∫ +∞

−∞
dpγ|pγ〉〈pγ| = 1. (B.3)
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