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À todos os demais membros do Grupo de Teoria Quântica de Campos
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RESUMO

Esta tese apresenta o estudo de localização de campos em cenários de branas em cinco e em
seis dimensões. Utilizamos métodos numéricos adequados para estudarmos os modos mas-
sivos dos campos gravitacional, vetorial e espinorial sobre vários modelos de mundo-brana.
A proprosta dos modelos de branas é solucionar alguns dos problemas fundamentais em
aberto na F́ısica de Part́ıculas e na Cosmologia, tais como a imensa discrepância entre as
escalas de Planck e da teoria eletrofraca, a origem da matéria escura, a aceleração cósmica
e o valor da constante cosmológica. Basicamente, a hipótese de mundo-branas propõe que
o nosso universo é um defeito topológico possuindo as quatro dimensões espaço-temporais
usuais imerso em um espaço de dimensão maior, chamado de bulk. Para que as lei f́ısicas
quadridimensionais sejam restabelecidas, é necessário que os campos tenham seu modo
zero localizado. Isto significa dizer que a solução para massa nula seja finita. Ademais,
as soluções com massa diferente de zero, chamadas de modos massivos de Kaluza-Klein
(KK), merecem atenção especial. Tais modos possuem implicações fenomenológicas im-
portantes. Por exemplo, para o campo gravitacional, a torre de estados massivos de KK
fornece uma correção na lei de Newton para curtas distâncias. Apenas os modelos sin-
gulares possuem soluções exatas, os conhecidos modelos de Randall-Sundrum (RS) em
cinco dimensões e de Gherghetta-Shaposhnikov (GS) em seis dimensões. No entanto, tais
modelos receberam várias extensões onde a brana deixou de ser singular, passando a ter
uma espessura e, consequentemente, uma estrutura interna rica. As equações dos modos
massivos, de maneira geral, são descritas por problemas de Sturm-Liouville e não possuem
solução anaĺıtica sendo necessária a utilização de métodos numéricos para se obter uma
solução aproximada. A resolução direta da equação de Sturm-Liouville era até então evi-
tada na literatura. Nesta tese, obtemos o espectro e as autofunções dos campos utilizando
métodos de discretização em vários modelos de branas espessas. Com isso, pudemos cal-
cular de forma direta a correção na lei de Newton da gravitação devido à torre de estados
de Kaluza-Klein para vários modelos de mundo-brana. A abordagem desenvolvida aqui
é de grande proveito, podendo ser utilizada como uma ferramenta de seleção para mo-
delos de branas, determinando quais modelos possuem implicações fenomenológicas que
concordem com futuras medidas experimentais de desvios no potencial gravitacional.

Palavras-chave: Modelos de mundo-brana. Localização de campos. Metodos
numéricos. RessonânciasFenomenologia de branas.



ABSTRACT

This thesis presents the use of numerical analysis in the study of field localization in
braneworld scenarios in five ans six dimensions. We discuss the importance of a model
supporting massive states, which carry phenomenology implications. We use suitable
numerical methods to attain the spectra and eigenfunctions for the gravitational, gauge
and fermionic field in several braneworld models. The braneworld concept proposes to
solve some of the most fundamental problems in Particle Physics and Cosmology such as
the huge discrepancy between the Planck and electroweak scales, the darlk matter origin.
tha cosmic acceleration and the value of the cosmological constant. In the braneworld
hypothesis, our Universe is considered a hypersurface having the usual four space-time
dimensions embedded in a bulk space with higher dimension. To guarantee that the
fourdimensional laws of Physics is recovered in a dimensional reduction, the massless
mode (also called zero-mode, eigenstates with zero energy), must be localized, i.e., finite.
Moreover, the massive solutions, called Kaluza-Klein (KK) modes needs special attention.
Such modes carry important phenomenological implications. For the gravitational field,
for instance, the tower of KK massive states for the graviton implies in small correction
in the Newton’s law at short distances. Only two models have exact solution to the
correction: the Randall-Sundrum and Gherghetta-Shaposhnikov models, respectively in
five and six dimensions. In the thick braneworld scenarios, whose brane has a richer
internal structure, the calculation to the correction is not possible in a analytical way.
the differential equations governing the massive modes in a Sturm-Liovulle problem has no
analytical solution. We, therefore, presents the enforcement of numerical method to solve
Sturm-Liouville problems in the context of braneworld models. Such approach allowed us
to compute the correction in the Newton’s law in several thick braneworld models in five
dimensions. The calculation of slight deviations in the gravitational potential may be used
as a selection tool for braneworld scenarios match with future experimental measurements
in high energy collisions.

Keywords: Braneworld models. Field localization. Numerical methods. Resonance Brane
phenomenology.
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6 CONCLUSÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

6.1 Localização de gravidade em branas h́ıbridas simétricas . . . . . . . . . . . 103

6.2 Correções na lei de Newton no contexto de mundo branas não-fatorizáveis
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Desenvolvimento histórico da literatura de dimensões extras

Na teoria da relatividade geral, a gravidade é geométrica e por isso é muito

senśıvel ao número de dimensões, bem como à forma destas. Devido a essa propriedade, a

inclusão de dimensões extras tornou-se um método para solução de problemas relacionados

à gravitação. Além disso, o fato de a teoria das cordas ser consistente apenas em 11

dimensões também contribui para a ideia de se assumir dimensões extras como tentativa

de solução de problemas em F́ısica.

Há dois principais direcionamentos: dimensões compactas e não-compactas. A

primeira alega que tais dimensões são muito pequenas para terem influência experimental

diretamente. Dentre elas, tem-se a teoria das cordas e a teoria-M . Esses modelos indicam

que somente experimentos de altas energias (da ordem da energia de Planck, 1019GeV) se-

riam capazes de detectar tais dimensões. Experimentos cotidianos não possuem resolução

suficiente. A teoria de cordas, por exemplo, descreve as part́ıculas elementares como mo-

dos de vibrações de cordas unidimensionais fechadas, também chamadas de membranas

bidimensionais. Já os modelos com dimensões extras não compactas assumem que essas

dimensões são curvas (não confundir com compactas) e que esta curvatura aprisiona os

campos conhecidos nas dimensões usuais. Esses modelos exigem o estudo da localização

dos campos sobre a brana e tem sido alvo de intensos estudos nas últimas décadas.

A ideia de que nosso Universo pode ser tratado como uma hiper-superf́ıcie

mergulhada em um espaço-tempo de dimensão maior tem sua origem nos modelos de

Kaluza-Klein [1, 2] entre os anos de 1921 e 1926. Após um grande peŕıodo de recesso, a

teoria de Kaluza-Klein entrou novamente em cena com o advento da teoria das cordas na

década de 1970. Posteriormente, estudos em dimensões extras voltadas a modelos de brana

tornou-se novamente assunto entre pesquisadores em 1982 com o intricado trabalho de K.

Akama [3]. Logo em seguida foram propostas idéias bastante semelhantes nos trabalhos de

Rubakov, Shaposhnikov e Visser [4–6]. A partir de então, iniciou-se um crescente interesse

em modelos alternativos à compactificação de Kaluza-Klein culminando com objetivos

voltados à solução do problema da hierarquia via introdução de dimensões extras com os

trabalhos seminais de Lisa Randall e Randall Sundrum [7,8]. Desde então, diversos estudos

foram realizados no que se refere à modificações da estrutura da brana, à localização de

campos, à extensões para mais dimensões, etc...

A implicação fenomenológica da hipótese de mundo-branas reside em correções
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nas leis de Newton da gravitação devido à presença de dimensões extras. Recentemente,

a descoberta de um excesso de aproximadamente 750 GeV na massa de um experimento

di-fóton observado nos colaboradores do LHC a 13 TeV, o ATLAS [9] e o CMS [10], possui

explicação no contexto de mundo-branas não fatorizáveis [11–17].

1.2 As teorias de Kaluza e Klein

Depois de formular a teoria da relatividade geral, Einstein dedicou pratica-

mente suas últimas três décadas de vida à tentativa de unificar, numa só teoria, a força

eletromagnética e a força gravitacional. Tal proposta foi idealizada, independentemente,

pelos f́ısicos Theodor Kaluza e Oskar Klein. Em 1919, Kaluza propôs que o Universo

poderia ter mais do que 4 dimensões, assumindo uma quinta dimensão [1]. Em 1926 o

matemático sueco Oskar Klein propôs que o nosso Universo poderia ter dimensões es-

tendidas e enroladas (dobradas sobre si mesmo) [2]. Adicionando uma dimensão extra à

Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein, Kaluza mostrou que as equações extra

eram similares às de Maxwell, unificando a teoria gravitacional de Einstein com a teoria

do eletromagnetismo de Maxwell, porém mais tarde as constantes de acoplamento entre

as teorias entraram em conflito com as observações experimentais.

Em um espaço-tempo D-dimensional, a teoria da gravitação de Einstein (onde

a gravidade é descrita por um campo tensorial de ordem 2) possui D(D + 1)/2 graus de

liberdade. Já o eletromagnetismo é completamente determinado, devido à simetria de

calibre, por um campo vetorial com D graus de liberdade. Dessa forma, Kaluza e Klein

perceberam que se partissem de uma teoria D dimensional somente com gravidade pode-

riam obter uma teoria (D − 1) dimensional que possúısse gravidade e eletromagnetismo.

Desta forma, sobra um grau de liberdade que está associado a um campo escalar. Quando

feita a redução dimensional, através da compactificação das dimensões extras, este campo

escalar acopla-se ao eletromagnetismo de forma a não realizar completamente a unificação

desejada. Este campo recebe o nome de d́ılaton e a tentativa de eliminá-lo não se mostrou

consistente com as equações de Maxwell.

Para que a teoria seja coerente com as observações astronômicas, a dimensão

adicional deve ser compacta e de raio da ordem do comprimento de Planck lP =
√
~G/c3 ≈

1, 6× 10−35m, considerado o menor comprimento f́ısico posśıvel. Dada a impossibilidade

atual de se fazer experimentos nesta escala, a teoria Kaluza-Klein tornou-se apenas foco

de especulações como teoria de unificação.
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1.3 Teorias de Antoniadis, Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali

Apesar da formulação de Einstein ser completamente diferente da de Newton,

ambas indicam a mesma intensidade para a interação gravitacional, já que a constante

de acoplamento é a mesma (a constante gravitacional G). Dessa forma, a gravidade

continuava a ser dezenas de ordens de grandeza mais fraca que o eletromagnetismo. Essa

grande diferença fornece dois ńıveis distintos de energia: enquanto o eletromagnetismo está

no ńıvel eletrofraco (∼ 103 GeV), a gravidade se encontra no ńıvel de Planck (∼ 1018 GeV).

A falta de uma explicação para essa diferença intrigou os f́ısicos e motivou pesquisas na

direção de entendê-las. Este problema ficou conhecido como o problema da hierarquia

e foi abordado por Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Gia Dvali nos trabalhos

[18, 19]. Como a gravidade é geométrica, os autores fizeram uso de dimensões extras

compactas para argumentar que a gravidade parece fraca pois está dilúıda nas demais

dimensões. Utilizando o teorema de Gauss, eles conclúıram que, se acrescentarmos N

dimensões extras com raio de compactificação R, o potencial gravitacional teria o seguinte

comportamento

V (r) =
GDm1m2

r1+N
, r � R, (1.1)

pois essa escala é de D = 4 +N dimensões planas e

V (r) =
GD

RN

m1m2

r
, r � R, (1.2)

pois nesta escala as dimensões extras já estão saturada e a gravidade cai somente com

as dimensões distendidas. Como podemos observar, o efeito dessas dimensões extras em

larga escala é o enfraquecimento da constante de acoplamento gravitacional gerando uma

constante efetiva G4 = GD/R
N .

Os modelos ADD [18] e AADD [19], solucionam o problema da hierarquia

assumindo que a gravidade em D dimensões está na escala eletrofraca, enquanto que a

gravidade efetiva em 4 dimensões se encontra na escala de Planck. No caso N = 1,

para igualar essas escalas, é necessário que R ∼ 1013 cm o que está em desacordo com

os experimentos, pois a gravidade deve ter o comportamento descrito pela Eq. (1.1) em

situações cotidianas. Porém para N ≥ 2, os experimentos não são capazes de descartar

essa possibilidade (por exemplo, para N = 2, o raio de compactificação deveria ser de

R ' 10−1 mm).
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1.4 Implicações Fenomenológicas

A idéia de que o nosso Universo observável pode ser pensado como uma hi-

perf́ıcie de (3 + 1) dimensões (chamada de brana ou membrana) imersa em um espaço-

tempo ambiente de dimensão maior tem recebido muita atenção nos últimos anos por

fornecer boas explicações para vários fenômenos intrincados em F́ısica de Altas Energias,

como a hierarquia entre as escalas eletrofraca e de Planck [7, 20], a origem da matéria

escura [21], o pequeno valor da constante cosmológica [22] e a aceleração cósmica [23]. O

conceito de mundo-brana surgiu na teoria de cordas [24] e em modelos de unificação [18,19]

e portanto, testes da existência de branas, ou apenas dimensões extras, é um desafio fun-

damental. Evidências da hipótese de mundo-branas são esperadas de serem encontradas

em processos de colisões em altas energias (por exemplo, no Grande Colisor de Hádrons

− LHC), onde novos graus de liberdade das part́ıculas surgiriam, como as excitações de

Kaluza-Klein (KK) nas dimensões extras [25,26].

Recentemente, um excesso no espectro de massa do di-fóton foi reportado pelos

colaboradores ATLAS e CMS no LHC a 13 TeV [9,10]. Este resultado singular deu ińıcio

a um grande número de trabalhos em diversas áreas da F́ısica de Altas Energias propondo

interpretações para tal fenômeno. A possibilidade de que um gráviton de KK devido à

uma geometria não fatorizável, poderia ser a fonte do excesso de 750 GeV na massa do

di-fóton foi discutida na Ref. [11].

Além da busca por comprovações das dimensões extras em colisores de part́ıculas

de alta energia, seus efeitos também poderiam ser observados em experimentos de baixa

energia utilizando nêutrons, se uma segunda brana existir suficientemente próxima de

nós [27]. Nêutron são mais adequados do que elétrons, prótons ou átomos para tais

propósitos [28]. De fato, Dubovsky e co-autores mostraram que as part́ıculas do modelo

padrão poderiam ser capazes de escaparem para o bulk através de um efeito de tunela-

mento [29, 30]. Sarrazin and Petit mostraram que para um bulk contendo pelo menos

duas 3-branas paralelas inviśıveis entre si, a troca de matéria poderia ocorrer entre estes

dois mundos devido ao uso de potenciais vetores magnéticos adequados [28,31–33]. Mais

importante, este novo efeito poderia ser detectado e controlado com a tecnologia atual

como uma posśıvel confirmação da hipótese de mundo-branas. Recentemente, foi proposto

na literatura um experimento para se analisar troca de matéria entre branas observando-

se o aparecimento de nêutrons em um conceito similar ao de luz através da parede [34].

Nêutrons ultra-resfriados armazenados em um reservatório teriam uma probabilidade não-

nula de escapar de nossa brana em direção à brana inviśıvel durante colisões. Tal processo

seria notado pelo desaparecimento de nêutrons do ponto vista de um observador na brana
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viśıvel [27].

1.5 Nosso intuito e contribuições

O estudo da localização de campos em branas tem como foco obter uma solução

sem massa normalizada. À esta solução dá-se o nome de modo-zero, que é responsável

por recuperar as teorias f́ısicas quadridimensionais após redução dimensional. No entanto,

o estudo dos modos massivos (soluções para massas maiores do zero) são igualmente im-

portantes, pois carregam informações sobre a fenomenologia nos modelos de mundo-brana

por meio de pequenos desvios no potencial gravitacional de Newton [7, 8]. De maneira

geral, os modos massivos são regidos por problemas de Sturm-Liouville os quais não pos-

suem soluções anaĺıticas para modelos de branas espessas. Nesta tese, foi desenvolvida

técnicas numéricas adequadas para obter soluções aproximadas para o espectro de massa

e as autofunções correspondentes dos campos gravitacional, vetorial e fermiônico em di-

ferentes modelo de branas em cinco e em seis dimensões. Esta abordagem é inédita na

literatura de mundo branas. A análise direta das equações diferenciais dos modos massivos

era evitada eté então.

O trabalho é dividido em duas partes, uma em cinco dimensões e outra em

seis dimensões. Na primeira, estudamos os modos massivos gravitacionais nos modelos de

branas espessas mais atuais na literatura, as branas h́ıbridas simétrica e assimétrica e a

brana compacta. De posse das autosoluções, fomos capazes de calcular a correção na lei

gravitacional de Newton nos diferentes modelos e comparar as diferentes contribuições de

cada modelo na correção do potencial gravitacional de Newton. Estes resultados foram

publicados no periódico Physics Letters B :

• D.F.S. Veras, W.T. Cruz, R.V. Maluf and C.A.S. Almeida, “Gravity localization

on hybrid branes”, Phys. Lett. B 754 (2016) 201.

Em seis dimensões, fomos mais além, estudando os modos massivos dos campos

gravitacional, vetorial e fermiônico no modelo de brana espessa do tipo-corda string-cigar.

Os campos gravitacional e fermiônico apresentaram um fenômeno muito importante em

teorias de branas: modos massivos ressonantes. Tais modos são intensamente estudados

em modelos de cinco dimensões. Nesta tese, é encontrada pela primeira vez na literatura,

modos massivos ressonantes em seis dimensões. Os resultados apresentados aqui foram

publicados nos periódico Physics Letters B e Physical Review D :

• D.F.S. Veras, J.E.G. Silva, W.T. Cruz and C.A.S. Almeida, “Gravitational Kaluza-

Klein modes in the string-cigar braneworld”, Phys. Rev. D, 91 (2015) 065031.
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• D.M. Dantas, D.F.S. Veras, J.E.G. Silva and C.A.S. Almeida, “Fermionic Kaluza-

Klein modes in the string-cigar braneworld”, Phys. Rev. D, 92 (2015) 104007.

• F.W.V. Costa, J.E.G. Silva, D.F.S. Veras and C.A.S. Almeida, “Gauge fields in a

string-cigar braneworld”, Phys. Lett. B, 747 (2015) 517.

1.6 Organização da obra

Esta tese apresenta seis caṕıtulos. Nos caṕıtulo 2, estudamos o formalismo

geral para construção branas e localização de gravidade em cinco dimensões. Discutiremos

a respeito da correção no potencial Newtoniano e calcularemos o espectro de massa para

o caso de uma brana infinitamente fina (modelos de Randall-Sundrum). Abordaremos

em detalhes os modelos de branas espessas mais novos na literatura, as branas h́ıbridas

simétrica e assimétrica e brana compacta. No caṕıtulo 3 apresentaremos nossos resultados

numéricos do cálculo do espectro de massa e das autofunções do gráviton nos modelos

citados. Como teste de nossas rotinas, aplicamos nossos métodos numéricos no modelo

de Randall-Sundrum, onde obtemos boas aproximações. Calculamos explicitamente a

correção para o potencial gravitacional e comparamos a contribuição de cada modelo.

Em seguida, no Caṕıtulo 6 entramos no estudo de modelos de branas em seis

dimensões. Fazemos uma breve revisão dos modelos do tipo corda fina de Gherghetta-

Shaposhnikov (GS) e de corda espessa string-cigar, bem como a localização de gravidade.

Estudamos ainda a localização do campo de calibre e do campo fermiônico de spin 1/2

(Dirac) e 3/2 (Rarita-Schwinger). No caṕıtulo seguinte apresentaremos nossos resulta-

dos numéricos do cálculo do espectro de massa e das autofunções dos quatro campos

abordados tanto no modelo de corda fina quanto no modelo de corda espessa. Frequen-

temente estaremos chamando atenção para a comparação do comportamento dos cam-

pos nos dois modelos distintos. Novamente, a fim de testar nossas rotinas aplicamos os

métodos numérico no modelo GS, o qual possui solução anaĺıtica. Encontramos modos

ressonantes para os campos gravitacional e fermiônico. O cálculo de ressonâncias em

modelos de seis dimensões era inédito na literatura até então.

Por fim, nossas conclusões e perspectivas estão apresentadas no Caṕıtulo 6.

Optamos por separar as conclusões por artigos publicados por razões pedagógicas.

Detalhes sobre o método numérico são apresentados nos Apêndice A e B.
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2 BRANAS ESPESSAS EM 5
DIMENSÕES

2.1 Formalismo geral para construção de branas e localização
de gravidade

Neste caṕıtulo descreveremos o procedimento usual da construção de um cenário

de mundo-brana não fatorizável espesso com codimensão-1 a partir de um defeito to-

pológico. Considere um campo escalar φ acoplado à gravidade em um espaço-tempo de

cinco dimensões não-fatorizáveis, onde a coordenada extra y tenha extensão infinita. A

geometria é descrita pela métrica [8]

ds2 = e2A(y) ηµνdx
µdxν − dy2, (2.1)

onde A(y) é a função de warp1 e ηµν é a métrica de Minkowski. A função A(y) é quem

define o modelo. A ação geral de Einstein-Hilbert com matéria em D dimensões é dada

por [35]

SD = − 1

2κD2

∫
dDx
√−g R +

∫
dDx
√
gL, (2.2)

onde κD é a constante gravitacional em D dimensões, que é relacionada com a constante

de Newton GN e a escala de massa de Planck M∗ em D dimensões pela equação:

κD
2 = 8πGN =

8π

M∗
D−2

. (2.3)

Além disso, R é o escalar de Ricci e L(φ, ∂Mφ) é densidade lagrangeana que descreve o

campo escalar,

L(φ, ∂Mφ) = ∂Mφ∂
Mφ− V (φ), (2.4)

onde M = 0, 1, · · · , D − 1. A função V (φ) é o potencial que define o modelo, pois a

partir dele, determina-se o fator de warp. Os potenciais de auto-interação usuais φ4

e sine-Gordon que possuem soluções do tipo kink conduzem à branas modeladas por

defeito do tipo parede de domı́nio [36, 37]. Além disso, após o processo de deformação

de defeitos topológicos desenvolvido na Ref. [38], diferentes cenários de mundo-brana

puderam ser constrúıdos utilizando diversos defeitos topológicos distintos, gerando branas

com estruturas internas mais ricas [39–42].

Daqui em diante, trabalharemos em D = 5 e na notação 4πG5 = 1 das Refs.

[43–45]. Supondo que o campo escalar dependa apenas da dimensão extra, as equações

1Nesta tese, nos referiremos à σ = e−A(y) como fator de warp
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de movimento, juntamente com as equações de Einstein, fornecem o sistema de equações

diferenciais [36]

φ′′ + 4φ′A′ =
dV

dφ
, (2.5)

A′′ = −2

3
(φ′)

2
, (2.6)

(A′)
2

=
1

6
φ′ − 1

3
V (φ), (2.7)

onde as linhas (′) denotam derivadas com respeito a y. Note que a escolha do defeito

topológico φ determina diretamente o fator de warp, consequentemente, define o modelo.

É comum denominar um determinado modelo de brana por termos oriundos do defeito

topológico, por exemplo, parede de domı́nio, corda, sine-Gordon, etc.

O tratamento geral das flutuações de forma direta é bastante dif́ıcil, por exigir

que seja resolvido um complicado sistema de equações diferenciais não-lineares acopladas

[46]. Por outro lado, a abordagem do super-potencial desenvolvido por Bazeia e co-autores

na Ref. [39], é um mecanismo bastante útil que transforma as equações de movimento de

segunda ordem em equações de primeira ordem. Para este fim, o superpotencial W (φ)

é definido, a partir de V (φ), como [39]

V (φ) =
1

2

(
dW

dφ

)2

. (2.8)

Com isto, as equações de primeira ordem

φ′ =
dW

dφ
, e A′ = −2

3
W (φ) (2.9)

solucionam as equações de movimento (2.5), (2.6) e (2.7). Portanto, o potencial no espaço-

tempo curvo V(φ) é dado por:

V(φ) =
1

2

(
dW

dφ

)2

− 4

3
W 2(φ). (2.10)

A estabilidade de um modelo de brana é explorada por meio da localização

de gravidade. Ela é feita através de pequenas flutuações na métrica (2.16) efetuando a

seguinte perturbação hµν(x, y) [36]:

ds2 = e2A(y)(ηµν + hµν)dx
µνdxµν + dy2. (2.11)

A quantidade hµν é um campo tensorial que descreve o gráviton, part́ıcula

hipotética mediadora da força gravitacional. É importante ressaltar que a perturbação
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é feita apenas na brana. Além disso é importante fixar determinados calibres. Sabe-se

da teoria da relatividade geral que o campo gµν deve ser sem massa e ter spin-2. A

perturbação hµν dá origem a excitações escalares e vetoriais no tensor gµν . Portanto,

deve-se impor o calibre traço-nulo, i.e., hµµ = 0, para eliminar as componentes escalares

(spin-0), e o calibre transverso ∂µh
µν = que elimina componentes vetoriais (spin-1).

Em relatividade geral, é importante que o campo tensorial hµν obedeça a certos

v́ınculos, que são os calibres transverso e de traço nulo. Para o leitor interessado, sugerimos

os livros de relatividade geral nas Refs. [47–49] para uma leitura mais aprofundada. Outro

calibre de grande importância é o que faça garantir que toda a perturbação seja feita

apenas na brana: h5N = 0. Essas 10 considerações restringem o número de graus de

liberdade do tensor simétrico 5× 5 hMN de 15 para 5, como desejável para part́ıculas de

spin-2 em cinco dimensões (ver seção 10.6 da Ref. [50]).

Com todas essa considerações, a equação de movimento do gráviton fica dada

por [36]

h′′µν +
2σ′

σ
h′µν = σ−1�hµν , (2.12)

onde � é o operador de d’Alembert em (3 + 1) dimensões e σ(y) = e2A(y). Considere

agora a decomposição de Kaluza-Klein, que essencialmente é uma técnica de separação

de variáveis:

hµν(x, y) =
∑
n

h(0)
µν (x)ϕn(y), (2.13)

onde ηµν∂
µ∂νh

(0)
µν = −m2

nhµν
(0), com mn sendo as massas de Kaluza-Klein da flutuação.

Com isso, os modos gravitacionais de Kaluza-Klein na dimensão extra, ϕ(y) são descritos

pela seguinte equação de Sturm-Liouville

ϕ′′n(y) +
2σ′

σ
ϕ′n(y) = −m2

nσ
−1ϕn(y). (2.14)

Logo, os modos massivos são descritos por um problema de Sturm-Liouville. Suas auto-

soluções formam a chamada torre de estados de Kaluza-Klein. É necessário que todas as

autofunções divirjam assintoticamente, caso contrário, teŕıa-se modos massivos localiza-

dos na brana, o que não é observado no nosso Universo; a gravidade quadridimensional é

descrita por um campo sem massa. Dependendo da forma do fator de warp, a Eq. (2.14)

não possui solução anaĺıtica. No caṕıtulo 3 mostraremos as soluções para alguns modelos

mais sofisticados obtidas numericamente pelo método da matriz.

As soluções do problema de Sturm-Liouville para os modos massivos fornecem

informações a respeito da localização (ou não) dos modos. Porém, uma outra abordagem

é bastante seguida na literatura. Nela, efetua-se a seguinte mudança de coordenadas [51]:
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dz = σ−1/2dy, (2.15)

o que leva a métrica (2.16) à uma forma conforme

ds2 = σ(z)
[
ηµνdx

µdxν − dz2
]
. (2.16)

Além disso, efetuando-se a seguinte mudança na variável dependente:

ϕn(z) = σ−3/4ψn(z), (2.17)

a equação de Sturm-Liouville (2.14) é reduzida a uma equação do tipo Schrödinger [51]

−ψ̈n(z) + U(z)ψn(z) = m2
nψn(z), (2.18)

onde

U(z) =
3

4

[
σ̈

σ
− 1

4

(
σ̇

σ

)2
]

(2.19)

é o potencial quântico análogo e os pontos representam derivadas com respeito a z. Neste

outro formalismo, é obtido informações a respeito da fenomenologia do modelo de brana.

As autofunções do problema de Schrödinger, juntamente com seus autovalores (que são os

mesmos para o problema de Sturm-Liouville) contribuem diretamente na correção para

o potencial gravitacional de Newton. Além disso, apesar do problema ser inteiramente

clássico, interpretações de mecânica quântica são bem utilizáveis. Detalhes a respeito

disso, serão apresentados no decorrer desta tese. Novamente, a transformação de coor-

denadas (2.15) não possui solução anaĺıtica para um fator de warp mais complexo. É

necessária, portanto uma integração numérica que pode ser feita pelo método de Simpson

ou Monte Carlo, por exemplo.

Uma condição necessária para se manter a estabilidade do setor gravitacional

é a ausência de estados taquiônicos (modos com massas imaginárias). Isto é assegurado

pelo Hamiltoniano poder ser expresso na forma [52]

H =

{
− d

dz
+

3

4

σ̇

σ

}{
d

dz
+

3

4

σ̇

σ

}
, (2.20)

que possui uma forma análoga à mecânica quântica supersimétrica:

Q†Qψn(z) = mn
2ψn(z), com Q ≡ d

dz
+

3

4

σ̇

σ
. (2.21)
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A solução para o modo zero (m = 0) da Eq. (2.18) para uma forma genérica

do fator de warp é dada por [51]:

ψ0(z) = σ3/2(z), (2.22)

que é finita e normalizada. Esta solução deve ser localizada pois, na redução dimensional,

esta autofunção deve reproduzir a gravidade quadridimensional [8, 51].

Uma outra quantidade geométrica importante é o escalar de curvatura R(y)

dado em termos do fator de warp como

R(y) = −1

4

[
σ′′

σ
+ 19

(
σ′

σ

)2
]
. (2.23)

O limite anti-de Sitter AdS5 do bulk é caracterizado pelo comportamento assintótico da

curvatura escalar tendendo à uma constante negativa. Além disso, a presença de regiões

com escalar de Ricci positivo pode, em prinćıpio, estar relacionada com a capacidade de

suportar modos como estados ressonantes [53], que são modos massivos quasi-localizados

fortemente acoplados com a brana [54,55].

2.1.1 Espectro do gráviton

As massas da torre de Kaluza-Klein são as quantidades f́ısicas de maior in-

teresse no estudo da fenomenologia de um cenário de brana. Mostraremos na próxima

seção sua influência direta na correção da lei de Newton. Oriundas do problema de Sturm-

Liouville (2.14), as massas de Kaluza-Klein não possuem uma solução anaĺıtica para for-

mas mais sofisticadas do fator de warp σ(y). Apenas nos modelos de Randal-Sundrum

(RS) [7, 8], cujo fator de warp é dado por

σRS(y) = e−2k|y|, (2.24)

o espectro possui uma forma fechada. A seguir apresentaremos detalhes da derivação do

espetro para o caso de um brana infinitamente fina.

A solução da Eq. (2.18) no cenário RS, é uma combinação linear de funções

de Bessel [8]:

ψn(z) =
√
|z|+ 1/k

[
anJ2

(
mn (|z|+ 1/k)

)
+ bnY2

(
mn (|z|+ 1/k)

)]
, (2.25)

onde J e Y são funções de Bessel de primeira e segunda espécie, respectivamente, e an e

bn são constantes.

Assim como no “problema da caixa em mecânica quântica”, a presença de
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duas branas no modelo RS-1, que corresponde a um cut-off na dimensão extra, induz a

quantização das massas dos estados de Kaluza-Klein. O espectro é obtido impondo-se as

condições de contorno [8]:

ψ′n(Lz) = − 3k2

2(kLz + 1)
ψn(Lz), (2.26)

onde Lz é posição da brana na escala de TeV na coordenada z. Lz = 0 corresponde à

brana de Planck. A transformação de coordenadas z(y) tem a seguinte solução anaĺıtica

para o fator de warp dada na Eq. (2.24):

|z| = (ek|y|−1)/k. (2.27)

Logo, retornando para a coordenada y, que efetivamente representa a distância ao longo

da dimensão extra, o cut-off torna-se Lz = ekL /k. Portanto, impondo a condição de

contorno (2.26) na solução geral (2.25), temos

anJ1

(mn

k

)
+ bnY1

(mn

k

)
= 0,

anJ1

(mn

k
ekL
)

+ bnY1

(mn

k
ekL
)

= 0,
(2.28)

que possui solução somente se seu determinante se anular, isto é:

J1

(
mn
k

)
J1

(
mn
k

ekL
) =

Y1

(
mn
k

)
Y1

(
mn
k

ekL
) . (2.29)

Na aproximação de pequenas massas, onde mn/k � 1, temos

J1

(mn

k
ekL
)

= 0. (2.30)

Portanto, as massas da torre de Kaluza-Klein são dadas por

mn ≈ k e−kL jn, (2.31)

onde jn são as ráızes da função de Bessel de ordem um, J1(jn) = 0, e são tabeladas. O

espectro é discreto e monotonicamente crescente, mas não igualmente espaçado. Além

disso, no modelo RS-1, o espectro reduz à mn = kjn e−krcπ [56], onde rc é o raio de

compactificação da dimensão extra. Note que há um gap exponencialmente suprimido

entre o modo sem massa e o primeiro modo massivo. É importante notar que o cut-off

influencia diretamente o espectro. Se L → ∞, o gap de massa vai à zero. Ademais,

futuras observações de desvios na lei gravitacional de Newton podem ser utilizadas para

se ajustar os parâmetros L e k adequadamente.
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2.1.2 Correções na Lei de Newton

Com o objetivo de se recuperar a gravidade quadridimensional na brana, além

do modo zero localizado, também é exigido que as outras soluções da equação de Schrödin-

ger, não conduzam à grandes correções na lei de Newton da teoria quadridimensional. Para

calculá-los, uma autofunção discreta do operador de Schrödinger com energia m2 atua em

quatro dimensões como um campo de massa m [52] e, consequentemente, contribui com

uma correção do tipo Yukawa no potencial gravitacional em quatro dimensões entre duas

massas de prova M1 e M2 na brana em z = 0 como [52]

U(r) ≈ GN
M1M2

r
+M−3

∗
M1M2 e−mr

r
ψm

2(0), (2.32)

onde a autofunção é normalizada a
∫
dzψ2

m(0) = 1 e M∗ é a escala fundamental de Planck

em 5D. Há medida em que m cresce, a correção se torna exponencialmente menor. No

modelo de Randal-Sundrum, o potencial estático gerado pela troca do modo-zero e de um

propagador do modo cont́ınuo de Kaluza-Klein é [8]:

U(r) ≈GN
M1M2

r
+

∫ ∞
0

dm

k
GN

M1M2 e−mr

r

m

k

= GN
M1M2

r

(
1 +

1

k2r2

)
.

(2.33)

O termo ĺıder, devido ao estado ligado (estado de energia-zero) é o potencial Newtoniano

usual. Além disso, os modos Kaluza-Klein geram um termo de correção extremamente

suprimido.

É importante notar que as quantidades necessárias para calcular a correção

no potencial gravitacional são as massas da torre de Kaluza-Klein e os valores das auto-

funções de Schrödinger correspondentes na origem. Como mencionando anteriormente,

tais quantidades não podem ser obtidas analiticamente. É portanto, necessário métodos

númericos para resolver as equações (2.14) e (2.18). No caṕıtulo 3 mostraremos os resul-

tados numéricos da correção no potencial gravitacional para os modelos de branas mais

atuais na literatura: brana de sine-Gordon [37], a brana h́ıbrida simétrica [43], a brana

h́ıbrida assimétrica [44] e a brana compacta [45].
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2.2 Brana Hı́brida Simétrica

Nesta seção abordaremos um modelo de brana bastante sofisticado, constrúıdo

por Bazeia e co-autores em 2014 [43]. Estudaremos ainda nesta seção a localização de

gravidade. Os resultados que serão aqui apresentados foram publicados, já neste ano,

na revista Physics Letters B. Sua referência completa está na Ref. [57]. Fizemos ainda

neste artigo a correção na lei de Newton devido aos modos massivos gravitacionais de

Kaluza-Klein. Os resultados numéricos, mostramos no caṕıtulo 3.

2.2.1 Motivações

Sólitons são estruturas encontradas como soluções de certas classes de equações

diferenciais que surgem de efeitos não-lineares e dispersivos do meio [58,59]. Estas estru-

turas coerentes estão presentes em diversos contextos f́ısicos, tais como fibra ótica [60],

cadeias de protéınas e de polietilenos [61–63], macromolécula de DNA [64], plasmas [65],

junções de Josephson [66] e muitos outros. Em teoria de campos, os defeitos topológicos

(soluções que são estáveis contra decaimento para a soluções trivial) normalmente apare-

cem em modelos que suportam quebra espontânea de simetria. Os exemplos mais conhe-

cidos são os kinks e as paredes de domı́nio, vórtices, cordas e monopólos [67].

Uma solução solitônica interessante é o compacton encontradas por Rosenau

e Hyman [68] como soluções de uma classe especial da equação de Korteweg-de Vries

(KdV). Tais estruturas possuem perfil compacto. Elas diferem da solução trivial apenas

em uma região finita do espaço. Compactons são encontradas em uma grande variedade de

sistemas f́ısicos, onde a dispersão não-linear surge naturalmente. Por exemplo, a equação

que governa o movimento de uma densa cadeia é um protótipo de sistemas que suportam

compactons [69, 70]. Além disso, um modelo dinâmico não-linear da macromolécula de

DNA também pode suportar sólitons topológicos [71]. Recentemente, foi observada a

existências de ondas de matéria do tipo compacton em condensados de Bose-Eintein em

redes óticas profundas [72].

Investigação da presença de compactons teorias de campos escalares rela-

tiv́ısticos também foram feitas [43, 73–75]. O modelo φ4 com acoplamento não-linear

pode exibir uma solução estática compacta [73]. Ademais, dispersão não-linear pode dar

origem à estruturas compactas em modelos descritos por um campo escalar real em um

espaço-tempo de duas dimensões [43, 74,75].

O interesse f́ısico em compactons, reside no fato de serem soluções de ondas

solitárias cuja energia é estritamente localizada. Ademais, diferentemente das ondas soli-

tonicas ordinárias que se tendem a se anular assintoticamente no infinito, duas soluções
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do tipo compacton so interagiriam entre si após o momento de colisão [68].

Recentemente, Bazeia e co-autores desenvolveram um mecanismo que intepola

suavemente entre kinks e compactons no contexto de uma teoria de campo [43]. Tal meca-

nismo tornou posśıvel a construção de um cenário de mundo-brana gerado por um defeito

do tipo compacton. A resultante brana espessa possui um comportamento h́ıbrido (e, por-

tanto, chamada de brana h́ıbrida): enquanto que branas espessas usuais comportam-se

como branas finas assintoticamente, a brana h́ıbrida comporta-se como uma brana fina

quando a dimensão extra estiver fora de um determinado domı́nio finito, onde a densidade

de energia é não-trivial.

Uma razão importante de se incluir estruturas topológicas do tipo compac-

ton para se gerar um cenário de brana espessa, é o fato de que sua espessura pode ser

controlada, ao contrário dos modelos de parede domı́nio ordinários [76].

2.2.2 O modelo

Nesta seção, apresentaremos o formalismo para se construir um cenário de

mundo-brana em um espaço-tempo de cinco dimensões não fatorizáveis gerada por um

defeito do tipo compacton. Partiremos da densidade lagrangeana L para um campo

escalara real φ(x) com quebra espontânea de simetria em sua forma adimensional:

Lk =
1

2
∂µφ∂

µφ− Vk(φ), (2.34)

onde

Vk(φ) =
1

2
(1− φ2)2. (2.35)

A solução topológica que conecta os dois mı́nimos φ0 = ±1 é a bem conhecida solução do

tipo kink dada explicitamente por

φk(x) = tanh x. (2.36)

Sua densidade de energia é2

ρk(x) = sech4 x. (2.37)

Nas figuras 1 e 2 plotamos os gráficos das Eqs. (2.36) e (2.37), respectivamente. A

densidade de energia do defeito possui a forma conhecida por sino3. Soluções do tipo kink

são bastante comuns em F́ısica por estarem relacionados à fenômenos de transição de fase.

Defeitos do tipo compacton surgem em teoria de campos relativ́ıstica do la-

2Sobreavisamos o leitor a não confundir com as notações do Caṕıtulo 4, onde ρ designará a coordenada
radial extra.

3do inglês “bell-shaped”.
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Figura 1: Gráfico da solução tipo kink
dada pela Eq. (2.36). Esta solução atinge
seu estado de vácuo (mı́ninos do potencial)
assintoicamente.
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Figura 2: Gráfico da densidade de energia
do defeito tipo-kink dada pela Eq. (2.37).
Está localizada em todo espaço e tende à
zero assintoticamente.

grangeano

Lc = −1

4
(∂µφ∂

µφ)2 − 3

2
Vk(φ), (2.38)

cuja equação de movimento é (
dφ

dx

)2
d2φ

dx2
= −φ(1− φ2). (2.39)

Neste modelo, a não-linearidade surge do potencial é a cinemática generalizada introduz

dispersão não-linear [43]. A solução topológica da Eq. (2.39) é dada por

φc(x) =


−1 se x < π/2 ,

sinx se |x| ≤ π/2 ,

1 se x > π/2 .

(2.40)

Esta solução é estável e sua densidade de energia é dada por [43]

ρc(x) =

{
cos4 x se |x| ≤ π/2 ,

0 se |x| > π/2 .
(2.41)

Plotamos nas figuras 3 e 4 os gráficos das Eqs (2.40) e (2.41), respectivamente. Note que a

solução φc e sua densidade de energia têm um suporte bem localizado exibindo a estrutura

do tipo compacton do modelo. A solução compacton atinge seus mı́nimos exatamente a

partir dos limites do domı́nio compacto [−π/2, π/2]. A densidade de energia se anula

para x < −π/2 e para x > 2π/2, o que leva a entender que o defeito topológico está

inteiramente localizado dentro do domı́nio compacto [−π/2, π/2].

Embora os dois cenários sejam bastate distintos, um método que interpola
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Figura 3: Gráfico da solução do tipo
compacton dada pela Eq. (2.40). A
solução atinge seu vácuo exatamente para
x = ±π/2.
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Figura 4: Gráfico da densidade de energia
do defeito do tipo compacton dada pela
Eq. (2.41). A energia se anula para
x < −π/2 e para x > 2π/2.

suavemente de kinks à compactons foi proposto na Ref. [43] através dos potenciais

Vα(φ) =
1

2α

(√
1 + 4α

(
1 +

α

2

)
Vk(φ)− 1

)
(2.42)

e

Vn(φ) =
1

2

(
1− φ2n

)2
, (2.43)

com α sendo um parâmetro real não-negativo e n ≥ 1 um parâmetro inteiro. Plotamos nas

Figs. 5 e 6 os potenciais Vα e Vn, respectivamente, para diferentes valores dos parâmetros

α e n. Note que, para n = 1 e no limite α → 0, o potencial φ4 usual é recuperado.

Os máximos e mı́nimos são inalterados. Além disso, a deformação em Vα é muito lenta

se comparada com Vn. Note ainda que, tanto para α = 100 quanto para α = 10 000,

Vα é apenas muito levemente modificado designando uma saturação no modelo com o

parâmetro. Além disso, Vn adquire uma forma compacta para grandes valores de n.

Os potenciais descritos acima possuem soluções do tipo compacton, que mos-

traremos ainda nesta seção. Tais soluções são capazes de gerar um cenário de branas

com codimensão-1 conhecidos como branas h́ıbridas : enquanto que branas espessas usu-

ais comportam-se como branas finas assintoticamente, a brana h́ıbrida se comporta como

bran fina quando a dimensão extra estiver fora de um domı́nio compacto, onde a densidade

de energia é não trivial [43].

Na Ref. [43] é constrúıdo um cenário de brana gerada por um defeito do tipo

compacton apenas para o modelo Vn. Nós, no entanto, constrúımos através de métodos

numéricos adequados a brana h́ıbrida tanto para Vn quanto para Vα, onde pudemos com-

parar os dois modelos no estudo da localização da gravidade que será discutido no caṕıtulo
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Figura 5: Gráfico do potencial de
deformação Vα dado pela Eq. (2.42). Os
valores dos parâmetros utilizados foram
α = 0, 001 (linha cheia), α = 1, 0 (linha
tracejada), α = 100, 0 (linha pontilhada) e
α = 10.000, 0 (linha fina).
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Figura 6: Gráfico do potencial de
deformação Vn dado pela Eq. (2.43). Os
valores dos parâmetros utilizados foram
n = 1 (linha cheia), n = 2 (linha tracejada),
n = 3 (traço e ponto), n = 15 (linha
pontilhada) e n = 100 (linha fina).

3.

A fim de obtermos os superpotenciais Wα(φ) e Wn(φ), nós efetuamos a in-

tegração numérica da Eq. (2.8) utilizando o método de Simpson que foi detalhado na

seção ??. Isto nos torna capazes de construir o potencial que gera a brana Vα(φ) e Vn(φ)

dados pela Eq. (2.10). Plotamos na figura 7 a aproximação numérica do potencial que

gera a brana. Note que apenas Vn possui um comportamento compactado. O resultado

para o modelo Vn concorda com a solução anaĺıtica para Wn e Vn dadas, respectivamente,

por [43]

Wn(φ) = φ− φ2n+1

2n+ 1
, (2.44)

e

Vn(φ) =
1

8
(1− φ2n)2 − 1

3

(
φ− φ1+2n

1 + 2n

)2

. (2.45)

Com a aproximação numérica do superpotencial Wα,n em mãos, nós fomos ca-

pazes ainda de obtermos os campos escalares φα,n(y) e os fatores de warp σα,n(y) = eAα,n(y).

Para isso, nós resolvemos as equações de movimento estáticas (2.9) usando algoritmos

de Runge-Kutta de quarta ordem, detalhados na seção ??, impondo a condição inicial

φα,n(0) = 0. Foi necessário resolver o problema em dois regimes separados: para φ < 0 e

para φ > 0. Nós plotamos na Fig. 8 φα,n(y) para diferentes valores dos parâmetros. Assim

como para os potenciais, as soluções se comportam como kinks para n = 1 e α → 0. No

entanto, para grandes valores dos parâmetros, as soluções se identificam com o defeito do

tipo compacton. Ademais, note que φn(y) aproxima-se muito melhor do defeito do tipo
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Figura 7: Potencial no espaço-tempo curvo. A linha fina corresponde à brana gerada
pelo modelo φ4. A linha tracejada é o gráfico de Vα e a linha cheia, o gráfico de Vn.
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Figura 8: Solução numérica para o campo escalar φα(y) em (a) e φn(y) em (b) que gera
a brana. Note que a solução φn para grandes valores de n se aproxima do defeito tipo
compacton.

compacton no domı́nio finito [−1, 1] do que φα(y).

Para obtermos as funções de warp, nós aplicamos o método de Shooting Linear,

detalhado na seção ??, na Eq. (2.6) com rotinas de Runge-Kutta de quarta ordem. Os

fatores de warp σα,n(y) ≡ e2Aα,n(y) estão plotados na Fig. 9. Note que σα evolui muito

mais lentamente do que σn.

O caráter h́ıbrido da brana é mais claramente observado no escalar de curva-

tura, dado pela Eq. (2.23). Nós plotamos nas Figs. 10 e 11 os escalares de curvatura

Rα e Rn, respectivamente. Em ambos os casos, o limite AdS5 do bulk está presente,

caracterizado por R tender à uma constante negativa assintoticamente. Porém, note que

Rn possui uma abrupta mudança para um valor constante negativo, evidenciando uma
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Figura 9: Fatores de warp σα(y) ≡ e2Aα(y) em (a) e σα(y) ≡ e2Aα(y) em (b). Note que σα
evolui muito mais lentamente do que σn.
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Figura 10: Escalar de curvatura Rα(y)
para α = 0, 01 (linha cheia), α = 1, 0
(linha tracejada), α = 20, 0 (linha
pontilhada) e α = 150, 0 (linha fina).
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Figura 11: Escalar de curvatura Rn(y)
para n = 1 (linha cheia), n = 2 (linha
tracejada), n = 7 (linha pontilhada) e
n = 100 (linha fina). A mudança abrubta
para uma conatante negativa claramente
caracteriza o comportamento h́ıbrido da
brana.

imediata mudança na curvatura do bulk. Isso Isto evidencia mais claramente o caráter

h́ıbrido da brana, pois imediatamente após |y| ≈ 1.5 a curvatura do bulk é constante o

que caracteriza a brana fina. Portanto, o modelo Vn conduz melhor à uma brana h́ıbrida

do que o modelo Vα.

Por fim, calculamos o potencial quântico análogo utilizando as aproximações

numéricas dos fatores de warp na coordenada z. Primeiramente é necessário ter a trans-

formação z(ρ). Para isto, discretizamos o intervalo [−6, 6] em N = 1200 de modo a

obtermos um passo de 0, 01. Calculamos então, a integral numérica (2.15) pela regra de
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Simpson em cada śıtio da rede. Plotamos o resultado na Figura 12 para diferentes valores

dos parâmetros n. Para o primeiro modelo, Vα, não houveram alterações significativas

com a variação do parâmetro α. Por este motivo, omitimos seu gráfico. Note o compor-

tamento exponencial, o que é esperado, pois para a brana fina de Randall-Sundrum esta

transformação é dada pela Eq. (2.27).
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Figura 12: Transformação de coordenadas zn(y) para a brana h́ıbrida simétrica
modelada pelo potencial Vn.

De posse da transformação z(ρ) fomos capazes de construir os fatores de warp

na nova coordenada z. Para isso, utilizamos uma interpolaçãão polinomial por splines

cúbicos fixados. As condições de contorno fixadas foram obtidas determinando as de-

rivadas de z(y) através de diferenças finitas progressivas em y = −6 e regressivas em

y = 6.

Tendo em mãos as listas com as aproximações numéricas de σ(z), calculamos

suas derivadas utilizando diferenças finitas centradas. Com isso, foi possivel construir

o pontencial quântico análogo. Nós plotamos nas Figs. 13 e 14 os potenciais Uα e Un,

respectivamente. Ambos possuem o usual comportamento vulcão [36], que pode suportar

estados ligados. Porém, apenas o potencial Un possui um comportamento h́ıbrido. Note

que o padrão brana fina (∼ |z|−2) [8] está presente imediatamente após o domı́nio com-

pacto (≈ |z| ≤ 3), ao invés de assintoticamente. O modelo Lα não propicia mudanças

significativas no usual cenário de brana espessa modelada por uma parede de domı́nio.

As soluções numéricas das Eqs. (2.14) e (2.18) para o fator de warp da brana

h́ıbrida serão apresentadas no caṕıtulo 3.
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Figura 13: Potencial quântico análogo
Uα(z) para α = 0, 01 (linha cheia),
α = 1, 0 (linha tracejada), α = 20, 0 (linha
pontilhada) e α = 150, 0 (linha fina). Não
há mudanças significativas com respeito à
α.
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Figura 14: Potencial quântico análogo
Un(z) para n = 1 (linha tracejada), n = 2
(linha pontilhada) e n = 100 (linha cheia).
A caracteŕıstica do tipo compacton do
campo escalar proporciona a mudança
abrubta no potencial evidenciando o
caráter da brana hibrida.

2.3 Brana Hı́brida Assimétrica

Nesta seção estudaremos uma modificação do modelo de brana h́ıbrida simétrica

proposto em 2015 na Ref. [44], a brana h́ıbrida assimétrica. Diferentemente do caso

simétrico, apresentado na seção anterior, este modelo de brana apresenta uma carac-

teŕıstica h́ıbrida apenas em um dos setores da solução. No presente caso, apenas o setor

negativo da solução para o campo escalar é do tipo compacton. O estudo acerca dos modos

massivos, inédito na literatura até então, será apresentado no caṕıtulo 3, onde fazemos

também a correção no potencial newtoniano.

2.3.1 Motivações

Em geral, cenários de branas espessas geram branas simétricas pelo fato de os

campos de fonte possúırem simetria Z2. Isto significa que o perfil da brana ao longo da

dimensão extra é o mesmo tanto para o “lado direito” quanto para o “lado esquerdo”. No

entanto, pode-se também considerar uma brana assimétrica se o campo escalar suportar

estruturas assimétricas. Isto implica dizer que o perfil da brana será diferente dependendo

da porção do domı́nio ser positiva ou negativa.

As caracteŕısticas assimétricas da brana são de grande interesse e têm sido

estudadas por diversos autores com motivações distintas. Termos de gravidade induzida

na ação extendem o cenário de Randall-Sundrum para o caso em que a simetria Z2 é

quebrada [77]. Além disso, na Ref. [78] é mostrado que um espaço-tempo do tipo parede
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de domı́nio com quebra de simetria de reflexão é estático. Branas assimétricas também são

de grande interesse em cosmologia, cuja contribuição está na aceleração cósmica [79–81],

além de também conduzirem à outras abordagens do problema da hierarquia, onde a

assimetria pode ser pensada como uma consequência de diferentes constantes cosmológicas

em cada setor do defeito [82–84].

2.3.2 O modelo

O seguinte potencial [44]

Vp(φ) =
1

2
(1− φ)2(1 + φp)2, (2.46)

conduz ao superpotencial

Wp(φ) = φ− φ2

2
+
φ1+p

1 + p
− φ2+p

2 + p
, (2.47)

onde p é um inteiro ı́mpar. Note que o modelo φ4 é recuperado para p = 1. O potencial

Vp(φ) está ilustrado na figura 15 para diferentes valores de p. O parâmetro p induz uma

assimetria especial: diferentemente da brana h́ıbrida simétrica, o potencial adquire uma

forma compacta apenas no setor de φ negativo.
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Figura 15: Gráfico do potencial Vp(φ) para p = 1 (linha cheia), p = 3 (linha tracejada),
p = 11 (linha pontilhada) e p = 63 (linha fina). A função potencial adquire um perfil
compacto no setor de φ− negativo.

A solução do campo e o fator de warp são obtidas da equação (2.9). Devido

à complexidade da forma do superpotencial, foi preciso o mesmo tratamento numérico

desenvolvido para a brana h́ıbrida simétrica. Nós resolvemos a equação de campo usando

algoritmos de Runge-Kutta de quarta ordem com a condição de contorno φp(0) = 0 em
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Figura 16: Solução do campo escalar φp(y) em (a) e solução para o fator de warp σp(y)
em (b) para diferentes valores de p. A brana h́ıbrida assimétrica é gerada por um defeito
topológico do tipo half-compacton que causa uma assimetria no fator de warp.

cada setor. Para a equação do fator de warp, nós usamos o método de shooting com

a condição inicial Ap(0) = 0 em cada setor. Plotamos as soluções numéricas na Fig.

16. Note que a brana h́ıbrida assimética é gerada por um defeito do tipo half-compacton

e, consequentemente, o perfil h́ıbrido está presente para y < −1. Entende-se por half-

compacton uma solução, onde o defeito seja do tipo compacton apenas em um dos setores

da solução, no presente caso, o setor negativo.

Nós ainda calculamos o escalar de curvatura dado pela Eq. (2.23), que plota-

mos na Fig. 17. A repentina mudança para uma constante negativa caracteriza o perfil hi-

brido da brana. Além disso, os diferentes valores assintóticos, isto é, |R(−∞)| 6= |R(+∞)|,
evidencia os diferentes valores da constante cosmológica do bulk em cada “lado” da brana.

Nós ainda plotamos o potencial no espaço-tempo curvo na Fig. 18. Note que ele adquire

uma forma limitada na parte negativa do domı́nio devido à porção compacton do campo

escalar.

Finalmente, calculamos o potencial quântico análogo Up(z) pelos mesmos métodos

desenvolvidos para a brana h́ıbrida simétrica. Plotamos na figura 19 a solução numérica

para a mudança de coordenada z(ρ). Note o comportamento assimétrico. Na figura 20

plotamos o potencial de Schrödinger. O caso para p = 1 coincide com a parede de domı́nio

ordinária. Note novamente o perfil h́ıbrido para z negativo, onde o potencial se comporta

como uma brana fina (≈ 1/|z|2). É importante mencionar que a pequena altura da bar-

reira de potencial é capaz de afetar apenas pequenas massas. O fato de tanto o poço

quanto a barreira de potencial diminúırem dificultam a interação dos modos massivos

com a brana. Isto será discutido em detalhes no caṕıtulo 3.
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Figura 17: Escalar de curvatura para a
brana h́ıbrida assimétrica. A mudança
abrubta para uma constante negativa para
y ≈ −0.5 caracteria o perfil h́ıbrido da
brana.
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Figura 18: Gráfico do potencial no
espaço-tempo curvo Vp para os mesmo
valores de p da Fig. 17. O potencial
adquire um perfil compacto na parte
negativa do domı́nio.

2.4 Brana Compacta

Nesta seção abordaremos o modelo de branas mais novo na literatura, a sofis-

ticada brana compacta proposta por Bazeia e co-autores em 2015 na Ref. [45]. Diferente-

mente das branas h́ıbridas, este cenário possui um fator de warp compacto4. O estudo

acerca dos modos massivos, inédito na literatura até então, será apresentado no caṕıtulo

3, onde fazemos também a correção no potencial newtoniano.

4Não confundir com o defeito do tipo compacton
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Figura 19: Transformação de coordenadas zp(y) para a brana h́ıbrida assimétrica.
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Figura 20: Potencial quântico análogo para a brana h́ıbrida assimétrica. O caso para
p = 1 coincide com o defeito topológico tipo-kink oriundo do modelo φ4. Há medida em
que o caráter h́ıbrido evolui, a barreira de potencial diminui.

2.4.1 Motivações

As estruturas topológicas do tipo kink podem ser descritas por um campo

escalar com energia de auto-interação que pode ser descrita por potenciais polinomiais e

não-polinomiais. No caso de potenciais polinomiais, considera-se normalmente polinômios

de quarta ou sexta ordem. Ordens mais elevadas também podem ser consideradas, onde

as soluções são conhecidas por multi-kinks. No caso não-polinomial, têm-se os potenciais

de sine-Gordon e sinh-Gordon.

É comum na literatura de modelos de branas espessas deformações de po-

tenciais polinomiais [38–44]. Ademais, com o intuito de se trabalhar com deformações de

funções trigonométricas, Bazeia e co-autores propuseram um super-potencial bastante par-

ticular, descrito em termos das funções eĺıpticas de Jacobi [45]. Essas funções especiais são

conduzidas por um parâmetro real que conecta funções trigonométricas com hiperbólicas.

Tal escolha trouxe como ganho um modelo de brana rebuscado, onde o fator de warp,

responsável por descrever a geometria da brana, assume um caráter compacto [45].

Nesta subseção a seguir, discutiremos brevemente sobre a construção do mo-

delo de brana compacta e suas principais quantidades f́ısicas oriundas do estudo da loca-

lização de gravidade desenvolvida na Ref. [45]. No caṕıtulo 3 apresentaremos a aplicação

dos nossos métodos numéricos a fim de estudarmos a fenomenologia da brana compacta

fazendo o cálculo da correção do potencial de Newton.
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2.4.2 O modelo

O mais novo modelo de mundo-brana, proposto na Ref. [45], é a chamada

brana compacta, cujo super-potencial é dado por

Wλ(φ) = − 1

(1− λ)

1√
λ

ln

(
1−
√
λ sn(φ, λ)

dn(φ, λ)

)
, (2.48)

onde sn(φ, λ) e dn(φ, λ) são as funções eĺıpticas de Jacobi introduzidas pelo matemático

prussiano Carl Gustav Jakob Jacobi por volta de 1830. As funções eĺıpticas de Jacobi

básicas são denotadas por sn(φ, λ), cn(φ, λ) e dn(φ, λ), onde λ é um parâmetro no domı́nio

[0, 1] chamado módulo eĺıptico. Além disso, cd(φ, λ) = cn(φ, λ)/ dn(φ, λ). Elas surgem da

inversão da integral eĺıptica de primeira espécie. Ao leitor interessado, a Ref. [85] apresenta

um texto introdutório sobre as funções eĺıpticas de Jacobi e algumas aplicações. Para uma

leitura mais aprofundada, sugerimos os livros [86] e [87].

As funções eĺıpticas de Jacobi satisfazem as duas relações algébricas:

cn2(φ, λ) + sn2(φ, λ) = 1,

dn2(φ, λ) + λ2 sn2(φ, λ) = 1.
(2.49)

Além disso, as derivadas das três funções eĺıpticas de Jacobi básicas são

d

dφ
sn(φ, λ) = cn(φ, λ) dn(φ, λ),

d

dφ
cn(φ, λ) = − sn(φ, λ) dn(φ, λ),

d

dφ
dn(φ, λ) = −λ2 sn(φ, λ) cn(φ, λ).

(2.50)

Tais funções são interessantes, pois englobam tanto as funções trigonométricas quanto as

hiperbólicas. Para λ = 0, tem-se as funções trigonométricas usuais, enquanto que para

λ = 1, tem-se as funções hiperbólicas:

sn(φ, 0) = sinφ, cn(φ, 0) = cosφ,

sn(φ, 1) = tanhφ, cn(φ, 1) = dn(φ, 0) = sechφ.
(2.51)

Com isso, o potencial do defeito tipo-kink torna-se

V (φ) =
1

(1− λ)2

[
1

8

cn(φ, λ)2

dn(φ, λ)2 −
1

3λ
ln2

(
1−
√
λ sn(φ, λ)

dn(φ, λ)

)]
. (2.52)

Seu gráfico está plotado na Fig. 21 para diferentes valores de λ. O potencial evolui

rapidamente com a variação do parâmetro λ. Além disso, seu mı́nimo também muda.
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Note que para λ = 0, o potencial de sine-Gordon é recuperado.
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Figura 21: Potencial Vλ(φ) para λ = 0.0 (linha cheia), λ = 0.30 (linha tracejada),
λ = 0.50 (linha pontilhada) e λ = 0.65 (linha fina).

Portanto, a equação para o campo escalar fica

φ′λ(y) =
dWλ

dφ
=

1

1− λ
cn(φ, λ)

dn(φ, λ)
, (2.53)

que possui solução a anaĺıtica [45]

φλ(y) = sn−1

[
tanh

(
y

2(1− λ)

)
, λ

]
. (2.54)

A solução para o fator de warp foi obtida numericamente utilizando o mesmo

método das branas h́ıbridas. Plotamos nas Figs. 22 e 23 o campo escalar e o fator de

warp, respectivamente.

A solução para o campo escalar de fundo torna-se compacta (não confunda

com o defeito compacton) e seus valores assintóticos crescem com λ, o que está de acordo

com o deslocamento dos mı́nimos de Vλ(φ). Note que, quando λ → 1 a largura do fator

de warp diminui significativamente tornando a dimensão extra compacta. No sub-gráfico

da Fig. 23, plotamos, junto com o caso da brana compacta, o fator de warp do modelo

de Randall-Sundrum com k = 30, 5, isto é, σRS = e−70,0|y|. Logo, pode-se concluir que

a brana compacta corresponde à um cenário de mundo-brana com alta curvatura. Esta

caracteŕıstica previne o suporte a estados massivos, como mostraremos no caṕıtulo 3.

O caráter compacto da brana é reforçado no escalar de curvatura, que plotamos

na Fig. 24. Há medida em que o parâmetro λ aumenta, a brana apresenta-se cada vez

mais comprimida em torno da origem.
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Figura 22: Solução para o campo escalar
φλ(y) para diferentes valores de λ.
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Figura 23: Solução para o fator de warp
σλ(y) para os mesmos valores de λ da
figura 22. No subgráfico, plotamos o fator
de warp da brana no regime compacto
(λ = 0.95) e da brana do modelo de
Randall-Sundrum com k = 30, 5.

O potencial no espaço-tempo curva torna-se

Vλ(φ) =
1

(1− λ)2

[
1

8

cn2(φ, λ)

dn2(φ, λ)
− 1

3λ
ln2

(
1−
√
λ sn(φ, λ)

dn(φ, λ)

)]
, (2.55)

cujo gráfico está apresentado na Fig. 25. O uso das funções eĺıpticas de Jacobi na definição

do super-potencial é bastante interessante, pois permite que o modelo interpole entre o

modelo de sine-Gordon e o modelo de brana compacta. Note que o limite λ→ 0, conduz
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Figura 24: Escalar de Curvatura R(y).
Com o aumento do parâmetro λ, a brana
apresenta-se cada vez mais comprimida em
torno da origem. O sub-gráfico mostra o
brana no regime compacto
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Figura 25: Gráfico do potencial no
espaço-tempo curvo Vλ(φ). Para λ→ 0, o
potencial coincide com o modelo de
sine-Gordon [37].
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Figura 26: Transformação de coordenadas zλ(y) para a brana compacta.

ao caso particular do modelo de sine-Gordon estudado na Ref. [36] e recentemente na

Ref. [37].

Finalmente, calculamos o potencial quântico análogo dado pela Eq. (2.19).

Para chegarmos calcularmos Uλ(z), utilizamos os mesmo procedimentos numéricos que

aplicamos nas branas h́ıbridas para o domı́nio [−6.0 6.0] com tamanho de passo igual a

0.01. Na figura 26 plotamos a aproximação numérica da transformação de coordenadas

zλ(y). Note que a função zλ(y) varia muito mais rapidamente do que nos casos das branas

h́ıbridas. No limite em que λ→ 1, a transformação zλ(y) passa a não ser mais definida.

Na Fig. 27 plotamos a solução aproximada do potencial quântico análogo

para diferentes valores de λ. O caso λ = 0.0 coincide com o modelo de sine-Gordon [37].

Vale ressaltar que o potencial é muito senśıvel ao parâmetro λ e a barreira de potencial

cresce rapidamente evidenciando o perfil compacto e a alta curvatura da brana. No

limite compacto, que está indicado no sub-gráfico da Fig. 27 a barreira é três ordens de

magnitude maior do que o caso sine-Gordon. Esta caracteŕıstica, onde a altura da barreira

é muito elevada e a largura do poço muito pequena, previne a presença de estados ligados

inviabilizando a busca por estados ressonantes. No caṕıtulo 3 discutiremos a respeito dos

modos ressonantes.
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Figura 27: Potencial quântico análogo Uλ(φ) para λ = 0.00 (linha cheia), λ = 0.30 (linha
tracejada), λ = 0.40 (linha pontilhada) e λ = 0.50 (linha fina). O sub-gráfico
corresponde ao ajuste de escala para o caso λ = 0.95.
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3 RESULTADOS NUMÉRICOS
EM 5 DIMENSÕES

Neste caṕıtulo, apresentaremos os nossos resultados numéricos nos modelos

de cinco dimensões apresentados nas seções 2.2, 2.3 e 2.4. Respectivamente, as branas

Hı́brida Simétrica, Hı́brida Assimétrica e Compacta. O objetivo das análises numéricas

dos modelos citados é estudar suas fenomenologias calculando a correção na lei gravita-

cional de Newton devido aos modos massivos gravitacionais de Kaluza-Klein. A escolha

desses modelos advém do fato de serem os mais novos apresentados na literatura. Um

fato interessante a respeito desses modelos mais novos, é o fato de terem contidos os mo-

delos mais simples. No caso das branas h́ıbridas, o modelo semente1 é o φ4. Já o modelo

de brana compacta, o modelo semente é o de sine-Gordon. Ambos possuem soluções

topológicas do tipo parede de domı́nio.

Os resultados para a brana h́ıbrida simétrica (e, consequentemente para a brana φ4)

foram publicadas no periódico Physics Letters B 754, 210 (2016) sob o t́ıtulo “Gravity

localization on hybrid branes”2. Já os resultados para as branas h́ıbrida assimétrica e

compacta estão submetidos para publicação no periódico Physical Review D.

3.1 Resumo

A utilização de métodos numéricos na obtenção do espectro de massa e do

conjunto de autofunções da torre de Kaluza-Klein para se calcular a correção na lei gra-

vitacional de Newton é inédita na literatura. A abordagem apresentada nesta tese é de

elevado interesse tendo como aplicação, ser utilizada como ferramenta de filtragem de

modelos de branas. Primeiramente, mostrando se um determinado modelo de brana su-

porta estados massivos, o que implica dizer que possui uma fenomenologia envolvida, pois

as correções na lei gravitacional de Newton são devidas diretamente dos modos massivos

gravitacionais. Tendo a correção, esta pode ser utilizada para verificar se o modelo em

análise concordará com futuras medições experimentais dos desvios da lei gravitacional

de Newton em aceleradores de part́ıculas de altas energias.

Obtenção do espectro

1Os modelos em cinco dimensões mais sofisticados são constrúıdos a partir de deformações de modelos
mais simples, os quais chamamos aqui de modelo semente.

2Localização de gravidade em branas h́ıbridas
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Para estudarmos a correção na lei de Newton da gravitação apresentada na

Eq. (2.32) é necessário obter o epectro de massa {mn}. Para isto, um procedimento

numérico é necessário para se resolver a equação dos modos massivos, posta como um

problema de Sturm-Lioville (2.14). Felizmente, o método da matriz [168] é perfeitamente

aplicável aos nossos problemas de mundo-branas, pois este aproxima muito bem os pri-

meiros autovalores, que são os de interesse f́ısico. Lembre dos caṕıtulos anteriores que a

massa de Kaluza-Klein deve ser pequena. Para isso, nós discretizamos a Eq. (2.14) e as

condições de contorno de Neumann homogêneas no domı́nio [−a, a] com um tamanho de

passo uniforme igual a 0.01. Nós utilizamos aproximações de diferenças finitas com erro

de truncamento de segunda ordem. Os detalhes do método, foram mostrados na seção

??. Os domı́nios variam para cada modelo, pois deve-se analisar o comportamento do

fator de warp. Os limites do domı́nio devem ser escolhidos de forma que o fator de warp

esteja suficientemente próximo de zero.

Note que as entradas no algoritmo do método da matriz são os valores dos

coeficientes da equação diferencial nos pontos de malha. No entanto, para os modelos

em estudo nesta tese, não se tem uma expressão fechada para os fatores de warp. As

soluções dos fatores de warp são aproximações numéricas nos pontos de malha. Logo,

para calcularmos a derivada dos fatores de warp que são uma das entradas no problema de

Sturm-Liouville (2.14), nós utilizamos uma discretização por diferenças finitas centradas

com erro de truncamento de segunda ordem.

Solução da equação do tipo-Schrödinger

Lembrando da Eq. (2.32), percebe-se que a autofunção que deve ser utilizada

para calcular a correção na lei de Newton da gravitação é uma solução da equação do tipo-

Schrödinger (2.18) para o potencial (2.19). Novamente, note que a entrada no algoritmo

é o fator de warp σ e suas derivadas. Como descrito nas seções 2.2, 2.3 e 2.4, os fatores de

warp σ(z) foram obtidos por interpolação polinomial utilizando o método spline cúbico

fixado com a função z(y). A coordenada z foi encontrada por integração numérica da Eq.

(2.15) pelo método de Simpson composto. As derivas primeira e segunda dos fatores de

warp foram obtidas por aproximação de diferenças finitas centradas. Através do método

de Numerov, nós resolvemos a Eq. (2.18) para os três modelos de cinco dimensões estu-

dados nessa tese para os autovalores de massa obtidos pelo método da matriz aplicado ao

problema de Sturm-Liouville correspondente. O método de Numerov é bastante utilizado

na literatura de modelos de mundo-branas [53,142,150,151,169,170].

No modelo de Martin Gremm [36] é adotada uma condição de contorno não-

f́ısica dada por ψ(0) = 1. Entretanto, note que na correção da lei gravitacional de
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Newton, a quantidade f́ısica necessária é o valor da função de onda na origem. Logo,

seguindo a proposta de Gremm, todas as autofunções teriam iguais contribuições. Nós,

no entanto, deixamos os valores das autofunções livres na origem adotando apenas as

condição de contorno homogêneas de Neumann ψ′( z(−a) ) = ψ′( z(a) ) = 0. Esta condição

permite que os autoestados contribuam para a correção na lei gravitacional de Newton

diferentemente entre si, o que favorece os estados ressonantes.

3.2 Aplicação ao modelo de Randall-Sundrum

Como teste de nossas rotinas, aplicamos o método da matriz no modelo de

Randall-Sundrum, onde o espectro é conhecido exatamente − confira Eq. (2.31). Para

termos uma aproximação eficiente para os vinte primeiro autovalores nós discretizamos a

equação diferencial (2.14) para o fator de warp dado na Eq. (2.24) no domı́nio [−6, 6]

com N = 4 300. Note que as condições de contorno de Neumann homogêneas conduzem

ao mesmo espectro da Eq. (2.31). Além do mais, essas condições de contorno em y = ±L
concordam com o fato de que as soluções da equação do tipo Schrödinger, ψ(z), devem

possuir comportamento de onda plana longe da brana.

Na tabela 1 apresentamos a solução exata (2.31) e nossa aproximação numérica

para k = 0.70 e L = 6.0 com seis algarismos significativos. Note que o erro é predominan-

temente menor do que 0.05% chegando a ser menor ainda do que 0.02%. Além do mais, a

aproximação se deteriora com o aumento de n. Este é um atributo natural de métodos de

discretização em problemas de Sturm-Liouville [168]. No entanto, esta caracteŕıstica não

interfere na nossa análise, pois apenas as pequenas massas são de interesse f́ısico, lembre

mn << k.

É muito importante ressaltarmos que esta boa aproximação foi obtida devido

ao elevado número N de divisões do domı́nio. Neste caso, o tamanho de passo passa a

ser h = (6− (−6))/4 300 = 0.002790. Para mostrarmos a estabilidade do método, fizemos

um gráfico do erro relativo da aproximação do primeiro autovalor do gráviton de Randall-

Sundrum em função do número de divisões. Veja a Fig. 28. Neste gráfico, variamos N

de 1 000 à 4 300 com passo igual a 100. Note que o erro reduz monotonicamente com a

diminuição do tamanho de passo.

Logo, conclúımos que o método numérico é robusto e estável. No restante da tese

procuraremos sempre manter a o tamanho do passo da discretização do domı́nio neste

patamar.
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j Autovalor Exato Aprox. Numérica Erro Relativo (%)

1 0.0402209 0.0402442 0.0578
2 0.0740640 0.0740264 0.0508
3 0.106790 0.106849 0.0557
4 0.139857 0.139917 0.0430
6 0.172890 0.172951 0.0352
7 0.205906 0.205966 0.0293
8 0.238910 0.238971 0.0256
9 0.271908 0.271970 0.0228
10 0.304901 0.304966 0.0211
11 0.337892 0.337959 0.0198
12 0.370879 0.370951 0.0192
13 0.403866 0.403942 0.0188
14 0.436850 0.436933 0.0190
15 0.469834 0.469925 0.0194
16 0.502817 0.502917 0.0199

Tabela 1: Espectro de massa do gráviton do modelo de Randall-Sundrum.
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Figura 28: Erro relativo da aproximação do primeiro gráviton de Kaluza-Klein em
função do número de divisões do domı́nio discretizado.

3.3 Resultados para a brana h́ıbrida simétrica

Nós discretizamos a equação diferencial (2.14) e as condições de contorno

φ′(0) = φ′(∞) = 0 no domı́nio [−10, 10] com um tamanho de passo uniforme igual a

0, 01 com erro de truncamento de segunda ordem. Efetuamos a análise numérica apenas

para o modelo Lα nos casos n = 1 (brana espessa do tipo parede de domı́nio) e n = 100

(brana h́ıbrida assimétrica), pois, como mostrado nos resultados das figuras 8(a) e 13, o

modelo Lα não apresentou diferenças significativas do caso parede-de-domı́nio usual.

Nós resolvemos as equação do tipo Schrödinger para a brana h́ıbrida simétrica
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Figura 29: Soluções numéricas normalizadas da equação do tipo Schrödinger para os
quatro primeiros autovalores para n = 1.

utilizando os autovalores contidos no resultado apresentado na Fig. ??. É importante

mencionar que estados ressonantes podem ocorrer para algumas energias particulares,

onde ondas planas incidentes pode entrar em ressonância com o potencial U(z) e con-

sequentemente terem um valor para ψ(0) muito maior do que para os demais autoesta-

dos [55]. No entanto, o parâmetro n não regula satisfatoriamente o potencial U(z). Note

que, por construção a brana h́ıbrida não possui um a parâmetro relacionado com sua

espessura, que seria responsável por controlar a altura da barreira e a largura do poço

de potencial. Esta caracteŕıstica dificulta a procura por estados ressonantes. Nós não

encontramos ressonâncias através do bem sucedido método das ressonâncias [55, 141].

Nós mostramos as soluções da equação de Schrödinger para os primeiro auto-

valores de massa na Fig. 29. Um resultado importante é o de que o primeiro autoestado

proporcionará a maior contribuição para a correção na lei de Newton da gravitacional. As

autofunções normalizadas subseqüêntes têm amplitudes cada vez menores. Além disso,

as autofunções pares darão contribuições triviais, pois ψ2(0) = 0. O espectro e as auto-

funções não apresentaram mudanças notáveis ao variar o parâmetro n. Isto está de acordo

com o fato de os estados ligados podem existir para massas m2 iguais até o máximo da

barreira de potencial [52, 54]. Note os máximos de Un(z) na Fig. 14 são bem próximos

para n = 1 e n = 100. Por esta razão, mostramos apenas os gráficos para n = 1.

Com estes resultados, nós fomos capazes de calcular a correção na lei gra-

vitacional de Newton dada pela Eq. (2.32). Nós simplificamos a massa de Planck a

G = M∗ = 1. Nós plotamos na Fig. 30 o leve desvio da lei gravitacional devido à torre

de Kaluza-Klein. Conclúımos que a força gravitacional é levemente aumentada em curtas

distâncias. Além disso, a fenomenologia não se mostrou diferente se a brana for gerada
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por um defeito do tipo kink ou compacton.

3.4 Resultados para as branas h́ıbrida assimétrica e compacta

Ainda com o objetivo de calcular a correção na lei de Newton da gravitação

devido ao modos massivos de Kaluza-Klein, nós aplicamos o método da matriz para

obtermos o espectro de Kaluza-Klein para as branas h́ıbrida assimétrica e compacta. Nós

estudamos os casos p = 1 (modelo φ4), p = 63 (brana h́ıbrida assimérica), λ = 0, 0 (brana

sine-Gordon) e λ = 0, 95 (brana compacta). Nós plotamos na Fig. 31.

Note que as massas dependem do modelo em questão e o todo o conjunto{
mn

}
decresce com os parâmetros. Para o regime de brana compacta (λ = 0.96), o

espectro é trivial. De fato, isto é consistente com o caso de uma brana fina com alta

curvatura, cujo primeiro autovalor para k = 30.5 é mRS
1 = 3.90× 10−78 ( veja Eq. (2.31)

). Logo, conclúımos que a brana compacta não possui contribuições para a correção da

lei de Newton. Para p = 1 no modelo de brana h́ıbrida, que corresponde à parede de

domı́nio ordinária o espectro concorda com o resultado para a brana h́ıbrida simétrica.

Os primeiros autovalores são m1 = 0.0738777, m2 = 0.135154, m3 = 0.195893 e m4 =

0.256381. Além disso, no regime de brana h́ıbrida, o espectro se torna uma ordem de

grandeza menor do que no regime de parede de domı́nio. Logo, este cenário terá uma

menor contribuição no potencial Newtoniano.

Finalmente, resolvemos a equação do tipo Schödinger para os casos p = 63

e λ = 0.0. Nós exclúımos a brana compacta por suportar apenas o modo zero. Nós

utilizamos o método de Numerov [?,?] para os autovalores obtidos pelo método da matriz.
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Figura 30: Potencial Newtoniano com a correção devido aos modos massivos de
Kaluza-Klein para n = 1 para duas massas unitárias na brana.
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Figura 31: Espectro de massa do gráviton para a brana h́ıbrida assimétrica (quadrados)
e para a brana compacta (ćırculos).

Nós plotamos nas Figs. 32 e 33 as soluções normalizadas para as três primeiras autofunções

ı́mpares. Todas as autofunções pares se anulam em z = 0, logo não contribuem para a

correção do potencial gravitacional (veja Eq. (2.32)).

As soluções para a brana h́ıbrida assimétrica são puramente ondas planas.

Como todos os valores em z = 0 são ≈ 0.0050, todas as autofunções ı́mpares contribuirão

igualmente. Note que este é um caso onde a condição de contorno não-f́ısica seria satis-

feita. No entanto, esta condição esconderia resultados valiosos, como o fato de a primeira

autofunção da brana h́ıbrida simétrica ter a maior contribuição para a correção na lei de

Newton.

Para a brana de sine-Gordon, cada autofunção contribui com valores diferentes,

portanto, todas as autofunções devem ser levadas em conta no somatório. Note ainda que

o primeiro autoestado massivo possui a maior contribuição. Portanto, posśıveis efeitos da

torre de Kaluza-Klein em colisões de altas energias podem ser um resultado da primeira

massa de Kaluza-Klein.

Nós agora somos capazes de calcular as correções na lei de Newton devido a

cada modelo. O procedimento pode ser feito para todos os valores dos parâmetros p e

λ, mas nós nos concentramos nos casos mostrados na Fig. 31 apenas. Além disso, da

equação (2.3), temos queG5 = M∗
−3. Perceba que o valor da massa de Planck determinará

a distância de efeito da interação corrigida. Nós plotamos a lei de Newton com as correções

na Fig. 34. A correção devido à brana compacta é trivial. Além disso, a brana h́ıbrida

assimétrica possui contribuição muito pequena, podendo ser desprezada. Já a brana de

sine-Gordon suporta um espectro de maior magnitude oferecendo uma correção maior do

que a brana do tipo parede de domı́nio φ4. Portanto, os cenários mais sofisticados não
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Figura 32: Funções de onda ı́mpares
normalizadas para a brana h́ıbrida
assimétrica (p = 63). Como as funções de
onda pares se anulam na origem, nós
omitimos seus gráficos aqui. Os autovalores
de massa são m1 = 0.00804991 (linha
cheia), m3 = 0.0213199 (linha tracejada) a
m5 = 0.0344917 (linha pontilhada).
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Figura 33: Funções de onda ı́mpares
normalizadas para a brana de sine-Gordon
(λ = 0.0). Como as funções de onda pares
se anulam na origem, nós omitimos seus
gráficos aqui. Os autovalores de massas são
m1 = 0.0725202 (linha cheia),
m3 = 0.192295 (linha tracejada) and
m5 = 0.310824 (linha pontilhada).

possuem implicações fenomenológicas, deixando aos modelos mais simples a confiança de

posśıveis modelos mais realistas.
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4 BRANAS ESPESSAS EM 6
DIMENSÕES

Neste caṕıtulo abordaremos branas espessas em seis dimensões do tipo corda

(quando a brana possui simetria axial). Branas do tipo corda são uma extensão direta dos

modelos de Randall-Sundrum para duas dimensões extras. Esta segunda dimensão extra

atribui uma estrutura mais rica para brana. Neste caṕıtulo apresentaremos brevemente

as principais caracteŕısticas e resultados de dois modelos do tipo corda em particular: o

modelo de corda fina proposto por Tony Gherghetta e Mikhail Shaposhnikov na Ref. [88] e

o modelo string-cigar 1 proposto por Euclides Silva e co-autores na Ref. [89]. Este segundo

modelo corresponde à uma brana do tipo corda espessa em seis dimensões considerada

como uma suavização do modelo de corda-fina.

Nesta tese, nós trabalhamos com a localização dos campos gravitacional, veto-

rial e fermiônico no modelo string-cigar, com foco nos modos massivos de Kaluza-Klein,

reportados em três artigos nas revistas Physics Letters B [?] e Physical Review D [?,?].

Os casos de brana fina também foram considerados em todos os trabalhos. Os resultados

serão apresentados no caṕıtulo 5.

4.1 Introdução

Em cinco dimensões, paredes de domı́nio têm sido utilizadas para representar a

brana (ver Caṕıtulo 2). Já em seis dimensões, assumindo-se uma simetria axial, o cenário

é conhecido como brana do tipo corda. Suas origens têm bases no estudo de linhas de

fonte em Relatividade Geral [90–94]. Objetos topológicos do tipo corda, tais como vórtices

e cordas cósmicas, são geralmente descritos como sistemas compostos por um campo

escalar complexo (global) e um campo de calibre (local) [95–98]. Além disso, o espaço-

tempo de uma corda global é singular [99]. Esta singularidade não é uma singularidade

de coordenadas, mas sim, f́ısica.

Independentemente do modelo do tipo corda em particular para compor o

núcleo da brana, a solução exterior com constante cosmológica possui um comporta-

mento conformalmente plano que estende o modelo de Randall-Sundrum [100] para duas

dimensões extras. No limite de uma brana infinitamente fina, o cenário resultante é o cha-

mado modelo de Gherghetta-Shaposhnikov (GS) [88]. Este modelo fornece uma correção

1A tradução direta deste termo seria “Corda-Charuto” ou “Corda-Cigarro”. Nesta obra, optamos por
manter o nome em inglês.
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menor para o potencial de Newton do que no modelo de Randall-Sundrum.

Uma das vantagem dos modelos de seis dimensões sobre os de cinco, é a de que

o modo-zero do campo vetorial de calibre é naturalmente localizado na brana GS [35,101],

sem a necessidade de um campo externo, como o d́ılaton em cinco dimensões [102]. O

campo fermiônico, por sua vez, requer um acoplamento mı́nimo do tipo Yukawa com um

campo vetorial de calibre para ter modo-zero localizado [103]. Outra vantagem concerne

sobre a energia e o momento da brana serem sempre conservados, independentemente

de qualquer tensor energia-momento do bulk [104]. Além disso, foi também proposto

que a espessura da brana exerça o papel da energia escura e da matéria escura do nosso

universo [105].

Além das caracteŕısticas interessantes dos campos, as branas do tipo corda

também exibem uma estrutura geométrica mais rica do que modelos em cinco dimensões.

De fato, as duas dimensões extras formam uma variedade transversa com simetrias in-

ternas e propriedades que refletem na sua tensão [106]. A variedade transversa usada no

modelo GS, por exemplo, é um disco [88]. Por outro lado, Kehagias propôs um espaço

cônico para explicar o problema da constante cosmológica [107]. Papantonopoulos e co-

autores regularizaram o comportamento cônico próximo à brana adicionando uma estru-

tura do tipo anel na brana [108]. Garriga e Porrati estudaram os efeitos gerados por

uma variedade com a forma de uma bola de futebol americano [109]. Gogberashvili e

co-autores discutiram o problema das gerações dos férmions em um espaço com a forma

de uma maçã [110]. Em um modelo supersimétrico, de-Carlos e Moreno encontraram

uma solução de gravidade localizada sem constante cosmológica [111]. Por este modelo

considerar uma geometria que assintoticamente possui um raio transverso constante, o

modelo é chamado de universo do tipo cigar-like.

É importante ressaltar que, ao contrário das paredes de domı́nio, não há uma

solução completa (interior e exterior) do tipo corda conhecida analiticamente, mesmo

em um espaço-tempo plano. Em modelos de mundo-branas não-fatorizáveis, Cohen-

Kaplan [112], Gregory [113] e Olaganesi-Vilenkin [114] estudaram a solução exterior de

uma brana do tipo corda global com e sem constante cosmológica do bulk. O caso local

foi estudado numericamente por Giovaninni e co-autores, onde foi obtida um geometria

suave satisfazendo a condição de energia dominante [115].

Na Ref. [89] a chamada solução sóliton cigar é utilizada para se construir uma

geometria interior e exterior do tipo corda suave. Este recebeu o nome de modelo string-

cigar. O sóliton cigar é uma solução bi-dimensional auto-similar do fluxo de Ricci, um

fluxo geométrico determinado pelo tensor de Ricci [116, 117]. Há importantes aplicações

do fluxo de Ricci em diferentes ramos das F́ısica, como nos grupos de renormalização e
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modelos-sigma [118–122], buracos negros Euclidianos [123], gravidade massiva topológica

[124], massa ADM [125] e, mais recentemente, no modelo de Heisenberg da Mecânica

Estat́ıstica [126].

O fluxo de Ricci define uma famı́lia de geometrias sob o domı́nio de um

parâmetro de evolução. Fornece ainda informações a estabilidade de uma variedade,

como a formação ou eliminação de singularidades. Aplicado à cenários de mundo-branas,

o fluxo de Ricci pode ser utilizado para se estudar a estabilidade da geometria do bulk.

Nesta direção, dois importante modelos do tipo corda suavizado foram constrúıdos com

uma secção do conifold resolvido, um importante orbifold na teoria de cordas [127], e com

o espaço transverso sendo um sóliton-cigar de Hamilton [89]. Os modelos string-cigar

e o conifold resolvido fornecem geometrias regulares que assintoticamente recuperam o

modelo GS. No modelo do conifold resolvido, o parâmetro de resolução tem o papel do

raio de uma quinta dimensão compacta que viola o comportamento cônico próximo à

origem [127]. Além disso, o parâmetro de resolução da singularidade cônica da brana for-

nece um fluxo geométrico que suaviza os modos sem massa para o campos escalar [127],

vetorial [128] e fermiônico [129].

Como apontado por Tinyakov and Zuleta na Ref. [130], a fonte do modelo GS

não satisfaz a condição de energia dominante. Por outro lado, a fonte do string-cigar é

submetida à uma transição de fase sobre o qual algumas configurações completam todas

as condições de energia [89]. O modelo string-cigar satisfaz ainda todas as condições de

regularidade, exigidas para se garantir uma brana bem comportada na origem.

O cenário string-cigar permite a existência de um modo-zero localizado que

efetivamente descreve a gravidade na brana. O modo zero neste cenário possui o mesmo

comportamento exponencial do modelo GS. Ademais, próximo ao núcleo da brana, pos-

sui uma forma de sino suave. Portanto, o cenário string-cigar suaviza a geometria e o

modo-zero próximo à origem. Enquanto a geometria é submetida à um fluxo de Ricci

no espaço transverso, o modo-zero tem sua altura e largura alteradas. Nesta tese, nós

encontramos um novo modo-zero para o modelos GS e string-cigar por meio de uma

abordagem via equação de Schrödinger. Este novo modo-zero possui um comportamento

“mais localizado”.

Outra caracteŕıstica digna do modelo string-cigar é a sua fonte não-homogênea.

Naturalmente, os máximos das componentes do tensor momento-energia são deslocados

da origem o que sugere que o núcleo da brana está afastado da origem. Giovaninni e co-

autores encontraram comportamento semelhante para um vórtice Abeliano com elevado

número de voltas [115]. No modelo string-cigar, o modo-zero gravitacional e a densidade

de energia compartilham de comportamento similar. Tal perfil mostra a influência da
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variações geométricas proporcionadas pelo fluxo de Ricci na F́ısica da brana.

Não obstante, a complexidade das equações diferenciais dos modos de Kaluza-

Klein torna a análise numérica a abordagem mais adequada para se obter o espectro de

massa e as autofunções correspondentes. Assim, a principal proposta desta parte da tese

é obter o espectro massivo de Kaluza-Klein e analisar como ele se comporta com respeito

ao fluxo de Ricci.

Embora Gherghetta and Shaposhnikov tenham encontrado um conjunto com-

pleto de autovalores e autofunções para a brana do tipo corda-fina, as expressões des-

sas autosoluções são desconhecidas para branas espessas em seis dimensões. Através de

métodos numéricos adequados, encontramos o espectro e as autofunções do modelo string-

cigar. Como teste de nossas rotinas aplicamos os métodos no modelo GS e obtivemos boa

aproximação dos primeiros autovalores de massa (aqueles de relevância f́ısica). Um resul-

tado interessante, diz respeito à um modo massivo com massa e amplitude extremamente

pequenas que não está presente no modelo string-cigar. À este autoestado particular,

chamamos de estado transiente.

A análise numérica desses dois modelos, fornece mais informação de como os

campos se comportam nos cenários singular e suavizado em seis dimensões. Giovaninni e

co-autores estudaram numericamente a geometria interior e exterior de um mundo-brana

do tipo corda na Ref. [115]. No entanto, não se interessaram nas propriedades F́ısicas do

campo gravitacional. Nós ainda encontramos e estudamos os modos massivos ressonantes,

autoestados importantes, pois são os responsáveis pela fenomenologia de um modelo de

brana exposto como uma correção na lei gravitacional de Newton.

4.2 Mundo-branas do tipo-corda e localização de gravidade

Nesta seção, apresentaremos a definições básicas e principais caracteŕısticas

dos modelos de branas do tipo corda gerais. Nas duas próximas subseções, abordaremos

os modelos GS e string-cigar.

Considere um espaço-tempo de seis dimensõesM6 constrúıdo a partir do pro-

duto warped2 entre uma variedade Lorentziana 4D, M4, e uma variedade Riemanniana

2D,M2. Nos referimos àM4 como uma 3-brana enquanto que àM2, o espaço transverso.

2Em geometria diferencial e relatividade geral, uma geometria entortada (do inglês “warped”) é uma
variedade de Riemann ou de Lorentz cujo tensor métrico pode ser descrito da seguinte forma:

ds2 = f(y)gij(x)dxidxj + gabdy
adyb.

Observe que a geometria quase se decompõe em um produto cartesiano da geometria x e da geometria y,
exceto pela parte de x ser reescalonada por uma função escalar de coordenadas da geometria y. Devido
à esta razão, a métrica de uma geometria entortada é geralmente denominada “métrica de produto
entortado”, do inglês “warped product”. Nesta tese, optaremos por utilizar o termo em inglês.
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Um mundo-brana do tipo corda é umaM6 6D estática com uma simetria axial no espaço

transverso. Uma métrica adequada para este modelo é dada por [35,88,104–106,112–115]

ds6
2 = gAB(x, ρ, θ)dxAdxB

= σ(ρ)gµν(x)dxµdxν − dρ2 − γ(ρ)dθ2,
(4.1)

onde x são as coordenadas na brana, ρ ∈ [0,∞) e θ ∈ [0, 2π] são as dimensões extras e σ

e γ são os chamados fatores de warp.

As condições de regularidade

σ(0) = 1 , σ′(0) = 0,

γ(0) = 0 ,
(√

γ(0)
)′

= 1, (4.2)

são impostas com o objetivo de se evitar singularidades [106], onde (′) refere-se às derivadas

∂ρ. As condições para σ na Eq. (4.2) já são presentes nos modelos de Randall-Sundrum

[7,8], onde as suposições na função γ refletem o comportamento suave próximo à origem

[88,104–106,115,130].

Independentemente do modelo em particular para a fonte, o tensor momento-

energia pode ser escrito na forma geral [88, 104–106,115]:

TAB = diag(t0, t0, t0, t0, tρ, tθ). (4.3)

Para uma corda global, por exemplo, tρ = −tθ [112–114]. Na presença de uma constante

cosmológica no bulk Λ e para uma brana plana M4, a equação de Einstein fica [47–49]

Rab −
R

2
gab = −κ6(Λgab + Tab), (4.4)

que, para o ansatz da métrica (4.1), conduz a [88,89,127]
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Λ + tθ(ρ)

)
, (4.7)

onde κ6 é a constante gravitacional em seis dimensões relacionada com a escala de energia

em seis dimensões pela relação [88, 89]

κ6 =
8π

M4
6

(4.8)
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Vamos agora analisar a configuração de vácuo do modelo, ou seja, sem fontes.

A terceira equação de Einstein (4.7) fornece:

2

(
σ′

σ

)′
+

5

2

(
σ′

σ

)2

= −κ6Λ. (4.9)

Definindo

y(ρ) =
σ′

σ
, (4.10)

a Eq. (4.9) torna-se

y′ +
5

4
y2 − κ6|Λ|

2
= 0, (4.11)

cuja solução é

y(ρ) = c tanh

[
5c

4

(
ρ+ ρ0

)]
, (4.12)

onde

c =

√
−2κ6

5
Λ, (4.13)

e ρ0 é uma constante de integração. Integrando a Eq. (4.12), obtemos o fator de warp

σ(ρ) = σ0 cosh
4
5

(
5c

4
ρ

)
, (4.14)

com uma constante de integração σ0. Substituindo o fator de warp (4.14) nas equações

de Einstein e impondo as condições de regularidade (4.2), nós obtemos a componente

angular da métrica γ como sendo

γ(ρ) =

(
4

5c

)2

sinh2

(
5c

4
ρ

)
σ−

3
2 . (4.15)

O fator de warp na Eq. (4.14) e a componente angular da métrica na Eq. (4.15) fornece

um volume infinito para o espaço transverso que conduz à uma teoria efetiva da gravitação

não-quadridimensional.

A relação entre a massa de Planck no bulk M6 e a massa de Planck na brana

M4 é dada por [88,89]

M4
2 = 2πM6

4

∫ ∞
0

σ(ρ)
√
γ(ρ)dρ. (4.16)

Logo, para um modelo de branas do tipo corda descrita pela função de warp (4.14) e

componente angular da métrica (4.15), a escala de Planck na brana diverge.

Outra caracteŕıstica importante dos modelos do tipo corda são as tensões µi

definidas por [88,89,115]

µi(c) =

∫ ε

0

ti(ρ, c)σ
2(ρ, c)

√
γ(ρ, c)dρ, (4.17)
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que determinam as correspondências entre as soluções geométricas interna e externa, onde

ε é a largura do núcleo [88,104–106,115].

Uma vez apresentado os aspectos gerais dos cenários do tipo corda, estuda-

remos o comportamento da métrica sob pequenas perturbações, que corresponde ao es-

tudo da localização de gravidade. Efetuando a seguinte perturbação conforme invariante,

hµν(x, ρ), [8, 36,52,88,89,115]

ds6
2 = σ(ρ)(ηµν + hµν(x, ρ))dxµdxν + dρ2 + γ(ρ)dθ2, (4.18)

as equações de Einstein perturbadas em primeira ordem (4.4) levam à [8,36,52,88,89,115]

�6hµν = ∂A(
√−g6η

AB∂Bhµν) = 0, (4.19)

onde onde �6 é o operado de d’Alembert em seis dimensões. Logo, as perturbações tenso-

riais hµν podem ser tratadas como um campo tensorial de rank 2 (gráviton) propagando-se

no bulk.

Assumindo a decomposição de Kaluza-Klein3 [35, 88,89]

hµν(x, ρ, θ) =
∞∑

l,m=0

φm,l(ρ) eilθ ĥµν(x), (4.20)

e uma dependência do como onda-livre na 3-brana

�4ĥµν(x
ξ) = m0

2ĥµν(x
ξ), (4.21)

a equação de movimento para o gráviton (4.19), para um cenário conforme onde

γ(ρ) = σ(ρ)β(ρ) (4.22)

fica [88,89] (
σ

5
2

√
βφ′m,l(ρ)

)′
+ σ

3
2

√
β

(
m2

0 −
l2

β2

)
φm,l(ρ) = 0, (4.23)

ou

φ′′n(ρ) +

(
5

2

σ′

σ
+

1

2

β′

β

)
φ′n(ρ) +

m2
n

σ
φn(ρ) = 0, (4.24)

A função β é responsável pelo comportamento cônico [89, 127]. A Eq. (4.23) descreve o

comportamento radial do gráviton nos cenários do tipo corda. A presença do número an-

gular l torna o espectro degenerado [88]. Além disso, devido à simetria axial, as condições

de contorno são [88,89,115]

φ′(0) = φ′(∞) = 0. (4.25)

3o śımbolo φ não possui nenhuma relação com o campo escalar do caṕıtulo 2.
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A equação radial (4.23) e as condições de contorno (4.25) fornecem um conjunto de

soluções cuja relação de ortogonalidade é dada por∫ ∞
0

σ
3
4

√
β φm,lφn,l′dρ = δmnδll′ . (4.26)

Os autovalores da Eq. (4.23) que satisfazem as condições de contorno (4.25)

compõem o chamado espectro de Kaluza-Klein e as autofunções correspondentes são cha-

mados de modos de Kaluza-Klein. Dentre os estados de Kaluza-Klein há um de massa

nula, chamado modo-zero. Da Eq. (4.23), o modo-zero tem a forma

φ0(ρ) = A1

∫ ρ

0

σ−
5
2β−

1
2dρ′ + A2, (4.27)

onde A1 e A2 são constantes. Uma solução similar foi encontrada por Csaba Csáki e

co-autores para espaço-tempos não coformalmente planos [52].

Uma outra forma adequada para se estudar os modos de Kaluza-Klein con-

siste em transformar a equação do tipo Sturm-Liouville (4.23) em uma equação do tipo

Schrödinger. Efetuando a mudança de variável independente [6,36,51,52,54,88,89,102,112]

z(ρ) =

∫ ρ

σ−1/2dρ′ (4.28)

e da variável dependente

φm(z) = u(z)Ψm(z), (4.29)

onde
u̇

u
+
σ̇

σ
+

1

4

β̇

β
= 0, (4.30)

com os pontos denotando derivadas com respeito à coordenada z, a equação radial (4.23)

fica

−Ψ̈m(z) + U(z)Ψm(z) = m2Ψm(z), (4.31)

onde

U(z) =
σ̈

σ
+

1

2

σ̇

σ

β̇

β
− 3

16

(
β̇

β

)2

+
1

4

β̈

β
+
l2

β
(4.32)

é o potencial quântico análogo.

As condições de contorno (4.25) implicam nas seguintes condições de contorno

para Ψ(z):

u′(0)Ψ(0) + u(0)Ψ′(0) = 0,

u′(∞)Ψ(∞) + u(∞)Ψ′(∞) = 0.
(4.33)

Entre a relação bijetiva entre os formalismos via Sturm-Liouville e Schrödinger,
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a última fornece informações sobre modos ressonantes que consideraremos no caṕıtulo 5.

4.2.1 O modelo de Gherghetta-Shaposhnikov

Gherghetta e Shaposhnikov (GS) encontraram uma solução de vácuo das equações

de Einstein que localiza a gravidade em uma brana do tipo corda infinitamente fina ao

assumirem que [88]
σ′

σ
= −c = cte, (4.34)

que pode ser obtido da função tangente hiperbólica na Eq. (4.12) em qualquer um de

seus valores assintóticos. Além disso, a Eq. (4.9) conduz ao seguinte fator de warp:

σ(ρ) = e−cρ . (4.35)

Ademais, para [88]

β(ρ) = R2
0 = cte, (4.36)

o modelo GS descreve um espaço-tempo Anti-de Sitter AdS6. Como o modelo GS é

constrúıdo a partir de uma solução de vácuo ele pode ser tratado como um espaço-tempo

devido à uma linha de fonte infinitamente fina [115, 130]. Somado a isto, a solução GS

não satisfaz as condições de regularidade na origem, como pode ser verificado na Eq

(4.2). Esta questão é resolvido com o advento do modelo string-cigar que abordaremos

na próxima subseção.

Substituindo os fatores de warp (4.35) e (4.36) na Eq. (4.23) ebntramos que,

no modelo GS, o gráviton obedece à seguinte equação radial:

φ′′m −
5

2
cφ′m +

(
m2

0 − l2/R2
0

)
ecρ φm = 0. (4.37)

Mudando a variável independente para u = 2m
c

e
c
2
ρ e a variável dependente para φm =

e
5
4
cρ χm, a função χm satisfaz a equação diferencial de Bessel:

d2χm
du2

− 1

u

dχm
du

+

[
1−

(
5

2

)2
1

u2

]
χm = 0. (4.38)

Portanto, a solução geral da Eq. (4.37), pode ser escrita como [88]

φm(ρ) = e
5
4
cρ

[
B1J5/2

(
2m

c
e

1
2
cρ

)
+B2Y5/2

(
2m

c
e

1
2
cρ

)]
, (4.39)

onde B1 e B2 são constantes arbitrárias e m = m2
0 − l2/R2

0. Esta solução cresce exponen-

cialmente mostrando que modos massivos não localizados na brana, como esperado.
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Da Eq. (4.27), o modo-zero geral do modelo GS tem a forma

φ0(ρ) = A1 e
5
2
cρ +A2, (4.40)

para A1 e A2 constantes. Dentre as duas soluções na Eq. (4.40), apenas a φ0 = A2

satisfaz a relação de ortogonalidade dada na Eq. (4.26). Logo, Gherghetta e Shaposhnikov

definiram uma solução ortonormal por [88]

ψm(ρ) = e−
3
4
cρ φm(ρ), (4.41)

tal que, o modo-zero se torna

ψ0(ρ) =

√
3c

2R0

e−
3
4
cρ . (4.42)

O modo-zero na Eq. (4.42) é finito, logo, localizado na brana fina. No entanto, esta

solução não satisfaz as condições de contorno (4.25) em ρ = 0, pois o fator de warp (4.35)

não obedece as condições de regularidade.

Por outro lado, por meio de uma abordagem via equação de Schrödinger, nós

encontramos um novo modo-zero localizado. Realmente, a equação de Schrödinger (4.31)

para o modelo GS torna-se

−Ψ̈m +
6

z2
Ψm = m2Ψm, (4.43)

onde

z =
2

c
e
c
2
ρ . (4.44)

Pela Eq. (4.30), a relação entre φm e Ψm fica dada por

φm = C0 ecρ Ψm. (4.45)

Para m = 0, a Eq. (4.43) tem a solução

Ψ0 = C1z
3 + C2z

−2

= C1 e
3
2
cρ +C2 e−cρ, (4.46)

que, usando a Eq. (4.45), fornece o modo-zero (4.40). Para que Ψ0 seja normalizada, nós

fazemos C1 = 0. Com isso, nós encontramos um modo-zero satisfazendo a equação do

tipo Schrödinger no modelo GS dado por

Ψ0(ρ) =

√
7c

2R0

e−cρ . (4.47)

É importante notar que, na origem, o modo-zero Ψ0 na Eq. (4.47) é mais intenso do que
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o modo-zero ψ0 proposto na Ref. [88]. Além disso, Ψ0 vai mais rapidamente à zero que

ψ0. Ademais, o modo-zero (4.47) satisfaz as condições de contorno para as autofunções de

Schrödinger (4.33). Isto é facilmente verificado, notando que, pela Eq. (4.45), a função u

é expressa por

u(ρ) = C0 ecρ . (4.48)

A solução da equação do tipo Schrödinger do modelo GS para m 6= 0 é

Ψm(z) =

√
2

mπ

(
1

mz

)2 [
(m2z2 − 3mz − 3)(cos(mz)− sin(mz))

]
. (4.49)

Como Ψm(z) não é definida para m = 0, nós não podemos obter o modo sem massa (4.47)

a partir da equação para o modos massivos dada em (4.49). Este fato trás à tona o gap

entre o modo-zero e o primeiro modo massivo do gráviton que nós exploraremos com mais

detalhes no caṕıtulo 5. Além disso, no limite assintótico, Ψm assume um comportamento

de onda plana dada por

Ψm(z →∞) =

√
2

mπ

(
cos(mx)− sin(mx)

)
. (4.50)

Assim como em problemas em mecânica quântica, o espectro pode ser obtido

inserindo-se uma distância de cut-off radial ρmax e impondo as condições de contorno

(4.25) nas autofunções massivas (4.37). Assim como fizemos para o modelo de Randall-

Sundrum na seção 2.1.1, o espectro será determinado pelos zeros da função de Bessel,

agora de ordem 3/2:

J 3
2

(
2mn

2
e
c
2
ρmax

)
= 0. (4.51)

Os zeros da função de Bessel de ordem 3/2 são tabelados e obedecem à [131]

mn =
c

2

(n− 1

2

)
π +

1

4
[ (
n− 1

2

)
π
] + ...

 e−
cρ
2 . (4.52)

Frisamos aqui, no trabalho de Gheghetta e Shaposhnikov, o termo em 1/n, responsável

por um crescimento diferente de linear para os primeiro autovalores é desprezado. A

expressão dada na Ref. [88], levando em conta apenas os grandes valores de n é

mn ' c

(
n− 1

2

)
π

2
e−

c
2
ρmax . (4.53)

A expressão que deve ser levada em conta para o espectro de massa é a dada pela Eq.

(4.52). Daremos mais detalhes a respeito deste comportamento do espectro no Caṕıtulo

5, onde mostraremos a eficiência do nosso método numérico.
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Novamente, assim como discutido na seção 2.1.1, observamos que o espectro

de massa é fortemente dependente da distância de corte ρmax. Para um modelo com

coordenada radial finita, 0 ≤ ρ ≤ R, a distância de corte é ρmax = R. Note que quando

a distância de corte ρmax aumenta, a magnitude das massas de Kaluza-Klein, dadas pela

expressão (4.53), é reduzida. Para uma coordenada radial infinita ρ → ∞, o espectro

de Kaluza-Klein mn se anula para todo n. Portanto, m2
0 =

(
l
R0

)2

, isto é, as massas de

Kaluza-Klein dependem apenas do número angular l, que é similar à expressão para o

espectro massivo do modelo de Kaluza-Klein fatorizável.

Assim como em 5D, a relação do espectro de massa é bastante importante na

correção do potencial Newtoniano. No modelo GS, a correção na lei de Newton devido

aos modos massivos de Kaluza-Klein é calculada, particularmente, para o caso de uma

corda infinitamente fina. Gherghetta e Shaposhnikov encontram, a partir da expressão

discreta para o espectro que no limite de massas muito pequenas, [88]

φmn
2(ρ = 0) =

4

cR0

mn
2 e−(c/2)ρmax . (4.54)

Com isto, é apresentado no modelo GS sem detalhes que na 3-brana o potencial gravitaci-

onal entre duas massas pontuais M1 e M2 recebem uma contribuição dos modos massivos

discretos dada por

∆U(r) ' GN
M1M2

r

∑
n

e−mnr
8

3c2
m2
n e−(c/2)ρmax , (4.55)

onde GN é a constante de Newton. Além disso, no modelo GS é tomado o limite de

espectro cont́ınuo, onde a expressão acima é convertida em

∆U(r) ' 16GN

3πc3

M1M2

r

∫ ∞
0

dmm2 e−mr =
32GN

3πc3

M1M2

r4
. (4.56)

Portanto, conclui-se que no modelo GS a correção na lei de Newton devido à um cont́ınuo

de estados massivos é da forma 1/r3. Esta correção é mais suprimida do que em cinco

dimensões, onde conhece-se como sendo da forma 1/r2

A expressão para a correção na lei de Newton devido à torre de estados de Kaluza-Klein,

oriunda de um cenário de mundo-brana do tipo corda espesso não é trivial. Nesta tese

esta ideia é deixada como uma perspectiva.

4.2.2 O modelo String-Cigar

Uma extensão do modelo GS, o chamado modelo string-cigar [89], é constrúıdo

a partir de um produto warped entre a 3-brana e o espaço sóliton-cigar de Hamilton
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[116,117]. O sóliton-cigar é uma solução estacionária bi-dimensional do fluxo de Ricci

∂

∂λ
gab(λ) = −2Rab(λ), (4.57)

onde λ é um parâmetro da métrica e Rab é o tensor de Ricci [116]. Uma métrica com

simetria axial para o sóliton de Hamilton pode ser escrita como [117]

ds2
λ = dρ2 +

1

λ2
tanh2(λρ) dθ2. (4.58)

A ideia-base do modelo string-cigar é utilizar o sóliton-cigar como o espaço

transverso no âmbito de se suavizar o modelo GS. O fluxo de Ricci define uma famı́lia

de branas do tipo corda onde a evolução do espaço transverso causa variações nas pro-

priedade f́ısicas da brana [89]. Como o valor assintótico do escalar de curvatura depende

do parâmetro de evolução, o fluxo geométrico representa uma variação na constante cos-

mológica do bulk. Portanto, λ e c podem ser tratados como parâmetros de evolução equi-

valentes. O cenário string-cigar é assintoticamente plano, como o disco de raio 1/λ = R0

utilizado no modelo GS. Porém, próximo à origem, o termo tanh2 ρ suaviza a geometria

e atribui uma espessura à brana [89].

O ansatz para o fator de warp e a componente angular da métrica, propostos

no modelo string-cigar [89] são, respectivamente,

σ(ρ, c) = e−(cρ−tanh(cρ)) (4.59)

e

γ(ρ, c) =
1

c2
tanh2(cρ)σ(ρ, c). (4.60)

Plotamos seus gráficos nas Figs. 35 e 36, respectivamente. Os casos para o

modelo GS estão inclusos. Note que agora todas as condições de regularidade passam a ser

satisfeitas. Além disso, o fator de warp σ(ρ) suaviza o modelo de corda-fina de Gherghetta-

Shaposhnikov na origem. Outra caracteŕıstica importante dos ansatz adotados por Silva-

Almeida para os fatores de warp é o fato de γ se anular na origem, o que caracteriza o

comportamento cônico do modelo [89,127].

A métrica (4.1), juntamente com as equações (4.59) e (4.60) representa um

espaço-tempo interior e exterior ao defeito do tipo corda. Além disso, todas as condições

de regularidade são satisfeitas [89].

As equações de Einstein fornecem as componentes do tensor momento-energia
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Figura 35: Fator de warp σ(ρ) para
diferentes valores de c. As condições de
regularidade agora passam a ser
satisfeitas. O modelo string-cigar suaviza
o modelo GS na origem.
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Figura 36: Fator de warp angular γ(ρ)
para diferentes valores de c. As condições
de regularidade agora passam a ser
satisfeitas. O fato de γ se anular na
origem caracteriza o comportamento
cônico do modelo. No caso do modelo GS,
usamos R0 = 1, 0.

expressas explicitamente por [89]:

t0(ρ, c) =
c2

κ6

(
7sech2cρ+

13

2
sech2cρ tanh kρ− 5

2
sech4cρ

)
, (4.61)

tρ(ρ, c) =
c2

κ6

(
5sech2cρ+ 2sech2cρ tanh cρ− 5

2
sech4cρ

)
, (4.62)

tθ(ρ, c) =
c2

κ6

(
5sech2cρ+ 4sech2cρ tanh cρ− 5

2
sech4cρ

)
. (4.63)

As componentes são todas não-negativas e dependem diretamente do parâmetro

c. Na Ref. [89], uma análise detalhada mostra que, há medida em que a geometria

passa por um fluxo de Ricci, a fonte atravessa diferentes fases, todas elas satisfazendo

as condições de energia fraca, forte e dominante. Por c ser relacionado com a constante

cosmológica, o fluxo de Ricci determina como uma variação da constante cosmológica do

bulk altera a fonte da brana do tipo string-cigar [89].

Para se perceber mais claramente que as condições de energia são satisfeitas,

plotamos as componentes do tensor momento-energia dadas pelas Eqs. (4.61) nas figuras

37 e 38 para c = 1, 0 e c = 3, 0, respectivamente. Sabe-se da Relatividade Geral [47–49]

que as condições de energia são: Para i ≡ ρ, θ,

t0(ρ) + ti(ρ) > 0,

t0(ρ) > 0 (condição de energia fraca), (4.64)
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t0(ρ) +
∑
i

ti(ρ) > 0 (condição de nergia forte), (4.65)

e

t0(ρ) > |ti(ρ)| (condição de energia dominante). (4.66)

0 1 2 3 4
ρ

0

1

2

3

4

5

6

7

T
e

n
s
o

r
M

o
m

e
n

to
-E

n
e

rg
ia c = 1, 0

t0(ρ)

tρ(ρ)

tθ(ρ)

Figura 37: Componentes do tensor
momento-energia para c = 1.0.
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Figura 38: Componentes do tensor
momento-energia para c = 3.0.

Na figura 39 mostramos apenas a densidade de energia t0(ρ, c) para diferentes

valores do parâmetro de evolução no intuito de mostrar o comportamento do núcleo

da brana com relação à variações do fluxo geométrico. É importante mencionar que o

núcleo da brana está afastado da origem. Um comportamento semelhante foi encontrado

por Giovannini e co-autores [115] para uma brana gerada por um vórtice Abeliano com

elevado número de voltas. Foi considerado um vórtice gerado por um potencial de auto-

interação do tipo λφ4. A largura do núcleo da brana ε pode ser estimado como ε = ρ̄,

onde ρ̄ refere-se a posição da metade do máximo do tensor momento-energia t0. Além

disso, quando maior o valor de c, menor é a largura ε do núcleo. Portanto, para c → ∞
a solução string-cigar se aproxima da solução do modelo GS.

Na geometria string-cigar, a equação radial assume a forma expĺıcita

φ′′m+c

[
−5

2
tanh2 (cρ) +

sech2(cρ)

tanh (cρ)

]
φ′m+e(cρ−tanh (cρ))

(
m2

0 −
l2c2

tanh2 (cρ)

)
φm = 0. (4.67)

Note que o termo de massa tem uma dependência que diverge na origem e

converge assintoticamente para o modelo GS. Para ρ → ∞, a Eq. (4.67) tem a mesma

forma da Eq. (4.37), com uma massa re-escalonada m → e−1/2m. Portanto, as soluções

assintóticas da Eq. (4.67) tem o mesmo comportamento da Eq. (4.39).

Seguindo o formalismo via equação de Schrödinger, nós podemos redefinir as
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Figura 39: Densidade de Energia para o modelo string-cigar. Seu máximo é deslocado
da origem, e sua largura evidencia a espessura da 3-brana.

autofunções de Kaluza-Klein como

φm = σ(ρ, c)

(
tanh cρ

c

)1/4

Ψm, (4.68)

e a variável independente como

z = z(ρ) =

∫ ρ

e
1
2

(cρ′−tanh cρ′) dρ′. (4.69)

A transformação (4.69) não pode ser escrita explicitamente. No entanto, nota-

se que, para m = 0, a solução da equação do tipo Schrödinger é dada por [89]

Ψ0(ρ, c) = Nσ(ρ, c)

(
tanh cρ

c

)1/4

, (4.70)

onde N é um fator de normalização. Seu gráfico está apresentado na Fig. 40. A solução

(4.70) pode ser considerada como um modo-zero GS suavizado (4.40). De fato, no modelo

string-cigar, o modo sem massa tem o mesmo comportamento assintótico do modelo GS.

Por outro lado, em contraste com o modelo GS, o modo-zero do modelo string-cigar

se anula na origem por conta do comportamente cônico ganho do fator tanh cρ. Este

comportamento concorda com o deslocamento do núcleo da brana.

A complexidade da equação radial (4.67) torna necessário o uso de métodos

numéricos para se obter o espectro e as autofunções. As soluções numéricas, serão mos-

tradas no caṕıtulo 5. Além disso, a equação do tipo Schrödinger (4.31) para o cenário

string-cigar deve ser resolvida na coordenada z que não possui forma anaĺıtica exata.
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Figura 40: Modo-zero gravitacional para o modelo do tipo string-cigar.

4.3 Localização do campo de calibre

4.3.1 Introdução

Apesar de os modelos do tipo corda fina terem a vantagem de localizar os

campos vetoriais livres [?, 101] sem a necessidade de um campo externo e os férmions de

Dirac minimamente [103], eles ainda apresentam os problemas com respeito às fontes do

núcleo. Lembremos que nem as condições de regularidade da métrica não são satisfeitas

na brana e nem a condição de energia dominante, como discutido na seção anterior. Além

disso, as mesmas soluções que localizam gravidade em uma brana constrúıda a partir

de um vórtice Abeliano [115] também levam à localização do modo-zero do campo de

calibre [132,133].

Uma vez apresentado como o fluxo de Ricci altera as propriedades do núcleo

da brana no modelo string-cigar, é importante analisar o comportamento dos campos do

Modelo Padrão neste cenário. Nesta parte da tese, estudaremos a localização do campo

de calibre nos modelos de branas do tipo corda-fina (GS) e string-cigar investigando os

efeitos geométricos sobre o campo vetorial Abeliano minimamente acoplado à geometria.

Mostraremos que a componente radial tem uma estrutura mais rica comparada com a

solução do tipo corda-fina apresentada na Ref. [?]. Além disso, assim como para campo

gravitacional, a torre de Kaluza-Klein tem um estado de onda-s preso à brana, mas

deslocado da origem. Apesar disso, assim como a fonte, o modo-zero se aproxima da

origem com o aumento do parâmetro de evolução da geometria. O limite para grandes

valores deste parâmetro concorda com os resultados para a corda-fina.

Assim como no caso gravitacional, a dinâmica para os modos massivos são
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apresentados sob um problema de Sturm-Liouville, o qual é bastante dif́ıcil de ser estudado

analiticamente. Por este motivo, nós utilizamos o método da matriz descrito na seção ??.

Descobrimos que existe um gap entre o modo-zero e o primeiro modo massivo tanto para

o modelo de corda fina quanto para o modelo de corda espessa. Ademais, como desejado,

o comportamento linearmente crescente do espectro para ambos os modelos é encontrado.

Porém, o núcleo da brana do tipo string-cigar eleva em magnitude o espectro do campo

vetorial. Semelhantemente, as autofunções massivas têm suas amplitudes amplificadas

sobre o núcleo da brana, em comparação com o caso de brana fina. Através da abordagem

via equação de Schrödinger, mostraremos que o parâmetro geométrico modula o potencial

quântico análogo.

Na seção seguinte, apresentaremos o procedimento da localização do campo

de gauge e os resultados quanto ao modo-zero. A análise numérica dos modos massivos,

será discutida no caṕıtulo 5. Os resultados deste estudo forma publicados no periódico

Physics Letters B 747, 517 (2015).

4.3.2 Localização do campo de spin 1

Partiremos da seguinte ação para o campo vetorial de simetria U(1) [35,101]

S =

∫
d6x
√−g gMNgRSFMRFNS, (4.71)

onde FMN = ∇MAN −∇MAN . Da ação (4.71), a equação de movimento é obtida direta-

mente como sendo [35,101]

1√−g∂R(
√−g gRMgLNFMN) = 0. (4.72)

Vamos considerar o gauge de Lorentz na brana:

∂µA
µ = 0. (4.73)

Como usual, considera-se ainda uma configuração de campo puramente radial, isto é

[35, 101,128],

Aθ = 0. (4.74)

Além disso, como a 3-brana é plana e possui uma simetria axial, a componente radial Aρ

não depende das coordenadas na brana, ou seja [128]:

Aρ = Aρ(ρ, θ) ⇒ ∂λAρ(x
µ) = 0. (4.75)

Utilizando a métrica dos cenários do tipo corda dada pela Eq. (4.1) e as
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escolhas de calibre acima, a equação de movimento (4.72) toma a forma(
ηµν∂µ∂ν +

σ

γ
∂θ

2

)
Aρ = 0, (4.76)

∂ρ

(
σ2√γ
γ

∂θAρ

)
= 0 (4.77)

e (
ηµν∂µ∂ν +

σ

γ
∂2
θ +

1√
γ
∂ρσ
√
γ∂ρ

)
Aλ = 0. (4.78)

Efetuando as decomposições de Kaluza-Klein [101]

Aµ(xM) =
∞∑

n,l=0

A(n,l)
µ (xµ)χn(ρ)Yl(θ) (4.79)

e

Ar(x
M) =

∞∑
l=0

A(l)
r (xµ)ξ(ρ)Yl(θ), (4.80)

a Eq. (4.76) conduz a (
ηµν∂µ∂ν −

σ

γ
l2
)
A(l)
r (xµ) = 0. (4.81)

Logo, de modo a adequar a Eq. (4.76) com a Eq. (4.75), devemos nos restringir a apenas

estados de onda-s, ou seja, l = 0. Além disso, a Eq. (4.77) leva à solução geral para ξ(ρ)

como sendo [128]

ξ(ρ) = kγ1/2σ−2, (4.82)

onde k é uma simples constante de integração. É importante mencionar que a função

ξ(ρ) na Eq. (4.82) é uma extensão direta da apresentada por Ichiro Oda na Ref. [101].

Finalmente, utilizando a Eq. (4.82), a Eq. (4.78) torna-se

χ′′n(ρ) +

(
3

2

σ′

σ
+

1

2

β′

β

)
χ′n(ρ) +

m2
n

σ
χn(ρ) = 0, (4.83)

onde β(ρ, c) = γ(ρ, c)/σ(ρ, c). A Eq. (4.83) descreve o comportamento do campo de gauge

no bulk. É importante ressaltar que esta equação é bastante similar à equação radial para

os grávitons (4.24), a menos da mudança do fator 3
2

por 5
2
.

Nós agora vamos impor a condição de contorno de Neumann homogênea [35,

88,89,101,115,127,128]

χ′n(0) = lim
ρ→∞

χ′n(ρ) = 0. (4.84)

Isto fornece a relação de ortogonalidade entre χi e χj dada por [88,89]∫ ∞
0

σ(ρ, c)
3
2

√
β(ρ, c)χiχjdr = δij. (4.85)
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Outrossim, exatamente como no caso gravitacional, é posśıvel de se transfor-

mar a equação de Kaluza-Klein (4.83) para a forma de Schrödinger. Considerando a

mudança de variável independente [89]

z = z(r) =

∫ r

σ−1/2dr′ (4.86)

e de variável dependente

χn(z) = Ω(z)Ψn(z), (4.87)

onde

Ω = C1σ
−1/2β−1/4 (4.88)

com C1 sendo uma constante. As mudanças de variáveis (4.86) e (4.87) transformam a

Eq. (4.83) para a forma de Schrödinger com Ψn(z) obedecendo a

−Ψ̈n(z) + U(z)Ψn(z) = m2
nΨn(z), (4.89)

onde U(z) é o potencial quântico análogo, dado por

U(z) =
1

4

2
σ̈

σ
−
(
σ̇

σ

)2

+
β̈

β
− 3

4

(
β̇

β

)2

+
σ̇

σ

β̇

β

 . (4.90)

Novamente, os pontos denotam derivadas com respeito à coordenada z.

Para m = 0, correspondente ao modo-zero, a solução da Eq. (4.83) é a seguinte

combinação linear:

χ0(ρ) = C + C̃

∫ r

σ−
3
2β−

1
2dρ′, (4.91)

onde C e C̃ são constantes de integração. Devido a segunda função não satisfazer a

condição de ortogonalidade (4.85), escolhe-se a função constante χ0 = C como solução da

Eq. (4.83).

Para o cenário de brana fina, [101], a equação de Schrödinger análoga fica

expressa por:

−Ψ̈n +
2(

z + 2
c

)2 Ψn = m2
nΨn, (4.92)

onde

z =
2

c
(e

c
2
r−1). (4.93)

Note que a origem na coordenada r é mapeada na origem da coordenada z. A solução da

Eq. (4.92) para m = 0 é dada por

Ψ0(z) = A1

(
z +

2

c

)−1

+ A2

(
z +

2

c

)2

. (4.94)
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Fazendo A2 = 0 na Eq. (4.94), obtém-se um modo-zero normalizado

Ψ0(ρ) =

√
5c

2R0

e−
c
2
ρ . (4.95)

Estes estados de Kaluza-Klein sem massa estão presos à brana por conta do fator expo-

nencial. Além disso, a amplitude é maior para o campo de gauge do que para os grávitons

− compare com a Eq. (4.42).

Da equação geral de Schrödinger (4.89) para m = 0, a solução satisfazendo a

condição de ortogonalidade (4.85) é dada por

ψ0(ρ, c) = Nσ(ρ, c)
1
2β(ρ, c)

1
4 , (4.96)

onde

N2 =
1∫∞

0
σ(ρ, c)

5
2β(ρ, c)dρ

(4.97)

é uma constante de normalização.

Nós plotamos na figura 41 o modo-zero do campo de calibre para os cenários

de corda-fina e string-cigar. Tais modos localizados são responsáveis pelo campo de gauge

quadridimensional efetivo na 3-brana. Comparando com o caso gravitacional, o modo-

zero do campo de gauge é mais concentrado na origem do que o modo-zero do gráviton

para ambos os cenários. Uma caracteŕıstica importante é o afastamento do modo-zero da

origem no cenário string-cigar. Este comportamento também está presente na densidade

de energia do modelo como mostramos na seção 4.2.2. Fora do núcleo, o comportamento

da brana fina predomina, enquanto que na origem, as correções no núcleo da brana anulam

o modo. Interpolando esses dois regimes, há um suave pico cujo máximo situa-se em torno

da posição do máximo da densidade de energia da brana. Note que para grandes valores

do parâmetro geométrico c (e, consequentemente, da constante cosmológica do bulk Λ), o

modo-zero do campo de gauge no cenário string-cigar tende ao caso de brana fina.

Utilizando as expressões para os fatores métricos (4.59) e (4.60), obtemos a

equação de Kaluza-Klein para o modelo string-cigar

χ′′n + c

[
−3

2
tanh2 cρ+

sech2 cρ

tanh cρ

]
χ′n + e(cρ−tanh cρ) m2

nχn = 0. (4.98)

Note novamente a semelhança com a equação para o campo gravitacional (4.67) a menos

da mudança dos fatores 3
2

por 5
2
. Assintoticamente, a Eq. (4.98) recupera o caso do

modelo de corda-fina mostrado na Ref. [101] como sendo

χ′′n(r)− 3

2
cχ′n(r) + ecrmnχn(r) = 0, (4.99)
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Figura 41: Modo-zero do campo de calibre para os cenários de brana do tipo corda-fina
e do tipo string-cigar.

cuja solução geral é [101]

χn(r) =
1

Nn

e
3
4
cr

[
J3/2

(
2mn

c
e
c
2
r

)
+ αnY3/2

(
2mn

c
e
c
2
r

)]
, (4.100)

onde Nn são constantes de normalização e αn são coeficientes constantes determinados a

partir das condições de contorno. Observando o caso gravitacional da seção anterior, as

flutuações φ tem a solução radial

φn(r) = e
5
4
cr

[
B1J5/2

(
2mn

c
e

1
2
cr

)
+B2Y5/2

(
2mn

c
e

1
2
cr

)]
, (4.101)

onde B1 e B2 são constantes arbitrárias. Logo, os modos massivos do campo de gauge pos-

suem uma amplitude maior próximo à brana e se espalham menos no bulk, em comparação

com o caso dos grávitons.

Para o modelo de corda-fina, há uma descontinuidade entre os modos massivos

e o modo-zero. De fato, no limite mn → 0 os estados massivos convergem para φn(r) = 0

e não para φ0(r). Ademais, transformando a Eq. (4.99) em uma equação de Schrödinger,

encontra-se que as soluções são da forma

Ψm(z) =

√
2

π

[
(A−mBz̄) sin(mz̄)− (mAz̄ +B) cos(mz̄)

mz̄

]
, (4.102)

onde A e B são constantes de integração e z̄ = z + 2
c
. Como as soluções de Kaluza-

Klein na Eq. (4.102) não são definidas para m = 0, então, nós não podemos obter o

modo-zero continuamente a partir da solução dos modos massivos. A existência deste gap

de massa também foi encontrado em cenários de mundo-brana em cinco dimensões com



72

tensão negativa [134].

Aplicando as condições de contorno (4.84) em uma distância de corte ρmax,

é posśıvel obter o espectro discreto de Kaluza-Klein. De fato, as condições de contorno

levam ao sistema de equações

J 1
2

(
2
mn

c

)
+ αnY 1

2

(
2
mn

c

)
= 0 (4.103)

J 1
2

(
2
mn e

c
2
ρmax

c

)
+ αnY 1

2

(
2
mn e

c
2
ρmax

c

)
= 0. (4.104)

O sistema acima é dif́ıcil de ser tratado analiticamente. No entanto para o regime de

pequenas massas mn � c, a divergência na função de Bessel de segundo tipo permite que

se faça αn = 0. Portanto, o espectro de massa pode ser obtido da equação [101]

J 1
2

(
2
mn e

c
2
ρmax

c

)
= 0. (4.105)

Logo, das ráızes da função de Bessel J 1
2
(xn), onde xn = 2mn

c
e
c
2
ρmax , nós obtemos o espectro

de massa como [131]

mn =
c

2
nπ e−

c
2
ρmax . (4.106)

Note que as massas crescem linearmente com o ı́ndice discreto das ráızes da função

de Bessel n ∈ N, como no modelo fatorizável de Kaluza-Klein [101]. Portanto, para

(mn � c), o espectro é discreto e há um gap entre o modo-zero e o primeiro modo

massivo dado por

∆ = m1 −m0 =
c

2
π e−

c
2
ρmax . (4.107)

Note que o espectro do campo de calibre possui o mesmo caráter exponencialmente

suprimido do campo gravitacional. Este espectro contribuiria para uma fenomenologia do

modelo como uma correção na lei de Coulomb [135–137]. Nesta tese, essa linha de

pesquisa é deixada como perspectiva.

4.4 Localização do campo fermiônico

4.4.1 Introdução

Diferentemente dos campos escalar e gravitacional, o campo de calibre não

possui modo-zero localizado em branas em cinco dimensões [102], sendo necessário um

acoplamento com um campo escalar auxiliar conhecido por d́ılaton [102, 138–140]. Além

disso, para os campos fermiônicos de spin 1/2 e 3/2, a localização do modo-zero requer uma

coplamento adicional, normalmente um acoplamento de Yukawa [55,141–149]. A dinâmica

do bulk e o acoplamento adicional também proporcionam a existência de modos de Kaluza-
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Klein ressonantes, que carregam consequências fenomenológicas [52, 54, 55, 141, 142, 150–

152]. Outra abordagem para se obter um modo-zero normalizado para os campos de

calibre e fermiônico em modelos de branas com tensão positiva é efetuada com mudanças

na estrutura geométrica para uma estrutura de Wyel [136,153,154].

Uma questão relevante a se levantar é a de como se incluir campos de matéria

(férmions) nas branas do tipo corda fina e espessa. Ichiro Oda foi o pioneiro nesta

área, onde estudou a localização de campos de vários spins em uma brana do tipo-

corda fina [35, 101]. Sete anos depois, o grupo de Yu-Xiao Liu estudou a localização

de férmions em um defeito do tipo-corda fina [103]. No contexto de branas do tipo-corda

espessa submetida à fluxos geométricos, Davi Dantas e co-autores obtiveram um modo-

zero fermiônico normalizado uma brana do tipo-corda espessa com um conifold resolvido

transverso [129].

Além do espinor de spin 1/2 que descreve a matéria usual do Modelo Padrão,

outro campo fermiônico interessante a se estudar é o de spin 3/2 (gravitino, superparceiro

do gráviton) que surge no contexto de supergravidade e é um dos candidato à matéria

escura [155].

Assim como o campo vetorial em 5D, os férmions livres de spin 1/2 e 3/2 só

podem ser localizado (sem interações adicionais) em uma brana do tipo-corda fina com

fator de warp exponencialmente decrescente (tensão negativa) [35]. Xiao Liu e co-autores

propuseram acoplar férmions com um campo de fundo de calibre com simetria U(1), onde

neste caso, o modo-zero é confinado na brana com tensão positiva [103]. Além disso,

Parameswaran e co-autores analisaram o modo-zero e o espectro de massa fermiônico em

um modelo de supergravidade 6D que permite um gap de massa finito, mesmo para uma

dimensão extra infinita [156].

Nesta parte da tese, nós estudamos a localização de campos fermiônicos de

spin-1/2 e e spin-3/2 no modelo string-cigar. Nós propomos um novo acoplamento entre

os férmions e um campo vetorial de fundo que localiza o modo-zero fermiônico na brana do

tipo string-cigar. O limite de corda fina também é levado em conta. Impondo condições

de contorno adequadas para garantir que os operadores de spin sejam auto-adjuntos, ob-

temos um modo-zero normalizado e bem definido em todo o espaço é obtido. Assim

como para os campos vetorial e gravitacional, estudados nas seções anteriores, o modo-

zero fermiônico é afastado da origem. Por análises numéricas obtemos os autoestados de

Kaluza-Klein. O espectro de massa é real, monotonicamente crescente, e indistingǘıvel

quanto à quiralidade direita ou esquerda. Para o campo de Rarita-Scwinger (spin-3/2), o

modo-zero e o espectro massivo têm diferenças mı́nimas em comparação com o campo de

Dirac (spin-1/2). No entanto, as amplitudes de suas autofunções massivas são maiores.
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Analisando o potencial quântico análogo, conclúımos ainda que os campos de Dirac e de

Rarita-Schwinger possuem comportamentos idênticos. Além disso, o acoplamento também

possibilita a presença de estados ressonantes. Este é o primeiro trabalho na literatura,

onde ressonância de férmions são encontradas em branas de seis dimensões. Comparando

os resultados entre os modelos string-cigar e corda-fina, o núcleo da brana espessa am-

plifica os modos massivos próximos à origem para ambos os spins. Assintoticamente, os

comportamentos são iguais.

Já apresentados os modelos GS e string-cigar nas seções 4.2.1 e 4.2.2, respec-

tivamente, inciaremos o estudo da localização do modo-zero fermiônico na seção a seguir.

Os resultados numéricos dos autoestados massivos serão discutidos no caṕıtulo 5. Os

resultados deste estudo forma publicados no periódico Physical Review D 92, 104007

(2015).

4.4.2 Localização do campo de spin 1/2

Considere a ação em um espaço-tempo curvo para férmions de spin 1
2

no bulk

[35, 103,156,157]:

S61/2 =

∫ √−g Ψ̄iΓMDMΨd6x, (4.108)

onde

ΓM = ξMM̄ΓM̄ (4.109)

são as matrizes de Dirac curvas definidas a partir das matrizes de Dirac planas ΓM̄ através

das vielbeins4

gMN = ξM̄M ξ
N̄
N ηM̄N̄ . (4.110)

Estas matrizes obedecem à álgebra de Clifford

{ΓM ,ΓN} = +2gMN18. (4.111)

Aqui, DM é a derivada covariante dada por [103,156,157]

DM = ∂M + ΩM − iqAM , (4.112)

4A teoria das vierbein (ou tétrades) é um caso especial da aplicação à variedades quadridimensionais da
conexão de Cartan, generalização da noção de uma conexão afim. Em geometria diferencial, uma conexão
afim é um objeto geométrico em uma variedade suave que conecta espaços tangentes permitindo que
campos de vetores tangentes sejam diferenciáveis. Este ramo da matemática possui muita expressividade
em Relatividade Geral, onde define-se uma estrutura de campos (“frame fields”, em inglês, também
chamada um tétrade ou “vierbein”) que consiste de um conjunto ortonormal de quatro campos vetoriais,
um do tipo-tempo e três do tipo espaço. Em outras dimensões, palavras como tŕıade, pentade, zweibein,
fünfbein e elfbein têm sido utilizadas. Vielbein abrange todas as dimensões. Em alemão, vier significa
quatro e viel significa “muitos”.
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onde

ΩM =
1

4
ηP̄ N̄ξM̄N

[
∂Mξ

N
P̄ + ΓNMQξ

Q

P̄

]
ΓM̄ΓN̄ (4.113)

é a conexão de spin e

AM = Aµ(x)x̂+ Aθ(ρ)θ̂ (4.114)

é um campo de calibre de fundo cilindricamente simétrico. É importante ressaltar que

AM não tem nenhuma relação com o campo dinâmico de calibre da seção 4.3.

Trabalhando sobre a métrica do tipo corda 4.1, os termos não-nulos da conexão

de spin são [35, 103,156,157]

Ωµ =
1

4

σ′(ρ)√
σ(ρ)

Γµ̄Γρ̄ and Ωθ =
1

4

γ′(ρ)√
γ(ρ)

Γθ̄Γρ̄. (4.115)

Substituindo as Eqs. (4.112) e (4.115) na ação (4.108) sob a métrica do tipo corda dada

pela Eq. (4.1), nós obtemos a equação de Dirac:

ΓMDMΨ =
[
σ−

1
2 Γµ̄
(
∂µ − iqAµ(x)

)
+ Γr̄

(
∂r +

σ′

σ
+
γ′

4γ

)
+

+ γ−
1
2 Γθ̄
(
∂θ − iqAθ(ρ)

)]
Ψ = 0.

(4.116)

Em modelos de seis dimensões escolhe-se o espinor usual de Wyel e as seguintes repre-

sentações da matrizes gamma [35,103,129,156–158]:

Ψ(x, ρ, θ) =

(
ψ4

0

)
, (4.117)

Γµ̄ =

(
0 γµ̄

γµ̄ 0

)
, Γρ̄ =

(
0 γ5

γ5 0

)
, Γθ̄ =

(
0 −γθ

γθ 0

)
. (4.118)

Devido à convenção no sinal da métrica (−,+,+,+,+,+), as matrizes γµ na representação

de Wyel tornam-se:

γ0 = −iσ1 ⊗ 12, γi = −σ2 ⊗ σi, γ5 = σ3 ⊗ 12, γθ = i14, (4.119)

onde σi são as matrizes de Pauli e 1 é a matriz identidade. Nesta convenção, a matriz

γ0 é anti-hermitiana, enquanto que as demais são hermitianas. A matriz γ5 é tal que

γ5ψR,L = ±ψR,L. O operador de Dirac atua como γµ (∂µ − iqAµ)ψ = mψ. Outras

representações podem ser deduzidas diretamente das formas gerais da Ref. [159] para

assinatura (+,−,−,−,−,−).
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Agora, efetua-se uma decomposição de Kaluza-Klein em ψ4 na forma

ψ4(x, ρ, θ) =
1√
2π

∑
n,l

[
ψRn,l(x)αRn,l(ρ) + ψLn,l(x)αLn,l(ρ)

]
eilθ, (4.120)

onde os ı́ndices R e L denotam as quiralidades quanto à direita ou esquerda, respectiva-

mente. Usando as equações (4.117), (4.118) e (4.120) para soluções do tipo onda-s, ou

seja, l = 0, [35,103,157], a equação de Dirac (4.116) reduz-se à seguintes equações quirais

acopladas: 
[∂ρ + P(ρ) +W(ρ)]αRn(r) = − mn√

σ(ρ)
αLn(ρ)

[∂ρ + P(ρ)−W(ρ)]αLn(r) = mn√
σ(ρ)

αRn(ρ),
(4.121)

onde

P(ρ) =
σ′(ρ)

σ(ρ)
+
γ′(ρ)

4γ(ρ)
(4.122)

e

W(ρ) = q
Aθ(ρ)√
γ(ρ)

. (4.123)

Explicitamente para o modelo string-cigar, ou seja, para os fatores de warp (4.59) e (4.60),

temos

P(ρ) = −c
[

5

4
tanh2 (cρ)− 2 sech2 (cρ) coth (cρ)

]
(4.124)

e

W(ρ) = cq
Aθ(ρ)

tanh (cρ)
e

1
2

[cr−tanh (cρ)] . (4.125)

Para m = 0, as expressões (4.121) desacoplam em duas equações diferenciais

de primeira ordem, cujas soluções são:

α0
Rn,Ls(ρ) = C0 exp

[
−
∫
ρ′

(P ±W)dρ′
]
, (4.126)

onde C0 é uma constante de normalização.

Com o intuito de se ter um modo-zero localizado e livre de singularidades na

origem, impõe-se a condição de ortonormalidade∫ ∞
0

|αRn,Ls(ρ)|2dρ′ = δRn,Ls . (4.127)

Esta condição implica que

lim
ρ→∞

α0
R,L(ρ) = 0, (4.128)

de modo que o argumento da função exponencial na Eq. (4.126) deva assumir valores
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infinitamente negativos quando ρ tende para o infinito. No entanto, como

−
∫
ρ′
P(r)dρ′ =

5

4

[
cρ− tanh (cρ) +

2

5
ln

(
tanh (cρ)

c

)]
(4.129)

é não-convergente, a função Aθ(ρ) apresentada na Eq. (4.125) deve ser ajustada de modo

a se evitar este problema. Assumindo que

W(ρ) = −λP(ρ), (4.130)

onde λ é uma constante de acoplamento adimensional, o modo-zero direito fica dado por

α0
R(ρ) = C0 exp

[∫
ρ′
dr′ (λ− 1)P

]
= C0σ

(λ−1)(ρ)γ
1
4

(λ−1)(ρ). (4.131)

Para λ = 0 esta expressão é a mesma obtida na Ref. [35] que é não-normalizada.

Utilizando as expressões expĺıcitas do fator de warp nas Eqs. (4.59) e (4.60) para o modelo

string-cigar, o modo-zero e a componente angular do campo de calibre de fundo ficam

dadas, respectivamente por:

α0
R(ρ) = C0

(
tanh (cρ)

c

) (λ−1)
2

exp

(
5

4
(1− λ)[cρ+ tanh (cρ)]

)
(4.132)

e

Aθ(ρ) =
λ

q

[
5

4
tanh3 (cρ)− 2 sech2 (cρ)

]
e−

1
2

[cρ−tanh (cρ)] . (4.133)

Na ausência de acoplamento (λ = 0), o modo-zero não é localizado na brana.

Para λ > 1, o modo-zero é normalizado, mas apenas para λ > 3 sua derivada é cont́ınua

e nula na origem. Para estas restrições sobre λ, encontra-se as seguintes condições de

contorno 
α0
R,L(0) = lim

ρ→∞
α0
R,L(ρ) = 0

∂ρ
[
α0
R,L(ρ)

]
ρ=0

= lim
ρ→∞

∂ρ
[
α0
R,L(ρ)

]
= 0.

(4.134)

Nós plotamos o modo-zero fermiônico e a componente angular do campo de

calibre de fundo nas figuras 42 e 43, respectivamente. Em ambos os casos, a constante

de acoplamento λ controla a amplitude, enquanto que o parâmetro geométrico regula sua

distribuição sobre a coordenada extra radial. O deslocamento do modo-zero da origem

é um resultado importante apresentado na expressão (4.132). Esta caracteŕıstica está

intimamente relacionada com o fato de que o núcleo da brana encontra-se fora da origem

r = 0 [89]. Assim como para os campos gravitacional e vetorial, este modo-zero tem perfil
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semelhante ao da densidade de energia do modelo string-cigar. [89]. Note na figura 42

que o modo-zero satisfaz as condições de contorno homogêneas (4.134) para λ > 3.
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Figura 42: Gráfico do modo-zero
fermiônico direito para c = 0.5 no modelo
String-Cigar.
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Figura 43: Gráfico da componente angular
do campo de gauge para o modelo
String-Cigar.

Para se ter o modo-zero esquerdo confinado na brana, deve-se fazer λ → −λ
na Eq. (4.130) com a mesma restrição |λ|> 3. Portanto, apenas um dos modos quirais

sem massa pode ser localizados na brana. Este é um resultado bem conhecido em modelos

de cinco dimensões warped [55,141–143,146,147].

É interessante notar neste ponto que as referências [35,103] utilizam uma im-

posição menos restritiva na componente radial α0
R,L(ρ) na forma

I 1
2

=

∫ ∞
0

Î 1
2
(ρ)dρ′ =

∫ ∞
0

√−gσ− 1
2 (ρ)|α0

Rn,Ls(ρ)|2dr′ = δRs,Ln , (4.135)

que provém da ação efetiva S0
eff (x, ρ, θ) [35, 103] usando as equações (4.108) e (4.120)

S0
eff =

∫ ∞
−∞

ψ(x)iγµ [∂µ + iqAµ(x)]ψ(x)d4x′
∫ ∞

0

Î 1
2
(ρ)dr′

∫ 2π

0

dθ

2π
. (4.136)

No entanto, se adotarmos apenas a condição acima, o espinor no cenário string-cigar terá

singularidades, enquanto que para as condições (4.127), estas singularidades desaparecem.

Ademais, a Eq. (4.135) também é satisfeita.

Espectro de massa

No âmbito de estudar os modos massivos, desacoplemos o sistema de equações

de primeira ordem (4.121) efetuando a mudança de variável conforme z(ρ) dada por

z(ρ) =

∫ ρ

0

σ−
1
2 (ρ′)dρ′. (4.137)
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Com isso, somos levados à(
∂2
z + 2P̃∂z +

[
P̃2 − W̃2 +

(
˙̃P ± ˙̃W

)])
αRn,Ln(z) = −m2

nαRn,Ln(z), (4.138)

onde

P̃ = P(z)
√
σ(z) , W̃ =W(z)

√
σ(z). (4.139)

Aqui, os pontos denotam derivadas com respeito à z e os sinais +,− denotam quiralidade

direita e equerda, respectivamente.

O sistema de duas equações de segunda ordem (4.138) é composto de problemas

de Sturm-Liouville independentes para cada quiralidade. Portanto, nós iremos analisar a

dinâmica em cada quiralidade independentemente. Devido à complexidade das equações

por conta das expressões oriundas dos fatores de warp do modelo string-cigar, e ainda

pelo fato de a transformação de conforme z(ρ) não possuir solução exata, o espectro e

as autofunções dos férmions não podem ser obtidas analiticamente. sendo necessária um

estudo numérico do problema. As soluções numéricas serão apresentadas no caṕıtulo 5. De

modo a se evitar erros de arredondamento cumulativos, estudaremos os modos massivos

na coordenada original ρ. Portanto, a Eq. (4.138) permanece desacoplada podendo ser

escrita como

α′′Rn,Ln(ρ)+
[
3f +

1

2
g
]
α′Rn,Ln(ρ) +

{
(1∓ λ)

8

[
5f 2 + fg + 10f ′ + 2g′

]
+

+ (1− λ2)
[5

4
f +

g

4

]2
}
αRn,Ln = −m

2
n

F
αRn,Ln(ρ)

(4.140)

onde

f(ρ) =
σ′(ρ)

σ(ρ)
and g(ρ) =

β′(ρ)

β(ρ)
, (4.141)

lembrando que β = σ/γ.

Para o caso da corda fina, f = −c e g = 0. Logo, o problema de Sturm-

Liouville (4.140) se reduz à

α′′Rn,Ln(ρ)−3cα′R,L(ρ) +
5c2

8

[
(1∓ λ) +

5

2
(1− λ2)

]
αRn,Ln(ρ) = −mn ecr αRn,Ln(ρ).

(4.142)

Para λ = 0 (ausência de acoplamento), a equação de Sturm-Liouville (4.142) torna-se

α′′R,L(ρ)− 3cα′R,L(ρ) +
35

16
c2αR,L(ρ) = −mn ecr αRn,Ln(ρ), (4.143)
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cujas soluções são da forma

αR,L = A1
R,L e

3cρ
2

[
J± 1

2

(
2m

c
e
cρ
2

)
+B1

R,LY± 1
2

(
2m

c
e
cρ
2

)]
, (4.144)

onde A1
R,L e B1

R,L são constantes de integração. É importante ressaltar que os modos

massivos dependem das funções de Bessel de ordem µR,L = ±1
2
, enquanto que para os

gráviton, ordem 5/2 [88] e para o campo vetorial, ordem 3/2 [35,101].

Note que, assim como na Ref. [35], o modo-zero fermiônico na ausência de

acoplamento com o campo de calibre de fundo não é localizado na brana. De fato, para

m = 0 na Eq. (4.143), a solução sem massa tem a forma

α0
R,L = A0

R,L ep1cρ +B0
R,L ep2cρ, (4.145)

onde p1,2 = 12±
√

109
8

e A0
R,L, B

0
R,L são constantes de interação.

Para λ 6= 0, podemos escrever as soluções como

αR,L = AR,L e
3cρ
2

[
JµR,L

(
2m

c
e
cρ
2

)
+BR,LYµR,L

(
2m

c
e
cρ
2

)]
, (4.146)

onde

µR,L = (5λ± 1)/2 (4.147)

são as ordens das funções de Bessel. Os modos massivos dados pela Eq. (4.146) assemelham-

se bastante com as encontradas em cinco dimensões [160–163], onde a massa, assim como

o acoplamento λ aqui, controla a ordem das funções de Bessel. Plotamos na Fig. ?? a

solução anaĺıtica (4.146) de quiralidade direita para diferentes valores de λ. Note que a

constante de acoplamento distancia os modos massivos da brana.

Diferentemente do modo-zero, o modo massivo não é localizado na brana,

devido ao crescimento exponencial, o que é desejado. Todavia, para que as condições de

contorno sejam satisfeitas, as ordens da função de Bessel devem ser µR > 7 e µL > 8. O

acoplamento permite que as ordens das funções de Bessel sejam inteiras ou semi-inteiras.

Para λ par, a ordem µR,L é semi-inteira, enquanto que para λ ı́mpar, µR,L é um inteiro.

Embora a constante de acoplamento λ pode ser qualquer número real, as funções de Bessel

de ordem irracional sofrem de problemas com ramos, e portanto, trabalharemos apenas

com ordem racionais apenas. Uma caracteŕıstica interessante é a de que os modos massivo

são relacionados por µR = µL+1. Uma razão interessante para esta simetria será exposta

mais adiante na abordagem por equações de Schrödinger.

Aplicando as condições de contorno (4.134) nos modos massivos (4.146) na

origem e em uma determinada distância d corte ρ = ρmax, para m � c, nós obtemos as
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Figura 44: Modo massivo fermiônico no cenário de corda-fina (GS) para m = 0, 50. Os
valores dos parâmetros foram AR = BR = 1, 5× 10−3, λ = 5, 0 e c = 0, 5.

condições BR,L = 0 e

JµR,L

(
2m

c
e
cρmax

2

)
= 0. (4.148)

Das ráızes da função de Bessel (4.148), nós encontramos que o espectro de Kaluza-Klein

mn é discreto e possui o comportamento [131]

mn ≈
cπ

2
e−

crmax
2

n+
2µR,L − 3

4
+
µR,L

2

(2− µR,L)(
n+

2µR,L−3

4

)
π2

+O
(

1

n2

) . (4.149)

O espectro (4.149) exibe um comportamento monotonicamente crescente, como esperado

das teorias de Kaluza-Klein. Para grandes valores de n, o espectro tem comportamento

linear, enquanto que para pequenos valores de n, os termos O
(

1
n

)
na série (4.149) alteram

a taxa de crescimento das massa. Note que este comportamento se assemelha com o caso

gravitacional. O gap de massa entre o modo-zero e o primeiro modo massivo é dado por

∆ = m0 ≈
cπ

2
e−

cρmax
2 , (4.150)

que se anula para uma distância de corte infinita. Logo, para dimensões extras radiais

infinitas, não há gap de massa entre o modo-zero e a torre de estados de Kaluza-Klein

como já se conhece dos modelos de compactificação warped [7, 35, 88].

Para o modelo string-cigar, cujos fatores de warp são dadas pelas Eqs. (4.59)

e (4.60), As funções f e g definidas pela Eq. (4.141) fica expressa como sendo

f(ρ) = −c tanh2 (cρ) and g(ρ) = 2c
sech (cρ)

tanh (cρ)
. (4.151)
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Com isso, o problema de autovalores dado pela Eq. (4.140) fica intratável analiticamente.

O tratamento numérico deste problema será discutido no caṕıtulo 5.

Abordagem via equação de Schrödinger

Para chegarmos à uma equação do tipo Schrödinger para os modos massivos

efetuamos a seguinte mudança de variável

αR,L(z) = exp

[
−
∫
z′
P̃(z)dz′

]
α̃R,L(z), (4.152)

na Eq. (4.138). Com isso, obtemos[
−∂2

z + VR,L(z)
]
α̃R,L(z) = m2α̃R,L(z), (4.153)

onde

VR,L(z) = W̃2(z)± ∂zW̃ (4.154)

é o potencial quântico análogo.

Para o caso da corda-fina, VR,L(z) tem a forma expĺıcita

VR,L(z) =
5λ

2

[
5λ

2
∓ 1

]
1(

z + 2
c

)2 . (4.155)

para λ > 0.4, há uma barreira de potencial na origem para ambas as quiralidades. Como

o potencial se anula assintoticamente, não há gap de massa para uma coordenada radial

extra infinita (confira Ref. [52]), como já observando pelo estudo do problema de Sturm-

Liouville. Definindo a variável

x := m

(
z +

2

c

)
, (4.156)

a equação do tipo-Schrödinger para os férmions no modelo de corda fina torna-se[
−∂2

x +

{
5λ

2

[5λ

2
∓ 1
] 1

x2

}
− 1

]
α̃R,L(x) = 0, (4.157)

cujas soluções podem ser escritas como

α̃R,L(x) = NR,L

√
x
[
JµR,L(x) + AR,LYµR,L(x)

]
. (4.158)

A Eq. (4.158) é mais forma de expressar as autofunções massivas juntamente com a Eq.

(4.146).

A estrutura do potencial (4.154) nos permite reescrever a equação do tipo

Schrödinger como um sistema de equações

HRα̃R(z) = m2α̃R(z), HLα̃L(z) = m2α̃L(z), (4.159)
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onde os operadores Hamiltonianos HR,L podem ser fatorizados em

HR = A†A, HL = AA† (4.160)

com

A(z) :=
d

dz
+ W̃(z). (4.161)

Para o caso de corda-fina, o operador diferencial de primeira ordem A(z) é escrito como

A(z) =
d

dz
− 5

λ

2

1(
z + 2

c

) . (4.162)

Os operadores do tipo Hamiltonianos nas Eqs (4.159) e (4.159) formam uma

estrutura análoga à Mecânica Quântica Supersimétrica. De fato, definindo os operadores

de carga análogos [164–166]

Q =

(
0 0

A 0

)
, Q† =

(
0 A†

0 0

)
(4.163)

que são operadores nilpotentes, isto é, Q2 = Q†2 = 0, e definindo também o Hamiltoniano

do tipo supersimétrico [164–166]

H =

(
HR 0

0 HL

)
(4.164)

nós obtemos uma álgebra de mecânica quântica supersimétrica [164–166]

H = {Q,Q†}, (4.165)

e

[Q,H] = [Q,H] = 0. (4.166)

Os Hamiltonianos HR,L são relacionados por

H†L = HR (4.167)

e são chamados superparceiros onde W̃ é conhecido como o superpotencial [164–166].

Este superpotencial é bastante comum em localização de férmions em branas. Confira a

Ref. [55], uma das pioneiras no assunto.

Uma caracteŕıstica bastante importante do sistema supersimétrico análogo

(4.160) é o de que o espectro massivo para ambas as quiralidades e garantidamente real

(ausente de táquions) [52, 54, 55]. A análise do espectro através do formalismo super-

simétrico análogo é presente em grande parte da literatura de modelos de mundo-branas.
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Considere agora a autofunção massiva α̃R(z) do operador Hamiltoniano de

quiralidade direita, HR (4.159) com massa mR. Defina a função

α̃L :=
1

mR

Aα̃R. (4.168)

Aplicando o operador Hamiltoniano de quiralidade esquerda HL na função α̃L, encontra-

mos que

HLα̃L(z) = m2
Rα̃L(z), (4.169)

isto é, α̃L é uma autofunção esquerda com massa igual a da autofunção direita α̃R. Defi-

nindo [164–166]

α̃R :=
1

mL

A†α̃L, (4.170)

nós temos que

HRα̃R(z) = m2
Lα̃R(z), (4.171)

isto é, α̃R é uma autofunção de quiralidade esquerda com massa igual a da autofunção de

quiralidade direita α̃L. Portanto, para cada autofunção direita α̃R existe uma autofunção

α̃L com mesma massa e vice-versa.

A estrutura supersimétrica análoga dos Hamiltonianos HR,L também garantem

que o espectro possui limite inferior. De fato, multiplicando qualquer dos Hamiltonianos

HR,L pela autofunção dual α̃R,L, respectivamente, obtemos

||Aα̃R,L||2 = m2||α̃R,L||2, (4.172)

e portanto, m ≥ 0. A ausência de táquions, (estados com norma negativa) garante a

estabilidade do espectro. Além disso, isto nos possibilita uma interpretação probabiĺıstica

análoga sobre os modos ressonantes. A mesma ideia é utilizada em cinco dimensões.

A fatorização do Hamiltoniano e a ausência de estados com norma negativa nos

permite reduzir o problema de encontrar o estado fundamental de um operador diferencial

de segunda ordem à um solução de uma equação diferencial de primeira ordem5. De fato,

para o modo sem massa direito, temos que

HRα̃
0
R = 0⇒ ||Aα̃0

R|| = 0, (4.173)

e desse modo,

Aα̃0
R = 0, (4.174)

5Lembre do formalismo do superpotencial que discutimos no caṕıtulo 2.
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enquanto que para o modo sem massa esquerdo α̃0
L,

HLα̃
0
L = 0⇒ A†α̃0

L = 0. (4.175)

Poranto, os modos sem massa α̃0
R,L satisfazem a equação

˙̃α0
R,L ± W̃(z)α̃0

R,L = 0, (4.176)

cuja solução é dada por

α̃0
R,L = e∓

∫ z
0 W̃(z′)dz′ , (4.177)

Pela Eq. (4.177), apenas um modo-zero quiral é normalizado, isto é, localizado na brana.

Usando a mudança de variável dependente Eq. (4.152), nós obtemos a expressão (4.126)

para o modo-zero. Portanto, para λ > 0, apenas o modo-zero direito é localizado na

brana.

4.4.3 Localização do campo de spin 3/2

Nesta seção discutiremos a respeito a respeito do confinamento do campo de

Rarita-Schwinger (spin-3/2).

Primeiramente, iniciaremos pela seguinte ação [35,103]:

S63/2 =

∫ √−g Ψ̄M iΓ
[M ΓNΓP ]DNΨPd

6x, (4.178)

onde os colchetes denotam anti-simetrização. A equação de movimento é [35, 103]

Γ[M ΓNΓP ]DNΨP = 0. (4.179)

Daqui em diante, reduziremos a notação para ΓMNP para designar o produto de matrizes.

Para este campo de spin 3/2, a derivada covariante ganha um termo adicional

da conexão afim quando comparado com o campo de spin 1/2 (4.112)

DMΨN = (∂M + ΩM − iqAM) ΨN − ΓPMNΨP . (4.180)

Os termos não-nulos da Eq. (4.180) com a imposição do calibre Ψθ = Ψr = 0 [103] são:

DµΨν =

(
∂µ +

1

4

σ′

σ
ΓµΓρ − iqAµ

)
Ψν , (4.181)

DµΨρ = −1

2

σ′

σ
Ψµ, (4.182)

DρΨµ =

(
∂ρ −

1

2

σ′

σ

)
Ψµ, (4.183)

DθΨµ =

(
∂θ +

1

4

γ′

γ
ΓθΓρ − iqAθ

)
Ψµ. (4.184)
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Analogamente à decomposição do spin-1/2 na Eq. (4.117), os autores da Ref. [35,103,157]

apresentaram o espinor-vetor 4D de Rarita-Schwinger na forma

Ψµ(x, ρ, θ) =

(
ψ

(4)
µ

0

)
(4.185)

Aqui, fazemos a decomposição de Kaluza-Klein no espinor 3/2 na seguinte forma:

ψ(4)
µ (x, ρ, θ) =

1√
2π

∑
n,l

[
ψµRn,l(x)uRn,l(ρ) + ψµLn,l(x)uLn,l(ρ)

]
eilθ, (4.186)

onde a seção 4D é vinculada por [35,103]

∂µψµ = γµψµ = 0 (4.187)

e [167]

γµνρ (∂ν − iqAν)ψρR,L = mγµνψνL,R. (4.188)

Logo, com essas restrições, os termos não-nulos de ΓMNPDNΨP são

ΓεµνDµΨν = Γεµν (∂µ − iqAµ) Ψν +
σ′

σ
ΓνεΓρΨν , (4.189)

ΓεµrDµΨρ = −1

2

σ′

σ
ΓεµρΨµ, (4.190)

ΓερµDρΨµ = Γερµ
(
∂ρ −

1

2

σ′

σ

)
Ψµ, (4.191)

ΓεθµDθΨµ = Γεθµ (∂θ − iqAθ) Ψµ +
γ′

4γ
ΓµεΓρΨµ. (4.192)

Portanto, escrevendo as matrizes gamma na forma plana (ΓM = ξM
M̄

ΓM̄) e

ignorando alguns ı́ndices, para o autovalor angular l = 0, a equação de movimento (4.179),

junto com as Eq. (4.189)-(4.192) torna-se
[
∂ρ +

(
P(ρ)− σ′

2σ

)
+W(ρ)

]
uRn(ρ) = − mn√

σ(ρ)
uLn(ρ),[

∂ρ +
(
P(ρ)− σ′

2σ

)
−W(ρ)

]
uLn(ρ) = mn√

σ(ρ)
uRn(ρ),

(4.193)

com P(r) definido na Eq. (4.124) e W(ρ) na Eq. (4.125). Nós conclúımos que a Eq.

(4.193) é similar ao caso de spin 1/2 apresentado na Eq. (4.121) com o termo adicional

− F ′

2F
.

Agora, nós usamos a mesma escolha para Aθ na Eq. (4.133), que implica dizer

que o caso

W(ρ) = −λP(ρ) (4.194)

da Eq. é assegurado (4.130). Portanto, para se obter uma solução de módulo quadrado
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normalizado, o modo-zero esquerdo do campo de spin 3/2 deve ter a forma

u0
R(ρ) = C0 exp

[∫
ρ′
dρ′
(

(λ− 1)P − σ′

2σ

)]
= C0σ

(λ− 1
2

)(ρ)γ
1
4

(λ−1)(ρ). (4.195)

onde C0 é uma constante de normalização. Novamente, para λ = 0, a expressão (4.195)

é a mesma obtida na Ref. [35] que é não-normalizada. Além disso, a ação efetiva radial

para o campo de spin-3/2 é a mesma do campo de spin-1/2 mostrado na Eq. (4.135).

Note que há uma correlação entre os modos sem massa nas equações (4.195) e (4.132) da

forma

u0
R,L(ρ) = σ−

1
2α0

R,L(ρ). (4.196)

Esta mudança proporciona um pequeno aumento da amplitude do modo-zero para o

campo de spin 3/2. Nós plotamos na figura 45 o modo-zero para o campo de Rarita-

Schwinger dado pela Eq. (4.195) e comparamos com a Eq. (4.132).

Utilizado as expressões expĺıcitas dos fatores de warp do modelo string-cigar,

(4.59) e (4.60), o modo-zero do campo de spin 3/2 fica expresso como

u0
R(ρ) = C0

(
tanh (cρ)

c

) (λ−1)
2

exp

(
1

4
(3− 5λ)[cρ+ tanh (cρ)]

)
. (4.197)

Assim como para o caso de spin 1/2, para que exista um modo-zero é exigido que λ > 1,

mas apenas para λ > 3 há um modo-zero normalizado com derivada nula na origem. Além

disso, para os modos sem massa esquerdos deve fazer λ → −λ. Portanto, novamente,

apenas uma das quiralidades é localizado na brana.

Nesta fase do trabalho, nós já temos as expressões dos modos se massa para os

campos gravitacionais 4.70, vetorial 4.96 e espinoriais − de spin 1/2 (4.132) e 3/2 (4.195).

Nós verificamos que para λ = 2 o modo-zero fermiônico possui comportamento similar ao

dos campos bosônicos. Na figura 46, plotamos os modos sem massa de todos os campos

desta tese a fim de compará-los.

Modos massivos

Utilizando a coordenada conforme z, dada pela Eq. (4.137), nós podemos

desacoplar a Eq. (4.193) na seguinte equações diferenciais de segunda ordem[
∂2
z + 2

(
P̃(z)− σ̇

2σ

)
∂z +

{
(1∓ λ) ˙̃P(z)− ∂z

(
σ̇

2σ

)
+

+(1− λ2)P̃2(z)− P̃(z)σ̇

σ
+

(
σ̇

2σ

)2
}]

uR,L = −m2uR,L(z), (4.198)
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onde P̃(z) =
√
σP (z).

Retornando para a variável original r, a equação (4.198) torna-se[
∂2
ρ +

(
2f +

g

2

)
∂ρ +

{
(1∓ λ)

8

[
5f 2 + fg + 10f ′ + 2g′

]
+ (1− λ2)

[
5

4
f +

g

4

]2

+

−
[

5

4
f 2 +

fg

4
+
f ′

2

]}]
uR,L(r) = −m

2

σ
uR,L(ρ). (4.199)

As equações (4.199) e (4.140) possuem diferenças mı́nimas entre si. No caṕıtulo 5

mostraremos as soluções numéricas das equações destas equações. Mostraremos que o

espectro do campo de spin 3/2 é idêntico ao do campo de spin 1/2. No entanto, as

autofunções se mostrarão diferentes. As autofunções do campo de spin 3/2 possuem

maior amplitude quando comparado com o campo de spin 1/2. A análise anaĺıtica do

campo de Rarita-Schwinger (expressão exata do espectro) é deixada como perspectiva

nessa tese. Analisaremos a seguir os modos massivos da campo de spin 3/2 na

abordagem via equação de Schödinger.

Efetuando a mudança de variável dependente

uR,L(z) = exp

[
−
∫
z′

(
P̃(z)− σ̇

2σ

)
dz′
]
ũR,L(z), (4.200)
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Figura 45: Gráficos dos modos sem massa
dos campos espinoriais de quiralidade
direita no modelo string-cigar. As linhas
cheias correspondem ao campo de
spin-3/2, enquanto que linhas tracejadas
ao de spin-1/2. O parâmetro geométrico
foi fixado em c = 0.5. Os valores do
acoplamento foram usados como sendo
λ = 7 nas linhas espessas e λ = 12 nas
linhas finas.
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Figura 46: Gráficos dos modos sem massa
dos campos bosônicos e fermiônicos no
modelo string-cigar para c = 0.50 e
λ = 2.0 (pro caso fermiônico).
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na Eq. (4.198), nós obtemos uma equação do tipo Schrödinger:[
−∂2

z + V
3/2
R,L(z)

]
ũR,L(z) = m2ũR,L(z), (4.201)

onde

V
3/2
R,L(z) = λ2P̃2(z)∓ λ∂zP̃ = W̃2(z)± ∂zW̃ . (4.202)

é o potencial quântico análogo para o campo de spin 3/2. Note que esta possui a mesma

forma do campo de spin 1/2, dada pela Eq. (4.154), pois a mudança de variáveis elimina

o fator multiplicativo do termo de derivada primeira da função uR,L na Eq. (4.198). Toda

a discussão a respeito das propriedades supersimétricas análoga do potencial quântico

análogo na seção anterior continua válida para o campo de spin 3/2.
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS
EM 6 DIMENSÕES

Neste caṕıtulo mostraremos nossos resultados numéricos nos modelos de seis

dimensões descritos nas seções 4.2.1 e 4.2.2, os modelos GS e string-cigar, respectivamente.

Separaremos em subseções com respeito ao campo a ser localizado.

5.1 Campo gravitacional

Nós resolvemos as equações (4.37) e (4.67) pelo método da matriz [168] se-

guindo o mesmo procedimento desenvolvido nos modelos em cinco dimensões do caṕıtulo

5. Com isso obtivemos o espectro de massa e as autofunções do gráviton no modelos GS

e string-cigar.

Como o autovalor angular gera uma degenerescência, nós focamos no caso de

ondas-s, isto é, l = 0. Autoestados de onda-s representam o gráviton f́ısico. Para o

modelo GS, discretizamos o domı́nio ρ = [0, 00 , 10, 0] uniformemente com N = 3 000

divisões. Com isso, o tamanho de passo é igual a 0, 00333. Já para o modelo string-cigar,

por ser singular na origem, escolhemos o domı́nio ρ = [0, 01 , 10, 01]. A razão da escolha

o domı́nio é devido ao comportamento dos coeficientes da equação diferencial (4.67). O

termo de derivada primeira é fortemente ativo para pequenos valores de ρ, enquanto que

o termo sem derivada, para grandes valores de ρ. Logo, para que todos os coeficientes

tenham mesma ordem de grandeza, encontramos que o domı́nio ótimo é ρ = [0, 00 , 5, 70].

Os problemas de Sturm-Liouville mostraram-se bastante senśıveis com o parâmetro

c devido aos termos exponenciais dos coeficientes da equação diferencial. Portanto, para

prevenir erros de overflow 1, nós fixamos max(c) = 1, 0.

Mostramos na Fig. 47 o espectro para os modelos GS e string-cigar. Fixamos

c = 0, 8. Os espectros são todos reais, logo, os modelos não possuem táquions. Note que

a correção próxima à origem do modelo string-cigar eleva a magnitude do espectro.

Trabalhar numericamente sobre o modelo GS é de grande serventia pois nele,

podemos fazer o teste das nossas rotinas numéricas em modelos de seis dimensões. Lembre

da seção 4.2.1, onde obtemos uma expressão anaĺıtica para o espectro do gráviton, na Eq.

(4.52). No modelo GS, o termo 1/n foi desprezado, sendo o espectro dado pela Eq. (4.53).

No entanto, mostraremos que a contribuição 1/n influencia nos dois primeiros autovalo-

1O termo overflow (em português, conhecido por erros de estouro), refere-se quando um número
torna-se demasiadamente grande de modo a extrapolar a precisão de máquina.
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Figura 47: Espectro do gráviton para os modelos GS e string-cigar para c = 0.8.

res de massa com correção em segunda ordem. Na tabela 2, mostramos os resultados

numéricos dos vinte primeiros autovalores de massa, bem como os valores exatos com e

sem a correção em 1/n com precisão de seis algarismos significativos. Note que nossos

resultados aproximam muito bem os autovalores com erros predominantemente abaixo de

0, 5%.

n Exato GS (4.53) Exato com o termo 1/n (4.52) Numérico Erro relativo (%)

1 0.0115080 0.0126740 0.0126156 0.460
2 0.0345241 0.0349128 0.0349212 0.024
3 0.0575402 0.0577734 0.0576039 0.293
4 0.0805563 0.0807229 0.0809050 0.225
6 0.103572 0.103702 0.103092 0.588
7 0.126588 0.126694 0.126235 0.362
8 0.149604 0.149694 0.149361 0.222
9 0.172620 0.172698 0.172483 0.124
10 0.195636 0.195705 0.195609 0.049
11 0.218653 0.218714 0.218742 0.012
12 0.241669 0.241724 0.2418856 0.012
13 0.264685 0.264735 0.265040 0.115
14 0.287701 0.287748 0.288207 0.159
15 0.310717 0.310760 0.311387 0.201
16 0.333733 0.333773 0.334579 0.241
17 0.356749 0.356787 0.357784 0.279
18 0,379765 0.379801 0.381000 0.315
19 0.402781 0.402815 0.404228 0.350
20 0.425798 0.425829 0.427467 0.384

Tabela 2: Espectro de massa do gráviton do modelo de Gherghetta-Shaposhnikov.
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Na Fig. 48 mostramos as autofunções para dois autovalores de massa diferente.

Já na Fig. ??, temos autofunções para o modelo string-cigar. Como esperado, para ambos

os modelos, as autofunções têm o mesmo comportamento assintótico. Porém, próximo

à origem, temos resultados interessantes. As autofunções no modelo string-cigar têm

amplitudes maiores do que no modelo GS. Além disso, as funções são suaves sobre o

núcleo da brana. Este comportamento concorda com o apontado na Ref. [89] de que as

autofunções devem ter um comportamento de funções de Bessel de primeiro tipo J0(mρ).

De fato, a expansão em primeira ordem dos coeficientes da Eq. (4.67) próximo à origem

fornece

φ′′m +

(
1

ρ
− 2

3
c2ρ

)
φ′m +m2φm = 0. (5.1)

Para ρ ≈ 0, o termo 1
ρ

prevalece sobre o termo −2
3
c2ρ. Portanto, a Eq. (5.1) se torna uma

equação de Bessel, cuja solução é

φρ→0(ρ) = E1J0(mρ) + E2Y0(mρ), (5.2)

onde E1 e E2 são constantes de integração. Como Y0 diverge na origem, devemos fazer

E2 = 0. Portanto, o comportamento apresentado na Fig. 49 concorda com a solução

acima.
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Figura 48: Autofunções numéricas para o modelo GS com (a) m = 37.156 e (b)
m = 22.729.

5.1.1 Modos Ressonantes

Apesar de os modos massivos gravitacionais não serem localizados na brana,

alguns desses modos podem apresentar um caráter ressonante [36, 51, 52, 54]. Os estados

ressonantes podem ser encontrados através do método da ressonância [55, 141] que
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Figura 49: Autofunções numéricas para o modelo GS com (a) m = 37.156 e (b)
m = 22.729.

consiste em encontrar soluções de uma equação do tipo Schrödinger que possua grandes

amplitudes próximo à brana. Largos picos na distribuição de probabilidade da função de

onda em termos das massas de Kaluza-Klein revelam a existência de modos ressonantes

[55, 141]. Part́ıculas massivas confinadas no poço podem ser interpretadas como modos

gravitacionais ressonantes (gravitons massivos quasi-localizados fortemente acoplados à

brana) [36,51,52,54].

O método da ressonâncias consiste em definir a probabilidade P (m)de se en-

contrar uma part́ıcula com massa m na posição z0 como

P (m) =
|Ψm(z0)|2∫ zmax

zmin
|Ψm(z)|2dz , (5.3)

onde zmin e zmax referem-se aos limites do domı́nio. Uma extensão dessa ideia foi proposta

na Ref. [141], onde uma probabilidade relativa é definida como

P (m) =

∫ zb
za
|Ψm(z)|2dz∫ zmax

zmin
|Ψm(z)|2dz , (5.4)

calculada dentro de um streito intervalo [za, zb].

Interpretações probabiĺısticas são posśıveis para autofunções de Sturm-Liouville,

definindo-se o produto interno com a função peso inclúıda. Porém, como mencionado an-

teriormente, o caráter fortemente crescente dos coeficientes de Sturm-Lioville dificultam

o estudo sob variações do parâmetro geométrico c. Contudo, a mudança de variáveis

z(ρ) utilizada para transformar a equação do tipo Sturm-Liouville em uma equação do

tipo-Schrödinger aprimora o tratamento numérico do problema para maiores valores de c.

Por integração numérica da Eq. (4.28) foi posśıvel encontrar z(ρ). Plotamos o resultado
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Figura 51: Potencial quântico análogo
para os grávitons no modelo string-cigar
U(z).

na Fig 50.

De posse da transformação z(ρ), assim como nos casos em 5D, constrúımos

os fatores de warp σ(z) e γ(z) por interpolação polinomial pelo método spline cúbico

fixado. Como temos um número de divisões suficientemente elevando, pudemos obter o

valor das derivadas de z(ρ) por diferenças finitas regressivas em z(ρ = 0.01) e progressivas

em z(ρ = 5.7). Para as derivadas dos fatores de warp, que são as entradas na construção

do potencial quântico análogo, utilizamos diferenças finitas centradas. O resultado está

na Fig. 51. O potencial apresenta um poço, o que sugere o suporte a estados ligados.

Perceba que há o poço é infinitamente profundo. Isto é conseqüência do comportamento

cônico do modelo string-cigar [89]. Além disso, para c = 1, 0, tem-se um comportamento

do tipo-Coulomb. Há medida em que o parâmetro de geométrico (fluxo de Ricci) aumenta,

surge uma barreira e o potencial assume uma forma vulcão. Note ainda que para c→∞,

U(z) tende para o potencial do modelo GS

UGS(z) = 6z−2, (5.5)

a qual não suporta estados ligados, não tendo, portanto, modos ressonantes.

Nós resolvemos a equação do tipo Schrödinger (4.31) através do método de

Numerov [?, ?]. Como mostrado na Ref. [174], a função probabilidade relativa (5.4) é

mais adequada para se detectar ressonâncias estreitas. De acordo com a distribuição da

densidade de energia dada na Eq. (4.61), o núcleo da brana está dentro do intervalo

[za, zb] = [0.01, 0.50]. O domı́nio foi escolhido como sendo [zmin, zmax] = [0, 01, 5, 00] (10

vezes a região de integração), para o qual a probabilidade de onda plana seja P (m) = 0, 1

[141]. A posição do pico de ressonância, onde a informação f́ısica está armazenada, não



95

depende de zmax, desde que este seja escolhido suficientemente grande [174].

Mostramos na Fig. 52 a solução numérica da probabilidade relativa P (m).

Nós encontramos para c = 2, 9, o primeiro modo ressonante. É importante mencionar que

há medida em que c aumenta, a amplitude do pico de ressonância decresce enquanto que

a largura da distribuição de probabilidade aumenta.

Podemos interpretar o comportamento dos modos ressonantes através do seu

tempo de vida. O tempo de vida de um estado ressonante pode ser estimado como

τ ∼ (∆m)−1, onde ∆m = m2 −m1, tal que P (m2) = P (m1) = 1
2
Pmax [55,171], isto é, em

torno do máximo de P (m), cujos limites são as meia-alturas do pico. Portanto, para o

modelo string-cigar, o tempo de vida dos modos ressonantes decresce quando o valor da

constante cosmológica aumenta.

A Fig. 53 apresenta as soluções da equação do tipo Schrödinger para as massas

indicadas nos picos da função probabilidade. A primeira solução mostra que este graviton

massivo particular tem a maior probabilidade de ser encontrado na brana. Note que esta

solução tem comportamento similar ao modo-zero calculado na seção 4.2.2, próximo à

origem, com a exceção de que esta oscila assintoticamente.

Os efeitos da estrutura interna da brana sobre os modos ressonantes também

estão mostrados na 53. Quando se aumenta o valor de c, a largura do modo ressonante

é ampliada. Portanto, o tempo-de-vida do modo ressonante decresce com com o estreita-

mento da brana. Este fato reduz a possibilidade de se encontrar estados ressonantes. Este

resultado está de acordo com o fato de que para c → ∞, o potencial quântico análogo

tende para o caso GS, onde não se tem modos ressonantes.

Assim como em cinco dimensões, as autosoluções da torre de Kaluza-Klein induzem

uma pequena correção na lei de Newton. A única formula expĺıcita na literatura é a

apresentada por Gherghetta e Shaposhnikov exclusivamente para a brama do tipo corda

infinitamente fina. Como a quantidade relevante para a correção da lei de Newton é,

além do autovalor de massa, o valor da autofunção massiva sobre o núcleo da brana

(z = 0, no caso da brana fina), espera-se que um modo ressonante seja o estado massivo

com maior contribuição para a correção. Ressaltamos que este é o primeiro na literatura

a encontrar modos ressonantes em modelos de branas em seis dimensões. É, portanto,

natural a busca por uma fórmula geral da correção da lei de Newton para modelos de

espessos em seis dimensões. Esta questão é deixada como perspectiva nesta tese.
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5.2 Campo vetorial

A equação geral de Kaluza-Klein (4.98) junto com as condições de contorno

(4.103) é bastante dif́ıcil de ser tratada analiticamente. Nesta tese, nós procuramos por

soluções aproximadas através do método da matriz [168] com erro de truncamento de

segunda ordem. Com isso, obtivemos o espectro e as autofunções do campo de calibre

U(1) nos modelos GS e string-cigar. Utilizamos o mesmo domı́nio discretizado no caso

do campo gravitacional.

Nós plotamos na Fig. 54 os vinte primeiros autovalores para ambos os modelos.

Note que o comportamento linear esperado das teorias de Kaluza-Klein é recuperado,

onde o ı́ndice k é o número de Kaluza-Klein. Além disso, para o caso da brana fina,

os valores numéricos para a massa concordam com o previsto pela Eq. (4.106). Um

atributo dos métodos baseados em diferenças finitas na solução de problemas de Sturm-

Liouville é o de que os primeiro autovalores são bem aproximados, porém a aproximação

gradualmente se deteriora com o aumento de k. No entanto, como estamos interessados

apenas nos autovalores de massa mais baixos (pertencentes ao limite mk � c), o método

é perfeitamente aplicável. Diferentemente do caso da brana fina, no modelo string-cigar,

o espectro não pode ser obtido analiticamente. Lembre que as correções próximas à brana

advindas da fonte do modelo string-cigar amplificam as amplitudes dos modos massivos

e do modo zero em relação à brana fina. Logo, é esperado que o mesmo comportamento

venha a ocorrer no espectro

Plotamos as autofunções para autovalores próximos na Fig. ?? para c =
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Figura 54: Espectro do campo de calibre para os modelos GS e string-cigar para c = 0.8.

0, 8. Assintoticamente, todas as soluções têm o comportamento esperado da Eq. (4.100),

enquanto que próximo à origem, as amplitudes dos modos de Kaluza-Klein no cenário

suave string-cigar são maiores do que no cenário de corda fina. Além disso, as soluções

comportam-se como funções de Bessel de primeiro tipo próximo à origem.

Os modos massivos também foram estudados pela abordagem via equação

de Schrödinger. O potencial quântico análogo foi constrúıdo pelo mesmo procedimento

utilizado pelo campo gravitacional, descrito na seção anterior. Nós plotamos a solução

numérica do potencial quântico análogo pro campo de calibre na Fig. 57 para alguns va-

lores do parâmetro de evolução c. O potencial tem a forma vulcão, cuja barreira aumenta

e se aproxima da origem com o aumento de c. A equação do tipo Schrödinger (4.89) foi

resolvida pelo algoritmo de Numerov [?, ?]. Nós plotamos na Fig. 58 duas autofunções

para c = 0, 7. A barreira de potencial influencia o primeiro ciclo das funções de onda

e, para massas moderadas as soluções oscilam rapidamente. Modos com autovalores in-

termediários de massa interpolam suavemente entre as soluções apresentadas na Fig. 58.

Chamamos a atenção para o fato de que não foram encontrados estados ressonantes pelo

método da ressonância.
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Figura 55: Aproximação numérica das
autofunções massivas do campo de calibre
no modelo de corda fina para m = 0.259 e
c = 0, 7.
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Figura 56: Aproximação numérica das
autofunções massivas do campo de calibre
no modelo string-cigar para m = 0.253.
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Figura 57: Aproximação numérica do
potencial quântico análogo U(z) para
diferentes valores de c. A linha fina
corresponde ao potencial para o caso da
brana fina para c = 0.45.
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Figura 58: Soluções numéricas da equação
do tipo Schrödinger para c = 0.7 e para os
valores de massa m = 0.45 (linha
tracejada) e m = 1.27 (linha cheia).

5.3 Campo Fermiônico

Para obtermos o espectro e au autofunções para o campo fermiônico de spin

1/2, resolvemos o problema de autovalores (4.140) pelo método da matriz com erro de

truncamento de segunda ordem. Nós trabalhamos no domı́nio [0.01, 13.0]. Plotamos na

Fig. 59 os primeiros autovalores para λ = 7.0. e diferentes valores do parâmetro c, que

é relacionado com a massa de Planck. Note que o espectro é monotonicamente crescente

no regime m� c como esperado das teorias de Kaluza-Klein. Além disso, férmions mais

massivos serão aceitos com o aumento de c. Note que a taxa de crescimento do mn é
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Figura 59: Espectro de massa do campo fermiônico de spin 1/2 para λ = 7.0 no modelo
string-cigar.

levemente menor para os primeiros ı́ndices n o que está de acordo com a Eq (4.149). É

importante mencionar que, embora nas nossas retinas nós tratamos as quiralidades direita

e esquerda na Eq. (4.140) de forma independente, a relação com os autoestados revela

que, independentemente do modo-zero, o espectro direito e esquerdo são iguais.

Nas Figs. 60 e 61, nós mostramos os resultados numéricos para as autofunções

para c = 0, 5 quando λ = 5, 0 e 9, 0, respectivamente. Próximo à brana, as soluções se

comportam como funções de Bessel de ordem inteira (> 2). Esta ordem aumenta com

λ. Como o modelo string-cigar recupera o modelo GS assintoticamente, é esperado que

as autofunções tenham o mesmo comportamento para grandes valores de ρ. Note que

isto ocorre quando comparado com a Fig. 44. Ademais, o núcleo da brana string-cigar

amplifica os modos massivos próximo à origem. O mesmo comportamento ocorre para o

campo gravitacional e vetorial como mostrado nas seções anteriores deste caṕıtulo. Isto

nos estimulou à procura por estados ressonantes. Apresentaremos esses resultados na

subseção a seguir.

5.3.1 Modos ressonantes

Apesar de os modos massivos fermiônicos não serem localizados na brana,

alguns autoestados em particular podem apresentar caracteŕısticas ressonantes. Assim

como nos casos anteriores, resolvermos a equação do tipo Schrödinger pelo método de

Numerov [?,?]. Seguimos os mesmos procedimentos feitos para o campo gravitacional e

vetorial. Plotamos o potencial quântico análogo nas Figs. 62 e 62. Note que os potenciais

têm a forma vulcão e o poço de potencial favorece o suporte a estados ligados.
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Figura 60: Autofunções do campo
fermiônico de apin 1/2 para c = 0.5 e
λ = 5.0 no modelo string-cigar. Os
autovalores de massa são mR = 0.4024 e
mL = 0.4025.
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Figura 61: Autofunções do campo
fermiônico de apin 1/2 para c = 0.5 e
λ = 9.0 no modelo string-cigar. os
autovalores de massa são mR = 0.4593 e
mL = 0.4586.

Para encontrarmos as soluções da equação do tipo Schrödinger (4.157) com a

amplitude máxima posśıvel próxima à brana (em comparação com seus valores longe do

defeito) nós utilizamos o método da ressonância assim como para o campo gravitacional.

Lembramos que a probabilidade relativa PR,L(m) de se encontrar uma part́ıcula com massa

m em um estreito intervalo 2ε em torno da posição z̄ do mı́nimo do poço de potencial

pode ser definida como [55,141]

PR,L(m) =
1∫ zmax

zmin
|α̃R,L(z)|2dz

∫ z̄+ε

z̄−ε
|α̃R,L(z)|2dz, (5.6)

onde zmin e zmax denotam os limites do domı́nio. Para efetuarmos os cálculos próximo ao

mı́nimo do poço de potencial ajustamos ε = 0.1.

Nós resolvemos a equação do tipo Schrödinger (4.157) utilizando o método de

Numerov [?,?] para as funções potenciais (4.154) dentro da fórmula da Probabilidade Eq.

(5.6) para uma série de valores dos parâmetros c e λ. A distribuição PR,L(m) apresentou

picos bastante estreitos que revelam a presença de estados ressonantes [55]. Nas figuras

64 e 65, nós plotamos a função PR,L(m) para c = 0, 5. Para o caso de quiralidade

esquerda, há pico bastante estreitos quando λ = 4, 0 e λ = 5, 0, enquanto que para o

caso de quiralidade direita, os picos surgem quando λ = 4, 0 e λ = 6, 0. No entanto,

apenas o primeiro pico em PL representa de fato uma ressonância. Isto é verificado

quando se resolve a equação de Schrödinger para as massas correspondentes a cada pico

na distribuição PR,L(m). Plotamos a função de onda nas Figs. 66 e 67. Perceba que

a solução α̃L(z) para λ = 4, 0 é a que possui a menor amplitude de oscilação longe da
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Figura 62: Potencial quântico análogo do
campo fermiônico de spin 1/2 para ambas
as quiralidades com c = 0.5 e λ = 5.0. A
linha cheia corresponde ao modelo
string-cigar, enquanto que a linha fina, ao
modelo GS.
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Figura 63: Potencial quântico análogo do
campo fermiônico de spin 1/2 para ambas
as quiralidades com c = 0.5 e λ = 9.0. A
linha cheia corresponde ao modelo
string-cigar, enquanto que a linha fina, ao
modelo GS.
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Figura 64: Distribuição de probabilidade
PL(m) para c = 0.5 (quiralidade esquerda)
no modelo string-cigar.
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Figura 65: Distribuição de probabilidade
PR(m) para c = 0.5 (quiralidade direita)
no modelo string-cigar.

brana, o que caracteriza verdadeiramente um modo ressonante [55]. Embora os picos nas

distribuições PR(m) e PL(m) para massas bem próximas (para λ = 4, 0 quando c = 0, 5),

apenas o modo esquerdo possui um caráter ressonante.

Resultados similares foram obtidos para outros valores de c. De maneira geral,

a constante de acoplamento λ determina a existência, ou não, de um modo ressonante,

enquanto que o parâmetro geométrico c controla a “posição” do pico ressonante (i.e. a

massa ressonante). Este é um resultado esperado para um valor fixo de λ, pois, variar o

parâmetro geométrico c corresponde a alterar o “cut-off ” da escala de Planck. Portanto,

o parâmetro c atua como uma escala de energia para o problema.
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Figura 66: Soluções normalizadas da
equação do tipo Schrödinger no modelo
string-cigar para as massas
correspondentes aos picos de na
distribuição de probabilidade. Soluções
esquerda e direita para λ = 4.0.
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Figura 67: Solução normalizada da
equação do tipo Schrödinger no modelo
string-cigar para a massa correspondente
ao segundo pico na distribuição de
probabilidade da Fig. 64. Esta é a solução
com quiralidade esquerda para λ = 5.0 e
m = 1.387.

Ressonância de férmions é um assunto bastante presente na literatura de modelos de

branas majoritariamente em modelos espessos de cinco dimensões. Teve seu ińıcio em

2009 na Ref. [55] com a definição da probabilidade pontual, dada pela Eq. (5.3), e mais

tarde na Ref. [141] com a definição da probabilidade relativa, dada pela Eq. (5.4). Desde

estão, diversos trabalhos foram feitos buscando por ressonância de férmions em diversos

modelos de branas [142, 149–152]. Ressaltamos que este trabalho, assim como para o

campo gravitacional, é o primeiro a apresentar a existência de modos ressonantes de

férmions em modelos de branas espesso em seis dimensões. A busca por ressonâncias de

férmions em outros modelos de branas espessas, como por exemplo, o Conifold

Resolvido [127].
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6 CONCLUSÕES

Apresentaremos a seguir as conclusões e as perspectivas. Subdividimos em

seções, onde cada uma refere-se à um dos artigos publicados. Os métodos numéricos

mostraram-se robustos e estáveis. Aplicando ao modelo de Randall-Sundrum o erro

mostrou-se predominantemente menor do que 0, 05% chegando a ser ainda menor do

que 0, 02%.

6.1 Localização de gravidade em branas h́ıbridas simétricas

Nesta parte da tese, nós estudamos a localização de gravidade em modelos

de mundo-brana com co-dimensão-1 (uma dimensão extra) geradas por defeitos do tipo

compacton, as chamadas branas h́ıbridas. Em tais cenários, o comportamento de brana

fina está presente quando a dimensão extra estiver fora de um domı́nio compacto, onde

a densidade de energia é não-trivial, ao invés de assintoticamente como nos modelos de

brana espessas usuais. Na literatura, um mecanismo que transforma suavemente kinks em

compactons foi proposto na Ref. [43] utilizando dois modelos espećıficos, Lα e Ln. Nesta

referência, a brana h́ıbrida é constrúıda usando apenas o segundo modelo. Nesta tese,

nós utilizamos métodos numéricos adequados para construir branas a partir de defeitos

do tipo compaton usando ambos os modelos e estudamos ainda a localização de gravi-

dade a correção no potencial Newtoninano devido aos modos massivos. Nós mostramos

que apenas o modelo Ln conduz à um cenário de brana h́ıbrida de forma evidente. Pri-

meiramente, o campo escalar no espaço-tempo curvo φn gera o comportamento do tipo

compacton muito mais claramente. Além disso, o escalar de curvatura Rn possui uma

mudança abrupta para um valor constante negativo (o que caracteriza o limite AdS do

bulk) revelando claramente o comportamento h́ıbrido da brana.

O estudo das flutuações gravitacionais mostrou que o modo-zero está preso à

brana, como desejado. Além disso, o potencial quântico análogo mostrou que o modelo

Lα não apresenta mudanças significativas com respeito à brana espessa usual modelada

por um defeito do tipo kink. O parâmetro utilizado no modelo não proporciona grandes

variações na altura da barreira e na largura do poço do potencial. Não foi encontrado esta-

dos ressonantes utilizando o método das ressonâncias. Este método consiste em procurar

por soluções de uma equação do tipo Scrhödinger em que a amplitude seja a máxima

posśıvel em uma determinada região de interesse. Em uma interpretação de mecânica

quântica, o método apresentaria a autosolução que possui a maior probabilidade de ser
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encontrada nesta dada região.

Os resultados mais importantes residem nas implicações fenomenológicas dos

modos massivos. Nós calculamos as correções no potencial gravitacional entre duas

part́ıculas pontuais. Utilizando o método da matriz, nós obtivemos o espectro de massa

do gráviton. O comportamento monotonicamente crescente foi obtido para os primeiros

autovalores de massa, que são os de interesse f́ısico. Nós utilizamos o espectro discreto

para resolver numericamente a equação do tipo Schrödinger através do método de Nu-

merov. Nós mostramos que os primeiros autoestados são os que têm maior contribuição

para a correção na lei de Newton. As soluções subsequentes têm amplitudes cada vez

menores. Além disso, autofunções ı́mpares dão contribuições triviais, pois seus valores na

origem do espaço transverso (i.e. z = 0), onde o núcleo da brana se encontra, são nulos.

Com esses resultados, nós fomos capazes de calcular a correção na lei de Newton devido à

torre de Kaluza-Klein. Nós conclúımos que a força gravitacional é levemente aumentada

para curtas distâncias, segundo a contribuição do tipo 1/r2. Estes resultados podem ser

utilizados para adequar o modelo com medidas fenomenológicas da lei gravitacional em

colisores de part́ıculas como um posśıvel teste da hipótese de mundo-branas.

O comportamento do escalar de curvatura nos estimulou a ir mais além neste

questão e investigar outros cenários de branas, como a brana h́ıbrida assimétrica e, em

particular, para o caso em que a brana em si tende a se tornar compacta ao longo da

dimensão extra, como mostrado na Ref. [45].

6.2 Correções na lei de Newton no contexto de mundo branas
não-fatorizáveis com codimensão-1

Durante toda a tese, nós procuramos chamar a atenção para a análise dos

modos massivos dos campos em modelos de banas. Nesta parte do trabalho focamos nos

estados massivos do gráviton em cenários de branas não-fatorizáveis com codimensão-

1. Juntamente com o modo-zero localizado, é importante estudar a torre de Kaluza-

Klein, que conduz à correções na lei de Newton, a implicação fenomenológica primária da

hipótese de mundo-brana [8]. Nós estudamos as correções no potencial gravitacional para

os modelos de branas mais novos na literatura, as chamadas brana h́ıbrida assimétrica

[44] e brana compacta [45]. Como esses modelos advém de deformações nos defeitos

topológicos φ4 e sine-Gordon, respectivamente, nós também calculamos as correções no

contexto de branas geradas por esses defeitos.

A brana h́ıbrida assimétrica possui um comportamento de brana h́ıbrida ape-

nas em um dos setores do campo escalar, no presente caso, na parte negativa. O defeito
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topológico que gera a brana é do tipo half-compacton, isto é, compacton em um setor

e kink em outro. Já no modelo de brana compacta, a brana em si tende a se tornar

compacta ao longo da dimensão extra.

Nós utilizamos o método da matriz para obtermos o espectro de massa e suas

autofunções correspondentes. Como esperado, os espectros são todos reais e monoto-

nicamente crescentes. Para testar nossas rotinas, nós aplicamos o método da matriz no

modelo de Randall-Sundrum do tipo 2 e obtivemos ótimas aproximações para os primeiros

autovalores de massa, que são as de interesse f́ısico. Além disso, nós reforçamos as carac-

teŕısticas h́ıbrida e compacta dos modelos analisando o escalar de curvatura e o potencial

quântico análogo.

Nós mostramos que a brana compacta suporta apenas estados sem massa, con-

seqüentemente, não possui contribuições para correção na lei de Newton. Este modelo

peculiar corresponde à um cenário de brana com alta curvatura. Além disso, a brania

h́ıbrida assimétrica tem contribuição despreźıvel para a correção potencial newtoniano.

Portanto, os cenários de brana mais simples carregam a responsabilidade de serem os

modelos mais realistas. A brana de sine-Gordon tem uma contribuição maior do que a

brana do tipo parede-de-domı́nio ordinária. Nós encontramos que apenas as autofunções

ı́mpares contribuem para a correção pois os valores das funções de onda pares na origem

z = 0 (onde o núcleo da brana se encontra) são zero. Portanto, embora todo o espectro

deva ser levado em conta na correção exponencialmente suprimida, o conjunto de auto-

funções seleciona as soluções massivas ı́mpares apenas. Outro resultado importante do

estudo numérico dos autoestados massivos é o de que a primeira autofunção normalizada

tem a maior contribuição na origem, logo, efeitos da torre de Kaluza-Klein em colisores

de alta energia podem ser resultantes do primeiro estado excitado.

O procedimento descrito nesta parte da tese é bastante útil para se determinar

se um modelo de branas possui implicações fenomenológicas. Pode ainda ser utilizado

como uma ferramenta de seleção de modelos que se adequem com futuras medidas expe-

rimentais de desvios na força gravitacional.

6.3 Modos gravitacionais de Kaluza-Klein em um modelo de
mundo-brana do tipo string-cigar

Nós estudamos os modos gravitacionais de Kaluza-Klein em dois cenários de

mundo-brana do tipo corda, o modelo de Gherghetta-Shaposhnikov (GS) e o modelo

string-cigar. Nos cenários de branas do tipo corda, o espaço-tempo possui seis dimensões

com simetria ciĺındrica. Pela análise da densidade de energia, o modelo GS corresponde
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a um cenário de corda-fina. Por outro lado, o modelo string-cigar pode ser considerado

como uma suavização do modelo GS com soluções interior e exterior. Este modelo está

sujeito à um fluxo geométrico (fluxo de Ricci) que define uma famı́lia de branas do tipo

corda cujo parâmetro de evolução do espaço transverso c, relacionado com a constante

cosmológica, causa variações nas propriedades f́ısicas da brana. Uma outra qualidade do

modelo string-cigar é o fato de este satisfazer todas as condições de regularidade, o que

não ocorre no modelo de corda-fina de Gherghetta-Shaposhnikov.

Obtivemos um novo modo-zero para o modelo GS analisando a equação radial

na abordagem de Schrödinger. Descobriu-se que a amplitude e a taxa de decaimento deste

modo sem massa é maior do que o apresentado no modelo GS. O modo-zero gravitacional

para o modelo string-cigar mostrou-se deslocado da origem e seu máximo situa-se próximo

do núcleo da brana, onde a densidade de energia é máxima. Assintoticamente, o compor-

tamento exponencial caracteŕıstico do cenário de brana fina é recuperado. Além disso,

encontramos um gap de massa entre o modo-zero e o primeiro modo massivo em ambos

os modelos. Para o modelo string-cigar, este gap não sofre alterações devido ao fluxo de

Ricci. A existência deste gap é requerida, pois caso não existisse, grávitons massivos seria

observáveis no nosso universo.

Através de métodos numéricos adequados, obtivemos o espectro de massa e

as autofunções correspondentes em ambos os modelos. Os modos massivos são descri-

tos por um problema de Sturm-Liouville, o qual foi resolvido pelo método da matriz.

Os comportamento linearmente crescente do modelo GS foi recuperado. Para o modelo

string-cigar, encontramos um comportamento monotonicamente crescente seguindo uma

lei mn ∼ n+1/n, que mostramos ser um resultado esperado analiticamente após o estudo

das ráızes da função de Bessel de ordem 3/2. Conclúımos então este novo comportamento

do espectro como consequência do fluxo de Ricci.

As autofunções para o modelo string-cigar possuem comportamento seme-

lhante ao do modelo GS, como esperado. Porém, na região próxima à origem, em torno

do núcleo da brana, a amplitude dos modos massivos no modelo string-cigar são maiores

do que no modelo GS. Portanto, conclúımos que a fonte da brana eleva os modos massivo

próximo ao seu núcleo. Isto nos motivou a estudar os modos massivos ressonantes atrávez

do método numérico das ressonâncias. Este foi o primeiro trabalho a estudar ressonâncias

de modos massivos em seis dimensões. O modelo string-cigar permite a existência de

estados ressonantes. De fato, a correção próxima à origem fornece um poço de ponten-

cial, o que não ocorre no modelo GS, o qual consta de uma barreira do tipo 1/z2. Nós

encontramos estados ressonantes em que o maior deles ocorre para c = 2.9 e m = 0.4192.

Há medida em que o parâmetro c aumenta o tempo de vida da ressonância decresce.
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Estes resultados conduzem à uma perspectiva interessante, que seria analisar

os efeitos dos modos gravitacionais de Kaluza-Klein na correção do potencial de Newton.

Em particular avaliar a contribuição dos modos ressonantes na correção. Para isto, uma

fórmula geral para a correção na lei de Newton sera deduzida. Atualmente na literatura,

apenas a fórmula particular para a corda fina (modelo GS) é conhecida. Outra perspec-

tiva refere-se à análise da fonte da brana. O perfil da densidade de energia do modelo

string-cigar é bastante similar ao modelo de vórtice abeliano estudado numericamente

por Giovannini e co-autores na Ref. [115]. Esta semelhança sugere que a geometria do

tipo corda-charuto pode ser gerada por um vórtice com um potencial deformado.

6.4 Campos de calibre em um modelo de mundo-brana do tipo
string-cigar

Além do campo gravitacional, estudamos ainda a localização do campo vetorial

Abeliano U(1) no modelo string-cigar. Nossa análise foi em torno das soluções do tipo

ondas-s, isto é, estados com autovalor angular l nulo. O modo zero do campo de calibre

é localizado na brana, porém suave se comparado com o caso da brana fina. Assim como

no caso gravitacional, o máximo do modo-zero é deslocado da origem. Assintoticamente,

o comportamento exponencial caracteŕıstico do cenário de brana fina é recuperado.

Nós obtivemos o espectro de KK do campo de gauge e suas autofunções tanto

para o caso de brana fina quanto para o modelo string-cigar pelo método da matriz. Em

ambos os casos, o comportamento linear para o espectro foi obtido na escala de energia

fisicamente aceitável, isto é, mn � c. O gap de massa entre o modo-zero e o primeiro

modo massivo também foi encontrado para ambos os modelos. As autofunções massivas

apresentam uma amplitude maior no modelo string-cigar em comparação com o modelo

de corda fina, enquanto que, assintoticamente, o comportamento usual da corda fina é

recuperado. Logo, conclúımos que, assim como para o campo gravitacional, a correção

próxima da brana, conduzida pelo fluxo de Ricci, amplifica os modos massivos sobre o

núcleo da brana.

Comparando com o caso gravitacional, vimos que as autofunções do campo de

calibre têm uma amplitude maior próximo à brana porém se dispersam menos no bulk,

em comparação com o gráviton. Além disso, e equação radial para os modos massivos

do campo de spin-1 é muito semelhante a equação radial radial para o gráviton a menos

de uma mudança de um fator 3
5

para 5
2
. Esta pequena mudança, no entanto, conduz à

espectros distintos, de modo que para o campo de calibre, não se tem o termo de 1/n no

espectro.
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Ao encontrarmos a relação de que a constante cosmológica deve ser muito

menor do que a tensão angular na brana, vimos que, pela condição de energia dominante

e pela solução do problema da hierarquia, o parâmetro geométrico c deve ser pequeno,

assim como no modelo de Randall-Sundrum.

Nós estudamos ainda os modos massivos do campo de calibre na abordagem

via equação de Schrödinger, onde obtivemos numericamente o potencial quântico análogo.

Este possui a forma vulcão usual e a altura da barreira de potencial aumenta e se aproxima

da origem, tendendo ao comportamento da brana fina, com o aumento do parâmetro

geométrico. Para o caso de brana fina, o potencial tem a forma 1/z2 usual. Resolvemos a

equação do tipo Schrödinger através do método numérico de Numerov para vários valores

de massa distintos. O poço de potencial influencia o primeiro ciclo das funções de onda

e, para massas moderadas as soluções oscilam rapidamente. Aplicamos o método das

ressonâncias para vários valores de c, porém não foi encontrado estados ressonantes.

6.5 Modos fermiônicos de Kaluza-Klein em um modelo de mundo-
brana do tipo string-cigar

Além dos campos de spin-1 e spin-2, nós estudamos o campo de Dirac no

modelo string-cigar. O caso de brana fina também foi analisado. Nós consideramos os

campos de spin-1/2 e 3/2 (Rarita-Schwinger). Focamos nossa atenção no caso de ondas-s,

ou seja, l = 0.

Uma caracteŕıstica bem conhecida de férmions em branas do tipo corda é a

de que, diferentemente dos campos gravitavional, de calibre e escalar, não é posśıvel

de ser aprisionar férmions livres com um fator de warp decrescente. Por conta disso.

propusemos um acoplamento espećıfico para os férmions com um campo de calibre de

fundo para confinar os modos zeros dos férmions tanto de spin-1/2 quanto de spin-3/2 em

uma brana do tipo corda com tensão positiva.

Impondo condições de contorno convenientes para garantir que os operadores

fermiônicos sejam auto-adjuntos, encontramos um modo zero normalizado e bem definido

ao longo de toda a dimensão extra tanto para a corda fina, quanto para o modelo string-

cigar dependendo da intensidade da constante de acoplamento λ. Este resultado é válido

para ambos os casos de spin-1/2 e spin-3/2. As soluções de modo-zero têm forma similar

à densidade de energia da fonte do brana do tipo string-cigar, cujo núcleo está afastado

da origem. Este afastamento do núcleo da brana é uma caracteŕıstica de modelos de

branas do tipo-corda cuja fonte é um vórtice Abeliano com alto numéro de voltas [115].

Além disso, há um leve aumento da amplitude do modo-zero de Rarita-Schwinger em
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comparação com o campo de spin-1/2.

Pelo método da matriz, nós obtivemos os espectros e as autofunções de Kaluza-

Klein. Não foram encontrados estados taquiônicos e os espectros eram iguais para ambras

as quiralidades esquerda e direita, o que é garantido pela estrutura de mecânica quântica

supersimétrica do potencial quântico análogo. Para m � c, os espectros apresentaram

o comportamento usual das teorias de Kaluza-Klein. Além disso, nós verificamos que o

espectro de massa dos campos de spin-1/2 e 3/2 são indistingǘıveis.

Assim como para os demais campos, as autofunções massivas possuem o mesmo

comportamento do caso de brana-fina assintoticamente e suas amplitudes são amplificadas

próximo ao núcleo da brana. Além disso, as amplitudes dos modos massivos para o campo

de spin-3/2 são maiores do que para o campo de spin-1/2 em todo o domı́nio.

Embora os modos massivos de Kaluza-Klein não são localizados na brana, al-

guns estados massivos particulares exibiram um comportamento ressonante. A busca por

esses estados foram feitas por meio do método das ressonâncias. Nós encontramos picos

na distribuição de probabilidade, relacionando-os à estados em que a função de onda tem

amplitudes muito elevadas na região interior à brana. Desassociada à esta caracteŕıstica, a

oscilação da função de onda deve ser a menor posśıvel para caracterizar uma ressonância.

As soluções numéricas da equação de Schrödinger obtidas pelo método de Numerov mos-

traram que a ressonância ocorre para um modo esquerdo espećıfico. Portanto, apenas

férmions com uma quiralidade podem interagir com a brana como um estado ressonante.

Um resultado interessante é o de que o acoplamento permite a existência de um pico de

ressonância. O parâmetro geométrico c determina a magnitude da massa ressonante que é

consistente com o fato de que c está relacionado ao cut-off da escala de Planck. Ademais,

nós mostramos que, pela abordagem de Schrödinger, os campo de spin-1/2 e 3/2 têm

estruturas idênticas.

Finalmente, nós fizemos um comparativo do modo-zero normalizado dos cam-

pos bosônicos e fermiônicos. Para um valor espećıfico da constante de acoplamento com

o campo de calibre, todos os campos possuem comportamento semelhante.

Como trabalhos futuros, temos o intuito de estudar numericamente os modos

de KK, bem como estados ressonantes, para os campos fermiônicos de spin-1/2 e 3/2 em

um cenário de branas do tipo conifold resolvido [?]. Este cenário proporciona um fluxo

geométrico conduzido por um parâmetro de resolução que controla a singularidade na

origem, consequentemente retirando a divergência do potencial quântico análogo. Temos

ainda a ideia de estudar as propriedades dos termos de acoplamento com o campo de

calibre para l 6= 0 e sua influência sobre os modos zero e massivos.

Ainda nesta parte do trabalho, estudamos o campo escalar e mostramos este
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campo comporta-se de forma idêntica ao campo gravitacional.
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APÊNDICE A -- MÉTODO DA MATRIZ PARA PROBLEMAS DE

STURM-LIOUVILLE

A determinação de autovalores de problemas de Sturm-Liouville é de grande in-

teresse em F́ısica. No entanto, em muitos casos, não é posśıvel obtê-los de forma anaĺıtica,

sendo necessária a utilização de métodos numéricos. A solução numérica de problemas de

Sturm-Liouville não é trivial, no entanto, muitos métodos foram desenvolvidos para tal.

Neste apêndice, apresentaremos rapidamente o método da matriz, o qual foi utilizado nas

pesquisas desenvolvidas neste doutorado. O método da matriz (baseado em diferenças

finitas ou elementos finitos) envolve extensos cálculos aritméticos e armazenamento de

grandes matrizes. Além disso, a aproximação se deteriora rapidamente para grandes au-

tovalores. No entanto, nos problemas abordados neste doutorado, o espectro de massa dos

campos em cenários de branas são autovalores de um operador de Sturm-Liouville. Como

estamos interessados apenas nos primeiros autovalores de massa, o quais são de relevância

f́ısica, o método da matriz é perfeitamente aplicável e nos conduziu à boas aproximações.

O método da matriz consiste na aplicação de diferenças finitas em problemas

de valor de contorno, o que conduz à um sistema de equações lineares podendo ser escrito

na forma matricial. Em problemas de Sturm-Liouville, o método da matriz conduz à um

problema de autovalores matricial generalizado.

Considere o problema de Sturm-Liouville

d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y(x) = λr(x)y(x), (A.1)

sujeito às condições de contorno de Neumann homogêneas y′(a) = y′(b) = 0.

Discretize a Eq. (A.1) em uma rede com N + 1 divisões uniformes

(a = x0) < x1 < x2 < · · · < xN−1 < (xN = b),

onde xi = a+ ih com tamanho de passo h = (b− a)/(N + 1).

Utilize aproximações de diferenças finitas centradas para as derivadas

dy

dx
≈ yi+1 − yi−1

2h

e
d2y

dx2
≈ yi+1 − 2yi + yi−1

h2
,
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onde yi ≡ y(xi). Com isso, a Eq. (A.1) torna-se

yi+1 − 2yi + yi−1 +
h

2
pi(yi+1 − yi−1) + h2qiyi = λh2riyi.

Deve-se analisar a EDO na fronteiras:

• em i = 0:(
1− h

2
p0

)
y−1 +

(
h2q0 − 2

)
y0 +

(
1 +

h

2
p0

)
y1 = λh2r0y0;

• em i = N :(
1− h

2
pN

)
yN−1 +

(
h2qN − 2

)
yN +

(
1 +

h

2
pN

)
yN+1 = λh2rNyN .

Note que há pontos fora da rede: y−1 e yN+1. No entanto, tais pontos são eliminados pela

discretização das condições de contorno:

y′(a) = 0 =⇒ y1 − y−1

2h
= 0 → y−1 = y1

y′(b) = 0 =⇒ yN+1 − yN−1

2h
= 0 → yN+1 = yN−1

Com isso, obtemos
(h2q0 − 2)y0 + 2y1 = λh2r0y0(
1− h

2
pi
)
yi−1 + (h2qi − 2)yi +

(
1 + h

2
pi
)
yi+1 = λh2riyi, i = 1, 2, · · ·N − 1

2yN−1 + (h2qN − 2)yN = λh2rNyN

(A.2)

Este sistema de equações lineares pode ser escrito como um problema de autovalores

generalizado para uma matriz tridiagonal

Â~y = λB̂~y, (A.3)

onde

Â =



h2q0 − 2 2(
1− h

2
p1

)
h2q1 − 2

(
1 + h

2
p1

)
. . . . . . . . .(

1− h
2
pN−1

)
h2qN−1 − 2

(
1 + h

2
pN−1

)
2 h2qN − 2


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~y =



y0

y1

...

yN−1

yN


, B̂ =



h2r0

h2r1

. . .

h2rN−1

h2rN


Uma das vantagens dos métodos de diferenças finitas é que eles são bastante

simples de se implementar, especialmente quando se trata com problemas regulares de-

finidos em um intervalo finito e uma rede uniforme. No entanto este método tem seus

limites. Ele substitui um problema de dimensão infinita por um problema matricial cuja

dimensão está relacionada ao número de pontos da rede, no presente caso, uma matriz

(N + 1) × (N + 1). Como consequência, apenas um certo número de autovalores λk,

(k = 1, 2, 3 · · · ) são bem aproximados. A aproximação rapidamente se deteriora com

o aumento de k: o erro do k−ésimo autovalor numa rede com tamanho de passo h é

tipicamente da ordem O(hpkq) [175]. Portanto, para se calcular autovalores de grande

magnitude, são necessários muito passos. Entretanto, como em F́ısica os autovalores de

Sturm-Liouville correspondem à energia do sistema, energias demasiadamente grandes

não são de interesse. Isto justifica o amplo uso do método da matriz, na prática.
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APÊNDICE B -- MÉTODO DE NUMEROV

O método de Numerov [?,?] é um método numérico para resolver equações di-

ferenciais ordinária de segunda ordem que não contenham o termo de derivada de primeira

ordem: (
d2

dx2
+ f(x)

)
y(x) = 0. (B.1)

Este método ganhou muita força e popularidade por tratar com equações do tipo Schrödin-

ger.

Considera-se a expansão de y(x) em torno de x0 em série de Taylor até quinta

ordem. Fazendo h = x− x0, tem-se

y(x0 + h) = y(x0) + hy′(x0) +
h2

2!
y′′(x0) +

h3

3!
y′′′(x0) +

h4

4!
y′′′′(x0) +

h5

5!
y′′′′′(x0) +O(h6),

y(x0 − h) = y(x0)− hy′(x0) +
h2

2!
y′′(x0)− h3

3!
y′′′(x0) +

h4

4!
y′′′′(x0)− h5

5!
y′′′′′(x0) +O(h6).

Com isso, a equação discreta para (xi−1, yi−1) e (xi+1, yi+1) fica

y(xi+1) = y(xi) + hy′(xi) +
h2

2!
y′′(xi) +

h3

3!
y′′′(xi) +

h4

4!
y′′′′(xi) +

h5

5!
y′′′′′(xi) +O(h6),

y(xi−1) = y(xi)− hy′(xi) +
h2

2!
y′′(xi)−

h3

3!
y′′′(xi) +

h4

4!
y′′′′(xi)−

h5

5!
y′′′′′(xi) +O(h6).

Somando as duas equações acima, obtém-se

y(xi−1) + y(xi+1) = 2yi + h2y′′i +
h4

12
y′′′′i +O(h6).

Resolvendo para y′′i e utilizando a expressão y′′i = −fiyi obtida da definição da equação

diferencial, tem-se

h2fiyi = 2yi − y(xi−1)− y(xi+1) +
h4

12
y′′′′i +O(h6).

Ainda da definição da equação diferencial, observa-se que y′′′′i = −[fiyi]
′′. Fazendo a

mesma aproximação de diferenças finitas como anteriormente, obtém-se:

h2fiyi = 2yi − yi−1 − yi+1 −
h4

12

fi−1yi−1 − 2fiyi + fi+1yi+1

h2
+O(h6).
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Finalmente, resolvendo para yi+1, chega-se ao algoritmo de Numerov [?,?]:

yi+1 =

(
2− 5h2

6
fi

)
yi −

(
1 + h2

12
fi−1

)
yi−1

1 + h2

12
fi+1

. (B.2)

O erro é da ordem de h6 o que caracteriza o método como de quinta ordem. É importante

ressaltar que o método exige dois valores iniciais, y0 e y1. De fato, é exigido dois valores

iniciais, já que a equação diferencial é de segunda ordem. na prática, o valor de y0 é

dado pela condição de contorno do problema. Já para y1 deve ser atribúıdo um valor bem

pequeno sendo condizente com o tamanho do passo da rede.

Equações de Schrödinger também podem ser resolvidas utilizando o algoritmo

de Numerov para implementar o método da matriz substituindo a aproximação por di-

ferenças finitas centradas simples. Como ilustração, resolveremos a seguinte equação de

Schödinger

−y′′(x) + V (x)y(x) = Ey(x), (B.3)

sujeita à condição de contorno y(a) = y(b) = 0. Utilizando a mesma discretização do

domı́nio [a, b] da seção anterior, o método de Numerov aplicado à equação (B.3) conduz a

−yi−1 − 2yi + yi+1

h2
=

1

12

[
fi−1yi−1 + 10fiyi + fi+1yi+1

]
.

Como f(x) = −
[
E − V (x)

]
, tem-se

yi−1 − 2yi + yi+1

h2
+

1

12

[
Vi−1yi−1 + 10Viyi + Vi+1yi+1

]
=

1

12
E
[
yi−1 + 10yi + yi+1

]
.

Como os valores de V−1 e VN+1 não podem ser eliminados pelas condições de contorno, o

sistema de equações discretas deve existir para 1 ≤ i ≤ N − 1:
y0 − 2y1 + y2 + h2

12

[
V0y0 + 10V1y1 + V2y2

]
= h2

12
E
[
y0 + 10y1 + y2

]
yi−1 − 2yi + yi+1 + h2

12

[
Vi−1yi−1 + 10Viyi + Vi+1yi+1

]
= h2

12
E
[
yi−1 + 10yi + yi+1

]
, i = 2, · · ·N − 2

yN−2 − 2yN−1 + yN + h2

12

[
VN−2yN−2 + 10VN−1yN−1 + VNyN

]
= h2

12
E
[
yN−2 + 10yN−1 + yN

]
(B.4)

Como dito anteriormente, não existe um método numérico geral. Cada tipo de equação

diferencial possui um método mais adequado para determinadas condições de contorno.

• Condições de contorno de Dirichlet homogêneas:

Para y(a) = y(b) = 0, tem-se que y0 = yN = 0 e o sistema de equações (B.4)

pode ser escrito como um problema de autovalores generalizado como

Â~y + B̂V̂~y = E B̂~y, (B.5)
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onde

Â =



−2 1

1 −2 1
. . . . . . . . .

1 −2 1

1 −2


B̂ =

h2

12



10 1

1 10 1
. . . . . . . . .

1 10 1

1 10



~y =



y1

y2

...

yN−2

yN−1


, V̂ =



V1

V2

. . .

VN−2

VN−1


• Condições de contorno de Neumann homogêneas:

Neste caso, y′(a) = y′(b) = 0. Utilizando aproximação de diferenças finitas

progressivas em x = a e regressivas em x = b:

y′ ≈ yi+1 − yi
h

(B.6)

e

y′ ≈ yi − yi−1

h
(B.7)

respectivamente, tem-se que

y′(a) = 0 =⇒ y1 − y0

h
= 0 → y1 = y0

y′(b) = 0 =⇒ yN − yN−1

h
= 0 → yN = yN−1

Logo, o sistema de equações (B.4) as matrizes da equação (B.5) passam a ser

Â =



−2 2

1 −2 1
. . . . . . . . .

1 −2 1

2 −2


B̂ =

h2

12



10 1

1 10 1
. . . . . . . . .

1 10 1

1 10


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~y =



y1

y2

...

yN−2

yN−1


, V̂ =



V0/10 + V1

V2

. . .

VN−2

VN−1 + VN/10


• Condições de contorno mistas homogêneas

Considere as condições de contorno mistas homogêneas

αay(a) + βay
′(a) = 0,

αby(b) + βby
′(b) = 0.

Utilizando aproximação de diferenças finitas progressivas para a derivada em x = a, tem-

se

αay0 + βa
y1 − y0

h
= 0 → y0 =

1

αa − βa/h
y1

e aproximação de diferenças finitas regressivas para a derivada em x = b, tem-se

αbyN + βb
yN − yN−1

h
= 0 → yN =

1

αb − βb/h
yN−1.

Finalmente, o sistema de equações (B.4) as matrizes da equação (B.5) passam a ser

Â =



(
1

αa−βa/h − 2
)

1

1 −2 1
. . . . . . . . .

1 −2 1

2
(
−2 + 1

αb−βb/h

)


B̂ =

h2

12



10 1

1 10 1
. . . . . . . . .

1 10 1

1 10



~y =



y1

y2

...

yN−2

yN−1


, V̂ =



(
V0

10(αa−βa/h)
+ V1

)
V2

. . .

VN−2

VN−1 +
(

VN
10(αb−βb/h)

)


Para o caso especial em que αa,b + βa,b/h = 1, o problema de autovalores

coincide com o caso para condições de contorno de Neumann homogêneas.
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