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RESUMO

Esta tese apresenta o estudo de localizagao de campos em cendrios de branas em cinco e em
seis dimensoes. Utilizamos métodos numéricos adequados para estudarmos os modos mas-
sivos dos campos gravitacional, vetorial e espinorial sobre varios modelos de mundo-brana.
A proprosta dos modelos de branas é solucionar alguns dos problemas fundamentais em
aberto na Fisica de Particulas e na Cosmologia, tais como a imensa discrepancia entre as
escalas de Planck e da teoria eletrofraca, a origem da matéria escura, a aceleracao cosmica
e o valor da constante cosmoldgica. Basicamente, a hipétese de mundo-branas propoe que
0 nosso universo é um defeito topoldgico possuindo as quatro dimensoes espago-temporais
usuais imerso em um espaco de dimensao maior, chamado de bulk. Para que as lei fisicas
quadridimensionais sejam restabelecidas, é necessario que os campos tenham seu modo
zero localizado. Isto significa dizer que a solugao para massa nula seja finita. Ademais,
as solugoes com massa diferente de zero, chamadas de modos massivos de Kaluza-Klein
(KK), merecem atencao especial. Tais modos possuem implicagoes fenomenoldgicas im-
portantes. Por exemplo, para o campo gravitacional, a torre de estados massivos de KK
fornece uma correcao na lei de Newton para curtas distancias. Apenas os modelos sin-
gulares possuem solugoes exatas, os conhecidos modelos de Randall-Sundrum (RS) em
cinco dimensoes e de Gherghetta-Shaposhnikov (GS) em seis dimensdes. No entanto, tais
modelos receberam varias extensoes onde a brana deixou de ser singular, passando a ter
uma espessura e, consequentemente, uma estrutura interna rica. As equagoes dos modos
massivos, de maneira geral, sao descritas por problemas de Sturm-Liouville e ndo possuem
solucao analitica sendo necessaria a utilizacao de métodos numéricos para se obter uma
solucao aproximada. A resolucao direta da equacao de Sturm-Liouville era até entao evi-
tada na literatura. Nesta tese, obtemos o espectro e as autofungoes dos campos utilizando
métodos de discretizagao em varios modelos de branas espessas. Com isso, pudemos cal-
cular de forma direta a correcao na lei de Newton da gravitacao devido a torre de estados
de Kaluza-Klein para varios modelos de mundo-brana. A abordagem desenvolvida aqui
¢ de grande proveito, podendo ser utilizada como uma ferramenta de selecao para mo-
delos de branas, determinando quais modelos possuem implicagoes fenomenolégicas que
concordem com futuras medidas experimentais de desvios no potencial gravitacional.

Palavras-chave: Modelos de mundo-brana. Localizagao de campos. Metodos
numéricos. RessonanciasFenomenologia de branas.



ABSTRACT

This thesis presents the use of numerical analysis in the study of field localization in
braneworld scenarios in five ans six dimensions. We discuss the importance of a model
supporting massive states, which carry phenomenology implications. We use suitable
numerical methods to attain the spectra and eigenfunctions for the gravitational, gauge
and fermionic field in several braneworld models. The braneworld concept proposes to
solve some of the most fundamental problems in Particle Physics and Cosmology such as
the huge discrepancy between the Planck and electroweak scales, the darlk matter origin.
tha cosmic acceleration and the value of the cosmological constant. In the braneworld
hypothesis, our Universe is considered a hypersurface having the usual four space-time
dimensions embedded in a bulk space with higher dimension. To guarantee that the
fourdimensional laws of Physics is recovered in a dimensional reduction, the massless
mode (also called zero-mode, eigenstates with zero energy), must be localized, i.e., finite.
Moreover, the massive solutions, called Kaluza-Klein (KK) modes needs special attention.
Such modes carry important phenomenological implications. For the gravitational field,
for instance, the tower of KK massive states for the graviton implies in small correction
in the Newton’s law at short distances. Only two models have exact solution to the
correction: the Randall-Sundrum and Gherghetta-Shaposhnikov models; respectively in
five and six dimensions. In the thick braneworld scenarios, whose brane has a richer
internal structure, the calculation to the correction is not possible in a analytical way.
the differential equations governing the massive modes in a Sturm-Liovulle problem has no
analytical solution. We, therefore, presents the enforcement of numerical method to solve
Sturm-Liouville problems in the context of braneworld models. Such approach allowed us
to compute the correction in the Newton’s law in several thick braneworld models in five
dimensions. The calculation of slight deviations in the gravitational potential may be used
as a selection tool for braneworld scenarios match with future experimental measurements
in high energy collisions.

Keywords: Braneworld models. Field localization. Numerical methods. Resonance Brane
phenomenology.
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1 INTRODUCAO

1.1 Desenvolvimento historico da literatura de dimensoes extras

Na teoria da relatividade geral, a gravidade é geométrica e por isso é muito
sensivel ao nimero de dimensoes, bem como a forma destas. Devido a essa propriedade, a
inclusao de dimensoes extras tornou-se um método para solugao de problemas relacionados
a gravitacao. Além disso, o fato de a teoria das cordas ser consistente apenas em 11
dimensoes também contribui para a ideia de se assumir dimensoes extras como tentativa
de solucao de problemas em Fisica.

Ha dois principais direcionamentos: dimensoes compactas e nao-compactas. A
primeira alega que tais dimensoes sao muito pequenas para terem influéncia experimental
diretamente. Dentre elas, tem-se a teoria das cordas e a teoria-M. Esses modelos indicam
que somente experimentos de altas energias (da ordem da energia de Planck, 109GeV) se-
riam capazes de detectar tais dimensoes. Experimentos cotidianos nao possuem resolucao
suficiente. A teoria de cordas, por exemplo, descreve as particulas elementares como mo-
dos de vibragoes de cordas unidimensionais fechadas, também chamadas de membranas
bidimensionais. Ja os modelos com dimensoes extras nao compactas assumem que essas
dimensdes sdo curvas (nao confundir com compactas) e que esta curvatura aprisiona os
campos conhecidos nas dimensoes usuais. Esses modelos exigem o estudo da localizagao
dos campos sobre a brana e tem sido alvo de intensos estudos nas ultimas décadas.

A ideia de que nosso Universo pode ser tratado como uma hiper-superficie
mergulhada em um espago-tempo de dimensao maior tem sua origem nos modelos de
Kaluza-Klein [1,2] entre os anos de 1921 e 1926. Apds um grande periodo de recesso, a
teoria de Kaluza-Klein entrou novamente em cena com o advento da teoria das cordas na
década de 1970. Posteriormente, estudos em dimensoes extras voltadas a modelos de brana
tornou-se novamente assunto entre pesquisadores em 1982 com o intricado trabalho de K.
Akama [3]. Logo em seguida foram propostas idéias bastante semelhantes nos trabalhos de
Rubakov, Shaposhnikov e Visser [4-6]. A partir de entao, iniciou-se um crescente interesse
em modelos alternativos a compactificacao de Kaluza-Klein culminando com objetivos
voltados a solucao do problema da hierarquia via introducao de dimensoes extras com os
trabalhos seminais de Lisa Randall e Randall Sundrum [7,8]. Desde entao, diversos estudos
foram realizados no que se refere a modificacoes da estrutura da brana, a localizacao de
campos, a extensoes para mais dimensoes, etc...

A implicagao fenomenoldgica da hipétese de mundo-branas reside em corregoes
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nas leis de Newton da gravitacao devido a presenca de dimensoes extras. Recentemente,
a descoberta de um excesso de aproximadamente 750 GeV na massa de um experimento
di-féton observado nos colaboradores do LHC a 13 TeV, o ATLAS [9] e o CMS [10], possui

explicacao no contexto de mundo-branas nao fatorizaveis [11-17].

1.2 As teorias de Kaluza e Klein

Depois de formular a teoria da relatividade geral, Einstein dedicou pratica-
mente suas ultimas trés décadas de vida a tentativa de unificar, numa s6 teoria, a forca
eletromagnética e a forca gravitacional. Tal proposta foi idealizada, independentemente,
pelos fisicos Theodor Kaluza e Oskar Klein. Em 1919, Kaluza propos que o Universo
poderia ter mais do que 4 dimensoes, assumindo uma quinta dimensao [1]. Em 1926 o
matematico sueco Oskar Klein propos que o nosso Universo poderia ter dimensoes es-
tendidas e enroladas (dobradas sobre si mesmo) [2]. Adicionando uma dimensao extra a
Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein, Kaluza mostrou que as equacoes extra
eram similares as de Maxwell, unificando a teoria gravitacional de Einstein com a teoria
do eletromagnetismo de Maxwell, porém mais tarde as constantes de acoplamento entre
as teorias entraram em conflito com as observagoes experimentais.

Em um espago-tempo D-dimensional, a teoria da gravitacao de Einstein (onde
a gravidade é descrita por um campo tensorial de ordem 2) possui D(D + 1)/2 graus de
liberdade. J& o eletromagnetismo é completamente determinado, devido a simetria de
calibre, por um campo vetorial com D graus de liberdade. Dessa forma, Kaluza e Klein
perceberam que se partissem de uma teoria D dimensional somente com gravidade pode-
riam obter uma teoria (D — 1) dimensional que possuisse gravidade e eletromagnetismo.
Desta forma, sobra um grau de liberdade que esté associado a um campo escalar. Quando
feita a reducao dimensional, através da compactificacao das dimensoes extras, este campo
escalar acopla-se ao eletromagnetismo de forma a nao realizar completamente a unificagao
desejada. Este campo recebe o nome de dilaton e a tentativa de eliminé-lo nao se mostrou
consistente com as equacoes de Maxwell.

Para que a teoria seja coerente com as observagoes astronomicas, a dimensao
adicional deve ser compacta e de raio da ordem do comprimento de Planck [p = \/hG/c? ~
1,6 x 1073*m, considerado o menor comprimento fisico possivel. Dada a impossibilidade
atual de se fazer experimentos nesta escala, a teoria Kaluza-Klein tornou-se apenas foco

de especulagoes como teoria de unificagao.
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1.3 Teorias de Antoniadis, Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali

Apesar da formulacao de Einstein ser completamente diferente da de Newton,
ambas indicam a mesma intensidade para a interacao gravitacional, ja que a constante
de acoplamento é a mesma (a constante gravitacional G). Dessa forma, a gravidade
continuava a ser dezenas de ordens de grandeza mais fraca que o eletromagnetismo. Essa
grande diferenca fornece dois niveis distintos de energia: enquanto o eletromagnetismo esta
no nivel eletrofraco (~ 10® GeV), a gravidade se encontra no nivel de Planck (~ 10'® GeV).
A falta de uma explicagao para essa diferenca intrigou os fisicos e motivou pesquisas na
direcao de entendé-las. Este problema ficou conhecido como o problema da hierarquia
e foi abordado por Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Gia Dvali nos trabalhos
[18,19]. Como a gravidade ¢ geométrica, os autores fizeram uso de dimensoes extras
compactas para argumentar que a gravidade parece fraca pois esta diluida nas demais
dimensoes. Utilizando o teorema de Gauss, eles concluiram que, se acrescentarmos N
dimensoes extras com raio de compactificacao R, o potencial gravitacional teria o seguinte
comportamento

GDm1m2
V(T) = W, r <L R, (11)
pois essa escala é de D = 4 4+ N dimensoes planas e

_GDmlmz
RN

V(r) r> R, (1.2)

pois nesta escala as dimensoes extras ja estao saturada e a gravidade cai somente com
as dimensoes distendidas. Como podemos observar, o efeito dessas dimensoes extras em
larga escala é o enfraquecimento da constante de acoplamento gravitacional gerando uma
constante efetiva G, = Gp/RY.

Os modelos ADD [18] e AADD [19], solucionam o problema da hierarquia
assumindo que a gravidade em D dimensoes estd na escala eletrofraca, enquanto que a
gravidade efetiva em 4 dimensoes se encontra na escala de Planck. No caso N = 1,
para igualar essas escalas, é necessrio que R ~ 10 cm o que estd em desacordo com
os experimentos, pois a gravidade deve ter o comportamento descrito pela Eq. (1.1) em
situagoes cotidianas. Porém para N > 2, os experimentos nao sao capazes de descartar
essa possibilidade (por exemplo, para N = 2, o raio de compactificacdo deveria ser de

R~ 107! mm).
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1.4 Implicagcoes Fenomenolégicas

A idéia de que o nosso Universo observavel pode ser pensado como uma hi-
perficie de (3 4+ 1) dimensodes (chamada de brana ou membrana) imersa em um espago-
tempo ambiente de dimensao maior tem recebido muita atencao nos ultimos anos por
fornecer boas explicacoes para varios fenomenos intrincados em Fisica de Altas Energias,
como a hierarquia entre as escalas eletrofraca e de Planck [7,20], a origem da matéria
escura [21], o pequeno valor da constante cosmoldgica [22] e a acelera¢ao césmica [23]. O
conceito de mundo-brana surgiu na teoria de cordas [24] e em modelos de unificagao [18,19]
e portanto, testes da existéncia de branas, ou apenas dimensoes extras, é um desafio fun-
damental. Evidéncias da hipotese de mundo-branas sao esperadas de serem encontradas
em processos de colisdes em altas energias (por exemplo, no Grande Colisor de Hadrons
— LHC), onde novos graus de liberdade das particulas surgiriam, como as excitagoes de
Kaluza-Klein (KK) nas dimensoes extras [25, 26].

Recentemente, um excesso no espectro de massa do di-féton foi reportado pelos
colaboradores ATLAS e CMS no LHC a 13 TeV [9,10]. Este resultado singular deu inicio
a um grande numero de trabalhos em diversas areas da Fisica de Altas Energias propondo
interpretacoes para tal fenomeno. A possibilidade de que um graviton de KK devido a
uma geometria nao fatorizdvel, poderia ser a fonte do excesso de 750 GeV na massa do
di-féton foi discutida na Ref. [11].

Além da busca por comprovagoes das dimensoes extras em colisores de particulas
de alta energia, seus efeitos também poderiam ser observados em experimentos de baixa
energia utilizando néutrons, se uma segunda brana existir suficientemente préxima de
nés [27]. Neéutron sdo mais adequados do que elétrons, prétons ou dtomos para tais
propésitos [28]. De fato, Dubovsky e co-autores mostraram que as particulas do modelo
padrao poderiam ser capazes de escaparem para o bulk através de um efeito de tunela-
mento [29,30]. Sarrazin and Petit mostraram que para um bulk contendo pelo menos
duas 3-branas paralelas invisiveis entre si, a troca de matéria poderia ocorrer entre estes
dois mundos devido ao uso de potenciais vetores magnéticos adequados [28,31-33]. Mais
importante, este novo efeito poderia ser detectado e controlado com a tecnologia atual
como uma possivel confirmagao da hipétese de mundo-branas. Recentemente, foi proposto
na literatura um experimento para se analisar troca de matéria entre branas observando-
se o aparecimento de néutrons em um conceito similar ao de luz através da parede [34].
Néutrons ultra-resfriados armazenados em um reservatério teriam uma probabilidade nao-
nula de escapar de nossa brana em direcao a brana invisivel durante colisoes. Tal processo

seria notado pelo desaparecimento de néutrons do ponto vista de um observador na brana
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visivel [27].

1.5 Nosso intuito e contribuicoes

O estudo da localizagao de campos em branas tem como foco obter uma solugao
sem massa normalizada. A esta solucao da-se o nome de modo-zero, que é responsavel
por recuperar as teorias fisicas quadridimensionais apés redugao dimensional. No entanto,
o estudo dos modos massivos (solugoes para massas maiores do zero) s@o igualmente im-
portantes, pois carregam informagoes sobre a fenomenologia nos modelos de mundo-brana
por meio de pequenos desvios no potencial gravitacional de Newton [7,8]. De maneira
geral, os modos massivos sao regidos por problemas de Sturm-Liouville os quais nao pos-
suem solugoes analiticas para modelos de branas espessas. Nesta tese, foi desenvolvida
técnicas numéricas adequadas para obter solugoes aproximadas para o espectro de massa
e as autofuncoes correspondentes dos campos gravitacional, vetorial e fermionico em di-
ferentes modelo de branas em cinco e em seis dimensoes. Esta abordagem ¢é inédita na
literatura de mundo branas. A andlise direta das equacoes diferenciais dos modos massivos
era evitada eté entao.

O trabalho é dividido em duas partes, uma em cinco dimensoes e outra em
seis dimensoes. Na primeira, estudamos os modos massivos gravitacionais nos modelos de
branas espessas mais atuais na literatura, as branas hibridas simétrica e assimétrica e a
brana compacta. De posse das autosolugoes, fomos capazes de calcular a correcao na lei
gravitacional de Newton nos diferentes modelos e comparar as diferentes contribuicoes de
cada modelo na corregao do potencial gravitacional de Newton. Estes resultados foram

publicados no periédico Physics Letters B:

e D.F.S. Veras, W.T. Cruz, R.V. Maluf and C.A.S. Almeida, “Gravity localization
on hybrid branes”, Phys. Lett. B 754 (2016) 201.

Em seis dimensoes, fomos mais além, estudando os modos massivos dos campos
gravitacional, vetorial e fermionico no modelo de brana espessa do tipo-corda string-cigar.
Os campos gravitacional e fermionico apresentaram um fenomeno muito importante em
teorias de branas: modos massivos ressonantes. Tais modos sao intensamente estudados
em modelos de cinco dimensoes. Nesta tese, é encontrada pela primeira vez na literatura,
modos massivos ressonantes em seis dimensoes. Os resultados apresentados aqui foram

publicados nos periédico Physics Letters B e Physical Review D:

e D.F.S. Veras, J.E.G. Silva, W.T. Cruz and C.A.S. Almeida, “Gravitational Kaluza-
Klein modes in the string-cigar braneworld”, Phys. Rev. D, 91 (2015) 065031.
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e D.M. Dantas, D.F.S. Veras, J.E.G. Silva and C.A.S. Almeida, “Fermionic Kaluza-
Klein modes in the string-cigar braneworld”, Phys. Rev. D, 92 (2015) 104007.

e F.W.V. Costa, J.E.G. Silva, D.F.S. Veras and C.A.S. Almeida, “Gauge fields in a
string-cigar braneworld”, Phys. Lett. B, 747 (2015) 517.

1.6 Organizagao da obra

Esta tese apresenta seis capitulos. Nos capitulo 2, estudamos o formalismo
geral para construcao branas e localizacao de gravidade em cinco dimensoes. Discutiremos
a respeito da correcao no potencial Newtoniano e calcularemos o espectro de massa para
o caso de uma brana infinitamente fina (modelos de Randall-Sundrum). Abordaremos
em detalhes os modelos de branas espessas mais novos na literatura, as branas hibridas
simétrica e assimétrica e brana compacta. No capitulo 3 apresentaremos nossos resultados
numeéricos do calculo do espectro de massa e das autofuncgoes do graviton nos modelos
citados. Como teste de nossas rotinas, aplicamos nossos métodos numéricos no modelo
de Randall-Sundrum, onde obtemos boas aproximagoes. Calculamos explicitamente a
corregao para o potencial gravitacional e comparamos a contribuigao de cada modelo.

Em seguida, no Capitulo 6 entramos no estudo de modelos de branas em seis
dimensoes. Fazemos uma breve revisao dos modelos do tipo corda fina de Gherghetta-
Shaposhnikov (GS) e de corda espessa string-cigar, bem como a localizagao de gravidade.
Estudamos ainda a localizagdo do campo de calibre e do campo fermiénico de spin 1/2
(Dirac) e 3/2 (Rarita-Schwinger). No capitulo seguinte apresentaremos nossos resulta-
dos numéricos do calculo do espectro de massa e das autofungoes dos quatro campos
abordados tanto no modelo de corda fina quanto no modelo de corda espessa. Frequen-
temente estaremos chamando atencao para a comparacao do comportamento dos cam-
pos nos dois modelos distintos. Novamente, a fim de testar nossas rotinas aplicamos os
métodos numérico no modelo GS, o qual possui solugao analitica. Encontramos modos
ressonantes para os campos gravitacional e fermionico. O calculo de ressonancias em
modelos de seis dimensoes era inédito na literatura até entao.

Por fim, nossas conclusoes e perspectivas estao apresentadas no Capitulo 6.
Optamos por separar as conclusoes por artigos publicados por razoes pedagogicas.

Detalhes sobre o método numérico sao apresentados nos Apéndice A e B.
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2 BRANAS ESPESSAS EM 5
DIMENSOES

2.1 Formalismo geral para construcao de branas e localizagao
de gravidade

Neste capitulo descreveremos o procedimento usual da construcao de um cenério
de mundo-brana nao fatorizavel espesso com codimensao-1 a partir de um defeito to-
polégico. Considere um campo escalar ¢ acoplado a gravidade em um espago-tempo de
cinco dimensoes nao-fatorizaveis, onde a coordenada extra y tenha extensao infinita. A

geometria é descrita pela métrica [8]
ds?* = X g, do'da” — dy?, (2.1)

onde A(y) é a funcao de warp' e n,, é a métrica de Minkowski. A fungdo A(y) é quem
define o modelo. A acao geral de Einstein-Hilbert com matéria em D dimensoes é dada

por [35]
1

2I<LD2

Sp = /de\/—_gR—l—/dD:c\/Eﬁ, (2.2)

onde kp ¢ a constante gravitacional em D dimensoes, que é relacionada com a constante
de Newton Gy e a escala de massa de Planck M, em D dimensoes pela equacao:

8

I{D2 = 87TGN =

Além disso, R é o escalar de Ricci e L(¢,0p¢) é densidade lagrangeana que descreve o

campo escalar,
L(6,0m0) = O™ ¢ — V(9), (2.4)

onde M = 0,1,---,D — 1. A funcao V(¢) é o potencial que define o modelo, pois a
partir dele, determina-se o fator de warp. Os potenciais de auto-interacao usuais ¢*
e sine-Gordon que possuem solugoes do tipo kink conduzem a branas modeladas por
defeito do tipo parede de dominio [36,37]. Além disso, apés o processo de deformagao
de defeitos topoldgicos desenvolvido na Ref. [38], diferentes cendrios de mundo-brana
puderam ser construidos utilizando diversos defeitos topolégicos distintos, gerando branas
com estruturas internas mais ricas [39-42].

Daqui em diante, trabalharemos em D = 5 e na notacao 4G5 = 1 das Refs.

[43-45]. Supondo que o campo escalar dependa apenas da dimensao extra, as equagoes

INesta tese, nos referiremos & o = e~4®) como fator de warp
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de movimento, juntamente com as equacoes de Einstein, fornecem o sistema de equagoes

diferenciais [36]

" /Al dV
¢+ 4P A = 7 (2.5)
Al = —g (¢)*, (2.6)
ne_l, 1
(A)" = ¢ 3V(¢), (2.7)

onde as linhas (/) denotam derivadas com respeito a y. Note que a escolha do defeito
topoldgico ¢ determina diretamente o fator de warp, consequentemente, define o modelo.
E comum denominar um determinado modelo de brana por termos oriundos do defeito
topoldgico, por exemplo, parede de dominio, corda, sine-Gordon, etc.

O tratamento geral das flutuacoes de forma direta é bastante dificil, por exigir
que seja resolvido um complicado sistema de equagoes diferenciais nao-lineares acopladas
[46]. Por outro lado, a abordagem do super-potencial desenvolvido por Bazeia e co-autores
na Ref. [39], é um mecanismo bastante 1itil que transforma as equagoes de movimento de

segunda ordem em equagoes de primeira ordem. Para este fim, o superpotencial W (¢)
é definido, a partir de V(¢), como [39]
dw\?
=) . 2.8
(%) 29
Com isto, as equagoes de primeira ordem
aw 2

o= o A=W 29)

solucionam as equagoes de movimento (2.5), (2.6) e (2.7). Portanto, o potencial no espago-

tempo curvo V(¢) é dado por:

v -3 (%) -3, (2.10)

A estabilidade de um modelo de brana é explorada por meio da localizagao
de gravidade. Ela ¢ feita através de pequenas flutuagoes na métrica (2.16) efetuando a

seguinte perturbacao h,,(x,y) [36]:
ds? = **) (1, + hy,)da" dv,, + dy?. (2.11)

A quantidade hy,, ¢ um campo tensorial que descreve o grdviton, particula

hipotética mediadora da forga gravitacional. E importante ressaltar que a perturbacao
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é feita apenas na brana. Além disso é importante fixar determinados calibres. Sabe-se
da teoria da relatividade geral que o campo g,, deve ser sem massa e ter spin-2. A
perturbacao h,, da origem a excitacoes escalares e vetoriais no tensor g,,. Portanto,
deve-se impor o calibre trago-nulo, i.e., hfy = 0, para eliminar as componentes escalares
(spin-0), e o calibre transverso 9,h*” = que elimina componentes vetoriais (spin-1).

Em relatividade geral, ¢ importante que o campo tensorial /,,, obedeca a certos
vinculos, que sao os calibres transverso e de trago nulo. Para o leitor interessado, sugerimos
os livros de relatividade geral nas Refs. [47-49] para uma leitura mais aprofundada. Outro
calibre de grande importancia é o que faga garantir que toda a perturbagao seja feita
apenas na brana: hsy = 0. Essas 10 consideracoes restringem o numero de graus de
liberdade do tensor simétrico 5 x 5 hy;y de 15 para 5, como desejavel para particulas de
spin-2 em cinco dimensdes (ver secao 10.6 da Ref. [50]).

Com todas essa consideragoes, a equac¢ao de movimento do graviton fica dada
por [36]

hy + 270/%,, =0 'Ol (2.12)

onde O é o operador de d’Alembert em (3 + 1) dimensoes e o(y) = e*4®¥). Considere
agora a decomposicao de Kaluza-Klein, que essencialmente é uma técnica de separacao

de varidveis:

T (%,9) = D i) () en(y), (2.13)

onde nm,(?“'a”h,(g) = —m2huv®, com m,, sendo as massas de Kaluza-Klein da flutuagao.
Com isso, os modos gravitacionais de Kaluza-Klein na dimensao extra, ¢(y) sao descritos

pela seguinte equagao de Sturm-Liouville

AUy + gl ) =~ euly). (2.14)

Logo, os modos massivos sao descritos por um problema de Sturm-Liouville. Suas auto-
solugoes formam a chamada torre de estados de Kaluza-Klein. E necessario que todas as
autofuncgoes divirjam assintoticamente, caso contrario, teria-se modos massivos localiza-
dos na brana, o que nao ¢ observado no nosso Universo; a gravidade quadridimensional é
descrita por um campo sem massa. Dependendo da forma do fator de warp, a Eq. (2.14)
nao possui solucao analitica. No capitulo 3 mostraremos as solucoes para alguns modelos
mais sofisticados obtidas numericamente pelo método da matriz.

As solugoes do problema de Sturm-Liouville para os modos massivos fornecem
informacoes a respeito da localizagao (ou nao) dos modos. Porém, uma outra abordagem

é bastante seguida na literatura. Nela, efetua-se a seguinte mudancga de coordenadas [51]:
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dz = o Y2dy, (2.15)

o que leva a métrica (2.16) a uma forma conforme
ds® = o(2) |, detds” — d=2*|. (2.16)
Além disso, efetuando-se a seguinte mudanca na varidvel dependente:

on(2) = 07 My (2), (2.17)

a equacao de Sturm-Liouville (2.14) é reduzida a uma equacao do tipo Schrédinger [51]

~tn(2) + U(2)9a(2) = mpthn (2), (2.18)

U(z) = z [g _ %1 (3)2] (2.19)

¢é o potencial quantico andlogo e os pontos representam derivadas com respeito a z. Neste

onde

outro formalismo, é obtido informacoes a respeito da fenomenologia do modelo de brana.
As autofungoes do problema de Schrédinger, juntamente com seus autovalores (que séo os
mesmos para o problema de Sturm-Liouville) contribuem diretamente na corre¢ao para
o potencial gravitacional de Newton. Além disso, apesar do problema ser inteiramente
classico, interpretacoes de mecanica quantica sao bem utilizaveis. Detalhes a respeito
disso, serao apresentados no decorrer desta tese. Novamente, a transformagao de coor-
denadas (2.15) nao possui solugao analitica para um fator de warp mais complexo. E
necessaria, portanto uma integracao numérica que pode ser feita pelo método de Simpson
ou Monte Carlo, por exemplo.

Uma condicao necessaria para se manter a estabilidade do setor gravitacional
é a auséncia de estados taquionicos (modos com massas imagindarias). Isto é assegurado

pelo Hamiltoniano poder ser expresso na forma [52]

d 3o d 3o
H={_-2 220 ) 2 20 2.2
{ dz+4a}{dz+4a}’ (220)

que possui uma forma analoga a mecanica quantica supersimétrica:

o
QIQua(z) = mn(s),  com Q=+ %g (2.21)
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A solugao para o modo zero (m = 0) da Eq. (2.18) para uma forma genérica

do fator de warp ¢é dada por [51]:

o(z) = 03/2(7;), (2.22)

que ¢ finita e normalizada. Esta solucao deve ser localizada pois, na reducao dimensional,
esta autofuncdo deve reproduzir a gravidade quadridimensional [8,51].

Uma outra quantidade geométrica importante é o escalar de curvatura R(y)
dado em termos do fator de warp como

R() = — ["—" 419 (ilﬂ | (2.23)

o g

O limite anti-de Sitter AdS5 do bulk é caracterizado pelo comportamento assintético da
curvatura escalar tendendo a uma constante negativa. Além disso, a presenca de regioes
com escalar de Ricci positivo pode, em principio, estar relacionada com a capacidade de
suportar modos como estados ressonantes [53], que sao modos massivos quasi-localizados

fortemente acoplados com a brana [54,55].

2.1.1 Espectro do graviton

As massas da torre de Kaluza-Klein sao as quantidades fisicas de maior in-
teresse no estudo da fenomenologia de um cendrio de brana. Mostraremos na proxima
secao sua influéncia direta na correcao da lei de Newton. Oriundas do problema de Sturm-
Liouville (2.14), as massas de Kaluza-Klein nao possuem uma solucdo analitica para for-
mas mais sofisticadas do fator de warp o(y). Apenas nos modelos de Randal-Sundrum

(RS) [7,8], cujo fator de warp é dado por
ors(y) = e 0 (22

o espectro possui uma forma fechada. A seguir apresentaremos detalhes da derivagao do
espetro para o caso de um brana infinitamente fina.

A solucao da Eq. (2.18) no cendrio RS, é uma combinagao linear de fungoes
de Bessel [8]:

Un(2) = Vlz[ + 1/k

A (mn (2] + 1/k)) +b,Ys (mn (|2 + 1/k) )] , (2.25)

onde J e Y sao funcoes de Bessel de primeira e segunda espécie, respectivamente, e a,,
b, sao constantes.

Assim como no “problema da caixa em mecéanica quantica”’, a presenca de
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duas branas no modelo RS-1, que corresponde a um cut-off na dimensao extra, induz a

9 9
quantizacao das massas dos estados de Kaluza-Klein. O espectro é obtido impondo-se as
condigoes de contorno [8]:

3k?

Y, (L) = TOkhL. 1 D)

Un(L2), (2.26)

onde L, é posicao da brana na escala de TeV na coordenada z. L, = 0 corresponde a
brana de Planck. A transformacao de coordenadas z(y) tem a seguinte solugdo analitica

para o fator de warp dada na Eq. (2.24):
2| = (e —1) /. (2.27)

Logo, retornando para a coordenada ¥, que efetivamente representa a distancia ao longo
da dimensdo extra, o cut-off torna-se L. = e /k. Portanto, impondo a condigao de
contorno (2.26) na solugao geral (2.25), temos

s () 0 (22) =0

(2.28)
m m
] <_n kL) b.Y, (_n kL) —0,
anJi 2 e + 1 2 e
que possui solucao somente se seu determinante se anular, isto é:
7 (B o) T (i)

Na aproximagcao de pequenas massas, onde m,,/k < 1, temos

i (% ekL) — 0. (2.30)

k

Portanto, as massas da torre de Kaluza-Klein sao dadas por

m, ~ ke FE g, (2.31)

onde j, sado as raizes da fungao de Bessel de ordem um, Ji(j,) = 0, e sao tabeladas. O
espectro ¢é discreto e monotonicamente crescente, mas nao igualmente espacado. Além
disso, no modelo RS-1, o espectro reduz a m,, = kj, e *<" [56], onde r. é o raio de
compactificagao da dimensao extra. Note que hd um gap exponencialmente suprimido
entre o modo sem massa e o primeiro modo massivo. E importante notar que o cut-off
influencia diretamente o espectro. Se L — oo, o gap de massa vai a zero. Ademais,
futuras observagoes de desvios na lei gravitacional de Newton podem ser utilizadas para

se ajustar os parametros L e k adequadamente.
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2.1.2 Corregoes na Lei de Newton

Com o objetivo de se recuperar a gravidade quadridimensional na brana, além
do modo zero localizado, também ¢ exigido que as outras solugoes da equagao de Schrodin-
ger, nao conduzam a grandes correcoes na lei de Newton da teoria quadridimensional. Para
calculé-los, uma autofuncao discreta do operador de Schrodinger com energia m? atua em
quatro dimensoes como um campo de massa m [52] e, consequentemente, contribui com
uma correcao do tipo Yukawa no potencial gravitacional em quatro dimensoes entre duas

massas de prova M; e My na brana em z = 0 como [52]

M, M, n M;?’ M Mye™™
T T

U(r) ~ Gy U2 (0), (2.32)

onde a autofunc¢ao é normalizada a [ dzy?% (0) = 1 e M, é a escala fundamental de Planck
em 5D. Ha& medida em que m cresce, a correcao se torna exponencialmente menor. No
modelo de Randal-Sundrum, o potencial estatico gerado pela troca do modo-zero e de um

propagador do modo continuo de Kaluza-Klein ¢é [8]:

M M. > d M Mye™™"
Ur) ~ Gy 2+/ dm ., Ml e ™ m
r o k r k
(2.33)
o MM (L
- k2r2 )

O termo lider, devido ao estado ligado (estado de energia-zero) é o potencial Newtoniano
usual. Além disso, os modos Kaluza-Klein geram um termo de corregao extremamente
suprimido.

E importante notar que as quantidades necessarias para calcular a correcao
no potencial gravitacional sao as massas da torre de Kaluza-Klein e os valores das auto-
fungoes de Schrodinger correspondentes na origem. Como mencionando anteriormente,
tais quantidades nao podem ser obtidas analiticamente. E portanto, necessario métodos
nimericos para resolver as equagoes (2.14) e (2.18). No capitulo 3 mostraremos os resul-
tados numéricos da correcao no potencial gravitacional para os modelos de branas mais
atuais na literatura: brana de sine-Gordon [37], a brana hibrida simétrica [43], a brana

hibrida assimétrica [44] e a brana compacta [45].
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2.2 Brana Hibrida Simétrica

Nesta secao abordaremos um modelo de brana bastante sofisticado, construido
por Bazeia e co-autores em 2014 [43]. Estudaremos ainda nesta segao a localizagao de
gravidade. Os resultados que serao aqui apresentados foram publicados, ja neste ano,
na revista Physics Letters B. Sua referéncia completa estd na Ref. [57]. Fizemos ainda
neste artigo a correcao na lei de Newton devido aos modos massivos gravitacionais de

Kaluza-Klein. Os resultados numéricos, mostramos no capitulo 3.

2.2.1 Motivacoes

Sélitons sao estruturas encontradas como solugoes de certas classes de equagoes
diferenciais que surgem de efeitos nao-lineares e dispersivos do meio [58,59]. Estas estru-
turas coerentes estdao presentes em diversos contextos fisicos, tais como fibra 6tica [60],
cadeias de proteinas e de polietilenos [61-63], macromolécula de DNA [64], plasmas [65],
jungoes de Josephson [66] e muitos outros. Em teoria de campos, os defeitos topolégicos
(solugoes que sao estaveis contra decaimento para a solugoes trivial) normalmente apare-
cem em modelos que suportam quebra espontanea de simetria. Os exemplos mais conhe-
cidos s@o os kinks e as paredes de dominio, vértices, cordas e monopoélos [67].

Uma solugao solitonica interessante é o compacton encontradas por Rosenau
e Hyman [68] como solugoes de uma classe especial da equagao de Korteweg-de Vries
(KdV). Tais estruturas possuem perfil compacto. Elas diferem da solugao trivial apenas
em uma regiao finita do espago. Compactons sao encontradas em uma grande variedade de
sistemas fisicos, onde a dispersao nao-linear surge naturalmente. Por exemplo, a equagao
que governa o movimento de uma densa cadeia é um protétipo de sistemas que suportam
compactons [69, 70]. Além disso, um modelo dinamico nao-linear da macromolécula de
DNA também pode suportar sélitons topoldgicos [71]. Recentemente, foi observada a
existéncias de ondas de matéria do tipo compacton em condensados de Bose-Eintein em
redes Oticas profundas [72].

Investigacao da presenca de compactons teorias de campos escalares rela-
tivisticos também foram feitas [43, 73-75]. O modelo ¢* com acoplamento nao-linear
pode exibir uma solucao estatica compacta [73]. Ademais, dispersao nao-linear pode dar
origem a estruturas compactas em modelos descritos por um campo escalar real em um
espago-tempo de duas dimensoées [43, 74, 75].

O interesse fisico em compactons, reside no fato de serem solugoes de ondas
solitarias cuja energia é estritamente localizada. Ademais, diferentemente das ondas soli-

tonicas ordindarias que se tendem a se anular assintoticamente no infinito, duas solugoes
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do tipo compacton so interagiriam entre si apés o momento de colisao [68].

Recentemente, Bazeia e co-autores desenvolveram um mecanismo que intepola
suavemente entre kinks e compactons no contexto de uma teoria de campo [43]. Tal meca-
nismo tornou possivel a construcao de um cenéario de mundo-brana gerado por um defeito
do tipo compacton. A resultante brana espessa possui um comportamento hibrido (e, por-
tanto, chamada de brana hibrida): enquanto que branas espessas usuais comportam-se
como branas finas assintoticamente, a brana hibrida comporta-se como uma brana fina
quando a dimensao extra estiver fora de um determinado dominio finito, onde a densidade
de energia é nao-trivial.

Uma razao importante de se incluir estruturas topolégicas do tipo compac-
ton para se gerar um cenario de brana espessa, ¢ o fato de que sua espessura pode ser

controlada, ao contrario dos modelos de parede dominio ordindrios [76].

2.2.2 O modelo

Nesta secao, apresentaremos o formalismo para se construir um cenério de
mundo-brana em um espago-tempo de cinco dimensoes nao fatorizaveis gerada por um
defeito do tipo compacton. Partiremos da densidade lagrangeana £ para um campo

escalara real ¢(z) com quebra espontanea de simetria em sua forma adimensional:

L1 = 50,600~ Vilg), 2.3
onde
Vilg) = 51— 677 (2.35)

A solugao topoldgica que conecta os dois minimos ¢y = +1 é a bem conhecida solucao do

tipo kink dada explicitamente por
¢r(x) = tanh z. (2.36)

Sua densidade de energia é?
pr(r) = sech? z. (2.37)

Nas figuras 1 e 2 plotamos os graficos das Eqgs. (2.36) e (2.37), respectivamente. A
densidade de energia do defeito possui a forma conhecida por sino®. Solucoes do tipo kink
sao bastante comuns em Fisica por estarem relacionados a fenémenos de transicao de fase.

Defeitos do tipo compacton surgem em teoria de campos relativistica do la-

2Sobreavisamos o leitor a ndo confundir com as notacdes do Capitulo 4, onde p designars a coordenada
radial extra.
3do inglés “bell-shaped”.
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Figura 1: Grafico da solucao tipo kink Figura 2: Grafico da densidade de energia

dada pela Eq. (2.36). Esta solugdo atinge  do defeito tipo-kink dada pela Eq. (2.37).
seu estado de vacuo (mininos do potencial) Esta localizada em todo espago e tende a

assintoicamente. zero assintoticamente.
grangeano
1 3
Lo=—7 (0,00"9)" = SVi(9), (2.38)
cuja equagao de movimento é
dp\* d*¢ 2
B I T i 2.
(%) G = -t (2.39)

Neste modelo, a nao-linearidade surge do potencial é a cinematica generalizada introduz

dispersao nao-linear [43]. A solugao topolégica da Eq. (2.39) é dada por

-1 se T <72,
bo(x) = ¢ sinz  se |z <7/2, (2.40)
1 se x>m/2.

Esta solucao ¢é estavel e sua densidade de energia ¢ dada por [43]

(2.41)

costyz  se || <7/2,
pe(x) =

0 se x| >m7/2.

Plotamos nas figuras 3 e 4 os graficos das Eqs (2.40) e (2.41), respectivamente. Note que a
solucao ¢, e sua densidade de energia tém um suporte bem localizado exibindo a estrutura
do tipo compacton do modelo. A solucao compacton atinge seus minimos exatamente a
partir dos limites do dominio compacto [—7/2, 7/2]. A densidade de energia se anula
para r < —m/2 e para x > 27w/2, o que leva a entender que o defeito topoldgico esta
inteiramente localizado dentro do dominio compacto [—7/2, 7/2].

Embora os dois cendrios sejam bastate distintos, um método que interpola
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Figura 3: Grafico da solucao do tipo Figura 4: Grafico da densidade de energia
compacton dada pela Eq. (2.40). A do defeito do tipo compacton dada pela
solugao atinge seu vacuo exatamente para Eq. (2.41). A energia se anula para
r = +m/2. x < —m/2 e para x > 2m/2.

suavemente de kinks & compactons foi proposto na Ref. [43] através dos potenciais

Vo(0) = % <\/1 +da (1 + %) Vi(o) — 1> (2.42)

V(@) = 5 (1—=9¢™)", (2.43)

com « sendo um parametro real nao-negativo e n > 1 um parametro inteiro. Plotamos nas
Figs. 5 e 6 os potenciais V,, e V,,, respectivamente, para diferentes valores dos parametros
a e n. Note que, para n = 1 e no limite @« — 0, o potencial ¢* usual é recuperado.
Os maximos e minimos sao inalterados. Além disso, a deformagao em V,, é muito lenta
se comparada com V,,. Note ainda que, tanto para o = 100 quanto para a = 10000,
V,, é apenas muito levemente modificado designando uma saturacao no modelo com o
parametro. Além disso, V,, adquire uma forma compacta para grandes valores de n.

Os potenciais descritos acima possuem solucoes do tipo compacton, que mos-
traremos ainda nesta secao. Tais solugoes sao capazes de gerar um cenario de branas
com codimensao-1 conhecidos como branas hibridas: enquanto que branas espessas usu-
ais comportam-se como branas finas assintoticamente, a brana hibrida se comporta como
bran fina quando a dimensao extra estiver fora de um dominio compacto, onde a densidade
de energia é nao trivial [43].

Na Ref. [43] é construido um cendrio de brana gerada por um defeito do tipo
compacton apenas para o modelo V,,. Nés, no entanto, construimos através de métodos
numéricos adequados a brana hibrida tanto para V,, quanto para V,, onde pudemos com-

parar os dois modelos no estudo da localizagao da gravidade que sera discutido no capitulo
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Figura 5: Grafico do potencial de Figura 6: Grafico do potencial de
deformagao V,, dado pela Eq. (2.42). Os  deformagao V,, dado pela Eq. (2.43). Os
valores dos parametros utilizados foram valores dos parametros utilizados foram

a = 0,001 (linha cheia), a = 1,0 (linha n = 1 (linha cheia), n = 2 (linha tracejada),
tracejada), a = 100, 0 (linha pontilhada) e n =3 (trago e ponto), n = 15 (linha
a = 10.000,0 (linha fina). pontilhada) e n = 100 (linha fina).

A fim de obtermos os superpotenciais W, (¢) e W, (¢), nds efetuamos a in-
tegragdo numérica da Eq. (2.8) utilizando o método de Simpson que foi detalhado na
segdo ?7?. Isto nos torna capazes de construir o potencial que gera a brana V,(¢) e V,(¢)
dados pela Eq. (2.10). Plotamos na figura 7 a aproximagao numérica do potencial que
gera a brana. Note que apenas V,, possui um comportamento compactado. O resultado

para o modelo V,, concorda com a solucao analitica para W, e V,, dadas, respectivamente,
por [43]

2n+1
Wi(¢) = ¢ — ;i 1 (2.44)
¢ 1 1 ¢1+2n 2
Vn(9) = (1 - P*m)? — 3 (qb ~ 1T 2n> : (2.45)

Com a aproximacao numeérica do superpotencial W, , em maos, nés fomos ca-
pazes ainda de obtermos os campos escalares ¢, (i) e os fatores de warp o, (y) = eten®),
Para isso, nds resolvemos as equagoes de movimento estdticas (2.9) usando algoritmos
de Runge-Kutta de quarta ordem, detalhados na secao 7?7, impondo a condicao inicial
®a.n(0) = 0. Fol necessario resolver o problema em dois regimes separados: para ¢ <0 e
para ¢ > 0. N6s plotamos na Fig. 8 ¢,,(y) para diferentes valores dos parametros. Assim
como para os potenciais, as solugoes se comportam como kinks paran =1 e a — 0. No
entanto, para grandes valores dos parametros, as solugoes se identificam com o defeito do

tipo compacton. Ademais, note que ¢,(y) aproxima-se muito melhor do defeito do tipo
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Figura 7: Potencial no espago-tempo curvo. A linha fina corresponde a brana gerada
pelo modelo ¢*. A linha tracejada é o grafico de V, e a linha cheia, o gréifico de V,.
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Figura 8: Solucao numérica para o campo escalar ¢,(y) em (a) e ¢,(y) em (b) que gera

a brana. Note que a solucao ¢, para grandes valores de n se aproxima do defeito tipo
compacton.

compacton no dominio finito [—1,1] do que ¢, (y).

Para obtermos as fungoes de warp, nés aplicamos o método de Shooting Linear,
detalhado na segao ?7, na Eq. (2.6) com rotinas de Runge-Kutta de quarta ordem. Os
fatores de warp ., (y) = e?4an(W) estdao plotados na Fig. 9. Note que o, evolui muito
mais lentamente do que o,,.

O carater hibrido da brana é mais claramente observado no escalar de curva-
tura, dado pela Eq. (2.23). N6s plotamos nas Figs. 10 e 11 os escalares de curvatura
R, e R,, respectivamente. Em ambos os casos, o limite AdS5 do bulk estd presente,
caracterizado por R tender & uma constante negativa assintoticamente. Porém, note que

R, possui uma abrupta mudanca para um valor constante negativo, evidenciando uma
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Figura 9: Fatores de warp o, (y) = e**® em (a) e 04(y) = €*4® em (b). Note que o,

evolui muito mais lentamente do que o,,.

Figura 10: Escalar de curvatura R, (y)
para o = 0,01 (linha cheia), « = 1,0
(linha tracejada), v = 20,0 (linha
pontilhada) e a = 150, 0 (linha fina).

Figura 11: Escalar de curvatura R, (y)
para n = 1 (linha cheia), n = 2 (linha
tracejada), n = 7 (linha pontilhada) e

n = 100 (linha fina). A mudanca abrubta
para uma conatante negativa claramente
caracteriza o comportamento hibrido da
brana.

imediata mudanga na curvatura do bulk. Isso Isto evidencia mais claramente o carater

hibrido da brana, pois imediatamente apds |y| ~ 1.5 a curvatura do bulk é constante o

que caracteriza a brana fina. Portanto, o modelo V,, conduz melhor a uma brana hibrida

do que o modelo V.

Por fim, calculamos o potencial quantico analogo utilizando as aproximacoes

numéricas dos fatores de warp na coordenada z. Primeiramente é necessario ter a trans-

formacao z(p). Para isto, discretizamos o intervalo [—6, 6] em N = 1200 de modo a

obtermos um passo de 0,01. Calculamos entao, a integral numérica (2.15) pela regra de
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Simpson em cada sitio da rede. Plotamos o resultado na Figura 12 para diferentes valores
dos parametros n. Para o primeiro modelo, V,, ndao houveram alteragoes significativas
com a variagao do parametro «. Por este motivo, omitimos seu grafico. Note o compor-
tamento exponencial, o que é esperado, pois para a brana fina de Randall-Sundrum esta

transformagao ¢ dada pela Eq. (2.27).

30 ‘ ‘

“nlY)

(7

Figura 12: Transformagao de coordenadas z,(y) para a brana hibrida simétrica
modelada pelo potencial V,.

De posse da transformagao z(p) fomos capazes de construir os fatores de warp
na nova coordenada z. Para isso, utilizamos uma interpolagaao polinomial por splines
cubicos fixados. As condicoes de contorno fixadas foram obtidas determinando as de-
rivadas de z(y) através de diferencas finitas progressivas em y = —6 e regressivas em
y = 6.

Tendo em maos as listas com as aproximagoes numéricas de o(z), calculamos
suas derivadas utilizando diferengas finitas centradas. Com isso, foi possivel construir
o pontencial quantico andlogo. Noés plotamos nas Figs. 13 e 14 os potenciais U, e U,,
respectivamente. Ambos possuem o usual comportamento vulcao [36], que pode suportar
estados ligados. Porém, apenas o potencial U,, possui um comportamento hibrido. Note
que o padrdo brana fina (~ |z|72) [8] est4 presente imediatamente apés o dominio com-
pacto (=~ |z| < 3), ao invés de assintoticamente. O modelo £, ndo propicia mudangas
significativas no usual cenario de brana espessa modelada por uma parede de dominio.

As solugdes numéricas das Egs. (2.14) e (2.18) para o fator de warp da brana

hibrida serao apresentadas no capitulo 3.
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Figura 13: Potencial quantico anélogo Figura 14: Potencial quantico analogo
Ua(z) para a = 0,01 (linha cheia), Un(z) para n =1 (linha tracejada), n = 2

a = 1,0 (linha tracejada), @ = 20,0 (linha  (linha pontilhada) e n = 100 (linha cheia).

pontilhada) e w = 150, 0 (linha fina). Nao A caracteristica do tipo compacton do

hd mudancas significativas com respeito a campo escalar proporciona a mudanca

Q. abrubta no potencial evidenciando o
carater da brana hibrida.

2.3 Brana Hibrida Assimétrica

Nesta se¢ao estudaremos uma modificagao do modelo de brana hibrida simétrica
proposto em 2015 na Ref. [44], a brana hibrida assimétrica. Diferentemente do caso
simétrico, apresentado na secao anterior, este modelo de brana apresenta uma carac-
teristica hibrida apenas em um dos setores da solucao. No presente caso, apenas o setor
negativo da solucao para o campo escalar é do tipo compacton. O estudo acerca dos modos
massivos, inédito na literatura até entao, sera apresentado no capitulo 3, onde fazemos

também a correcao no potencial newtoniano.

2.3.1 Motivagoes

Em geral, cenarios de branas espessas geram branas simétricas pelo fato de os
campos de fonte possuirem simetria Z5. Isto significa que o perfil da brana ao longo da
dimensao extra é o mesmo tanto para o “lado direito” quanto para o “lado esquerdo”. No
entanto, pode-se também considerar uma brana assimétrica se o campo escalar suportar
estruturas assimétricas. Isto implica dizer que o perfil da brana serd diferente dependendo
da porcao do dominio ser positiva ou negativa.

As caracteristicas assimétricas da brana sao de grande interesse e tém sido
estudadas por diversos autores com motivacoes distintas. Termos de gravidade induzida
na acao extendem o cenario de Randall-Sundrum para o caso em que a simetria Zy é

quebrada [77]. Além disso, na Ref. [78] é mostrado que um espago-tempo do tipo parede
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de dominio com quebra de simetria de reflexao é estatico. Branas assimétricas também sao
de grande interesse em cosmologia, cuja contribuicao estd na acelera¢ao césmica [79-81],
além de também conduzirem a outras abordagens do problema da hierarquia, onde a

assimetria pode ser pensada como uma consequéncia de diferentes constantes cosmolégicas
em cada setor do defeito [82-84].
2.3.2 O modelo

O seguinte potencial [44]

Vo(¢) = %(1 —¢)*(1+ "), (2.46)

conduz ao superpotencial

B ¢2 ¢1+p gbzﬂa
Wp(¢)—¢—7+1+p—2+p, (2.47)

onde p é um inteiro impar. Note que o modelo ¢* é recuperado para p = 1. O potencial
V,(¢) estd ilustrado na figura 15 para diferentes valores de p. O parametro p induz uma

assimetria especial: diferentemente da brana hibrida simétrica, o potencial adquire uma

forma compacta apenas no setor de ¢ negativo.
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Figura 15: Gréfico do potencial V,(¢) para p = 1 (linha cheia), p = 3 (linha tracejada),
p = 11 (linha pontilhada) e p = 63 (linha fina). A func¢ao potencial adquire um perfil

compacto no setor de ¢p— negativo.
A solucao do campo e o fator de warp sao obtidas da equacao (2.9). Devido

a complexidade da forma do superpotencial, foi preciso o mesmo tratamento numérico
desenvolvido para a brana hibrida simétrica. Nés resolvemos a equacao de campo usando

algoritmos de Runge-Kutta de quarta ordem com a condi¢ao de contorno ¢,(0) = 0 em



33

1.0 1.0 ‘
—_ p=1
0.8} === p=3 H
0.5
""""" p=11
3 = 0.6 — p=063H
= 00F =
@* b 0.4+ [: —
L}
’ »
—0.5F ’ +
0.2 .’ b |
’ +
2 ".
'0 ~~.
_ an sl ! |
107 0.0 2 1 6

Figura 16: Solucao do campo escalar ¢,(y) em (a) e solugao para o fator de warp o,(y)
em (b) para diferentes valores de p. A brana hibrida assimétrica é gerada por um defeito
topoldgico do tipo half-compacton que causa uma assimetria no fator de warp.

cada setor. Para a equacao do fator de warp, nés usamos o método de shooting com
a condigao inicial A,(0) = 0 em cada setor. Plotamos as solugdes numéricas na Fig.
16. Note que a brana hibrida assimética é gerada por um defeito do tipo half-compacton
e, consequentemente, o perfil hibrido esta presente para y < —1. Entende-se por half-
compacton uma solucao, onde o defeito seja do tipo compacton apenas em um dos setores
da solugao, no presente caso, o setor negativo.

Nés ainda calculamos o escalar de curvatura dado pela Eq. (2.23), que plota-
mos na Fig. 17. A repentina mudanca para uma constante negativa caracteriza o perfil hi-
brido da brana. Além disso, os diferentes valores assint6ticos, isto é, |R(—o0)| # |R(+00)],
evidencia os diferentes valores da constante cosmolégica do bulk em cada “lado” da brana.
Noés ainda plotamos o potencial no espago-tempo curvo na Fig. 18. Note que ele adquire
uma forma limitada na parte negativa do dominio devido a porcao compacton do campo
escalar.

Finalmente, calculamos o potencial quantico anélogo U,(z) pelos mesmos métodos
desenvolvidos para a brana hibrida simétrica. Plotamos na figura 19 a solucao numérica
para a mudanga de coordenada z(p). Note o comportamento assimétrico. Na figura 20
plotamos o potencial de Schrodinger. O caso para p = 1 coincide com a parede de dominio
ordinéaria. Note novamente o perfil hibrido para z negativo, onde o potencial se comporta
como uma brana fina (&~ 1/|z|?). E importante mencionar que a pequena altura da bar-
reira de potencial é capaz de afetar apenas pequenas massas. O fato de tanto o poco
quanto a barreira de potencial diminuirem dificultam a interacdo dos modos massivos

com a brana. Isto sera discutido em detalhes no capitulo 3.
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Figura 17: Escalar de curvatura para a Figura 18: Grafico do potencial no

brana hibrida assimétrica. A mudanca

y ~ —0.5 caracteria o perfil hibrido da
brana.

2.4 Brana Compacta

espago-tempo curvo V, para os mesmo
abrubta para uma constante negativa para  valores de p da Fig. 17. O potencial

adquire um perfil compacto na parte
negativa do dominio.

34

Nesta se¢ao abordaremos o modelo de branas mais novo na literatura, a sofis-

ticada brana compacta proposta por Bazeia e co-autores em 2015 na Ref. [45]. Diferente-

mente das branas hibridas, este cendrio possui um fator de warp compacto?. O estudo

acerca dos modos massivos, inédito na literatura até entao, sera apresentado no capitulo

3, onde fazemos também a correcao no potencial newtoniano.

4Nao confundir com o defeito do tipo compacton

—920
B
= -
N R
—60
- =
] p=11
— p=063
_ | | | | ! | ]
We—T—=—=2 -7 0 1 5
Y

Figura 19: Transformacao de coordenadas z,(y) para a brana hibrida assimétrica.
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Figura 20: Potencial quantico andlogo para a brana hibrida assimétrica. O caso para
p = 1 coincide com o defeito topolégico tipo-kink oriundo do modelo ¢*. H4 medida em
que o carater hibrido evolui, a barreira de potencial diminui.

2.4.1 Motivagoes

As estruturas topoldgicas do tipo kink podem ser descritas por um campo
escalar com energia de auto-interagao que pode ser descrita por potenciais polinomiais e
nao-polinomiais. No caso de potenciais polinomiais, considera-se normalmente polinomios
de quarta ou sexta ordem. Ordens mais elevadas também podem ser consideradas, onde
as solugoes sao conhecidas por multi-kinks. No caso nao-polinomial, tém-se os potenciais
de sine-Gordon e sinh-Gordon.

E comum na literatura de modelos de branas espessas deformacoes de po-
tenciais polinomiais [38-44]. Ademais, com o intuito de se trabalhar com deformacoes de
funcgoes trigonométricas, Bazeia e co-autores propuseram um super-potencial bastante par-
ticular, descrito em termos das fungdes elipticas de Jacobi [45]. Essas fungoes especiais sao
conduzidas por um parametro real que conecta fungoes trigonométricas com hiperbdlicas.
Tal escolha trouxe como ganho um modelo de brana rebuscado, onde o fator de warp,
responsavel por descrever a geometria da brana, assume um cardter compacto [45].

Nesta subsec¢ao a seguir, discutiremos brevemente sobre a construg¢ao do mo-
delo de brana compacta e suas principais quantidades fisicas oriundas do estudo da loca-
lizagao de gravidade desenvolvida na Ref. [45]. No capitulo 3 apresentaremos a aplicagao
dos nossos métodos numéricos a fim de estudarmos a fenomenologia da brana compacta

fazendo o cédlculo da correcao do potencial de Newton.
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2.4.2 O modelo

O mais novo modelo de mundo-brana, proposto na Ref. [45], é a chamada

brana compacta, cujo super-potencial é dado por

Wy(g) = ——— L1 <1 ~ VAsa(o, M) : (2.48)

(1= VX dn(¢, A)

onde sn(¢, ) e dn(¢, \) sao as fungoes elipticas de Jacobi introduzidas pelo matemético

prussiano Carl Gustav Jakob Jacobi por volta de 1830. As funcgoes elipticas de Jacobi

bésicas sd@o denotadas por sn(¢, A), cn(¢, A) e dn(¢, A), onde A é um parametro no dominio

[0, 1] chamado mdédulo eliptico. Além disso, cd(¢, \) = cn(¢, A)/ dn(p, ). Elas surgem da

inversao da integral eliptica de primeira espécie. Ao leitor interessado, a Ref. [85] apresenta

um texto introdutorio sobre as funcoes elipticas de Jacobi e algumas aplicacoes. Para uma
leitura mais aprofundada, sugerimos os livros [86] e [87].

As funcoes elipticas de Jacobi satisfazem as duas relagoes algébricas:
n?(6, \) + sn%(6, A
dn®(9, ) + A su(6, \)

L,
(2.49)
1.

Além disso, as derivadas das trés funcoes elipticas de Jacobi basicas sao
d
% Sl’l(¢, )‘) = Cn((ba )‘> dl’l(¢, >\)7
d
N Cn(¢7 )\) - - Sn(¢7 /\) dn(¢a )‘>7 (250)

dg

d
gg dn(9, %) = =A*sn(9, A en(, ).

Tais fungoes sao interessantes, pois englobam tanto as fungoes trigonométricas quanto as
hiperbdlicas. Para A = 0, tem-se as fungoes trigonométricas usuais, enquanto que para

A =1, tem-se as fungoes hiperbdlicas:

sn(¢,0) = sin ¢, cn(¢, 0) = cos ¢,
sn(¢, 1) = tanh ¢, cn(¢p, 1) = dn(¢,0) = sech ¢.

(2.51)

Com isso, o potencial do defeito tipo-kink torna-se

21, (1=VXsn(e,N)
;= =In ( Y )] . (2.52)

1 L en(g, A)
A

v(¢>=<1_A)2 8 dn(¢, \)

Seu gréafico estd plotado na Fig. 21 para diferentes valores de A\. O potencial evolui

rapidamente com a variacao do parametro A\. Além disso, seu minimo também muda.
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Note que para A = 0, o potencial de sine-Gordon é recuperado.

- ) 0 1

Figura 21: Potencial V) (¢) para A = 0.0 (linha cheia), A = 0.30 (linha tracejada),
A = 0.50 (linha pontilhada) e A = 0.65 (linha fina).

Portanto, a equagao para o campo escalar fica

AW,y 1 cn(g, )

A\ (y) = i6 " 1-Adn(o )

(2.53)

que possui solucao a analitica [45]

da(y) =sn~! [tanh <ﬁ) ,A} . (2.54)

A solucao para o fator de warp foi obtida numericamente utilizando o mesmo
método das branas hibridas. Plotamos nas Figs. 22 e 23 o campo escalar e o fator de
warp, respectivamente.

A solugao para o campo escalar de fundo torna-se compacta (nao confunda
com o defeito compacton) e seus valores assintdticos crescem com A, o que esté de acordo
com o deslocamento dos minimos de V)(¢). Note que, quando A — 1 a largura do fator
de warp diminui significativamente tornando a dimensao extra compacta. No sub-grafico
da Fig. 23, plotamos, junto com o caso da brana compacta, o fator de warp do modelo

de Randall-Sundrum com k = 30,5, isto é, org = e 700l

Logo, pode-se concluir que
a brana compacta corresponde a um cendrio de mundo-brana com alta curvatura. Esta
caracteristica previne o suporte a estados massivos, como mostraremos no capitulo 3.

O carédter compacto da brana é reforcado no escalar de curvatura, que plotamos
na Fig. 24. H4 medida em que o parametro A\ aumenta, a brana apresenta-se cada vez

mais comprimida em torno da origem.
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Figura 22: Solugao para o campo escalar
ox(y) para diferentes valores de A.

Figura 23: Solucao para o fator de warp
ox(y) para os mesmos valores de A da
figura 22. No subgrafico, plotamos o fator
de warp da brana no regime compacto

(A =0.95) e da brana do modelo de
Randall-Sundrum com &k = 30, 5.

O potencial no espacgo-tempo curva torna-se
L [1en’(@ ) 1,5 (1=vAsn(g))
(1—=A)? [8dn%(s,\) 3A dn(g, \) ’

cujo grafico estd apresentado na Fig. 25. O uso das funcgoes elipticas de Jacobi na definigao

W\(¢) =

(2.55)

do super-potencial é bastante interessante, pois permite que o modelo interpole entre o

modelo de sine-Gordon e o modelo de brana compacta. Note que o limite A — 0, conduz

WA(9)

Figura 24: Escalar de Curvatura R(y).

Figura 25: Grafico do potencial no

Com o aumento do parametro A, a brana
apresenta-se cada vez mais comprimida em
torno da origem. O sub-grafico mostra o
brana no regime compacto

espago-tempo curvo Vy(¢). Para A — 0, o
potencial coincide com o modelo de
sine-Gordon [37].
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Figura 26: Transformagao de coordenadas z)(y) para a brana compacta.

ao caso particular do modelo de sine-Gordon estudado na Ref. [36] e recentemente na
Ref. [37].

Finalmente, calculamos o potencial quantico andlogo dado pela Eq. (2.19).
Para chegarmos calcularmos U,(z), utilizamos os mesmo procedimentos numéricos que
aplicamos nas branas hibridas para o dominio [—6.06.0] com tamanho de passo igual a
0.01. Na figura 26 plotamos a aproximag¢ao numérica da transformagao de coordenadas
z)(y). Note que a fungao z,(y) varia muito mais rapidamente do que nos casos das branas
hibridas. No limite em que A — 1, a transformacao z,(y) passa a nao ser mais definida.

Na Fig. 27 plotamos a solugao aproximada do potencial quantico analogo
para diferentes valores de A\. O caso A = 0.0 coincide com o modelo de sine-Gordon [37].
Vale ressaltar que o potencial é muito sensivel ao parametro A\ e a barreira de potencial
cresce rapidamente evidenciando o perfil compacto e a alta curvatura da brana. No
limite compacto, que esta indicado no sub-grafico da Fig. 27 a barreira é trés ordens de
magnitude maior do que o caso sine-Gordon. Esta caracteristica, onde a altura da barreira
¢ muito elevada e a largura do pogo muito pequena, previne a presenca de estados ligados
inviabilizando a busca por estados ressonantes. No capitulo 3 discutiremos a respeito dos

modos ressonantes.
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Figura 27: Potencial quantico andlogo Uy(¢) para A = 0.00 (linha cheia), A = 0.30 (linha
tracejada), A = 0.40 (linha pontilhada) e A = 0.50 (linha fina). O sub-grafico
corresponde ao ajuste de escala para o caso A = 0.95.
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3 RESULTADOS NUMERICOS
EM 5 DIMENSOES

Neste capitulo, apresentaremos os nossos resultados numéricos nos modelos
de cinco dimensoes apresentados nas secoes 2.2, 2.3 e 2.4. Respectivamente, as branas
Hibrida Simétrica, Hibrida Assimétrica e Compacta. O objetivo das analises numéricas
dos modelos citados é estudar suas fenomenologias calculando a correcao na lei gravita-
cional de Newton devido aos modos massivos gravitacionais de Kaluza-Klein. A escolha
desses modelos advém do fato de serem os mais novos apresentados na literatura. Um
fato interessante a respeito desses modelos mais novos, é o fato de terem contidos os mo-
delos mais simples. No caso das branas hibridas, o modelo semente! é o ¢*. J4 o modelo
de brana compacta, o modelo semente é o de sine-Gordon. Ambos possuem solucoes

topoldgicas do tipo parede de dominio.

Os resultados para a brana hibrida simétrica (e, consequentemente para a brana ¢?)
foram publicadas no periédico Physics Letters B 754, 210 (2016) sob o titulo “Gravity
localization on hybrid branes”2. J4 os resultados para as branas hibrida assimétrica e

compacta estao submetidos para publicacao no periédico Physical Review D.

3.1 Resumo

A utilizacao de métodos numéricos na obtencao do espectro de massa e do
conjunto de autofungoes da torre de Kaluza-Klein para se calcular a corre¢gao na lei gra-
vitacional de Newton é inédita na literatura. A abordagem apresentada nesta tese é de
elevado interesse tendo como aplicacao, ser utilizada como ferramenta de filtragem de
modelos de branas. Primeiramente, mostrando se um determinado modelo de brana su-
porta estados massivos, o que implica dizer que possui uma fenomenologia envolvida, pois
as correcoes na lei gravitacional de Newton sao devidas diretamente dos modos massivos
gravitacionais. Tendo a correcao, esta pode ser utilizada para verificar se o modelo em
analise concordara com futuras medicoes experimentais dos desvios da lei gravitacional

de Newton em aceleradores de particulas de altas energias.

Obtencao do espectro

10s modelos em cinco dimensdes mais sofisticados sdo construidos a partir de deformacdes de modelos
mais simples, os quais chamamos aqui de modelo semente.
2Localizacdo de gravidade em branas hibridas
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Para estudarmos a correcao na lei de Newton da gravitagao apresentada na
Eq. (2.32) é necessério obter o epectro de massa {m,}. Para isto, um procedimento
numérico é necessario para se resolver a equagao dos modos massivos, posta como um
problema de Sturm-Lioville (2.14). Felizmente, o método da matriz [168] é perfeitamente
aplicavel aos nossos problemas de mundo-branas, pois este aproxima muito bem os pri-
meiros autovalores, que sao os de interesse fisico. Lembre dos capitulos anteriores que a
massa de Kaluza-Klein deve ser pequena. Para isso, nés discretizamos a Eq. (2.14) e as
condigbes de contorno de Neumann homogéneas no dominio [—a, a] com um tamanho de
passo uniforme igual a 0.01. Noés utilizamos aproximacoes de diferencas finitas com erro
de truncamento de segunda ordem. Os detalhes do método, foram mostrados na segao
??. Os dominios variam para cada modelo, pois deve-se analisar o comportamento do
fator de warp. Os limites do dominio devem ser escolhidos de forma que o fator de warp
esteja suficientemente préximo de zero.

Note que as entradas no algoritmo do método da matriz sao os valores dos
coeficientes da equacao diferencial nos pontos de malha. No entanto, para os modelos
em estudo nesta tese, nao se tem uma expressao fechada para os fatores de warp. As
solucoes dos fatores de warp sao aproximagoes numéricas nos pontos de malha. Logo,
para calcularmos a derivada dos fatores de warp que sao uma das entradas no problema de
Sturm-Liouville (2.14), nés utilizamos uma discretizagao por diferencas finitas centradas

com erro de truncamento de segunda ordem.
Solugao da equacao do tipo-Schrodinger

Lembrando da Eq. (2.32), percebe-se que a autofungao que deve ser utilizada
para calcular a correcao na lei de Newton da gravitagao ¢ uma solucao da equacao do tipo-
Schrodinger (2.18) para o potencial (2.19). Novamente, note que a entrada no algoritmo
é o fator de warp o e suas derivadas. Como descrito nas segoes 2.2, 2.3 e 2.4, os fatores de
warp o(z) foram obtidos por interpola¢ao polinomial utilizando o método spline ctibico
fixado com a funcao z(y). A coordenada z foi encontrada por integracao numérica da Eq.
(2.15) pelo método de Simpson composto. As derivas primeira e segunda dos fatores de
warp foram obtidas por aproximagao de diferengas finitas centradas. Através do método
de Numerov, nés resolvemos a Eq. (2.18) para os trés modelos de cinco dimensoes estu-
dados nessa tese para os autovalores de massa obtidos pelo método da matriz aplicado ao
problema de Sturm-Liouville correspondente. O método de Numerov é bastante utilizado
na literatura de modelos de mundo-branas [53,142,150, 151, 169, 170].

No modelo de Martin Gremm [36] é adotada uma condigdo de contorno nao-

fisica dada por ¢(0) = 1. Entretanto, note que na corregao da lei gravitacional de
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Newton, a quantidade fisica necesséaria é o valor da fungao de onda na origem. Logo,
seguindo a proposta de Gremm, todas as autofungoes teriam iguais contribui¢oes. Nos,
no entanto, deixamos os valores das autofuncoes livres na origem adotando apenas as
condi¢ao de contorno homogéneas de Neumann ¢'( z(—a) ) = ¢’( z(a) ) = 0. Esta condigao
permite que os autoestados contribuam para a correcao na lei gravitacional de Newton

diferentemente entre si, o que favorece os estados ressonantes.

3.2 Aplicagcao ao modelo de Randall-Sundrum

Como teste de nossas rotinas, aplicamos o método da matriz no modelo de
Randall-Sundrum, onde o espectro é conhecido exatamente — confira Eq. (2.31). Para
termos uma aproximacao eficiente para os vinte primeiro autovalores nés discretizamos a
equagao diferencial (2.14) para o fator de warp dado na Eq. (2.24) no dominio [—6, 6]
com N = 4300. Note que as condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas conduzem
ao mesmo espectro da Eq. (2.31). Além do mais, essas condigoes de contorno em y = +L
concordam com o fato de que as solugdes da equagao do tipo Schrédinger, ¥(z), devem
possuir comportamento de onda plana longe da brana.

Na tabela 1 apresentamos a solugao exata (2.31) e nossa aproximagcao numérica
para k = 0.70 e L = 6.0 com seis algarismos significativos. Note que o erro é predominan-
temente menor do que 0.05% chegando a ser menor ainda do que 0.02%. Além do mais, a
aproximacao se deteriora com o aumento de n. Este é um atributo natural de métodos de
discretizagao em problemas de Sturm-Liouville [168]. No entanto, esta caracteristica nao
interfere na nossa andlise, pois apenas as pequenas massas sao de interesse fisico, lembre
m, <<k.

E muito importante ressaltarmos que esta boa aproximagao foi obtida devido
ao elevado nimero N de divisdes do dominio. Neste caso, o tamanho de passo passa a
ser h = (6 —(—6))/4 300 = 0.002790. Para mostrarmos a estabilidade do método, fizemos
um grafico do erro relativo da aproximagao do primeiro autovalor do graviton de Randall-
Sundrum em funcao do nimero de divisoes. Veja a Fig. 28. Neste grafico, variamos N
de 1000 a 4300 com passo igual a 100. Note que o erro reduz monotonicamente com a

diminuicao do tamanho de passo.

Logo, concluimos que o método numérico é robusto e estdvel. No restante da tese
procuraremos sempre manter a o tamanho do passo da discretizacao do dominio neste

patamar.
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Erro Relativo (%)
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0.0402209
0.0740640
0.106790
0.139857
0.172890
0.205906
0.238910
0.271908
0.304901
0.337892
0.370879
0.403866
0.436850
0.469834
0.502817

0.0402442
0.0740264
0.106849
0.139917
0.172951
0.205966
0.238971
0.271970
0.304966
0.337959
0.370951
0.403942
0.436933
0.469925
0.502917

0.0578
0.0508
0.0557
0.0430
0.0352
0.0293
0.0256
0.0228
0.0211
0.0198
0.0192
0.0188
0.0190
0.0194
0.0199

Tabela 1: Espectro de massa do graviton do modelo de Randall-Sundrum.

Figura 28: Erro relativo da aproximacao do primeiro graviton de Kaluza-Klein em
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funcao do niimero de divisoes do dominio discretizado.

3.3 Resultados para a brana hibrida simétrica
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No6s discretizamos a equagao diferencial (2.14) e as condigoes de contorno

@' (0) = ¢'(0) = 0 no dominio [—10, 10] com um tamanho de passo uniforme igual a

0,01 com erro de truncamento de segunda ordem. Efetuamos a analise numérica apenas

para o modelo £, nos casos n = 1 (brana espessa do tipo parede de dominio) e n = 100

(brana hibrida assimétrica), pois, como mostrado nos resultados das figuras 8(a) e 13, o

modelo £, nao apresentou diferencas significativas do caso parede-de-dominio usual.

Nos resolvemos as equacao do tipo Schrodinger para a brana hibrida simétrica
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—_— my = 0.06179
== my=0.1308

....... mg = 0.1901
my = 0.2558

Y2(z) for the n = 1 case
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Figura 29: Solugoes numéricas normalizadas da equacao do tipo Schrodinger para os
quatro primeiros autovalores para n = 1.

utilizando os autovalores contidos no resultado apresentado na Fig. 77. E importante
mencionar que estados ressonantes podem ocorrer para algumas energias particulares,
onde ondas planas incidentes pode entrar em ressonancia com o potencial U(z) e con-
sequentemente terem um valor para 1 (0) muito maior do que para os demais autoesta-
dos [55]. No entanto, o parametro n nao regula satisfatoriamente o potencial U(z). Note
que, por construcao a brana hibrida nao possui um a parametro relacionado com sua
espessura, que seria responsavel por controlar a altura da barreira e a largura do poco
de potencial. Esta caracteristica dificulta a procura por estados ressonantes. Nos nao
encontramos ressonancias através do bem sucedido método das ressondancias [55,141].

Noés mostramos as solugoes da equagao de Schrodinger para os primeiro auto-
valores de massa na Fig. 29. Um resultado importante é o de que o primeiro autoestado
proporcionara a maior contribuicao para a correcao na lei de Newton da gravitacional. As
autofungoes normalizadas subseqiiéntes tém amplitudes cada vez menores. Além disso,
as autofungoes pares darao contribuigoes triviais, pois ¥?(0) = 0. O espectro e as auto-
fungoes nao apresentaram mudancas notaveis ao variar o parametro n. Isto esta de acordo
com o fato de os estados ligados podem existir para massas m? iguais até o maximo da
barreira de potencial [52,54]. Note os méximos de U,(z) na Fig. 14 sdao bem préximos
paran =1 e n = 100. Por esta razao, mostramos apenas os graficos para n = 1.

Com estes resultados, nés fomos capazes de calcular a correcao na lei gra-
vitacional de Newton dada pela Eq. (2.32). Noés simplificamos a massa de Planck a
G = M, = 1. Nés plotamos na Fig. 30 o leve desvio da lei gravitacional devido a torre
de Kaluza-Klein. Concluimos que a forga gravitacional é levemente aumentada em curtas

distancias. Além disso, a fenomenologia nao se mostrou diferente se a brana for gerada
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por um defeito do tipo kink ou compacton.

3.4 Resultados para as branas hibrida assimétrica e compacta

Ainda com o objetivo de calcular a correcao na lei de Newton da gravitacao
devido ao modos massivos de Kaluza-Klein, nés aplicamos o método da matriz para
obtermos o espectro de Kaluza-Klein para as branas hibrida assimétrica e compacta. Nés
estudamos os casos p = 1 (modelo ¢*), p = 63 (brana hibrida assimérica), A = 0,0 (brana
sine-Gordon) e A = 0,95 (brana compacta). Nés plotamos na Fig. 31.

Note que as massas dependem do modelo em questao e o todo o conjunto
{mn} decresce com os parametros. Para o regime de brana compacta (A = 0.96), o
espectro é trivial. De fato, isto é consistente com o caso de uma brana fina com alta
curvatura, cujo primeiro autovalor para k = 30.5 ¢ mf* = 3.90 x 10=™ ( veja Eq. (2.31)
). Logo, concluimos que a brana compacta nao possui contribui¢oes para a corregao da
lei de Newton. Para p = 1 no modelo de brana hibrida, que corresponde a parede de
dominio ordinaria o espectro concorda com o resultado para a brana hibrida simétrica.
Os primeiros autovalores sao m; = 0.0738777, mo = 0.135154, mg = 0.195893 e my =
0.256381. Além disso, no regime de brana hibrida, o espectro se torna uma ordem de
grandeza menor do que no regime de parede de dominio. Logo, este cendario tera uma
menor contribui¢ao no potencial Newtoniano.

Finalmente, resolvemos a equagao do tipo Schodinger para os casos p = 63
e A = 0.0. Noés excluimos a brana compacta por suportar apenas o modo zero. Noés

utilizamos o método de Numerov [?,?] para os autovalores obtidos pelo método da matriz.

140 T I n = 1 I
— Newton’s Law
120? --- Newton’s Law with KK Correction | |
100 i
1

—~ 80 n
=
S 6of i

0.4 0.6 0.8 1.0
r

Figura 30: Potencial Newtoniano com a correcao devido aos modos massivos de
Kaluza-Klein para n = 1 para duas massas unitarias na brana.
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Figura 31: Espectro de massa do graviton para a brana hibrida assimétrica (quadrados)
e para a brana compacta (circulos).

Nos plotamos nas Figs. 32 e 33 as solu¢oes normalizadas para as trés primeiras autofuncoes
impares. Todas as autofuncoes pares se anulam em z = 0, logo nao contribuem para a
corregao do potencial gravitacional (veja Eq. (2.32)).

As solugoes para a brana hibrida assimétrica sao puramente ondas planas.
Como todos os valores em z = 0 sao ~ 0.0050, todas as autofungoes impares contribuirao
igualmente. Note que este é um caso onde a condi¢ao de contorno nao-fisica seria satis-
feita. No entanto, esta condicao esconderia resultados valiosos, como o fato de a primeira
autofuncao da brana hibrida simétrica ter a maior contribuicao para a correcao na lei de
Newton.

Para a brana de sine-Gordon, cada autofunc¢ao contribui com valores diferentes,
portanto, todas as autofungoes devem ser levadas em conta no somatério. Note ainda que
o primeiro autoestado massivo possui a maior contribuicao. Portanto, possiveis efeitos da
torre de Kaluza-Klein em colisoes de altas energias podem ser um resultado da primeira
massa de Kaluza-Klein.

Nos agora somos capazes de calcular as correcoes na lei de Newton devido a
cada modelo. O procedimento pode ser feito para todos os valores dos parametros p e
A, mas noés nos concentramos nos casos mostrados na Fig. 31 apenas. Além disso, da
equacdo (2.3), temos que G5 = M, . Perceba que o valor da massa de Planck determinara
a distancia de efeito da interacao corrigida. Nos plotamos a lei de Newton com as corregoes
na Fig. 34. A corregao devido a brana compacta é trivial. Além disso, a brana hibrida
assimétrica possui contribuicao muito pequena, podendo ser desprezada. J& a brana de
sine-Gordon suporta um espectro de maior magnitude oferecendo uma correcao maior do

que a brana do tipo parede de dominio ¢*. Portanto, os cenarios mais sofisticados nao
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Figura 32: Funcoes de onda impares
normalizadas para a brana hibrida
assimétrica (p = 63). Como as fungoes de
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Figura 33: Fungoes de onda impares
normalizadas para a brana de sine-Gordon
(A =10.0). Como as fun¢oes de onda pares
se anulam na origem, nés omitimos seus

omitimos seus graficos aqui. Os autovalores graficos aqui. Os autovalores de massas sao

de massa sao my = 0.00804991 (linha
cheia), ms = 0.0213199 (linha tracejada) a
ms = 0.0344917 (linha pontilhada).

my = 0.0725202 (linha cheia),
mg = 0.192295 (linha tracejada) and
ms = 0.310824 (linha pontilhada).

possuem implicacgoes fenomenoldgicas, deixando aos modelos mais simples a confianca de

possiveis modelos mais realistas.
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4 BRANAS ESPESSAS EM 6
DIMENSOES

Neste capitulo abordaremos branas espessas em seis dimensoes do tipo corda
(quando a brana possui simetria axial). Branas do tipo corda sdo uma extensao direta dos
modelos de Randall-Sundrum para duas dimensoes extras. Esta segunda dimensao extra
atribui uma estrutura mais rica para brana. Neste capitulo apresentaremos brevemente
as principais caracteristicas e resultados de dois modelos do tipo corda em particular: o
modelo de corda fina proposto por Tony Gherghetta e Mikhail Shaposhnikov na Ref. [88] e
o modelo string-cigar® proposto por Euclides Silva e co-autores na Ref. [89]. Este segundo
modelo corresponde a uma brana do tipo corda espessa em seis dimensoes considerada
como uma suavizacao do modelo de corda-fina.

Nesta tese, nés trabalhamos com a localizacao dos campos gravitacional, veto-
rial e fermionico no modelo string-cigar, com foco nos modos massivos de Kaluza-Klein,
reportados em trés artigos nas revistas Physics Letters B [?] e Physical Review D [?,7].
Os casos de brana fina também foram considerados em todos os trabalhos. Os resultados

serao apresentados no capitulo 5.

4.1 Introducao

Em cinco dimensoes, paredes de dominio tém sido utilizadas para representar a
brana (ver Capitulo 2). J& em seis dimensdes, assumindo-se uma simetria axial, o cendrio
¢ conhecido como brana do tipo corda. Suas origens tém bases no estudo de linhas de
fonte em Relatividade Geral [90-94]. Objetos topoldgicos do tipo corda, tais como vortices
e cordas cosmicas, sao geralmente descritos como sistemas compostos por um campo
escalar complexo (global) e um campo de calibre (local) [95-98]. Além disso, o espago-
tempo de uma corda global é singular [99]. Esta singularidade nao é uma singularidade
de coordenadas, mas sim, fisica.

Independentemente do modelo do tipo corda em particular para compor o
nicleo da brana, a solucao exterior com constante cosmoldgica possui um comporta-
mento conformalmente plano que estende o modelo de Randall-Sundrum [100] para duas
dimensoes extras. No limite de uma brana infinitamente fina, o cenario resultante é o cha-

mado modelo de Gherghetta-Shaposhnikov (GS) [88]. Este modelo fornece uma corre¢ao

LA traducdo direta deste termo seria “Corda-Charuto” ou “Corda-Cigarro”. Nesta obra, optamos por
manter o nome em inglés.
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menor para o potencial de Newton do que no modelo de Randall-Sundrum.

Uma das vantagem dos modelos de seis dimensoes sobre os de cinco, é a de que
o modo-zero do campo vetorial de calibre é naturalmente localizado na brana GS [35,101],
sem a necessidade de um campo externo, como o dilaton em cinco dimensoes [102]. O
campo fermionico, por sua vez, requer um acoplamento minimo do tipo Yukawa com um
campo vetorial de calibre para ter modo-zero localizado [103]. Outra vantagem concerne
sobre a energia e o momento da brana serem sempre conservados, independentemente
de qualquer tensor energia-momento do bulk [104]. Além disso, foi também proposto
que a espessura da brana exerca o papel da energia escura e da matéria escura do nosso
universo [105].

Além das caracteristicas interessantes dos campos, as branas do tipo corda
também exibem uma estrutura geométrica mais rica do que modelos em cinco dimensoes.
De fato, as duas dimensoes extras formam uma variedade transversa com simetrias in-
ternas e propriedades que refletem na sua tensao [106]. A variedade transversa usada no
modelo GS, por exemplo, é um disco [88]. Por outro lado, Kehagias propos um espago
conico para explicar o problema da constante cosmoldgica [107]. Papantonopoulos e co-
autores regularizaram o comportamento conico préoximo a brana adicionando uma estru-
tura do tipo anel na brana [108]. Garriga e Porrati estudaram os efeitos gerados por
uma variedade com a forma de uma bola de futebol americano [109]. Gogberashvili e
co-autores discutiram o problema das geracoes dos férmions em um espaco com a forma
de uma maca [110]. Em um modelo supersimétrico, de-Carlos e Moreno encontraram
uma solugao de gravidade localizada sem constante cosmolégica [111]. Por este modelo
considerar uma geometria que assintoticamente possui um raio transverso constante, o
modelo é chamado de universo do tipo cigar-like.

E importante ressaltar que, ao contrario das paredes de dominio, nao ha uma
solucdo completa (interior e exterior) do tipo corda conhecida analiticamente, mesmo
em um espaco-tempo plano. Em modelos de mundo-branas nao-fatorizaveis, Cohen-
Kaplan [112], Gregory [113] e Olaganesi-Vilenkin [114] estudaram a solucdo exterior de
uma brana do tipo corda global com e sem constante cosmoldgica do bulk. O caso local
foi estudado numericamente por Giovaninni e co-autores, onde foi obtida um geometria
suave satisfazendo a condicao de energia dominante [115].

Na Ref. [89] a chamada solugao séliton cigar é utilizada para se construir uma
geometria interior e exterior do tipo corda suave. Este recebeu o nome de modelo string-
cigar. O soliton cigar é uma solucao bi-dimensional auto-similar do fluxo de Ricci, um
fluxo geométrico determinado pelo tensor de Ricci [116,117]. H& importantes aplicagoes

do fluxo de Ricci em diferentes ramos das Fisica, como nos grupos de renormalizagao e
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modelos-sigma [118-122], buracos negros Euclidianos [123], gravidade massiva topoldgica
[124], massa ADM [125] e, mais recentemente, no modelo de Heisenberg da Mecanica
Estatistica [126].

O fluxo de Ricci define uma familia de geometrias sob o dominio de um
parametro de evolugao. Fornece ainda informagoes a estabilidade de uma variedade,
como a formagao ou eliminacao de singularidades. Aplicado a cenarios de mundo-branas,
o fluxo de Ricci pode ser utilizado para se estudar a estabilidade da geometria do bulk.
Nesta direcao, dois importante modelos do tipo corda suavizado foram construidos com
uma sec¢ao do conifold resolvido, um importante orbifold na teoria de cordas [127], e com
o espago transverso sendo um séliton-cigar de Hamilton [89]. Os modelos string-cigar
e o conifold resolvido fornecem geometrias regulares que assintoticamente recuperam o
modelo GS. No modelo do conifold resolvido, o parametro de resolucao tem o papel do
raio de uma quinta dimensao compacta que viola o comportamento conico préximo a
origem [127]. Além disso, o parametro de resolugao da singularidade conica da brana for-
nece um fluxo geométrico que suaviza os modos sem massa para o campos escalar [127],
vetorial [128] e fermionico [129].

Como apontado por Tinyakov and Zuleta na Ref. [130], a fonte do modelo GS
nao satisfaz a condicao de energia dominante. Por outro lado, a fonte do string-cigar é
submetida a uma transicao de fase sobre o qual algumas configuracoes completam todas
as condigoes de energia [89]. O modelo string-cigar satisfaz ainda todas as condigoes de
regularidade, exigidas para se garantir uma brana bem comportada na origem.

O cenério string-cigar permite a existéncia de um modo-zero localizado que
efetivamente descreve a gravidade na brana. O modo zero neste cenédrio possui 0 mesmo
comportamento exponencial do modelo GS. Ademais, préximo ao nicleo da brana, pos-
sui uma forma de sino suave. Portanto, o cendrio string-cigar suaviza a geometria e o
modo-zero préximo a origem. Enquanto a geometria é submetida a um fluxo de Ricci
no espago transverso, o modo-zero tem sua altura e largura alteradas. Nesta tese, nds
encontramos um novo modo-zero para o modelos GS e string-cigar por meio de uma
abordagem via equagao de Schrodinger. Este novo modo-zero possui um comportamento
“mais localizado”.

Outra caracteristica digna do modelo string-cigar é a sua fonte nao-homogénea.
Naturalmente, os maximos das componentes do tensor momento-energia sao deslocados
da origem o que sugere que o niucleo da brana esta afastado da origem. Giovaninni e co-
autores encontraram comportamento semelhante para um vértice Abeliano com elevado
nimero de voltas [115]. No modelo string-cigar, o modo-zero gravitacional e a densidade

de energia compartilham de comportamento similar. Tal perfil mostra a influéncia da
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variagoes geométricas proporcionadas pelo fluxo de Ricci na Fisica da brana.

Nao obstante, a complexidade das equacoes diferenciais dos modos de Kaluza-
Klein torna a analise numérica a abordagem mais adequada para se obter o espectro de
massa e as autofuncoes correspondentes. Assim, a principal proposta desta parte da tese
é obter o espectro massivo de Kaluza-Klein e analisar como ele se comporta com respeito
ao fluxo de Ricci.

Embora Gherghetta and Shaposhnikov tenham encontrado um conjunto com-
pleto de autovalores e autofuncgoes para a brana do tipo corda-fina, as expressoes des-
sas autosolucoes sao desconhecidas para branas espessas em seis dimensoes. Através de
métodos numéricos adequados, encontramos o espectro e as autofungoes do modelo string-
cigar. Como teste de nossas rotinas aplicamos os métodos no modelo GS e obtivemos boa
aproximagcao dos primeiros autovalores de massa (aqueles de relevancia fisica). Um resul-
tado interessante, diz respeito a um modo massivo com massa e amplitude extremamente
pequenas que nao esta presente no modelo string-cigar. A este autoestado particular,
chamamos de estado transiente.

A analise numérica desses dois modelos, fornece mais informacao de como os
campos se comportam nos cendrios singular e suavizado em seis dimensoes. Giovaninni e
co-autores estudaram numericamente a geometria interior e exterior de um mundo-brana
do tipo corda na Ref. [115]. No entanto, ndo se interessaram nas propriedades Fisicas do
campo gravitacional. Nos ainda encontramos e estudamos os modos massivos ressonantes,
autoestados importantes, pois sao os responsaveis pela fenomenologia de um modelo de

brana exposto como uma corre¢ao na lei gravitacional de Newton.

4.2 Mundo-branas do tipo-corda e localizacao de gravidade

Nesta secao, apresentaremos a defini¢coes bésicas e principais caracteristicas
dos modelos de branas do tipo corda gerais. Nas duas proximas subsecoes, abordaremos
os modelos GS e string-cigar.

Considere um espacgo-tempo de seis dimensoes Mg construido a partir do pro-
duto warped® entre uma variedade Lorentziana 4D, My, e uma variedade Riemanniana

2D, M. Nos referimos a M, como uma 3-brana enquanto que a Mo, o espaco transverso.

2Em geometria diferencial e relatividade geral, uma geometria entortada (do inglés “warped”) é uma
variedade de Riemann ou de Lorentz cujo tensor métrico pode ser descrito da seguinte forma:

ds® = f(y)gsj(x)da’da? + gapdy®dy®.

Observe que a geometria quase se decompoe em um produto cartesiano da geometria z e da geometria y,
exceto pela parte de x ser reescalonada por uma funcao escalar de coordenadas da geometria y. Devido

a esta razao, a métrica de uma geometria entortada é geralmente denominada “métrica de produto
entortado”, do inglés “warped product”. Nesta tese, optaremos por utilizar o termo em inglés.
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Um mundo-brana do tipo corda é uma Mg 6D estdtica com uma simetria axial no espaco

transverso. Uma métrica adequada para este modelo é dada por [35,88,104-106,112-115]

dse® = gap(z, p, 0)dz*dz®

(4.1)
= 0(p) g (x)dad” — dp® — ~(p)d6?,

onde x s@o as coordenadas na brana, p € [0,00) e 6 € [0, 27| s@o as dimensbes extras e o
e v sao os chamados fatores de warp.

As condicoes de regularidade

a0)=1 , ¢'(0)=0,
0 ( 7(0))':1, (4.2)

2

—~
@)

=
Il

sdo impostas com o objetivo de se evitar singularidades [106], onde (') refere-se as derivadas
0,. As condicoes para ¢ na Eq. (4.2) ja s@o presentes nos modelos de Randall-Sundrum
[7,8], onde as suposi¢oes na fungao v refletem o comportamento suave proximo a origem
[88,104-106, 115,130].

Independentemente do modelo em particular para a fonte, o tensor momento-

energia pode ser escrito na forma geral [88,104-106,115]:
T = diag(to, to, to, to, Ly, tg)- (4.3)

Para uma corda global, por exemplo, t, = —ty [112-114]. Na presenca de uma constante

cosmoldgica no bulk A e para uma brana plana My, a equagao de Einstein fica [47-49]

R
Rab - Egab = —Ksg (Agab + Tab)7 (44)

que, para o ansatz da métrica (4.1), conduz a [88,89, 127]

A 4 b
§(i’>2+i'l' = —ro(At1,(0). (46)

2(%>/+g(%)2 - —K6<A+t9(p)>, (4.7)

onde kg € a constante gravitacional em seis dimensoes relacionada com a escala de energia

em seis dimensoes pela relagao [88,89]

8

=10 (4.8)

Re
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Vamos agora analisar a configuracao de vacuo do modelo, ou seja, sem fontes.

A terceira equagao de Einstein (4.7) fornece:

(7Y () "

Definindo o
ylp) = —, (4.10)
a Eq. (4.9) torna-se
Y+ Zyﬁ — H6£A| =0, (4.11)
cuja solucao é
y(p) = ctanh {% (p + poﬂ , (4.12)

onde

c= \/—%A, (4.13)

e po é uma constante de integracao. Integrando a Eq. (4.12), obtemos o fator de warp

o(p) = oo cosh’ <%p), (4.14)

com uma constante de integracao og. Substituindo o fator de warp (4.14) nas equagoes
de Einstein e impondo as condigoes de regularidade (4.2), nés obtemos a componente

angular da métrica v como sendo

v(p) = (%)25111112 <%p> oE. (4.15)

O fator de warp na Eq. (4.14) e a componente angular da métrica na Eq. (4.15) fornece
um volume infinito para o espago transverso que conduz a uma teoria efetiva da gravitagao
nao-quadridimensional.

A relacao entre a massa de Planck no bulk Mg e a massa de Planck na brana

M, é dada por [88,89]

M2 = 2rMg /0 " (o)A, (4.16)

Logo, para um modelo de branas do tipo corda descrita pela fun¢ao de warp (4.14) e
componente angular da métrica (4.15), a escala de Planck na brana diverge.

Outra caracteristica importante dos modelos do tipo corda sao as tensoes pu;
definidas por [88,89,115]

w(@) = [ (0000, (4.17)
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que determinam as correspondéncias entre as solugoes geométricas interna e externa, onde
¢ ¢ a largura do ntcleo [88,104-106, 115].

Uma vez apresentado os aspectos gerais dos cendrios do tipo corda, estuda-
remos o comportamento da métrica sob pequenas perturbagoes, que corresponde ao es-
tudo da localizagao de gravidade. Efetuando a seguinte perturbagao conforme invariante,
hy(z, p), [8,36,52,88,89,115]

dse® = 0(p) (1w + hyw(w, p))dac’'dz” + dp® + (p)db?, (4.18)

as equagoes de Einstein perturbadas em primeira ordem (4.4) levam a [8,36,52,88,89,115]

Ohuw = 0a(v/—gen*POph,,) =0, (4.19)

onde onde [g é 0 operado de d’Alembert em seis dimensoes. Logo, as perturbagoes tenso-

riais h,,, podem ser tratadas como um campo tensorial de rank 2 (graviton) propagando-se
no bulk.
Assumindo a decomposicao de Kaluza-Klein® [35,88,89]

;w 1’ /O> Z ¢ml ilG ﬁuu(z)a (420)
I,m=0

e uma dependéncia do como onda-livre na 3-brana
D4huu<x§) = mOQhuV(xg)a (4'21)
a equacao de movimento para o graviton (4.19), para um cenério conforme onde

v(p) = a(p)B(p) (4.22)

fica [88,89]
(72 V/Beul0)) + 2V (18 = 5 ) émato) . (4.23)
ou / / ,
o)+ (32 + 55 ) o)+ 26,0 =0, (1.21)
A fungao 8 é responséavel pelo comportamento conico [89,127]. A Eq. (4.23) descreve o
comportamento radial do graviton nos cenarios do tipo corda. A presenca do nimero an-

gular [ torna o espectro degenerado [88]. Além disso, devido & simetria axial, as condigoes

de contorno sao [88,89,115]
¢'(0) = ¢'(00) = 0. (4.25)

o simbolo ¢ nao possui nenhuma relacao com o campo escalar do capitulo 2.

3
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A equagdo radial (4.23) e as condigdes de contorno (4.25) fornecem um conjunto de

solugoes cuja relacao de ortogonalidade ¢ dada por

/ 0% \/B b iy dp = GonnOur- (4.26)
0

Os autovalores da Eq. (4.23) que satisfazem as condigdes de contorno (4.25)
compoem o chamado espectro de Kaluza-Klein e as autofungoes correspondentes sao cha-
mados de modos de Kaluza-Klein. Dentre os estados de Kaluza-Klein ha um de massa

nula, chamado modo-zero. Da Eq. (4.23), o modo-zero tem a forma

p 5 1 /
oo(p) = Al/ o 287 2dp" + As, (4.27)
0

onde A; e A, sao constantes. Uma solucao similar foi encontrada por Csaba Cséaki e
co-autores para espago-tempos nao coformalmente planos [52].
Uma outra forma adequada para se estudar os modos de Kaluza-Klein con-

siste em transformar a equacao do tipo Sturm-Liouville (4.23) em uma equacao do tipo

Schrodinger. Efetuando a mudanga de variavel independente [6,36,51,52,54,88,89,102,112]

2(p) = /P o~ Y2dy (4.28)

e da variavel dependente

Pm(2) = u(2)Wn(2), (4.29)
onde .
w o 1p
B R H e 4.
" + > + 15 0, (4.30)
com os pontos denotando derivadas com respeito a coordenada z, a equagao radial (4.23)
fica
U, (2) + U(2) U, (2) = m*T,,(2), (4.31)
onde )
& 168 3 (p 15 12
Uz)=—4+=-—=-—=1[= -= 4= 4.32
() =32 +353 16<6> R (4.32)

¢ o potencial quantico analogo.
As condigoes de contorno (4.25) implicam nas seguintes condigoes de contorno
para ¥(z):
o' (0)W(0) + u(0)¥'(0) =0,

(4.33)
U (00) W (00) + u(00)¥'(c0) = 0.

Entre a relagao bijetiva entre os formalismos via Sturm-Liouville e Schrodinger,
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a ultima fornece informagcoes sobre modos ressonantes que consideraremos no capitulo 5.

4.2.1 O modelo de Gherghetta-Shaposhnikov

Gherghetta e Shaposhnikov (GS) encontraram uma solugao de vécuo das equagoes
de Einstein que localiza a gravidade em uma brana do tipo corda infinitamente fina ao
assumirem que [88]

— = —c =cte, (4.34)
o

que pode ser obtido da fungao tangente hiperbdlica na Eq. (4.12) em qualquer um de

seus valores assintéticos. Além disso, a Eq. (4.9) conduz ao seguinte fator de warp:
o(p) =e". (4.35)

Ademais, para [88]
Blo) = R = ete, (436)

o modelo GS descreve um espaco-tempo Anti-de Sitter AdSs. Como o modelo GS é
construido a partir de uma solucao de vacuo ele pode ser tratado como um espaco-tempo
devido & uma linha de fonte infinitamente fina [115,130]. Somado a isto, a solu¢ao GS
nao satisfaz as condigoes de regularidade na origem, como pode ser verificado na Eq
(4.2). Esta questao é resolvido com o advento do modelo string-cigar que abordaremos
na préxima subsecao.

Substituindo os fatores de warp (4.35) e (4.36) na Eq. (4.23) ebntramos que,

no modelo GS, o graviton obedece a seguinte equacao radial:
5
O = 500 + (mg — I’/ R3) € ¢y = 0. (4.37)

.z . c .z
Mudando a variavel independente para u = QTm ez’ e a variavel dependente para ¢,, =

eicr Xm, & fungao y,, satisfaz a equacao diferencial de Bessel:

- (gf H — (4.38)

Portanto, a solucao geral da Eq. (4.37), pode ser escrita como [88]

Xy 1dxm
du>  u du +

2 1 2 1
Pm(p) = eicr {Blj5/2 (_m e20p> + BaY52 <_m e2Cp)1 , (4.39)
c c

onde B; e B, sao constantes arbitrdrias e m = m3 — [>/R%. Esta solugao cresce exponen-

cialmente mostrando que modos massivos nao localizados na brana, como esperado.
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Da Eq. (4.27), o modo-zero geral do modelo GS tem a forma
Go(p) = Ay €2 + Ay, (4.40)

para A; e Ay constantes. Dentre as duas solugoes na Eq. (4.40), apenas a ¢y = As
satisfaz a relagao de ortogonalidade dada na Eq. (4.26). Logo, Gherghetta e Shaposhnikov

definiram uma solugao ortonormal por [88]

b (p) = €1 Gpu(p), (4.41)

3¢ s
Yolp) =1/ 2—];0 e 17, (4.42)

O modo-zero na Eq. (4.42) é finito, logo, localizado na brana fina. No entanto, esta

tal que, o modo-zero se torna

solugdo nao satisfaz as condigdes de contorno (4.25) em p = 0, pois o fator de warp (4.35)
nao obedece as condicoes de regularidade.

Por outro lado, por meio de uma abordagem via equacao de Schrodinger, nés
encontramos um novo modo-zero localizado. Realmente, a equagao de Schrodinger (4.31)

para o modelo GS torna-se

. 6
onde
2 .
z=—e2’. (4.44)
c

Pela Eq. (4.30), a relagao entre ¢,, e ¥,, fica dada por
b = Co e, (4.45)
Para m = 0, a Eq. (4.43) tem a solucao

\I[() = 0123+CQZ_2
= Cpe2? +Che ), (4.46)

que, usando a Eq. (4.45), fornece o modo-zero (4.40). Para que ¥ seja normalizada, nés
fazemos C; = 0. Com isso, nés encontramos um modo-zero satisfazendo a equagao do

tipo Schrodinger no modelo GS dado por

Po(p) =4/ 27—}50 e . (4.47)

E importante notar que, na origem, o modo-zero ¥y na Eq. (4.47) é mais intenso do que
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o modo-zero 1, proposto na Ref. [88]. Além disso, Wy vai mais rapidamente a zero que
tp. Ademais, o modo-zero (4.47) satisfaz as condi¢oes de contorno para as autofungoes de
Schrodinger (4.33). Isto é facilmente verificado, notando que, pela Eq. (4.45), a funcdo u
é expressa por

u(p) = Coe®. (4.48)

A solugao da equagao do tipo Schrodinger do modelo GS para m # 0 é

U,,.(2) = 2 (L)Q [(m2z2 — 3mz — 3)(cos(mz) — sin(mz))]. (4.49)

mm \mz

Como ¥,,(2) nao é definida para m = 0, nés nao podemos obter o modo sem massa (4.47)
a partir da equagao para o modos massivos dada em (4.49). Este fato trds a tona o gap
entre o modo-zero e o primeiro modo massivo do graviton que nds exploraremos com mais
detalhes no capitulo 5. Além disso, no limite assintético, ¥, assume um comportamento

de onda plana dada por

U (z = o0) = %(cos(mx) — Sin(mx)>. (4.50)

Assim como em problemas em mecanica quantica, o espectro pode ser obtido
inserindo-se uma distancia de cut-off radial p,.x € impondo as condig¢oes de contorno
(4.25) nas autofungoes massivas (4.37). Assim como fizemos para o modelo de Randall-
Sundrum na secao 2.1.1, o espectro serd determinado pelos zeros da fungao de Bessel,

agora de ordem 3/2:

2mn £ Dime
J;( 5 erm‘”‘> = 0. (4.51)

Os zeros da fungao de Bessel de ordem 3/2 sao tabelados e obedecem a [131]

mnzg (n—%)w+m+... e 7 (4.52)

Frisamos aqui, no trabalho de Gheghetta e Shaposhnikov, o termo em 1/n, responsavel
por um crescimento diferente de linear para os primeiro autovalores é desprezado. A
expressao dada na Ref. [88], levando em conta apenas os grandes valores de n é

1 c
m, ~c (n — 5) ge_ipma" : (4.53)

A expressao que deve ser levada em conta para o espectro de massa é a dada pela Eq.
(4.52). Daremos mais detalhes a respeito deste comportamento do espectro no Capitulo

5, onde mostraremos a eficiéncia do nosso método numeérico.
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Novamente, assim como discutido na secao 2.1.1, observamos que o espectro
de massa é fortemente dependente da distancia de corte py.. Para um modelo com
coordenada radial finita, 0 < p < R, a distancia de corte é pn.x = R. Note que quando
a distancia de corte pna.x aumenta, a magnitude das massas de Kaluza-Klein, dadas pela
expressao (4.53), é reduzida. Para uma coordenada radial infinita p — oo, o espectro
de Kaluza-Klein m,, se anula para todo n. Portanto, m2 = (RL())Q, isto é, as massas de
Kaluza-Klein dependem apenas do nimero angular [, que é similar a expressao para o
espectro massivo do modelo de Kaluza-Klein fatorizavel.

Assim como em 5D, a relacao do espectro de massa é bastante importante na
correcao do potencial Newtoniano. No modelo GS, a correcao na lei de Newton devido
aos modos massivos de Kaluza-Klein ¢é calculada, particularmente, para o caso de uma
corda infinitamente fina. Gherghetta e Shaposhnikov encontram, a partir da expressao
discreta para o espectro que no limite de massas muito pequenas, [88]

4 —(c
¢mn2(p = O) = %anG (¢/2) pmax . (454)

Com isto, é apresentado no modelo GS sem detalhes que na 3-brana o potencial gravitaci-
onal entre duas massas pontuais M; e My recebem uma contribui¢ao dos modos massivos

discretos dada por

My My S (/) pem
S = Gy MY 5 oar 8 e, (4.55)

onde G é a constante de Newton. Além disso, no modelo GS é tomado o limite de

espectro continuo, onde a expressao acima é convertida em

16Gy My M, /°° 2 e _ 382G My My
0

AU(r) ~ : (4.56)

3rcd 1 3red

Portanto, conclui-se que no modelo GS a corre¢ao na lei de Newton devido a um continuo
de estados massivos ¢ da forma 1/73. Esta corregao ¢ mais suprimida do que em cinco

dimensoes, onde conhece-se como sendo da forma 1/r?

A expressao para a correcao na lei de Newton devido a torre de estados de Kaluza-Klein,
ortunda de um cendrio de mundo-brana do tipo corda espesso nao € trivial. Nesta tese

esta ideia € deizada como uma perspectiva.

4.2.2 O modelo String-Cigar

Uma extensao do modelo GS, o chamado modelo string-cigar [89], é construido

a partir de um produto warped entre a 3-brana e o espaco séliton-cigar de Hamilton
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[116,117]. O séliton-cigar é uma solucio estaciondria bi-dimensional do fluxo de Ricci

%gab()\) = —2R(N), (4.57)

onde A é um parametro da métrica e Ry, é o tensor de Ricci [116]. Uma métrica com
simetria axial para o séliton de Hamilton pode ser escrita como [117]
ds? = dp* + 1 tanh®(\p) d6?. (4.58)
)2
A ideia-base do modelo string-cigar é utilizar o séliton-cigar como o espaco
transverso no ambito de se suavizar o modelo GS. O fluxo de Ricci define uma familia
de branas do tipo corda onde a evolucao do espacgo transverso causa variagoes nas pro-
priedade fisicas da brana [89]. Como o valor assintético do escalar de curvatura depende
do parametro de evolucao, o fluxo geométrico representa uma variagao na constante cos-
molégica do bulk. Portanto, A e ¢ podem ser tratados como parametros de evolugao equi-
valentes. O cendrio string-cigar é assintoticamente plano, como o disco de raio 1/A = Ry
utilizado no modelo GS. Porém, préximo & origem, o termo tanh? p suaviza a geometria
e atribui uma espessura a brana [89].
O ansatz para o fator de warp e a componente angular da métrica, propostos

no modelo string-cigar [89] sdo, respectivamente,

o(p,c) = e~ (co—tanhic) (4.59)

v(p,c) = CiztanhQ(cp)a(p, c). (4.60)

Plotamos seus graficos nas Figs. 35 e 36, respectivamente. Os casos para o
modelo GS estao inclusos. Note que agora todas as condig¢oes de regularidade passam a ser
satisfeitas. Além disso, o fator de warp o(p) suaviza o modelo de corda-fina de Gherghetta-
Shaposhnikov na origem. Outra caracteristica importante dos ansatz adotados por Silva-
Almeida para os fatores de warp é o fato de v se anular na origem, o que caracteriza o
comportamento conico do modelo [89,127].

A métrica (4.1), juntamente com as equagoes (4.59) e (4.60) representa um
espaco-tempo interior e exterior ao defeito do tipo corda. Além disso, todas as condicoes
de regularidade sdo satisfeitas [89).

As equagoes de Einstein fornecem as componentes do tensor momento-energia
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Figura 35: Fator de warp o(p) para Figura 36: Fator de warp angular v(p)
diferentes valores de c¢. As condicoes de para diferentes valores de c¢. As condicoes
regularidade agora passam a ser de regularidade agora passam a ser
satisfeitas. O modelo string-cigar suaviza satisfeitas. O fato de v se anular na
o modelo GS na origem. origem caracteriza o comportamento

conico do modelo. No caso do modelo GS,
usamos Ry =1, 0.

expressas explicitamente por [89]:

2 13 )

to(p,c) = 2—6 <7sech2cp + ?Sech%p tanh kp — §sech4cp>, (4.61)
2 5)

to(p,c) = 2—6 (5sech2cp + 2sech?cptanh cp — isech4cp>, (4.62)
2 )

to(p,c) = /:—6 <5sechch + 4sech?®cp tanh cp — §sech4cp>. (4.63)

As componentes sao todas nao-negativas e dependem diretamente do parametro
c. Na Ref. [89], uma anédlise detalhada mostra que, hd medida em que a geometria
passa por um fluxo de Ricci, a fonte atravessa diferentes fases, todas elas satisfazendo
as condigoes de energia fraca, forte e dominante. Por ¢ ser relacionado com a constante
cosmoldgica, o fluxo de Ricci determina como uma variagao da constante cosmoldgica do
bulk altera a fonte da brana do tipo string-cigar [89].

Para se perceber mais claramente que as condicoes de energia sao satisfeitas,
plotamos as componentes do tensor momento-energia dadas pelas Eqs. (4.61) nas figuras
37 e 38 para ¢ = 1,0 e ¢ = 3,0, respectivamente. Sabe-se da Relatividade Geral [47-49)]

que as condicoes de energia sao: Para i = p, 0,

to(p) +ti(p) = 0,

to(p) =2 0 (condicao de energia fraca), (4.64)
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to(p) + Z ti(p) 2 0 (condicao de nergia forte), (4.65)
e
to(p) = |ti(p)| (condigao de energia dominante). (4.66)
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Figura 37: Componentes do tensor Figura 38: Componentes do tensor
momento-energia para ¢ = 1.0. momento-energia para ¢ = 3.0.

Na figura 39 mostramos apenas a densidade de energia t(p, ¢) para diferentes
valores do parametro de evolucao no intuito de mostrar o comportamento do nticleo
da brana com relacao a variagoes do fluxo geométrico. E importante mencionar que o
nucleo da brana estd afastado da origem. Um comportamento semelhante foi encontrado
por Giovannini e co-autores [115] para uma brana gerada por um vértice Abeliano com
elevado ntimero de voltas. Foi considerado um vortice gerado por um potencial de auto-
interacao do tipo A¢*. A largura do ntcleo da brana e pode ser estimado como € = p,
onde p refere-se a posicao da metade do maximo do tensor momento-energia t,. Além
disso, quando maior o valor de ¢, menor é a largura € do ntcleo. Portanto, para ¢ — oo
a solucgao string-cigar se aproxima da solucao do modelo GS.

Na geometria string-cigar, a equagao radial assume a forma explicita

sech?(cp)

)
" —Zt h2
Om e g (cp) + tanh (cp)

12
qb:n_i_e(cpftamh (cp)) (mg — cp)) (Zﬁm =0. (467)

tanh?® (

Note que o termo de massa tem uma dependéncia que diverge na origem e
converge assintoticamente para o modelo GS. Para p — oo, a Eq. (4.67) tem a mesma
forma da Eq. (4.37), com uma massa re-escalonada m — e~/2m. Portanto, as solugoes
assintéticas da Eq. (4.67) tem o mesmo comportamento da Eq. (4.39).

Seguindo o formalismo via equagao de Schrodinger, nés podemos redefinir as
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Figura 39: Densidade de Energia para o modelo string-cigar. Seu maximo ¢é deslocado
da origem, e sua largura evidencia a espessura da 3-brana.

autofuncoes de Kaluza-Klein como

tanh 1/4
on=olp.0) (L) (4.68)
e a variavel independente como
p 1 / /
z=2z(p) = / ez (e —tanhep’) gy (4.69)

A transformagao (4.69) nao pode ser escrita explicitamente. No entanto, nota-

se que, para m = 0, a solucao da equagao do tipo Schrédinger é dada por [89]

(4.70)

c

1/4
Wolp.) = Nolp.o) (22) "
onde N é um fator de normalizacao. Seu grafico esta apresentado na Fig. 40. A solucao
(4.70) pode ser considerada como um modo-zero GS suavizado (4.40). De fato, no modelo
string-cigar, o modo sem massa tem o mesmo comportamento assintético do modelo GS.
Por outro lado, em contraste com o modelo GS, o modo-zero do modelo string-cigar
se anula na origem por conta do comportamente conico ganho do fator tanhcp. Este
comportamento concorda com o deslocamento do nticleo da brana.
A complexidade da equagao radial (4.67) torna necessério o uso de métodos
numeéricos para se obter o espectro e as autofuncoes. As solugdes numéricas, serao mos-
tradas no capitulo 5. Além disso, a equagao do tipo Schrodinger (4.31) para o cenério

string-cigar deve ser resolvida na coordenada z que nao possui forma analitica exata.
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Figura 40: Modo-zero gravitacional para o modelo do tipo string-cigar.
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4.3 Localizacao do campo de calibre
4.3.1 Introducao

Apesar de os modelos do tipo corda fina terem a vantagem de localizar os
campos vetoriais livres [?,101] sem a necessidade de um campo externo e os férmions de
Dirac minimamente [103], eles ainda apresentam os problemas com respeito as fontes do
nicleo. Lembremos que nem as condicoes de regularidade da métrica nao sao satisfeitas
na brana e nem a condicao de energia dominante, como discutido na se¢ao anterior. Além
disso, as mesmas solucoes que localizam gravidade em uma brana construida a partir
de um vértice Abeliano [115] também levam a localizacdo do modo-zero do campo de
calibre [132,133].

Uma vez apresentado como o fluxo de Ricci altera as propriedades do ntcleo
da brana no modelo string-cigar, ¢ importante analisar o comportamento dos campos do
Modelo Padrao neste cenario. Nesta parte da tese, estudaremos a localizacao do campo
de calibre nos modelos de branas do tipo corda-fina (GS) e string-cigar investigando os
efeitos geométricos sobre o campo vetorial Abeliano minimamente acoplado a geometria.
Mostraremos que a componente radial tem uma estrutura mais rica comparada com a
solugao do tipo corda-fina apresentada na Ref. [?]. Além disso, assim como para campo
gravitacional, a torre de Kaluza-Klein tem um estado de onda-s preso a brana, mas
deslocado da origem. Apesar disso, assim como a fonte, o modo-zero se aproxima da
origem com o aumento do parametro de evolucao da geometria. O limite para grandes
valores deste parametro concorda com os resultados para a corda-fina.

Assim como no caso gravitacional, a dinamica para os modos massivos sao
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apresentados sob um problema de Sturm-Liouville, o qual é bastante dificil de ser estudado
analiticamente. Por este motivo, nés utilizamos o método da matriz descrito na secao 77.
Descobrimos que existe um gap entre o modo-zero e o primeiro modo massivo tanto para
o modelo de corda fina quanto para o modelo de corda espessa. Ademais, como desejado,
o comportamento linearmente crescente do espectro para ambos os modelos é encontrado.
Porém, o nicleo da brana do tipo string-cigar eleva em magnitude o espectro do campo
vetorial. Semelhantemente, as autofungoes massivas tém suas amplitudes amplificadas
sobre o nucleo da brana, em comparacao com o caso de brana fina. Através da abordagem
via equacgao de Schrodinger, mostraremos que o parametro geométrico modula o potencial
quantico analogo.

Na secao seguinte, apresentaremos o procedimento da localizacao do campo
de gauge e os resultados quanto ao modo-zero. A andlise numérica dos modos massivos,
sera discutida no capitulo 5. Os resultados deste estudo forma publicados no periédico
Physics Letters B 747, 517 (2015).

4.3.2 Localizacao do campo de spin 1

Partiremos da seguinte agdo para o campo vetorial de simetria U(1) [35,101]

S = /de\/—ggMNgRSFMRFNS, (4.71)

onde Fiyyy = Vy Ay — VrAn. Da agao (4.71), a equagao de movimento é obtida direta-
mente como sendo [35,101]
1
N

Vamos considerar o gauge de Lorentz na brana:

Or(vV =g 9™ g™ Fyrn) = 0. (4.72)

9, A" = 0. (4.73)

Como usual, considera-se ainda uma configuracao de campo puramente radial, isto é
(35,101, 128],
Ay =0. (4.74)

Além disso, como a 3-brana ¢ plana e possui uma simetria axial, a componente radial A,

nao depende das coordenadas na brana, ou seja [128]:
A,=A)(p,0) = 0 \A,(z")=0. (4.75)

Utilizando a métrica dos cendrios do tipo corda dada pela Eq. (4.1) e as
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escolhas de calibre acima, a equagao de movimento (4.72) toma a forma
v 042
0,0, + =0y | A, =0, (4.76)
Y
2
9, (U—ﬁagAp) —0 (4.77)
g
1

val

Efetuando as decomposicoes de Kaluza-Klein [101]

(oo + %ag + —=0,0/70,) Ay = 0. (4.78)

Au(a™) =" ATD () x (p) Yi(6) (4.79)
An(aM) =Y AP (@)E(p)Yi(0), (4.80)
1=0
a Eq. (4.76) conduz a
pv _%p D () = 0. )
(7] 0,0, 7l )Ar( )=0 (4.81)

Logo, de modo a adequar a Eq. (4.76) com a Eq. (4.75), devemos nos restringir a apenas
estados de onda-s, ou seja, [ = 0. Além disso, a Eq. (4.77) leva a solucao geral para &(p)
como sendo [128]

E(p) = k2072, (4.82)

onde k£ é uma simples constante de integracao. E importante mencionar que a funcao
&(p) na Eq. (4.82) é uma extensao direta da apresentada por Ichiro Oda na Ref. [101].
Finalmente, utilizando a Eq. (4.82), a Eq. (4.78) torna-se

30" 178

Xn(p) + (§; + 53) Xn(p) + mj%xn(p) =0, (4.83)

onde B(p,c) =v(p,c)/o(p,c). A Eq. (4.83) descreve o comportamento do campo de gauge
no bulk. E importante ressaltar que esta equacao é bastante similar a equagao radial para
os gravitons (4.24), a menos da mudanga do fator 2 por 2.
Noés agora vamos impor a condigdo de contorno de Neumann homogénea [35,
88,89,101,115,127,128|
Xa(0) = lim x;,(p) = 0. (4.84)

Isto fornece a relagao de ortogonalidade entre x; e x; dada por [88,89]

A o(p, )3 VB, iy = b (4.85)
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Outrossim, exatamente como no caso gravitacional, é possivel de se transfor-
mar a equagao de Kaluza-Klein (4.83) para a forma de Schrodinger. Considerando a

mudanca de varidvel independente [89]

z=2z(r) = /T o~ Y2dy! (4.86)

e de variavel dependente
Xn(2) = Q(2)¥n(2), (4.87)

onde
Q=Co V214 (4.88)

com C; sendo uma constante. As mudancas de varidveis (4.86) e (4.87) transformam a

Eq. (4.83) para a forma de Schrédinger com W,,(z) obedecendo a

—U,(2) +U(2)P,(2) = m2V,(2), (4.89)

onde U(z) é o potencial quantico andlogo, dado por

. N\ 2 .
1|6 (e B 3(8 &3
Ulz) == [2——(— -—-1= —=1. 4.90
=55 (2) +5 4(6) Yo (490)
Novamente, os pontos denotam derivadas com respeito a coordenada z.

Para m = 0, correspondente ao modo-zero, a solu¢ao da Eq. (4.83) é a seguinte

combinagao linear:
Xo(p) =C+ (7/ o2 B7Edp), (4.91)

onde C' e C sdo constantes de integracdo. Devido a segunda funcio nio satisfazer a
condigao de ortogonalidade (4.85), escolhe-se a fungao constante yo = C' como solucao da
Eq. (4.83).

Para o cendrio de brana fina, [101], a equagao de Schrodinger andloga fica

expressa por:

. 2
U, + ——— U, =m’V,, (4.92)
(z+3)
onde
2, .
z=—(e2" —1). (4.93)
Cc

Note que a origem na coordenada r é mapeada na origem da coordenada z. A solucao da

Eq. (4.92) para m = 0 é dada por

Uo(2) = A (z + %) h + A, <z + %)2 . (4.94)
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Fazendo Ay = 0 na Eq. (4.94), obtém-se um modo-zero normalizado

y(p) = ,/25—];0e5 : (4.95)

Estes estados de Kaluza-Klein sem massa estao presos a brana por conta do fator expo-
nencial. Além disso, a amplitude é maior para o campo de gauge do que para os gravitons
— compare com a Eq. (4.42).

Da equacgao geral de Schrodinger (4.89) para m = 0, a solugao satisfazendo a

condi¢ao de ortogonalidade (4.85) é dada por

Ll

Yolp,c) = No(p,c)28(p, c)*, (4.96)

onde
N? = — 15 (4.97)
Jo o(p,c)2B(p,c)dp

¢ uma constante de normalizacao.

Nés plotamos na figura 41 o modo-zero do campo de calibre para os cenarios
de corda-fina e string-cigar. Tais modos localizados sao responsaveis pelo campo de gauge
quadridimensional efetivo na 3-brana. Comparando com o caso gravitacional, o modo-
zero do campo de gauge ¢ mais concentrado na origem do que o modo-zero do graviton
para ambos os cenarios. Uma caracteristica importante é o afastamento do modo-zero da
origem no cenario string-cigar. Este comportamento também esta presente na densidade
de energia do modelo como mostramos na se¢ao 4.2.2. Fora do nicleo, o comportamento
da brana fina predomina, enquanto que na origem, as correcoes no nucleo da brana anulam
o modo. Interpolando esses dois regimes, ha um suave pico cujo maximo situa-se em torno
da posicao do maximo da densidade de energia da brana. Note que para grandes valores
do parametro geométrico ¢ (e, consequentemente, da constante cosmolégica do bulk A), o
modo-zero do campo de gauge no cendrio string-cigar tende ao caso de brana fina.

Utilizando as expressoes para os fatores métricos (4.59) e (4.60), obtemos a

equacao de Kaluza-Klein para o modelo string-cigar

2
sech® ¢p X, + oler—tanien) 2y (4.98)

n

3
" — Tt h2
Xn € g LA P * tanh cp

Note novamente a semelhanca com a equagao para o campo gravitacional (4.67) a menos

da mudanca dos fatores % por g Assintoticamente, a Eq. (4.98) recupera o caso do

modelo de corda-fina mostrado na Ref. [101] como sendo

XA(r) = Sexh(r) + €T mo(r) = 0, (199
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Modp-zerg do c‘ampo‘de cqlibre

Modo-zero para corda fina

Figura 41: Modo-zero do campo de calibre para os cenarios de brana do tipo corda-fina
e do tipo string-cigar.

cuja solugao geral é [101]

1 an c 2mn Cp
Xn(r) = Fe%” [Jg/z ( . e27”) + Y32 ( Pk )} : (4.100)

onde N,, sao constantes de normalizacao e «,, sao coeficientes constantes determinados a

partir das condigoes de contorno. Observando o caso gravitacional da secao anterior, as

flutuagoes ¢ tem a solugao radial

2 n 1 2 n 1
Gn(r) =i {31J5/2< = e2c’") +32Y5/2( = ez“ﬂ , (4.101)
C C

onde B; e By sao constantes arbitrarias. Logo, os modos massivos do campo de gauge pos-
suem uma amplitude maior proximo a brana e se espalham menos no bulk, em comparacao
com o caso dos gravitons.

Para o modelo de corda-fina, ha uma descontinuidade entre os modos massivos
e o modo-zero. De fato, no limite m,, — 0 os estados massivos convergem para ¢, (r) = 0
e nao para ¢o(r). Ademais, transformando a Eq. (4.99) em uma equagao de Schrodinger,

encontra-se que as solugoes sao da forma

U (2) =4/ = - , (4.102)

™ mz

2 {(A —mBz)sin(mz) — (mAz + B) cos(mz)

onde A e B sao constantes de integragdo e z = z + % Como as solugoes de Kaluza-
Klein na Eq. (4.102) ndo sao definidas para m = 0, entao, nés ndo podemos obter o
modo-zero continuamente a partir da solu¢ao dos modos massivos. A existéncia deste gap

de massa também foi encontrado em cendrios de mundo-brana em cinco dimensoes com
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tensao negativa [134].
Aplicando as condigoes de contorno (4.84) em uma distancia de corte ppyax,
é possivel obter o espectro discreto de Kaluza-Klein. De fato, as condi¢oes de contorno

levam ao sistema de equagoes

A (2%> +apYs (2%) =0 (4.103)
2 C 2 C
%pmax %Pmax
Ji (2M) +apY: (QM) = 0. (4.104)
2 C 2 C

O sistema acima é dificil de ser tratado analiticamente. No entanto para o regime de
pequenas massas m, < ¢, a divergéncia na funcao de Bessel de segundo tipo permite que
se faga «,, = 0. Portanto, o espectro de massa pode ser obtido da equagao [101]

%Pmax
Ty (2M> = 0. (4.105)

C

, ~ < s
Logo, das raizes da fungao de Bessel Ji(z,,), onde x, = 27"7” e2Pmax nds obtemos o espectro
2
de massa como [131]
c c

Mn = N7 e~ 2Pmex (4.106)

Note que as massas crescem linearmente com o indice discreto das raizes da fungao
de Bessel n € N, como no modelo fatorizavel de Kaluza-Klein [101]. Portanto, para
(m, < c), o espectro é discreto e hd um gap entre o modo-zero e o primeiro modo
massivo dado por

A =my —mg = gw e~ §Pmux (4.107)

Note que o espectro do campo de calibre possui o mesmo cardter exponencialmente
suprimido do campo gravitacional. Este espectro contribuiria para uma fenomenologia do
modelo como uma corre¢ao na lei de Coulomb [135-137]. Nesta tese, essa linha de

pesquisa € deixada como perspectiva.

4.4 Localizacao do campo fermionico

4.4.1 Introducao

Diferentemente dos campos escalar e gravitacional, o campo de calibre nao
possui modo-zero localizado em branas em cinco dimensdes [102], sendo necessario um
acoplamento com um campo escalar auxiliar conhecido por dilaton [102,138-140]. Além
disso, para os campos fermionicos de spin 1/2 e 3/2, a localizagao do modo-zero requer uma
coplamento adicional, normalmente um acoplamento de Yukawa [55,141-149]. A dinamica

do bulk e o acoplamento adicional também proporcionam a existéncia de modos de Kaluza-
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Klein ressonantes, que carregam consequéncias fenomenoldgicas [52,54, 55,141, 142, 150~
152]. Outra abordagem para se obter um modo-zero normalizado para os campos de
calibre e fermionico em modelos de branas com tensao positiva é efetuada com mudancas
na estrutura geométrica para uma estrutura de Wyel [136, 153, 154].

Uma questao relevante a se levantar é a de como se incluir campos de matéria
(férmions) nas branas do tipo corda fina e espessa. Ichiro Oda foi o pioneiro nesta
area, onde estudou a localizacao de campos de vérios spins em uma brana do tipo-
corda fina [35,101]. Sete anos depois, o grupo de Yu-Xiao Liu estudou a localizagao
de férmions em um defeito do tipo-corda fina [103]. No contexto de branas do tipo-corda
espessa submetida a fluxos geométricos, Davi Dantas e co-autores obtiveram um modo-
zero fermionico normalizado uma brana do tipo-corda espessa com um conifold resolvido
transverso [129].

Além do espinor de spin 1/2 que descreve a matéria usual do Modelo Padréo,
outro campo fermidnico interessante a se estudar é o de spin 3/2 (gravitino, superparceiro
do graviton) que surge no contexto de supergravidade e é um dos candidato & matéria
escura [155].

Assim como o campo vetorial em 5D, os férmions livres de spin 1/2 e 3/2 s6
podem ser localizado (sem interagdes adicionais) em uma brana do tipo-corda fina com
fator de warp exponencialmente decrescente (tensao negativa) [35]. Xiao Liu e co-autores
propuseram acoplar férmions com um campo de fundo de calibre com simetria U(1), onde
neste caso, o modo-zero é confinado na brana com tensao positiva [103]. Além disso,
Parameswaran e co-autores analisaram o modo-zero e o espectro de massa fermionico em
um modelo de supergravidade 6D que permite um gap de massa finito, mesmo para uma
dimensao extra infinita [156].

Nesta parte da tese, nés estudamos a localizacao de campos fermionicos de
spin-1/2 e e spin-3/2 no modelo string-cigar. Nés propomos um novo acoplamento entre
os férmions e um campo vetorial de fundo que localiza 0 modo-zero fermionico na brana do
tipo string-cigar. O limite de corda fina também é levado em conta. Impondo condigoes
de contorno adequadas para garantir que os operadores de spin sejam auto-adjuntos, ob-
temos um modo-zero normalizado e bem definido em todo o espago é obtido. Assim
como para os campos vetorial e gravitacional, estudados nas se¢oes anteriores, o modo-
zero fermionico é afastado da origem. Por analises numéricas obtemos os autoestados de
Kaluza-Klein. O espectro de massa é real, monotonicamente crescente, e indistingtiivel
quanto a quiralidade direita ou esquerda. Para o campo de Rarita-Scwinger (spin-3/2), o
modo-zero e o espectro massivo tém diferengas minimas em comparagao com o campo de

Dirac (spin-1/2). No entanto, as amplitudes de suas autofuncoes massivas sdo maiores.
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Analisando o potencial quantico analogo, concluimos ainda que os campos de Dirac e de
Rarita-Schwinger possuem comportamentos idénticos. Além disso, o acoplamento também
possibilita a presenca de estados ressonantes. Este é o primeiro trabalho na literatura,
onde ressonancia de férmions sao encontradas em branas de seis dimensoes. Comparando
os resultados entre os modelos string-cigar e corda-fina, o nicleo da brana espessa am-
plifica os modos massivos proximos a origem para ambos os spins. Assintoticamente, os
comportamentos sao iguais.

Ja apresentados os modelos GS e string-cigar nas secoes 4.2.1 e 4.2.2, respec-
tivamente, inciaremos o estudo da localizagao do modo-zero fermionico na secao a seguir.
Os resultados numéricos dos autoestados massivos serao discutidos no capitulo 5. Os
resultados deste estudo forma publicados no periédico Physical Review D 92, 104007
(2015).

4.4.2 Localizagao do campo de spin 1/2

Considere a agao em um espago-tempo curvo para férmions de spin % no bulk
(35,103,156, 157]:

S6, ), = / V=g Uil D ¥dCx, (4.108)

onde

M = MM (4.109)

sao as matrizes de Dirac curvas definidas a partir das matrizes de Dirac planas '™ através

das vielbeins*
gMN = 5%5%77MN- (4'110)

Estas matrizes obedecem a algebra de Clifford
¥ v} = 4+2¢MM1;. (4.111)
Aqui, Dy é a derivada covariante dada por [103,156, 157]

4 A teoria das vierbein (ou tétrades) é um caso especial da aplicagdo & variedades quadridimensionais da
conexao de Cartan, generalizacao da nogao de uma conexao afim. Em geometria diferencial, uma conexao
afim é um objeto geométrico em uma variedade suave que conecta espagos tangentes permitindo que
campos de vetores tangentes sejam diferenciaveis. Este ramo da matemadtica possui muita expressividade
em Relatividade Geral, onde define-se uma estrutura de campos (“frame fields”, em inglés, também
chamada um tétrade ou “vierbein”) que consiste de um conjunto ortonormal de quatro campos vetoriais,
um do tipo-tempo e trés do tipo espago. Em outras dimensoes, palavras como triade, pentade, zweibein,
finfbein e elfbein tém sido utilizadas. Vielbein abrange todas as dimensoes. Em alemao, wvier significa
quatro e viel significa “muitos”.



75

onde

1 [
Qs = "N [Oued + Tl | Turl's (4.113)

é a conexao de spin e

A

Ay = Au(z)2 + Ag(p)d (4.114)

¢ um campo de calibre de fundo cilindricamente simétrico. E importante ressaltar que
Ajps nao tem nenhuma relagao com o campo dinamico de calibre da secao 4.3.

Trabalhando sobre a métrica do tipo corda 4.1, os termos nao-nulos da conexao

de spin sao (35,103,156, 157]

_190) v Qe:} 0 b i1
e VR e

Substituindo as Eqgs. (4.112) e (4.115) na agao (4.108) sob a métrica do tipo corda dada
pela Eq. (4.1), nds obtemos a equacao de Dirac:
L B o' 7/
YDy = o307 (8, — ig A, (@) ) + 17 (0, + T + 1)+

o 4y (4.116)

+ 7—%F9(39 . iqu(p)ﬂ U= 0.
Em modelos de seis dimensoes escolhe-se o espinor usual de Wyel e as seguintes repre-

sentacoes da matrizes gamma [35,103,129, 156-158]:

U(z,p,0) = (%4> , (4.117)

(0 4 (0 (0 =
2 R I L R 7. (4.118)
v 0 ¥ 0 ¥ 0

Devido & convengao no sinal da métrica (—, +, 4+, +, +, +), as matrizes y* na representagao

de Wyel tornam-se:
W=—icl®@1,, F'=—-02®0, Y =001, A’=ily, (4.119)

onde ¢! sao as matrizes de Pauli e 1 é a matriz identidade. Nesta convencao, a matriz
~% ¢ anti-hermitiana, enquanto que as demais sao hermitianas. A matriz 7% é tal que
Y = *t¢pr. O operador de Dirac atua como " (9, —igA,)v = ma. Outras
representagoes podem ser deduzidas diretamente das formas gerais da Ref. [159] para

assinatura (+, —, —, —, —, —).
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Agora, efetua-se uma decomposicao de Kaluza-Klein em 14 na forma

Vil p,6) = FZ [, (@)0m, (9) + r,, (D)o, (0)] €, (4.120)

onde os indices R e L denotam as quiralidades quanto a direita ou esquerda, respectiva-
mente. Usando as equagoes (4.117), (4.118) e (4.120) para solugdes do tipo onda-s, ou
seja, [ = 0, [35,103,157], a equagao de Dirac (4.116) reduz-se a seguintes equagoes quirais

acopladas:
00+ P(p) + W(p)l ar,(r) = ——F=ar,(p)
’ Vo) (4.121)
[0, +Pp) =Wp)l a,(r) = —2=ar,(p),
onde ) )
a'(p) | Y(p
Plp) = + 4.122
) a(p)  4y(p) (4122)
e
A
Wi(p) = -2 (1.123)
()
Explicitamente para o modelo string-cigar, ou seja, para os fatores de warp (4.59) e (4.60),
temos
P(p) = —c Ztanh2 (cp) — 2sech? (¢p) coth (cp) (4.124)
e ()
Ao(p) _ tfer—tanh (cn)
- 3ler—tanh (cp)] 4.12
Wir) “Canh (cp) ¢ (4.125)

Para m = 0, as expressoes (4.121) desacoplam em duas equagoes diferenciais

de primeira ordem, cujas solucoes sao:

oy 1.(p) = Coexp {— / (P £ W)dp’} : (4.126)

o
onde Cj é uma constante de normalizacao.
Com o intuito de se ter um modo-zero localizado e livre de singularidades na

origem, impoe-se a condicao de ortonormalidade

/ |ar,,.L,(0)*dp’ = Or, 1, (4.127)
0
Esta condigao implica que
lim aORL(p) =0, (4.128)
p—00

de modo que o argumento da fungao exponencial na Eq. (4.126) deva assumir valores
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infinitamente negativos quando p tende para o infinito. No entanto, como

_ /p P(r)dp = Z {cp — tanh (cp) + gln (Mﬂ (4.129)

é nao-convergente, a fungdo Ay(p) apresentada na Eq. (4.125) deve ser ajustada de modo

a se evitar este problema. Assumindo que
W(p) = =AP(p), (4.130)

onde A\ é uma constante de acoplamento adimensional, o modo-zero direito fica dado por
a(p) = Coexp [ / dr' (A —1) P] = Coo ™D (p)yi*=D(p). (4.131)
o'

Para A = 0 esta expressao ¢ a mesma obtida na Ref. [35] que é ndo-normalizada.
Utilizando as expressoes explicitas do fator de warp nas Eqgs. (4.59) e (4.60) para o modelo
string-cigar, o modo-zero e a componente angular do campo de calibre de fundo ficam

dadas, respectivamente por:

A—1)
tanh (c 2 5
a%(p) = Cy <%) exp (Z(l — A)[cp + tanh (cp)]) (4.132)
e
Ag(p) = 2 E tanh® (cp) — 2sech? (cp)} e zlep—tanh (cp)] (4.133)

Na auséncia de acoplamento (A = 0), o modo-zero nao é localizado na brana.
Para A > 1, o modo-zero ¢ normalizado, mas apenas para A > 3 sua derivada ¢ continua
e nula na origem. Para estas restricoes sobre A, encontra-se as seguintes condigoes de
contorno

%, (0) = lim o (o) =0 s

Dp [@%,L(P)]pzo = plggo op [&%,L(p)] =0.

Nos plotamos o modo-zero fermionico e a componente angular do campo de
calibre de fundo nas figuras 42 e 43, respectivamente. Em ambos os casos, a constante
de acoplamento A controla a amplitude, enquanto que o parametro geométrico regula sua
distribuicao sobre a coordenada extra radial. O deslocamento do modo-zero da origem
¢ um resultado importante apresentado na expressao (4.132). Esta caracteristica esta
intimamente relacionada com o fato de que o nicleo da brana encontra-se fora da origem

r =0 [89]. Assim como para os campos gravitacional e vetorial, este modo-zero tem perfil
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semelhante ao da densidade de energia do modelo string-cigar. [89]. Note na figura 42

que o modo-zero satisfaz as condigoes de contorno homogéneas (4.134) para A > 3.

2.0
15 A\ |
“““““““ A=00
Ao i] S SR — A=20 ]
' —s A=T0
: — A=120
05} i Ny — A=20 ¢=050
! . s- A=T70 ¢=070
- — A=120 ¢=090
04 05 T 5 2.0 & I ¢ 8§ 10 1z U
r r
Figura 43: Grafico da componente angular
do campo de gauge para o modelo

Figura 42: Grafico do modo-zero
fermionico direito para ¢ = 0.5 no modelo
String-Cigar.

String-Cigar.
Para se ter o modo-zero esquerdo confinado na brana, deve-se fazer A — —\

na Eq. (4.130) com a mesma restrigdo |A|> 3. Portanto, apenas um dos modos quirais
sem massa pode ser localizados na brana. Este é um resultado bem conhecido em modelos

de cinco dimensdes warped [55,141-143,146, 147].
E interessante notar neste ponto que as referéncias [35,103] utilizam uma im-
(4.135)

posigao menos restritiva na componente radial o% ; (p) na forma

(p)dp' = / V=30 (p)a% 1 (o)’ = 8rs.
0

Ii = / I
2 0
que provém da acao efetiva ngf(x, p,0) [35,103] usando as equagoes (4.108) e (4.120)
2w do
(4.136)

N |=

Sy = [ @i 0.+ iat @) v@ats’ [T L [

No entanto, se adotarmos apenas a condi¢ao acima, o espinor no cenario string-cigar tera
singularidades, enquanto que para as condigoes (4.127), estas singularidades desaparecem.

Ademais, a Eq. (4.135) também ¢é satisfeita.
Espectro de massa

(4.137)

No ambito de estudar os modos massivos, desacoplemos o sistema de equacoes
de primeira ordem (4.121) efetuando a mudanga de varidvel conforme z(p) dada por
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Com isso, somos levados a

<8§ + 2P0, + [752 - W? 4 (77 + W)D ar,.1,(2) = —mZang, 1, (2), (4.138)

onde

P=P)o(z) , W=W()/o(2). (4.139)

Aqui, os pontos denotam derivadas com respeito a z e os sinais 4+, — denotam quiralidade
direita e equerda, respectivamente.

O sistema de duas equagoes de segunda ordem (4.138) é composto de problemas
de Sturm-Liouville independentes para cada quiralidade. Portanto, nés iremos analisar a
dinamica em cada quiralidade independentemente. Devido a complexidade das equacoes
por conta das expressoes oriundas dos fatores de warp do modelo string-cigar, e ainda
pelo fato de a transformagao de conforme z(p) ndo possuir solugao exata, o espectro e
as autofuncoes dos férmions nao podem ser obtidas analiticamente. sendo necessaria um
estudo numérico do problema. As solu¢bes numéricas serao apresentadas no capitulo 5. De
modo a se evitar erros de arredondamento cumulativos, estudaremos os modos massivos
na coordenada original p. Portanto, a Eq. (4.138) permanece desacoplada podendo ser

escrita como

1 1F A
g, 0, (p)+ [3f + 59] .1, (P) + {% [5f2 + fg+10f + 29/] +
, (4.140)
5) g12 m
— A\ 4 —_ mn
+(1=A )[4f+ 4] }OfRn,Ln 7 OB La(P)
onde ) )
a'(p B'(p
flp) = and g(p) = , 4.141
) a(p) ) B(p) 141)
lembrando que 5 = /7.
Para o caso da corda fina, f = —c e g = 0. Logo, o problema de Sturm-
Liouville (4.140) se reduz a
" ! 502 i) 2 cr
o, 1. (p)=3cag 1 (p) + r [(1 FA)+ 5(1 = A)|ar,.,L,(p) = —mp e ag, 1,(p).
(4.142)

Para A = 0 (auséncia de acoplamento), a equacdo de Sturm-Liouville (4.142) torna-se

35

o r(p) = 3calp 1 (p) + 1—60204R,L(P) = —my e ag, r,(p), (4.143)
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cujas solugoes sao da forma
C, 2 C, 2 C
app = A e [Jié (Tm ez”) + Bh Yis (Tm e2p>] , (4.144)

onde A, e By sdo constantes de integragdao. E importante ressaltar que os modos

1

massivos dependem das fungoes de Bessel de ordem prp = +3,

enquanto que para os
graviton, ordem 5/2 [88] e para o campo vetorial, ordem 3/2 [35,101].

Note que, assim como na Ref. [35], o modo-zero fermionico na auséncia de
acoplamento com o campo de calibre de fundo nao é localizado na brana. De fato, para

m = 0 na Eq. (4.143), a solugao sem massa tem a forma
05(1)%7[/ - AOR7L ep1Cp +B]0{7L ep20p, (4145)

onde pyp = BEA® ¢ A} | Bj | sdo constantes de interagdo.

Para A # 0, podemos escrever as solu¢oes como
C 2 C, 2 C
apr = ARL s {JMRL (_m e;) + Br 1Y, (_m e;)l : (4.146)
’ c ’ c

onde
prr = (BAE£1)/2 (4.147)

sao as ordens das fungoes de Bessel. Os modos massivos dados pela Eq. (4.146) assemelham-
se bastante com as encontradas em cinco dimensoes [160-163], onde a massa, assim como
o acoplamento A aqui, controla a ordem das funcoes de Bessel. Plotamos na Fig. 77 a
solugao analitica (4.146) de quiralidade direita para diferentes valores de A\. Note que a
constante de acoplamento distancia os modos massivos da brana.

Diferentemente do modo-zero, o modo massivo nao ¢é localizado na brana,
devido ao crescimento exponencial, o que é desejado. Todavia, para que as condicoes de
contorno sejam satisfeitas, as ordens da fungao de Bessel devem ser ug > 7e uy, > 8. O
acoplamento permite que as ordens das fungoes de Bessel sejam inteiras ou semi-inteiras.
Para A par, a ordem pp; ¢ semi-inteira, enquanto que para A impar, pug ¢ um inteiro.
Embora a constante de acoplamento A pode ser qualquer niimero real, as fungoes de Bessel
de ordem irracional sofrem de problemas com ramos, e portanto, trabalharemos apenas
com ordem racionais apenas. Uma caracteristica interessante é a de que os modos massivo
sao relacionados por pug = pur +1. Uma razao interessante para esta simetria serd exposta
mais adiante na abordagem por equacoes de Schrodinger.

Aplicando as condigoes de contorno (4.134) nos modos massivos (4.146) na

origem e em uma determinada distancia d corte p = punax, para m < ¢, nés obtemos as
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Figura 44: Modo massivo fermionico no cenario de corda-fina (GS) para m = 0,50. Os
valores dos parametros foram Ar = B = 1,5 x 1073, A\ =5,0e ¢ =0, 5.

condigoes Br =0 e
2 CPmax
Tuns (—me : ) = 0. (4.148)
’ c

Das raizes da funcao de Bessel (4.148), nés encontramos que o espectro de Kaluza-Klein

my ¢ discreto e possui o comportamento [131]

CTmax 2 - 3 2 — 1
my, =~ il e” 2 |n+ AL + fhL ( 2 IuRé) +0 (_2) : (4.149)
9 4 2 <n + PLRllL_ ) 2 n

O espectro (4.149) exibe um comportamento monotonicamente crescente, como esperado
das teorias de Kaluza-Klein. Para grandes valores de n, o espectro tem comportamento
linear, enquanto que para pequenos valores de n, os termos O (%) na série (4.149) alteram
a taxa de crescimento das massa. Note que este comportamento se assemelha com o caso

gravitacional. O gap de massa entre o modo-zero e o primeiro modo massivo é dado por
A=my~ —e 2 | (4.150)

que se anula para uma distancia de corte infinita. Logo, para dimensoes extras radiais
infinitas, nao ha gap de massa entre o modo-zero e a torre de estados de Kaluza-Klein
como ja se conhece dos modelos de compactificagao warped [7,35,88].

Para o modelo string-cigar, cujos fatores de warp sao dadas pelas Eqgs. (4.59)

e (4.60), As fungdes f e g definidas pela Eq. (4.141) fica expressa como sendo

sech (cp)

Ctanh (cp)" (4.151)

f(p) = —ctanh? (cp) and  g(p) =2
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Com isso, o problema de autovalores dado pela Eq. (4.140) fica intratdvel analiticamente.

O tratamento numérico deste problema serd discutido no capitulo 5.
Abordagem via equagao de Schrodinger

Para chegarmos a uma equacao do tipo Schrodinger para os modos massivos

efetuamos a seguinte mudanga de variavel

apr(z) = exp [— / / ﬁ(z)dz’} ap(2), (4.152)

na Eq. (4.138). Com isso, obtemos
(=02 + Vr1(2)] arr(z) = m*ag(2), (4.153)

onde

Vii(2) = W2(2) £ 9.V (4.154)

¢ o potencial quantico analogo.

Para o caso da corda-fina, Vg 1(2) tem a forma explicita

5\ | DA
VR,L(Z) = — |:—

1
> |5 ¢1} R (4.155)

42

para A > 0.4, ha uma barreira de potencial na origem para ambas as quiralidades. Como
o potencial se anula assintoticamente, nao ha gap de massa para uma coordenada radial
extra infinita (confira Ref. [52]), como ja observando pelo estudo do problema de Sturm-

Liouville. Definindo a variavel
2
ri=m (z + —) , (4.156)
c
a equacao do tipo-Schrodinger para os férmions no modelo de corda fina torna-se

[—ag n {% [% =S 1} %} - 1] app(r) =0, (4.157)

cujas solugoes podem ser escritas como

&R,L(x) = NR,L\/E[‘]MR,L (ZL’) + AR,LYMR,L (ZL‘)] . (4158)

A Eq. (4.158) é mais forma de expressar as autofungoes massivas juntamente com a Eq.
(4.146).
A estrutura do potencial (4.154) nos permite reescrever a equacao do tipo

Schrodinger como um sistema de equagoes

Hpag(z) = m?ag(z), Hpap(z) =m?ap(z), (4.159)
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onde os operadores Hamiltonianos Hp ;, podem ser fatorizados em

Hp=A'A, H;, = AA (4.160)
com
d -
A(z) = — . 4.161
() = 2+ () (4.161)
Para o caso de corda-fina, o operador diferencial de primeira ordem A(z) é escrito como
d A1
Alz) = — = 57—~ 4.162
B = % Ery (4162

Os operadores do tipo Hamiltonianos nas Eqgs (4.159) e (4.159) formam uma
estrutura andloga a Mecanica Quantica Supersimétrica. De fato, definindo os operadores

de carga andlogos [164-166]

(00 . (0 A
Q_<Ao>’Q_<o 0) (4.163)

que sdo operadores nilpotentes, isto é, Q? = Q' = 0, e definindo também o Hamiltoniano

do tipo supersimétrico [164-166]

H = (4.164)
0 Hp

nds obtemos uma algebra de mecéanica quantica supersimétrica [164—166]

H = {Q.Q), (4.165)

Q. H]=[Q,H|]=0. (4.166)

Os Hamiltonianos Hp ;, sao relacionados por
Hi = Hg (4.167)

e sdo chamados superparceiros onde W é conhecido como o superpotencial [164-166).
Este superpotencial é bastante comum em localizacao de férmions em branas. Confira a
Ref. [55], uma das pioneiras no assunto.

Uma caracteristica bastante importante do sistema supersimétrico analogo
(4.160) é o de que o espectro massivo para ambas as quiralidades e garantidamente real
(ausente de taquions) [52,54,55]. A andlise do espectro através do formalismo super-

simétrico analogo é presente em grande parte da literatura de modelos de mundo-branas.
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Considere agora a autofungao massiva ag(z) do operador Hamiltoniano de

quiralidade direita, Hg (4.159) com massa mpg. Defina a fungao

1

mg

Aplicando o operador Hamiltoniano de quiralidade esquerda Hj, na funcao &y, encontra-
mos que

Hpap(z) = myar(2), (4.169)

isto é, &y, é uma autofuncao esquerda com massa igual a da autofuncao direita ag. Defi-
nindo [164-166]
ap = —Alay, (4.170)

nos temos que

HR&R(Z) = m%&R(z), (4171)

isto é, ar é uma autofuncao de quiralidade esquerda com massa igual a da autofuncao de
quiralidade direita a ;. Portanto, para cada autofuncao direita a g existe uma autofungao
(7, COM Mesma massa € vice-versa.

A estrutura supersimétrica andloga dos Hamiltonianos Hp ; também garantem
que o espectro possui limite inferior. De fato, multiplicando qualquer dos Hamiltonianos

Hp 1, pela autofungao dual &g 1, respectivamente, obtemos

> = m?||ag,cl|?, (4.172)

[[Adr

e portanto, m > 0. A auséncia de tdquions, (estados com norma negativa) garante a
estabilidade do espectro. Além disso, isto nos possibilita uma interpretacao probabilistica
andloga sobre os modos ressonantes. A mesma ideia é utilizada em cinco dimensées.

A fatorizacao do Hamiltoniano e a auséncia de estados com norma negativa nos
permite reduzir o problema de encontrar o estado fundamental de um operador diferencial
de segunda ordem & um solucao de uma equacao diferencial de primeira ordem®. De fato,

para o modo sem massa direito, temos que
Hpad =0 = ||Aa%]| =0, (4.173)

e desse modo,

Aa% =0, (4.174)

5Lembre do formalismo do superpotencial que discutimos no capitulo 2.
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enquanto que para o modo sem massa esquerdo &9,

Hpa% =0= A'a? = 0. (4.175)
Poranto, os modos sem massa dOR ; satisfazem a equagao

a% , EW(2)al =0, (4.176)

cuja solucao ¢é dada por

Gy g, = eF I W (4.177)

Pela Eq. (4.177), apenas um modo-zero quiral é normalizado, isto é, localizado na brana.
Usando a mudanca de varidvel dependente Eq. (4.152), nés obtemos a expressao (4.126)
para o modo-zero. Portanto, para A > 0, apenas o modo-zero direito ¢ localizado na

brana.

4.4.3 Localizagao do campo de spin 3/2

Nesta secao discutiremos a respeito a respeito do confinamento do campo de
Rarita-Schwinger (spin-3/2).

Primeiramente, iniciaremos pela seguinte agao [35,103]:
S6y)s = / V=g Uy iTM TNT PID W pd (4.178)
onde os colchetes denotam anti-simetriza¢ao. A equagao de movimento é [35,103]
MNP PID W, = 0. (4.179)

Daqui em diante, reduziremos a notacao para I'M™* para designar o produto de matrizes.
Para este campo de spin 3/2, a derivada covariante ganha um termo adicional

da conexao afim quando comparado com o campo de spin 1/2 (4.112)
DyVy = (Our + Qs — igAun) Uy — Ty Up. (4.180)

Os termos nao-nulos da Eq. (4.180) com a imposi¢ao do calibre ¥y = ¥, = 0 [103] sao:

1 /
DU, = (aﬂ + Zirurp - iqAM) v, (4.181)
g
10’
DH\I][) = —55\11”, (4182)
10’
DV, = <ap - 55) v, (4.183)

1 /
Dy, = (39 + Z%FQFP - Z'qA(;) v, (4.184)
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Analogamente a decomposicao do spin-1/2 na Eq. (4.117), os autores da Ref. [35,103,157]

apresentaram o espinor-vetor 40D de Rarita-Schwinger na forma

()
U, (z,p,0) = ( S ) (4.185)

Aqui, fazemos a decomposicao de Kaluza-Klein no espinor 3/2 na seguinte forma:
1 i
%(14) (x,p,0) = Von ; [%;Rn,l (z)ur,,(p) +Yur,,(v)uL, (p)| € v (4.186)

onde a se¢ao 4D é vinculada por [35,103]
8#1/% - ’V‘uqu)u =0 (4187)

e [167]
VP (0, —iqAy) Yprr = mY" Py R (4.188)

Logo, com essas restricoes, os termos nao-nulos de 'Y Dy W5 sdo

/
T4 D0, = DU (9, — iqA,) U, + %F”EFP\IJ,,, (4.189)
eur 1o epp
10
P D,w, =T (9, - 52 ) v, (4.191)
g
/
T4 Dy, = T (9 — igAg) U, + Z—F“Tp\ﬂu. (4.192)
v

Portanto, escrevendo as matrizes gamma na forma plana (I'M = S%FM ) e
ignorando alguns indices, para o autovalor angular [ = 0, a equagdo de movimento (4.179),

junto com as Eq. (4.189)-(4.192) torna-se

05+ (Plo) = 57) + W) un, (p) = ==, (p),
g (4.193)

10, + (P(p) — &) = W(p)] ur,(p) = sun, (p);

com P(r) definido na Eq. (4.124) e W(p) na Eq. (4.125). Nés concluimos que a Eq.
(4.193) ¢é similar ao caso de spin 1/2 apresentado na Eq. (4.121) com o termo adicional

F/
T2F

Agora, nés usamos a mesma escolha para Ay na Eq. (4.133), que implica dizer

que o caso
W(p) = =AP(p) (4.194)

da Eq. é assegurado (4.130). Portanto, para se obter uma solugao de médulo quadrado
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normalizado, o modo-zero esquerdo do campo de spin 3/2 deve ter a forma

z&m:@mﬂL@(u—DP—%ﬂ=aﬁ*Wwﬁ*%m (4.195)

onde Cy é uma constante de normalizagdo. Novamente, para A = 0, a expressao (4.195)
¢ a mesma obtida na Ref. [35] que é ndo-normalizada. Além disso, a agao efetiva radial
para o campo de spin-3/2 é a mesma do campo de spin-1/2 mostrado na Eq. (4.135).
Note que hé uma correlagao entre os modos sem massa nas equagoes (4.195) e (4.132) da

forma

. (p) = 020k . (p). (4.196)
Esta mudanga proporciona um pequeno aumento da amplitude do modo-zero para o
campo de spin 3/2. N6s plotamos na figura 45 o modo-zero para o campo de Rarita-
Schwinger dado pela Eq. (4.195) e comparamos com a Eq. (4.132).
Utilizado as expressoes explicitas dos fatores de warp do modelo string-cigar,
(4.59) e (4.60), o modo-zero do campo de spin 3/2 fica expresso como

,1)

) - exp G(s — 5\)[cp + tanh (cp)]). (4.197)

tanh (cp)
c

o) = (

Assim como para o caso de spin 1/2, para que exista um modo-zero é exigido que A > 1,
mas apenas para A > 3 hd um modo-zero normalizado com derivada nula na origem. Além
disso, para os modos sem massa esquerdos deve fazer A — —\. Portanto, novamente,
apenas uma das quiralidades ¢ localizado na brana.

Nesta fase do trabalho, nés ja temos as expressoes dos modos se massa para os
campos gravitacionais 4.70, vetorial 4.96 e espinoriais — de spin 1/2 (4.132) e 3/2 (4.195).
Nos verificamos que para A = 2 0 modo-zero fermionico possui comportamento similar ao
dos campos bosonicos. Na figura 46, plotamos os modos sem massa de todos os campos

desta tese a fim de compara-los.
Modos massivos

Utilizando a coordenada conforme z, dada pela Eq. (4.137), nés podemos

desacoplar a Eq. (4.193) na seguinte equagoes diferenciais de segunda ordem

rer(reg)o { o (5)

VP (z
H(1 = )PR(2) (5) }MWL——wﬂmLu> (4.195)




onde P(z) = /o P(z).

88

Retornando para a varidvel original 7, a equacao (4.198) torna-se

<2f+ )8 +{( g )[5f2+fg+10f +29} + (1 =A%) Eer%er

|:f2 fg

2

f ] H urr(r) = —%UR,L</0)' (4.199)

2

As equagoes (4.199) e (4.140) possuem diferencas minimas entre si. No capitulo 5

mostraremos as solugcoes numéricas das equacgoes destas equagoes. Mostraremos que o

espectro do campo de spin 3/2 € idéntico ao do campo de spin 1/2. No entanto, as

autofungdes se mostrarao diferentes. As autofun¢des do campo de spin 3/2 possuem

maior amplitude quando comparado com o campo de spin 1/2. A andlise analitica do

campo de Rarita-Schwinger (expressio exata do espectro) € deizada como perspectiva

nessa tese. Analisaremos a seguir os modos massivos da campo de spin 3/2 na

abordagem via equacdao de Schodinger.

Efetuando a mudanca de variavel dependente

up,(2) = exp {— / / (75(2) — %)dz’} irr(2), (4.200)
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Figura 45: Graficos dos modos sem massa
dos campos espinoriais de quiralidade
direita no modelo string-cigar. As linhas
cheias correspondem ao campo de
spin-3/2, enquanto que linhas tracejadas
ao de spin-1/2. O parametro geométrico
foi fixado em ¢ = 0.5. Os valores do
acoplamento foram usados como sendo

A = 7 nas linhas espessas e A = 12 nas
linhas finas.
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Figura 46: Graficos dos modos sem massa
dos campos bosonicos e fermionicos no
modelo string-cigar para ¢ = 0.50 e

A = 2.0 (pro caso fermionico).
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na Eq. (4.198), nés obtemos uma equagao do tipo Schrodinger:
02+ VR inn(2) = mPan.(2), (4.201)
onde
Vii(2) = NP2 (2) F AP = WA(2) £ AW (4.202)

é o potencial quantico andlogo para o campo de spin 3/2. Note que esta possui a mesma
forma do campo de spin 1/2, dada pela Eq. (4.154), pois a mudanca de variaveis elimina
o fator multiplicativo do termo de derivada primeira da fungao upg ;, na Eq. (4.198). Toda
a discussao a respeito das propriedades supersimétricas andloga do potencial quantico

analogo na segao anterior continua véalida para o campo de spin 3/2.
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5 RESULTADOS NUMERICOS
EM 6 DIMENSOES

Neste capitulo mostraremos nossos resultados numéricos nos modelos de seis
dimensoes descritos nas secoes 4.2.1 e 4.2.2, os modelos GS e string-cigar, respectivamente.

Separaremos em subse¢oes com respeito ao campo a ser localizado.

5.1 Campo gravitacional

No6s resolvemos as equagoes (4.37) e (4.67) pelo método da matriz [168] se-
guindo o mesmo procedimento desenvolvido nos modelos em cinco dimensoes do capitulo
5. Com isso obtivemos o espectro de massa e as autofungoes do graviton no modelos GS
e string-cigar.

Como o autovalor angular gera uma degenerescéncia, nos focamos no caso de
ondas-s, isto é, [ = 0. Autoestados de onda-s representam o graviton fisico. Para o
modelo GS, discretizamos o dominio p = [0,00, 10, 0] uniformemente com N = 3000
divisoes. Com isso, o tamanho de passo € igual a 0,00333. J& para o modelo string-cigar,
por ser singular na origem, escolhemos o dominio p = [0,01, 10,01]. A razao da escolha
o dominio é devido ao comportamento dos coeficientes da equagao diferencial (4.67). O
termo de derivada primeira é fortemente ativo para pequenos valores de p, enquanto que
o termo sem derivada, para grandes valores de p. Logo, para que todos os coeficientes
tenham mesma ordem de grandeza, encontramos que o dominio dtimo é p = (0,00, 5,70].

Os problemas de Sturm-Liouville mostraram-se bastante sensiveis com o parametro
¢ devido aos termos exponenciais dos coeficientes da equacgao diferencial. Portanto, para
prevenir erros de overflow!, nés fixamos max(c) = 1, 0.

Mostramos na Fig. 47 o espectro para os modelos GS e string-cigar. Fixamos
c = 0,8. Os espectros sao todos reais, logo, os modelos nao possuem taquions. Note que
a correcao proxima a origem do modelo string-cigar eleva a magnitude do espectro.

Trabalhar numericamente sobre o modelo GS é de grande serventia pois nele,
podemos fazer o teste das nossas rotinas numéricas em modelos de seis dimensoes. Lembre
da secao 4.2.1, onde obtemos uma expressao analitica para o espectro do graviton, na Eq.
(4.52). No modelo GS, o termo 1/n foi desprezado, sendo o espectro dado pela Eq. (4.53).

No entanto, mostraremos que a contribui¢ao 1/n influencia nos dois primeiros autovalo-

1O termo overflow (em portugués, conhecido por erros de estouro), refere-se quando um nimero
torna-se demasiadamente grande de modo a extrapolar a precisao de maquina.
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Figura 47: Espectro do graviton para os modelos GS e string-cigar para ¢ = 0.8.

res de massa com correcao em segunda ordem. Na tabela 2, mostramos os resultados

numeéricos dos vinte primeiros autovalores de massa, bem como os valores exatos com e

sem a corre¢ao em 1/n com precisdao de seis algarismos significativos. Note que nossos

resultados aproximam muito bem os autovalores com erros predominantemente abaixo de

0,5%.
n | Exato GS (4.53) | Exato com o termo 1/n (4.52) | Numérico | Erro relativo (%)
1 0.0115080 0.0126740 0.0126156 0.460
2 0.0345241 0.0349128 0.0349212 0.024
3 0.0575402 0.0577734 0.0576039 0.293
4 0.0805563 0.0807229 0.0809050 0.225
6 0.103572 0.103702 0.103092 0.588
7 0.126588 0.126694 0.126235 0.362
8 0.149604 0.149694 0.149361 0.222
9 0.172620 0.172698 0.172483 0.124
10 0.195636 0.195705 0.195609 0.049
11 0.218653 0.218714 0.218742 0.012
12 0.241669 0.241724 0.2418856 0.012
13 0.264685 0.264735 0.265040 0.115
14 0.287701 0.287748 0.288207 0.159
15 0.310717 0.310760 0.311387 0.201
16 0.333733 0.333773 0.334579 0.241
17 0.356749 0.356787 0.357784 0.279
18 0,379765 0.379801 0.381000 0.315
19 0.402781 0.402815 0.404228 0.350
20 0.425798 0.425829 0.427467 0.384

Tabela 2: Espectro de massa do graviton do modelo de Gherghetta-Shaposhnikov.
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Na Fig. 48 mostramos as autofungoes para dois autovalores de massa diferente.
Jana Fig. 77, temos autofungoes para o modelo string-cigar. Como esperado, para ambos
os modelos, as autofuncgoes tém o mesmo comportamento assintotico. Porém, préximo
a origem, temos resultados interessantes. As autofuncoes no modelo string-cigar tém
amplitudes maiores do que no modelo GS. Além disso, as fungoes sao suaves sobre o
nicleo da brana. Este comportamento concorda com o apontado na Ref. [89] de que as
autofungdes devem ter um comportamento de fungoes de Bessel de primeiro tipo Jo(mp).
De fato, a expansao em primeira ordem dos coeficientes da Eq. (4.67) préximo a origem

fornece
1 2
o, + (; — 502p) ¢ +m>py, = 0. (5.1)

Para p =~ 0, o termo /1) prevalece sobre o termo —%ch. Portanto, a Eq. (5.1) se torna uma

equacao de Bessel, cuja solucao é

bp—0(p) = ErJo(mp) + E2Yo(mp), (5.2)

onde F; e F5 sao constantes de integracao. Como Yj diverge na origem, devemos fazer
Ey = 0. Portanto, o comportamento apresentado na Fig. 49 concorda com a solucao

acima.
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(a) (b)
Figura 48: Autofun¢ées numéricas para o modelo GS com (a) m = 37.156 ¢ (b)
m = 22.729.

5.1.1 Modos Ressonantes

Apesar de os modos massivos gravitacionais nao serem localizados na brana,
alguns desses modos podem apresentar um carater ressonante [36,51,52,54]. Os estados

ressonantes podem ser encontrados através do método da ressonéancia [55, 141] que
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Figura 49: Autofungoes numéricas para o modelo GS com (a) m = 37.156 e (b)
m = 22.729.

consiste em encontrar solugoes de uma equacao do tipo Schrodinger que possua grandes
amplitudes proximo a brana. Largos picos na distribuicao de probabilidade da funcao de
onda em termos das massas de Kaluza-Klein revelam a existéncia de modos ressonantes
[55,141]. Particulas massivas confinadas no pogo podem ser interpretadas como modos
gravitacionais ressonantes (gravitons massivos quasi-localizados fortemente acoplados a
brana) [36,51,52,54].

O método da ressonancias consiste em definir a probabilidade P(m)de se en-
contrar uma particula com massa m na posicao z; como

Wi (20)
Jon [ Wm(2)]Pdz

Zmin

P(m) = (5.3)
onde zpin € Zmax referem-se aos limites do dominio. Uma extensao dessa ideia foi proposta

na Ref. [141], onde uma probabilidade relativa é definida como

[ W)z
[ ()P

Zmi

P(m) = (5.4)

calculada dentro de um streito intervalo [z, 23).

Interpretacoes probabilisticas sao possiveis para autofungoes de Sturm-Liouville,
definindo-se o produto interno com a fun¢ao peso incluida. Porém, como mencionado an-
teriormente, o carater fortemente crescente dos coeficientes de Sturm-Lioville dificultam
o estudo sob variagdes do parametro geométrico c. Contudo, a mudanca de variaveis
z(p) utilizada para transformar a equagdo do tipo Sturm-Liouville em uma equacao do
tipo-Schrodinger aprimora o tratamento numérico do problema para maiores valores de c.

Por integracao numérica da Eq. (4.28) foi possivel encontrar z(p). Plotamos o resultado
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Figura 50: Solucao da integracao Figura 51: Potencial quantico analogo
numérica da transformagao z(p). para os gravitons no modelo string-cigar
U(z).
na Fig 50.

De posse da transformacdo z(p), assim como nos casos em 5D, construimos
os fatores de warp o(z) e y(z) por interpolacdo polinomial pelo método spline cibico
fixado. Como temos um numero de divisoes suficientemente elevando, pudemos obter o
valor das derivadas de z(p) por diferencas finitas regressivas em z(p = 0.01) e progressivas
em z(p = 5.7). Para as derivadas dos fatores de warp, que s@o as entradas na construgao
do potencial quantico analogo, utilizamos diferencas finitas centradas. O resultado esta
na Fig. 51. O potencial apresenta um poco, o que sugere o suporte a estados ligados.
Perceba que ha o poco é infinitamente profundo. Isto é conseqiiéncia do comportamento
conico do modelo string-cigar [89]. Além disso, para ¢ = 1,0, tem-se um comportamento
do tipo-Coulomb. H& medida em que o parametro de geométrico (fluxo de Ricci) aumenta,
surge uma barreira e o potencial assume uma forma vulcao. Note ainda que para ¢ — oo,

U(z) tende para o potencial do modelo GS
Uas(z) = 6272, (5.5)

a qual nao suporta estados ligados, nao tendo, portanto, modos ressonantes.

No6s resolvemos a equagao do tipo Schrodinger (4.31) através do método de
Numerov [?,?]. Como mostrado na Ref. [174], a func¢do probabilidade relativa (5.4) é
mais adequada para se detectar ressonancias estreitas. De acordo com a distribuicao da
densidade de energia dada na Eq. (4.61), o nicleo da brana estd dentro do intervalo
(24, 2] = [0.01,0.50]. O dominio foi escolhido como sendo [zmin, Zmax] = [0,01, 5,00] (10
vezes a regiao de integracao), para o qual a probabilidade de onda plana seja P(m) = 0,1

[141]. A posigao do pico de ressonancia, onde a informacao fisica estd armazenada, nao
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depende de zp.x, desde que este seja escolhido suficientemente grande [174].

Mostramos na Fig. 52 a solu¢do numérica da probabilidade relativa P(m).
Nos encontramos para ¢ = 2,9, o primeiro modo ressonante. E importante mencionar que
ha medida em que ¢ aumenta, a amplitude do pico de ressonancia decresce enquanto que
a largura da distribuig¢ao de probabilidade aumenta.

Podemos interpretar o comportamento dos modos ressonantes através do seu
tempo de vida. O tempo de vida de um estado ressonante pode ser estimado como
7 ~ (Am)~!, onde Am = my — my, tal que P(my) = P(m,) = %Pmax [55,171], isto é, em
torno do maximo de P(m), cujos limites sdo as meia-alturas do pico. Portanto, para o
modelo string-cigar, o tempo de vida dos modos ressonantes decresce quando o valor da
constante cosmoldgica aumenta.

A Fig. 53 apresenta as solugoes da equacao do tipo Schrodinger para as massas
indicadas nos picos da fungao probabilidade. A primeira solugao mostra que este graviton
massivo particular tem a maior probabilidade de ser encontrado na brana. Note que esta
solugao tem comportamento similar ao modo-zero calculado na secao 4.2.2, préximo a
origem, com a excecao de que esta oscila assintoticamente.

Os efeitos da estrutura interna da brana sobre os modos ressonantes também
estao mostrados na 53. Quando se aumenta o valor de ¢, a largura do modo ressonante
¢ ampliada. Portanto, o tempo-de-vida do modo ressonante decresce com com o estreita-
mento da brana. Este fato reduz a possibilidade de se encontrar estados ressonantes. Este
resultado esta de acordo com o fato de que para ¢ — oo, o potencial quantico andlogo

tende para o caso GS, onde nao se tem modos ressonantes.

Assim como em cinco dimensdes, as autosolucoes da torre de Kaluza-Klein induzem
uma pequena correcao na lei de Newton. A unica formula explicita na literatura € a
apresentada por Gherghetta e Shaposhnikov exclusivamente para a brama do tipo corda
ifinitamente fina. Como a quantidade relevante para a correcao da ler de Newton €,
além do autovalor de massa, o valor da autofuncao massiva sobre o nicleo da brana
(z =0, no caso da brana fina), espera-se que um modo ressonante seja o estado massivo
com maior contribuicao para a correcao. Ressaltamos que este é o primeiro na literatura
a encontrar modos ressonantes em modelos de branas em seis dimensoes. E, portanto,
natural a busca por uma formula geral da correcao da lei de Newton para modelos de

espessos em seis dimensoes. Esta questao € deizada como perspectiva nesta tese.
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Figura 52: Probabilidade relativa P(m).
Os pico revelam os estados massivos
ressonantes. Para m? > U, um plato é
forma a P = 0,1 correspondendo ao
regime de ondas planas.
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Figura 53: Solugoes da equagao do tipo
Schrodinger para as massas
correspondentes aos picos de ressonéancia.
A primeira solugdo possui a maior
probabilidade de interagir com a brana.

5.2 Campo vetorial

A equacdo geral de Kaluza-Klein (4.98) junto com as condigdes de contorno
(4.103) é bastante dificil de ser tratada analiticamente. Nesta tese, nds procuramos por
solugbes aproximadas através do método da matriz [168] com erro de truncamento de
segunda ordem. Com isso, obtivemos o espectro e as autofunc¢oes do campo de calibre
U(1) nos modelos GS e string-cigar. Utilizamos o mesmo dominio discretizado no caso
do campo gravitacional.

Nos plotamos na Fig. 54 os vinte primeiros autovalores para ambos os modelos.
Note que o comportamento linear esperado das teorias de Kaluza-Klein é recuperado,
onde o indice k é o nimero de Kaluza-Klein. Além disso, para o caso da brana fina,
os valores numéricos para a massa concordam com o previsto pela Eq. (4.106). Um
atributo dos métodos baseados em diferencas finitas na solucao de problemas de Sturm-
Liouville é o de que os primeiro autovalores sao bem aproximados, porém a aproximagcao
gradualmente se deteriora com o aumento de k. No entanto, como estamos interessados
apenas nos autovalores de massa mais baixos (pertencentes ao limite my < ¢), o método
é perfeitamente aplicavel. Diferentemente do caso da brana fina, no modelo string-cigar,
o espectro nao pode ser obtido analiticamente. Lembre que as corregoes proximas a brana
advindas da fonte do modelo string-cigar amplificam as amplitudes dos modos massivos
e do modo zero em relacao a brana fina. Logo, é esperado que o mesmo comportamento
venha a ocorrer no espectro

Plotamos as autofuncoes para autovalores préoximos na Fig. 7?77 para ¢ =
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Figura 54: Espectro do campo de calibre paré os modelos GS e string-cigar para ¢ = 0.8.
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0, 8. Assintoticamente, todas as solugbes tém o comportamento esperado da Eq. (4.100),
enquanto que préximo a origem, as amplitudes dos modos de Kaluza-Klein no cenério
suave string-cigar sao maiores do que no cenario de corda fina. Além disso, as solucoes
comportam-se como fungoes de Bessel de primeiro tipo préximo a origem.

Os modos massivos também foram estudados pela abordagem via equacgao
de Schrodinger. O potencial quantico analogo foi construido pelo mesmo procedimento
utilizado pelo campo gravitacional, descrito na secao anterior. Nos plotamos a solucao
numérica do potencial quantico analogo pro campo de calibre na Fig. 57 para alguns va-
lores do parametro de evolucao c¢. O potencial tem a forma vulcao, cuja barreira aumenta
e se aproxima da origem com o aumento de ¢. A equagao do tipo Schrodinger (4.89) foi
resolvida pelo algoritmo de Numerov [?,?]. N6s plotamos na Fig. 58 duas autofungoes
para ¢ = 0,7. A barreira de potencial influencia o primeiro ciclo das fungdes de onda
e, para massas moderadas as solucoes oscilam rapidamente. Modos com autovalores in-
termediarios de massa interpolam suavemente entre as solugoes apresentadas na Fig. 58.
Chamamos a atencao para o fato de que nao foram encontrados estados ressonantes pelo

método da ressonancia.
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Figura 55: Aproximacao numérica das
autofunc¢oes massivas do campo de calibre
no modelo de corda fina para m = 0.259 e

Figura 56: Aproximagao numérica das
autofuncoes massivas do campo de calibre
no modelo string-cigar para m = 0.253.
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Figura 58: Solucoes numéricas da equagao
do tipo Schrodinger para ¢ = 0.7 e para os
valores de massa m = 0.45 (linha
tracejada) e m = 1.27 (linha cheia).

Figura 57: Aproximagao numérica do
potencial quantico andlogo U(z) para
diferentes valores de c. A linha fina
corresponde ao potencial para o caso da
brana fina para ¢ = 0.45.

5.3 Campo Fermionico

Para obtermos o espectro e au autofungoes para o campo fermionico de spin
1/2, resolvemos o problema de autovalores (4.140) pelo método da matriz com erro de
truncamento de segunda ordem. Nos trabalhamos no dominio [0.01,13.0]. Plotamos na
Fig. 59 os primeiros autovalores para A = 7.0. e diferentes valores do parametro ¢, que
é relacionado com a massa de Planck. Note que o espectro é monotonicamente crescente
no regime m < ¢ como esperado das teorias de Kaluza-Klein. Além disso, férmions mais

massivos serao aceitos com o aumento de c. Note que a taxa de crescimento do m,, é
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Figura 59: Espectro de massa do campo fermionico de spin 1/2 para A = 7.0 no modelo
string-cigar.

levemente menor para os primeiros indices n o que esta de acordo com a Eq (4.149). E
importante mencionar que, embora nas nossas retinas nos tratamos as quiralidades direita
e esquerda na Eq. (4.140) de forma independente, a relacao com os autoestados revela
que, independentemente do modo-zero, o espectro direito e esquerdo sao iguais.

Nas Figs. 60 e 61, nés mostramos os resultados numéricos para as autofungoes
para ¢ = 0,5 quando A = 5,0 e 9,0, respectivamente. Préximo a brana, as solugoes se
comportam como fungoes de Bessel de ordem inteira (> 2). Esta ordem aumenta com
A. Como o modelo string-cigar recupera o modelo GS assintoticamente, é esperado que
as autofuncoes tenham o mesmo comportamento para grandes valores de p. Note que
isto ocorre quando comparado com a Fig. 44. Ademais, o nicleo da brana string-cigar
amplifica os modos massivos préximo a origem. O mesmo comportamento ocorre para o
campo gravitacional e vetorial como mostrado nas secoes anteriores deste capitulo. Isto
nos estimulou a procura por estados ressonantes. Apresentaremos esses resultados na

subsecao a seguir.

5.3.1 Modos ressonantes

Apesar de os modos massivos fermionicos nao serem localizados na brana,
alguns autoestados em particular podem apresentar caracteristicas ressonantes. Assim
como nos casos anteriores, resolvermos a equacao do tipo Schrodinger pelo método de
Numerov [?,?]. Seguimos os mesmos procedimentos feitos para o campo gravitacional e
vetorial. Plotamos o potencial quantico andlogo nas Figs. 62 e 62. Note que os potenciais

tém a forma vulcao e o poco de potencial favorece o suporte a estados ligados.
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Figura 61: Autofungoes do campo
fermionico de apin 1/2 para ¢ = 0.5 e

A = 9.0 no modelo string-cigar. os
autovalores de massa sao mp = 0.4593 e
my, = 0.4586.

Figura 60: Autofungoes do campo
fermionico de apin 1/2 para ¢ =0.5 e

A = 5.0 no modelo string-cigar. Os
autovalores de massa sao mpr = 0.4024 e
myp = 0.4025.

Para encontrarmos as solugoes da equacao do tipo Schrodinger (4.157) com a
amplitude méxima possivel proxima a brana (em comparac¢ao com seus valores longe do
defeito) nés utilizamos o método da ressonancia assim como para o campo gravitacional.
Lembramos que a probabilidade relativa Pg 1 (m) de se encontrar uma particula com massa
m em um estreito intervalo 2¢ em torno da posicao z do minimo do poco de potencial
pode ser definida como [55,141]

PR,L(m) = (56)

1 Z+e ~ )
meax |&R L(Z)’de / ’O{R’L<Z>| dz?

Zmin
onde Zmin € Zmax denotam os limites do dominio. Para efetuarmos os calculos proximo ao
minimo do poco de potencial ajustamos € = 0.1.

Nés resolvemos a equagao do tipo Schrodinger (4.157) utilizando o método de
Numerov [?,?] para as fungoes potenciais (4.154) dentro da férmula da Probabilidade Eq.
(5.6) para uma série de valores dos parametros ¢ e A\. A distribui¢do Pg (m) apresentou
picos bastante estreitos que revelam a presenca de estados ressonantes [55]. Nas figuras
64 e 65, nds plotamos a fungdo Pg(m) para ¢ = 0,5. Para o caso de quiralidade
esquerda, ha pico bastante estreitos quando A = 4,0 e A\ = 5,0, enquanto que para o
caso de quiralidade direita, os picos surgem quando A = 4,0 e A = 6,0. No entanto,
apenas o primeiro pico em Pj representa de fato uma ressonancia. Isto é verificado
quando se resolve a equacao de Schrodinger para as massas correspondentes a cada pico
na distribuicdo Pgr(m). Plotamos a fungao de onda nas Figs. 66 e 67. Perceba que

a solugdo ay(z) para A = 4,0 é a que possui a menor amplitude de oscilagdo longe da
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Figura 62: Potencial quantico anélogo do
campo fermidénico de spin 1/2 para ambas
as quiralidades com ¢ =0.5e A =5.0. A
linha cheia corresponde ao modelo
string-cigar, enquanto que a linha fina, ao
modelo GS.
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Figura 64: Distribuicao de probabilidade
Pp(m) para ¢ = 0.5 (quiralidade esquerda)
no modelo string-cigar.
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Figura 63: Potencial quantico andlogo do
campo fermidénico de spin 1/2 para ambas
as quiralidades com ¢ =0.5e A =9.0. A
linha cheia corresponde ao modelo
string-cigar, enquanto que a linha fina, ao
modelo GS.
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Figura 65: Distribuicao de probabilidade
Pr(m) para ¢ = 0.5 (quiralidade direita)
no modelo string-cigar.

brana, o que caracteriza verdadeiramente um modo ressonante [55]. Embora os picos nas

distribuigoes Pr(m) e Pp(m) para massas bem proximas (para A = 4,0 quando ¢ = 0, 5),

apenas o modo esquerdo possui um carater ressonante.

Resultados similares foram obtidos para outros valores de ¢. De maneira geral,

a constante de acoplamento A determina a existéncia, ou nao, de um modo ressonante,

enquanto que o parametro geométrico ¢ controla a “posicao” do pico ressonante (i.e. a

massa ressonante). Este é um resultado esperado para um valor fixo de A, pois, variar o

parametro geométrico ¢ corresponde a alterar o “cut-off” da escala de Planck. Portanto,

o parametro ¢ atua como uma escala de energia para o problema.
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Figura 66: Solugoes normalizadas da
equacao do tipo Schrédinger no modelo
string-cigar para as massas
correspondentes aos picos de na
distribuicao de probabilidade. Solucoes
esquerda e direita para A = 4.0.
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Figura 67: Solu¢ao normalizada da
equacao do tipo Schrodinger no modelo
string-cigar para a massa correspondente
ao segundo pico na distribuicao de
probabilidade da Fig. 64. Esta é a solucao
com quiralidade esquerda para A = 5.0 e
m = 1.387.

Ressonancia de férmions é um assunto bastante presente na literatura de modelos de

branas majoritariamente em modelos espessos de cinco dimensoes. Teve seu inicio em
2009 na Ref. [55] com a defini¢dao da probabilidade pontual, dada pela Eq. (5.3), e mais
tarde na Ref. [141] com a defini¢dao da probabilidade relativa, dada pela Eq. (5.4). Desde

estao, diversos trabalhos foram feitos buscando por ressonancia de férmions em diversos

modelos de branas [1/2, 149-152]. Ressaltamos que este trabalho, assim como para o

campo gravitacional, € o primeiro a apresentar a existéncia de modos ressonantes de

férmions em modelos de branas espesso em seis dimensoes. A busca por ressonancias de

férmions em outros modelos de branas espessas, como por exemplo, o Conifold

Resolvido [127].
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6 CONCLUSOES

Apresentaremos a seguir as conclusoes e as perspectivas. Subdividimos em
secoes, onde cada uma refere-se a um dos artigos publicados. Os métodos numéricos
mostraram-se robustos e estdaveis. Aplicando ao modelo de Randall-Sundrum o erro
mostrou-se predominantemente menor do que 0,05% chegando a ser ainda menor do
que 0,02%.

6.1 Localizacao de gravidade em branas hibridas simétricas

Nesta parte da tese, nés estudamos a localizagao de gravidade em modelos
de mundo-brana com co-dimensao-1 (uma dimensao extra) geradas por defeitos do tipo
compacton, as chamadas branas hibridas. Em tais cenarios, o comportamento de brana
fina estd presente quando a dimensao extra estiver fora de um dominio compacto, onde
a densidade de energia é nao-trivial, ao invés de assintoticamente como nos modelos de
brana espessas usuais. Na literatura, um mecanismo que transforma suavemente kinks em
compactons foi proposto na Ref. [43] utilizando dois modelos especificos, L, e L,. Nesta
referéncia, a brana hibrida é construida usando apenas o segundo modelo. Nesta tese,
nos utilizamos métodos numéricos adequados para construir branas a partir de defeitos
do tipo compaton usando ambos os modelos e estudamos ainda a localizagao de gravi-
dade a correcao no potencial Newtoninano devido aos modos massivos. Nés mostramos
que apenas o modelo £, conduz a um cenario de brana hibrida de forma evidente. Pri-
meiramente, o campo escalar no espago-tempo curvo ¢, gera o comportamento do tipo
compacton muito mais claramente. Além disso, o escalar de curvatura R, possui uma
mudanga abrupta para um valor constante negativo (o que caracteriza o limite AdS do
bulk) revelando claramente o comportamento hibrido da brana.

O estudo das flutuagoes gravitacionais mostrou que o modo-zero esta preso a
brana, como desejado. Além disso, o potencial quantico andlogo mostrou que o modelo
L, nao apresenta mudancas significativas com respeito a brana espessa usual modelada
por um defeito do tipo kink. O parametro utilizado no modelo nao proporciona grandes
variacoes na altura da barreira e na largura do pogo do potencial. Nao foi encontrado esta-
dos ressonantes utilizando o método das ressonancias. Este método consiste em procurar
por solugoes de uma equacao do tipo Scrhodinger em que a amplitude seja a maxima
possivel em uma determinada regiao de interesse. Em uma interpretacao de mecanica

quantica, o método apresentaria a autosolucao que possui a maior probabilidade de ser
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encontrada nesta dada regiao.

Os resultados mais importantes residem nas implicagoes fenomenolégicas dos
modos massivos. Noés calculamos as corregoes no potencial gravitacional entre duas
particulas pontuais. Utilizando o método da matriz, nds obtivemos o espectro de massa
do graviton. O comportamento monotonicamente crescente foi obtido para os primeiros
autovalores de massa, que sao os de interesse fisico. Noés utilizamos o espectro discreto
para resolver numericamente a equacao do tipo Schrodinger através do método de Nu-
merov. N6s mostramos que os primeiros autoestados sao os que tém maior contribuicao
para a correcao na lei de Newton. As solucoes subsequentes tém amplitudes cada vez
menores. Além disso, autofungoes impares dao contribuicoes triviais, pois seus valores na
origem do espaco transverso (i.e. z = 0), onde o niucleo da brana se encontra, sao nulos.
Com esses resultados, nés fomos capazes de calcular a correcao na lei de Newton devido a
torre de Kaluza-Klein. Nés concluimos que a forca gravitacional é levemente aumentada
para curtas distancias, segundo a contribuicao do tipo 1/r%. Estes resultados podem ser
utilizados para adequar o modelo com medidas fenomenoldgicas da lei gravitacional em
colisores de particulas como um possivel teste da hipotese de mundo-branas.

O comportamento do escalar de curvatura nos estimulou a ir mais além neste
questao e investigar outros cendrios de branas, como a brana hibrida assimétrica e, em
particular, para o caso em que a brana em si tende a se tornar compacta ao longo da

dimensdo extra, como mostrado na Ref. [45].

6.2 Correcgoes na lei de Newton no contexto de mundo branas
nao-fatorizaveis com codimensao-1

Durante toda a tese, nés procuramos chamar a atencao para a analise dos
modos massivos dos campos em modelos de banas. Nesta parte do trabalho focamos nos
estados massivos do graviton em cendrios de branas nao-fatorizaveis com codimensao-
1. Juntamente com o modo-zero localizado, é importante estudar a torre de Kaluza-
Klein, que conduz a correc¢oes na lei de Newton, a implicacao fenomenoldgica priméria da
hipétese de mundo-brana [8]. Ndés estudamos as corregoes no potencial gravitacional para
os modelos de branas mais novos na literatura, as chamadas brana hibrida assimétrica
[44] e brana compacta [45]. Como esses modelos advém de deformacoes nos defeitos
topoldgicos ¢* e sine-Gordon, respectivamente, nés também calculamos as correcoes no
contexto de branas geradas por esses defeitos.

A brana hibrida assimétrica possui um comportamento de brana hibrida ape-

nas em um dos setores do campo escalar, no presente caso, na parte negativa. O defeito
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topoldgico que gera a brana é do tipo half-compacton, isto é, compacton em um setor
e kink em outro. Ja no modelo de brana compacta, a brana em si tende a se tornar
compacta ao longo da dimensao extra.

Nos utilizamos o método da matriz para obtermos o espectro de massa e suas
autofuncoes correspondentes. Como esperado, os espectros sao todos reais e monoto-
nicamente crescentes. Para testar nossas rotinas, nés aplicamos o método da matriz no
modelo de Randall-Sundrum do tipo 2 e obtivemos 6timas aproximacoes para os primeiros
autovalores de massa, que sao as de interesse fisico. Além disso, nés reforcamos as carac-
teristicas hibrida e compacta dos modelos analisando o escalar de curvatura e o potencial
quantico analogo.

Nés mostramos que a brana compacta suporta apenas estados sem massa, con-
seqiientemente, nao possui contribuigoes para correcao na lei de Newton. Este modelo
peculiar corresponde & um cenario de brana com alta curvatura. Além disso, a brania
hibrida assimétrica tem contribuicao desprezivel para a correcao potencial newtoniano.
Portanto, os cenarios de brana mais simples carregam a responsabilidade de serem os
modelos mais realistas. A brana de sine-Gordon tem uma contribuicao maior do que a
brana do tipo parede-de-dominio ordinaria. Nds encontramos que apenas as autofungoes
impares contribuem para a correcao pois os valores das func¢oes de onda pares na origem
z = 0 (onde o nicleo da brana se encontra) sao zero. Portanto, embora todo o espectro
deva ser levado em conta na correcao exponencialmente suprimida, o conjunto de auto-
funcoes seleciona as solugdes massivas impares apenas. Outro resultado importante do
estudo numérico dos autoestados massivos é o de que a primeira autofuncao normalizada
tem a maior contribuicao na origem, logo, efeitos da torre de Kaluza-Klein em colisores
de alta energia podem ser resultantes do primeiro estado excitado.

O procedimento descrito nesta parte da tese é bastante util para se determinar
se um modelo de branas possui implicagoes fenomenoldgicas. Pode ainda ser utilizado
como uma ferramenta de selecao de modelos que se adequem com futuras medidas expe-

rimentais de desvios na forga gravitacional.

6.3 Modos gravitacionais de Kaluza-Klein em um modelo de
mundo-brana do tipo string-cigar

Nos estudamos os modos gravitacionais de Kaluza-Klein em dois cenérios de
mundo-brana do tipo corda, o modelo de Gherghetta-Shaposhnikov (GS) e o modelo
string-cigar. Nos cenéarios de branas do tipo corda, o espago-tempo possui seis dimensoes

com simetria cilindrica. Pela andlise da densidade de energia, o modelo GS corresponde
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a um cenario de corda-fina. Por outro lado, o modelo string-cigar pode ser considerado
como uma suavizagao do modelo GS com solugoes interior e exterior. Este modelo esta
sujeito & um fluxo geométrico (fluxo de Ricci) que define uma familia de branas do tipo
corda cujo parametro de evolucao do espaco transverso c, relacionado com a constante
cosmoldgica, causa variagoes nas propriedades fisicas da brana. Uma outra qualidade do
modelo string-cigar é o fato de este satisfazer todas as condigoes de regularidade, o que
nao ocorre no modelo de corda-fina de Gherghetta-Shaposhnikov.

Obtivemos um novo modo-zero para o modelo GS analisando a equagao radial
na abordagem de Schrodinger. Descobriu-se que a amplitude e a taxa de decaimento deste
modo sem massa é maior do que o apresentado no modelo GS. O modo-zero gravitacional
para o modelo string-cigar mostrou-se deslocado da origem e seu maximo situa-se préximo
do nicleo da brana, onde a densidade de energia é maxima. Assintoticamente, o compor-
tamento exponencial caracteristico do cenario de brana fina é recuperado. Além disso,
encontramos um gap de massa entre o modo-zero e o primeiro modo massivo em ambos
os modelos. Para o modelo string-cigar, este gap nao sofre alteracoes devido ao fluxo de
Ricci. A existéncia deste gap é requerida, pois caso nao existisse, gravitons massivos seria
observaveis no nosso universo.

Através de métodos numéricos adequados, obtivemos o espectro de massa e
as autofungoes correspondentes em ambos os modelos. Os modos massivos sao descri-
tos por um problema de Sturm-Liouville, o qual foi resolvido pelo método da matriz.
Os comportamento linearmente crescente do modelo GS foi recuperado. Para o modelo
string-cigar, encontramos um comportamento monotonicamente crescente seguindo uma
lei m,, ~ n+1/n, que mostramos ser um resultado esperado analiticamente apds o estudo
das raizes da funcao de Bessel de ordem 3/2. Concluimos entao este novo comportamento
do espectro como consequéncia do fluxo de Ricci.

As autofuncoes para o modelo string-cigar possuem comportamento seme-
lhante ao do modelo GS, como esperado. Porém, na regiao préxima a origem, em torno
do ntucleo da brana, a amplitude dos modos massivos no modelo string-cigar sao maiores
do que no modelo GS. Portanto, concluimos que a fonte da brana eleva os modos massivo
préximo ao seu ntcleo. Isto nos motivou a estudar os modos massivos ressonantes atravez
do método numérico das ressonancias. Este foi o primeiro trabalho a estudar ressonancias
de modos massivos em seis dimensoes. O modelo string-cigar permite a existéncia de
estados ressonantes. De fato, a correcao proxima a origem fornece um poco de ponten-
cial, o que nao ocorre no modelo GS, o qual consta de uma barreira do tipo 1/z%. Nés
encontramos estados ressonantes em que o maior deles ocorre para ¢ = 2.9 e m = 0.4192.

H&4 medida em que o parametro ¢ aumenta o tempo de vida da ressonancia decresce.
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Estes resultados conduzem a uma perspectiva interessante, que seria analisar
os efeitos dos modos gravitacionais de Kaluza-Klein na correcao do potencial de Newton.
Em particular avaliar a contribuicao dos modos ressonantes na correcao. Para isto, uma
formula geral para a corregao na lei de Newton sera deduzida. Atualmente na literatura,
apenas a férmula particular para a corda fina (modelo GS) é conhecida. Outra perspec-
tiva refere-se a analise da fonte da brana. O perfil da densidade de energia do modelo
string-cigar é bastante similar ao modelo de vortice abeliano estudado numericamente
por Giovannini e co-autores na Ref. [115]. Esta semelhanga sugere que a geometria do

tipo corda-charuto pode ser gerada por um vortice com um potencial deformado.

6.4 Campos de calibre em um modelo de mundo-brana do tipo
string-cigar

Além do campo gravitacional, estudamos ainda a localizagao do campo vetorial
Abeliano U(1) no modelo string-cigar. Nossa andlise foi em torno das solugdes do tipo
ondas-s, isto é, estados com autovalor angular [ nulo. O modo zero do campo de calibre
é localizado na brana, porém suave se comparado com o caso da brana fina. Assim como
no caso gravitacional, o maximo do modo-zero é deslocado da origem. Assintoticamente,
o comportamento exponencial caracteristico do cenério de brana fina é recuperado.

Nos obtivemos o espectro de KK do campo de gauge e suas autofungoes tanto
para o caso de brana fina quanto para o modelo string-cigar pelo método da matriz. Em
ambos o0s casos, o comportamento linear para o espectro foi obtido na escala de energia
fisicamente aceitavel, isto é, m,, < c¢. O gap de massa entre o modo-zero e o primeiro
modo massivo também foi encontrado para ambos os modelos. As autofungdes massivas
apresentam uma amplitude maior no modelo string-cigar em comparagao com o modelo
de corda fina, enquanto que, assintoticamente, o comportamento usual da corda fina é
recuperado. Logo, concluimos que, assim como para o campo gravitacional, a correcao
proxima da brana, conduzida pelo fluxo de Ricci, amplifica os modos massivos sobre o
nicleo da brana.

Comparando com o caso gravitacional, vimos que as autofunc¢oes do campo de
calibre tém uma amplitude maior proximo a brana porém se dispersam menos no bulk,
em comparacao com o graviton. Além disso, e equacao radial para os modos massivos
do campo de spin-1 ¢ muito semelhante a equacgao radial radial para o graviton a menos
de uma mudanca de um fator g para g Esta pequena mudancga, no entanto, conduz a

espectros distintos, de modo que para o campo de calibre, ndo se tem o termo de 1/n no

espectro.
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Ao encontrarmos a relacao de que a constante cosmologica deve ser muito
menor do que a tensao angular na brana, vimos que, pela condi¢ao de energia dominante
e pela solucao do problema da hierarquia, o parametro geométrico ¢ deve ser pequeno,
assim como no modelo de Randall-Sundrum.

Nos estudamos ainda os modos massivos do campo de calibre na abordagem
via equacao de Schrodinger, onde obtivemos numericamente o potencial quantico analogo.
Este possui a forma vulcao usual e a altura da barreira de potencial aumenta e se aproxima
da origem, tendendo ao comportamento da brana fina, com o aumento do parametro
geométrico. Para o caso de brana fina, o potencial tem a forma 1/z% usual. Resolvemos a
equacao do tipo Schrodinger através do método numérico de Numerov para varios valores
de massa distintos. O poco de potencial influencia o primeiro ciclo das fun¢oes de onda
e, para massas moderadas as solucoes oscilam rapidamente. Aplicamos o método das

ressonancias para varios valores de ¢, porém nao foi encontrado estados ressonantes.

6.5 Modos fermiodnicos de Kaluza-Klein em um modelo de mundo-
brana do tipo string-cigar

Além dos campos de spin-1 e spin-2, nés estudamos o campo de Dirac no
modelo string-cigar. O caso de brana fina também foi analisado. Noés consideramos os
campos de spin-1/2 e 3/2 (Rarita-Schwinger). Focamos nossa atencao no caso de ondas-s,
ou seja, [ = 0.

Uma caracteristica bem conhecida de férmions em branas do tipo corda é a
de que, diferentemente dos campos gravitavional, de calibre e escalar, nao é possivel
de ser aprisionar férmions livres com um fator de warp decrescente. Por conta disso.
propusemos um acoplamento especifico para os férmions com um campo de calibre de
fundo para confinar os modos zeros dos férmions tanto de spin-1/2 quanto de spin-3/2 em
uma brana do tipo corda com tensao positiva.

Impondo condigoes de contorno convenientes para garantir que os operadores
fermionicos sejam auto-adjuntos, encontramos um modo zero normalizado e bem definido
ao longo de toda a dimensao extra tanto para a corda fina, quanto para o modelo string-
cigar dependendo da intensidade da constante de acoplamento \. Este resultado é valido
para ambos os casos de spin-1/2 e spin-3/2. As solugoes de modo-zero tém forma similar
a densidade de energia da fonte do brana do tipo string-cigar, cujo nucleo esta afastado
da origem. Este afastamento do ntcleo da brana é uma caracteristica de modelos de
branas do tipo-corda cuja fonte é um vértice Abeliano com alto numéro de voltas [115].

Além disso, ha um leve aumento da amplitude do modo-zero de Rarita-Schwinger em
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comparagao com o campo de spin-1/2.

Pelo método da matriz, nds obtivemos os espectros e as autofuncoes de Kaluza-
Klein. Nao foram encontrados estados taquionicos e os espectros eram iguais para ambras
as quiralidades esquerda e direita, o que é garantido pela estrutura de mecanica quantica
supersimétrica do potencial quantico analogo. Para m < ¢, os espectros apresentaram
o comportamento usual das teorias de Kaluza-Klein. Além disso, nés verificamos que o
espectro de massa dos campos de spin-1/2 e 3/2 sdo indistingiiiveis.

Assim como para os demais campos, as autofungoes massivas possuem o mesmo
comportamento do caso de brana-fina assintoticamente e suas amplitudes sao amplificadas
proximo ao ntucleo da brana. Além disso, as amplitudes dos modos massivos para o campo
de spin-3/2 s@o maiores do que para o campo de spin-1/2 em todo o dominio.

Embora os modos massivos de Kaluza-Klein nao sao localizados na brana, al-
guns estados massivos particulares exibiram um comportamento ressonante. A busca por
esses estados foram feitas por meio do método das ressonancias. Nos encontramos picos
na distribuicao de probabilidade, relacionando-os a estados em que a funcao de onda tem
amplitudes muito elevadas na regiao interior a brana. Desassociada a esta caracteristica, a
oscilacao da funcao de onda deve ser a menor possivel para caracterizar uma ressonancia.
As solugoes numéricas da equagao de Schrodinger obtidas pelo método de Numerov mos-
traram que a ressonancia ocorre para um modo esquerdo especifico. Portanto, apenas
férmions com uma quiralidade podem interagir com a brana como um estado ressonante.
Um resultado interessante é o de que o acoplamento permite a existéncia de um pico de
ressonancia. O parametro geométrico ¢ determina a magnitude da massa ressonante que é
consistente com o fato de que ¢ esta relacionado ao cut-off da escala de Planck. Ademais,
nés mostramos que, pela abordagem de Schrodinger, os campo de spin-1/2 e 3/2 tém
estruturas idénticas.

Finalmente, nés fizemos um comparativo do modo-zero normalizado dos cam-
pos bosonicos e fermionicos. Para um valor especifico da constante de acoplamento com
o campo de calibre, todos os campos possuem comportamento semelhante.

Como trabalhos futuros, temos o intuito de estudar numericamente os modos
de KK, bem como estados ressonantes, para os campos fermionicos de spin-1/2 e 3/2 em
um cenario de branas do tipo conifold resolvido [?]. Este cenério proporciona um fluxo
geométrico conduzido por um parametro de resolucao que controla a singularidade na
origem, consequentemente retirando a divergéncia do potencial quantico analogo. Temos
ainda a ideia de estudar as propriedades dos termos de acoplamento com o campo de
calibre para [ # 0 e sua influéncia sobre os modos zero e massivos.

Ainda nesta parte do trabalho, estudamos o campo escalar e mostramos este
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campo comporta-se de forma idéntica ao campo gravitacional.
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APENDICE A - METODO DA MATRIZ PARA PROBLEMAS DE
STURM-LIOUVILLE

A determinagao de autovalores de problemas de Sturm-Liouville ¢ de grande in-
teresse em Fisica. No entanto, em muitos casos, nao é possivel obteé-los de forma analitica,
sendo necessaria a utilizagao de métodos numéricos. A solu¢ao numérica de problemas de
Sturm-Liouville nao é trivial, no entanto, muitos métodos foram desenvolvidos para tal.
Neste apéndice, apresentaremos rapidamente o método da matriz, o qual foi utilizado nas
pesquisas desenvolvidas neste doutorado. O método da matriz (baseado em diferengas
finitas ou elementos finitos) envolve extensos calculos aritméticos e armazenamento de
grandes matrizes. Além disso, a aproximacao se deteriora rapidamente para grandes au-
tovalores. No entanto, nos problemas abordados neste doutorado, o espectro de massa dos
campos em cenarios de branas sao autovalores de um operador de Sturm-Liouville. Como
estamos interessados apenas nos primeiros autovalores de massa, o quais sao de relevancia
fisica, o método da matriz é perfeitamente aplicavel e nos conduziu a boas aproximagoes.

O método da matriz consiste na aplicagao de diferengas finitas em problemas
de valor de contorno, o que conduz a um sistema de equagcoes lineares podendo ser escrito
na forma matricial. Em problemas de Sturm-Liouville, o método da matriz conduz a um
problema de autovalores matricial generalizado.

Considere o problema de Sturm-Liouville

d*y dy

@5+ alaly(a) = Mr(@)y(a) (A1)

sujeito as condigoes de contorno de Neumann homogéneas y'(a) = 3/ (b) = 0.

Discretize a Eq. (A.1) em uma rede com N + 1 divisdes uniformes
(a=zp) <x1<T9< -+ <aNn_1 < (TNy=0D),
onde z; = a + ih com tamanho de passo h = (b —a)/(N + 1).
Utilize aproximacoes de diferengas finitas centradas para as derivadas
d_y ~ Jitl — Yim1

dx 2h

Py i — 2y + Y

da? h2 ’
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onde y; = y(z;). Com isso, a Eq. (A.1) torna-se

h
Yir1 — 2Y; +yi—1 + §pi(yi+1 — Yi—1) + hz%‘yi = )\hQTiyi-

Deve-se analisar a EDO na fronteiras:
e cmit=0:

h h
(1 - §po) y_1+ (PPq0 — 2) yo + (1 + 51?0) y1 = Aroyo;

e cmi=N:

h h
(1 - §pN) yn—1+ (KPqn —2) yn + (1 + 5]91\1) Yn+1 = APTNYN.

Note que ha pontos fora da rede: y_; e yyy1. No entanto, tais pontos sao eliminados pela

discretizacao das condicoes de contorno:

y(a)=0 = yl;—hy*l:O — Y_1 = U1

Yo =0 = BEZI—o o

Com isso, obtemos

(R*qo — 2)yo + 2y1 = AR*royo
(1 - %pz) Yi—1 + (hQC]i - 2)%‘ + (1 + %pz) Yir1 = >\h27“iyi7 i=1,2,---N—1 (A-2)
2yn—1 + (RPqy — 2)yn = AW*ryyn

Este sistema de equacoes lineares pode ser escrito como um problema de autovalores

generalizado para uma matriz tridiagonal
Ay = A\By, (A.3)

onde

h2q0 -2 2
(1 — %Pl) g -2 (1+ %Pl)

(1—2pn1) PPqn—1—2 (14 2pn_y)
2 thN -2
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Yo h?rq
Y1 h?ry
y= ., B=
YN-1 hry_1
Yn hry

Uma das vantagens dos métodos de diferencas finitas é que eles sao bastante
simples de se implementar, especialmente quando se trata com problemas regulares de-
finidos em um intervalo finito e uma rede uniforme. No entanto este método tem seus
limites. Ele substitui um problema de dimensao infinita por um problema matricial cuja
dimensao esta relacionada ao nimero de pontos da rede, no presente caso, uma matriz
(N +1) x (N +1). Como consequéncia, apenas um certo nimero de autovalores Ay,
(k = 1,2,3---) sdo bem aproximados. A aproximagcdo rapidamente se deteriora com
o aumento de k: o erro do k—ésimo autovalor numa rede com tamanho de passo h é
tipicamente da ordem O(hPk?) [175]. Portanto, para se calcular autovalores de grande
magnitude, sao necessarios muito passos. Entretanto, como em Fisica os autovalores de
Sturm-Liouville correspondem a energia do sistema, energias demasiadamente grandes

nao sao de interesse. Isto justifica o amplo uso do método da matriz, na pratica.
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APENDICE B - METODO DE NUMEROV

O método de Numerov [?,?] é um método numérico para resolver equagoes di-
ferenciais ordinaria de segunda ordem que nao contenham o termo de derivada de primeira

" (j— +1(0) ) le) =0 (B.1)

Este método ganhou muita forca e popularidade por tratar com equacoes do tipo Schrodin-
ger.
Considera-se a expansao de y(z) em torno de zy em série de Taylor até quinta

ordem. Fazendo h = z — zg, tem-se

2 h3 h4 h5
y(zo + 1) = y(zo) + hy'(wo) + Sy (o) + gy”’(xo) + oy (o) + gy””’(ﬂco) +O(h°),
h2 h3 " h4 " h5

y(zo — h) = y(x0) — hy'(x0) + 53/"(950) BT (o) + Y (z0) — gy"’”(ifo) +O(h).
Com isso, a equacao discreta para (x;_1, y;—1) € (Tis1, Yir1) fica
h? h? h* h? p
y(@ien) = ylas) +hy'(2i) + 5y (@) + gy”’(ﬂfi) + oy (@) + yy'””(iﬂi) + O(h%),
/ h2 1 h3 " h4 " h5 " 6
y(i1) = y(x;) — hy'(x;) + oY (i) — 31 (i) + Y (i) — Y (i) + O(R°).
Somando as duas equagoes acima, obtém-se
4

h
y(zic1) + y(xip1) = 2y + K2y + Ey;m + O(h).

Resolvendo para y! e utilizando a expressao vy, = — f;y; obtida da definicao da equagao

diferencial, tem-se

h4
W2 fiys = 2y; — y(wi0) — y(@in) + Y O(n°).
Ainda da definicao da equagao diferencial, observa-se que vy = —[fiy;]”. Fazendo a

mesma aproximagao de diferengas finitas como anteriormente, obtém-se:

R* fic1yicn — 23y + fis1Yin
B2 fiyi = 2yi — Vi1 — Yiy1 — 12 12 aidan

+ O(hY).
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Finalmente, resolvendo para y;,1, chega-se ao algoritmo de Numerov [?,?]:

2 2
<2 - %fi) Yi — (1 + %fi—l) Yi—1
1+ ]f_;fiﬂ '

Yiv1 = (B.2)
O erro é da ordem de h® o que caracteriza o método como de quinta ordem. E importante
ressaltar que o método exige dois valores iniciais, yo e y;. De fato, é exigido dois valores
iniciais, ja que a equacao diferencial é de segunda ordem. na pratica, o valor de yy é
dado pela condicao de contorno do problema. Ja para y; deve ser atribuido um valor bem
pequeno sendo condizente com o tamanho do passo da rede.
Equacoes de Schrodinger também podem ser resolvidas utilizando o algoritmo
de Numerov para implementar o método da matriz substituindo a aproximagao por di-
ferencas finitas centradas simples. Como ilustragao, resolveremos a seguinte equagao de
Schodinger
(@) + V(2)y(z) = Ey(a), (B.3)

sujeita a condigao de contorno y(a) = y(b) = 0. Utilizando a mesma discretizagdo do

dominio [a, b] da se¢ao anterior, o método de Numerov aplicado a equagao (B.3) conduz a

Yie1 — 2Yi T Yix1 1
_ % AL E fi—lyi—l + ]-szyz + fi+1yi+1i| .

Como f(z) = — [E — V(:v)}, tem-se

Yir =20+ Yin | 1
h? 12

1
[Vzelyzel + 10Vy; + V;+1yi+1:| = EE [yzel + 10y; + yi+1:| .

Como os valores de V_; e Vi1 nao podem ser eliminados pelas condi¢oes de contorno, o

sistema de equacoes discretas deve existir para 1 < < N — 1:

yr4m+m+%ﬁwm4mwuww4:%ﬂ@+mm+ﬂ
Yie1 = 24 + Y + 1 [Vi—lyi—l + 10Viy; + ‘/;+lyi+l:| = DB |yio1 + 10y; + yi+1} , 1=2,---N—-2

YN—2 — 2YnN—1 + YN + % [VN—zyN—z +10VN_1yn—1 + Vayn | = %E |:yN—2 + 10yn-1 + ?JN]
(B.4)

Como dito anteriormente, nao existe um método numérico geral. Cada tipo de equagao

diferencial possui um método mais adequado para determinadas condicoes de contorno.
e Condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas:

Para y(a) = y(b) = 0, tem-se que yo = yy = 0 e o sistema de equagoes (B.4)

pode ser escrito como um problema de autovalores generalizado como

Ay + BVy = EBy, (B.5)



onde

-2 1 10 1
1 -2 1 1 10 1
" ~ h2
A- B-"
12
1 -2 1 1 10 1
1 -2 1 10
Y1 Vi
Y2 Vs
¥ = S V=
YN—2 VN2
YN-1 N
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e Condicoes de contorno de Neumann homogéneas:

Neste caso, y'(a) = y'(b) = 0. Utilizando aproximacao de diferencas finitas

progressivas em x = a e regressivas em x = b:

Y~ ?/z‘+1h— Yi (B.6)
e
r Y Yia
N B.7
y n (B.7)
respectivamente, tem-se que
Y=o — FR-0 o
h
Jb)=0 = NTINL_4
h

Logo, o sistema de equagoes (B.4) as matrizes da equacao (B.5) passam a ser

10 1

1 -2 1 1 10 1
h2
12

(el
I

10 1
10




117

(% Vo/10 +V;
Yo Va
y= + |, V=
YnN—2 V-2
YN_1 V-1 + Va/10

e Condicoes de contorno mistas homogéneas

Considere as condig¢oes de contorno mistas homogéneas
aay(a) + /Bay/(a) =0,

apy(b) + By’ (b) = 0.

Utilizando aproximacao de diferencas finitas progressivas para a derivada em = = a, tem-

se
Y1 — Yo 1
aa + a - 0 _> =
Yo+ 5 h Yo . — ﬁa/hyl
e aproximacao de diferencas finitas regressivas para a derivada em z = b, tem-se
YN —Yn-1 1
ayn + fp———=0 — = -1
byN + Bo h YN ap — ﬁb/hyN 1

Finalmente, o sistema de equagdes (B.4) as matrizes da equacao (B.5) passam a ser

(s -2) 1 10 1
1 -2 1 1 10 1
~ ~ h?
A — B-
12
1 -2 1 1 10
1
2 <_2 T ab—ﬁb/h) 1
.
hn <10(aa_oﬁa/h) - ‘/1>
Y2 Va
¥ = S V=
YN—2 V2
.
Yn-1 V-1 + (m)

Para o caso especial em que o, + B.p/h = 1, o problema de autovalores

coincide com o caso para condi¢oes de contorno de Neumann homogéneas.

1
10
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